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1. (2 Punkte) Sei A € Myy7(R) eine reelle (9 x 7)-Matrix mit rank(A4) = 4.
Bestimme die Dimensionen der beiden Teilrdume

L={zeR"|Az=0}, W:={yeR’|IweR": Az=y}

und gib jeweils an, aus wievielen Gleichungen minimale lineare Gleichungssysteme
fiir L und W bestehen.

2. (5 Punkte) Bestimme die Inverse der Matrix:

1 -2 1 -1
2 =5 2 =3
3 =5 4 -2
4 —=8 6 =5

3. (3 Punkte) Es bezeichne W C R® den von den Vektoren

1 -1 2 -1 2
; "3 5 3 ;

V1 = Vo = - Vo = Vg = — Vs =
1 5 ] 2 5] 3 3 | 4 5 5 4
4 -3 4 1 -2

aufgespannten Teilraum. Bestimme dim(7/') und eine Basis von W. Gib auch ein
minimales lineares Gleichungssystem fiir W an.

—

4. (3 Punkte) Sei W ein Teilraum eines Vektorraums V. Was verstehen wir unter
dem Quotientenraum V/W, und was ist die sogenannte kanonische Projektion
m: V. — V/W? Erklare auch wie die Vektorraumoperationen auf V/W definiert
sind.

5. (4 Punkte) Gib bei den folgenden Aussagen an, ob sie richtig oder falsch sind?

a) Es existiert eine injektive lineare Abbildung R% — RS,

b) Jede surjektive lineare Abbildung ¢: R? — R? ist auch injektiv.

c) Jedes Erzeugendensystem von R? ist endlich.

d) Ist A eine Matrix mit Rang k, dann sind je k Zeilen von A linear abhéngig.

6. (3 Punkte) Seien A, B € M, «,(K), sodass AB = [,. Erkldre warum dann
auch BA = I, gilt.



7. (3 Punkte) Sei W ein Teilraum eines endlich-dimensionalen Vektorraums V.
Zeige, dass dann auch W endlich-dimensional ist und dim(W) < dim(V') gilt.

8. (4 Punkte) Betrachte folgende Vektoren des R3:

1 0 1
bl =12 y bg = 1 R b3 = 0
0 3 -5

Zeige, dass B = (by,by,b3) eine Basis von R? bildet und bestimme die Basis-
wechselmatrizen Trp und T wobei E = (e, ey, e3) die Standardbasis von R?
bezeichnet. Bestimme auch die Matrix [¢]gp der linearen Abbildung

x —10x + 5y — 22
¢: R® = R3, oly| =1-252+ 13y — 5z |,
z —15z + 9y — 32

beziiglich der Basis B.

9. (3 Punkte) Was verstehen wir unter dem Kern einer linearen Abbildung? Zeige,
dass eine lineare Abbildung genau dann injektiv ist, wenn sie trivialen Kern hat.

10. (3 Punkte) Zeige, dass die Menge der schiefsymmetrischen (3 x 3)-Matrizen,
{A € Mss(R) [ A" = — A},
einen Teilraum von Mjsy3(R) bildet und bestimme seine Dimension.
11. (2 Punkte) Gib zwei Teilriume W, und W, von R* an, sodass:
dim(W1) + dim(W,) = dim(R*), aber Wi + W, # R*
12. (5 Punkte) Zeige, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt.

Punkte: | 0-20 | 20125 | 25130 | 30135 | 351 40
Note:| 5 | 4 | 3 [ 2 | 1 |

Punkte: Beurteilung:



Losungen

1. Es gilt dim(WW) = rank(A) = 4, jedes minimale lineare Gleicghungssystem
fur W besteht aus 9 — dim(W) = 9 — 4 = 5 Gleichungen. Es gilt dim(L) =
7 —rank(A) = 7 — 4 = 3, jedes minimale lineare Gleichungssystem fiir L besteht
aus rank(A) = 4 Gleichungen.

2.
1 -2 1 -1\ 16 -5 -3 1
2 -5 2 3| |8 -3 —2 1
3 54 -2 “|l-5 1 1 o0
4 -8 6 —5 6 2 2 -1

3. Durch Spaltenumformungen erhalten wir:

1 -1 2 -1 2 1 0 000
3 -1 8 -1 2 0 1 000
4 -3 9 =3 6 [~]5/21/2 00 0
5 —2 13 —2 4 1/2 3/2 0 0 0
4 -3 4 1 =2 0 0 100

Die ersten drei Spalten der rechten Matrix bilden daher eine Basis von W, es
gilt somit dim(W) = 3. Auch ein minimales Gleichungssystem fiir W lasst sich
ablesen:

—g:cl —%Jfg —|—JI3 =

—%xl —%xz +ry =
4. siehe Skriptum, I1.6
5. a) wahr; b) wahr; ¢) falsch; d) falsch
6. siche Skriptum, IV.2.13
7. siehe Skriptum, IV.1.20
8. Es gilt:
1 0 1 -5 3 -1
Teg=12 1 0 |, Tgp = (Tgp) =110 -5 2
0 3 =5 6 -3 1
-10 5 =2 0 -1 0
plep= | —25 13 =5, ol = Tpe [¢lpr Tep = (1 0 0
-15 9 =3 0 0 O

9. siehe Skriptum, 11.3.21 und 11.3.22.



10. Sei V := {A € M3.3(R) : A" = —A}. Sind A, B € V, dann gilt (A + B)' =
A+ B* = (=A)+ (—B) = —(A+ B), also auch A+ B € V. Fiir A € R gilt
weiters (AA)! = MA" = \(—A) = —(A\A), also auch AA € V. Dies zeigt, dass V
einen Teilraum bildet. Jede schiefsymmetrische Matrix lasst sich in der Form

0 a b 0 10 0 01 0 0 0
—a 0 c¢|l=a|-10O0)+b] 0 O0O0]+c|0 0 1
—b —c 0 0 00 -1 0 0 0 -1 0
schreiben, fiir eindeutig bestimmte a, b, c € R. Die Matrizen
0 10 0 01 0 0 0
-1 0 0], 0O 0 0], 0 0 1
0 00 -1 00 0 -1 0

bilden daher eine Basis von V, es gilt somit dim(V) = 3.

11. Etwa Wy = (ey, e9) und Wy = (e, e3). Es gilt dim(W;) = 2 = dim(W3), also
dim(Wy) + dim(Ws) = 4 = dim(R*), aber Wy + W, = (ey, €2, e3) # R*.

12. siehe Skriptum, I11.3.22



