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Priifung zu
Einfithrung in die lineare Algebra und Geometrie
Wintersemester 2011/12, LVN 250018
am 25. Mai 2012, 2-stiindig

1. (5 Punkte) Betrachte die lineare Abbildung ¢: R®> — R?*, ¢(z) := Az, wobei

36 2 17 1
A=179 1 7 ¢
12 0 3 0

Bestimme rank(¢)), eine Basis von ker(1)) und eine Basis von img(v)).

2. (3 Punkte) Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum. Warum ist jede in-
jektive lineare Abbildung ¢: V — V surjektiv?

3. (2 Punkte) Was verstehen wir unter dem Rang einer linearen Abbildung und
was unter dem Rang einer Matrix?

4. (3 Punkte) Seien ¢: U — V und ¢: V. — W zwei lineare Abbildungen zwi-
schen endlich dimensionalen K-Vektorraumen. Zeige rank(¢ o ¢) < rank().

5. (5 Punkte) Sei K ein Korper, A € M,«n(K) und y € K™. Zeige, dass das
inhomogene Gleichungssystem Az = y genau dann eine Losung z € K" besitzt,
wenn rank(A) = rank(Aly) gilt.

6. (3 Punkte) Zeige, dass die Vektoren
1 1 1
—1 1 !
_ | _ | = _
v1=1-11> V2= -1 |> Uz =1 -1
1 1
~1 1 -1
linear unabhéngig sind und erginze sie zu einer Basis von R®.

7. (2 Punkte) Betrachte die beiden Funktionen f,g: R — R, f(z) = e* und
g(z) = €**. Zeige, dass f und g (im Vektorraum aller Funktionen R — R) linear
unabhéngig sind.

8. (2 Punkte) Zeige tr(AB) = tr(BA) fiir je zwei Matrizen A € M,,,,(K) und
B € M,«m(K). Dabei bezeichnet tr(C') = Ele C; die Spur von C' € My, (K).
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9. (3 Punkte) Sei ¢: V — U eine lineare Abbildung, und seien W bzw. W’ zwei
Teilrdume von V', sodass:

dim(V') =7, dim(U) = 8, rank(y) = 6,

dim(W) = 3, dim(W') = 4, dim(W + W') = 5.
Bestimme folgende Dimensionen:

dim(V*) = dim(L(V,U)) = dim(V/W) =

dim(WnWw') = dim(img(p)) = dim(ker(p)) =

10. (5 Punkte) Sei K ein Korper und n € N. Zeige, dass die Menge der symme-
trischen Matrizen,

MY (K) := {A € Myuun(K) | A" = A},

nxn

einen Teilraum von M,,«,(K) bildet. Bestimme die Dimensionen von M, (K)
und M,77 (K).

nxn

11. (3 Punkte) Zwei symmetrische Matrizen, A, B € M,”" (K), werden kongruent

genannt, falls S € GL,(K) existiert, sodass B = S'AS. Zeige, dass dies eine
Aquivalenzrelation auf M, (K) definiert.

nxn

12. (4 Punkte) Gib bei den folgenden Aussagen an, ob sie wahr oder falsch sind.

(a) Es existiert eine lineare Abbildung ¢: R” — R® mit rank(yp) = 6.

(b) Jede Teilmenge einer linear unabhéngigen Menge ist selbst linear unabhéngig.

(c) Es existieren Teilriume V und W von R*, sodass dim(V N W) = 1 und
dim(V) = 3 = dim(W).

(d) Es existiert eine surjektive lineare Abbildung R? — R%.

Punkte: | 0-20 | 20125 | 25130 | 30135 | 351 40
Note:| 5 | 4 | 3 [ 2 | 1 |

Punkte: Beurteilung:
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Losungen

1. Wir bringen die Matrix auf reduzierte Zeilenstufenform:

DRI (RO L (0B AY) (3G A (R0
36 2 171 - -1 - -1 =

121 70) ™ \V362171) Vo002 s1)]~™\000 03)~\00001
120 30 121 70 001 40 000 01 00000
|

und lesen eine Basis von ker(¢) ab:

Durch Spaltenumformungen erhalten wir

24-121 20-1-41
36 2 171 S 30 2 81
121 70 101 40
12 0 30 100 00O

also bildet

eine Basis von img(1). Insbesondere ist rank(y) = 3.

2. Da ¢: V' — V injektiv ist, liefert es einen Isomorphismus V' = img(y), also
dim(V') = dim(img(p)). Da img(yp) C V folgt img(y) = V, also ist ¢ surjektiv.

3. rank(y) = dim(img(¢)), siche Skriptum, Definitionen IV.2.19 bzw. IV.3.1.

4. Offensichtlich gilt img(y o ¢) C img(1)), also dim(img(1 o ¢)) < dim(img(v)))
und daher rank(vy o ¢) < rank(2)).

5. Siehe Skriptum, Satz IV.4.1.

6. Wir fassen die Vektoren zu einer Matrix zusammen und bringen diese mittels
Spaltenumformungen auf Spaltenstufenform:

11 1 1 0 0 1 00
“11 1 12 2 ~12 0
1 -1 1 1 -2 0 1 -2 2
—1-1-1] ™1 -10 o0 ~ 1 -10 o
1 1 -1 1 0 -2 1 0 -2
-1 1 -1 -1 2 0 -1 2 -2

Daraus folgt, dass v, vs, v3 linear unabhingig in RS sind. Auch lesen wir daraus
ab, dass vy, vs, U3, €4, €5, €6 eine Basis von R® bildet, wobei e; die Einheitsvektoren
bezeichnen.

7. Seien A\, € R, sodass Af + g = 0. Einsetzen von 0 und 1 liefert:
0= (Af +1g)(0) = Af(0) + ng(0) = Ae” + pe® = X+ pu
0=(Af+ng)(1) =Af(1) +pg(1) = Ae' + pe?
Subtrahieren wir e-mal die erste Gleichung von der zweiten erhalten wir 0 =
u(e? —e) also p = 0, denn e — e # 0. Mit Hilfe der ersten Gleichung folgt dann

auch A = 0, also sind f und g linear unabhéngig.
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8. Durch direkte Rechnung erhalten wir
i=1 i=1 j=1 j=1 i=1 j=1
9. Nach den bekannten Dimensionsformeln gilt:
dim(V*) =dim(V) =7

dim(L(V,U)) = dim(V) - dim(U) = 56

dim(V/W) = dim(V) — dim(W) = 4
dim(WNnWw') =
) =

dim(W) + dim(W') — dim(W + W') = 2
dim(img(p)) = rank(yp) = 6
dim(ker(p)) = dim(V) — dim(img(y)) = 1

10. Sind A und B zwei symmetrische (n x n)-Matrizen und ist A € K, dann gilt
(A+B)t = A'+ B = A+ B sowie (M) = AA" = AA. Somit sind auch A+ B und
AA symmetrisch, also bildet M3, (K) einen Teilraum von M,,y.,(K). Bezeichne
E;; € Myx,(K) jene Matrix, deren einizge von Null verschiedene Eintragung eine
Eins in der i-ten Zeil und j-ten Spalte ist. Dann bildet Ei;, 1 <i,5 < n, eine Basis
von M,,x,(K), es gilt daher dim(M,,x,(K)) = n?. Weiters ist E11, ..., Enn, Eij +

E;i, 1 <i < j <n, eine Basis von M) (K), also dim(M,%; (K)) =n(n+1)/2.

nxn nxn

11. Die Relation ist reflexsiv, denn A = It AI, und I, € GL,(K). Die Relation
ist symmetrisch, denn aus B = S*AS mit S € GL,(K) folgt A = (S7!)!BS~! und
S—1 € GL,(K). Die Relation ist transitiv, denn aus B = S*AS und C = T*BT
mit S, T € GL,(K) folgt C' = (ST)'A(ST), wobei ST € GL,(K).

12. (a) falsch; (b) wahr; (c) falsch; (d) falsch



