Name Matrikelnummer | Studienkennzahl

Priifung zu
Einfiihrung in die lineare Algebra und Geometrie
Wintersemester 2011/12, LVN 250018
am 6. Juli 2012, 2-stiindig

1 (4 Punkte). Bestimme die Dimension sowie ein minimales Gleichungssystem
des folgenden affinen Teilraums von R5:

(-(@-)-G)-0)

2 (5 Punkte). Bestimme die Inverse der Matrix

121 -1
2 5 4 -2
3 8 8 =2
1 3 4 1

1 2
3 (3 Punkte). Ergénze die Vektoren (?51), ( 6 ) zu einer Basis von R®.

—4

4 (3 Punkte). Definiere die Begiffe “lineare Unabhéngigkeit”, “Erzeugendensy-
stem” und “Basis”.

5 (2 Punkte). Was verstehen wir unter dem Rang einer linearen Abbildung und
was unter dem Rang einer Matrix?

6 (2 Punkte). Sei 0 # z € R™. Bestimme die Rénge der Matrizen za' und z'z.
7 (5 Punkte). Sei m: V' — V ein Projektor. Zeige V' = img(7) @ ker(r).

8 (2 Punkte). Zeige, dass die beiden Funktionen sin,cos: R — R linear un-
abhéngig im Vektorraum aller Funktionen R — R sind.

9 (3 Punkte). Bestimme eine Basis des Losungsraums:

Tt +2.132 +3.T3 +4;U4 +5$5 +6I6 =0
T +2.Z‘2 +3$3 +x4 +2JI5 —|—3.7}6 =0

10 (3 Punkte). Seien A, B € M, «,(R) und AB = I,,. Erkldre warum dann auch
BA =1, gilt.
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11 (3 Punkte). Bestimme die Matrix (beziiglich der Standardbasen) einer linea-
ren Abbildung ¢: R3 — R? mit folgenden Eigenschaften:

1 1 ! 3 ! 5)
pl|0] = 5] ¢ 1] = 1) und @ |1 ]| = 6l
1 0 1

Wieviele solche Abbildungen ¢ gibt es?

12 (5 Punkte). Gib jeweils an ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind.

(a) Sind V und W zwei 3-dimensionale Teilriume von R, so gilt dim(VNW) > 1.

(b) Sind ¢, : R?* — R? lineare Abbildungen mit rank(p) > 2 und rank(¢)) > 2,
dann gilt auch rank(¢y o @) > 2.

(c) Jede linear unabhingige Teilmenge von RS ist endlich.

(d) Es existiert eine injektive lineare Abbildung R5 — R%.

(e) Fiir jede lineare Abbildung ¢: R* — R® gilt rank(p) < 4.

Punkte: | 0-20 | 20125 | 25130 | 30135 | 351 40
Note:| 5 | 4 | 3 [ 2 | 1 |

Punkte: Beurteilung:
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Losungen
1. Durch Spaltenumformungen erhalten wir

510 —5 10 50 0 0 50 0 5
4 8 -8 8 4 0 -4 0 4 -4 0 4
35 —4 4 ~ 3-1-1-2 ~ 3-11 ~ 0
25 —-16 21 1 2 21 —1 5
13 2 4 11 3 2 13 -1 4

d

Der affine Teilraum hat daher Dimension 3 und wir
Gleichungssystem beschrieben:

[=XeYoXalo)

0 00 50 00
-4 00 02 00
0 10 ~ 00 10
0 —-10 50 —-10
2 —-10 6-1-10
d

urch folgendes minimale

—g.iﬁl +%$2 —|—$3 +£L’5 = %
—T +x3 424 = 6
2.
121 -1\ 8§ —10 5 -2
254 2| |-4 7 -4 2
388 —2f “ |11 -3 2 -1
134 1 0 1 -1 1

3. Einfache Spaltenumformungen zeigen,

(1)

bilden daher eine Basis von R®.

die Vektoren

4. Siehe Kapitel IIT im Skriptum.
5. Siehe Definition IV.2.19 im Skriptum.
6. Es gilt rank(z2') = 1 = rank(z'x).
7. Sei m: V — V ein Projektoir, d.h. 72 = 7. Fiir jedes v € V gilt v = 7(v) +
(v — 7(v)), wobei 7(v) € img(r) und v — w(v) € ker(w), denn 7(v — 7(v)) =
m(v) — 72(v) = 7(v) — 7(v) = 0. Dies zeigt V = img(7) + ker(r). Es gilt aber
auch img(7) N ker(w) = {0}, denn fiir v € img(m) N ker(7) existiert w € V mit
v = 7(w) und daher 0 = 7(v) = 7(7(w)) = 7(w) = v. Zusammenfassend folgt
V = img(m) @ ker(m), vgl. Proposition I1.5.8 im Skriptum.
8. Seien A, u € R, sodass Asin+pcos = 0, d.h. Asin(z) + pcos(z) = 0, fiir jedes
x € R. Setzen wir z = 0 und = = 7/2, erhalten wir

0= Asin(0) + pcos(0) =p und 0= Asin(7/2) + pcos(m/2) = A.

Somit gilt A = 0 = p, also sind sin und cos linear unabhéngig.
3



9. Mittels Zeilenumformungen sehen wir, dass das Gleichungssystem dquivalent

zZ
! T —|—2.l’2 +3I3 +xs5 +2I6 = 0
+x4 +T5 +xg = 0
ist. Eine Basis des Losungsraums ist daher:

-2 -1 -3 -2

0 0 0 1

0 0 1 0

-1\’ -1’ 01’ 0

0 1 0 0

1 0 0 0

10. Siehe Korollar IV.2.13 im Skriptum.

11. Es bezeichne E die Standardbasis von R?, F' die Standardbasis von R? und
1

B die Basis ((1)) , ((1)> , (i) von R3. Es gilt daher
1 11
[QD]FB = (; i 2) und TEB =10 1 1
1 01
Fiir die gesuchte Matrix folgt daher:

13 5 1 11
llre = [¢lrBTBE = [¢] FBTb:é = 01 1
2 4 6 101

_(135) 1_01 _01 _(—142)
246)\ | 0 4 2

Es gibt genau eine solche Abbildung .
12.
(a) wahr, denn aus der Dimensionsformel folgt:
dim(V N W) = dim(V) + dim(W) — dim(V + W)
=6—dim(V+W)>6-5=1.

(b) falsch, betrachte etwa A = (1 1 0) und B = (0 1 1). Dann gilt rank(A) =
2 = rank(B) aber rank(AB) = rank <0 1 0) =1.

(c) wahr
(d) falsch
(e) wahr



