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1. Sei K ein Korper, n € N und bezeichne V' := F(M,,x,(K),K) den Vektor-
raum aller K-wertigen Funktionen auf M, (K). Zeige, dass folgende Teilmengen
Teilrdume von V' bilden:

a) {0 € V : ¢ ist linear in der k-ten Spalte}.

) {0 € V : 0 ist multilinear, d.h. linear in jeder Spalte}

) {0 € V : stimmen die k-te und I-te Spalte von A {iberein, so gilt 6(A) = 0}.
) {6 € V : stimmen zwei benachbarte Sp. von A iiberein, so gilt §(A) = 0}.

) {0 € V : stimmen zwei Spalten von A iiberein, so gilt §(A) = 0}.

(f) {0 € V :sind die Spalten von A linear abhéngig, so gilt 6(A) = 0}.

(g) {6 € V : § ist multilinear und alternierend}

Hinweis: Fiir jede Teilmenge X C M,,.,(K) ist {§ € V | Vz € X : §(x) = 0} ein
Teilraum von V.

2. Sei K ein Kérper in dem 2 # 0 gilt. Weiters sein € Nund §: M, «,(K) — K
multilinear. Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind:
(a) Sind zwei Spalten von A gleich, so gilt §(A) = 0.
(b) Bei Vertauschung zweier Spalten von A wechselt §(A) das Vorzeichen.
Gib eine multilineare Abbildung 0: Myyxo(Zs) — Zo an, die (b) aber nicht (a)
erfiillt.

3. Berechne folgende Determinanten:

0 1 6 11
3 4 (1) i (1] 1 0 4 13
5 6|’ 10 1’ 2 —1 2 17
3 -1 9 0
4. Fir a € R berechne die Determinante:
cosa —sina
sine  cosa
3
5
7

5. Berechne die Determinante folgender (n x n)-Matrix:
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6. Zeige det(AA) = A" det(A), fir alle A € M, +,(K) und X € K. Gib zwei
Matrizen A und B an, fiir die det(A + B) # det(A) + det(B) gilt.

7. Seien n,m € N, A € M., (K), B € M,ym(K), C € M,x,(K) und D €
M e (K). Zeige:

det (8‘ g) — det(A) det(D) = det (é g) .

8. Zeige

det

oo % %
oo % %
oo % %
* % ¥ % %
X %X X %X %
I
o

000

wobei die Sternchen beliebige Eintragungen bezeichnen.

9. Seien n,m € N, A € M., (K), B € Myym(K), C € M,x,(K) und D €
M5 (K). Berechne

det (é Z()?) und det (g g) .

Hinweis: Dies léasst sich auf Aufgabe 7 zuriickfiithren.

10. Seien a, b, ¢ € K und betrachte folgende (n x n)-Determinante:

a b
c a b
D, = c a
S
c a

Zeige, dass die Rekursionsgleichung
Dn = G,Dn_l — bCDn_Q

gilt und berechne damit die (n x n)-Determinante:




11. Lose das Gleichungssystem

3 2 1\ /n 1
1 -1 2| x| =10
4 2 3/ \a 1

einmal mit der Cramer’schen Regel und einmal mit Zeilenumformungen.

12. Lose das Gleichungssystem

1 2 3 1\ [n 17
0 -1 —2 —4||z]| |[-11
—1 =2 =2 4 | |=] " | =10
0 1 2 3/ \a 10

einmal mit der Cramer’schen Regel und einmal mit Zeilenumformungen.

13. Berechne die Inverse der Matrix

0 01
1 00
010

einmal mit Hilfe der Formel in Bemerkung V.2.5 und einmal mit Zeilenumfor-
mungen.

14. Mit der Notation von Satz V.2.3 zeige, dass auch AA = det(A)I, gilt,
selbst wenn A nicht invertierbar ist.

15. Sei A eine (n x n)-Matrix mit ganzzahligen Eintragungen und det(A) =
+1. Zeige, dass dann auch die Inverse von A nur ganzzahlige Eintragungen be-
sitzt. Zeige auch umgekehrt: haben A und die Inverse von A nur ganzzahlige
Eintragungen, dann muss schon det(A) = +1 gelten. Gib auch eine invertierbare
Matrix mit ganzzahligen Eintragungen an, deren Inverse nicht ganzzahlig ist.

16. Sei A € M, x,(K) eine invertierbare Matrix. Verwende die Cramer’sche
Regel um die Gleichungssysteme Az = e; zu lésen, 1 <4 < n. Leite daraus erneut
die Formel A™! = det(A)™*A aus Satz V.2.3 fiir invertierbare A her.

17. Zeige, dass die Permutationsgruppe &,, genau n! Elemente besitzt. Wie-
viele Elemente hat die Untergruppe A,, = {o € &,,|sgn(o) =1}7?

18. Schreibe alle Elemente von &4 an, bestimme ihre Vorzeichen (Signum)
und schreibe damit die Leibniz’sche Formel fiir (4 x 4)-Matrizen an.

19. Berechne die (4 x 4)-Determinante

001 2
00 3 4
1 2 3 0}’
2 30 8

einmal mit Leibniz’ Formel und einmal mit Zeilen- bzw. Spaltenumformungen.
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20. Zeige, dass

¢: &, — GL,(K), d(0) == (ea)lea)| - - eam))

einen Gruppenhomomorphismus bildet, d.h. es gilt ¢(c 0 0’) = ¢(0)p(0’), fiir je
zwei Permutationen o, 0’ € G,,. Schliele daraus

sgn(o) = det (60(1) |ea(2)| cee |eo(n)),

fiir jede Permutation o € &,,. Hinweis: Die rechte Seite definiert einen Homo-
morphismus &,, — {1, —1}, der alle Transpositionen auf —1 abbildet, vgl. Lem-
ma V.3.2. Dies ermoglicht folgende direkte Herleitung der Leibniz’schen Formel,
erkldre dabei jedes Gleichheitszeichen:

det(A) = Z s Z Al,il s An,in det(eil\ s |€Zn)

i1=1 in=1

= D Aoy Anotm det(eo)] - leom) = D 580(0) A1) -+ Anotm)

Ueen Ueen

21. Zeige, dass fiir jede Matrix A € M, «,(K) die Gleichung

D 581(0) Avo(r) Anom) = D, 580(0) Ae(1)1 -+ Aouym

oeGy, oeG,

gilt. Leite daraus und der Leibniz’schen Formel erneut det(A) = det(A") her.

22. Zeige, dass GL,(R) offen in M, (R) = R" ist. Zeige, dass SL,(R) abge-
schlossen in M,,.,(R) = R™ ist. Hinweis: Die Determinantenfunktion ist stetig.

23. Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € end(V'), B eine geordnete
Basis von V und [p]lgp € M,x,(K) die Matrix von ¢ beziiglich B. Zeige, dass
tr([¢]pp) nicht von der Basis B abhéngt und daher

tr: end(V) — K, tr(¢) = tr([¢lsa)-
wohldefiniert ist. Zeige auch:
(a) Die Spur ist linear, d.h. tr(¢; + p2) = tr(p1) + tr(e2) und tr(Ag) = Atr(p).
(b) tr(¢ 0 p) = tr(p o).
(c) tr(p") = tr(e).
(d) tr(idy) = dim(V).
fir v, 1, p1, 2 € end(V) und A\ € K. Hinweis: Gehe wie in Korollar V.4.2 vor.

24. Seien W und W' zwei komplementéire Teilraume eines endlich-dimensi-
onalen Vektorraums V, d.h. V. = W & W’. Weiters bezeichne 7: V — V die
Projektion auf W lings W’ und o: V. — V die Spiegelung an W lings W’.
Berechne tr(7) und det(o). Berechne auch det(\idy ), wobei A € K.
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