25. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, W ein Teilraum von V
und ¢: V — V linear, sodass (W) C W. Zeige

det(p) = det(p|w) det(p),

wobei p|y: W — W die Einschrankung von ¢ bezeichnet, und ¢ die auf dem
Quotientenraum V/W induzierte lineare Abbildung ¢: V/W — V/W, ¢([v]) =
[o(v)] bezeichnet. Hinweis: Dies ldsst sich durch geschickte Wahl einer Basis von
V' auf Aufgabe 7 zuriickfiihren.

26. Sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum. Zeige, dass
GLT(V) :={p € end(V) : det(p) > 0}
eine Untergruppe von GL(V') bildet.

27. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K. Zeige, dass der Ho-
momorphismus det: GL(V) — K\ {0} surjektiv ist.

28. Betrachte die beiden geordneten Basen B = (by, by, b3) und B’ = (b), b, bf)
von R?, wobei:

p 3 5 1 0 0
bh=(0], bo=[4], bs=(6], v,=[2], vo=[0], ®v,=|7
0 0 7 3 6 8

Sind B und B’ gleichorientiert? Welche dieser Basen ist beziiglich der Standard-
orientierung auf R? positiv orientiert?

29. Zeige, dass fiir jedes A € M, «,(K) folgende Zahlen {ibereinstimmen:
(a) rank(A)

a

(b) das grofite k, fiir das es eine invertierbare (k x k)-Untermatrix von A gibt

(c) das grofite k, fiir das es eine (k x k)-Untermatrix von A gibt, deren Determi-
nante nicht verschwindet

Dabei verstehen wir unter einer (k x k)-Untermatrix von A jede Matrix der Form

Qiyjr Qiyga " Qiggy,
Qigjy Qigja  * " igjy,
Qigr - Qiggo " ° " Qiggy

wobei 1 <4y <idpg <+ <igp<nund 1< g <jp <+ < jp <nound a die
Eintragung von A in der i-ten Zeile und j-ten Spalte bezeichnet.

30. Sei V' ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum und ¢: V — V
(komplex) linear. Es bezeichne Vg den zugrundeliegenden reellen Vektorraum und
¢r: Vk — VR dieselbe Abbildung, aufgefasst als reell lineare Abbildung. Zeige

det(pr) ZS‘det(SO)F’



und schliefe daraus, dass im invertierbaren Fall ¢g orientierungsbewahrend ist.
Hinweis: Ist B = (by,...,b,) eine Basis des komplexen Vektorraums V', dann
bildet B = (by,iby, bo, ibs, ..., by, ib,) eine Basis des reellen Vektorraums Vg, und
es qilt

Ti1 —Yuu | | Tin —Yin

Y1 T11x | | Yin  Tin 211 ... Zin
[rlps =] : : : ,wobei  [p|pp =

Tl —Ynl | " | Tan —Ynn Znl " Znn

Yni Tnl | Ynn Tnn

und z;; = ;5 + iy;;. Die gewiinschte Gleichung ldsst sich mittels Induktion nach
n zeigen, fir den Induktionsschritt betrachte zundchst den Fall z91 = 231 = -+ - =
zn1 = 0. Welcher Zusammenhang besteht zwischen tr(¢) und tr(ygr)?

31. Fiir jede Permutation o € &,, bezeichne S, = (e;1)| - -|es(n)) die ent-
sprechende Permutationsmatrix.
a) Zeige:

A1 As(1)
(S,)7 S = .
)\n )\o(n)

b) Sei D eine (n x n)-Diagonalmatrix mit paarweise verschiedenen Diago-
naleintrigen und A eine weitere (n x n)-Matrix. Zeige, dass AD = DA genau
dann gilt, wenn A eine Diagonalmatrix ist. Zeige anhand eines Beispiels, dass die
Voraussetzung an die Diagonaleintrage von D wirklich notwendig ist.

¢) Sei D eine (n x n)-Diagonalmatrix mit paarweise verschiedenen Diagonal-
eintrigen und S eine invertierbare Matrix, sodass auch S~'DS eine Diagonal-
matrix bildet. Zeige, dass dann S von der Form S = AS, sein muss, wobei A
eine invertierbar (n x n)-Diagonalmatrix bezeichnet und o € &,,. Hinweis: Zeige
zundchst mit Hilfe von a), dass 0.B.d.A. ST*DS = D angenommen werden kann,
und verwende dann b).

32. Bestimme alle Eigenwerte und Eigenrdume folgender reeller Matrizen:

() o= 3)

Welche dieser Matrizen sind diagonalisierbar? Gib im diagonalisierbaren Fall Ma-
trizen S an, sodass S™'AS bzw. S~'BS Diagonalmatrizen bilden.

33. Wie im vorangehenden Beispiel nun fiir die reellen Matrizen:

1 0 0 1 -3 2 2 0 1
A=[3 20 30|, B=(0o -8 6], c={0 2 0
2 12 —18 0 —15 11 01 2
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