48. Sei P = (p1|--+|pn) € Myuxn(K[z]) eine Matrix von Polynomen. Zeige
det(po(1)| - - - [Po(n)) = sign(o) det(P) € K[z], fiir jede Permutation o € G,,.

49. Seien P, Q € M, x,(K[z]) zwei Matrizen, deren Eintragungen Polynome
sind. Zeige det(PQ) = det(P)det(Q) € K[z] auf zwei Arten: Fiir unendliche
Korper unter Verwendung von (det(P))(A) = det(P(M)), A € K, und dann fiir
beliebige Korper. Anleitung fiir den zweiten Teil:

1.) Zeige, dass det(PQ) und det(P)det(Q) beide linear in jeder Spalte von @
sind, siche Aufgabe 47, und schliele daraus, dass es 0.B.d.A. geniigt Matrizen
der Form @ = (e;,| - -|e;,) zu betrachten.

2.) Zeige, dass det(PQ) = 0 = det(Q), falls Q zwei gleiche Spalten besitzt,
und schliefe daraus, dass es 0.B.d.A. geniigt Permutationsmatrizen ) =
(eoy] - - |€sm)) Zzu betrachten, wobei o € G,,.

3.) Verwende Aufgabe 48 um den Beweis abzuschlieen.

50. Zeige, dass fiir jede Matrix A € Msy»(K) die Relation
det(A) = %(tr(A)Q - tr(A2)>
gilt und analog fiir A € M3.3(K)
det(A) = %(tr(A)?’ — 3tr(A) tr(A2) + 2 tr(A3)).

Hinweis: Es geniigt dies fiir algebraisch abgeschlossene Kérper, d.h. triangulier-
bare Matrizen, zu zeigen.

51. Betrachte die Permutation o € G,,,

o(l)=2, 0(2)=3, o3)=4, ... on—-1)=n, on) =1,
und die assoziierte Permutationsmatrix
O 0 --- 01
1 0 --- 00
A= (60(1)|”'|ea(n)) =10 1 S Mnxn(c)a
R .00
O --- 0 10

Bestimme alle komplexen Eigenwerte von A sowie deren algebraische und geome-
trische Vielfachheit. Ist A diagonalisierbar? Freiwillge Zusatzaufgabe: Bestimme
eine Figenbasis von A.

52. Seien A, B € M,,«,(K) zwei Matrizen von denen mindestens eine invertier-
bar ist. Zeige, dass A und B die selben Eigenwerte mit den gleichen algebraischen
und geometrischen Vielfachheiten haben.

53. Welche der folgenden reellen Matrizen sind triangulierbar?

2 5 10 1 -2 51
(A8 o8 oo () e (5 )
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Gib im triangulierbaren Fall jeweils invertierbare Matrizen S an, sodass S™1AS,
S~1BS, etc. obere Dreiecksgestalt besitzt.

54. Wie in der vorangehenden Aufgabe nun mit den reellen Matrizen:

10 0 100
A=[(0 1 -2, B=12 3 0],
01 —1 45 6
—4 1 =2 —3 -8 -2
c=(3 2 1], D=2 5 1
18 —3 8 8 12 5

55. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und ¢: V' — V linear. Zeige, dass
die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(a) @ ist triangulierbar, d.h. es existiert eine Basis B von V', sodass [¢]|pp obere
Dreiecksgestalt hat.
(b) Es existieren Teilrdume {0} =V, CV; C Vo C--- CV, =V mit dim(V;) = ¢
und ¢(V;) C V,, fiir jedes i = 1,...,n.
56. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und ¢: V' — V linear. Zeige, dass
¢ genau dann triangulierbar ist, wenn ¢': V* — V* triangulierbar ist. Schliefie

daraus, dass eine Matrix A € M,,,,(K) genau dann triangulierbar ist, wenn die
transponierte Matrix A* € M,,«,,(K) triangulierbar ist.

57. Sei A € K. Fiir jede der Matrizen

Al Al A
A A

> O

1

A0

1 ’ Al

Al Al
A A

1
Al
A

> =

bestimme die Dimensionen der Teilraume
E\ =ker(A—\) C ker((A — )\)2) c...C ker((A — )\)N) SN

sowie das minimale N fiir das ker((A - )N ) = E, gilt, wobei A jeweils eine der
Matrizen bezeichnet.

08. Fiir € € K zeige:

Al A€ 1

.. .. 5
St )\.' S = )\.' , wobei S =
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