
13. Sei A ∈ Mm×n(C) eine Matrix mit Singulärwerten σ1, . . . , σk, ihrer Viel-
fachheit entsprechend oft gelistet. Betrachte nun die quadratische selbstadjun-
gierte Matrix B ∈ M(n+m)×(n+m)(C),

B =

(

0 A∗

A 0

)

.

Zeige, dass σ1, . . . , σk,−σ1, . . . ,−σk alle von Null verschiedenen Eigenwerte von
B mit Vielfachheit sind. Hinweis: Wähle eine Singulärwertzerlegung A = UΣV ∗,
zeige

(

0 U

V 0

)(

0 A∗

A 0

)(

0 V ∗

U∗ 0

)

=

(

0 Σ
Σ∗ 0

)

und berechne die Eigenwerte dieser Matrix.

14. Für jede Matrix A ∈ Mm×n(C) betrachte

‖A‖ := sup
06=x∈Cn

‖Ax‖

‖x‖
, ‖A‖2 :=

(

tr(A∗A)
)1/2

, ‖A‖1 := tr
(

(A∗A)1/2
)

.

Für beliebige unitäre Matrizen U ∈ Um und V ∈ Un zeige:

‖UAV ∗‖ = ‖A‖, ‖UAV ∗‖2 = ‖A‖2, ‖UAV ∗‖1 = ‖A‖1.

Schließe daraus

‖A‖ = max{σ1, . . . , σk}, ‖A‖2 =
√

σ2
1 + · · ·+ σ2

k, ‖A‖1 = σ1 + · · ·+ σk,

wobei σ1, . . . , σk die Singulärwerte von A bezeichnen. Zeige auch

‖A∗‖ = ‖A‖, ‖A∗‖2 = ‖A‖2, ‖A∗‖1 = ‖A‖1

sowie
‖A‖ ≤ ‖A‖2 ≤ ‖A‖1.

15. Zeige, dass ‖A‖1 aus dem vorangehenden Beispiel eine Norm aufMm×n(C)
definiert (für ‖A‖ und ‖A‖2 haben wir dies bereits an anderer Stelle verifiziert):

(a) ‖A‖1 = 0 ⇔ A = 0.
(b) ‖λA‖1 = |λ|‖A‖1, für alle λ ∈ C.
(c) ‖A+ A′‖1 ≤ ‖A‖1 + ‖A′‖1, wobei A,A

′ ∈ Mm×n(C).
(d) ‖AA′‖1 ≤ ‖A‖1‖A

′‖1, wobei A ∈ Mm×n(C) und A′ ∈ Mn×k(C).
(e) | tr(A)| ≤ ‖A‖1, falls A ∈ Mn×n(C).
(f) ‖BA‖1 ≤ ‖B‖‖A‖1, für alle B ∈ Ml×m(C).
(g) ‖AB‖1 ≤ ‖A‖1‖B‖, für alle B ∈ Mn×k(C).
(h) ‖A‖1 = sup‖B‖≤1 | tr(BA)|, wobei das Supremum über alle B ∈ Mn×m(C) mit

‖B‖ ≤ 1 genommen wird.

Hinweis: (a) und (b) sind leicht. Verifiziere dann (e) unter Verwendung einer Sin-
gulärwertzerlegung A = UΣV ∗ und | tr(V ∗UΣ)| ≤ tr(Σ) = ‖Σ‖1. Anleitung für
(f) im Fall l ≥ n: Sei A = UΣV ∗ eine Singulärwertzerlegung von A, und BA =
WR eine Polarzerlegung von BA, d.h. W ∈ Ml×n(C), W

∗W = In, R
∗ = R ≥ 0.

3



Schließe daraus: ‖BA‖1 = tr(R) = tr(V ∗W ∗BUΣ) =
∑

i〈V
∗W ∗BUΣei, ei〉 ≤

‖V ∗W ∗BU‖‖Σ‖1 ≤ ‖B‖‖Σ‖1 = ‖B‖‖A‖1. (d) und (g) folgen aus (f) und der
vorangehenden Aufgabe. Leite nun (h) her, und verwende diese Darstellung um
die Dreiecksungleichng (c) zu zeigen.

16. Gegeben seien reelle Zahlen xi und yi wie folgt:

i 1 2 3 4 5

xi 1.1 1.9 2.8 2.8 4.1
yi 7.9 6.1 4.5 3.9 1.5

Bestimme ein lineares Polynom, p(x) = a + bx, a, b ∈ R, sodass die Summe der

Fehlerquadrate,
∑5

i=1

∣

∣p(xi)− yi
∣

∣

2
, minimal wird. Fertige eine Skizze an!

17. Gegeben seien reelle Zahlen xi und yi wie folgt:

i 1 2 3 4 5

xi −2 −1 0 1 2
yi 1.1 −0.2 1.3 3.9 9.6

Bestimme ein quadratisches Polynom, p(x) = a+ bx+ cx2, a, b, c ∈ R, sodass die

Summe der Fehlerquadrate,
∑5

i=1

∣

∣p(xi)− yi
∣

∣

2
, minimal wird. Fertige eine Skizze

an!

18. Zeige, dass

G :=

{(

1 0
b A

)

: b ∈ K
k, A ∈ GLk(K)

}

eine Untergruppe von GLk+1(K) bildet. Zeige weiters, dass

G ∼= Aff(Kk),

(

1 0
b A

)

↔
(

v 7→ Av + b
)

ein Gruppenisomorphismus ist.

19. Zeige, dass eine Abbildung α : V → W genau dann affin ist, wenn sie
folgende Eigenschaft besitzt: Für je zwei Punkte v1, v2 ∈ V und jedes λ ∈ K gilt

α
(

λv1 + (1− λ)v2
)

= λα(v1) + (1− λ)α(v2).

Hinweis: Gehe induktiv vor und verwende

λ1v1 + · · ·+ λkvk = (1− λk)

(

λ1

1− λk
v1 + · · ·+

λk−1

1− λk
vk−1

)

+ λkvk

wobei λi ∈ K und
∑k

i=1 λi = 1.

20. Zeige, dass eine Teilmenge A eines Vektorraums V genau dann einen
affinen Teilraum bildet, wenn sie folgende Eigenschaft besitzt: Mit je zwei ver-
schiedenen Punkten a1 6= a2 ∈ A liegt auch die Gerade durch a1 und a2 zur Gänze
in A.
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