
33. Betrachte den Kegel

K =
{(

x
y
z

)

∈ R
3 : x2 + y2 − z2 = 0

}

und eine affine Isometrie ϕ : R2 → R3, ϕ ( x
y ) = A ( x

y ) + b, wobei A ∈ M3×2(R),
A∗A = I2, und b ∈ R3. Zeige, dass ϕ−1(K) eine Quadrik ist. Welche Quadriken
in R2 lassen sich in dieser Form darstellen, für eine geeignete affine Isometrie ϕ?

34. Betrachte das einschalige Rotationshyperboloid

H =
{(

x
y
z

)

∈ R
3 : (x

a
)2 + (x

a
)2 − ( z

b
)2 = 1

}

,

wobei a, b > 0. Zeige, dass die Gerade

g =
{(

a
0
0

)

+ t
(

0
a
b

)

: t ∈ R

}

in H liegt, d.h. g ⊆ H . Zeige weiters, dass wir durch Rotation der Geraden g um
die z-Achse, ganz H erhalten, d.h.

H =
⋃

θ∈R

ρθ(g), ρθ : R
3 → R

3, ρθ =





cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1



 .

Gibt es noch weitere Geraden, die in H liegen?

35. Bestimme eine Bewegung, die die Quadrik

E =
{

( x
y ) ∈ R

2 : x2 + y2 + 2xy +
√
2x+ 3

√
2y − 2 = 0

}

auf Normalform bringt.

36. Bestimme eine Bewegung, die die Quadrik

E =
{

( x
y ) ∈ R

2 : 52x2 + 73y2 + 72xy + 80x+ 190y + 25 = 0
}

auf Normalform bringt.

37. Sei a > b > 0. Bestimme alle Bewegungen α : R2 → R2, die die Ellipse

E =
{

( x
y ) ∈ R

2 : (x
a
)2 + (y

b
)2 = 1

}

bewahren, α(E) = E. Hinweis: Zeige zunächst, dass jede solche Bewegung linear

sein muss.

38. Betrachte folgende drei Punkte in RP3:

P1 = [0 : 1 : 2 : 3], P2 = [0 : 1 : 2 : 4], P3 = [1 : 1 : 1 : 1].

Zeige, dass E := 〈P1, P2, P3〉proj eine projektive Ebene ist und bestimme ai, sodass

E =
{

[x0 : x1 : x2 : x3] ∈ RP3 : a0x0 + a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0
}

.
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39. Bestimme den Durchschnitt folgender drei projektiver Ebenen in RP3:

E1 =
{

[x0 : x1 : x2 : x3] ∈ RP3
∣

∣ x0 + x1 + x2 + x3 = 0
}

E2 =
{

[x0 : x1 : x2 : x3] ∈ RP3
∣

∣ x0 − x1 + x2 − x3 = 0
}

E3 =
{

[x0 : x1 : x2 : x3] ∈ RP3
∣

∣ x0 + 2x1 + 3x2 + 4x3 = 0
}

40. Für j = 0, . . . , n betrachte die affine Hyperebene

Aj := ej + 〈e0, . . . , ej−1, ej+1, . . . , en〉
in Kn+1 und die damit assoziierte Einbettung

ιj : K
n → KPn, ιj(x1, . . . , xn) := [x1 : · · · : xj : 1 : xj+1 : · · · : xn],

wobei ej ∈ Kn+1 den j-ten Einheitsvektor bezeichnet. Zeige,

KPn =

n
⋃

j=0

ιj(K
n),

d.h. die Bilder der Einbettungen ιj überdecken ganz KPn.

41. Auf der Sphäre Sn := {x ∈ R
n+1 : ‖x‖ = 1} betrachte die Relation

x ∼ y :⇔ x = ±y. Zeige, dass dies eine Äquivalenzrelation bildet, und dass

die Inklusion Sn → Rn+1 eine wohldefinierte Bijektion Sn/∼ ∼=−→ RPn induziert.
Insbesonder erhalten wir so eine Identifikation RP2 = S2/∼, d.h. die Punkte der
projektiven Ebene RP2 können mit Paaren von Antipodalpunkten auf S2 identifi-
ziert werden. Wie lassen sich die projektiven Geraden in diesem Bild beschreiben?

42. Zeige, dass jede Projektivität π : CPn → CPn wenigstens einen Fixpunkt
besitzt, d.h. es existiert P ∈ CPn mit π(P ) = P . Gib auch eine Projektivität
π : RP1 → RP1 an, die keinen einzigen Fixpunkt hat.

43. Bestimme die sechs Projektivitäten KP1 → KP1 in der Form x 7→ ax+b
cx+d

,
die die Punkte 0, 1, ∞ permutieren.

44. Bestimme das Doppelverhältnis folgender Punkte in KP1:

P0 = [1 : 2], P1 = [3 : 4], P2 = [5 : 6], P3 = [7 : 8].

45. Zeige, dass die Punkte

P0 = [1 : 1 : 0], P1 = [0 : 1 : 1], P2 = [1 : 2 : 1], P3 = [1 : 0 : −1]

auf einer projektiven Gerade in KP2 liegen, und bestimme ihr Doppelverhältnis.

46. Für vier Punkte P0, P1, P2, P3 auf einer projektiven Gerade zeige:

DV(P1, P0, P2, P3) =
1

DV(P0, P1, P2, P3)
= DV(P0, P1, P3, P2)

sowie

DV(P2, P1, P0, P3) = 1− DV(P0, P1, P2, P3) = DV(P0, P3, P2, P1)
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