Name Matrikelnummer | Studienkennzahl

Priifung zu
Lineare Algebra und Geometrie 2
Wintersemester 2012/13, LVN 250021
am 11. Oktober 2013, 2-stiindig

1 (5 Punkte). Bestimme die Polarzerlegung der Matrix

1 /2 -1
Azg(n 7)'
2 (5 Punkte). Bestimme eine Bewegung a: R® — R?, die die Quadrik
E— {(Z) e R? ‘ y2—z2+4xy—4xz—6x+4y+2z+8:0}

auf Normalform bringt. Um welchen Typ handelt es sich?

3 (3 Punkte). Sei A ein k-dimensionaler affiner Teilraum eines Vektorraums V
und ag, . .., ar € A. Formuliere mindestens drei verschiedene Charakterisierungen
von: “Die Punkte ay, ..., a; bilden ein affines Koordinatensystem von A.”

4 (4 Punkte). Zeige, dass die Punkte

we () am() e ()

ein affines Koordinatensystem von R? bilden und bestimme eine affine Abbildung
a: R? = R? sodass a(ag) = ai, a(a;) = ap und a(ay) = ag. Genauer, bestimme
A € Myyr(R) und b € R?, sodass a(z) = Az + b. Ist diese Abbildungen « ein
affiner Isomorphismus?

5 Punkte). Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum.

5 (

(a) Was verstehen wir unter dem projektiven Raum P(V)?

(b) Was verstehen wir unter einem projektiven Teilraum von P(V)?

(c) Was verstehen wir unter der Dimension eines projektiven Teilraums?

(d) Was verstehen wir unter der projektiven Hiille einer Teilmenge S C P(V)?
(e) Formuliere und beweise die Dimensionsformel fiir zwei projektive Teilraume
von P(V)!
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6 (2 Punkte). Erklire den Zusammenhang zwischen Projektivititen m: RP' —
RP' und den (nicht iiberall definierten) Abbildungen
ax +b

R — R, T — ,
cr +d

wobei a, b, c,d € R und ad — be # 0.

7 (3 Punkte). Seien Fy, Py, P, P3 vier verschiedene Punkte einer projektiven Ge-
raden. Gib eine Definition fiir das Doppelverhéltnis DV (P, Py, P, P3) und zeige,
dass folgende Relation gilt:

DV(P07P17P27P3>:1_DV(P27P17P07P3>‘

8 (5 Punkte). Seien V und W zwei K-Vektorrdume, by, ..., b, eine Basis von V
und ¢, ..., ¢y, eine Basis von W. Zeige, dass b; ® ¢j, 1 <17 <n, 1 < j <m, eine
Basis von V' @ W bildet und berechne dim(V @ W).
9 (3 Punkte). Seien V und W zwei endlich dimensionale K-Vektorrdume. Zeige,
dass die bilineare Abbildung

OV x W — L(V,W), o(a,w)(v) = a(v)w,
einen Isomorphismus V* @ W = L(V, W) induziert, « € V*, w € W, v € V.
10 (5 Punkte). Sei K C L ein Teilkérper und V' ein K-Vektorraum. Erkldre
wie V ®k L zu einem L-Vektorraum gemacht wird. Die Vektorraumaxiome sind
nicht zu verifizieren, gehe aber darauf ein, wie die Multiplikation mit Skalaren

in IL erklart ist und warum dies wohldefiniert ist. Fiir jede K-lineare Abbildung
p: V. — W zeige, dass p ®idy: V ®g L — W ®k L eine L-lineare Abbildung ist.

Punkte: | 0-20 | 20125 | 25130 | 30135 | 351 40
Note:| 5 | 4 | 3 [ 2 | 1 |

Punkte: Beurteilung:
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Losungen

1. Die gesuchte Polarzerlegung ist A = UR, wobei

L. (53 e (21 o 13 -4
AA_<3 2), R_\/AA—(l 1), U=AR" = ¢ .

2. Wir diagonalisieren zunéchst den quadratischen Teil,

0 2 =2 3
2 1 0 |=U -3 U,
-2 0 —1 0
wobei
1 2 2 -1 1 2 2 -1
U=-12 -1 2 und U '=U'=-|2 -1 2
3\-1 2 2 S\-1 2 2
Setzen wir
. 20+ 2y — 2 . 2z—y+2z . —r+2y+ 22
3 ) y 3 ) 3 Y
dann gilt also
2 2 _ qs2 )
y'— 2"+ Aoy —dxz = 327 — 3y°.
Da ~ L L ~ ~ ~ ~
20+ 2y — 2 20 —y + 22 —T+2y+2z2
xr = ) Y= ) z= ’
3 3 3
gilt

—6x + 4y + 22 = =22 — 4y + 62,
und wir erhalten:
y? — 22+ Aoy — 4wz — 6 + 4y + 22 + 8
=33 —3)° -2 —4j+ 62+ 8 =
=3(Z —1/3)> = 3(§ +2/3)* + 6(Z + 3/2).

Die Bewegung a: R — R3,

x z z—1/3 1 2v+2y—2 —1/3
alyl =yl =|9+2/3|==| 2e—y+2z |+ 2/3 |,
z z Z+3/2 —x 42y + 2z 3/2

bildet daher E auf das hyperbolische Paraboloid (den Sattel)

a(E):{( )6R3:3yz2—3g2+62=0}:{(
ab.

3. siehe Definition VIII.1.28 bzw. Proposition VIII.1.27 im Skriptum.
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4. Die Punkte ao, a1, as bilden ein affines Koordinatensystem, denn a; —ag = ()

und ay — ag = (}) bilden eine Basis von R?. Die gesuchte affine Abbildung ist

()= G5 6) ()

Da « ein affines Koordinatensystem auf ein affines Koordinatensystem abbildet,
ist a ein affiner Isomorphismus.

5. siehe Abschnitt VIIL.3 im Skriptum.
6. vgl. Seite 289 im Skriptum.

7. Die Definition des Doppelverhéltnisses findet sich in Definition VIII.3.29 im
Skriptum. Bezeichne G die projektive Gerade, die die Punkte Py, ..., P; enthélt.
Sei 7: KP' — G die eindeutig bestimmte projektive Abbildung, sodass 7(0) = Py,
m(00) = P, w(1) = Py. Setzen wir x := DV (Fy, Py, P2, P3) dann gilt nach Defini-
tion des Doppelverhiltnisses, m(x) = P3. Betrachte die Projektivitit A\: KP' —
KP', A(€) =1 —¢und 7 := mo A: KP! — G. Es gilt dann 7#(0) = (1) = P,
7(00) = m(o0) = Py, (1) = 7(0) = Py und 7(1 — ) = w(x) = P3, woraus wir
DV<P27P17P07P3) =l—-z=1- DV(Po,Pl,PQ,Pg) schlieflen.

8. siehe Proposition [X.2.5 im Skriptum.
9. siehe Proposition [X.2.10 im Skriptum.
10. siehe Abschnitt 1X.3 im Skriptum.



