Mehrere Herleitungen fiir Losungsformeln fiir quadratische
Gleichungen

Fiir die 5B

von DBW

Eine Gleichung von der Form az? + bz +c = 0 mit a,b,c € R und a # 0, oder jede, die du auf diese Form
bringen kannst, heiflt eine quadratische Gleichung. Vorige Woche waren schon mehrere Beispiele, es wére
sinnvoll, wenn du die richtig gut studiert hast.

Die pg-Formel
Betrachten wir zuerst den normierten Fall:
2 +pr+q=0.
Wir bringen zuerst ¢ auf die andere Seite:
2+ pr=—q.

Nun méchten wir (x + A) = 22 + 2Az + A? benutzen; dann muss aber 2A = p sein, und auch
ein A? fehlt. Aber kein Problem, dann addieren wir das, was fehlt. Da A = p/2 muss also
A% = p?/4. Wir addieren also p?/4 und bekommen
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Der grofie Trick ist jetzt, dass die linke Seite mit (x + g) iibereinstimmt (kontrolliere das!),

also
2

Py P
(z+2)"4 1
Dann kénnen wir nun vielleicht die Wurzel ziehen, aber das geht nicht, wenn die rechte Seite
negativ ist. Wir nennen die rechte Seite nun die verkiirzte Disktriminante und schreiben dafiir
d, also, wir nennen
»?

=2 —q.
1 q

Dann gibt es jetzt drei Félle zu unterscheiden: Fall 1: Die verkiirzte Diskriminante ist kleiner
als Null. Dann kénnen wir die Wurzel nicht ziehen und es gibt keine Lésungen.
Fall 2: Die verkiirzte Diskriminante ist Null. Dann ist die Wurzel davon auch Null, und dann
bekommen wir also P

x + 5 =0 s
mit anderen Worten, es gibt dann genau eine Losung und zwar z = —%.
Fall 3: Die verkiirzte Diskriminante ist positiv, dann konnen wir die Wurzel ziehen, miissen aber
auch die negative Wurzel betrachten:

p b p p
— = d =——+Vd=—-—=+1/— —q.
z+2 +d = =z 5 Vd 2 1 q

Dies lésst sich elegant wie z = 712’ + v/d zusammenfassen.



Die abc-Formel — auf elegante Weise

Wir nehmen die Form ax? + bz + ¢ = 0. Dabei darf a nicht Null sein. Somit ist das Dividie-
ren durch oder Multiplizieren mit a eine Aquivalenzumformung. Wir multiplizieren mit a und
bekommen:

a’z? + bax +ac=0.

Nun sehen wir, dass eigentlich die Kombination ax vorkommt; um dies deutlich zu machen
nenne ich t = ax und dann ist obige Gleichung die folgende

a’z? + bax + ac = (ax)® + b(ax) + ac =t* + bt +ac=0.

Dies ist genau die Gleichung in pg-Form! Wir kénnten also zwei Dinge tun: Entweder das obige
Wiederholen, oder die Formel benutzen mit p = b und ¢ = ac. Tun wir zuerst das erste (das
zweite ist unten bei * * %, und formen um:

t2 + bt = —ac
wir adderen das Quadrat von b/2
2 2
t2+bt+z = Z*(IC
und bringen die rechte Seite auf einen Nenner
b2 b? —dac
bt — = ————
+ bt + 1 1

und wiedererkennen, dass die linke Seite das Quadrat von ¢ + % ist

(t+ b) B b? — 4ac
2/ 4
Nun héngt alles sehr kritisch von der sogenannten Diskriminante ab, wobei die Diskriminante

D der Ausdruck im Zahler der rechten Seite ist:
D = b — 4ac.

Wir haben wieder drei Félle:
Fall 1: D < 0, und es gibt keine Lésungen.

Fall 2: D = 0, dann gibt es genau eine Lésung und zwar ¢ = —%. Nun miissen wir uns aber

b

erinnern, dass ¢t = ax, also z = t/a und somit z = — 5

Fall 2: D > 0 und dann gibt es zwei Losungen:

t:_éiﬂgz_éiﬁzﬂ_
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Nun aber, 2 = t/a, also
~b+ VD
T=—0 -
* %k
Dann jetzt die andere Methode, wir starten wieder bei t? + bt + ac = 0 und wiedererkennen,
dass p = b und ¢ = ac. Die verkiirzte Diskriminante ist dann
p? b2 b? — dac
I —q= Z — ac = T .
Den Zihler der rechten Seite nennen wir D, die Diskriminante. Es gibt wieder drei Fallunter-
scheidungen. Wenn D = b? — 4ac < 0, dann gibt es keine Losungen. Wenn D = 0, dann gibt es
genau eine und zwar
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Falls D > 0, dann t = —% £ /(p/2)? — ¢ also, mit x = t/a ist das

i Vb /4 —ac  —p N beac b+ Vb2 — 4ac
r=_fL4p N/ TF .
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Die abc-Formel — auf kurze Weise

Wir nehmen die Gleichung az? + bx + ¢ = 0 und dividieren durch a und bekommen dann

b
22+ x4 =0.
a a
Wir identifizieren dann p = g und ¢ = . Somit ist die verkiirzte Diskriminante d gegeben
durch ) 2
d=r 4= _°
4 4a?2 a

und dies bringen wir auf einen Nenner 4a2:

b? — dac

d=
4a?
Nun nennen wir den Zihler D = b2 — 4ac und bekommen dann also

D
4q2 "

Wenn wir die pg-Formel mal anschauen z = —£ £ Vd, sehen wir folgendes
v D
+Vd = £
a

weil wir BEIDE Vorzeichen betrachten, und v/4a2 = 2|a, aber da +a = +|a|. Kontrolliere mal
fiir Zahlen: wenn a positiv ist, dann ist ¢ = |a| und also kein Problem, wenn a < 0, dann
|a| = —a und daher mit pm haben wir beide Vorzeichen, nur in anderer Reihenfolge. Darum ist
wegen & = % die gesuchte Losung

_ b VD —bxVD
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falls D > 0. Wenn D = 0 gibt es nur eine Losung, und wenn D < 0 dann gar keine.
Die abc-Formel — auf brutale Weise

Wir nehmen die Formel einfach an und kontrollieren sie! Hierbei miissen wir also direkt schon
mal annehmen, dass D = b? — 4ac > 0.

Wir nehmen zuerst x = # und bilden das Quadrat

2 (—b+\/5)2 ¥ -2W/D+D
N 2a N 4a? '

Wir multiplizieren dies mit a und bekommen

b2 —2bv/D+ D

(1): ax?*= 1

Dann mulitplizieren wir den Ausdruck fiir £ mit b und bekommen

_ —b*+bVD

(2): bx 90



Nun nehmen wir die Summe von (1), (2) und ¢ und bringen dies auf den gemeinsamen Nenner,
welcher 4q ist:

b2—20v/D+D —=2b2+2bvV/D  4dac
+ + —
4a 4a 4a

und bekommen also im Zahler den Ausdruck

ar? +bx+c=

b2 — 207D + D — 2b% + 207D + dac = —b* + dac + D

aber das ist Null! Eben weil D = b? — 4ac. Mit dem Minus, also fiir x = %ﬁ geht es auf
dieselbe Weise, und iiberlasse ich EUCH als Ubung.

Also, falls D > 0 kontrollieret man einfach aber brutal die Korrektheit der Losung. Falls es keine
Losung gibt, wenn D < 0 sieht man jetzt aber nicht so deutlich. Nur, dass dann die Formel
nicht funktioniert. Wenn D = 0 sieht man aber dass die Formel nur eine Losung ergibt, denn
+/0=40=0.



