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εONURV OW jNPW gPW`SRNV X RNUcT NPXmYN VfVONT Wl OdWQRST NUVSWUXY ^PWVVQ_ SOXN`VaSS
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iψt = −1

2
∆ψ +

( |x|2
2

+
z2

2ε4

)

ψ + δ|ψ|2ψ,

ψ(0, x, z) = ψI(x, z), x ∈ R
2, z ∈ R,

®��}� ��� ��}�����}
ε
� ®���� ����}� ���� ��� ��}����� ~´ ��� ����~�}~�§� ����� �~ ¨�}~ ²

�~�� ����
1/ε2 �� ��� ��}� ~��� ~�������~} ´}������§ �� ¨���}����~� ² ��}���}�~}� � ®� ���~����� �~}� ���¨���~� �~�����~� �

∫

R3

|ψI |2dxdz = 1,
«ê­

�� ��� �
t = 0

� ®���� �� ���� ���������� �§ ��� ������~� ²
�� ±}�� ®� ��}´~}� ��� }��������

z −→ εz
² �� ~}��} �~ ���� ��� ®���´�����~� �~}� ���

�¨�� ��
L2(R3)

®� ���� �~ }������
ψ −→ ε−1/2ψ

² � � ®� ®��� �~ ������� ��� �~������}��§
® ��� ��� ��}� � ~´ ~}��}

1
®� ��~~��

δ = O(ε)
� ���� ®� �~�����} ®��� �~������}����� ² � ´��}

��� }�������� ®� ~�����

iψt = H⊥ψ +
1

ε2
Hψ + |ψ|2ψ, «�­

ψ(t = 0, x, z) = ψI(x, z),

®��}�
H⊥ = −1

2
∆x + |x|2

2

���
H = −1

2
∂zz + z2

2

�}� ��}� ~��� ~�������~} � �� ���~����� ��
x���

z
��}����~�� � }��� �������§²

¦� ���}~���� ��� ´��� ��� � �����
τ = t/ε2 � ���}����}������ ´~} ~��������~�� �� ��� z�� �}����~� � ��� ���� ��� �®~ ����� �����¨

ψ = ψ(t, τ, x, z)
������� �~

iψt + i
1

ε2
ψτ = H⊥ψ +

1

ε2
Hψ + |ψ|2ψ.

�´ ®� ���
ε → 0

� ®� ´~}� ���§ ~����� ��� ������~�

iΨτ = HΨ ,

®���� ��� � � �~���� ���������§ �� ��}� � ~´ ��� �� ���}�� ���~��~����~� �

Ψ =
∑

k≥0

φke
−iµkτωk(z).

� �}�
(ωk(z))k≥0

�}� �����´�����~�� � �~}� ���¨�� ��
L2(R)

� ~´ ��� ���´���� ~��� � �~���������
~� �}��~}

H
«��� 	¯
�­ � ��±��� ~�

L2(R)
® ��� ��� �~����

XH = {u ∈ H1(R); zu ∈ L2(R)}.
��� ���������� �}~� ���

Hωk = µkωk,��� � � �~���� ���������§ ® ���

µk = k +
1

2
, ωk(z) = (2kk!)−1/2

(

1

π

)1/4

Hk(z), k = 0, 1, · · ·

�
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Hk(z)

�}� ��� ������}�
� �}� ��� � ~�§�~� ���� ² �§ �~������~� � ®� ���

φk

������ ~� ��� ��~® ��}��� ���
(t, x)

² ����
� ~������� ��� �������~� ~´ ��� �~����~�

ψε ~´ «�­ ® ��� }��� ��� �~ ��� ����������� ~´ H �

ψε(t, x, z) =
∑

k≥0

e−iµkt/ε2

φε
k(t, x)ωk(z),

«©­

®��}�
φε

k(t, x) =
∫

R
ψε(x, z, t)ωk(z)dz

�}� ��� �~�}��} �~ �� ������ ² ¯��������� ��� ������
��~� «©­ ���~ «�­ � ������ �§ ��� ������~� �§

ωke
iµkt/ε2 � ��� �����}��� ® ��� }��� ��� �~

z
� ®�

~����� �
i∂tφ

ε
k = H⊥φε

k +
∑

l,m,n≥0

γklmne
−i(µn+µl−µm−µk)t/ε2

φε
lφ

ε
mφ

ε
n , k ≥ 0 ,

«� ­

®��}�
γklmn =

∫

R
ωk(z)ωl(z)ωm(z)ωn(z)dz

² �~�� ���� ��� �~ �� ������ �� ��� ��� � ´~} ®����
µn + µl − µm − µk

�� � ���}��� ´}~�
0
� ���� �~ ¨�}~ ®����§² ���� � �� ��� ��� ��

ε
�~

0
®�

~����� ´~}� ���§ �

i∂tφk = H⊥φk +
∑

l,m,n

k
γlmnkφlφmφn , k ≥ 0 ,

«�­

®��}� ∑k
l,m,n

���~��� ��� ��� ~��} ���
l,m, n ≥ 0

���� ����
µn + µl − µm − µk = 0

� ���
φm

���~��� ��� «®���­ ��� �� ~´
φε

m

��
ε
����� �~ ¨�}~ ²

��� ������~�� «�­ �}� � ����� �}�� �� �§���� ~´ �®~���� ����~��� |�¬� � ��}~���§ �~��
���� ��}~��� ��� ��� �� �~������}����� ² ¦� ®��� �~ ����������� ��� �}~� �}���� ~´ ���� �~��
����� ² �~} ���}§ ±���

k
� ��� �}�� ��� ~´ ��� ´~}�

(l,m, n) = (l, l, k)
�����} �� ∑k

l,m,n

�
������� �~ ��� �~��}�����~� ∑

l γllkk|φl|2
�~ ��� �~������� �� ���

φk

�������~� ² �~®���} � �§
��� �� ����� ´~}� ~´ ��� ����������� ~´ ��� ��}� ~��� ~�������~} � ���~ ~���} �~������ ��}� �
� �§ ~���} � ����� ��� �~�����~�

µn + µl − µm − µk = 0
}������ �~

n + l −m− k = 0
² �~}

������� � �� ���
φ0
�������~� � ��� ��}�

γ0121φ
2
1φ2
�� �~� ~´ �~������� �§� � ²

�´ �~� ��� ������
ωk
�����} �� ��� �� ���}�� ���~��~����~� ~´ ��� �� ����� �����

ψI
� ®����

������ ® ��� ��� ��} �� ��� �~����~� ´~} � ~������ ��� �
t� ��� ������~� ��� � � ���®�}�� ��

��}� � ~´ ��� ´~��~® ��� ��±����~� ²
� t��	
	w� �� 
� � ����� � ��

I ⊂ {0, 1, 2, . . .} �� ��� ��� ��~��� � ��
(l,m, n) ∈ I3 ���

k = l + n − m ≥ 0
��� ��

k ∈ I � 
� � ���� !�
I

�"
I

�� �� � �� �� ���� ���� �� ����� � ��
���������#

I �
�~® ��� ���®�} �~ ��� ��~�� ������~� �� � ª�±��

I = {k ≥ 0 : φk(x, t = 0) 6= 0} ²���� � ´~} ���
t ≥ 0

�
φk(x, t) = 0

´~}
k /∈ I

²
�� }�� ���� �~ ���}����}�¨� ��� ��~��� ����� ���� ²

$t%%& ' � ( ��� ��� �� ����� � ��
I

�� ���� �� �� �� � �� �� � " �!�
I = {p + jq : j ≥ 0})��� ���� �!

0 ≤ p < q
�!
q = 0 �

* !��" � ��� +�´ + �� ~���~�� ² �~} ��� �}~~´ ~´ +~��§ �´ +� ������ ����
I
�� ��~��� � ��}�

(I) > 1
�

��� ����
k0 = p < k1 = p + q

�}� ��� �®~ �� ������ ���� ���� ~´
I
² �´

p ≥ q
®~��� �~�� �

����
k0 + k0 − k1 = p− q ∈ I

² �~®���} �
k0 + k0 − k1 < k0

�~��}�������� ��� ��������~�
����

k0

�� ��� �� ������ ���� ��� ~´
I
² ���� �}~���

p < q
²

©



�~® ®� ����� �}~�� �§ �������~� ����
I
��� ��� ´~}� ������ �� ��� ����� ² � ���� �

kj = p + jq
�
0 ≤ j ≤ n

� �}� ���
n + 1

�� ������ ���� ���� ~´
I
² ����

p + (n + 1)q =
kn + k1 − k0 ∈ I

² �´ ���}� ®�}� �
kn+1 ∈ I

® ���
kn < kn+1 < p + (n + 1)q

� ����
kn + kn − kn+1 ∈ I

���
kn−1 < kn + kn − kn+1 < kn

� � ²� ²� ���}� ®�}� �� ���� ��� ~´
I� ��®���

kn−1

���
kn

� �~��}�������� ~�} ��������~� ����
k0, . . . , kn

�}� ���
n+ 1

�� ������
���� ���� ²

� �~��� ����� ���� �����} ���� ~�� ���� ��� ~} ��±�����§ � ��§² �� �~�� ����� ���§ ���
� � �����§ }������ �~ �§����}��� ~´ ��� ®��� ´�����~� ² �� 	�³¯¦ � ��� ���� ~´

I = {0} ���~�����}�� � � ²� ² �� ������§ ~��§ ��� �}~��� ����� �� ���}��� ² ���~}���� �~ ��� ~���}����~�
� ����~��� �� ~�� �� ���� �� ����� ���� ��� �§���� «�­ ® ��� �~����� ~´ ~��§ ~�� ������~� ´~}
φ0

� ��� �~������~� ~´ ��� �}~��� ����� ² �� ´��� �� 	�³¯¦ �
φ0

�� �}~��� �~ � � ��� ���}~��
�� ���~� ~´ ��� �~����~�

ψ
~´ «�­ ~� ���}§ �~����� ��� � ����}��� ² ³~}�~��}

φ0

�����±�� «�­
® ���

k = 0
² � ���} �������� �}� ��� ���� ~´ ���� ��� ~�� ������}� � �~}}���~����� �~ ®���

´�����~�� ®���� �}� � }��� �������§� ���� ��� ~�� �� ��}� � ~´ ��� ��}��� ��
z
²

�� �� � ®��� ��~®� ´��� ���� «�­ �~���}��� � ���
∫

R3

|ψε|2dx dz ,

��� ���}�§

1

ε2

∫

R3

(

|∂zψ
ε|2 + |zψε|2

)

dx dz +

∫

R3

(

|∇xψ
ε|2 + |xψε|2 + |ψε|4

)

dx dz .
«�­

³ ��� �~���}����~� ��}}��� ~��} �~ ��� ��� ����� �§���� «�­ �� ��� ~���~�� ®�§² �´ ®� ������ �§
«�­ �§

φk

� �����}��� �§ ��}�� � ���� ��� �� �����}§ ��}� ��� ��� ~��} ��� � � ®� ~�����

d

dt

∑

k≥0

∫

R2

|φk|2dx = 0 .

��� ���}�§ �~������ �®~ ��}� � ~´ ����}��� ~}��}� ~´ � �������� ² ¦� ����� ��~® ����
��� ����� ��}��~�� ~´ � ~�� ��}� � �}� �~���}��� �� ��� ��� �� ²
� �}�� ®� ������ �§ ��� ������~� «�­ �§

∂tφk

� ���� ��� }��� ��}� � �����}��� ® ��� }��� ���
�~
x
� ��� ��� ~��} ���

k
² ¦� ���}~���� ��� ���}������~�

∑∗
:=
∑

k≥0

∑

l,m,n

k
,

� ²� ²� ��� ��� ~��} ���
k, l,m, n ≥ 0

���� ����
µl + µn − µm − µk = 0

² ������ ���~ ���~���
��� �~�������~� «���������� � ��� �­

2<
∑∗

γnmlkφlφnφm(φk)t = <
∑∗

γnmlkφlφn[(φm)tφk + φm(φk)t]

=
1

2
<
∑∗

γnmlk

[

φlφn(φmφk)t + (φlφn)tφmφk

]

=
1

2
<
∑∗

γnmlk(φlφnφmφk)t ,

�



®� ~�����

0 =
d

dt

∫

R2

∑

k≥0

(

|∇φk|2 + |xφk|2 + <
∑

l,m,n

k
γnmlkφlφnφmφk

)

dx .

¯���� � �§ ����������
(m, k)

���
(l, n)

�
∑∗

γnmlkφlφnφmφk =
1

2

∑∗
γnmlk

[

φlφnφmφk + φmφkφlφn

]

=
∑∗

γnmlk <(φlφnφmφk),

®� ������ ���� ∑∗γnmlkφlφnφmφk

�� }��� ² ���}�´~}� ��� �������§

E1 =

∫

R2

∑

k≥0

(

|∇xφk|2 + |xφk|2 +
∑

l,m,n

k
γnmlkφlφnφmφk

)

dx
«�­

�� }��� ��� �~���}��� �§ «�­ ² �� �� ����} ���� ��� ±}�� �®~ ��}� � ��
E1

�}� �~������ ² ��
~}��} �~ ��� ��� �~����� ��§ ~´ ��� �������� ��}� �� ��� ���}�§ ®� ���� � ´�����~�

βε(t, z)® ��� ��� �������~� �
βε(t, z) =

∑

k≥0

βke
−iµkt/ε2

ωk(z),

��� �~�����

0 ≤
∫

R

|βε(t, z)|4dz =
∑

k,l,m,n≥0

γnmlke
−i(µl+µn−µm−µk)t/ε2

βlβnβmβk

ε→0
⇀

∑∗
γnmlkβlβnβmβk .

���� ��~® � ��� �~�������� ��§ ~´
E1

� ®���� �� � ��� ����� ��}��~� ~´ ��� ���~�� «
O(1)

� ­ ��}�
�� ��� ���}�§ «�­ ² ��� ±}�� ��}� �� «�­ ´~}� ���§ �~���}��� �~

E2 =

∫

R2

∑

k≥0

µk|φk|2dx .

�~} �}~� ��� �~���}����~� ~´
E2

� ®� ������ �§ ��� ������~� «�­ �§
µkφk

� �����}��� ® ���
}��� ��� �~

x
� ���� ��� �� �����}§ ��}� ��� ��� ~��} ���

k ≥ 0
² ���� ®� ~����� � �§

���}~�}�����§ ���������� ������� �
d

dt

∫

R2

∑

k≥0

µk|φk|2dx

= =
∑

k≥0

∫

R2

µk

[

H⊥φk +
∑

l,m,n

k
γlmnkφlφmφn

]

φkdx

= =
∫

R2

∑∗
γlmnkµkφkφmφlφndx =

1

2
=
∫

R2

∑∗
γlmnk(µk + µm)φkφmφlφndx

=
1

4
=
∫

R2

∑∗
γlmnk

[

(µk + µm)φkφmφlφn + (µl + µn)φlφnφkφm

]

dx

=
1

4
=
∫

R2

∑∗
γlmnk(µk + µm − µl − µn)φkφmφlφndx = 0 .
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��� ±}�� ���� �� ��� ��� �}���� ���}~� �� ���~� ~´ «�­ �� �~ ��� ~� ��� ������}�� �� �§����
�� �~�� ±���� �����

N
² ª�±��

Φ := (φk(t, x))k≤N

� ®��}�
φk

�����±�� �

i∂tφk = H⊥φk + fk(Φ),
«
­

φk(0, x) = φI
k(x),

«�­
® ���

k ≤ N
���

fk(Φ) =
∑

µn+µl−µm−µk=0
n,l,m≤N

γlmnkφlφmφn.

��� ����~� ���� �~ ��~® ���������� ��� ��~��� �� ������� ~´ ��� ±���� �§���� ®~}��
����~�~���§ �~ ��� �}~~´ ´~} ��� ®����� ~������� ~´ ��� ��¯ �� ��� ��� �}������ ���� 	�� � ²
�~} ��� ���� ~´ �~���������� � ®� �}����� � �}��´ ������ ��}� ²
� t��	
	w� 
 � � ����� ��

(Lp)N �� � " �� ��) ��# ������

(Lp)N =

{

Φ = (φk)k≤N | φk ∈ Lp(R2) ∀k ≤ N ; max
k≤N

‖φk‖Lp(R2) <∞
}

,

�� ��� �� ) ��� �� � � �� �� � ��!� |Φ|(Lp)N = maxk≤N ‖φk‖Lp(R2) � � �� �� ��

Σ :=

{

Ψ = (ψk)k≤N |
∑

k≤N

‖ψk‖2
H1(R2) +

∑

k≤N

‖|x|ψk‖2
L2(R2) <∞

}

.

��}�� ~�� ��� �~ ��~® �§ � �~��}����~� �}��� ��� ���������� ��� �� ������� ~´ ��� �����§
�}~� ��� ~� � �� ��� ��� � ����}���

I ⊂ R � |I| < T
��

X (I) := C(I, (L4)N).

�~�� ����
Σ
�� �~�����~���§ ��� ����� ��

(L4)N ² ¯���� ��� ��� � ����}��� ~´ �� �������~´ � �~ ��� �~����~� ® ��� ������� ���� ��
Σ
������� ~��§ ~� ���

Σ
��~}� � ~�� ��� ��~®

��~��� �� ������� �´ ~�� ±��� �� � �}�~}� ����� ��� ´~} ���
Σ
��~}� ~´ ��� �~����~� ² �~����

���� ��� ���}�§ �� � ~������ ² ���� ´��� ���~® � ���� �~ }��~��} ��}����§ ����� ���� ´~} ���
Σ
��~}� ² �� ~}��} �~ �}~�� ��� �~���}����~� ��® � �� � �~�´~}� �� ����� ~�� ��� �~ ���}~����
� }�����}�¨���~� � ®���� ��� � � }�� ~��� �����������§ �§ � ������}� ��� ����� �}��� ��� ²
� �}��´��} ®� ������ ��� �� ������� }����� ²
��twxt% � � ���

ΦI ∈ Σ � 
� �� �� � � �* ��� � ��� ��� �  ��� � ��� ����
Φ

�� X (R) �� !�� �!� �!�
Φ ∈ Cb(R,Σ)

��� ������ �� �� � " �� ��) ��# �� ������� �

E1[Φ
I ] = E1[Φ(t)], |ΦI |(L2)N = |Φ(t)|(L2)N ,

«ê�­
)���

E1[Φ(t)] :=
1

2

[

|∇Φ(t)|2l2(L2) + | |x|Φ(t)|2l2(L2) +

∫

R2

∑

k≤N

fk(Φ(t, x))φk(t, x)dx

]

.

�



�~} ��� �}~~´ ®� �}~���� �� �� 	�� � ² ��� ´~��~® ��� ������ ��� ��� ��}���� �~���}�
����~� ��® � �}~���� ��� �~~�� ������ �� ��� �}~~´ ²
$t%%& � � 
� � � ��

Φ 7→ f(Φ)
� )� �!�

f(Φ) = (fk(Φ))k≤N

� �� ������ � � " !��
(L4)N ��

(L4/3)N ��� ������ �� �� � ����� ����

|f(Φ) − f(Ψ)|(L4/3)N ≤ C|Φ − Ψ|(L4)N

(

|Φ|2(L4)N + |Ψ|2(L4)N

)

,
«êê­

)� �!� C �� � # �� �!�� �������� ��� � �� ��� ��� ��
N �

* !��" � ¦� �����§ ~����� �
∣

∣φlφmφn − ψlψmψn

∣

∣

≤
∣

∣φlφmφn − ψlφmφn

∣

∣ +
∣

∣ψlφmφn − ψlψmφn

∣

∣ +
∣

∣ψlψmφn − ψlψmψn

∣

∣

= |φl − ψl||φmφn| + |φm − ψm||ψlφn| + |φn − ψn||ψmψl|

≤ 1

2

[

|φl − ψl|(|φm|2 + |φn|2) + |φm − ψm|(|ψl|2 + |φn|2) + |φn − ψn|(|ψm|2 + |ψl|2)
]

,

���� ���� ��� �~������}��§ ��� � � ����� ���� �§ �
‖fk(Φ) − fk(Ψ)‖L4/3

≤ C
∑

µn+µl−µm−µk=0
n,l,m≤N

γlmnk

[

‖φl − ψl‖L4(‖φm‖2
L4 + ‖φn‖2

L4)

+‖φm − ψm‖L4(‖ψl‖2
L4 + ‖φn‖2

L4) + ‖φn − ψn‖L4(‖ψm‖2
L4 + ‖ψl‖2

L4)
]

.

¯��� ��� �� ~��} ���
k ≤ N

� � ����� ��� ~´ ��� �§����}§ ~´ ��� ������� �� ��� ��� ~��}
µl + µn = µk + µm

� ®� ~����� �
∑

k≤N

‖fk(Φ) − fk(Ψ)‖L4/3

≤ C
∑

µn+µl−µm−µk=0
n,l,m,k≤N

γlmnk‖φk − ψk‖L4 ×

(

‖φl‖2
L4 + ‖φm‖2

L4 + ‖φn‖2
L4 + ‖ψl‖2

L4 + ‖ψm‖2
L4 + ‖ψn‖2

L4

)

≤ C

(

∑

k≤N

‖φk − ψk‖2
L4

)1/2

×
[

∑

k≤N

(

∑

µn+µl−µm−µk=0
n,l,m≤N

γlmnk

(

‖φl‖2
L4 + ‖φm‖2

L4

+‖φn‖2
L4 + ‖ψl‖2

L4 + ‖ψm‖2
L4 + ‖ψn‖2

L4

)

)2]1/2

≤ C

(

∑

k≤N

‖φk − ψk‖2
L4

)1/2(
∑

l≤N

(‖φl‖2
L4 + ‖ψl‖2

L4)

)

≤ C|Φ − Ψ|(L4)N (|Φ|2(L4)N + |Ψ|2(L4)N ).

�



�~}}���~����� �~ «
­ ®� ® }��� ��� �����}�� ������~� �

φk(t) = U(t)φI
k + [Fk(0, t)Φ] (t),

«ê�­
® ���

(U(t))t∈R

� ���� ��� �}~�� ~´ ��~� ��}��� ����}���� �§ −iH⊥ ���

[Fk(t1, t2)Φ] (t) := i

∫ t2

t1

U(t− τ)fk(Φ(τ))dτ.

$t%%& � � 
� � � ��
(t1, t2,Φ) 7→ F (t1, t2)Φ

�� � ������ � � � �� " !��
I × I × X (I)

��
X (I) � � �!����!

F
������ �� �

|F (t1, t2)Φ − F (t1, t2)Ψ|X (I) ≤ C|t1 − t2|1/2|Φ − Ψ|X (I)

(

|Φ|2X (I) + |Ψ|2X (I)

)

.

*!��" � � � � �~��������� ~´ ����� � ®� ���� ´~} ��§
Φ ∈ X (I)

�~�������§ ~´ ��� ´����
��~�

τ 7→ f(Φ(τ))
² ��}���}� ~}� ®� ��� ��� ��´~}� ���~� ~� ��� ~��}��~}

U(t)
� ®����

�� �������§ � � ~����� ~��}��~} ´}~�
L4/3 �~ L4 � ´~} t ��� �}��� ´}~� ¨�}~ � ���� ���� ´~}

Θ ∈ C(I, (L4/3)N )
��� � ��

τ 7→ U(t − τ)Θ(τ)
«®��}� ®� ����§ ��� ~� �}��~} �~��~����

�® ���­ �� �~�����~�� ´}~�
I \ {t} �~ (L4)N ² ������§ ��� �~�� �����~� ~´ ��� �®~ ����

�}~����� ��� ����}�� �~�������§ }����� ��� ®� ����� ��� �

|[F (t1, t2)Φ − F (t1, t2)Ψ](t)|(L4)N

≤
∑

k≤N

‖[Fk(t1, t2)Φ − Fk(t1, t2)Ψ](t)‖L4

≤
∑

k≤N

∫ t2

t1

‖U(t− τ)[fk(Φ(τ) − fk(Ψ(τ))]‖L4dτ

≤
∑

k≤N

∫ t2

t1

[|t− τ |−1/2‖fk(Φ(τ)) − fk(Ψ(τ))‖L4/3 ]dτ

=

∫ t2

t1

[|t− τ |−1/2
∑

k≤N

‖fk(Φ(τ)) − fk(Ψ(τ))‖L4/3 ]dτ

≤ |t1 − t2|1/2|fk(Φ) − fk(Ψ)|C(I,(L4/3)N ).

��� ������ ��� �� ���� � �~��������� ~´ ����� � ²

� ��¥����� ¤ ������ �¥ �����
�� ���� �����~� ®� ����}�� � ��� � ���~� ���� �~ ����}�����§ �~��� ��� ��§���~��� ���}~��
�� ���~� «�­ ~´ ��� |�¬ ® ��� ��}~���§ ����~�}~��� �~������� ² ¦� ���� ��}���§ ���� �� ���
±}�� ��}� ~´ ���� ®~}� ���� �� ��� ��� ��

ε
�~ ¨�}~ «+��±���� + �~�±������ ��

z
�� �}����~� ­

®� ´~}� ���§ ~����� � �§���� ~´ |�¬� ² �~ �}��� ��� �§���� ����}�����§ ®� �}������ ���
�������~� �� � ±���� �����

N
��� �~�����} ~��§ � ±���� ���� �} ~´ ��� ����� ������~��

«
­ ² ³~}�~��} ®� �~�����} ��}� � ������� ��� ����~� }������~� ´}~� �ª �~ êª � ´~} ®����






��� ���~}§ �����~� �� �� ��� �}���~�� �����~�� ������� ���� �� ´~} ��� �}������� ���� ~´
}������~� ´}~� ©ª �~ �ª ² �� ~���} ®~}�� ®� �~�����} ��� ´~��~® ��� }������� |�¬ �

iψt = H⊥ψ +
1

ε2
Hψ + |ψ|2ψ, «ê©­

ψ(0, x, z) = ψI(x, z), x, z ∈ R.

�� ~}��} �~ �~��� ��� |�¬ «ê©­ «´~} � ����� �}� �����­ � ®� ��� ��� ��� ����������� �� ���}��
� ���~� «�¯¯�­� �� �}������� �� 	��³ � ²
�~} �� ê� ®� ���� ~��§ ~�� ������~� �� ��� ��� ����� �§���� �

i∂tφ0 = H⊥φ0 + γ0000|φ0|2φ0,
«ê� ­

φ(0, x) = φI
0(x), x ∈ R,

«ê�­
®��}�

γklmn =

∫

R

ωk(z)ωl(z)ωm(z)ωn(z)dz,

(µk, ωk)
�� ���

k
���������} �����´§ ���

1

2
(−∂zz + z2)ωk(z) = µkωk(z),

® ���
ωk

�~}� ���¨�� �~
1
��
L2(R)

²
�~}

N = 2
� ®� ���� ´~��~® ��� ��� ����� �~����� �§���� �

i∂tφ0 = H⊥φ0 +
(

γ0000|φ0|2 + 2γ0011|φ1|2
)

φ0,
«ê�­

i∂tφ1 = H⊥φ1 +
(

2γ0011|φ0|2 + γ1111|φ1|2
)

φ1.
«ê�­

�� �� ~���~�� ���� ´~} �~�� ����� �
N = 1

	��³ � ���
N = 2

	� � }��� �������§� ®� ��� ���
«��� ¯�}������������� ��}��~� ~´ ­ �¯¯� ´~} ����}���¨��� ��� �§���� �� � ��}�����´~}®�}�
®�§� ����� � ~�� ������~�� �}� ~´ ��¯��§� � ���� ���� ��� �~���� ~´ ��� ®��� ´�����~��

φ0���
φ1

�}� �~���}��� �� ��� � ~����������������� ���� ²
�� ��� ~���} ���� � �´ ®� �~�����}

N = 3
®� ���� �

i∂tφ0 = H⊥φ0 + (γ0000|φ0|2 + 2γ0011|φ1|2 + 2γ0022|φ2|2)φ0 + γ0112φ
2
1φ2,

i∂tφ1 = H⊥φ1 + (2γ0011|φ0|2 + γ1111|φ1|2 + 2γ1122|φ2|2)φ1 + 2γ0112φ0φ1φ2,

i∂tφ2 = H⊥φ2 + (2γ0022|φ0|2 + 2γ1122|φ1|2 + γ2222|φ2|2)φ2 + γ0112φ0φ
2
1.

�~}
t ∈ [tn, tn+1]

®� ����}���¨� ���� �§���� ~´
3
������~�� �§ ��������� �� �� ��}��

����§���� � ®���� ®� �}� �~��� �~ �~��� ��
5
����� �

¯��� ê­ ² �~} ��� ��� � ���� ~´ ������
∆t/2

®� �~��� �

i∂tφ0 =

(

x2

2
+ γ0000|φ0|2 + 2γ0011|φ1|2 + 2γ0022|φ2|2

)

φ0,

i∂tφ1 =

(

x2

2
+ 2γ0011|φ0|2 + γ1111|φ1|2 + 2γ1122|φ2|2

)

φ1,

i∂tφ2 =

(

x2

2
+ 2γ0022|φ0|2 + 2γ1122|φ1|2 + γ2222|φ2|2

)

φ2.

�



¯���� ´~} ���� ��� � ���� ���� �ª¬ ������ |φ0|
� |φ1|

��� |φ2|
����}���� �� ��� � � ®� ���

�����}��� ���� ������~� «����}����§ ­ ������§ �� ��� � � ����� ������� ���� ��
tn
²

¯��� �­ ² �~} ��� ��� � ���� ~´ ������
∆t/2

®� �~��� �

i∂tφ0 = −1

2
∆xφ0,

i∂tφ1 = −1

2
∆xφ1,

i∂tφ2 = −1

2
∆xφ2,

�§ ����� ��� �~�}��} �����~�� ���}�� � ���}���¨���~� �� ����� ��� ���� �����}����� ��� ~}���
��}§ ����}������ �§���� «�ª¬�­ �� ����� ����� ������§ �� ��� � ²
¯��� ©­ ² �~} ��� ��� � ���� ~´ ������

∆t
®� �~��� �

i∂tφ0 = γ0112φ
2
1φ̄2,

i∂tφ1 = 2γ0112φ0φ2φ̄1,
«ê
­

i∂tφ2 = γ0112φ
2
1φ̄0.

� �}� ®� ������� �� ������ �~® ®� ������ ��� ��� ����}���¨���~� ~´ «ê
­ ² ¦� ��� }�® }���
���� �§���� �� �

∂tΨ = γ0112Ar(Ψ)Ψ,
«ê�­

®��}�
Ψ := (<(φ0),=(φ0),<(φ1),=(φ1),<(φ2),=(φ2))

T = (ψ0, ψ1, ψ2, ψ3, ψ4, ψ5)
T ���

Ar(Ψ) :=

















0 0 0 0 2ψ2ψ3 ψ3 − ψ2

0 0 0 0 ψ3 − ψ2 −2ψ2ψ3

0 0 2(ψ0ψ5 + ψ4ψ1) 2(ψ1ψ5 − ψ0ψ4) 0 0
0 0 2(ψ1ψ5 − ψ0ψ4) −2(ψ0ψ5 + ψ4ψ1) 0 0

2ψ2ψ3 ψ3 − ψ2 0 0 0 0
ψ3 − ψ2 −2ψ2ψ3 0 0 0 0

















.

�����}��� «ê�­ ~��} ��� ��� � ����}���
[tn, tn+1]

� ���}~� �� ��� ��� �����}�� �§ ��� �}�� �¨~����
����}���}� � ®� ���

Ψ(tn+1) = eγ0112

R tn+1
tn

Ar(Ψ(τ))dτ ≈ eγ0112
∆t
2

[Ar(Ψ(tn))+Ar(Ψ(tn+1))]

≈ eγ0112
∆t
2 [Ar(Ψn)+Ar(Ψ(1))] := eγ0112∆tÃr(Ψn),

®��}�
Ψ(1) �� �� ���}~� �� ���~� ~´ Ψ(tn+1)

��� ��� � � �~������ ´}~� ��� �ª¬� «ê�­ �§
��§ �������� � ���~� ² � �}� ®� ��� ��� �~}®�}� ¬���} � ���~� �~ �~����� �� �� �

Ψ(1) = Ψn + ∆tγ0112 Ar(Ψ
n) Ψn, Ãr(Ψ

n) =
1

2

[

Ar(Ψ
n) + Ar(Ψ

(1))
]

.

¯����
Ãr
�� �§����}�� ��� ���}�� � ®� ��� ±�� ���������§ �� ~}��~�~��� � ��}��

P
® ���

P−1 = P T ��� � ����~���� � ��}�� Λ
���� ����

Ãr = PΛ P−1 = PΛ P T .

ê�



���� ®� ��� �~����� ~������� ���}~� �� ���~� ~´ ��� �ª¬� «ê�­ ��

Ψn+1 = P eγ0112Λ∆t P T Ψn.

� ´��} �������
Ψn+1 � �� �� ��}�����´~}®�}� �~ }��~��} ��� ���}~� �� ���~� Φn+1 ´~} ��� �ª¬�«ê
­ ²

� t%&x� �� ��}� � ~´
Φ = (φ0, φ1, φ2)

T � �� �� ���� ~�� �~�� ���� ®� ���� � ��� �~���}�����~� «��� ���~���� ����� ~´
Φ
�� �~���}���­ ²

¯��� � ­ ² �~} ��� ��� � ���� ~´ ������
∆t/2

®� �~��� ����� �

i∂tφ0 = −1

2
∆xφ0,

i∂tφ1 = −1

2
∆xφ1,

i∂tφ2 = −1

2
∆xφ2.

¯��� �­ ² �~} ��� ��� � ���� ~´ ������
∆t/2

®� �~��� ����� �

i∂tφ0 =

(

x2

2
+ γ0000|φ0|2 + 2γ0011|φ1|2 + 2γ0022|φ2|2

)

φ0,

i∂tφ1 =

(

x2

2
+ 2γ0011|φ0|2 + γ1111|φ1|2 + 2γ1122|φ2|2

)

φ1,

i∂tφ2 =

(

x2

2
+ 2γ0022|φ0|2 + 2γ1122|φ1|2 + γ2222|φ2|2

)

φ2.

�~}
N = 4

®� ��� ��� ��� ����~�~�� �§� � ~´ ����}���¨���~� �� �� ��� ���� ~´
N = 3

²
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N = 4
���������§ ®� ����������§ }����¨� ���� ��� � ��}��

Ar

��
�§����}�� ��� ���}�� ²
¦� }�� �}� ���� ��� �}������� ��� � ������������ ���}�� ��������� ´~}

N = 1, 2, 3, 4
��

���~�� ~}��} �� ��� � ��� ~´ �� ���}�� ����}��§ �� ����� ²

� ��¥����� ¤ ���¥�¤��
��&%��t � �~}

N = 1
� � ²� ² �� ��� ���� ~´ ~�� ��� ����� ������~� � ®� ��~~�� �� �� �����

�~�����~� ´~} «ê©­
ψI(x, z) = ω0(z)φ

I
0(x)��� �~��� ��� ��� ~�

[−8, 8]× [−az, az]
® ��� � �}�~��� �~����}§ �~�����~�� ² ¯��~���§� ®�

�~��� «ê�­ ® ��� ������� �~�����~�

φ0(0, x) = φI
0(x) =

(

1

π

)1/4

e−x2/2,

~�
[−8, 8]

® ��� � �}�~��� � ~����}§ �~�����~�� ²
Nx
���~��� ��� ���� �} ~´ �}�� � ~���� ��

x
�� �}����~� �

Nz

���~��� ��� ���� �} ~´ �}�� �~���� ��
z
�� �}����~� ���

∆t
��� ��� � ���� ²

��� ����}���� ������ ´~} ��� ��� �}�� ��� ������ ��� � � ���� �� ��� �� ê²
êê



ε az Nz Nx ∆t
0.8 6 128 256 10−3

0.4 3 128 256 10−3

0.2 1.5 256 512 10−4

0.1 0.8 256 512 10−4

0.05 0.4 256 512 10−5

��� �� ê � ������ ´~} ��� ��}�����}� ���� �� ��� �}���� ��� �}�� ���� ²

� ��� � ��� � ��� � ��� � ��� �
�

�����

����

�����

����

�����

����

�����

����

�

σ �	�



����}� ê �
σε

1(t)
® ���

ε = 0.8, 0.4, 0.2, 0.1
���

0.05
«�� ��� ~}��} ~´ ���}������ �����­ ²

�� ����}� ê� ®� ��~� ���
L2 �~}� ~´ ��� ���}~� �� ���~� �}}~} �� ´�����~� ~´ ��� � � ® ���±��� ��� �

t = 5
� � ²� ²

σε
1(t) = ‖ψ(., ., t) − φ0(., t)ω0(.)e

−iµ0t/ε2‖L2(R2),

´~} ����}���
ε
²

�}~� ��� ² ê� ®� ��� ��� ���� ®���
ε
���}����� �§ ���´ �~

ε/2
� ��� �}}~} ���}����� �§

���´ �~~ � ��� ��� ~��������~� ´}������§ ~´ ��� �}}~} ���}����� ´~�} ��� �� ²
��&%��t ' �~}

N = 2
� � ²� ² �� ��� ���� ~´ �®~ ������~�� «ê�­ � ®� ��~~�� �� ����� ����

��

φ0(0, x) = φI
0(x) =

(

1√
2

)(

1

π

)1/4

e−x2/2,
«��­

φ1(0, x) = φI
1(x) =

√
2xφI

0

��� �~��� ��� �~����� �§���� ~´ |�¬� ~� ���
x
�����}���

[−8, 8]
���� ��� �~ � �}�~��� � ~����
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����}� � �
σε

2(t)
® ���

ε = 0.8, 0.4, 0.2, 0.1
���

0.05
«�� ��� ~}��} ~´ ���}������ �����­ ²

�}§ �~�����~�� ² ��� ������� �~�����~� ´~} «ê©­ �� ����� �� �

ψI(x, z) = ω0(z)φ
I
0(x) + ω1(z)φ

I
1(x)

® ���
φI

0

���
φI

1

�� �� «��­ ² � � � �´~}� ®� �~��� ��� �ª |�¬
[−8, 8] × [−az , az]

���� ���
�~ � �}�~��� �~����}§ �~�����~�� ² ��}���}�~}� ®� �~�����} ��� ��� � ����}�� ����� ������
�� � �´~}� «��� ������ �� ��� ² ê­ ��� ��~� �� ����}� � ��� ´~��~® ��� �������§ ´~} ��� �}���
������ ~´

ε
�

σε
2(t) = ‖ψ(., ., t) −

1
∑

k=0

φk(., t)ωk(.)e
−iµkt/ε2‖L2(R2).

��&%��t 
 �~}
N = 3

� ®� �}~ ���� ����~�~���§ ´~} ��� �~����� �§���� «ê
­ ~´ ��}��
|�¬� ² ¦� ��~~�� �� ����� �~�����~�� ��

φ0(0, x) = φI
0(x) =

(

1√
3

)(

1

π

)1/4

e−x2/2,
«�ê­

φ1(0, x) = φI
1(x) =

√
2xφI

0,

φ2(0, x) = φI
2(x) =

1√
8
(4x2 − 2)φI

0,

��� �~��� ~� ���
x
�����}���

[−8, 8]
���� ��� �~ � �}�~��� �~����}§ �~�����~�� ² ���� ®�

��~~�� �� ����� ����� ´~} «ê©­ �� �

ψI(x, z) = ω0(z)φ
I
0(x) + ω1(z)φ

I
1(x) + ω2(z)φ

I
2(x),

«��­
® ���

φI
0, φ

I
1

���
φI

2

�� �� «�ê­ � ��� �~��� �� � �´~}� ~�
[−8, 8]× [−az, az]
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����}� © �
σε

3(t)
® ���

ε = 0.8, 0.4, 0.2, 0.1
���

0.05
«�� ��� ~}��} ~´ ���}������ �����­ ²

� ~����}§ �~�����~�� ² ����~�~���§ �~
N = 1, 2

®� ������ �� ����}� © ��� �}}~} �

σε
3(t) = ‖ψ(., ., t) −

2
∑

k=0

φk(., t)ωk(.)e
−iµkt/ε2‖L2(R2).

�}~� ���� ² ê�© � ®� ��� �}�® ��� ´~��~® ��� �~������~�� � �­ ² ¦ ���
N = 1

� ��� ���}~� ��
� ���~� �}}~} ����}�§ +����� �~

0
+ ��

ε
+����� �~ ¨�}~ + «�´ ² ��� ² ê­ ² ��­ ² ¦ ���

N = 2, 3
� ���

���}~� �� ���~� �}}~} ���}����� ®���
ε
���}����� ��� �� �~� �~~ �� ��� ² ¦ ���

ε
�� �� ��� �

�� ���� ���¨�� �� �~� � �~�¨�}~ ������ ����~���
ε
�� ����� ���}������ «�´ ² � ��� ² �� ©­ ² ����

�� ��� �~ ��� ´��� ���� �~ ~���} �~�}��} ��}� � �}� ����}���� ´~}
N = 1

� ®���� ��� �~�}��}
��}� � «® ��� �������

k >= 0
­ ��� ��} ����������~���§ ´~}

N = 2, 3
²

��&%��t � ������§� ®� �~���}� ´~} ±��� ������ ~´
ε
��� ´�����~��

σε
1(t)
�
σε

2(t)
���

σε
3(t)
� ®��}�

ψ(t)
�� �~���� ® ��� ������� ���� «��­ ² � ���}� � ��~® � ����� ´�����~�� ��� �

}�´�}���� |�¬��~����~� |ψ(t = 5)|2 �~������ ® ��� ��� ������ ����� «��­ ´~} ����}��� ε ²�}~� ��� ² � � ®� ��� ~���}�� ���� � �­ ��� }�´�}���� �~����~� �~�����}���� �~}� ���
�~}� �� ���

z
��}����~� ��

ε
����� �~ ¨�}~ � ��­ ��� �~}� �~�}��} ��}� � �}� �~�����}�� ����� ���}~� �� ���~� � ��� �� ����} ��� ���}~� �� ���~� �}}~} � ��~��� � ���­ ®��� N �� ±��� � ������}~� �� ���~� �}}~} �~��� +� ���}���� ®���

ε
�� ���}������ ��� �� ��� � � ²� ² �� �� ������� ����

�������~� �}}~} � ��~� �� �~� ����� ®���
ε
�� ��� ������§ �� ��� ² �� ´��� � ��� ���}~� �� ���~�

�}}~} �~������ ~´ �®~ ��}�� � ~�� �� ´}~� ��� �}������~� �}}~} � ��� ��� ~���} �� ´}~� ���
����~�}~��� �~�±������ ²
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