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Turbulence	  a	  Perspec:ve	  
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The	  cornerstone	  of	  turbulence	  
	  	  from	  the	  Eulerian	  viewpoint	  

Based on an energy budget  [+ use homogeneity and isotropy]

è obtain the von Karman-Howarth-Kolmogorov equation:

where ε is the flux of energy.

•  Viewed at “certain scales”, the flow is not smooth…

•  Relation between the structure functions and the energy flux !

•  Very useful, since structure functions have been accessible 
experimentally for a long time.

A side-product: strong emphasis on scaling laws in turbulence research. 



The	  Lagrangian	  point	  of	  view	  

Accurate measurements of particles moving (very fast) 
in a turbulent flow (Cornell; Göttingen; Lyon;  Zürich; 
Copenhagen …)

             è

What can we learn about turbulence by following 
particles?





Sign	  of	  the	  flux	  

But	  

Moreover,	  if	  reverse	  :me	  

The	  sign	  of	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  remain	  unchanged!	  
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No	  scaling	  range	  observed	  from	  currently	  available	  DNS	  and	  experimental	  data.	  
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d=3	  

No	  scaling	  range	  observed	  from	  currently	  available	  DNS	  and	  experimental	  data.	  

? 

Sawford	  &	  Yeung	  (Phys.	  Fluids,	  2011)	  



Accelera:on	  auto-‐correla:on	  

Kinema:c	  constraint	  (Tennekes	  &	  Lumley	  (1972)):	  

This	  restrict	  the	  shape	  of	  	  the	  accelera:on	  auto-‐correla:on.	  	  



Mordant,	  Crawford,	  Bodenschatz	  (PRL,	  2004)	  

Data	  from	  par:cle	  tracking	  measurements	  



Yeung	  et	  al.	  (JFM,	  2007)	  

Data	  from	  DNS	  
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Zero-‐crossing	  of	  the	  accelera:on	  auto-‐correla:on	  gives	  the	  peak	  of	  

However,	  experimental	  and	  DNS	  data	  suggest	  an	  exponen:al	  
decay	  aXer	  the	  peak.	  



Accelera:on	  spectra	  

Accelera:on	  spectrum	  may	  show	  a	  wider	  scaling	  range	  than	  
that	  of	  the	  velocity	  structure	  func:on	  (Lien	  &	  D’Asaro	  (Phys.	  
Fluids,	  2002),	  Sawford	  &	  Yeung	  (Phys.	  Fluids,	  2011)).	  

Remark:	  A	  flat	  accelera:on	  spectrum	  implies	  δ-‐correlated	  
accelera:on.	  



DNS	  results	  from	  Sawford	  &	  Yeung	  (Phys.	  Fluids,	  2011)	  



((ωTL)0.13

DNS	  results	  from	  Sawford	  &	  Yeung	  (Phys.	  Fluids,	  2011)	  



Accelera:on	  spectra	  suggest	  anomalous	  scaling	  for	  velocity	  increments:	  	  

Moreover,	  accelera:on	  variance	  is:	  

Which	  implies:	  

Consistent	  with	  observa:ons	  from	  experiments	  and	  DNS.	  	  



Voth	  et	  al	  (JFM,	  2002)	  
Gylfason	  et	  al	  (JFM,	  2003)	  

Gulitski	  et	  al	  (JFM,	  2007)	  

Ishihara	  et	  al	  (JFM,	  2007)	  



Summary	  for	  part	  1	  

•  Dimensional	  scaling	  for	  Lagrangian	  velocity	  structure	  
func:ons	  is	  not	  consistent	  with	  either	  theore:cal	  
considera:ons	  or	  experimental/numerical	  data.	  

•  Using	  extended-‐self-‐similarity	  to	  the	  study	  of	  Lagrangian	  
velocity	  structure	  func:ons	  is	  ques:onable.	  

•  Interpola:on	  schemes	  that	  bridges	  viscous,	  iner:al,	  and	  
large	  scales	  can	  only	  be	  used	  with	  cau:on,	  as	  the	  scaling	  
rela:ons	  are	  built-‐in	  while	  construc:ng	  the	  scheme.	  
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Time	  irreversibility	  
	  Turbulent	  dynamics	  (Navier-‐Stokes	  eqns)	  
	  	  	   	  	   	  ~	  energy	  flux	  through	  scale	  
	   	   	   	  ~	  .me	  irreversible	  process.	  

	  
	  ”A trained eye viewing a movie of turbulence run 

backwards can tell that something is going wrong…”  

(Falkovich	  &	  Sreenivasan,	  Physics	  Today	  2006)	  
	  
Can	  one	  really	  disAnguish	  “the	  arrow	  of	  Ame”	  ?	  
	  (see	  e.g.	  Pomeau,	  1982).	  
	  



Training	  the	  eye	  ??	  
Which	  one	  is	  playing	  backwards	  ??	  



	  
Two-‐par.cle	  sta.s.cs:	  

	  
an	  exact	  rela.on	  

	  



Training	  the	  eyes	  by	  following	  pairs	  
of	  par:cles	  	  

	  	  	  Deduce	  the	  equa:on	  for	  the	  evolu:on	  of	  the	  rela:ve	  	  
evolu:on	  of	  two	  par:cle	  rela:ve	  distance:	  

R(t) = r2 (t)− r1(t); δR(t) = R(t)− R(0)

δR(t)2 = u(0)2 t2 + u(0). a(0) t3 +O(t 4 )

Iden.ty:	  (Od	  and	  Mann	  2000,	  Pumir	  et	  al	  2001,	  Falkovich	  et	  al	  2001)	  

1
2
d
dt
(u2 −u1)

2 = u(0). a(0) = −2ε

=>	  



Training	  the	  eyes	  by	  following	  pairs	  
of	  par:cles	  	  

Consequence:	  

δR(−t)2 − δR(t)2 = −2 u(0). a(0) t3 +O(t5 )

Use	  different	  ini:al	  
separa:ons,	  R0,	  different	  
Reynolds	  numbers	  +	  rescale	  
:me	  with	  t0=(R0

2/ε)1/3	  	  
	  
	  	  	  	  	  	  Good	  data	  collapse	  !	  	  
	  
(Jucha	  et	  al,	  PRL	  2014)	  



Using	  more	  par.cles	  to	  	  
“train	  the	  eye”	  	  



More	  par.cles	  =>	  more	  info	  !	  

Analysis:	  	  relate	  the	  observed	  	  :me-‐asymmetry	  to	  fundamental	  	  
proper:es	  of	  the	  velocity	  gradient	  tensor.	  	  



Chertkov, Pumir, Shraiman (Phys. Fluids, 1999)

Velocity	  gradient	  
perceived	  by	  tetrads:	  

Perceived	  strain:	  

Perceived	  vor:city:	  



Eigenvalues	  of	  the	  moment	  of	  

iner:a	  tensor:	  

Pumir, Shraiman, Chertkov (Phys. Rev. Lett., 2000)

Quan.fying	  the	  shape	  evolu.on	  



Shape	  deforma.on	  
Evolu:on	  for	  the	  shape	  of	  the	  set	  of	  par:cles	  (disregard	  the	  mo:on	  of	  
the	  center	  of	  mass):	  

	   	   	   	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  dρ/dt = M . ρ
	  
	  Take	  as	  an	  ini:al	  condi:on	  a	  regular	  tetrahedron	  of	  size	  R0	  
	  Expand	  S	  in	  Taylor	  series:	  	  	  	  S = S0 + t S1 + t2/2 S2 + …
	  
Work	  in	  the	  eigen-‐basis	  of	  S0	  (eigenvalues	  of	  S0:	  S0,i ,	  with	  	  
	  	  	  	   	   	   	   	   	   	  	  

S0,1 > S0,2  > S0,3

	  Obtain	  the	  following	  expression	  for	  <gi(t)>:	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
                <gi(t)> = 1/2 R0

2 [ 1 + 2 <S0,i> t 
        + <2 S0,i

2 + S1,i > t2 + O(t3) ]



Shape	  deforma.on	  	  
and	  .me	  asymmetry	  t	  -‐>	  -‐t	  

The	  distribu:on	  of	  the	  eigenvalues	  of	  the	  S0,	  the	  strain	  tensor	  based	  on	  
tetrads,	  is	  skewed;	  such	  that	  

<tr(S0,2)>  > 0

	  	  ~	  a	  fundamental	  property	  of	  turbulence	  (Betchov	  1956,	  Siggia	  1981,	  
Ashurst	  et	  al,	  1987)..	  
	  

	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  
	  
	  
	  
	  
	  

	  	  Jucha	  et	  al,	  2014	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  

 	  



Shape	  deforma.on	  	  
and	  .me	  asymmetry	  t	  -‐>	  -‐t	  

Consequence:	  
	  The	  intermediate	  eigenvalue	  <g2(t)>	  is	  sensi:ve	  to	  the	  	  t -> -t 
asymmetry,	  to	  first	  order	  !	  

Jucha	  et	  al,	  PRL	  2014	  



Can	  one	  “train	  the	  eye”	  by	  
following	  one	  par.cle	  only	  ?	  



Lagrangian	  velocity	  increments	  

Lagrangian	  structure	  func:ons:	  	  	  	  	  Dn(τ) = <(δτ  u)n>.	  

If	  one	  flips	  the	  direc:on	  of	  :me:	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  ,	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  is	  unchanged	  !	  D2 (τ ) = (δτu)

2



Can	  one	  detect	  irreversibility	  from	  one	  
single	  par:cle	  trajectory	  ?	  

Observa:on:	  large	  velocity	  jumps	  of	  one	  given	  trajectory	  are	  
associated	  with	  a	  stronger	  par:cle	  decelera:on	  than	  accelera:on.	  
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Data	  from	  par:cle-‐tracking	  experiment.	  



Detec:ng	  :me	  irreversibility	  from	  single-‐	  
par:cle	  trajectory	  

Consider	  the	  kineAc	  energy	  increments:	  

	  
and	  their	  moments:	  
	  
The	  odd	  moments	  are	  not	  invariant	  under	  
They	  can	  pick	  up	  the	  lack	  of	  symmetry	  seen	  
experimentally	  !	  	  
	  

n.b.:	  the	  moments	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  cannot	  be	  expressed	  in	  
terms	  of	  velocity	  increments	  only	  



Detec:ng	  :me	  irreversibility	  from	  single-‐par:cle	  trajectory	  
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The	  third	  moment	  of	  	  
W(τ)	  is	  nega:ve,	  and	  
remains	  ~	  constant	  
when	  τ/τK	  is	  larger	  
than	  ~2.	  

3D	  

Note	  that	  plateau	  range	  is	  much	  more	  significant	  
than	  that	  of	  the	  velocity	  structure	  func:ons.	  
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A	  quan:ta:ve	  measure	  of	  
irreversibility	  



How	  to	  measure	  irreversibility	  in	  a	  
turbulent	  flow	  ?	  

•  When	  the	  Reynolds	  number	  increases,	  the	  
range	  of	  excited	  scale	  becomes	  larger.	  	  

Can	  one	  quan:fy	  the	  irreversibility,	  and	  get	  a	  
no:on	  as	  how	  it	  depends	  on	  the	  Reynolds	  
number	  ?	  
	  
First	  problem:	  find	  a	  proper	  measure	  of	  
irreversibility	  !	  



At	  short	  :mes:	  

The	  observa:on	  of	  nonzero	  odd	  moments	  of	  W	  suggests	  
that	  :me-‐irreversibility	  should	  also	  be	  reflected	  in	  the	  
sta:s:cs	  of	  the	  instantaneous	  power	  on	  a	  fluid	  par:cle	  

In	  par:cular,	  it	  implies	  that	  the	  PDF	  of	  power	  p	  is	  
negaAvely	  skewed.	  



A	  quan:ty	  measuring	  Irreversibility	  (Ir)	  

A	  naïve	  sugges.on:	  
Origin	  of	  irreversibility:	  the	  energy	  flux	  ε.	  	  

Ir =	  ε	  ?	  
	  
	  Problem:	  ε	  is	  dimensional	  –	  ie,	  it	  can	  be	  made	  arbitrarily	  
large	  or	  small	  by	  a	  change	  of	  units.	  

A	  beOer	  sugges.on:	  
Use	  the	  simplest	  non-‐obvious	  moment	  of	  p,	  <p3>,	  made	  
properly	  dimensionless.	  
	  	  	  	  	  	  	  ~no:ce	  that	  p	  and	  ε	  have	  the	  same	  dimension.	  
	  

Ir =	  <p3>/ε3	  
	  



Scaling	  of	  Ir
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Sta:s:cs	  of	  the	  instantaneous	  power	  
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Asymmetry	  of	  the	  PDF	  of	  p	  and	  breaking	  of	  
detailed	  balance	  

The	  observed	  lack	  of	  symmetry	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  from	  
the	  PDFs	  shows	  that:	  

Detailed	  balance	  is	  broken	  !!	  	  

p→−p





Power	  
	  
	  
	  
3D:	  	  
	  
2D:	  	  















Summary	  
	  

	  

Xu	  et	  al,	  PNAS,	  2014	  ;	  	  Jucha	  et	  al,	  PRL,	  2014.	  

-‐  big	  difference	  2D	  	  versus	  3D	  

-‐  in	  3D	  fast	  par:cles	  get	  accelerated	  
even	  further	  

-‐  Is	  it	  a	  runaway	  effect	  at	  high	  Re?	  	  





•  Small	  scales	  from	  vortex	  stretching	  	  



Power	  following	  a	  tracer	  



Vortex	  stretching	  and	  moments	  of	  pC	  



Let	  us	  now	  assume	  that	  S	  and	  u	  are	  uncorrelated	  

Let	  us	  now	  assume	  that	  S	  and	  u	  are	  uncorrelated	  





Summary	  and	  perspec:ves	  
Can	  one	  detect	  :me-‐irreversibility	  from	  the	  mo:on	  of	  par:cles	  ?	  

•  	  With	  2	  par.cles	  or	  more:	  YES	  	  [Jucha	  et	  al,	  PRL,	  2014;	  related	  to	  
known-‐proper:es	  of	  turbulent	  flows]	  

•  With	  only	  1	  par.cle	  ?	  YES	  [Xu	  et	  al,	  PNAS,	  2014]!	  	  

•  Irreversibility	  is	  related	  to	  vortex	  stretching	  and	  small	  scale	  
genera:on	  

	  

3D	  turbulence	  –	  pressure	  leads	  to	  “blow	  out”	  	  

Perspec'ves:	  	  

…much	  to	  be	  learned	  from	  studying	  the	  mo.on	  of	  par.cles	  in	  a	  
turbulent	  flow	  !	  
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