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VORWORT i

Vorwort

Eine Einfithrungsvorlesung iiber Geometrie und Lineare Algebra erlaubt unter-
schiedliche Zugénge. Der eleganteste Zugang aus der Sicht des Mathematikers ist es,
die Ebene als 2-dimensionalen reellen Vektorraum mit innerem Produkt zu definie-
ren. Dieser Zugang hat auch den Vorteil, dass er sich leicht auf hohere Dimensionen
ausdehnen 1&83t.

Euklid hat vor ca. 2300 Jahren seine Geometrie der Ebene auf der Kongruenz
von Dreiecken aufgebaut. Seine Axiomatisierung geniigt heute nicht linger dem
rigorosem logischen Standard. Hilbert [Hil99] hat Euklid’s Axiomatisierung ver-
vollsténdigt. Im System von Eukild und Hilbert kommt der Begriff des Vektors
nicht vor und der zugrundeliegende Vektorraum ist verborgen.

In dieser Vorlesung wéhlen wir den moderneren Zugang von Gustave Choquet
[Cho69], der fiir zukiinftige Lehrer konzipiert ist. Er basiert auf den folgenden
mathematische Konzepten: Menge, Aquivalenzrelation, Ordnungsrelation, Vektor-
raum, Symmetrie, Abbildung. Die Axiome von Choquet fiithren rasch zum zugrunde-
liegenden Vektorraum und den Eigenschaften des inneren Produktes. Damit stehen
auch bald einfache aber effektive algebraische Werkzeuge zur Verfiigung, die den
Aufbau erleichtern.

Das Skriptum hat zwei Teile. Der erste Teil ist der Geometrie der euklidischen
Ebene gewidmet. Hier folgen wir eng dem Aufbau von [Cho69]. Ergéinzungen, wie
z.B. Sétze iiber das Dreieck, basieren auf [AF15] und [Hall9].

Der zweite Teil ist eine Einfithrung in die lineare Algebra. Ein wichtiges Ziel
dieses Abschnittes ist die Losung linearer Gleichungssysteme. Dafiir werden die
Konzepte der linearen Unabhéngigkeit, der Basis, der Dimension etc. entwickelt.
Desweiteren wird die Determinante eingefithrt und ihre geometrischen Eigenschaf-
ten werden studiert. Das letzte Kapitel befasst sich mit Eigenwerten und Eigen-
vektoren. Im Mittelpunkt steht die Diagonalisierung symmetrischer Matrizen und
als Anwendung die Hauptachsentransformation von Kegelschnitten. Der hier ver-
wendete Aufbau der Theorie ist Standard und basiert auf [Hall9], [Hal74] und
[J&n04).

Weitere Literatur mit anderen interessanten Zugéngen zur Elementargeometrie:

e Eine empfehlenswerte Darstellung des Zugangs von Euklid und Hilbert ist
[Har00]. Es ist natiirlich auch lehrreich, Euklid’s Elemente zu lesen; es
gibt verschiedene (kommentierte) Ausgaben.

e Der metrische Zugang, der von Birkhoff [Bir32] vorgeschlagen wurde, liegt
dem Buch [Mo0i90] zugrunde. Ein #hnlicher Standpunkt wird in [MP91]
vertreten.

e Das Buch [Bac59] legt den Spiegelungsbegriff zugrunde und entwickelt
alles weitere daraus.

e Fiir einen historischen Uberblick zur Entwicklung der euklidischen und
nicht-euklidischen Geometrie ist [Gre08] zu empfehlen.
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KAPITEL 1
Die reellen und die komplexen Zahlen

1. Die reellen Zahlen

1.1. Die axiomatische Definition. Sei (K, +, -, <) eine Menge mit zwei binédren
Verkniipfungen + und - und einer bindren Relation <, die die folgenden Axiome
erfiillen:

(1) (K,+,-) ist ein Korper.
(2) < ist eine Totalordnung auf K, welche mit + und - kompatibel ist.

(3) Jede nicht-leere, nach oben beschrinkte Teilmenge M von K besitzt ein
Supremum in K.

Man nennt (K,+,-, <) einen geordneten Korper, falls die Axiome (1) und (2)
erfiillt sind. Gilt zusitzlich (3), dann heifit (K, +, -, <) ordnungsvollstindig.

FEin geordneter Korper, der ordnungsvollstandig ist, heifit die Menge der reel-
len Zahlen. Diese Bezeichnung ist gerechtfertigt, weil es fiir zwei geordnete Korper
K, und Kj, die die Axiome (1), (2) und (3) erfiillen, einen eindeutigen Isomorphis-
mus K7 — Ky gibt. Wir bezeichnen die Menge der reellen Zahlen mit R. Der klein-
ste Teilkorper von R kann in natiirlicher Weise mit dem Korper Q der rationalen
Zahlen identifiziert werden.

Proposition 1.1. FEs gilt:

(1) R besitzt die Archimedische FEigenschaft: Fir z,y € R mit > 0
ezistiert n € N, sodass nx > y.

(2) Die rationalen Zahlen Q liegen dicht in R: Fir z,y € R mit x < y
existiert r € Q, sodass x <1 < y.

1.2. Absolutbetrag und Abstand. Der Absolutbetrag einer reellen Zahl x €
R ist definiert durch

2| x wenn x > 0,
z| =
—x wenn z < 0.

Es gelten folgende Eigenschaften fiir alle z,y € R:
(1) || > 0 und |z| = 0 genau dann, wenn z = 0.
(2) |z +yl < |z|+ Jyl.
(3) lzyl = lzllyl-
Der Abstand zweier reellen Zahlen z,y € R ist nach Definition

d(z,y) = |z —yl.
Es gilt fiir alle z,y, z € R:

(1) d(z,y) > 0 und d(x,y) = 0 genau dann, wenn = = y.
(z,y) = d(y, z).

(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Ex—i—z,y +z) =d(x,y).

d
d
d
d(xz,yz) = |z]d(z, y).



2 1. DIE REELLEN UND DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

2. Die komplexen Zahlen

2.1. Definition als reelle Zahlenpaare. Die Menge R? = R x R ist mit der
Addition

(x1,11) + (22, y2) = (21 + 22,91 + ¥2)
und der Multiplikation
(1,71) - (22,92) := (122 — Y1Y2, T1Y2 + Y122)

ein Korper. Das Nullelement ist (0,0), das Einselement (1, 0) und das multiplikative
inverse Element zu z = (z,y) # (0,0) ist

e ()
: x2+y2’x2+y2 '
Man nennt C := (R?, +,-) den Koérper der komplexen Zahlen.

Die Abbildung R — C, z — (z,0), ist ein Kérperhomomorphismus, der die
reellen Zahlen in die komplexen Zahlen einbettet.

Man verwendet die Notation

i:=(0,1)eC
und nennt ¢ die imaginire Einheit. Dann gilt
2
i© = —1.

Fiir jede komplexe Zahl z = (x,y) € C gilt

(z,y) = (2,0) +(0,1) - (y,0)
d.h.
z=x+1y mitx,yeR.
Dann heifit Re z = x der Realteil von z und Im z = y der Imaginérteil von z. Zwei
komplexe Zahlen sind genau dann gleich, wenn ihre Realteile und ihre Imaginérteile
gleich sind. Weiters heifit z € C reell, wenn Im z = 0, und rein imaginir, wenn
Rez =0.
Mit der Darstellung z = = + ¢y kann man nun unter Beachtung der Regel
i? = —1 rechnen wie gewohnt.
Es gibt keine Ordungsrelation auf C, die C zu einem geordneten Kérper machen
wiirde: giibe es eine solche Ordnung <, dann miisste wegen i # 0 auch —1 =42 > 0
gelten, was aber 1 = 12 > 0 widerspricht.

2.2. Geometrische Veranschaulichung. Die komplexen Zahlen C kann man
geometrisch durch die Zahlenebene R? mit einem rechtwinkeligen Koordinatensy-
stem veranschaulichen:

1y

o2tz = (x1 +x2) +i(yr +y2)

Z9 = X2

21 =1 + iy

0 T

Die Addition komplexer Zahlen entspricht dann der Vektoraddition. Zur geo-
metrischen Interpretation der Multiplikation kommen wir spéter.
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2.3. Konjugation und Absolutbetrag. Die Konjugation einer komplexen
Zahl z = x 4 iy € C ist definiert durch
Z =z —1y.
Geometrisch ist das eine Spiegelung an der reellen Achse. Es gilt
z2+Zz zZ—Z

I:
g 0 AT T

iftw=z+w, zZw=2zZ-W, z=2~2 Rez=

und
zeR & z=72.
Die Konjugation z +— Z ist ein Koérperautomorphismus C — C.
Der Absolutbetrag |z| einer komplexen Zahl z = x + iy ist definiert durch

|2| := /2?2 + 2.
Man zeigt leicht
2 =1zl |2* =22, |Rez| <[], [Imz| <[zl
und weiters
e |z| > 0 und |z| = 0 genau dann, wenn z = 0,
* |zw| = |z[|w],
o |2+ w| < ||+ Jul.
1 =z||z7Y| fiir 2 # 0 und somit
1

1+ = g =

Insbesondere gilt 1 = |22

Beispiel 2.1. Der Quotient zweier komplexer Zahlen w/z kann durch Konjugation
des Nennern auf die Form

w o wz  wz

z 2z |2
gebracht werden, in der der Nenner dann reell ist. Z.B.

1+4i  (L4+d)(14+2i) —1+3i
1-2i  (1-2)(1+2i)) 5

Da C ein Korper ist, ist C* = C\ {0} bzgl. der Multiplikation eine abelsche
Gruppe. Die Menge

T:={zeC:|z|=1}

bildet eine Untergruppe. Mit z,w € T gilt ndmlich |zw |z||w|~! = 1. Geome-
trisch ist T der Kreis in R? mit Mittelpunkt im Ursprung und Radius 1.

_1‘:

2.4. Algebraische Abgeschlossenheit. In den komplexen Zahlen besitzt die
Gleichung

22=-1
die beiden Losungen z = +i. Weiter Losungen kann es nicht geben, weil
0=22+1=22—i>=(2—1i)(z+1)

impliziert z = i oder z = —i (weil C ein Korper und daher nullteilerfrei ist).

In den komplexen Zahlen kann jede polynomiale Gleichung gelost werden. Das
folgt aus dem Fundamentalsatz der Algebra, den wir hier ohne Beweis anfiihren.
Man sagt, C ist algebraisch abgeschlossen.
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Theorem 2.2 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht-konstante Polynom mit
Koeffizienten in C besitzt eine Nullstelle in C. Genauer: Ist

p(z) = anz™ + an_12" V4 arz+ ag (2.1)
ein Polynom mit n > 1, ag,...,a, € C und a, # 0, dann existiert ¢ € C mit
p(c) = 0.

Daraus folgt, dass ein Polynom vom Grad n genau n komplexe Nullstellen
besitzt:

Korollar 2.3. Jedes komplexe Polynom zerfdllt in Linearfaktoren: Ist p ein Poly-
nom wie in , dann ezxistieren paarweise verschiedene Zahlen cq,...,c; € C,
sodass
p(z) =an(z —c)"(z =)™ - (z =)™, 2€C,
wobei n; € Nsg die Vielfachheit der Nullstelle c¢; ist und
ny+no+---+npg=mn

gilt.

Beweis. Wir konnen O.B.d.A. annehmen, dass a,, = 1. Nach dem Fundamentalsatz
der Algebra gibt es ein ¢; € C mit p(c;) = 0. Polynomdivision liefert ein Polynom ¢
vom Grad n—1 mit p(z) = q(z)(z—c1). Das Korollar folgt nun leicht mit Induktion
nach n. ]

Beispiel 2.4. Wir berechnen die komplexen Lésungen von
224+ (2-3i)z2—5-5i=0 (2.2)
Wir verwenden die quadratische Losungsformel fiir eine Gleichung 22 + pz + ¢ = 0:

L TPEVP—4q
—

Hier werden die beiden komplexen Wurzeln von p? — 4¢ € C mit £+/p? — 4¢ be-
zeichnet,.

In unserem Beispiel gilt also
- —(2—3i) £ /(2 — 3i)2 — 4(—5 — 5i) 24 3iE 15+ 8i
B 2 B 2 '
Um 4+/15 + 8i zu finden, machen wir den Ansatz (z+iy)? = 2% —y?+2zyi = 15+8i
fiir x,y € R, was zum Gleichungssystem

2?2 —y? =15, 22y=38

fithrt. Die zweite Gleichung liefert y = 4/2 und durch Einsetzen in die erste Glei-
chung finden wir

16

- — =15 & 2'—152"—16 = (2" +1)(z* — 16) = 0.

x
Somit gilt 22 = —1 oder 22 = 16. Die erste Gleichung hat keine reellen Losungen,
die zweite liefert « = £4. Folglich gilt

V154 8i = +(4+1).
Damit gelangen wir zu den beiden Losungen
-2 i+ 4+ -2 j—4 — 1
21:—+3;+ 142 wd 22:—+3Z2 L B

der Gleichung ([2.2)) und wir haben die Faktorisierung

224 (2-3i)2—5—5i=(2—1—2i)(2+3—1i).
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Beispiel 2.5. Um alle komplexen Lésungen von 22 = 1 zu bestimmen, erraten wir
die Loésung z; = 1 und verwenden Polynomdivision:

2 —1=(z—-1D(*+2z+1).

Die Nullstellen des quadratischen Polynoms 22 + z + 1 sind

~14+v=3 —1++/3i ~1-v=3 —1-+/3i
= = und z3 = = .
2 2 2 2
Die Gleichung 23 = 1 hat also die drei Losungen:

—1+/3i —1—+/3i
=5 o BT T

22

zZ1 = 1, Z9
2.5. Polardarstellung komplexer Zahlen. Hier setzen wir voraus, dass die

Funktionen cos : R — R und sin : R — R (bzgl. des Bogenmafes) schon be-
kannt sind. (Spiter werden diese Begriffe in formalerer Weise eingefiihrt werden,

vgl. Abschnitt [18.1})

m F(2) = sinz
\></ f(l") = COS T

Insbesondere erinnern wir uns an einige spezielle Werte des Kosinus und des

Sinus (vgl. Abschnitt [19.3):

s s s us
z Mé‘ﬂ@‘f
; 1| V2| V3
sinx | 0 5 5 5 1

V3| V2| L
cosz | 1 5 5 3 0

Jede komplexe Zahl z = z + iy € C\ {0} kann in der Form
z=r(cosp+ising), r>0, p R,
geschieben werden. Dabei gilt

r=|zl=+v22+y?> und cosp+isingeT,

weil cos?p + sin?¢ = 1. Diese Darstellung nennt man Polardarstellung. Der
Winkel ¢ € R ist dabei bis auf Summanden der Form 27k, k € Z, eindeutig
bestimmt, weil die Funktionen cos und sin 27-periodisch sind. Man bezeichnet ¢
auch als Argument von z,

¢ = arg(2).
Beispiel 2.6. Die komplexe Zahl 1+ v/3i hat die Polardarstellung
1+/3i ﬂ

5 = 2(cos § +isin §).

1+V3i=2-
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Dank der Additionsformeln fiir Kosinus und Sinus (vgl. Abschnitt gilt
2129 = 1r1(Cos 1 + isiny) - r2(cos g + i sin @)

=17riry ( COS (1 COS g — sin 1 sin g + i(sin 1 cos Y2 + cos 1 sin apg))

= rlrg(cos(gol + o) + isin(py + <p2)).

Diese Rechnung zeigt, dass bei der Multiplikation zweier komplexer Zahlen die
Absolutbetrige multipliziert und die Argumente addiert werden,

arg(z129) = arg(z1) + arg(z2).
iy

2122

rirz

Unter der komplexen Exponentialfunktion verstehen wir die Abbildung
exp : C — C, die durch

exp(z) = e* :=€"(cosy + isiny), z=x+1iy, z,y € R,

definiert ist. Fiir reelle z stimmte diese Funktion mit der iiblichen Exponentialfunk-
tion {iberein.

, fr) = e*

Es gilt ¢’ =1 und
‘ez‘ =% = eRez'

Insbesondere gilt [e®| = €® =1, d.h., ¥ € T und

e =cosy +isiny, yeR.
Die Additionsformeln fiir cos und sin implizieren

ele® = e T2 4 2, € C.
Insbesondere gilt e*e™* = ¢ = 1 und somit e* # 0 und e~* = 1/e*. Weiters folgt
durch Induktion

(e )" =e"*, zeC, neZ.
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Im Spezialfall z = i@ erhalten wir die Formeln von Moivre
(cosp +isinp)” = cos(ny) + isin(nep).
Damit lasse.n sich die Wurzeln komplexer Zahlen leicht bestimmen: Die n-ten Wur-
zeln von re*¥ = r(cos ¢ + isin ) sind
YretR ) = {L/F(cos (£ + 27k 4 jsin (£ + %)), k=0,1,...,n—1.
Die Losungen der Gleichung z™ = 1 heiflen die n-ten Einheitswurzeln; diese sind

et = cos (%) +isin (22£), k=0,1,...,n— 1.

n n
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KAPITEL 2
Inzidenz und Ordnung

3. Inzidenz

3.1. Ebene, Geraden und Punkte. Eine Ebene ist ein Paar (£,%) bestehend
aus einer Menge £ und einer Familie ¢ von Teilmengen von £. Die Elemente von
& nennen wir Punkte, die Elemente von ¢ nennen wir Geraden. Wir werden
Axiome einfiihren, die jeder Geraden eine Struktur verleihen und die verschiedenen
Geraden miteinander in Verbindung setzen.

Axiom 0. Die Ebene £ enthdlt mindestens zwei verschiedenen Geraden. Jede Ge-
rade enthdlt mindestens zwei verschienen Punkte.

Dieses Axiom folgt aus anderen Axiomen, die wir spéter einfithren werden, es
vereinfacht aber den Aufbau der Theorie.

Definition 3.1. Zwei Geraden g,h € ¥ heiflen parallel, wenn entweder g = h
oder g N h = gilt. Wir schreiben g||h.

Gilt A € g, dann sagen wir, dass die Gerade g durch den Punkt A geht oder
dass A auf g liegt. Eine Teilmenge X C & heifit kollinear, wenn es eine Gerade
g € Y gibt mit X C g¢.

3.2. Inzidenzaxiome.

Axiom 1. Fliir je zwei verschiedene Punkte A, B € £ gibt es eine eindeutige Gera-
de, die A und B enthidlt.

Die eindeutige Gerade durch A und B wird mit g(A, B) bezeichnet.

Korollar 3.2. Zwei nicht-parallele Geraden g und h haben genau einen Punkt
gemeinsam, d.h. g h = {A}. Wir sagen: g und h schneiden sich in A bzw. A
ist der Schnittpunkt von g und h.

Beweis. Sind die Geraden g und h nicht parallel, so gilt g N h # 0. Angenommen
g N h enthélt zwei verschiedene Punkte A und B. Dann folgt aus dass
g = h gilt, ein Widerspruch. O

Axiom 2. Fiir jede Gerade g und jeden Punkt A gibt es eine eindeutige Gerade
parallel zu g durch A.

Proposition 3.3. Parallelitit ist eine Aquivalenzrelation auf 9.

Beweis. Reflexivitit und Symmetrie folgen direkt aus der Definition. Es gelte g||h
und hl||k. Falls g Nk = @, dann gilt g||k. Andernfalls haben g und k mindestens
einen Punkt A gemeinsam und beide Geraden sind parallel zu h. Nach
muss g = k gelten, d.h. g||k. O

Die Parallelitit liefert also eine Partition von ¢ in Aquivalenzklassen. Diese
Aquivalenzklassen nennen wir Richtungen. Jede Gerade g € ¢ definiert also eine

11
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Richtung und je zwei Geraden definieren genau dann die gleiche Richtung, wenn
sie parallel sind.

Proposition 3.4. Fiir jede Gerade g € 9, ist g° = £\ g nicht leer.

Beweis. Nach gibt es eine Gerade h mit h # g. Falls h||g, dann gilt h C ¢°
(und h # 0 nach [Axiom 0)). Andernfalls gilt h N g = {A}. Nach gibt es
einen Punkt B € h mit B # A und somit B ¢ g. d

Proposition 3.5. Sei h eine Gerade und A € h¢. Die Abbildung h — & definiert
durch X — g(A, X) ist eine Bijektion von h auf die Menge der Geraden durch A,
welche nicht parallel zu h sind.

Beweis. Die Abbildung ist injektiv, weil jede Gerade durch A die Gerade h in
hochstens einem Punkt schneidet. Fiir die Surjektivitiat sei g eine Gerade durch
A, welche nicht parallel zu h ist. Dann haben ¢ und h nach einen
eindeutigen Schnittpunkt X und g = g(A, X) fiir dieses X. O

Korollar 3.6. Es gibt mindestens drei verschiedene Richtungen.

Beweis. Sei h eine Gerade und A € h¢. Nach gibt es zwei verschiede-
ne Punkte B und C auf h. Die liefert zwei Geraden g(A, B) und

g(A,C). Zusammen mit der Parallelen zu h durch A haben wir also drei verschie-
dene Geraden durch A. O

Proposition 3.7. Sei § eine Richtung. Wir definieren eine Relation auf € durch
A~DB & es gibt eine Gerade durch A und B mit der Richtung 0.

Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf €. Die Aquivalenzklassen sind die
Geraden mit der Richtung 0.

Beweis. Die Geraden mit der Richtung § bilden eine Partition von £: nach [Axiom 2|
ist jeder Punkt von £ in einer Geraden der Richtung § enthalten, und je zwei
Geraden der Richtung ¢ sind gleich oder disjunkt.

Die Relation ~ ist die eindeutige Aquivalenzrelation, die dieser Partition ent-
spricht. O

3.3. Schiefprojektion. Sei g eine Gerade und § eine Richtung, die nicht die Rich-
tung von g ist (so eine Richtung existiert nach. Fiir jeden Punkt X € £
schneidet dann die Gerade durch X mit der Richtung § die Gerade ¢ in einem ein-
deutigen Punkt ¢(X).

Die Abbildung ¢ : £ — ¢ wird die Schiefprojektion auf g parallel zu §
genannt. Ist § die Richtung einer Geraden h, dann sprechen wir auch von der
Projektion parallel zu h. Die Abbildung ¢ ist surjektiv und die Fixpunktmenge
{X :p(X) =X} von ¢ ist genau die Gerade g.
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Proposition 3.8. Seien g und h zwei Geraden und § eine Richtung, die micht
mit der Richtung von g und der Richtung von h ibereinstimmt. Dann ist die Fin-
schrinkung auf g der Schiefprojektion auf h parallel zu 0 eine Bijektion g — h.

Beweis. Sei ¢ : £ — h die Schiefprojektion auf h parallel zu §. Die Einschrinkung
¢|q ist injektiv, weil fiir verschiedene Punkte auf g die Geraden durch diese Punkte
mit Richtung ¢ ebenso verschieden sind und daher h in unterschiedlichen Punkten
schneiden. Weiters ist ¢|, surjektiv, weil fiir jeden Punkt Y € h schneidet die Gerade
durch Y mit Richtung ¢ die Gerade g in einem Punkt X und ¢(X) =Y. O

Wir nennen |, die Schiefprojektion von g auf h parallel zu 6. Aus dem
Beweis folgt auch, dass die Umkehrabbildung <p|;1 die Schiefprojektion von h auf
g parallel zu ¢ ist.

Korollar 3.9. Alle Geraden in £ sind gleichmdchtig. (]

Wir bezeichnen mit « die Kardinalzahl der Geraden in &, d.h. es gilt a = |g|
fiir alle g € 4.

3.4. Achsensysteme. Seinen g; und go zwei Geraden, die sich in einem Punkt
schneiden. Sei ¢ die Schiefprojektion auf g; parallel zu g, und @9 die Schiefprojek-
tion auf go parallel zu g;. Fiir X € £ nennen wir die Punkte ¢ (X) und ¢2(X) die
Komponenten von X beziiglich des Achsensystems (g1, ¢g2). Der Schnittpunkt
von g; und go heiit Ursprung des Systems.

92

Umgekehrt entspricht jedem Paar (X7, X2) von Punkten in £ mit X; € g; und
Xy € g2 in eindeutiger Weise ein Punkt X € &, welcher die Komponenten X; und
X5 hat, ndmlich der Schnittpunkt der Geraden durch X; parallel zu g, und der
Geraden durch X5 parallel zu ¢;.

Es folgt, dass die Abbildung ¢ : &€ — g1 X go definiert durch ¢(X) =
(p1(X), p2(X)) eine Bijektion ist.

4. Ordnungsaxiome

4.1. Ordnung auf einer Geraden.

Axiom 3. Auf jeder Geraden gibt es zwei Totalordnungen, die eine ist die Umkeh-
rung der anderen.
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Unter der Umkehrung einer Totalordnung < auf einer Menge M, verstehen
wir die Totalordnung z <p y :& y < x. Hier werden die zwei Totalordnungen
postuliert, weil es keine kanonische Moglichkeit gibt, eine der beiden auszuzeichnen.

Unter einer orientierten Geraden verstehen wir ein Paar (g, <), wobei g eine
Gerade und < eine der beiden Totalordnungen auf g ist. Fiir verschiedene Punkte
X und Y, verstehen wir unter der orientierten Geraden g¢(X,Y) die Gerade
g(X,Y), die so orientiert ist, dass X <Y gilt.

Sei g eine orientierte Gerade und A ein Punkt auf g. Wir nennen die Menge
{Xeg: A< X}
die positive offene Halbgerade von g mit Ursprung A und die Menge
{Xeg: A<X}

die positive abgeschlossene Halbgerade von g mit Ursprung A. Entsprechend
sind negative Halbgeraden definiert. Die Gerade ¢ heifit auch Trigergerade
ihrer Halbgeraden.

Seien A und B Punkte in £. Die Gerade g(A, B) ist eindeutig bestimmt. Wihlen
wir eine Totalordnung < auf g(A, B). Dann definieren wir die Mengen

[A,B]:={X € g(A,B): A< X < B},
(A,B):={X €g(A,B): A<X < B},
[A,B) :={X €g(4,B): A< X < B},
(A,B]:={X € g(A,B): A< X < B}.

Es stellt sich heraus, dass diese Mengen eigentlich nicht von der Wahl der Total-
ordnung < abhéingen und somit auf allen Geraden (orientiert oder nicht orientiert)
wohldefiniert sind. Wir bezeichnen diese Mengen jeweils als Strecke zwischen A
und B.

Eine Teilmenge M C & heifit konvex, wenn X,Y € M auch [X,Y] C M
impliziert. Insbesondere ist die Ebene £ konvex, alle Geraden, alle Halbgeraden
und alle Strecken sind konvex.

Lemma 4.1. Sei (M;);cr eine Familie konvezer Teilmengen von €. Dann ist auch
Nicr M; konve.

Beweis. Seien X,Y Punkte in (,.; M;. Dann gilt X,Y € M; fiir alle i € I. Weil
M; konvex ist, gilt [X,Y] C M; fur alle i € I. Daher gilt [X,Y] C(,c; M O

Ist M eine nicht-leere Teilmenge von &, dann definieren wir die konvexe Hiille
von M als die Menge

(U : M CUCE, U ist konvex}.

Weil € konvex ist, macht diese Definition Sinn. Wegen ist die konvexe
Hiille von M die kleineste konvexe Teilmenge von &, die M enthélt.

4.2. Ordnungen auf verschiedenen Geraden. Das nichste Axiom stellt eine
Verbindung zwischen den Ordnungen auf verschiedenen Geraden her.

Axiom 4. Wenn g und h parallele Geraden sind, A, A’ Punkte auf g und B, B’
Punkte auf h sind und eine Gerade k, die parallel zu g und h ist, die Strecke A, B]
schneidet, so schneidet k auch die Strecke [A’, B'].
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B B’

Proposition 4.2. Sei g eine Gerade und 6 eine Richtung verschieden von der
Richtung von g. Ist v : £ — g die Schiefprojektion auf g parallel zu §, dann gilt

e([X,Y]) = [p(X),@(Y)]  fiir alle X,Y € E.

Beweis. Liegen X und Y auf einer Geraden mit der Richtung ¢, so gilt p([X,Y]) =
{p(X)} = {p(Y)} und die Behauptung ist richtig.

Andernfalls sei h die Gerade durch X mit Richtung 6 und & die Gerade durch
Y mit Richtung J. Nach wird jedes Z € [X,Y] in bijektiver Weise auf
einen Punkt ¢(Z) € [p(X), p(Y)] abgebildet. O

Korollar 4.3. Ist M C & konvez, dann ist auch das Bild p(M) C g konvez. Ist
N C g konvex, dann ist auch das Urbild <p_1(N) C & konvex.

Beweis. Ubung. O

Korollar 4.4. Seien g und h orientierte Geraden und § eine Richtung, die weder
mit der Richtung von g noch mit der Richtung von h tbereinstimmt. Dann ist die
Schiefprojektion von g auf h parallel zu § entweder streng monoton wachsend oder
streng monoton fallend (beziglich der Totalordnungen auf g und h). O

Korollar 4.5. Gilt a > 2, dann ist jede offene Halbgerade in £ nicht-leer.

Beweis. Sei g eine Gerade und A ein Punkt auf g. Es gibt eine Gerade ¢’ # g¢
parallel zu g. Weil o > 2, gibt es drei verschiedene Punkte A’, X', Y’ auf ¢’. Wir
koénnen annehmen, dass A’ € [X’,Y’]. Die Richtung von g(A, A’) unterscheidet sich
von der Richtung von ¢ und ¢’. Nach sind die Projektionen A, XY
von A, X')Y" auf die Gerade g parallel zu g(A, A’) paarweise verschieden und es
gilt A € [X,Y]. Folglich sind die beiden offenen Halbgeraden von g mit Ursprung
A nicht-leer. O

Bemerkung 4.6. Aus o > 2 folgt schon a = oo (Ubung).

4.3. Halbebenen.

Proposition 4.7. Sei o > 2. Jede Gerade g liefert eine eindeutige Partition der
Menge £\ g in zwei konveze nicht-leere Teilmengen E1 und E. Ist X1 € & und
X € &, s0 gilt [ X1, Xa]Ng # 0.

Beweis. Sei h eine Gerade, welche nicht parallel zu g ist, und sei A der Schnittpunkt
von g und h. Betrachte die Schiefprojektion ¢ auf h parallel zu g. Wir bezeichnen
mit A1 und ho die beiden offenen Halbgeraden von h mit Ursprung A. Sie sind beide

konvex und bilden eine Partition von h\ {A}. Nach [Korollar 4.3sind &; := ¢~ (h;),

1 = 1,2, konvex und bilden eine Partition von £ \ g.

Nun zeigen wir die Eindeutigkeit. Sei F; und F» eine weitere Partition von £\ g
in konvexe nicht-leere Mengen. Nach sind die Mengen ¢(F;) konvex
und in hy U hy enthalten. Es folgt aus der Konvexitit, dass jede der Mengen o (F;)
entweder in h; oder in hy enthalten sein muss. Folglich ist jede der Mengen F;
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entweder in & oder in & enthalten. Weil F; U Fo = & U &,, gilt also entweder
F1 =& und Fo = & oder F; = & und Fo = &;. In jedem Fall ist die Partition
die gleiche.

Sei nun X; € & und Xy € &. Die Strecke ¢([X1, X2]) hat einen Endpunkt
in hy, den anderen in hg. Daher gilt A € ¢([X1, X2]). Es folgt, dass [X7, X»] und
¢~ (A) = g nicht-leeren Durchschnitt haben. O

Die Mengen &; und &; heiflen die offenen Halbebenen beziiglich ger Geraden
g. Die abgeschlossenen Halbebenen beziiglich g sind die Mengen £ := & Uyg
und &5 := & U g. Diese sind ebenfalls konvex, weil £ = & U g = ¢~ 1(h; U{A}).



KAPITEL 3

Affine Struktur

5. Die affine Struktur von Geraden

Wir werden fiir die folgenden Axiome die reellen Zahlen R verwenden. In diesem
Kapitel brauchen wir jedoch nur die Tatsache, dass R ein archimedisch geordneter
Korper ist. Die Vollstéandigkeit von R ist fiir die Entwicklung dieses Kapitels nicht
notig.

5.1. Abstand.

Axiom 5. Es existiert eine Abbildung d : € x £ — Rx¢ mit den folgenden Eigen-
schaften:
(1) d(X,Y) =d(Y,X) fiir alle X,Y € £.
(2) Ist g eine orientierte Gerade, X € g und r € Rsq, dann existiert ein
eindeutiger Punkt Y auf g, sodass X <Y und d(X,Y) =r.
(3) Wenn X € [A, B], dann gilt d(A, X) + d(X, B) = d(A, B).

Die Abbildung d heiffit Abstand oder Distanz.
Lemma 5.1. Es gilt:
(1) d(X,Y) =0 genau dann, wenn X =Y.

(2) Wenn X € [A, B, dann gilt d(A,X) < d(A, B). Gleichheit gilt genau
dann, wenn X = B.

Beweis. (1) Weil stets X € [X,Y] gilt, folgt d(X,X) +d(X,Y) = d(X,Y) und
daher d(X,X) =0 fiir alle X € £.

Umgekehrt gelte X # Y. Betrachte die orientierte Gerade ¢(X,Y) mit X < Y.
Wegen der Eigenschaft (2) in[Axiom 5|gibt es einen eindeutigen Punkt Z auf g(X,Y")
mit Y < Z und d(Y, Z) = 1. Insbesondere gilt Y € [X, Z]. Wire d(X,Y) = 0, dann

wiirde wegen (3) in auch d(X,Z) =d(X,Y) +d(Y,Z) = 1 gelten. Wegen
der Eindeutigkeit in (bzgl. der inversen Orientierung der Geraden)
wiirde X =Y folgen.

(2) folgt nun direkt aus der Eigenschaft (3) in O

5.2. Orientierte Geraden mit Ursprung.

Proposition 5.2. Sei g eine orientierte Gerade und O ein Punkt auf g. Es existiert
eine eindeutig bestimmte streng monoton wachsende Bijektion f : g — R, sodass

fO)=0 wund d(X,Y)=|f(Y)—-f(X)| firadleX,Y €g.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Wenn f existiert, dann gilt d(X, O) =
|7(O)— f(X)|=10—f(X)] =|f(X)] fiir alle X € g. Weil f monoton wachsend ist,
muss gelten

(5.1)

f(X):{d(O,X) wenn O < X

—d(0,X) wenn X <O.

17
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Dabher ist f eindeutig bestimmt.

Fiir die Existenz zeigen wir, dass die in ({5.1)) definierte Abbildung die geforder-
ten Bedingungen erfiillt. Dass f(O) = 0 gilt, ist klar. Nach gilt

X<O<Y =dX,Y)=d(X,0)+d0,Y) = —f(X)+ f(Y)
O<X<Y = f(Y)=d(0,Y) =d(0,X)+d(X,Y) = f(X) +d(X,Y)
X<Y<0=—f(X)=d(X,0)=d(X,Y)+d(Y,0) =d(X,Y) — f(Y)

In jedem Fall impliziert X < Y also d(X,Y) = f(Y) — f(X). Weil d(X,Y) > 0
wenn X # Y, sehen wir dass f streng monoton wachsend ist.

Wir miissen noch zeigen, dass f : ¢ — R eine Bijektion ist. Die Injektivitét
folgt direkt aus der Monotonie. Die Surjektivitit folgt aus der Eigenschaft (2) in
Ist r > 0 so existiert X € g mit O < X und r = d(0, X) = f(X). Weiters
existiert Y € g mit Y < O und r =d(0,Y), d.h. f(Y) = —r. O

Unter einer orientierten Geraden mit Ursprung verstehen wir ein Paar
(g,0), wobei g eine orientierte Gerade ist und O ein Punkt auf g, der als Ursprung
ausgezeichnet wird.

Korollar 5.3. Jede orientierte Geraden mit Ursprung ist isomorph zu R vermdge
eines eindeutigen Isomorphismus, der Abstand und Ordnung erhlt. (]

Dieses Korollar macht es uns moglich, eine orientierte Gerade mit Ursprung
stets mit R zu identifizieren. Ist insbesondere (g, 0) eine orientierte Geraden mit
Ursprung und f der eindeutigen Isomorphismus mit R, dann fithren wir folgende
Bezeichnungen ein:

e Die Abszisse von X in (g, O) ist nach Definition f(X) € R.
e Der signierte Abstand zweier Punkte X, Y auf (g, O) ist nach Definition

XY = f(Y) - f(X)=0Y - OX €R.
Es gilt
R <
%7 — d(X,Y) wenn X <Y,
—d(X,Y) wennY < X.

Der signierte Abstand ist unabhéngig von der Wahl des Ursprungs O und
wechselt das Vorzeichen, wenn die Ordnung von g umgekehrt wird.

Bemerkung 5.4. Fixieren wir den Ursprung O, dann ist es oft niitzlich den Punkt
X und auch die Abszisse von X mit dem gleichen Symbol zu bezeichnen. In diesem
Fall gilt die einfache Formel XY =Y — X.

Der Isomorphismus f mit R liefert ein Addition + auf g: fiir X, Y € gist X +Y
der eindeutige Punkt auf g mit der Abszisse f(X) + f(Y). Die Gerade (g, O) ist
mit dieser Verniipfung eine abelsche Gruppe mit neutralem Element O; das folgt,
weil (R, +) eine abelsche Gruppe ist.

Korollar 5.5. FEs gilt die Dreiecksungleichung: Fir alle X,Y,Z € g gilt
d(X,Z) < d(X,Y) +d(Y, 2).

Gleichheit gilt genau dann, wenn'Y € [X, Z].

Beweis. Die Dreiecksungleichung fiir den Absolutbetrag auf R tibertrigt sich auf g
vermoge des Isomorphismus aus O
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5.3. Der Mittelpunkt zweier Punkte. Seien X und Y verschiedene Punkte
in £. Der Mittelpunkt von X und Y ist der Punkt M € ¢g(X,Y), der durch die
Gleichung
d(X,M)=d(M,)Y)

bestimmt ist. Der Mittelpunkt existiert und ist eindeutig bestimmt nach
lar 5.3l Wihlen wir eine Orientierung und einen Ursprung O auf g(X,Y) und be-
zeichnen wir Punkte auf g(X,Y) und ihre Abszisse mit dem gleichen Symbol, so
geniigt der Mittelpunkt M von X und Y der Gleichung

M-X=Y-M

und ist daher der Punkt mit der Absizze 1(X +Y). Nach Konvention ist X der
Mittelpunkt von X und X.

6. Additive Gruppenstruktur auf (£, 0)

6.1. Affine Strukturen auf verschiedenen Geraden. Das folgende Axiom ver-
bindet die affinen Strukturen auf verschiedenen Geraden.

Axiom 6. Seien g und h parallele Geraden, A, A’ Punkte auf g und B, B’ Punkte
auf h. Dann fihrt die Gerade k, welche parallel zu g und h ist und durch den
Mittelpunkt von A und B verliuft, auch durch den Mittelpunkt von A’ und B’.

A

Lemma 6.1. Sei g eine Gerade, § eine Richtung verschieden von der Richtung von
g und sei ¢ die Schiefprojektion auf g parallel zu §. Ist M der Mittelpunkt von X
und Y, dann ist o(M) der Mittelpunkt von o(X) und ¢(Y).

Beweis. Das Lemma ist eine Umformulierung von [Axiom 6 O

Korollar 6.2. Sei (g1,92) ein Achsensystem und seien X, Y und M drei Punkte
in & mit Komponenten (X1, X2), (Y1,Y2) und (M1, Ms) bzgl. (g1,92). Dann ist M
genau dann der Mittelpunkt von X und Y, wenn My der Mittelpunkt von X1 und
Y1 und My der Mittelpunkt von Xo und Yy ist. O
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g2

g1

/ X1 M1 Yi

6.2. Parallelogramm und Punktsymmetrie. Unter einem Parallelogramm
verstehen wir ein Quadrupel (A, B, A’, B’) von Punkten in £, sodass die Punk-
tepaare (A, A’) und (B, B’) den gleichen Mittelpunkt haben. Die Strecken [A, A']
und [B, B’] nennen wir die Diagonalen des Parallelogramms, die Strecken [A, B],
[B, A'], [A, B'] und [B’, A] heiflen die Seiten des Parallelogramms (4, B, A’, B').

Ist (A, B, A, B') ein Parallelogramm, dann ist auch (A4, B/, A’, B) ein Paralle-
logramm.

Unsere Definition des Parallelogramms ldsst auch degenerierte Fille zu: es kann
sein, dass alle Punkte A, B, A’, B’ zusammenfallen oder dass sie kollinear sind.
B’ M=M A
A B

Sind drei Punkte X, Y und M in & gegeben, so sagen wir, dass X und Y
punktsymmetrisch (oder zentralsymmetrisch) beziiglich M sind, wenn M der
Mittelpunkt von X und Y ist. Sind X und M gegeben, dann gibt es einen eindeu-
tigen Punkt Y, sodass X und Y punktsymmetrisch beziiglich M sind: ist X # M,
dann ist Y der Punkt auf der orientierten Geraden g(X, M) mit XM = MY falls
X =M, dann ist Y = M.

Damit wird die folgende Abbildung definiert: Sei M € £ gegeben. Die Punkt-
symmetrie (oder Zentralsymmetrie) beziiglich M ist die Abbildung s: & — &,
die jeden Punkt X auf jenen Punkt Y abbildet, sodass X und Y punktsymmetrisch
beziiglich M sind.

Die Punktsymmetrie s ist offensichtlich eine Involution, d.h. s? = ide¢.
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Lemma 6.3. Ein Quadrupel (A, B, A’, B") von Punkten in £ ist genau dann ein
Parallelogramm, wenn A’, B’ die Bilder von A, B unter einer Zentralsymmetrie
sind. [l

Korollar 6.4. Sind drei Punkte A, B, B’ in £ gegeben, dann existiert ein eindeu-
tiger Punkt A', sodass (A, B, A’, B") ein Parallelogramm ist.

Beweis. Der gesuchte Punkt A’ ist das Bild von A unter der Punktsymmetrie
beziiglich des Mittelpunktes von B und B’. O

Korollar 6.5. Das Bild eines Parallelogramms unter einer Schiefprojektion ist
wieder ein Parallelogramm.

Beweis. Jede Schiefprojektion ¢ erhélt Mittelpunkte nach Haben A, A’
und B, B’ den gleichen Mittelpunkt, dann haben auch ¢(A), ¢(A’) und p(B), ¢(B’)
den gleichen Mittelpunkt. O

6.3. Addition in (£,0). Sei O ein Punkt in £. Wir bezeichen (£, O) als Ebene
mit Ursprung O.

Die Addition in (£, 0) ist nach Definition die Abbildung
+:EXE=E
(X,)Y)— X +Y,

wobei X + Y der eindeutige Punkt Z ist, sodass (O, X, Z,Y) ein Parallelogramm
ist.

(0] X

Die Translation um A € £ ist die Abbildung € - &, X — X + A.

Lemma 6.6. Sei g eine Gerade durch O. Die Einschrinkung der Addition + :
ExE = & auf (g,0) stimmt mit der Addition auf g (vgl. [Bemerkung 5.4|) iberein.

Beweis. Seien X,Y € g. Nach Definition der Addition +¢ in (£,0) ist X +¢Y der
eindeutige Punkt Z, sodass (O, X, Z,Y) ein Parallelogramm ist. Dann liegt Z auf
g und stimmt mit X +,Y iiberein. O

Lemma 6.7. Sei g eine Gerade durch O. Fiir jede Schiefprojektion ¢ auf g gilt:
V(X +Y)=9(X)+ ) firaleX,Y €€.

Beweis. Betrachte das Parallelogramm (O, X, X +Y,Y"). Sein Bild (O, ¢(X), (X +

Y),p(Y)) unter der Schiefprojektion ¢ ist nach [Korollar 6.5 wieder ein Parallelo-
gramm. Daher gilt p(X +Y) = o(X) + (V). O

Theorem 6.8. Es gilt:

(1) Die Ebene (€,0) mit Ursprung O ist mit der Verkniipfung + eine abelsche
Gruppe. Das neutrale Element ist O.
(2) Jede Gerade durch O ist eine Untergruppe.
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(3) Sind g1 und g2 verschiedene Geraden durch O, dann ist die Gruppe (€,0)
das direkte Produkt der Untergruppen g1 und g2, d.h. jeder Punkt X in £
kann in eindeutiger Weise in der Form X = X1+ Xy geschrieben werden,
wobei X1 und Xo die Komponenten von X beziiglich des Achsensystems
(91,92) sind.

(4) Jede Translation bildet eine Gerade durch O auf eine parallele Gerade ab.
Jede Gerade ist das Bild unter einer Translation einer Geraden durch O.

Beweis. (1) Seien g1 und go verschiedene Geraden durch O. Sei ¢; die Schiefpro-
jektion auf g; parallel zu g und @9 die Schiefprojektion auf gy parallel zu g;. Nach
[Lemma 6.6/ und [Lemma 6.7] gilt fiir alle X,Y,Z € £ und i =1, 2,

Pi(X +Y) =¢i(X) +0i(Y) =i (Y) + 0i(X) = i (Y + X),
ei(X+Y)+2) =0i(X +Y) +¢i(Z) = (0i(X) + 0i(Y)) + ¢i(Z)
= i(X) + (0i(Y) + 9i(2)) = ¢i(X) + @i(Y + 2)
=, (X + (Y +2)).
Hier haben wir verwendet, dass die Addition auf (g, O) kommutativ und assoziativ
ist. Es zeigt, dass X +Y und Y 4+ X die gleichen Komponenten beziiglich des
Achsensystems (g1,92) haben und daher X +Y =Y + X gilt. Analog gilt (X +
Y)+ Z = X + (Y + Z). Wir haben also gezeigt, dass die Verkniipfung + auf
(€, O) kommutativ und assoziativ ist. Der Ursprung O ist offensichtlich ein neutrales

Element. Das Inverse eines Punktes X ist der Punkt, der zentralsymmetrisch zu X
beziiglich O ist.

(2) folgt aus
(3) Sei X € &€ und seien X3, X5 die Komponenten von X beziiglich des Ach-
sensystems (g1, ¢g2). Es gilt
P1(X1 + Xa) = p1(X1) + 1 (X2) = X1 + O = Xy

und analog ¢2(X7 + X2) = Xs. Das heifit, die Komponenten des Punktes X7 + X5
sind X7, X5 und folglich muss X = X + X5 gelten. Um die Eindeutigkeit zu zeigen,
nehmen wir an, es gilt X =Y; + Y5 mit Y7 € g1 und Y5 € go. Dann haben wir

Xi=p1(X) =M+ Y2)=Y1+0=Y;
und analog X5 = Y5.
(4) Sei g1 eine Gerade durch O und A € £&. Wenn A € g1, dann ist g1 + A = g1
wegen (2). Sei A € g1. Setzen wir go = g(O, A), dann ist (g;, g2) ein Achsensystem

mit Ursprung O. Sei g} die Gerade durch A parallel zu g;. Dann gilt (nach (3))
X € g genau dann, wenn es X; € g; gibt, sodass X = X; + A. D.h. ¢f = ¢1 + A.

92
Ay X

. g1
/0 S X

Ist g} eine beliebige Gerade, die nicht durch O geht, dann gilt ¢f = g1 + A4,
wobei g; die Gerade parallel zu gj durch O ist und A € g} beliebig. O

Korollar 6.9. Seien X,Y,Y’ drei nicht-kollineare Punkte. Sei g die Gerade parallel
zu g(X,Y") durch Y und ¢ die Gerade parallel zu g(X,Y) durch Y'. Dann ist
(X,Y, X")Y") genau dann ein Parallelogramm, wenn {X'} =gnyg’.
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Beweis. Die Aussage folgt direkt aus ), wenn man X als Ursprung
wéhlt. O
Fiir natiirliche Zahlen n > 1 und X € £ definieren wir rekursiv
1X:=X und nX:=Mn-1D)X+X firn>2.
Korollar 6.10. M ist genau dann der Mittelpunkt von X und Y, wenn
X+Y =2M.

Bemerkung 6.11. Es folgt, dass die Punktsymmetrie mit Zentrum A die Abbil-
dung

X—24A-X

ist. Die Komposition zweier Punktsymmetrien ist eine Translation. Die Kompo-
sition einer Punktsymmetrie mit einer Translation ist wieder eine Punktsymme-
trie. Es folgt, dass jede n-fache Komposition von Punktsymmetrien entweder eine
Punktsymmetrie ist, falls n ungerade ist, oder eine Translation, wenn n gerade ist
(Ubung).

Korollar 6.12. (X,Y, X' Y") ist genau dann ein Parallelogramm, wenn

X+X =Y+Y'.

Beweis. Ubung. (]

7. Translationen

7.1. Charakterisierung von Translationen.

Lemma 7.1. Translationen erhalten Mittelpunkte und Parallelogramme.

Beweis. Wenn 2M = X +Y dann folgt 2(M + A) = (X + A) + (Y + A). O

Theorem 7.2. Fine Abbildung f : &€ — & ist genau dann eine Translation in der
Gruppe (€,0), wenn (X, f(X), f(Y),Y) fir alle X,Y € € ein Parallelogramm. ist.

Beweis. Ist f die Translation X — X + A, dann gilt
X+ 1Y) =fX)+Y, (7.1)
weil diese Aussage dquivalent zu
X+Y+A4)=X+A4)+Y

ist. Nach [Korollar 6.12]ist (X, f(X), f(Y),Y) ein Parallelogramm.
Umgekehrt sei f : £ — & eine Abbildung, die (|7.1)) fiir alle X, Y erfiillt. Insbe-
sondere folgt fiir X = O

fY)=f(0)+Y,
d.h. f ist eine Translation. U

Korollar 7.3. Der Begriff der Translation ist unabhdngig von der Wahl des Ur-
sprungs: Jede Translation der Gruppe (€,01) ist auch eine Translation der Gruppe
(57 02) :

Beweis. Die Bedingung, dass (X, f(X), f(Y),Y) fiir alle X,Y € & ein Parallelo-
gramm ist, ist offensichtlich unabhéngig von der Wahl des Ursprungs. U
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7.2. Die Gruppe der Translationen.

Theorem 7.4. Die Translationen von (€,0O) bilden eine Gruppe mit der Kompo-
sition als Verkniipfung, die wir mit J bezeichnen. Die Abbildung

E=T
A= (fa: X=X+ A)

ist ein Gruppenisomorphismus zwischen (€,0) und 7.

Beweis. Es ist klar, dass 7 eine Gruppe ist. Es gilt
fayp(X) =X+ (A+B)=(X+A)+ B = fp(fa(X)) = fp o fa(X),

d.h. A+ f4 ist ein Gruppenhomomorphismus. Es ist leicht einzusehen, dass A —
fa bijektiv ist. O

Die Gruppe 7 wirkt auf &, d.h. wir haben eine Abbildung
T xE—=E
t,X)—t- X =t(X)
mit den Eigenschaften:

e Fiir alle X € € gilt e- X = X, wobei e das neutrale Element in 7 (d.h.
die Identitét auf £) bezeichnet.
e Fiir allet,s € 7 und alle X € € gilt (ts)- X =t (s- X).

Die Wirkung von 7 auf £ ist transitiv, d.h. fiir je zwei X,Y € £ gibt eseint € T
mit ¢t- X =Y (ndmlich Z7 — Z + (Y — X)).

Korollar 7.5. Seien O1,04 € E. Die Translation f : X — X 4+ (O — Oq) ist ein
Gruppenisomorphismus von (€,01) auf (€,03).

Beweis. Zunichst ist f klarerweise eine Bijektion. Wir bezeichnen die Addition in
(£,01) mit +1 und jene in (€, O3) mit +5. Fiir beliebige X,Y € £ ist (01, X, X +1
Y,Y) ein Parallelogramm (nach der Definition der Addition, vgl. Abschnitt [6.3)).
Wegen ist auch

(f(01), f(X), (X 1Y), f(Y)) = (O2, f(X), (X +1Y), f(Y))
ein Parallelogramm. Es folgt, dass f(X +1Y) = f(X) +2 f(Y) gilt. O

7.3. Freie Vektoren. Seien X,Y € £. Die Translation von &, welche X in Y
iiberfithrt nennt man auch den freien Vektor, der dem Paar (X,Y) entspricht.

Wir bezeichnen ihn mit )ﬁ} .
Fir X,Y, Z € € gilt

XY +YZ=XZ.

Und allgemein fir X7, Xs,..., X, € & gilt

— —
X1 Xo+ XoXg+ -+ X1 X, = Xa X

Insbesondere ist X X die Identitét, die wir in diesem Zusammenhang mit 0 bezeich-

nen. Es folgt
XY +YX =0 oder XV =-YVX.

In (£,0) gilt fir X,Y,Z

XY = (X + 2)(Y + 2),
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weil die Translation, die X in Y tiberfithrt, auch X + 7 in Y + Z {iberfiihrt. Insbe-

sondere gilt
XY = O(Y - X).

Bemerkung 7.6. Oft werden in Rechnungen die freien Vektoren in £ mit den
Elementen der Gruppe (€, 0) identifiziert. Man sollte sich jedoch im Klaren sein,
dass die beiden Mengen zwar isomorph aber nicht gleich sind.

7.4. Translation von orientierten Geraden. Die Aussage von [Theorem 6.8(4)
kann auch so formuliert werden: Die Menge ¥5 aller Geraden der Richtung 0 ist
abgeschlossen unter der Wirkung der Translationen und diese Wirkung ist transitiv.

Nun betrachten wir die Wirkung der Translationen auf orientierten Geraden.
Proposition 7.7. Sei g eine orientierte Gerade und t eine Translation.

(1) Gilt t(g) =g, so istt ein ordnungserhaltender Automorphismus.

(2) Gilt t(g) # g, so ist t entweder ein ordnungserhaltender oder ein ord-
nungsumkehrender Isomorphismus g — t(g), je nachdem welche Ordnung
auf t(g) gewdhlt wird.

Beweis. (1) In diesem Fall ist die Einschrankung t|, eine Translation auf g und
daher monoton wachsend.

(2) Im Fall t(g) # g sei O € g. Dann gilt ¢(O) & g (sonst wire t(g9) = g
wegen [Theorem 6.8(4)). Fiir jedes X € g ist (O, X,t(X),¢(O)) nach [Theorem 7.2

ein Parallelogramm.

L g

X

Aus [Korollar 6.9| folgt, dass die Geraden g(O,t(0O)) und g(X,#(X)) parallel

sind. Somit ist die Einschrénkung t|, die Schiefprojektion von g auf ¢(g) parallel zu

9(0,t(0)). Die Aussage folgt nun aus [Korollar 4.4 O

Wir sagen, dass zwei orientierte Geraden g und g’ gleichsinnig parallel sind,
falls es eine Translation t gibt die g ordnungserhaltend auf ¢’ abbildet. In diesem
Fall schreiben wir g 11 ¢'.

Sind zwei orientierte Geraden parallel, ohne gleichsinnig parallel zu sein, dann
nennen wir sie gegensinnig parallel.

Proposition 7.8. Die Relation 11 ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der
orientierten Geraden. Fiir jede Richtung 0 ist die Menge der orientierten Geraden
mit Richtung § die Vereinigung zweier Aquivalenzklassen bzgl. 1. Die beiden ori-
entierten Geraden, die von der gleichen Geraden herriithren, liegen in unterschied-
lichen Aquivalenzklassen.

Beweis. Die Relation 11 ist reflexiv, weil die Identitédt ordnungserhaltend ist. Sie
ist symmetrisch, weil das Inverse eines ordnungserhaltenden Isomorphismus wieder
ordnungserhaltend ist. Sie ist transitiv, weil die Komposition zweier ordnungserhal-
tender Isomorphismen wieder ordnungserhaltend ist.
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Sei ¢ eine Richtung. Weil die Translationen transitiv auf ¢; wirken, zeigt
dass die Menge der orientierten Geraden mit Richtung J die Verei-

nigung von hochstens zwei Aquivalenzklassen ist. Weiters zeigt

wenn g; und go die beiden orientierten Geraden sind, die von einer Geraden g € Gs
herriithren, dann gibt es keine Translation die g, in go iiberfiihrt. Daher liegen ¢,
und g¢» in verschiedenen Aquivalenzklassen und somit ist die Menge der orientierten
Geraden mit Richtung § die Vereinigung zweier Aquivalenzklassen. O

Wir nennen die Aquivalenzklassen der Relation 11 die orientierten Richtun-
gen von &.

Auf der Menge der orientierten Halbgeraden in £ definieren wir eine Relation
gT™h &  es gibt eine Translation ¢ mit ¢(g) = h.

Dann sagen wir, dass g und h gleichsinnig parallel sind. Diese Relation ist ei-
ne Aquivalenzrelation. Zwei orientierten Halbgeraden g und h sind genau dann
gleichsinnig parallel, wenn die orientierten Trégergeraden von g und h gleichsinnig
parallel sind (Ubung).

Seien A, B € £ und sei g = g(A, B) die orientierte Gerade durch A und B mit
A < B. Bezeichnen wir mit g4 (A, B) = {X € g : A < X} die positive Halbgerade
mit Ursprung A und g_(B,A) = {X € g : X < B} die negative Halbgerade mit
Ursprung B, dann gilt

[AvB] = g+(AaB) mg—(BvA)'
Ist ¢t eine Translation, so folgt
t([A, B]) = t(g+(A, B)) Nt(g-(B, A)) = [t(A), t(B)].

Es folgt

Korollar 7.9. Konvexre Mengen werden unter Translationen auf konvere Mengen

abgebildet. O

8. Der Vektorraum (&,0)

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass (£,0) ein Vektorraum ist. Zunéchst
fithren wir den Begriffs des Vektorraums und der linearen Abbildung zwischen Vek-
torrdumen ein.

8.1. Vektorriaume.

Definition 8.1. Ein Vektorraum V iiber R (auch reeller Vektorraum ge-
nannt) ist eine abelsche Gruppe (V,+) mit einer Abbildung
RxV =V,
(\, ) — Az,

welche Skalarmultiplikation genannt wird, sodass folgende Eigenschaften gelten:

(1) Ve,y e VVAER: AMa +y) = Az + \y.

(2) Ve e VVANpeR: (A4 p)x = Az + px.

(3) Ve e VVA ueR: (Ap)z = Apx).

(4) VeeV:lz=ua.

Das neutrale Element 0 der Gruppe (V, +) wird Nullvektor genannt.
Wir erinnern uns, dass das neutrale Element in der Gruppe (V,+), d.h. der

Nullvektor, eindeutig bestimmt ist. Weiters ist fiir jeden Vektor z € V das additive
Inverse —z € V eindeutig bestimmt.
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_ Wir stellen auch fest, dass Ox = 0 ist fiir alle x € V sowie A0 = 0 fiir alle A € R
(Ubung).

Beispiel 8.2. R ist ein Vektorraum iiber R.

Bemerkung 8.3. Allgemeiner definiert man Vektorrdume iiber K, wobei K ein
beliebiger Korper ist, indem man in der obigen Definition R durch K ersetzt.

Definition 8.4. Seien V und W Vektorrdume iiber R. Eine Abbildung f : V — W
heif3t linear, falls
fle+y)=f)+ fly) wd  [fAz)=Af(z)

fir alle z,y € V und alle A € R gilt. Eine bijektive lineare Abbildung f:V — W
wird (linearer) Isomorphismus genannt.

Beispiel 8.5. Eine Abbildung f : R — R ist genau dann linear, wenn f(x) = ax
fiir ein a € R gilt (némlich a = f(1)).

Proposition 8.6. Seien U,V,W Vektorriume iber R. Seien f : U — V wund
g : V. — W lineare Abbildungen. Dann ist die Komposition go f : U — W eine
lineare Abbildung.

Beweis. Fiir beliebige z,y € U und A € R gilt

(go @ +y) =g(f(x+y) =g(f(x)+ f(y))
=g(f(x)) +9(f(y) = (g0 f)(x) + (g0 f)(y),
(go fiAx) = g(f(\x)) = g(Af(x)) = Ag(f(x)) = Mg o f)(=). O

Proposition 8.7. Seien V,W Vektorrdume tber R und set f : V. — W eine
bijektive lineare Abbildung. Dann ist auch die Umkehrabbildung f~ : W — V
linear. Mit anderen Worten: Die Umkehrabbildung eines linearen Isomorphismus
ist ebenfalls ein linearer Isomorphismus.

Beweis. Die Umkehrabbildung f~! : W — V existiert und ist bijektiv, weil f
bijektiv ist. Wir miissen zeigen, dass f~! linear ist. Seien also 31,742 € W, X € R,
und x1 = f~(y1), 22 = f~(y2) € V. Dann gilt

S o+ Ay2) = FH(f (1) + A f(22))
=M fm+Am) =2+ deg = [ y) + A (y2). O
8.2. Skalarmultiplikation in (£,0).

Lemma 8.8. Jede orientierte Gerade (g,0) mit Ursprung O ist ein Vektorraum
mit Nullvektor O.

Beweis. Das ist eine direkte Konsequenz von [Korollar 5.3; wir kénnen (g, O) mit
dem Vektorraum R identifizieren. O

Wir definieren nun eine Skalarmultiplikation
Rx&—=E
(A X) = X,
in (€,0) wie folgt:
e MO :=0.
e Ist X # O, dann ist AX nach Definition das Produkt der Skalarmultipli-

kation im Vektorraum (g(O, X), O) der orientierten Geraden ¢g(O, X ) mit
Ursprung O.
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Wir werden zeigen, dass (£, 0) mit dieser Skalarmultiplikation ein Vektorraum

ist. Die Eigenschaften (2)—(4) in [Definition 8.1] sind erfiillt, weil sie nur den Vek-
torraum (g(O, X), O) betreffen. Fiir die Eigenschaft (1) brauchen wir das folgende

Lemma.

Lemma 8.9. Sei g eine Gerade durch O, § eine Richtung verschieden von der
Richtung von g und ¢ die Schiefprojektion auf g parallel zu 6. Fir alle X € £ und
A €R gilt

P(AX) = Ap(X).

Beweis. Aus folgt leicht, dass p(nX) = np(X) fir alle n € N gilt.
Wegen (—n)X = —(nX) und p(—X) = —¢(X) gilt die Identitét auch fur alle
n € Z, denn fiir n € N gilt also

e((—n)X) = p(=(nX)) = —p(nX) = —(np(X)) = (—n)p(X).
Sei nun n € Nyp und X = %Y. Dann folgt
p(Y) = p(nX) =np(X) =ne(;Y),
©(Y). SchieBlich erhalten wir fiir alle p,q € Z, q¢ # 0,
A(2X) = pp(1X) = p(2 p(X)) = 2 p(X).

Die Aussage des Lemmas gilt als fiir alle rationalen A.

dh. o(1Y) =

1
n

Wir wollen uns nun iiberlege, dass die Aussage auch fiir alle reellen \ stimmt.
Wir kénnen annehmen, dass X # O (sonst ist die Aussage trivial). Hat die Gerade
9(0, X) die Richtung §, dann gilt ¢(AX) = O fiir alle A € R. Weil Ap(X) = A0 =0
gilt, stimmt die Aussage des Lemma in diesem Fall.

Nehmen wir nun also an, dass ¢(X) # O. Und wir orientieren die Geraden
g(0,X) und g so, dass O < X auf g(O, X) und O < ¢(X) auf g gilt. Dann ist die
Abbildung R — ¢(O, X), A — AX, streng monoton wachsend. Nach
ist auch die Abbildung ¢ : g(O,X) — ¢, Y — ¢(Y) streng monoton wachsend.
Folglich ist die Komposition 11 : R — g, A — @(AX), streng monoton wachsend.
Ebenso ist 3 : R — g, A — Ap(X), streng monoton wachsend. Auflerdem wissen
wir, dass 11 und 9 auf den rationalen Zahlen {ibereinstimmen. Wir kénnen daraus
schlieflen, dass sie auf ganz R iibereinstimmen. (Die beiden Funktionen )1, ¢ sind
auch surjektiv (vgl. . Man kann zeigen, dass streng monotone, surjek-
tive Funktionen R — R stetig sind. Und stetige Funktionen R — R, die auf allen
rationalen Zahlen iibereinstimmen, sind gleich.) O

Theorem 8.10. Die Ebene (€,0) ist ein Vektorraum iiber R.
Beweis. Wir miissen nur noch die Eigenschaft (1) in [Definition 8.1] zeigen: fiir alle
A€ Rund alle XY € & gilt

AMX +Y) =X + Y.

Sind X, Y und O kollinear, dann folgt die Eigenschaft, weil jede orientierte Gerade
mit Ursprung O ein Vektorraum ist.
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Andernfalls bilden die Geraden g(O,X) und g(O,Y) ein Achsensystem mit
Ursprung O. Es geniigt zu zeigen, dass die beiden Punkte A(X +Y) und AX +
AY die gleichen Komponenten beziiglich dieses Achsensystems haben. Sei ¢ die

Schiefprojektion auf g(O, X) parallel zu g(O,Y"). Nun impliziert
PAMX +Y))=Xdp(X+Y)=)1X.
Andererseits folgt aus AX € (O, X) und AY € g(O,Y) auch
e(AX +\Y) = A X.

Somit haben A(X +Y) und AX + \Y die gleiche Komponente auf g(O, X). Analog
sieht man, dass sie auch die gleiche Komponente auf ¢(O,Y") haben. (]

Korollar 8.11. Jede Schiefprojektion ¢ : € — g auf eine Gerade g durch O ist
eine lineare Abbildung zwischen den Vektorrdiumen (£,0) und (g,0).

Beweis. Das Korollar folgt nun aus [Lemma 6.7] und [Lemma 8.9} O

8.3. Basen und Koordinaten in (£,0). Wir nennen ein Paar (Fj, Es) von
Punkten in £ eine Basis des Vektorraums (£,0), wenn F; # O, E; # O und
FE1, FEs, O nicht kollinear sind.

Jeder Punkt X € & hat eine eindeutige Darstellung
X :SC1E1+132E2, mit T1,T2 € R.

Das ist klar, weil 1 Fy und a9 Fs die Komponenten von X beziiglich des Achsensy-
stems (g(O, E1), g(O, E3)) sind. Wir bezeichnen z; und z3 als Koordinaten von
X beziiglich der Basis (F1, E2).

Umgekehrt definiert ein Paar (z1,z2) von Skalaren z1, 22 € R den eindeutigen
Punkt X € £ mit den Koordinaten 1, x».

.:,':o
"z B+ x2Es

Sei g eine Gerade parallel zu g(O, F3). Dann schneidet g die Gerade g(O, E1)

in einem Punkt a1 F;. Fiir alle X € £ mit den Koordinaten (z1,x2) gilt:
X e g =< T1=a1

Eine analoge Beschreibung gilt fiir die Punkte auf einer Geraden parallel zu
g(O, El)

Sei g eine Gerade durch O mit g # ¢(O, FE1) und g # g(O, E3). Sei A # O ein
Punkt auf g mit den Koordinaten (aq,as). Dann gilt:

Xeg & FINeER: X=X & ﬁ:Q(:)\)
ay a9

Die Zahl ay/aq heifit Steigung der Geraden g beziiglich der Basis (E7, Es).

Sei g eine Gerade, die weder zu g(O, E1) noch zu g(O, Es) parallel ist. Es gibt
ein B € &, sodass das Translat ¢ — B = {X — B : X € g} durch O verlduft. Seien
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(b1, b2) die Koordinaten von B. Sei A # O ein Punkt auf g— B mit den Koordinaten
(a1,a2). Dann gilt:
T, — b1 T — bg

Xeg < =
a1 as

Diese Uberlegungen implizieren, dass jede Gerade in £ in Koordinaten bzgl.
einer Basis (E1, E3) durch eine Gleichung der Form

ary + fra+v=0, «a,B,7v€eR, (o) #(0,0), (8.1)

dargestellt werden kann. Umgekehrt repréasentiert jede Gleichung dieser Form eine
Gerade in €. Wir nennen (8.1) eine Geradengleichung in Koordinaten bzgl. einer
Basis (E1, Es).

8.4. Zentrische Streckungen. Unter einer zentrischen Streckung mit Zen-
trum O € & und Streckfaktor k¥ € R\ {0} verstehen wir eine Abbildung
hok:€— &, diein (€,0) die Form

ho7k(X) = kX

hat. Fiir das Bild einer Teilmenge M C & unter ho , schreiben wir auch ho (M) =
kM.

Lemma 8.12. FEs gelten die folgenden Aussagen:

(1) ho ist invertierbar mit der Inversen halk =ho,1/k-
(2) Pir M C € und B € € gilt k(M + B) = kM + kB.
(3) Falls k # 1 ist O der einzige Fizpunkt von ho .

Beweis. (1) und (2) folgen unmittelbar aus der Definition.

(3) Sei X ein Fixpunkt von ho , d.h. kX = X. Das ist d4quivalent zu (k—1)X =
O, und weil k # 1 dquivalent zu X = O. (|

Theorem 8.13. Fine Abbildung f : € — & ist genau dann eine zentrische
Streckung mit Zentrum O, wenn f(O) = O und f jede Gerade g auf eine zu g
parallele Gerade abbildet.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass f die zentrische Streckung f(X) = kX ist.
Dann gilt f(O) = O. Ist g eine Gerade durch O, dann gilt f(g) = g. Ist g eine
allgemeine Gerade, dann gilt ¢ = ¢’ + A fiir eine zu g parallele Gerade g’ durch O
und einen beliebigen Punkt A auf g. Es folgt mit 2)

flg)=kg=k(g +A) =kg + kA= f(¢)+kA =g +EkA.

Insbesondere ist f(g) parallel zu ¢’ und somit zu g.

Nehmen wir nun umgekehrt an, dass f : £ — & die Bedingung f(O) = O erfiillt
und jede Gerade auf eine parallele Gerade abbildet. Falls g eine Gerade durch O ist,
muss daher f(g) = g gelten. Daraus kénnen wir schlieBen, dass fiir alle X € £\ {O}
ein Skalar kx € R existieren muss, sodass f(X) = kxX gilt. Es geniigt nun zu
zeigen, dass kx unabhéngig von X und # 0 ist.

Seien g und ¢’ zwei verschiedene Geraden durch O. Weil f(g) = g, gibt es
ein A € g mit f(A) = kaA # O, dh. kg # 0. Sei B € ¢’ beliebig. Dann gilt
g Ng(A,B) = {B} und daher

flg) N fg(A,B)) = {f(B)}.

Nun gilt f(¢') = ¢ und f(g(4, B)) ist nach Voraussetzung die Gerade paral-
lel zu g(A,B) durch f(A) = kaA. Andererseits gilt auch hok,(¢’) = ¢’ und
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hok(g(A, B)) stimmt mit f(g(A,B)) tberein, weil es die Gerade parallel zu
g(A, B) durch ho k, (A) = kaA ist. Es folgt

f(B)=hox,(B)=FkaB.
Wir haben also gezeigt, dass k4 = kp fiir alle B € ¢’ gilt.

(A) = ho i, (A)

f(9(A, B)) = hok,(9(A, B))
g(A, B)

Vertauschen wir die Rollen von g und ¢’, dann folgt, dass k4 = kg fiir alle
A € gund B € ¢ gilt. Somit muss kx konstant auf g U ¢’ sein. Weil aber g und ¢’
beliebige Geraden durch O waren, folgt dass kx = k # 0 fiir alle X € . O

Korollar 8.14. In (€,0) ist die Abbildung
FX) = k(X — A) + 4,

wobei A € £ und k € R\ {0}, die zentrische Streckung ha p mit Zentrum A und
Streckfaktor k.

Beweis. Die Abbildung f ist eine Komposition von zwei Translationen und einer
zentrischen Streckung und bildet daher Geraden auf parallele Geraden ab. Weiters
gilt f(A) = A. Folglich ist f nach dem vorigen Theorem eine zentrische Streckung
mit Zentrum A.

Fir A= O ist f = ho offensichtlich. Fiir A # O bildet f die Gerade ¢(O, A)
auf sich selbst ab. Auf dieser Geraden kann die Relation Y = k(X — A) + A auch
in der Form AY = kAX geschrieben werden. Somit ist der Streckfaktor k. O

Bemerkung 8.15. [['heorem 8.13| kann wie folgt ergédnzt werden: Eine zentrische
Streckung mit positivem (bzw. negativem) Streckfaktor bildet jede Gerade auf eine
gleichsinnig (bzw. gegensinnig) parallele Gerade ab (Ubung).

(0] c c’
k<0
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8.5. Die Vektorrdume (£,0;) und (£,0;) sind isomorph.

Theorem 8.16. Seien O1,0y € & beliebig und sei f die Translation mit f(Oy1) =
Os. Dann ist f ein Isomorphismus der Vektorriume (€,01) und (€, 03).

Beweis. In haben wir gesehen, dass f ein Isomorphismus fiir die addi-
tive Struktur der beiden Raume ist. Daher geniigt es zu zeigen, dass fiir alle X € &
und A € R

f1X) =X f(X)

gilt (hier bezeichnet -; das Skalarprodukt in (€,0;), i =1,2).

In (£,0,) ist die Abbildung f durch f(X) = X +; O3 gegeben, insbesondere
gilt

fA1X)=X1X 41 0o
Das [Korollar 8.14] impliziert (weil A -2 f(X) = ho, A(f(X)))
Ao f(X) =X (f(X) —102) +1 02 = A1 X +1 Oa.

Somit gilt (A X) = A -2 f(X). O

8.6. Der Vektorraum der Translationen. Sei O € & fix. Fiir A € £ bezeichne
ta € 7 die Translation X — X + A in (£,0). In haben wir gesehen,
dass die Abbildung A +— t4 ein Isomorphismus der additiven Strukturen von (£, O)
und der Gruppe 7 der Translationen ist. Man kann nun die Abbildung A +— t4
verwenden, um < zu einem Vektorraum isomorph zu (£, O) zu machen. Dann zeigt
dass diese Vektorraumstruktur auf .7 unabhingig von der Wahl des
Ursprunges O ist.

In der Sprache der freien Vektoren bedeutet das: Wir haben die Menge der
freien Vektoren so zu einem Vektorraum gemacht, dass fiir jeden Punkt O € £ die
Abbildung 5)? — X ein Isomorphismus dieses Vektorraums mit dem Vektorraum
(€,0) ist.

9. Dilatationen

9.1. Charakterisierung von Dilatationen. Eine Abbildung f : £ — & heifit
Dilatation, wenn es einen Punkt O € £ gibt, sodass f in (£,0) die Gestalt
fX)=kX+A

fiir ein A € £ und k € R\ {0} hat. Man zeigt leicht, dass f in der Ebene (£,0")
mit einem anderen Ursprung O’ dann die Gestalt X — kX + A’ fiir ein geeignetes
A’ € &€ hat: um die Gestalt von f in (£,0') zu finden, miissen wir t=! o f o ¢ fiir
t: X — X + (0 — 0’) berechnen,

Xt tofot)(X)=((k(X+(0O-0)+A4)-(0-0
=kX+*k-1)(O-0)+A=kX+ A
fir A’ = (k—1)(0 — 0) + A.

Theorem 9.1. Eine Abbildung f : £ — £ ist genau dann eine Dilatation, wenn f
jede Gerade g auf eine Gerade parallel zu g abbildet.

Beweis. Sei f eine Dilatation und O € £ so gewihlt, dass f in (€,0) die Gestalt
f(X) = kX + A hat. Dann ist f die Komposition einer zentrischen Streckung und
einer Translation und bildet deshalb Geraden auf parallele Geraden ab.
Umgekehrt sei f eine Abbildung, die Geraden auf parallele Geraden abbildet.
Dann hat auch g : X — f(X) — f(O) diese Eigenschaft und weiters gilt g(O) = O.
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Nach [Theorem 8.13| muss ¢ eine zentrische Streckung ho j sein. Daher gilt f(X) =
EX + f(O). O

Proposition 9.2. Sei f die Dilatation, die in (€,0) die Gestalt f(X)=kX + A
hat. Ist k =1, dann ist f eine Translation. Ist k & {0,1}, dann ist f eine zentrische
Streckung mit Streckfaktor k.

Beweis. Falls k ¢ {0,1}, dann hat die Gleichung X = f(X) die Losung

1
XO - mA.

Weil f Geraden auf parallele Geraden abbildet, gilt f = hx, . O
Die Zahl k wird Streckfaktor der Dilatation genannt.

9.2. Die Dilatationsgruppe.
Theorem 9.3. Es gelten die folgenden Aussagen:

(1) Die Dilatationen der Ebene & bilden eine nicht-abelsche Gruppe &
beztiglich der Komposition.

(2) Fliir zwei Elemente dy,dy € 9D gilt dy o da = dg o dy genau dann, wenn
d1 und ds beide Translation oder beide zentrische Streckungen mit dem
gleichen Zentrum sind.

(3) Die Abbildung ¢ : 2 — R*, die d € @ den Streckfaktor k von d zuordnet,
st ein Gruppenhomomorphismus in die multiplikative Gruppe R*.

Beweis. Ubung. O

9.3. Dilatation von Teilmengen von €£.
Lemma 9.4. Seien X,Y, X', Y' € £ vier Punkte, sodass X # Y, X' # Y’ und

g(X, Y)||g(X",Y"). Dann gibt es eine eindeutige Dilatation f mit f(X) = X' und
fyY)y=v".

Beweis. Wir zeigen zuerst die Existenz. Sei ¢ die Translation, die X auf X’ abbildet.
Dann gilt ¢(Y) € g(X’,Y”’). Somit gibt es eine zentrische Streckung mit Zentrum
X', die t(Y) auf Y’ abbildet. Die gesuchte Dilatation ist die Komposition dieser
beiden Abbildungen.

Nun zur Eindeutigkeit: Nehmen wir an, dass f und g beide die Proposition
erfiillen. Dann ist f~! o g eine Dilatation mit den Fixpunkten X und Y. Schreiben
wir f~! o g in der Form X ~ kX + A bzgl. (£,0), dann gilt also

EX+A=X und kY+A=Y

oder dquivalent dazu

(1-k)(X-Y)=0.
Weil X # Y folgt k =1 und A = O (sonst giibe es keine Fixpunkte). Somit gilt
flog=id,dh. f=g. O

Proposition 9.5. Sei S eine nicht-leere, nicht-kollineare Teilmenge von £ und sei
f:8 —= & eine Abbildung mit der Figenschaft

g(f(X), FYDg(X,Y)  firalle X #Y € S.

Dann ist f konstant oder die Finschrinkung einer eindeutigen Dilatation.
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Beweis. Betrachten wir zundchst den Fall, dass f mindestens zwei Fixpunkte A, B
hat. Sei X € S\ g(A, B) beliebig. Die Geraden g(X, A) und g(X, B) schneiden sich
in X und sie sind parallel zu g(f(X), A) bzw. g(f(X), B). Es folgt f(X) =X, d.h.
ist die Identitét auf S\ g(A4, B).

Weil S nicht-kollinear ist, gibt es einen Punkt C € S mit C ¢ g(A4, B). Nach

dem ersten Absatz ist C' ein Fixpunkt von f und weiters ist f die Identitéit auf
S\ g(A,C). Es folgt, dass f die Identitidt auf ganz S ist.

Nehmen wir nun an, dass f nicht konstant ist und hochstens einen Fixpunkt hat.
Es gibt also insbesondere A, B € S mit f(A) # f(B). Weil g(f(A4), f(B))|lg(A, B)

existiert nach eine eindeutige Dilatation g mit g(A) = f(A4) und
g(B) = f(B). Somit ist g=! o f eine Abbildung S — &, die die Voraussetzun-

gen der Proposition erfiillt und zwei verschiedene Fixpunkte hat. Der erste Teil
des Beweises zeigt, dass g~! o f die Einschréinkung der Identitét ist. Also ist f die
Einschrankung der eindeutigen Dilatation g. O

9.4. Der Strahlensatz. Das Teilverhiltnis % dreier paarweise verschiedener

kollinearer Punkte A, B, C € & ist der Proportionalitatsfaktor der freien Vektoren
B und B?, d.h.
AC
AC = 2= . BC.
BC

Wenn wir die Gerade, auf der die Punkte A, B und C liegen, orientieren, dann gilt
(in Termen des signierten Abstandes)

4c _AC

BC  BC’
der Wert des Teilverhiltnisses ist unabhéngig von der Wahl der Orientierung. Ins-
besondere haben wir

‘ AC ‘ _d(A,0)

BCl  d(B,0)

und das Vorzeichen gibt an, ob die Vektoren gleichsinnig oder gegensinnig orientiert
sind.

Bemerkung 9.6. Seien A, B, C drei paarweise verschiedene kollineare Punkte.
Dann gilt

B dDL falls B € (A,C),
BC

~Gi5e)  falls B¢ (4,0).

7Z.B. ist M der Mittelpunkt von A und B, dann gilt % =1.

Sind Ay, As, By, By € £ vier Punkte mit g(Aj, As)||g(B1, B2), dann macht es
Sinn gigi durch

— AAy ==
A1A2 == BlB2 BlBQ

zu definieren, weil die freien Vektoren A; A und By B sich dann nur um ein skalares
Vielfaches unterscheiden.

Theorem 9.7 (Orientierter Strahlensatz). Seien g1, ga zwei Geraden mit Schnitt-
punkt S und h,k zwei weitere Geraden. Seien g1 Nh = {H1}, goNh = {Ha} und
g1 Nk ={K1}, go Nk = {Ksy}, sodass S, Hy, Hy und S, K1, Ko jeweils paarweise
verschieden sind. Dann gilt

SHl SHQ o H1H2

SK, SKy KK
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genau dann, wenn h und k parallel sind. Weiters gilt in dieser Situation falls h # k
SHy,  SH,
H\Ki1 HyK>'

Ko g2
H>

g1
S Hl[ Kl[
hoolk

Beweis. Nehmen wir zunéichst an, dass h und k parallel sind. Wir wenden
[tion 9.F|auf die Abbildung f : {S, Hy, H2} — € an, die durch f(S) = S, f(H1) = K;
und f(Hs) = Ko definiert ist. Die Proposition liefert, dass f entweder konstant ist
oder die Einschrinkung einer eindeutigen Dilatation ist, die wir auch mit f be-
zeichnen. Weil S, K; und Ks paarweise disjunkt sind, kann f nicht konstant sein.
Somit ist f eine zentrische Steckung mit Zentrum S ist. In (£,0) hat f also die

Gestalt X — A(X — 5) + S fiir ein A # 0 (vgl. |[Korollar 8.14). Weil f(Hy) = K3
und f(Hsz) = Ko, folgt

und daher
SHy ., SH;

SKi  ~ SKy'
Subtrahieren wir die zweite von der ersten Gleichung in (9.1)), dann erhalten wir

AH, — Hy) = K, — Ko,

das bedeutet

= il
K1 K>
Wenn umgekehrt
SHy _ SH, o\t
SK, SK,

gilt, dann ist die Abbildung f : {S, Hy, H2} — £ mit f(S) =S5, f(H;) = K7 und
f(Hsz) = Ky die Einschrinkung einer zentrischen Streckung mit Zentrum S und
Streckfaktor A. Nach [I'heorem 8.13|sind folglich die Geraden h und k parallel.

Die Bedingung h # k impliziert A # 1. Die Gleichungen liefern dann
AN=-1)(H—S)=K1—H;, ud (\A-1)(Hy—S5)=Ky,—H,
und das Supplement folgt. O
Korollar 9.8 (Strahlensatz). Seien gi1,ge zwei Geraden mit Schnittpunkt S und
h, k zwei parallele Geraden. Seien g1Nh = {H1}, g2Nh = {Ha} und g1 Nk = {K1},

g2 Nk ={Ks}, sodass S, Hy, Hy und S, K1, Ky jeweils paarweise verschieden sind.

Dann gilt
d(S, Hy) _ d(S, Hs) _ d(Hy, Hy)
d(S,Ky) d(S,Kz) d(K1,Ks)
9.5. Affine Abbildungen. Unter einer affinen Abbildung der Ebene verstehen
wir eine Abbildung f : £ — &, die in (€,0) die Gestalt
X—=iX)+A

hat, wobei A € £ und ¥ eine lineare Abbildung ¢ : (£,0) — (€, O) ist.







KAPITEL 4
Metrische Struktur

10. Orthogonalitit

10.1. Das Orthogonalititsaxiom. Eine Ebene, die den Axiomen geniigt,
hat keine echte metrische Struktur. Es tragt zwar jede Gerade eine metrische Struk-
tur, aber es gibt keine Verbindung zwischen den metrischen Strukturen auf verschie-
denen Geraden.

Beispiel 10.1. Sei (£,9) eine Ebene, die den Axiomen geniigt, mit der Di-
stanzfunktion d (vgl. [Axiom 5)). Sei f : 4 — (0,00) eine beliebige Abbildung. Fiir
X,Y € £ mit X # Y definieren wir

d(X,Y):= f(9(X,Y)) - d(X,Y).

Dann definiert d’ eine Abstandsfunktion, mit welcher (£,%) die Axiome erfiillt
und somit die gleiche affine Struktur wie mit der Abstandsfunktion d hat. Denn:
Es ist leicht, sich davon zu iiberzeugen, dass d' eine Abstandsfunktion ist (d.h.
erfiillt) und der Mittelpunkt zweier Punkte bzgl. d mit dem Mittelpunkt
bzgl. d’ iibereinstimmt (d.h. ist erfiillt). In den iibrigen Axiomen kommt
die Distanzfunktion nicht vor.

Axiom 7. Orthogonalitit ist eine Relation 1L auf der Menge der Geraden ¥ in
E mit den folgenden Figenschaften:

(1) gLh & hlg.

(2) gLh impliziert, dass g und h nicht parallel sind.

(3) Fiir jede Gerade g gibt es mindestens eine Gerade h mit g_Lh.

(4) Fiir je zwei Geraden g, h mit g Lh und jede Gerade h' gilt h||h' < gLh'.

Gilt gLh dann nennen wir die Geraden g und h orthogonal.

Wir nennen zwei Halbgeraden orthogonal, wenn die entsprechenden
Trigergeraden orthogonal sind. Zwei Richtungen § und ¢’ heiflen orthogonal (wir
schreiben §_16"), wenn es zwei Geraden g, ¢’ mit den Richtungen 6,6" gibt und g1 ¢’
gilt.

Lemma 10.2. Orthogonalitit von Richtungen definiert eine Relation auf der Men-
ge aller Richtungen mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Die Relation ist symmetrisch.

(2) Die Relation ist anti-reflexiv, d.h. § L6 ist unmdglich.

(3) Fiir jede Richtung § gibt es eine eindeutige Richtung ¢, sodass § L. Wei-
ters gilt gL g' genau dann, wenn (Richtung von g)L(Richtung von g').

Beweis. Das Lemma ist eine direkte Konsequenz von [Axiom 7] (]

Proposition 10.3. Jede Dilatation erhdlt Orthogonalitdt.

37
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Beweis. Sei f eine Dilatation und gLg’. Dann gilt ¢|| f(g) und ¢'|| f(¢') (vgl.
o 5.1). Nach [ixiom 7 folgt £(9)L/(g') O

10.2. Orthogonalprojektion. Die Schiefprojektion auf eine Gerade g, deren
Richtung orthogonal zur Richtung von g ist, wird die Orthogonalprojektion auf
g genannt.

Seien hqp, ho Halbgeraden mit dem gleichen Ursprung O und seinen g, go die
entsprechenden Tragergeraden. Wir kénnen annehmen, dass g; und g» so orientiert
sind, dass fiir die Punkte X € hy bzw. X € hg jeweils X > O gilt. Wir schreiben
OX fiir dem signierten Abstand von O und X auf g;, genauso fiir go. Sei ¢ die
Orthogonalprojektion auf g; und A der eindeutige Punkt auf g, mit OA = 1. Fiir

alle X € R gilt p(AA) = Ap(A) (vgl.[Lemma 8.9). Es folgt, dass fiir alle X € g2 \{O}
gilt, dass

Op(X) _ Op(4) =

unabhéngig von X ist. Somit ist die folgende Definition sinnvoll.

C(hhhz) >0 C(hhhz) <0

Definition 10.4. Der Skalar k, fiir den Op(X) = kOX fiir alle X € g gilt, heifit
das Projektionsverhiltnis von hy auf hy. Wir bezeichenen es mit c(h, ha).
Es gelten die folgenden Aussagen:

e c(hy, hy) =0 genau dann, wenn hy Lhs.
e Wenn h; = hg, dann gilt ¢(hy, ha) = 1.
e Sind Ay und hy kollinear, aber entgegengesetzt, dann gilt ¢(hy, ho) = —1.

——— e hy=ho

Al C(h1,h2) =1
ha
0 =(A)
h h
c(h1,h2) =0 “A=p4) O !
C(hl, hz) =-—1

11. Inneres Produkt

11.1. Das Symmetrieaxiom. Das folgende Axiom verbindet die Metriken auf

den verschiedenen Geraden.

Axiom 8. Fir je zwei Halbgeraden hy und hy mit dem gleichen Ursprung gilt
C(hl, hg) = C(hg, hl)

Aquivalente Formulierung: Fiir jedes Tripel (O, A, B) von nicht-kollinearen Punkten
mit d(O, A) = d(O, B) gilt: Bezeichnen A" und B’ die Orthogonalprojektionen von
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A und B auf g(O, B) bzw. g(O, A), dann gilt OA’ = OB’ auf den Geraden ¢g(O, B)
bzw. g(O, A), wenn diese so orientiert sind, dass O < B und O < A.

B

A

11.2. Norm und inneres Produkt. Im Vektorraum (€,0) ist die Norm von
X € & definiert durch

[ X = d(0, X).
Es folgt:

e |[X|>0und | X]|=0 & X =0.
e Fiir alle A € R gilt ||AX]|| = |A] - | X||. Insbesondere gilt || — X|| = || X]|.

In (£,0) ist das innere Produkt (oder Skalarprodukt) von X € £\ {O}
und Y € £\ {O} definiert durch

(XNY) = [ X[ - YA - e(hx, hy),

wobei hx (bzw. hy) die positive Halbgerade in der orientierten Gerade g(O, X)
(bzw. g(O,Y)) mit Ursprung O ist. Weiters setzen wir

(X]0):=0 und (O]X):=0.

Lemma 11.1. Es gilt (X | Y) = 0 genau dann, wenn entweder hx Lhy, X = O
oder’ Y = O.

Beweis. Folgt aus der Definition. O

Wir werden in Hinkunft die dquivalenten Aussagen des Lemmas als Definition
fiir die Orthogonalitét von zwei Vektoren X und Y in (&, O) verwenden. Dann gilt:

(X|YV)=0 & XlY.

Wir schreiben manchmal ¢(X,Y) fiir ¢(hx, hy) in (€, O); das macht nur Sinn, wenn
X#0OundY # 0.

Lemma 11.2. Sei g eine orientierte Gerade durch O und X. Ist ¢ die Orthogo-
nalprojektion auf g, dann gilt

(X |Y)=0X - Op(Y).

Beweis. Wenn X oder Y gleich O ist, ist nichts zu zeigen. Seien also X und Y
beide verschiedenen von O. Eine Anderung der Orientierung von g lisst das Produkt
OX -0O¢(Y) invariant (weil beide Faktoren das Vorzeichen wechseln). Daher kénnen
wir annehmen, dass g so orientiert ist, dass O < X. Dann gilt OX = || X| und

Op(Y) = |Y|le(hx,hy) (nach der Definition des Projektionsverhiltnisses c(-,)).
Das Lemma folgt. O

Theorem 11.3. Die Abbildung
(£,0) x (£,0) = R
(X,Y) = (X |Y)

18t
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(1) symmetrisch, d.h.
(X|Y)=(|X) firaleXYeg,
(2) bilinear, d.h.
X1+ AX | V) = A (X1 | V) + Aa(Xa | V)
(X[ AY1 + AYo) = M (X | Y1) + Ao (X | Vo)
fiir alle A1, Ao € R und alle X,Y, X1, X5,Y7,Y5 € &,
(3) positiv definit, d.h.
(X]1X)>0 firalle X € £\ {O0}.

Beweis. (1) Die Symmetrie ist klar, wenn X = O oder Y = O. Falls X # O und
Y # O, dann folgt die Symmetrie aus der Symmetrie von ¢(X,Y’) (nach [Axiom §).

(2) Wegen (1) geniigt es zu zeigen, dass die Abbildung Y — (X | Y) linear
ist fiir jedes X. Das ist klar, falls X = O. Nehmen wir an, dass X # O. Sei ¢
die Orthogonalprojektion auf die orientierte Gerade g(O, X ). Dann ist nach
lar 8.11| ¢ linear. Ebenso ist die Abbildung g(O, X) — R, U — OU, linear. Somit
ist nach [Proposition 8.6/ auch die Komposition & — R, Y — Op(Y) lincar. Weil
(X |Y)=0X-0p(Y) wegen |[Lemma 11.2|, folgt dass Y +— (X | Y) linear ist.

(3) folgt, weil

(X | X) =X,
nach der Definition des inneren Produktes. (]
11.3. Wichtige Identititen und die Cauchy—Schwarz Ungleichung.
Proposition 11.4. Es gelten die folgenden Aussagen:
(1) Fir alle Vektoren X,Y in (€,0) gilt:
1X + Y2 = X2 + )Y ]]2 + 2(X )
IX = Y|P = [IX 2 + [IV]? - 2(X|Y)
X + Y2+ 1X = Y2 = 2 X2 + 2|2
LXY) =X +Y)?~ X - Y|
(2) Es gilt die Cauchy—Schwarz Ungleichung:
(XY < 1XT] - ]V
fiir alle X, Y € £. Gleichheit gilt genau dann, wenn O, X undY kollinear

sind.

Beweis. (1) Die ersten beiden Identitéten folgen aus der Bilinearitéit, die dritte
durch Addition und die vierte durch Subtraktion der ersten beiden.

(2) Ist X = O oder Y = O so ist nichts zu zeigen. Nehmen wir also an, dass
X #Ound Y # O. Fiir jedes t € R gilt

[tX = Y|I* = 2| X" + |Y]* - 2(X[Y) > 0.
Es folgt, dass die Diskriminante der quadratischen Funktion R > ¢ — 2||X||? +
|[Y]|? — 2¢(X|Y) negativ oder Null sein muss:
AX[Y)? — 4] X[PIY)* < 0.

Die Cauchy—Schwarz Ungleichung folgt. Und Gleichheit gilt genau dann, wenn die
quadratische Funktion eine reelle Nullstelle hat, also genau dann, wenn tX =Y fiir
t= (X [Y)/IIX]? O
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11.4. Translationsinvarianz des Abstands. Die Definition des inneren Pro-
duktes hdngt von der Wahl des Ursprungs O ab. Wir wollen nun verstehen, wie es
sich verhélt, wenn wir den Ursprung wechseln.

Ein Parallelogramm (A, B, A’, B’), fiir welches g(A, B) Lg(A, B’) gilt, heifit
Rechteck.

Aus folgt, dass im Rechteck (A, B, A’, B’) auch g(A, B)1g(B,A’),
g(B,A"Lg(A",B") und g(A’,B")Lg(A,B’) gilt, und daher auch (B,A’,B’, A),
(A',B’,A,B) und (B, A, B, A’") Rechtecke sind.

Lemma 11.5. In jedem Rechteck (A, B, A’, B') haben gegeniiberliegende Seiten die
gleiche Linge, d.h. d(A, B) = d(A’, B’') und d(A, B") = d(A’, B).
Beweis. Im Vektorraum (£, A) gilt

A'=B+B" ud (B|B)=0.

Es folgt, mit [Proposition 11.4]
|A* = |1B+ B'||> = | B|I* + | B'|]*,

das bedeutet
d(A, A")? = d(A, B)? + d(A, B")%

Eine analoge Rechnung in (£, B) ergibt
d(B,B')? = d(A, B)? +d(A', B)%.
Und in (£, A') bzw. (€, B') erhalten wir
d(A, A")? = d(A',B')* + d(A', B)?,
d(B,B')?> =d(A’,B")* + d(A, B')%.
Damit folgt
d(A,B)* +d(A,B")? =d(A',B")? +d(A’, B)?%,
d(A,B)?+d(A',B)?> = d(A’,B")* + d(A, B")%.
Addition und Subtraktion liefern
d(A,B)* =d(A',B')* und d(A,B)*=d(A,B)>.

Das Lemma folgt. U

Eine Abbildung f : £ — £ heifit Isometrie, wenn sie Distanzen erhélt, d.h.
d(X,)Y)=d(f(X),f(Y)) firalle XY €€.

Proposition 11.6. Jede Translation ist eine Isometrie.
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Beweis. Sei f die Translation U — U+ A in (£, 0). Falls X =Y, dann gilt natiirlich
d(X,Y)=0=d(f(X), f(Y)). Sei also X # Y. Die Gleichung

d(X,Y) = d(f(X), f(Y))

gilt, falls die Translation f parallel zu g(X,Y) ist (dann bildet f die Gerade g(X,Y)
auf sich selbst ab) und falls die Translation f orthogonal zu g(X,Y") ist wegen
Seien nun A;, As die Komponenten von A beziiglich eines Achsensystems
bestehend aus einer Geraden parallel zu g(X,Y) durch O und einer dazu ortho-
gonalen Geraden durch O. Dann ist f die Komposition der beiden Translationen

U~ U+ A; und U — U + As. Die Behauptung folgt. O
X+ A Y+ A
R b0% R )
) + o
/P TSR Jo
o
(0] Ay

Korollar 11.7. In (€,0) gilt
dX,Y)=|Y - X| firalle X,Y €€.

Beweis. In (€,0) gilt wegen [Proposition 11.6|
dX,)Y)=d(X + A Y+ A) firalle Acé&.
Fiir A = —X erhalten wir
dX,Y)=d(0,Y —= X)=|Y - X|. O

Theorem 11.8. Seien O1,05 € € und sei f die Translation, die O1 auf Oz abbil-
det. Sei (- | -); das innere Produkt in (£,0;), i =1,2. Dann gilt

(XY ={((X)| f(Y))s firaleX,Y€E.

Die Translation f ist also ein Isomorphismus der beiden Vektorrdume mit innerem
Produkt (€£,01) und (€,05).

Beweis. Es gilt mit [Proposition 11.4] [Proposition 11.6| und [Korollar 11.7]
UX Y =X +Y[} - IX - Y7
— 401, X +Y)? — d(X,Y)?

=d(f(O1), f(X +Y))? = d(f(X), f(Y))*
= d(O2, f(X) + f(V))? = d(f(X), f(Y))?
= [I£(X) + )5 = IF(X) = fF(Y)II3

=4(f(X) [ F(¥))e-

Dass f ein Isomorphismus der Vektorrdume (£,0;) und (&, O2) ist, haben wir in
eorem 8.16[ gesehen. O
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11.5. Ein inneres Produkt auf dem Vektorraum der Translationen. In
Abschnitt haben wir eine Vektorraumstruktur auf dem Raum .7 der Trans-
lationen bzw. freien Vektoren eingefiihrt, sodass fiir alle O € £ die Abbildung

X 5 OX ein Isomorphismus von (€, 0) auf 7 ist.

Sei O € & fix. Dann kénnen wir diese Abbildung verwenden um ein inneres
Produkt auf .7 einzufiihren:

(OX | OY) = (X | Y).

impliziert, dass dieses innere Produkt nicht von der Wahl des Punktes
O abhéngt, d.h. es gilt

(X |Y)=(0X | OY) fiir alle O € &.
Man beachte, dass die linke Seite in (€, O) ausgewertet wird, die rechte Seite in 7.

12. Metrische Eigenschaften

Die Linge einer Strecke [A, B], (A, B), [A, B) oder (A, B] ist nach Definition
der Abstand d(A, B) der Endpunkte A und B.

12.1. Parallelogramme und Dreiecke.

Proposition 12.1. In jedem Parallelogramm ist die Summe der Quadrate der Dia-
gonallingen gleich der Summe der Quadrate der Seitenlingen.

Beweis. Im Parallelogramm (O, X, X +Y,Y) in (£,0) gilt die Behauptung, weil
nach [Proposition 11.4] die Identitét
X+ Y2+ X = Y|* = 2| X|* + 2]V

gilt. Ein allgemeines Parallelogramm kann durch eine Translation in ein Parallelo-
gramm der obigen Form iibergefiihrt werden. Weil nach [Proposition 11.6| Transla-
tionen Isometrien sind, folgt die Proposition. U

Proposition 12.2. FEin Parallelogramm ist genau dann ein Rechteck, wenn die
Diagonalen die gleiche Linge haben.

Beweis. Ubung. O

Ein Dreieck ist ein Tripel (A, B,C) mit A, B,C € £. Wenn die Punkte A, B,C
nicht-kollinear sind, dann nennen wir das Dreieck (A4, B,C') nicht degeneriert,
und andernfalls degeneriert. Wir bezeichen mit a (b bzw. ¢) die Linge der Seite,
die der Ecke A (B bzw. C) gegeniiber liegt:

B

Proposition 12.3. Sei (A, B,C) ein Dreieck mit A # C und B # C. Wenn
hca (bzw. hop) die positive Halbgerade in g(C, A) (bzw. g(C, B)) mit Ursprung C
bezeichnet, dann gilt

& =a®>+b*> —2ab- c(hca, hop).
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Insbesondere gilt der Satz von Pythagoras:
A=d>+b> < healhes. (12.1)

Beweis. Im Vektorraum (&, C) gilt (vgl. [Proposition 11.4fund [Korollar 11.7)
¢ =d(A,B)> = |B-A|* = |BI* + | AI? —=2(B | A) = b* +a” —2ba - c(hca, hop).

Weil ab # 0, gilt ¢? = a?+b? genau dann, wenn c(hca, hop) = 0, und das ist genau
dann der Fall, wenn hoa Lhop. [l

Das Dreieck (A, B, C) heifit rechtwinkelig (in C) falls (12.1) gilt. In diesem
Fall bezeichnen wir die Strecke (A4, B) als Hypothenuse und die Strecken (B, C)
und (C, A) als Katheten des Dreiecks.

Proposition 12.4. Fir alle X, Y € (€,0) gilt
X+ Y < [1X[+ Yl
Gleichheit gilt genau dann, wenn X € [0,Y] oder Y € [0, X].
Beweis. Wenn X = O oder Y = O, dann ist nichts zu zeigen. Seinen also X # O
und Y # O. Nach [Proposition 11.4] gilt
IX + Y2 = [IX]* + [Y]* + 2(X | V)
< |IX12+ Y )12 + 2 XY

= (IX1+ (1Y [1)*.
Gleichheit gilt genau dann, wenn (X | V) = [|X|[|||]Y]], d.h. ¢(X,Y) = 1. Das ist
genau dann der Fall, wenn X € [0,Y] oder Y € [O, X]. O

Korollar 12.5. Fir je drei Punkte X,Y,Z € £ gilt die Dreiecksungleichung:
d(X,)Y)<d(X,Z)+d(Z,Y).
Gleichheit gilt genau dann, wenn Z € [X,Y].

Beweis. Wihlen wir Z als den Ursprung in £, dann wird die behauptete Unglei-
chung zu
[X =Y < | X+ [[Y[l,

und diese folgt aus der vorigen Proposition (mit —Y anstelle von Y). (I

Fiir das néchste Theorem benétigen wir zunéchst ein Lemma.

Lemma 12.6. Fir jede reelle Zahl k € [—1,1] existieren zwei Halbgeraden hy und
ho mit Ursprung O und c(hy, ha) = k.

Beweis. Das garantiert die Existenz zweier orthogonaler Geraden g1, go
durch O. Sei X derjenige Punkt, der beziiglich des Achsensystems (g1, g2) die
Koordinaten (k,v/1 — k2) hat. Bezeichnen wir mit h; die positive Halbgerade
von g1 und mit ho die positive Halbgerade von ¢(O, X) jeweils mit Ursprung
O, dann haben wir die gesuchten Halbgeraden gefunden (vgl. die Definition von
C(hl, hg) = C(hg, hl)) U

g1
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Bemerkung 12.7. Der Beweis des Lemmas beruht in entscheidender Weise auf
der Existenz der Quadratwurzel positiver reeller Zahlen. Ersetzt man den Korper R
durch einen geeigneten Unterkorper K < R, dem diese Eigenschaft fehlt, dann ist
das Lemma falsch, auch wenn die entsprechende Ebene £ die Axiome erfiillt.

Theorem 12.8. Seien a,b,c € R>(. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) Es existiert ein Dreieck mit Seitenlingen a, b, c.

(2) Jede dieser drei Zahlen ist héchstens so grofi wie die Summe der beiden
anderen.

(3) la—bl<c<a+b.

Beweis. (1) = (2) folgt aus [Korollar 12.5

(2) = B)Ausa<b+cundb<a+cfolgta—b<cund b—a <c¢ dh
|a — b < c. Weiters gilt ¢ < a + b nach Voraussetzung,.

(3) = (1) Falls a oder b Null sind, ist die Existenz des Dreiecks klar. Sei nun

a # 0 und b # 0. Quadrieren wir |a — b| < ¢ < a+ b, so erhalten wir
a?+b%—2ab< 2 <a®+b%+2ab
s A=+ —2ab-k, wobei —1<k<I.

Es existieren nach zwei Halbgeraden hi,hs mit Ursprung O und
c(hi,he) = k. Sei A der Punkt auf hy mit d(O,A) = a und B der Punkt auf
hs mit d(O, B) = b. Dann gilt k = ¢(h1, he) = ¢(A, B) und die Gleichung

? =a®>+b* —2ab- (A, B)

zeigt mit [Proposition 12.3] dass das Dreieck (O, A, B) die Seitenléngen a, b, ¢ hat.
O

12.2. Eigenschaften der Orthogonalprojektion.

Proposition 12.9. Sei g eine Gerade, A € £ ein Punkt und P die Orthogonalpro-
jektion von A auf g. Dann gilt:

(1) Fiir alle X,)Y € ¢
d(P,X)=dPY) & dAX)=dAY).

(2) Sei h eine der beiden Halbgeraden von g mit Ursprung P so orientiert,
dass X > P fiir alle X € h. Dann ist die Abbildung h — R, X — d(A4, X)
streng monoton wachsend.

X P Y

Beweis. (1) Nach [Proposition 12.3| gilt
d(A,X)? = d(A,P)? + d(P, X)?,
d(A,Y)? =d(A, P)?> 4+ d(P,Y)%.

Damit folgt (1) sofort.



46 4. METRISCHE STRUKTUR

(2) Gilt fiir X,Y € h die Beziehung P < X <Y, dann gilt d(P, X) < d(P,Y)
und daher

d(A, X)* =d(A,P)* +d(P,X)*> < d(A,P)?> +d(P,Y)* =d(A,Y)%
Das zeigt (2). O
Korollar 12.10. Der Abstand d(A, X) ist minimal genau dann, wenn X = P. O

Der Abstand eines Punktes A von einer Geraden g ist definiert durch
d(4,g) :=inf{d(A,X): X € g}.
Das Korollar besagt, dass
d(A, g) = d(A, P)
gilt, wobei P die Orthogonalprojektion von A auf g ist.
Korollar 12.11. Sei g eine Gerade, A ¢ g und B € g. Dann gilt:

g1lg(A,B) < d(A,B)<d(A,X) fir alle X € g.

Insbesondere kann Orthogonalitit in Termen der Distanz charakterisiert werden.

O
Korollar 12.12. Sind A,B,C € £ und X € [B,C|, dann gilt
d(A, X) <max{d(A, B),d(A,C)}.
Beweis. Das Korollar folgt leicht aus [Proposition 12.9] O

Proposition 12.13. Die Orthogonalprojektion auf eine Gerade vermindert Distan-
zen.

Beweis. Sei g eine Gerade und seinen X,Y € &£. Sei g; die Gerade parallel zu g
durch X. Wir bezeichnen mit X’ und Y’ die Projektion von X bzw. Y auf g und
mit Y die Projektion von Y auf g;. Es folgt aus dass V.Y’ und Y
kollinear sind.

Y
J
X Yll
g1
X' Y’ I

Im Rechteck (X', YY", X) gilt d(X',Y’) = d(X,Y"”). Im rechtwinkeligen
Dreieck (X,Y")Y) gilt d(X,Y"”) < d(X,Y) (vgl. [Proposition 12.3). Es folgt
d(X')Y") < d(X,Y). Gleichheit gilt genau dann, wenn X und Y auf einer Par-
allelen zu g liegen. O
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12.3. Die Streckensymmetrale. Seien A, B € £ mit A # B. Die Gerade durch
den Mittelpunkt von A und B, die orthogonal zu g(A4, B) ist, wird die Strecken-
symmetrale der Strecke (A, B) genannt.

Proposition 12.14. Seien A, B € £ mit A # B. Sei O der Mittelpunkt von A und
B und g die Streckensymmetrale von (A, B).

(1) Fiir jedes X € & gilt:
A(X, B)? — d(X, A = 4(0, 4) - €,

wobei £ die Abszisse auf g(A, B) von X im Achsensystem (g(A, B), g) ist
und g(A, B) so orientiert ist, dass O < A gilt.
(2) Sei E4 (bzw. Ep) die offene Halbebene bzgl. g, die A (bzw. B) enthilt.

Dann gilt
Ea={X€:d(X,A) <dX,B)},
Ep={X €& :dX,B) <d(X,A)},
g={X €& :dX,B)=d(X,A)}.
Beweis. Ubung. (]

12.4. Das innere Produkt und die Distanz in einer allgemeinen Basis.
Sei (E1, E3) eine beliebige Basis des Vektorraums (£,0). Dann haben X,Y € &
eindeutige Darstellungen

X=x1F14+22F, und Y =yi1FE1 +y2F>
mit x;,y; € R. Die Bilinearitdt des inneren Produkts ergibt:
(X Y) =21y1(E1 | B1) + 22y2(Ba | E2) + (21y2 + 22y1)(E1 | Ea).
Fir X =Y erhalten wir:
X% = 22| B |]? + 23| Ea||® + 22122(By | Bo).
Wenn die Basis (E1, E2) die Eigenschaften

[Er[l = [|E2l =1 und  (Ey | E3) =0 (12.2)
hat, dann vereinfachen sich die Formeln zu
(X 1Y) = 2191 + 2292 (12.3)
und
1X)1? = 2F + 3. (12.4)

Eine Basis (E1, E) mit den Eigenschaften (12.2) heifit Orthonormalbasis.

12.5. Kathetensatz und Hohensatz. Sei das Dreieck (A, B,C) rechtwinkelig
in C. Sei D die Orthogonalprojektion von C' auf g(A, B). Dann gilt D € (A, B)
(weil (A, B) die Hypothenuse ist). Wir fithren die Bezeichnungen h := d(C, D),
p:=d(A,D) und q :=d(D, B) ein. Es gilt also ¢ = p+q.
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Theorem 12.15. FEs gilt der Kathetensatz:
a?=cq und b*=cp,
und der Hohensatz:
h? = pq.
Beweis. Der Satz von Pythagoras in den rechtwinkeligen Dreiecken (A, B, C),
(A,D,C) und (B, C, D) liefert
A=d>+v?, PP=p*+h* und a®=¢+0n%
Zusammen mit ¢ = p + ¢ erhalten wir
22 = -+ @+ h =2 —p? —h2 4P+ h?
=p* + ¢ +2pg — p* +¢° = 2(p+ q)g = 2cq.
Die zweite Identitat folgt analog. Weiters gilt
W= -—p'=c—a®—p’=(p+q°—a®>—p°=¢+2pqg—a® =2pqg — b’
und die dritte Identitat ist bewiesen. (]



KAPITEL 5
Isometrien und Ahnlichkeitsabbildungen

13. Isometrien
Wir erinneren uns: eine Isometrie ist eine distanzerhaltende Abbildung.
13.1. Spiegelungen. Sei g eine Gerade in £. Die Spiegelung (oder Reflexion)
an ¢ ist die Abbildung f : £ — &, die wie folgt definiert ist:

(1) f(X)=X, wenn X € g.

(2) Wenn X ¢ g, dann ist f(X) der eindeutige Punkt in &, sodass g die
Streckensymmetrale von (X, f(X)) ist. Wir nennen g die Spiegelungs-
achse.

Es gilt 2 =id, d.h. jede Spiegelung ist eine Involution.

Proposition 13.1. Jede Spiegelung ist eine Isometrie.

Beweis. Sei g1 die Spiegelungsachse der Spiegelung f. Sei go eine Gerade, die or-
thogonal zu ¢y ist. Wenn X bzgl. des Achsensystems (g1,¢92) die Komponenten
(X1,X5) hat, so hat der Bildpunkt die Komponenten (X;,—Xs). Fiir beliebige
Punkte X,Y € & gilt also

1£(X) = FOO|? = 1X: = Y1 [* + [ X2 = Yo > = | X = YV|*.
Das zeigt, dass f eine Isometrie ist. O

Korollar 13.2. Sei f : £ — &£ eine Spiegelung und O ein Punkt auf der Spiege-
lungsachse. Dann ist f : (£,0) — (£,0) eine lineare Abbildung bzgl. des Vektor-
raums (€, O).

Beweis. Verwenden wir das Achsensystem aus dem vorigen Beweis, dann hat f die
Gestalt
f(X1+X2) :Xl 7X2, fiir beheblgeX :Xl +X2,

und ist daher offensichtlich linear. O

49
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Korollar 13.3. Jede Spiegelung bildet Geraden auf Geraden, Halbgeraden auf
Halbgeraden, Strecken auf Strecken und konvere Mengen auf konvexe Mengen ab.

Beweis. Wir zeigen, dass Geraden auf Geraden abgebildet werden; der Rest folgt
dann leicht. Sei f eine Spiegelung mit Spiegelungsachse g;. Sei go eine orthogonale
Gerade zu g; und sei O der Schnittpunkt von g; und go. Wir wihlen eine Basis
(E1, E3) des Vektorraums (£,0) mit E; € g und Fy € go. Jede Gerade h kann
bzgl. dieser Basis durch

h={X =x1E1 +29F3 € £ : axy + fxs + v =0}

mit «, 8,7 € R, wobei (a,8) # (0,0), dargestellt werden (vgl. Abschnitt .
Weiters gilt fiir beliebige X € £

f(X) = f(x1 By + 22F3) = 1By — 22Fs.
Es folgt, dass
f(h)y={Y =y E1+y2F2 €& :ay1 — Py2+v =0}
and somit f(h) wieder eine Gerade ist. 0

Korollar 13.4. Jede Spiegelung bildet orthogonale Geraden auf orthogonale Gera-
den ab.

Beweis. Orthogonalitit kann in Termen der Distanz beschrieben werden (vgl.
rollar 12.11)) und die Distanz bleibt unter Spiegelungen erhalten. O

Jede Spiegelung fithrt parallele Geraden in parallele Geraden iiber (Ubung).

Proposition 13.5. Seien g1, g2 zwei orthogonale Geraden durch O. Die Kompositi-
on der beiden Spiegelungen mit Spiegelungsachsen g1 und go ist die Punktsymmetrie
mit Zentrum O. Die Komposition der Spiegelung mit Spiegelungsachse g1 und der
Punktsymmetrie mit Zentrum O ist die Spiegelung mit Spiegelungsachse go.

Beweis. Verwenden wir die Basis aus dem Beweis von [Korollar 13.9/ und bezeichnen
wir mit f; und fy die Spiegelungen mit den Achsen ¢g; und go, dann hat f; o fo =
f2 o f1 in entsprechenden Koordinaten die Darstellung

(71, 22) = (=21, —22)

und ist daher die Punktsymmetrie mit Zentrum O. Die zweite Aussage folgt auf
ghnliche Weise. (]

g2
g1

AlR(0) = (X)L Nl R

Korollar 13.6. Jede Punktsymmetrie ist eine Isometrie. ]
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Proposition 13.7. Die Komposition zweier Spiegelungen mit parallelen Spiege-
lungsachsen ist eine Translation mit orthogonaler Translationsrichtung. Die Kom-
position einer Spiegelung mit Spiegelungsachse g mit einer Translation in orthogo-
naler Richtung zu g ist eine Spiegelung mit Spiegelungsachse parallel zu g.

Beweis. Seien g und h parallele Geraden und f; bzw. f;, die zugehorigen Spiege-
lungen. Sei (g1, 92) ein Achsensystem mit ¢1]|g und g1 Lgs. Hat X bzgl. (g1, g2) die
Komponenten (X7, X5), dann hat der Bildpunkt f,(X) diec Komponenten

(X1,242 — Xo)
und fp,(X) hat die Komponenten
(X1,2Bs — X5),
fiir geeignete As, Bs € go. (Die Punkte auf g haben die go-Komponente As, denn
(X1, Ag) ist der Mittelpunkt der Punkte (X1, X52) und (X;1,245 — X3).) Die Kom-
position hat also die Gestalt
(Xl,XQ) — (Xl,QBQ — (2A2 — XQ)) = (Xl,XQ + 2(32 — AQ))

und ist daher eine Translation mit orthogonaler Translationsrichtung. Die zweite

Aussage folgt auf dhnliche Weise. O
g h
g1
X fe(X) fu(fe(X))
Xl @ s ° . 7]
‘ e é g2
X9 245 — Xo X2+2(Bz 7A2)

Korollar 13.8. Jede Translation ist die Komposition zweier Spiegelungen, deren
Spiegelungsachsen orthogonal zur Translationsrichtung sind. Eine dieser Spiege-
lungsachsen orthogonal zur Translationsrichtung kann frei gewdhlt werden.

Beweis. Sei t eine Translation und sei f; eine Spiegelung mit Spiegelungsachse

orthogonal zur Translationsrichtung. Nach [Proposition 13.7 ist dann t o f; =: f,
eine Spiegelung mit Spiegelungsachse orthogonal zur Translationsrichtung. Weil
fit = fu, folgt t = fao fi. 0

13.2. Isometrien der Ebene. Wir erweitern den Begriff der Isometrie auf Teil-
mengen von £: Sei A C £ und sei f : A — & eine Abbildung. Dann heifit f
Isometrie von A nach &£, wenn

d(f(X), f(Y)) =d(X,Y) fiir alle X,Y € A.

Es ist klar, dass jede Isometrie injektiv ist. Die Komposition zweier Isometri-
en ist wieder eine Isometrie. Die Einschréinkung einer Isometrie von A nach £ auf
eine Teilmenge B C A ist eine Isometrie von B nach £. Wir haben schon Beispie-
le von Isometrien von £ nach £ kennengelernt: Translationen, Spiegelungen und
Punktsymmetrien.
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Unser Ziel ist es jetzt, alle Isometrien der Ebene zu beschreiben. Dies wird in

geschehen, auf welches wir nun hinarbeiten. Im Folgenden ist A eine

nicht-leere Teilmenge von &.

Proposition 13.9. Sei A C £ und sei f : A — & eine Isometrie mit mindestens
drei micht-kollinearen Fixpunkten. Dann ist f = id.

Beweis. Seien Aj, As, A3 drei nicht-kollineare Fixpunkte von f. Fiir alle X € A gilt

Wenn nun f(X) # X gelten wiirde, dann miisste nach [Proposition 12.14| die
Streckensymmetrale von (X, f(X)) die drei Punkte Ay, Ao, A3 enthalten, ein Wi-
derspruch. 0

Proposition 13.10. Sei A C £ und sei f : A — &£ eine Isometrie mit min-
destens zwei Fizpunkten A1 und As. Dann ist f entweder die Identitit oder die
Einschrinkung der Spiegelung mit Spiegelungsachse g(Ay, As).

Beweis. Ist f nicht die Identitéit, dann gibt es ein A3 € A sodass f(A3) # As.
Die Streckensymmetrale von (As, f(A3)) muss (wie im vorigen Beweis) A; und A,
enthalten und daher die Gerade g(A;, As) sein. Also sind Aj, Ay, A3 drei nicht-
kollineare Punkte. Bezeichnen wir mit s3 die Spiegelung an der Achse g(41, As),
dann sind A;, Az, A3 drei nicht-kollineare Fixpunkte der Isometrie s3 o f. Nach
[Proposition 13.9|gilt s3 o f =id und daher f = s3|a. O

Proposition 13.11. Sei A C £ und sei f : A — & eine Isometrie mit mindestens
einem Fixpunkten Ay. Dann ist f entweder die Identitit, die Finschrinkung einer
Spiegelung an einer Geraden durch Ay oder die Finschrinkung der Komposition
zweier solcher Spiegelungen.

Beweis. Ist f nicht die Identitéit, dann gibt es ein Ay € A sodass f(A2) # As.
Die Streckensymmetrale g, von (As, f(As)) muss A; enthalten. Bezeichnen wir mit
so die Spiegelung mit Spiegelungsachse gs, dann sind A; und A, Fixpunkte der
Isometrie sg 0 f. Nach [Proposition 13.10|gilt s o f = id oder syo f = s3] 4, wobei s3
die Spiegelung an der Achse g(A1, As) ist. Somit gilt f = sa|4 oder f = sq0s3|4. O

Proposition 13.12. Sei A C £. Jede Isometrie f : A — & ist die Finschrdinkung
der Komposition von 0, 1, 2 oder 3 Spiegelungen.

Beweis. Ist f nicht die Identitéit, dann gibt es ein A; € A sodass f(A1) # A;.
Bezeichnen wir mit g; die Streckensymmetrale von (A;, f(41)) und mit s; die
Spiegelung an der Achse g1, dann ist A; ein Fixpunkt von s; o f. Nach
gilt (mit der Notation vom vorigen Beweis) s1 o f = id oder sy o f = s3]4
oder s10f = s9083]4. Es folgt f = s1]4 oder f = s1082|4 oder f = sj0s9083|4. O

Theorem 13.13. Jede Isometrie f : £ — & ist entweder die Identitdt oder hat die
Gestalt

sy oder syosy oder §10850 83,

wobei s; Spiegelungen sind. Jede Isometrie f : £ — & erhdlt Orthogonalitit.

Sei A C E und f : A — & eine Isometrie. Dann kann f zu einer Isometrie
f: & = & erweitert werden. Wenn A nicht-kollinear ist, dann ist f eindeutig.
Wenn A kollinear ist, aber mindestens zwei Punkte enthdlt, dann gibt es genau
zwet maogliche isometrische Erweiterungen.
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Beweis. Der erste Teil des Theorems folgt aus [Proposition 13.12|und [Korollar 13.4]

Zum zweiten Teil des Theorems: Die Existenz der Erweiterung f folgt aus
|Pr0position 13.12l Sind fl und fQ zwei Erweiterungen von f, dann ist f{l ) fl die
Identitét auf A. Ist A nicht-kollinear, dann ist nach [Proposition 13.9| (mit A = &)
die Isometrie f;l o fl die Identitdt auf &£, d.h. fl = fo. Wenn A kollinear ist,
aber mindestens zwei Punkte enthélt, dann ist nach [Proposition 13.10| (mit A = &)
die Isometrie fQ_ Lo f1 entweder die Identitét auf £ oder die Spiegelung s, deren
Spiegelungsachse A enthélt. Dann gilt fl = fg oder f1 = f2 os. O

Insbesondere ist jede Isometrie f : £ — & ein invertierbare Abbildung. Es folgt

Korollar 13.14. Die Menge & aller Isometrien f : € — £ ist eine Gruppe bzgl.
der Komposition von Abbildungen. O

13.3. Isometrien, die einen Punkt fixieren. Wir betrachten die Menge
Jo ={f€ I f(0)=0}

der Isometrien der Ebene, die den Punkt O fixieren. Klarerweise ist .%o eine Un-
tergruppe von .#.

Weiters betrachten wir die folgenden Teilmengen von Zp:

So :={f € Fo : f ist eine Spiegelung an einer Achse, die O enthilt}.
und
Ko :={f € Jo: f=8105 mit 81,82 € o} =500 S0.

Wir nennen die Elemente von Z» Rotationen (oder Drehungen) um O.

Eine niitzliche Teilmenge von £ in diesem Zusammenhang ist der Kreis Cp
mit Mittelpunkt O und Radius 1, d.h.

Co:={Xe€&:d(0,X)=1}.

Lemma 13.15. Es gelten folgende Eigenschaften:

(1) Fir alle X,Y € Co ezistiert eine eindeutige Spiegelung s € So mit
s$(X) =Y ; wir bezeichnen diese Spiegelung mit sy x.

(2) Fiir jedes s € Yo gibt es einen Punkt X € Co mit s(X) = X.

(3) Fiir jedes f € Fo und jedes X € Co gilt:

f(X)=X < (f=id oder f=sxx).

Beweis. (1) Wenn X =Y, dann ist sx x die Spiegelung an der Achse ¢g(O, X). Wenn
X # Y, dann ist syx die Spiegelung mit der Streckensymmetralen von (X,Y)
als Spiegelungsachse. Fine Spiegelung ist durch ihre Spiegelungsachse eindeutig
bestimmt.

(2) Der gesuchte Punkt X ist einer der beiden Punkt auf der Spiegelungsachse
von s mit d(O, X) = 1.

(3) Es gelte f(X) = X. Dann f hat die beiden Fixpunkte O und X und die
Aussage folgt aus [Proposition 13.10] O

Proposition 13.16. %o N .%o = 0.

Beweis. Seien s1, 82,83 € 0. Nach [Lemma 13.15((2) existiert A € Cp mit s3(A4) =

A. Angenommen es gilt s; = s3 0 s3 (das bedeutet, s; € Zo N.%p). Dann folgt
51(A) = 52(s3(4)) = s2(A)

und mit [Lemma 13.15[(1) folgt s; = s5. Dann folgt s3 = id, aber id € %0, ein
Widerspruch. O
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Proposition 13.17. Fir alle X,Y € Co gibt es genau zwei Isometrien [ € Jo
mit f(X) =Y, nimlich die Spiegelung sy x und die Rotation syx o sxx (beachte,
dass sxx o sxx = id eine Rotation ist).

Beweis. Es gilt (sxy o f)(X) = X. Nach [Lemma 13.15(3) ist gilt sxy o f = id oder

sxy o f=sxx. Weil s;(i, = sy x folgt die Aussage. ]

Korollar 13.18. Fir alle X,Y € Cp gibt es eine eindeutige Rotation f € Zo mit
f(X)=Y. O

Korollar 13.19. ZoU.%0 = Ho ist eine Partition. Insbesondere ist jede Isometrie
f € Ho eine lineare Abbildung des Vektorraums (€, O) in sich selbst.

Beweis. Sei f € #o und A € Cp. Dann gilt f(A) € Co (denn 1 = d(0,A) =
d(O, f(A))). Nach [Proposition 13.17| muss f eine Spiegelung oder eine Rotation
sein. Die erste Aussage folgt nun dank [Proposition 13.16] Die Linearitdt folgt aus

[Korollar 3.2 O

Proposition 13.20. Sei f € Zo und sy € So. Dann existieren s1,83 € Lo mit
f=5108 =890s3.

Beweis. Nach [Lemma 13.15(2) existiert A € Cp mit s3(A) = A. Setze B = f(A).
Dann gilt (spa 0 s2)(A) = B. Wegen [Korollar 13.18| muss f = sp4 o s gelten. Mit

s1 = spa gilt also der erste Teil der Behauptung.

Das Inverse einer Rotation ist wieder eine Rotation. Also existiert nach dem
ersten Teil des Beweises s3 € .%o mit f~! = s3 0 s und folglich f = s 0 s5. O

Proposition 13.21. FEine Komposition von geradzahlig vielen Spiegelungen in %o
ist eine Rotation. EFine Komposition von ungeradzahlig vielen Spiegelungen in o
ist eine Spiegelung.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die Komposition von drei Spiegelungen ei-
ne Spiegelung ist; dann folgen die Behauptungen mittels Induktion. Seien also
81, 82, 83 € So. Nach |Proposition 13.20| existiert s4 € .%o, sodass s1 0 §o = 84 © S3.
Es fOlgt §1 082 083 = S4. U

Theorem 13.22. FEs gelten die folgenden Aussagen:

(1) Zo ist eine abelsche Untergruppe von Io.

(2) Fiir alle s € So gilt so %o = Ro o s =S0.

(3) Die Gruppe Zo wirkt einfach transitiv auf Co, d.h. fir alle X, Y € Co
existiert eine eindeutige Rotation f € %o mit f(X) =Y.

Beweis. (1) Dass #Zo eine Gruppe ist, folgt aus [Proposition 13.21| (das Inverse von
51089 ist $s30871). Wir zeigen nun, dass Zo abelsch ist. Seien f,g € Zo und s € 5.
Nach |[Proposition 13.20] existieren s1,s3 € o mit f = s7 05 und g = s o s3. Dann
gilt

fog=gof <& $050508 =508208108§
& 8508108908081 08y =id

& (sosjosy)?=id

Nach [Proposition 13.21] ist s o s7 o so eine Spiegelung und daher gilt die letzte
Gleichheit.

(2) [Proposition 13.21|impliziert die Inklusionen so%Zo C .%o und so.%o C Zo.
Die zweite Inklusion impliziert auch .%o C s o Zo. Somit folgt s o Zo = .Yo. In
ghnlicher Weise zeigt man Zp o s = So.
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(3) folgt aus [Korollar 13.18 O
Bemerkung 13.23. [Theorem 13.22(2) impliziert, dass Zo eine normale Unter-

gruppe von % ist. Jede Nebenklasse f o %o ist entweder Zp oder Yo, je nachdem
ob f € %o oder f € 5. Die Quotientengruppe .£o /%o hat also die Ordnung 2.

13.4. Gerade und ungerade Isometrien. Eine Isometrie f € & heifit gerade,
wenn f die Komposition von geradzahlig vielen Spiegelungen ist. Ist f die Kompo-
sition von ungeradzahlig vielen Spiegelungen, dann nennen wir f eine ungerade
Isometrie. Die Figenschaft, gerade oder ungerade zu sein, nennen wir Paritét.

Wir bezeichnen mit .t (bzw. .# ) die Menge aller geraden (bzw. ungeraden)

Isometrien. Nach [Theorem 13.13|gilt .# = #+ U .#~. Wir werden bald sehen, dass
7+t N.#~ = 0. Nach Definition ist .# T eine (normale) Untergruppe von .#.

Wir erinnern uns, dass .7 die Gruppe der Translation in £ bezeichnet.

Lemma 13.24. Sei f € .7 und O € & beliebig. Dann kann f in eindeutiger Weise
in der Form

geschrieben werden.

Beweis. Es wird behauptet, dass f in (£, O) eindeutig in der Form X — f,(X)+ A
geschrieben werden kann. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit: Wenn f diese Form
hat, dann gilt A = f(O) und f.(X) = f(X) — f(O). D.h. A und f, sind eindeutig
durch f bestimmt.

Nun zur Existenz: Sei f.(X) := f(X) — f(O). Dann ist f, eine Isometrie mit
Fixpunkt O, d.h. f. € Fo. Und f hat die gewiinschte Form f(X) = f.(X) +
f(0). 0

Wir nennen f, die reduzierte Form von f in (£,0).

Lemma 13.25. Die reduzierte Form einer Spiegelung s mit Achse g ist die Spie-
gelung s’ mit Spiegelungsachse g’ parallel zu g durch O.

Beweis. Wegen [Proposition 13.7]ist so s’ eine Translation ¢. Es folgt s = to s’ und
somit s, = s’ wegen der Eindeutigkeit der reduzierten Form. (I

Proposition 13.26. Die Abbildung % — Yo, f — f«, ist ein Gruppenhomomor-
phismus. Es gilt (I 7). = %o und (I 7). = So.

Beweis. Seien f,g € Z. Well f,, g« € Fo lineare Abbildungen auf (£,0) sind, gilt

9(f(X)) = g(f(O) + f+(X))
= 9(0) + 9.(f(0)) + g (f+(X))
= 9(f(0)) + g.(f+(X)),

d.h. (g o f)« = g« o fu und zeigt, dass die Abbildung . — Fo, f — f., ein
Gruppenhomomorphismus ist.

und die Homomorphismuseigenschaft zeigen, dass die reduzierte
Form einer n-fache Komposition von Spiegelungen wieder eine n-fache Komposition
von Spiegelungen ist. Die zwei Behauptungen folgen nun mit [Proposition 13.21] O

Korollar 13.27. . = #1TU.¥ " ist eine Partition. Fiir jedes s € .9~ gilt so I+ =
ITos=9".

Beweis. Wire f € T N7~ so wiire f, € %Zo N S0, aber dieser Durchschnitt ist
leer. Somit gilt £+ N.#~ = (). Die zweite Aussage folgt aus [Theorem 13.22(2). O
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13.5. Klassifikation der Isometrien der Ebene. Sei
f=tof. mitte T und f, € Ho,

die eindeutige Form einer Isometrie f € .# in (£, O).

Nehmen wir zunéchst an, f, ist eine Rotation. Dank konnen wir
die Translation ¢ in der Form t = s; o sy schreiben, wobei die Spiegelungsachse
von sy durch O verlduft und somit s € S gilt. Wegen [Proposition 13.20] gibt es
s3 € So mit f, = s9 0 3. Es folgt

f=tof.=51089059083=510Ss3.

Somit ist f entweder eine Translation oder eine Rotation, je nachdem ob die Spie-
gelungsachsen von s; und sg parallel sind oder nicht.

Sei nun f, eine Spiegelung. Wir wihlen ein Achsensystem (g1, g2), wobei g1 Lgo
und g¢; die Spiegelungsachse von f, ist. Dann hat f bzgl. (g1, g2) die Form

(X1, X2) — (X1 + Ay, —Xo + AQ)
Bzgl. des Achsensystems (g1 + A2, ¢g2) hat f also die Form
(Xl,XQ) — (Xl + Al, —XQ).

Wenn A; = O, dann ist f eine Spiegelung. Wenn A; # O, dann bildet f zwar eine
Gerade g wieder auf g ab, aber f ist keine Spiegelung. Man spricht in diesem Fall
von einer Gleitspiegelung.

c

Wir fassen unsere Erkenntnisse in einem Baumdiagramm zusammen: Es gibt
also vier Klassen von Isometrien, ndmlich Translationen, Rotationen, Spiegelungen
und Gleitspiegelungen.

{Isometrie: f=tofimitte T und f, € So }

Cgerade Isometrie: f, € %)O) Cungerade Isometrie: f, € fo)
Translation: Spiegelung:
Achsen || Fixpunkte
Rotation: Gleitspiegelung:
Achsen f keine Fixpunkte
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Isometrie | hat Fixpunkte hat keine Fixpunkte

gerade Rotation Translation

ungerade Spiegelung Gleitspiegelung

14. Ahnlichkeitsabbildungen

14.1. Definition und charakteristischg Eigenschaften. Sei A C £ und k €
Rsg. Eine Abbildung f : A — & heifit Ahnlichkeitsabbildung (oder einfach
Ahnlichkeit) mit Proportionalititsfaktor (oder einfach Faktor) k, wenn

d(f(X), f(Y))=k-d(X,Y) firalle XY € A.
Die Ahnlichkeiten mit Proportionalitétsfaktor 1 sind also genau die Isometrien.

Lemma 14.1. Eine Dilatation mit Streckfaktor k € R\ {0} ist eine Ahnlichkeit
mit Proportionalititsfaktor |k|.

Beweis. In (€,0) kann eine Dilatation f in der Form
X—kX+A
geschrieben werden. Folglich gilt
d(f(X), f(Y)) = /(X)) = f(V)[| = [|kX = kY[| = [K[[| X — Y| = [k|d(X,Y). O

Proposition 14.2. Sei A C £ und k € Rwg. Jede Ahnlichkeit f : A — & mit
Faktor k kann zu einer Ahnlichkeit f : & = & mit Faktor k erweitert werden. Die
Erweiterung ist eindeutig, wenn A nicht kollinear ist, und kann auf genau zwei
Arten erfolgen, wenn A kollinear ist, aber mindestens zwei Punkte enthdlt.

Beweis. Ist ¢ eine zentrische Streckung mit Streckfaktor k, dann ist ¢! o f eine

Isometrie. Denn in (£, 0) hat ¢ die Gestalt X + k(X — B) + B und somit hat ¢!
die Gestalt X — k~1(X — B) + B. Dann gilt

A~ (f(X)), o™ ' (f(Y))) = d(k™'(f(X) = B) + B,k~ ' (f(Y) - B) + B)
= k71d(f(X), f(Y)) = d(X,Y).
Nach hat ¢! o f eine Erweiterung 1 auf £, welche eindeutig ist,

wenn A nicht kollinear ist, und auf genau zwei Arten erfolgen kann, wenn A kollinear
ist, aber mindestens zwei Punkte enthélt. Dann ist die Ahnlichkeit po die gesuchte
Erweiterung. (I

Dank dieser Proposition geniigt es, von nun an Ahnlichkeiten, die auf £ definiert
sind, zu betrachten.

Proposition 14.3. FEs gelten die folgenden Aussagen:

(1) Jede Ahnlichkeit von & mit Proportionalititsfaktor k ist die Komposition
einer zentrischen Streckung mit Streckfaktor k und einer Isometrie.

(2) Jede Ahnlichkeit ist eine affine Abbildung, die Orthogonalitit erhilt.

(3) Die Ahnlichkeiten von & bilden eine Gruppe <. Die Abbildung of —
Rso, f = k(f), wobei k(f) der Proportionalititsfaktor von f ist, ist ein
Gruppenhomomorphismus in die multiplikative Gruppe R~g.

Beweis. (1) wurde schon im vorigen Beweis gezeigt.

(2) folgt aus (1), weil jede Isometrie und jede zentrische Streckung affin ist und
Orthogonalitét erhélt.
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(3) Ubung. O

Theorem 14.4. FEine affine Abbildung ist genau dann eine Ahnlichkeit, wenn sie
Orthogonalitdt erhdlt.

Beweis. Eine Richtung wurde schon gezeigt. Sei nun f : £ — £ einen affine Abbil-
dung, die Orthogonalitdt erhilt. Seinen h; und he zwei orthogonale Halbgeraden
mit dem Ursprung O. Dann sind f(hy) und f(hs) zwei orthogonale Halbgeraden
mit dem Ursprung f(O). Es gibt eine Isometrie g die hy auf f(hi) und hg auf f(ho)
abbildet (vgl. [Theorem 13.13).

Somit ist g~! o f eine lineare Abbildung auf (£, 0), die Orthogonalitit erhilt
und die Halbgeraden h; und hy auf sich selbst abbildet. Sei (Fy, E3) eine Basis von
(€£,0) mit E; € h; und ||E;|| = 1, fiir i = 1,2. Bzgl. dieser Basis hat g=! o f die
Gestalt

(11,.’22) — (kll'l, kgl’g), wobei kl > 0, kg > 0.
Weil (1,1) und (1, —1) orthogonal sind (denn (Ey+Es | E1—Es) = || E1]|?>—|| E2||? =
1 —1 = 0) und die Abbildung Orthogonalitit erhélt, miissen auch (ki,ks) und
(k1, —ko) orthogonal sein. Es folgt k% — k3 = 0, d.h. k1 = kg =: k. Daher ist g~ o f
die zentrische Streckung ho . Somit ist f = g o ho i eine Ahnlichkeit. (|

14.2. Gerade und ungerade Ahnlichkeiten. Eine Ahnlichkeit f von £ heiBt
gerade, wenn f in der Form f = do g geschrieben werden kann, wobei d eine Dila-
tation mit positivem Streckfaktor und g eine gerade Isometrie ist. Ist die Isometrie
¢ ungerade, dann nennen wir die Ahnlichkeit f ungerade.

Proposition 14.5. Keine Ahnlichkeit von £ ist gerade und ungerade.

Beweis. Sei f = dj ogy = ds 0 go, wobei d; Dilatationen mit positivem Streckfaktor
und g¢; Isometrien sind. Daraus folgt

dy'ody =gyogy .

Die linke Seite ist eine Dilatation mit positivem Streckfaktor, die rechte Seite eine
Isometrie. Gleichheit kann nur gelten, wenn beide Seiten Translationen sind. Ins-
besondere ist dann gs 0 g7 ! eine gerade Isometrie, und folglich sind ¢; und g» beide
gerade oder beide ungerade. O

Theorem 14.6. Es gelten die folgenden Aussagen:

(1) Die Komposition zweier Ahnlichkeiten ist gerade oder ungerade, je nach-
dem ob sie die gleiche Paritdt haben oder nicht.

(2) Die Menge /™ der geraden Ahnlichkeiten ist eine Gruppe, die einfach
transitiv auf der Menge aller Paare (X,Y) verschiedener Punkte von &
wirkt.

Beweis. (1) Seinen f, g € o/ und seinen ky und k, die entsprechenden Proportio-
nalitéitsfaktoren. In (€, O) ist dann die Abbildung

£.(X) = E(f(X) - £(0))
ein Element von #p und es gilt

F(X) = F(O) + kg f(X).
Analog sehen wir, dass
9(X) = 9(0) + kgg.(X)
mit g. € Fo gilt. Dank der Linearitit von g. folgt (wie im Beweis von

jon_13.26)
(g0 /)(X) = (g0 f)O) +ky - kg - (g © f)(X).
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Die Aussage folgt nun unmittelbar.

(2) Dass &/ eine Gruppe ist, folgt aus (1). Sei A = {X,Y} mit X # Y und
A" ={X"Y'} mit X’ #Y’. Dank [Proposition 14.2| kann die Abbildung f: A — &
mit f(X) = X" und f(Y) =Y’ auf zwei Arten zu einer Ahnlichkeit auf £ erweitert
werden: die eine Erweiterung ist eine gerade, die andere eine ungerade Ahnlichkeit

(vgl. auch [Theorem 13.13]). O

Korollar 14.7. Jede Dilatation ist eine gerade Ahnlichkeit.

Beweis. Jede Dilatation ist eine Komposition von Translationen, zentrischen
Streckungen mit positivem Streckfaktor und Punktsymmetrien. Alle diese Trans-
formationen sind gerade Ahnlichkeiten. O
14.3. Ahnlichkeiten, die einen Punkt fixieren. Wir definieren

o :={fed: f(O)=0}
Offensichtlich ist 275 eine Untergruppe von 7. Weiters ist

ﬂfg =Nt

eine Untergruppe von <.
Proposition 14.8. FEs gelten die folgenden Aussagen:

(1) Die Gruppe <o ist isomorph zur Gruppe Rsg X o.
(2) Die Gruppe 42{8' ist isomorph zur Gruppe Rsg X Zo, daher abelsch, und
wirkt einfach transitiv auf €\ {O}.

Beweis. (1) Sei f € /. Dann kann f in eindeutiger Weise in der Form
f=kefe mit kf € Ry, fi € S0
geschrieben werden. Damit ist eine bijektive Abbildung f +— (ky, f+) von @/ nach

Rsg X Fo definiert. Es handelt sich um einen Gruppenisomorphismus, weil fiir
g € o gilt
(fog)(X) =k fu(kgge(X)) = ky - kg - (f+ © g:)(X).
(2) Es folgt aus (1), dass die Gruppe <73 isomorph zu R+ x Zo, welche abelsch
ist (vgl.[Theorem 13.22| und [Proposition 13.26)). Seien X, Y € £\ {O}. Dann gibt es

nach [Theorem 14.6| eine eindeutige gerade Ahnlichkeit f, die das Paar (O, X) auf
das Paar (O,Y) abbildet. Insbesondere gilt f(O) = O und somit f € /3. O

14.4. Klassifikation der Ahnlichkeiten der Ebene. Wir betrachten den Fall,
dass der Proportionalitéitsfaktor k £ 1 ist, weil wir die Isometrien schon klassifiziert
haben.

Proposition 14.9. Eine Ahnlichkeit f von € mit Proportionalititsfaktor k # 1
hat einen eindeutigen Fizpunkt, den wir Zentrum nennen.

Bewets. Wir 16sen die lineare Fixpunktgleichung
f(O)-i—kf*(X):X, [« € Yo,
im Vektorraum (£, O). Wir kénnen die Gleichung auch in der Form
(id =k f)(X) = f(O)

schreiben. Es geniigt dann zu zeigen, dass die lineare Abbildung id —k f. injektiv

ist. Denn dann ist sie invertierbar (wir werden das in [Korollar 28.19| beweisen) und

die eindeutige Losung ist

X = (id —k£.) " (£(0)).
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Injektivitdt von id —k f, bedeutet, dass kein X # O die Gleichung

X =kf.(X)
erfiillen kann. Die Gleichung impliziert
X1 = E1X1,
was wegen k # 1 nur fiir | X|| = 0 moglich ist. O

Nun kénnen wir die Ahnlichkeiten mit Proportionalititsfaktor k # 1 vollstindig
klassifizieren: Sei f eine Ahnlichkeit mit Zentrum O € & und Proportiona-
litdtsfaktor k #£ 1.

Wenn f gerade ist, dann ist f ein Element von ,;afg , also eine Komposition
einer Drehung und einer zentrischen Streckung ho  mit Streckfaktor k € Rso\ {1}
(vgl. [Proposition 14.8]). Wir sprechen von einer Drehstreckung.

f(C)

Wenn f ungerade ist, dann ist f die Komposition einer zentrischen Streckung
ho,r und einer Spiegelung mit Spiegelungsachse durch O. Wir sprechen von einer
Klappstreckung. Die Spiegelungsachse heiBt auch Ahnlichkeitsachse von f.




KAPITEL 6
Winkel

15. Die Gruppe der Winkel

Wir fithren die Definition der Winkel auf den Begriff der Rotation zuriick.

15.1. Winkel mit gleichem Scheitelpunkt. Fiir jeden Punkt O € £ nennen
wir eine Rotation um O einen Winkel mit Scheitelpunkt O.

Ist (hi,hs) ein Paar von Halbgeraden mit Ursprung O, dann nennen wir die
Rotation um O, die h; in hs iiberfiihrt, den Winkel, der von (hq, ha) gebildet wird,

und schreiben dafiir Z(hq, ha). Diese Rotation ist eindeutig wegen

Die Menge der Winkel mit Scheitelpunkt O ist also die Menge Zo der Rota-
tionen um O und folglich eine abelsche Gruppe. Wir werden die Gruppenoperation
der Gruppe der Winkel additiv schreiben.

15.2. Vergleich von Winkeln mit verschiedenen Scheitelpunkten. Fiir
A, B € & bezeichne tp 4 die Translation, die A auf B abbildet. Die Abbildung ¢tz 4
ist ein Isomorphismus von (&, A) nach (£, B), der sowohl die Vektorraumstruk-
tur als auch die metrische Struktur erhélt. Dieser Isomorphismus ist transitiv im
folgenden Sinn: fiir alle A, B,C € & gilt

tCA:tCBOtBA~ (151)

Weil Rotationen in Termen von Geraden und Distanzen definiert sind, induziert der
Isomorphismus tg4 einen Gruppenisomorphismus von #Z4 nach Zg, d.h. von der
Gruppe der Winkel mit Scheitelpunkt A zur Gruppe der Winkel mit Scheitelpunkt
B. Diesen Gruppenisomorphismus werden wir ebenfalls mit t54 bezeichnen.

Sei nun A € £ beliebig. Wir identifizieren jeden Winkel o mit Scheitelpunkt
B mit dem eindeutigen Winkel mit Scheitelpunkt A, der o mittels des Isomorphis-
mus tpa entspricht. Die Transitivitat garantiert, dass diese Identifikation
konsistent ist.

Seien (hq, hy) zwei beliebige Halbgeraden mit Ursprung A. Der Isomorphismus
tpa : (£,A) — (€, B) bildet h; auf die parallele Halbgerade h}, fiir ¢ = 1,2, mit
Ursprung B ab. Vermoge der Identifikation, die wir definiert haben, gilt somit

Z(h‘lvh‘Q) = 4( /lah/2)
Diese Beobachtungen rechtfertigen nun die folgende Definition.

Definition 15.1. In der Ebene (£,0) ist der Winkel Z(hj,h2) eines Paa-
res (hi,hs) von Halbgeraden mit beliebigem Ursprung definiert als der Winkel
Z(hY, hy) mit Scheitelpunkt O, wobei hf, h Halbgeraden mit Ursprung O sind mit
Ry |lh1 und hj||he. Die additive Gruppe der Winkel bezeichnen wir mit #.

Die Definition héingt nur scheinbar von der Wahl von O ab. Beachte, dass in
der Definition die Halbgeraden h; und hs auch unterschiedlichen Ursprung haben
konnen.

61



62 6. WINKEL
ho
\ hl

Sind hy und hg zwei Halbgeraden mit Ursprung B und A € hy \ {B} und
C € hy \ {B} dann schreiben wir auch

Z(A, B, C) = Z(hl, hg)
c ha
B
A h
Das neutrale Element der additiven Gruppe # bezeichnen wir mit 0. Den
geraden Winkel, der der Punktsymmetrie mit Zentrum O entspricht bezeichnen

wir mit w. Ist (h1, ha) ein Paar von Halbgeraden mit dem gleichen Ursprung, dann
gelten:

Z(hl,hg) 0 < hi1 = ho
Z(hi,he) =w < h; und hs sind gegensinnig

Weiters gilt
w+w =0 oder dquivalent —w =w.

Sind A1, ho, hg drei Halbgeraden mit Ursprung O, dann ist die Rotation um O,
die h; auf hg abbildet, die Komposition der Rotation, die h; in hsy iiberfiihrt, mit
der Rotation, die hy in hg iiberfiithrt. Somit gilt:

Z(h1,hg) = Z(h1, he) + Z(ha, hs).
Insbesondere gilt
4(h1, hg) + Z(hg, hl) = Z(hl, hl) =0
and daher
Z(hi,hg) = —Z(hg, hy).
Im Allgemeinen gilt

Z(h1,hy) = Z(h1, he) + Z(ha, hs) + -+ + Z(hp—1, hn),

wenn (hy, ha,...,hy,) eine endliche Folge von Halbgeraden mit dem gleichen Ur-
sprung O ist.
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15.3. Die Winkelsumme in einem Polygon. Unter einem Polygon in der
Ebene verstehen wir eine Folge von Punkten (A;, As, ..., A,) (bis auf zyklisches
Permutieren), wobei A; # A, fir allei = 1,...,n — 1 und A4,, # A; gilt. Wir
setzen A, 41 := A;. Dann definieren wir, fiir i = 1,...,n,

h; := Halbgerade mit Ursprung A;, die A;1 enthélt.

Wir nennen Z(A;_1, A;, Aiy1) den Winkel des Polygons bei A; und Z(h;_1,h;)
den Auflenwinkel des Polygons bei A;, wobei ¢ = 2,...,n. Der Winkel bei A,
ist Z(A,, Ay, As), der Aussenwinkel bei Ay ist Z(hy,, hy).

Proposition 15.2. Es gilt:

(1) Die Summe der Auflenwinkel in einem Polygon ist 0.
(2) Die Summe der Winkel in einem Polygon ist 0 oder w, je nachdem ob die
Anzahl n der Ecken gerade oder ungerade ist.

Beweis. (1) Es gilt
4(]7‘1) h2) + Z(h27 h?)) +--- 4+ Z(h"l’b—la hn) + Z(h’l’u hl) = Z(h]n hl) =0.

(2) Wir bezeichen mit h}_, die Halbgerade mit Ursprung A;, die den Punkt
A;_1 enthélt. Dann gilt Z(h;_;,h;—1) = w und somit

L(Ai1, Ay Aipr) = Z(RG_y, hiza) + Z(hi—1,hy) = w + Z(hi—1, hy).

Die Summe aller Winkel in einem Polygon (Aj, As, ..., A,) ist also nw + 0 wegen
(1). Weil w+w = 0, ist diese Summe 0, wenn n gerade ist, und w, wenn n ungerade
ist. (]

Insbesondere ist die Winkelsumme in einem Dreieck (Aj, As, A3) immer w.

Theorem 15.3 (Auflenwinkelsatz). In einem Dreieck (A1, A, As) mit Innenwinkel
ayp = L(As, A1, As), as = L(A1,Aq, As), ag = £(Az, A3, A1) und Aufenwinkel
Oéll = Z(hg,hl), 0/2 = Z(hl,hg), ag = 4(]12, h3) gilt

a + az + ol =0,

aq + O/2 + a3 = 0,

o) +as +az =0.

Beweis. Die Winkelsumme ist a1 + ae + a3 = w. Weiters gilt «; — o) = w fiir alle
i=1,2,3. O
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16. Winkel und Ahnlichkeiten

16.1. Winkel und Spiegelungen. Zunichst tiberlegen wir uns, wie sich Winkel
unter Spiegelungen verhalten.

Lemma 16.1. Sei s eine Spiegelung mit Spiegelungsachse durch O. Sei (hi,h2)
ein Paar von Halbgeraden mit Ursprung O. Dann gilt

Z(S(hl), S(hg)) = 7Z(h1, h2)
Beweis. Sei h eine der beiden Halbgeraden der Spiegelungsachse von s mit Ursprung

O. Sei s; die Spiegelung, die h mit s(h) vertauscht. Die Rotation s; o s bildet dann
h auf s(h1) und hy auf h ab. Somit gilt

Z(h,s(h1)) = Z(h1, h).
Analog sieht man
Z(h,s(hg)) = Z(ha, h).
Es folgt
Z(s(h1),s(ha)) = Z(s(h1),h) + Z(h, s(h2))
Z(h,hy) + Z(ha, h)

= ZL(hg, h1)
— /(1 ha). 0
ha
h1
.............................. O h
s(h1)
s(h2)

16.2. Winkel und Ahnlichkeiten.

Proposition 16.2. Sei (hy, ha) ein Paar von Halbgeraden in € und sei f : € — &
eine Ahnlichkeit. Dann gilt

Z(f(h1), f(h2)) = Z(h1,h2)  wenn f gerade ist,
Z(f(h1), f(ha)) = —Z(h1,ha) wenn f ungerade ist.

Beweis. Jede Ahnlichkeit f ist eine Komposition einer Dilatation mit positivem
Streckfaktor und einer Isometrie mit Fixpunkt O der gleichen Paritéit wie f. Di-
latationen mit positivem Streckfaktor erhalten die Richtung von Halbgeraden und
Parallelitdt; daher erhalten sie Winkel. Somit geniigt es den Fall zu betrachten,
dass f eine Isometrie mit Fixpunkt O ist und h; und hg den gleichen Ursprung O
haben.

Wenn die Isometrie f ungerade ist, dann ist f eine Spiegelung und mit

[ma 16.1] gilt
Z(f(h1), f(h2)) = —Z(h1, ha).
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Wenn f gerade ist, dann ist f die Komposition zweier Spiegelungen und es folgt
Z(f(h1), f(h2)) = —=(=£(h1, h2)) = £(ha, ha). O
16.3. Charakterisierung von Rotationen.

Proposition 16.3. Sei 0 ein Winkel, A € € und f : £ — & eine Abbildung. Dann
ist f genau dann die Rotation um A, die den Winkel 0 realisiert, wenn f(A) = A
und

d(A, X)=d(A, f(X)) wund ZL(X,Af(X))=60 firaleX # A.

Beweis. Die Rotation um A, die den Winkel 6 realisiert, hat natiirlich diese Eigen-
schaften. Andererseits definieren fiir jedes X # A die Bedingungen
d(A, X)=d(AY) und ZL(X,AY)=0

einen eindeutigen Punkt Y. Folglich muss jede Abbildung f mit den gegebenen
Eigenschaften die Rotation um A sein, die dem Winkel 6 entspricht. (|

Theorem 16.4. Sei A € £ und sei f: & — & eine Abbildung. Die Abbildung f ist
genau dann eine Rotation um A, wenn:

(1) f(4) = A.
(2) Fiir jedes X # A gilt d(A, X) = d(A, f(X)).
(3) Fir alle X,Y wverschieden von A gilt Z(X,A,Y) = Z(f(X), A, f(Y)).

Beweis. Sei f eine Rotation um A. Dann gelten natiirlich (1) und (2). Weiters folgt
(3) aus [Proposition 16.2]

Umgekehrt, wenn f die Bedingung (3) erfiillt, dann gilt
L(X, A, f(X) = (X, AY) + 2V, A f(Y) + Z(F(Y), A, f(X)) = £(Y, A, f(Y))

fiir alle X,Y # A. Deshalb folgt aus [Proposition 16.3] dass f eine Rotation um A
ist. O

16.4. Charakterisierung von Ahnlichkeiten.

Theorem 16.5. Sei A eine nicht-kollineare Teilmenge von £ und sei f : A — &
eine injektive Abbildung. Wenn

Z(F(X), f(V), £(2)) = L(X,Y, Z) fiir alle X,Y,Z € A, (16.1)

dann ist f die Einschrinkung einer eindeutigen geraden Ahnlichkeit von € auf A.
Wenn

L(F(X), f(Y), f(2)) = —£(X,Y,Z) fir alle X,Y,Z € A, (16.2)

dann ist f die Einschrinkung einer eindeutigen ungeraden Ahnlichkeit von € auf

A.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass f Winkel erhélt; im Fall setzen wir
dafiir f noch mit einer Spiegelung zusammen. Wéhle zwei verschiedene Punkte
Xo,Yy in A. Dann gibt es eine eindeutige gerade Ahnlichkeit f; : € — &, die
Xo auf f(Xo) und Yy auf f(Yy) abbildet (vgl. (2)) Die Abbildung
h = f; Yo f: A — & fixiert Xo und Yy und erhiilt Winkel. Daraus folgt: fiir
jedes X ¢ g(Xo,Yp) schneiden sich die Geraden g(Xo, X) und ¢g(Yy, X) und es gilt
9(Xo, h(X))[lg(Xo, X) und g(Yo, h(X))lg(Yo, X). Damit gilt h(X) = X.

Das zeigt, dass h auflerhalb von ¢(Xy,Yy) die Identitéit ist. Weil A nicht-
kollinear ist, gibt es ein Zy € A mit Zy ¢ g(Xo, Yo). Wie oben sieht man, dass h auch
auflerhalb von g(Xo, Zy) die Identitét ist. Es folgt, dass h auf ganz A die Identitit
ist. Weil A drei nicht-kollineare Punkte enthélt, ist die einzige Ahnlichkeit auf &,
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die h erweitert, die Identitit. Das heifit, dass f die Einschrinkung der Ahnlichkeit
f1 ist, und die Ahnlichkeit f; ist eindeutig.

Die Ahnlichkeit f; ist gerade. Im Fall muss sie noch mit einer Spiegelung
zusammengesetzt werden, was die Paritdt dndert. O

16.5. Ahnliche und kongruente Dreiecke. Zwei nicht degenerierte Dreiecke
(A,B,C) und (A’, B’,C") heilen dhnlich, wenn es eine Ahnlichkeit f : £ — £ gibt,
die f(A) = A’, f(B) = B" und f(C) = ¢’ erfiillt. Dann folgt aus der Definition der
Ahnlichkeit, dass

d(A',B) _d(B',C") _d(C",A)

d(A,B)  d(B,C)  d(C,A)
gilt. Und aus [Proposition 16.2|folgt, dass entsprechende Winkel bis auf das Vorzei-
chen gleich sind:

(16.3)

/(A B, C')=+/(A,B,C),
/(B',C',A') = +/(B,C, A), (16.4)
/(C' A", B') = +/(C, A, B).

Das Vorzeichen ist positiv, wenn die Ahnlichkeit gerade ist, und negativ, wenn sie
ungerade ist.

Zwei #hnliche Dreiecke heifien kongruent, wenn die Ahnlichkeit f sogar eine
Isometrie ist. In diesem Fall sind alle Verhéltnisse in (16.3]) gleich 1.

Theorem 16.6 (W:W:W Satz). Zwei Dreiecke (A, B,C) und (A’,B',C") sind
dhnlich, wenn die Relationen (16.4]) (jeweils mit dem gleichen Vorzeichen) gelten.

Beweis. Der Satz ist eine Konsequenz von [Theorem 16.5) (]
Theorem 16.7 (S:W:S Satz). Zwei Dreiecke (A, B,C) und (A’,B’,C") sind
ahnlich, wenn die Relationen

Z(C' A" B") = +/(C, A, B)

und
d(A’, B) B d(c’', A”)

d(A,B) ~ d(C,A)

gelten.

Beweis. Sei f : {A,B,C} — &£ die Abbildung, die f(A) = A’, f(B) = B’ und
f(C) = erfiillt. Wir kénnen annehmen, dass
Z(F(C), (A), F(B)) = £(C, A, B)

gilt. Es gibt eine eindeutige gerade Ahnlichkeit f; : € — &, die A auf f(A) und B
auf f(B) abbildet. Die Abbildung h = f; ' o f: {4, B,C} — & fixiert A und B und
es gilt (dank [Theorem 16.5)

Z(h(C), h(A), h(B)) = L(F(C), £(A), (B)) = L(C, A, B),
weil f; ! winkelerhaltend ist. Weiters gilt

| d(A,B) _d(h(4).h(B)) _ d(h(C),h(A))

d(A, B) d(A, B) d(C, A)
und daher d(h(C), A) = d(C, A). Es folgt, dass auch C ein Fixpunkt von h ist. Wir
konnen schlieflen, dass h die Einschréinkung der Identitéit auf £ ist. Somit ist f die

Einschriinkung der Ahnlichkeit f;. (]

Theorem 16.8 (S:S:S Satz). Zwei Dreiecke (A, B,C) und (A’, B',C") sind dhnlich,
wenn die Relationen (16.3)) gelten.
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Beweis. Wie im vorigen Beweis definieren wir f und finden eine Ahnlichkeit f; :
£ — &, die A auf f(A) und B auf f(B) abbildet. Dann gelten fiir h = f; ' o f die
Relationen

| d(h(A),B(B) _ d(h(B).h(C)) _ d(h(C),h(4)
d(A, B) d(B,C) d(C, A)
insbesondere ist h : {4, B,C} — £ ecine Isometrie mit zwei Fixpunkten A und B.
Nach [Proposition 13.10[ist % die Einschrénkung der Identitét oder der Spiegelung
an der Achse g(A4, B). In jedem Fall ist f die Einschrinkung einer Ahnlichkeit. O

Theorem 16.9 (SSS Satz). Zwei Dreiecke (A, B,C) und (A’, B',C") sind kongru-
ent, wenn die Relationen

d(A',B")=d(A,B), d(B',C')=d(B,C), d(C',A")=d(C,A)
gelten.
Beweis. Der Satz ist eine unmittelbare Konsequenz von (I
Theorem 16.10 (SWS Satz). Zwei Dreiecke (A, B,C) und (A’, B',C") sind kon-

gruent, wenn die Relationen

Z(C', A, B") = +/(C, A, B)

und
d(A",B"Y =d(A,B), d(C',A")=d(C,A)
gelten.
Beweis. Der Satz wird in analoger Weise zum S:W:S Satz gezeigt. O

Theorem 16.11 (WSW Satz). Zwei Dreiecke (A, B,C) und (A’, B',C") sind kon-
gruent, wenn die Relationen

d(A’',B") = d(A, B)
und
/(C'A',B")=+/(C,A,B), Z(A',B,C")=+/(A,B,C)
(mit jeweils gleichen Vorzeichen) gelten.
Beweis. Sei f : {A,B,C} — £ die Abbildung, die f(A) = A’, f(B) = B’ und
f(C) = C’ erfiillt. Wir kénnen annehmen, dass
Z(f(C), f(A), f(B)) = £(C, A, B), Z(f(A), f(B), f(C)) = £(4, B,C).

Es gibt eine gerade Isometrie fi, die A auf f(A) und B auf f(B) abbildet (die
Translation, die A in f(A) iiberfiihrt, zusammengesetzt mit einer Rotation um A).
Die Abbildung h = ffl o f fixiert A und B und hat (dank [Theorem 16.5) die
Eigenschaft
Z(h(C), h(A),M(B)) = £(C,A,B), Z(h(A),h(B),h(C)) = £(A,B,C).

Nun schneiden sich die Geraden ¢(A,C) und ¢(B,C) in C und es gilt
g(A, h(C))|lg(A,C) und g(B,h(C))|g(B,C). Somit folgt h(C) = C. Daher ist
h: {A,B,C} — & die Identitit und hat als eindeutige isometrische Erweiterung
die Identitat auf £. Es folgt, dass f sich zu einer Isometrie erweitern ldsst. O

Korollar 16.12. In einen Dreieck (A, B,C) gilt
d(A,0) =d(B,C) o Z(C,AB)= /(A B,C).

So ein Dreieck nennt man gleichschenklig.
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Beweis. Sei g die Streckensymmetrale von (A, B). Wenn d(A,C) = d(B,C) gilt,
dann liegt C' auf g wegen [Proposition 12.141 Dann ist B das Bild von A unter der
Spiegelung s an der Achse g. Es folgt, dass

Z(C,A,B) = —£(s(C),s(A),s(B)) = —£(C, B, A) = Z(A, B, C).

Umgekehrt gelte Z(C, A, B) = Z(A, B,C). Dann sind die Dreiecke (A4, B, C)
und (B, A, C) nach dem WSW Satz kongruent. O
16.6. Winkelsymmetrale und rechte Winkel.

Proposition 16.13. Ist a ein Winkel, dann hat die Gleichung 2x = « genau
zwei Losungen in W, die sich um w unterscheiden. Genauer: Sind hy und ho zwei
Halbgeraden mit Ursprung O, dann sind die Halbgeraden h mit Ursprung O, welche

2/(hy,h) = Z(h1, h2)
erfillen, genau die beiden Halbgeraden der Achse der Spiegelung s, die hy mit ho

vertauscht.
/ h2
h h

O

h1

Beweis. Seien also h; und hg zwei Halbgeraden mit Ursprung O und Z(hq, ho) = .
Die Bedingung 2/ (hy, h) = Z(hq, ha) ist dquivalent zu

2/(hy,h) = Z(hy,h) + Z(h,ha) & Z(h1,h) = Z(h, hs).

Diese Bedingung ist erfiillt, falls h eine der beiden Halbgeraden der Achse der

Spiegelung s ist; das folgt aus
Umgekehrt gelte Z(hy,h) = Z(h, hs). Sei hfy das Bild von hy unter der Spiege-
lung an der Trigergeraden von h. Nach gilt dann

Z(hy,h) = —Z (B, h) = Z(h, 1)

und daher Z(h, hy) = Z(h, hs), d.h. h}, = ho. Es folgt, dass die Trégergerade von h
die Spiegelungsachse von s ist. O

Korollar 16.14. Wir haben die folgenden Spezialfille:

(1) Die Gleichung 2z = 0 hat genau die Lisungen 0 und w.
(2) Die beiden Lisungen der Gleichung 2x = w werden rechte Winkel ge-
nannt. Es gilt:

hilhy <  Z(h1,ha) ist ein rechter Winkel. O

16.7. Winkel eines Paares von Geraden. Sei (g, g2) ein Paar von Geraden
durch O. Die Winkel des Paares (g1, g2) sind nach Definition die Rotationen um
O, die g1 in go iiberfithren.

Es gibt genau zwei solche Winkel. Man erhélt sie als jene Winkel, die eine
Halbgerade in g7 (mit Ursprung O) mit den beiden Halbgeraden in go bildet (die
Wahl der Halbgeraden in g; spielt keine Rolle). Die Differenz der beiden Winkel ist
w.
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g2

g1

Diese Definition kann nun durch Parallelitéit auf beliebige Paare von Geraden
bzw. Richtungen ausgedehnt werden.

16.8. Scheitelwinkel, Stufenwinkel und Wechselwinkel. Wenn sich zwei Ge-
raden in einem Punkt O schneiden, dann erhalten wir vier Halbgeraden mit Ur-
sprung O.

hg kl

kz hl

Mit der Beschriftung wie in der Zeichnung gilt
L(hy, k1) + L(k1, k) = Z(h1, ko) = Z(h1, ha) + Z(ha, k2)
d.h.
Z(hi, k1) +w=w+ Z(hs, k2)
und somit
Z(hy, k1) = Z(he, k)

Die sogenannten Scheitelwinkel Z(hq, k1) und Z(hs, ko) sind also gleich. Ebenso
folgt, dass die Scheitelwinkel Z(k1, ho) und Z(kg, hy) gleich sind.

Seien nun h und k parallele Geraden und g eine Gerade, die h und k schneidet.

Mit den Bezeichnungen wie in der Zeichnung gilt o = 8; das ist eine Konsequenz
der Definition der Winkel. Die Winkel a und S heiflen Stufenwinkel. Nun gilt
B = ~, weil S und v Scheitelwinkel sind. Folglich gilt auch a = . Die Winkel «
und v heiflen Wechselwinkel. Gilt in dieser Konstellation umgekehrt o = 8 oder
« = 7, dann sind die Geraden h und k parallel.

Entsprechende Aussagen gelten natiirlich auch fiir entsprechende andere Winkel
in dieser Situation.
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17. Orientierung

17.1. Orientierung von Paaren von Halbgeraden. Sei 7 die Menge der Paa-
re (hi, he) von nicht-kollinearen Halbgeraden in £ mit dem gleichen Ursprung. Fiir
(h1,ha), (Ry, h%) € A sagen wir, dass (hq, he) und (R}, h}) die gleiche Orientie-
rung haben, wenn fiir die eindeutige gerade Isometrie f, die hy auf h} abbildet,
f(hg) und h% in der gleichen Halbebene bzgl. der Trigergeraden von h} liegen.

ho

h1

= f(h)

Lemma 17.1. Dadurch wird eine Aquivalenzrelation auf 7 definiert. Es gibt ge-
nau zwei Aquivalenzklassen.

Beweis. Die Relation ist natiirlich reflexiv, weil die Identitit eine gerade Isometrie
ist. Sie ist symmetrisch, weil mit der geraden Isometrie f auch die inverse Abbildung
£~ eine gerade Isometrie ist, und Isometrien Halbebenen auf Halbebenen abbilden.
Die Transitivitéit folgt, weil die Komposition von geraden Isometrien wieder gerade
ist.

Es gibt genau zwei Aquivalenzklassen, weil jede Gerade zwei Halbebenen indu-
ziert. O

Wenn wir ein Paar (h{,h9) in J# fixieren und als Referenz beniitzen, dann
kénnen wir in Bezug auf (hY, hY) von positiver und negativer Orientierung sprechen:
ein Paar (h1, he) hat positive Orientierung, wenn es die gleiche Orientierung wie
das Referenzpaar (hY,h3) hat, und negative Orientierung, wenn es nicht die
gleiche Orientierung wie (hY, hJ) hat.

Proposition 17.2. Gerade Ahnlichkeiten sind orientierungserhaltend, ungerade
Ahnlichkeiten kehren die Orientierung um. O

17.2. Orientierung von Winkeln. Seien o, o’ zwei Winkel beide ungleich 0 und
w. Wir sagen, dass a und ' die gleiche Orientierung haben, wenn es Paare
(h1,he) und (b}, k%) in JZ gibt, die die gleiche Orientierung haben und Z(hy, ha) =
o und Z(hy, hb) = o erfiillen. Dadurch ist eine Aquivalenzrelation auf # \ {0,w}
mit genau zwei Aquivalenzklassen definiert.

Proposition 17.3. Sei (X,Y, Z) ein nicht-degeneriertes Dreieck in €. Dann haben
die drei Winkel

L(X,Y,Z), Z(Y.Z,X) und Z(Z,X,Y)
alle die gleiche Orientierung.
Beweis. Wir zeigen, dass Z(X,Y, Z) und £(Y, Z, X) die gleiche Orientierung haben.

Der Rest folgt analog.

Sei X’ ein Punkt auf der Streckensymmetralen g von (Y, Z), der in der glei-
chen Halbebene bzgl. ¢g(Y, Z) liegt wie X. Dann haben natiirlich Z(X,Y,Z) und
Z(X')Y, Z) die gleiche Orientierung, ebenso wie Z(Y, Z, X) und £(Y, Z, X'). Es gilt
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A(X"Y,Z) = —-4(X',Z,Y), weil die beiden Winkel durch Spiegelung an ¢ inein-

ander iibergehen, und daher Z(X",Y, Z) = Z(Y, Z, X') (vgl. [Korollar 16.12)). Also
haben Z(X,Y, Z) und Z(Y, Z, X) die gleiche Orientierung. O







KAPITEL 7
Trigonometrie

18. Elementare Trigonometrie

18.1. Kosinus und Sinus. Sei « ein Winkel. Sei (F1, E3) eine Orthonormalbasis
fiir (£,0). Sei f die Rotation um O, die den Winkel « realisiert. Die Koordinaten
von f(E7) bzgl. der Basis (E1, F3) heifen Kosinus von « und Sinus von « und
werden mit cos o und sin o bezeichnet.

Es
f(En)
sin o
L
>
19) cos E;
Es gilt
cos? a +sin?a = 1, (18.1)

denn nach haben wir
1=d(0,E)* =d(f(0), f(E1))? = ||(cosa)E; + (sina)Fy||* = cos® a + sin® a.
Die Identitat liefert sofort
[cosa| <1 wund |[sina| <1. (18.2)

Es gilt nun herauszufinden, wie cosa und sina von der Wahl der Basis
abhédngen.

Proposition 18.1. Der Kosinus cos« ist unabhdngig von der Wahl der Ortho-
normalbasis. Der Sinus sina hingegen wechselt das Vorzeichen bei Wechsel der
Orthonormalbasis auf eine Orthonormalbasis der entgegengesetzten Orientierung.

Beweis. Wenn die Basis (Eq, E2) durch (Fs, E7) ersetzt wird, dann hat f(Es) die
Koordinaten cos @ und —sin«a bzgl. (Fs, E7).

-
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Wenn die Basis (Ef, E}) aus der Basis (Eq, E3) durch eine Rotation g um O
hervorgeht, gilt, weil Rotationen um O miteinander kommutieren,

f(BY) = f(9(Er)) = g(f(E1)) = g((cosa) Ey + (sina)Er)
= (cosa)g(En) + (sina)g(E2)
= (cos a)E} + (sina) Ej.
Also dndern cos o und sin « sich nicht.

Wenn die Basis (Ef, Fj) aus der Basis (E1, E») durch eine Translation hervor-
geht, bleiben die Werte von cos o und sin « erhalten, weil Translationen Distanzen
und Winkel erhalten.

Die allgemeine Aussage folgt aus diesen drei Spezialfillen, weil wir aus der
urspriinglichen Orthonormalbasis jede andere erhalten kénnen, indem wir zunéchst
eine Rotation um O gefolgt von einer Translation und schliellich gegebenenfalls
eine Spiegelung durchfiihren. O

Wenn wir also mit dem Sinus arbeiten, sollte immer klar sein, welche Orthonor-
malbasis wir zugrundelegen. Standardméiflig zeigt die orientierte Gerade g(O, E)
auf der Arbeitsfliche nach rechts und die orientierte Gerade g(O, E3) vertikal nach
oben.

Proposition 18.2. Sei (hi,he) ein Paar von Halbgeraden mit dem gleichen Ur-
sprung. Dann gilt

COS é(hl, hg) = C(hl, hg),
d.h. der Kosinus des Winkels Z(hy, ho) ist das Projektionsverhdlinis von (hy, hs).

Beweis. Sei O der Ursprung von hy und hg. Sei Ey der Punkt auf hy mit d(O, Ey) =
1. Bezeichnen wir mit f die Rotation um O, die den Winkel Z(hq, hy) realisiert,
dann ist f(Fy) der Punkt P auf hy mit der Eigenschaft d(O,P) = 1. Fir die
Orthogonalprojektion P; von P auf die Trigergerade von hy gilt in (€, 0),

P1 = (COS 4(]11, h2))E1 = C(hl, hg)E1,
nach der Definition des Kosinus und des Projektionsverhéltnisses. O

Korollar 18.3. Sei « ein rechter Winkel. Dann gilt cosa = 0 und sina = =+1,
wobei das Vorzeichen von der Orientierung der Referenzbasis abhdngt. O

18.2. Die Matrixdarstellung einer Rotation. Sei (E;, Fs) eine Orthonormal-
basis von (£, 0) mit positiver Orientierung (bzgl. einer festen Referenzbasis). Sei f
die Rotation um O, die den Winkel « realisiert, und sei g die Rotation um O, die
FEy auf E5 abbildet.

Dann ist g? die Punktsymmetrie mit Zentrum O (vgl. [Proposition 13.5). Es
folgt

g(Er) = B2, g(E») = ¢°(E1) = —E1.
Mit
f(E1) = (cosa)E7 + (sina)Ey
erhalten wir
f(E2) = f(9(Er)) = g(f(E1)) = (cosa)g(En) + (sina)g(E2)
= (cosa)Fy — (sina)Ey.

Wenn 1, x5 die Koordinaten von X bzgl. der Basis (E1, E») sind, dann gilt X =
x1F1 + z2 Fs und folglich

f(X) =21 f(Er) + 22 f(E2)
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= (z1cosa — xasina)Fy + (21 sina + xg cos a) Es.

Die Matrixdarstellung der Rotation f bzgl. der Basis (F1, E2) ist demnach

cosa —sina

sina  cosa )’
Bemerkung 18.4. Ist (Fi, Es) eine Orthonormalbasis von (£,0) mit negativer
Orientierung, dann hat f bzgl. dieser Basis die Matrixdarstellung

cosa  sina
—sina cosa )’
Jede ungerade Isometrie mit Fixpunkt O kann als Komposition einer Rotation

um O mit einer Spiegelung s mit der Achse g(O, E7) geschrieben werden. Es folgt,
dass die Matrixdarstellung einer solchen Isometrie die Gestalt

COS (v sin o
sina —cosa

hat. Die Spiegelung s hat ndmlich die Matrixdarstellung
1 0
0 -1

cosa —sina) (1 0\ (cosa sina
(Sina cos ) <O —1) o (sina —cosa)'
18.3. Additionsformeln. Sei f; (bzw. f3) die Rotation um O, die den Winkel
ay (bzw. ag) realisiert. Die Komposition f; o fo = f o f ist die Rotation um O,
die den Winkel ay + as realisiert.
In jeder beliebigen Basis ist die Matrixdarstellung von f;o fo das Matrixprodukt

der Matrixdarstellungen von f; und fo. Wahlen wir eine Orthonormalbasis mit
positiver Orientierung, dann erhalten wir

cos(ar +ag) —sin(ar +a2)\  [cosa; —sinag\ (cosas —sina
sin(ag + ag)  cos(a; +az) ) \sinay cosag sinag  cosag
__ [cosaycosan —sinagsinay  — cosaq sinag — sin g cos o
coS vy Sinarp + Sin v COS g COS (v1 COS (xg — SIN (1 Sin arp

Es folgen die beiden Additionsformeln

cos(a + i) = cos ay cos aip — sin aq sin ag,

sin(ay 4 ag) = sin ay cos s + cos o sin a.
Eine analoge Rechnung fiir eine Orthonormalbasis mit negativer Orientierung
wiirde auf das gleiche Ergebnis fithren. Als Spezialfiille (fiir & = a3 = ) erhalten

WI1r

2

cos(2a) = cos® a — sin? o, (18.3)

sin(2a) = 2sin « cos a. (18.4)

Wegen [Proposition 18.2] und [Axiom §| gilt fiir alle Winkel o € #
cos(—a) = cos(a). (18.5)

Mit der Additionsformel folgt
0 = sin(a — «) = sin(«) cos(—a) + cos(a) sin(—a) = cos(a)(sin(a) + sin(—a))

und somit
sin(—a) = — sin(a); (18.6)
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cosa = 0 genau dann, wenn +« ein rechter Winkel ist und in diesen Fall folgt die
Identitdt aus

Setzen wir
E(a) :==cosa+isina, a€¥,
dann sind die Additionsformeln dquivalent zur Identitét

E(a1 + 042) = E(O[l)E(OéQ). (187)

Sei (E1, E5) eine Orthonormalbasis von (£, O), dann kénnen wir die komplexe Ebe-
ne C mit (€,0) vermdge der Abbildung

xr1 + ixg — CUlEl + ZL’QEQ

identifizieren. Mit dieser Identifikation ist F(«) der Bildpunkt f(E;) der Rotation
um O, die den Winkel « realisiert. Somit liefert F eine bijektive Abbildung von #
auf die Menge

T:={ze€C:|z|=1}.
der komplexen Zahlen mit Absolutbetrag 1. Nun bildet T eine multiplikative Gruppe

und (18.7)) bedeutet, dass
E: W —>T (18.8)
ein Gruppenisomorphismus ist. Wir kénnen folglich die Gruppe der Winkel % mit

T identifizieren.

18.4. Der Kosinussatz.

Theorem 18.5. Sei (A, B,C) ein Dreieck mit A # C und B # C. Wenn a =
d(B,C), b=d(A,C) und ¢ = d(A, B), dann gilt

2 =a?+b* —2abcos Z(A,C, B).

Beweis. Das Theorem folgt aus [Proposition 12.3| und [Proposition 18.2] O

Korollar 18.6. Sei (A, B,C) ein Dreieck mit A # C und B # C und einem
rechten Winkel Z(C, B, A). Dann gilt

cos Z(A,C,B) = % = Ldngenverhdltnis von Ankathete zu Hypothenuse.
A
b
C
C a B

Beweis. Nach dem Kosinussatz [18.5| und dem Satz von Pythagoras gilt

a2+’ -2 a®+(a?+A) -2 a
cos Z(A,C,B) = 525 = 5dd =7
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18.5. Der Sinussatz.

Theorem 18.7. Sei (A, B,C) ein nicht-degeneriertes Dreieck. Wir fiithren fol-
gende Bezeichnungen ein: a = d(B,C), b = d(A,C) und ¢ = d(A, B) sowie
a=/L(C,AB), §=4(AB,C), undy= £(B,C,A). Dann gilt

a b c

sina sinf  siny’

Beweis. Nach |Proposition 17.3| haben die Winkel «, 8 und v die gleiche Orientie-
rung.

Sei E; der Punkt auf der Halbgerade durch A mit Ursprung B, der d(B, E1) = 1
erfilllt. Sei f die Rotation um B, die den Winkel § realisiert. Dann liegt f(E7)
auf der Halbgeraden durch C' mit Ursprung B und es gilt d(B, f(E1)) = 1. Sei
E5 so gewihlt, dass (Eq, F2) eine Orthonormalbasis fiir (£, B) bildet. Dann ist
(sin B) B die Orthogonalprojektion von f(E;) auf g(B, F2) und folglich (asin 8)Es
die Orthogonalprojektion von C auf g(B, E»).

(bsin(_a))FQitI .............................................. [;‘;(aSinﬁ)EZ

(sin(—a))Fg?t] -----

Sei Fy der Punkt auf der Halbgerade durch B mit Ursprung A, der d(A, F;) =1
erfiillt. Sei h die Rotation um A, die den Winkel —a realisiert. Dann liegt h(F}) auf
der Halbgeraden durch C' mit Ursprung A und es gilt d(A, h(Fy)) = 1. Wir wihlen
nun Fy so, dass (F, F») eine Orthonormalbasis fiir (£, A) bildet, die gleich orientiert
ist wie (E1, E3). Dann ist (sin(—a«))F; die Orthogonalprojektion von h(F;) auf
g(A, F5) und folglich (bsin(—«))F» die Orthogonalprojektion von C auf g(A, F5).

Nach Konstruktion bildet (A, B, (asin 8)Es, (bsin(—a))F») ein Rechteck. Weil
die Basen (FE4, Es) und (Fy, Fy) die gleiche Orientierung haben und die Winkel —«
und S verschieden orientiert sind, folgt

bsino = asin 5.

Die erste Identitat ist gezeigt. Die zweite Identitét folgt analog. O
Korollar 18.8. In der Situation von sei vy ein rechter Winkel. Dann
gilt

. a .
sinae=— und sing = -,
c c

also Lingenverhdltnis von Gegenkathete zu Hypothenuse. U

19. Winkelmafle

19.1. Existenz und Eindeutigkeit von Winkelmaflen.

Theorem 19.1. FEs existiert eine Abbildung ¢ : R — T mit den folgenden Figen-
schaften:
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(1) ¢ ist surjektiv.
(2) ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus, d.h.
el +y) =p(@)ey), zyeR.

(3) ¢ ist stetig, d.h.
lim |p(z) — 1] = 0.

x—0
Je zwei solche Abbildungen unterscheiden sich nur durch Komposition mit einer

Abbildung h : R — R, h(z) = kz, fir k € R\ {0}.

Wir werden dieses Theorem hier nicht beweisen. Dies geschieht typischerweise
in der Komplexen Analysis.

Bemerkung 19.2. Eine Abbildung, die die geforderten Eigenschaften erfiillt ist

wobei € durch die Potenzreihe

gegebenen ist.

Vermoge des Isomorphismus (|18.8)) identifizieren wir die additive Gruppe der
Winkel mit der multiplikative Gruppe T. Mittels dieser Identifikation hat eine Ab-

bildung ¢ aus [Theorem 19.1| die Homomorphismuseigenschaft
ple+y) =p)+ely), zyeR
Definition 19.3. Eine Abbildung ¢ : R — T = % wie in [Theorem 19.1]| nennt

man ein Winkelmaf3.

19.2. Periode, Gradmafl und Bogenmafl. Sei ¢ : R — # ein Winkelma$.
Dann ist ¢~1(0) eine (abgeschlossene) Untergruppe von R. Es existiert ein z € R,
x # 0, mit p(z) = w. Daher gilt p(2z) = p(z) + p(r) = w +w = 0. Also ist die
Untergruppe ¢~ *(0) weder R noch {0}. Man kann zeigen, dass

¢ 0)=aZ={na:neZ}
fiir ein @ € R, a > 0. Diese Zahl a heifit Periode von ¢. (Das Argument ist wie

folgt (es stiitzt sich aber auf einige Fakten aus der Analysis): Sei a := inf{|z| : z €
0~ 10)\ {0}}. Wenn a = 0, dann gibt es fiir jedes € > 0 ein z € p~1(0) \ {0} mit
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|z| < e. Wir kénnen annehmen, dass « > 0 gilt (sonst nehmen wir —z). Fiir ein
gegebenes y € R existiert n € Z mit nz < y < (n + 1)z und daher |y — nz| <
x < €. Das zeigt, dass ¢~1(0) dicht in R liegt. Weil »~1(0) abgeschlossen ist folgt
¢~ 1(0) = R, ein Widerspruch. Somit gilt a > 0.)

Fiir jedes x € R und alle n € Z gilt

o(z + na) = p(x) + p(na) = p(z).
Insbesondere gilt

2¢p(a/2) = p(a/2) + ¢(a/2) = ¢(a) = 0.
Daher muss der Winkel ¢(a/2) entweder 0 oder w sein (vgl. [Korollar 16.14)). Aber

weil a/2 & aZ muss

pla/2) =w
gelten. Daraus folgt,

2¢(a/4) = w,
d.h. ¢(a/4) ist ein rechter Winkel (vgl. [Korollar 16.14)). Wir sagen, dass das Win-
kelmaf} positiv ist, wenn ¢(a/4) der positive rechte Winkel ist (bzgl. der gewéhlten
Referenzorthogonalbasis). Andernfalls ist nennen wir ¢ negativ; dann ist —¢ po-
sitiv.

Fiir jede positive reelle Zahl b > 0 gibt es ein eindeutiges Winkelmafl 1) mit
Periode b. Ist ndmlich ¢ ein gegebenes Winkelmafl mit Periode a, dann ist ¢ die
Abbildung

r = o(fa). (19.1)
Die gebréuchlichsten Winkelmafe sind das Gradmaf} mit der Periode a = 360 und
das Bogenmaf} mit der Periode b = 27. Im ersten Fall sagt man das Winkelmaf}
wird in Grad gemessen, im zweiten Fall in Radiant. Um die beiden Félle gut
unterscheiden zu kénnen schreiben wir fiir das Gradmafl auch ¢(z) = z° (also z.B.
360°, 90°, 60° etc.).

Gemsif8 geschieht die Umrechnung von Grad- auf Bogenma8 durch die
Abbildung

(o)

2 g
360°
und von Bogen- auf Gradmafl durch

T — (@Jf)o.

Fiir jeden Winkel oy € # hat die Gleichung ¢(z) = o mindestens eine Losung
xg, weil ¢ surjektiv ist. Dann wird die Gleichung zu

p(@) =p(x0) < plz—x0)=0
und wir sehen, die Losungsmenge der Gleichung ist xg + aZ. Jede Zahl xg + na, fiir
n € 7, ist also ein Mafl des Winkels ag. Genau eine der Zahlen liegt im Intervall

[0, a); sie wird das Hauptwinkelmaf3 von oy genannt. Das Hauptwinkelma$ fiir
das Gradmaf (bzw. das Bogenmaf) liegt also im Intervall [0°,360°) (bzw. [0, 27)).

19.3. Kosinus und Sinus als Funktionen auf R. Sei (Fy, F») eine Orthonor-
malbasis von (€, 0), die als Referenzbasis dienen soll. Sei ¢ : R — # das positive
Bogenmafl (d.h. Winkel werden in Radiant gemessen). Mittels ¢ koénnen wir die
Abbildungen cos und sin, die auf # definiert sind, als 2m-periodische Abbildungen
auf R betrachten:

cos:R—R und sin:R—R.

Insbesondere gilt

cos(0) = cos(2m) =1, sin(0) =sin(27) =0
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und nach [Korollar 18.3]
cos (g) =0, sin (%) =1.
Dank und konnen wir
cos(m) = cos® (%) —sin® (3) =0-1=—1

und
sin(m) = 2sin (Z) cos (3) =0
folgern. Weiters gilt nach den Additionsformeln

cos (22) = cos(m) cos (%) — sin(m)sin (3) =0
und auf dhnliche Weise

sin (37”) =—1.

Allgemeiner liefern die Additionsformeln

cos (x4 %) = cos(z) cos (§) — sin(z)sin (§) = — sin(x),
sin (z 4+ %) = sin(z) cos (§) + cos(z) sin (§) = cos(x)
und
cos(z + 7) = cos(x) cos(m) — sin(x) sin(7) = — cos(z),
sin(x + 7) = sin(x) cos(w) + cos(z) sin(w) = — sin(z).
Nach und ist cos eine gerade Funktion, d.h. cos(—x) = cos(x) fiir alle
x € R, und sin eine ungerade Funktion, d.h. sin(—z) = —sin(z) fiir alle x € R.

Wir wollen nun einige weitere spezielle Werte des Kosinus und des Sinus ermit-
teln:

us s s us
v ‘0‘6‘2‘5‘5
. 1| V2| V3
sinz | 0 5 5 5 1

V3| V2| 1
cosx | 1| %5 5 5 0

19.4. Absolutes Winkelmaf3. Sei ¢ : R — # das BogenmaB. Fir o € #
definieren wir das absolute Winkelmaf} als

pa) = inf{|z| : p(z) = a}.
Das absolute Winkelmaf ist vom Hauptwinkelmafl zu unterscheiden: ist z.B. a der
Winkel, der bzgl. der Identifikation # = T der komplexen Zahl —i entspricht, dann
ist & das HauptwinkelmaB (bzgl. des Bogenmafes) von «, wihrend das absolute

Winkelmaf p(a) = 7 ist.

Proposition 19.4. Fir alle o, € W gilt:
(1) pla) = p(=a).
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(2) pla+B) < pla)+p(B).
Durch d(a, B) := p(8 — «) € [0,7] ist eine Distanzfunktion auf # definiert, die
invariant unter der Gruppenoperation ist, d.h. fir alle o, 8,y € W gilt:

o d(o,8) >0 und d(e, 8) =0 & a=0.
e d(a,f) = d(B,).
e d(a,y) < d(a, ) + d(B,7)-
e dla+7,+7) = d(a, B).
Beweis. (1) ist klar, weil ¢(—z) = —¢(z).

(2) Es existieren z,y € R mit ¢(x) = o und p(a) = |z| und ¢(y) = B und
p(B) = ly|. Weiters gilt ¢(z + y) = p(x) + ¢(y) = a + § und daher

pla+ ) <lz+yl < z[+ |yl = pla) + p(B)-
Dass d die angefiihrten Eigenschaften hat, folgt leicht aus (1) und (2). O

Bemerkung 19.5. Jeder Winkel o # w ist durch sein absolutes Winkelmafl und
seine Orientierung eindeutig bestimmt. Manchmal wir die Theorie der Winkel davon
ausgehend entwickelt.

Sind h; und ho, Halbgeraden, bzw. A, B,C drei verschiedene Punkte, dann
bezeichnen wir das absolute Winkelma$l von Z(hy, hs), bzw. Z(A, B, C), auch mit
é(hl,hg) = p(é(hl,hg)), bzw.

£L(A,B,C) :=p(L(A, B,C)).
19.5. SSW und S:S:W Satz.

Lemma 19.6. Sei (A1, A, A3) ein nicht-degeneriertes Dreieck mit den Winkeln
ap = £(As, A1, Ag), ag = Z(A1, Az, Ag) und a3 = £(As, Az, A1). Sei ofy der Au-
Benwinkel bei Ay. Dann gilt
pla) + plas) = p(az)
und insbesondere
plar) <play) und  plas) < p(as).

Beweis. Nach gilt

/
a1+ agz = —Qy.

Die Winkel a1, s und a3 haben die gleiche Orientierung (vgl. [Proposition 17.3)) und
die Summe a3 +as+ a3 = w. Es folgt, dass in diesem Fall p(a; +a3) = p(a1)+p(as)
gilt. Das Lemma folgt nun leicht. t

Lemma 19.7. Sei (A, B,C) ein nichi-degeneriertes Dreieck mit a = d(B,C), b =
d(C,A) und ¢ =d(C,B) und o = £(C, A, B), 8 = Z(A,B,C) und v = Z(B,C, A).
Dann gilt

b<c & pB)<p).

Beweis. Wir nehmen zunichst an, dass b < ¢ gilt. Dann existiert D € [A, B] mit

d(A, D) = b. Wegen [Korollar 16.12] gilt
£(A,D,C)=£(D,C,A) <p(7).

Die letzte Ungleichung folgt, weil p(y) = £L(D, C, A) + L(B, C, D). Die Anwendung
des auf das Dreieck (B, D, C) liefert
£(A,D,C) > p(B)

und somit p(8) < p(7).
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Umgekehrt sei p(8) < p(7y). Dann kann nach dem letzten Absatz nicht ¢ < b
sein. Genausowenig kann ¢ = b gelten, weil das dem widersprechen

wiirde. O

Theorem 19.8 (SSW Satz). Zwei Dreiecke (A, B,C) und (A’',B',C") sind kon-
gruent, wenn die Relationen

L(A',B',C" = 4£(A, B, (),
d(A",B"Y =d(A,B), d(C',A")=d(C,A)
und
d(C, A) > d(A, B)

gelten.
Beweis. Wir konnen annehmen, dass

Z(A',B',C") = Z(A, B,0O).
Wegen dem SWS Satz geniigt es zu zeigen, dass d(B’,C") = d(B, C).

C/

A B’

Angenommen d(B’,C") > d(B,C). Dann gibt es einen Punkt D’ € (B’,C")
mit d(B’, D) = d(B,C). Wegen dem SWS Satz sind die Dreiecke (A, B,C) und
(A’, B’, D’) kongruent, insbesondere gilt

d(A',D") =d(A,C)=d(A",C").
Dank [Korollar T6.17 il
L(A, D', C" =D, C"A).
Das [CEmma T9G ergibt
L(D',C' A= «K(A',D',C") > L(A',B',C").
Weiters impliziert [Lemma 19.7, dass dann d(4,B) = d(4',B') > d(A',C") =
d(C, A) gilt. Das ist ein Widerspruch zu den Voraussetzungen.

Die Annahme d(B’,C") < d(B, () fiihrt analog auf einen Widerspruch. O
Theorem 19.9 (S:S:W Satz). Zwei Dreiecke (A,B,C) und (A’,B',C") sind
dhnlich, wenn die Relationen

L(A',B',C") = «£(A,B,0C),
d(A',B") d(C’",A)
d(A,B)  d(C,A)

und
d(C,A) > d(A, B)
gelten.
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Beweis. Sei f : {A,B,C} — &£ die Abbildung f(A) = A’, f(B) = B’ und f(C) =
C’. Wir konnen annehmen, dass

Z(f(A), f(B), f(C)) = £(A, B,C)
gilt. Sei f1 : & — & eine gerade Ahnlichkeit, die A auf f(A) und B auf f(B)
abbildet. Die Abbildung h = f; Lo f fixiert A und B und es gilt

Z(h(A),h(B),h(C)) = L(A,B,C)

und weiters
| d(h(A) h(B) _ d(h(C), h(A))
d(A, B) d(C, A)
d.h. d(h(C),A) = d(C, A). Nach dem SSW Satz sind die Dreiecke (A, B,C) und
(A, B,h(C)) kongruent. Daher ist h die Einschinkung einer Isometrie auf £ und

(©)
folglich f die Einschrinkung einer Ahnlichkeit. ]







KAPITEL 8

Der Kreis

20. Elementare Eigenschaften

20.1. Definition und Symmetrie des Kreises. Sei A € £ und r € Ryg. Die
Menge

CAr)={Xe& :dAX)=r}
ist der Kreis mit Radius r > 0 und Mittelpunkt A. Wir nennen
DA, r)={X e :dAX)<r}
das Innere des Kreises C(A,r) und
{Xe&:dAX)>r}

das AuBere. Wir nennen D(A,r) auch offene Kreisscheibe und D(A4,r) U
C(A,r) abgeschlossene Kreisscheibe. Jede Halbgerade mit Ursprung A schnei-
det C(A,r) in einem eindeutigen Punkt.

Proposition 20.1. Es gilt:

(1) Es gibt eine eindeutige Punktsymmetrie, die C(A,r) auf C(A,r) abbildet,
namlich die Punktsymmetrie mit Zentrum A.

(2) Die Spiegelungen, die C(A,r) auf C(A,r) abbilden, sind genau jene Spie-
gelungen, deren Achsen A enthalten.

Beweis. (1) Nach Definition la8t die Punktsymmetrie mit Zentrum A den Kreis
C(A,r) invariant. Sei umgekehrt B das Zentrum einer Punktsymmetrie, die C(A, 1)
invariant ld8t. Sei g eine Gerade durch A und B. Diese Gerade schneidet C(A,r)
in zwei Punkten C7,C5. Nach der Definition der Punktsymmetrie ist sowohl A als
auch B Mittelpunkt von Cy und Cs. Es folgt A = B.

(2) Sei g eine Gerade durch A und sei s die Spiegelung an der Achse g. Wenn
X € C(A,r), dann gilt (weil s eine Isometrie ist)

d(A,s(X)) =d(A,X) =,
d.h. s(X) € C(A,r). Das zeigt s(C(A,r)) C C(A,r). Somit gilt auch
C(A,r) = s*(C(A,r)) C s(C(A,r))
und daher s(C(A,r)) = C(A,r).

Umgekehrt sei g die Spiegelungsachse einer Spiegelung, die C(A,r) auf C(A,r)
abbildet. Sei ¢’ die orthogonale Gerade zu g durch A. Dann bildet nach dem vorigen
Paragraphen auch die Spiegelung an ¢’ den Kreis C'(A,r) auf C(A,r) ab. Die Kom-
position der beiden Spiegelungen ist eine Punktsymmetrie, die C(A,r) auf C(A,r)

abbildet. Wegen (1) muss es die Punktsymmetrie mit Zentrum A sein. Folglich
verlauft g durch A. O

Korollar 20.2. Es gilt C(Ay,71) = C(As,r2) genau dann, wenn A; = A und
T =T2.

85
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Beweis. Die Punkte A; und As sind die Zentren der eindeutigen Punktsymmetrien,
die den gleichen Kreis invariant lassen. Nach [Proposition 20.1[1) folgt A; = As.
Dann ist auch klar, dass r; = r5. Die andere Richtung ist trivial. [l

Korollar 20.3. Der Kreis C(A,r) wird unter jeder Rotation um A auf sich selbst
abgebildet. Fiir alle r > 0 und alle X € C(A,r) gilt

CA,r)={f(X): feZa}.
Weiters gilt {f(A) : f € Za} = {A}.

Beweis. Das Korollar folgt aus [Proposition 20.1)(2), weil die Rotation um A genau
die Kompositionen zweier Spiegelungen mit Achsen durch A sind. O

Korollar 20.4. Seien C; = C(A1,71) und Cy = C(Asz,13) zwei Kreise mit Ay #
As. Dann bildet die Spiegelung an der Achse g(A1, As) sowohl Cy U Co als auch
C1 N Cs auf sich selbst ab. O

20.2. Kreise unter Ahnlichkeiten.

Proposition 20.5. Das Bild eines Kreises C(A,r) unter einer Ahnlichkeit f mit
Proportionalititsfaktor k > 0 ist der Kreis C(f(A), kr).
Beweis. Zunichst gilt f(C(A,r)) C C(f(A), kr), weil fiir X € C(A,r) auch
d(f(A), f(X)) = kd(A, X) = kr

gilt. Weil die Umkehrabbildung f~' eine Ahnlichkeit mit Proportionalitiitsfaktor
k=1 ist, folgt somit auch f=1(C(f(A),kr)) C C(A,r). Weiters folgt

C(f(A), kr) = f(fTHC(f(A), kr))) € fF(C(A, 1))
und f(C(A,r)) = C(f(A), kr) ist gezeigt. O
Proposition 20.6. Fir je zwei Kreise C(A,r) und C(A',r") existieren genau zwei

Dilatationen von £, die C(A,r) auf C(A’,r'") abbilden. Die entsprechenden Streck-
faktoren unterscheiden sich nur um das Vorzeichen.

Beweis. In (£,0) bildet die Dilatation X — kX + B dank [Proposition 20.5| den
Kreis C(A4, r) auf den Kreis C(kA+ B, |k|r) ab. Wegen [Korollar 20.2|ist die Gleich-
heit C(A’,r") = C(kA + B, |k|r) dquivalent zu

A'=kA+B und 1 = |k|r

was wiederum #dquivalent zu

/

k=+= und B=A-kA
ist. Die Proposition folgt. t
20.3. Konvexitidt von Kreisscheiben.
Proposition 20.7. Jede offene und jede abgeschlossene Kreisscheibe ist konvex.
Beuweis. Seien X,Y € D(A,r) und Z € [X,Y]. Nach [Korollar 12.12] gilt
d(A,Z) <max{d(A,X),d(A,Y)} <,

d.h. Z € D(A,r). Das Argument fiir abgeschlossene Kreisscheiben funktioniert
analog. 0

Korollar 20.8. Der Durchschnitt zweier Kreisscheiben ist konvex. Der Durch-
schnitt einer Kreisscheibe und einer Halbebene ist konvex. O
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20.4. Der Durchschnitt von Kreis und Gerade.

Proposition 20.9. Sei g eine Gerade, C = C(A,r) ein Kreis und d der Abstand
von A zu g. Sei g’ die orthogonale Gerade zu g durch A und Xy der Schnittpunkt
von g und g'. Es gilt:

o Wennd>r, dann ist CNg =0 und g liegt im Auperen von C.

o Wenn d=r, dann ist CNg={Xo} und g\ {Xo} liegt im Auferen von
C.

e Wennd < r, dann ist CNg = {Xl,)"(g}, wobei X1 # Xo, und (X1, X5)
liegt im Inneren und g\ [X1, X2] im Auferen von C.

Beweis. Die Proposition folgt aus[Proposition 12.9] O

Im dritten Fall heifit die Strecke (X7, X5) eine Sehne und die Gerade g eine
Sekante der Kreises C'.

g
Xo
g
d>r
g/
Xo g
A d=r
g/
g
X1 ‘-‘ X2
d<r

Korollar 20.10. Ist X ein Punkt im Inneren und Y ein Punkt im Aufleren eines
Kreises C, dann schneidet [X,Y] den Kreis C in einem eindeutigen Punkt.

Beweis. Sei g die Gerade durch X und Y. Es liegt, dann der dritte Fall der vorigen
Proposition vor. Somit gilt X € (X71,X2) und Y € ¢\ [X;,X2]. Das Korollar
folgt. t

20.5. Kreistangenten. Sei C' = C(A,r) ein Kreis und sei X € C ein Punkt auf
dem Kreis. Die Tangente an den Kreis C' im Punkt X ist nach Definition die
Gerade g durch X, die orthogonal zu g(X, A) ist.

Die [Proposition 20.9| zeigt, dass g den Kreis C' nur im Punkt X trifft und
dass g\ {X} im AuBeren von C' liegt. Folglich verliuft keine Tangente durch einen
inneren Punkt des Kreises und die einzige Tangente durch einen Punkt auf dem
Kreis ist die Tangente in diesem Punkt.
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Lemma 20.11. Sei C = C(A,r) und g eine Gerade. Die folgenden drei Aussagen
sind dquivalent:

(1) g ist Tangente an C in X.
(2) gnC = {X}.
(3) Die Orthogonalprojektion von A auf g ist X und d(A,X) =r.

Beweis. (1) und (3) sind &quivalent nach der Definition der Tangente.
(1) = (2) folgt aus [Proposition 20.9}
(2) = (3) Es gelte nun (2). Dann ist X € C und daher d(A, X) = r. Wire X

nicht die Orthogonalprojektion von A auf X, dann wire d(4,g) < d(A, X) = r (vgl.
[Proposition 12.9)). Nach [Proposition 20.9| wiirde das aber (2) widersprechen. d

Proposition 20.12. Sei f : £ — £ eine Ahnlichkeit ist und C ein Kreis. Dann ist
g genau dann die Tangente an C' im Punkt X, wenn f(g) die Tangente an f(C) in
f(X) ist.

Beweis. Es gilt g N C = {X} genau dann, wenn f(g) N f(C) = {f(X)}. Nach dem
Lemma ist die Proposition damit bewiesen. 0

Insbesondere folgt im Falle, dass f eine Dilatation ist, dass die Tangenten an

C und f(C) in entsprechenden Punkten parallel sind (vgl. [Theorem 9.1)).

20.6. Der Durchschnitt zweier Kreise.

Proposition 20.13. Seien C = C(A,r), C' = C(A',r") Kreise und d = d(A, A").
Dann gilt
CNC' #0 & |r—r[<d<r+7r.

Beweis. Angenommen X € C N C’. Dann hat das Dreieck (A4, A’, X) die Sei-

tenldngen d, ' und r. impliziert, dass die Ungleichungen |r — /| <
d < r+r' gelten (wenn d = 0, {iberpriift man die Ungleichungen leicht direkt).
Umgekehrt implizieren die Ungleichungen |r — 7/| < d < r + 7’ nach
die Existenz eines Dreiecks (B, B’,Y’) mit den Seitenléngen d = d(B, B’),
r=d(B,Y)und ' = d(B',Y). Dann gibt es eine Isometrie f : £ — £ mit f(B) = A
und f(B’) = A’. Der Punkt f(Y) muss auf beiden Kreisen C' und C’ liegen, denn
d(f(Y),A) = d(Y,B) = r und d(f(Y),A") = d(Y,B’) = r'. (Wenn d = 0, dann
folgt A= A" und r =+/,d.h. C =C".) O

Wir wollen nun die verschiedenen Moglichkeiten diskutieren:

1. Fall: Wenn d =0, dann gilt CNC' =C =C".

2. Fall: Wenn d # 0 und |[r —7/| < d < r+7/, dann gilt CNC’' = {X;1, X2},
wobei X7 und X5 durch Spiegelung an der Geraden g(A, A’) ineinander
iibergehen.

X1
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3.Fall: Wennd #Ound |[r—+'|=d <r+r oder |r—7r'| <d=r+7+,
dann gilt C N C" = {X(} und die beiden Kreise haben eine gemeinsame
Tangente im Punkt Xj.

20.7. Die Kreisgleichung.

Proposition 20.14. Sei (Ey, E3) eine Orthonormalbasis fir (£,0). Seien A =
a1FE1 4+ asFEy und X = x1FE1 4+ xoFE>. Dann gilt

C(Aﬂ”) = {X =x1F1 +x2FEy €& ($1 - a1)2 + (.732 - a2)2 = 7‘2}.

Beweis. Die Bedingung X € C(A,r) ist dquivalent zu d(A4, X)? = r2. In Koordina-
ten bzgl. (Eq, E») hat diese Gleichung die behauptete Form (vgl. (12.4))). O

Die Gleichung

(1 — a1)2 + (z2 — a2)2 =72

kann auf die Gestalt
o3+ x5 4+ 20w, + 2820 +7=0, «,B,7€R, (20.1)

gebracht werden. Wir wollen uns umgekehrt iiberlegen, wann die Gleichung (20.1))
die Gleichung eines Kreises ist. Durch quadratische Ergéinzung kann die Gleichung
in folgender Form geschrieben werden

(x1+ )+ (v2+ )2 +y—a® - pB*=0.
Es konnen drei Falle eintreten:

e Wenn v > o? 4 32, dann ist die linke Seite strikt positiv und daher kann
die Gleichung keine Losung haben.

e Wenn v = a? + 32, dann ist z; = —«, 22 = — 3 die einzige Losung.

e Wenn v < a? + 42, dann ist die Losungsmenge der Gleichung der Kreis
C(A,r) mit Mittelpunkt A = —aF; —8F> und Radius r = y/a? + 52 — 7.

21. Der Peripheriewinkelsatz

21.1. Der Peripheriewinkelsatz.

Lemma 21.1. Sei (X,0,Y) ein nicht-degeneriertes gleichschenkliges Dreieck,
d(0,X) =d(0,Y). Dann gilt

/(X,0,Y)+2/(0,Y,X) = £(X,0,Y) +2/(Y, X,0) = w.

Beweis. Nach [Proposition 15.2f gilt
(X,0,Y)+ £(0,Y, X))+ LY, X,0) =w
und nach gilt
Z(0,Y,X) = Z(Y,X,0). d
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Theorem 21.2. Seien A, X und B drei verschiedene Punkte auf einem Kreis
C(0,r). Dann gilt:
2/(A, X,B)=Z(A,0,B).

Beweis. Das angewendet auf die beiden gleichschenkligen Dreiecke
(X,0,A) und (B, 0, X) liefert
A(X,0,A)+2/(A, X,0)=w und 4(B,0,X)+2/(0,X,B)=w.
Addition der beiden Gleichungen ergibt
Z(B,0,A)+2/(A,X,B)=0

oder dquivalent dazu
2/(A, X,B)=Z(A,0,B). O

A
ﬁ\ B ) : B

Korollar 21.3. Seien A und B verschiedene Punkte in € und sei o € # \ {0} ein
Winkel. Sei C' der Kreis durch A und B, dessen Mittelpunkt O durch die Gleichung

2/(B,A,0) =w—«
definiert ist. Dann gilt fir alle X € £\ {A, B}
XeC & 2/(AX,B)=a.

Beweis. Fiir einen beliebigen Punkt O auf der Streckensymmetrale von (A, B) gilt
2/(B,A,0)=w—-—a & L(AO,B)=aq,
weil die Winkelsumme im gleichschenkligen Dreieck (4, O, B) gleich w ist.
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Sei X € £\ {4, B}. Wenn X € C, dann impliziert
2/(A, X, B) = Z(A,0,B) = a.

Umgekehrt gelte 2Z4(A, X, B) = «. Dann sind die Punkte A, X, B nicht kolli-
near, denn wiren sie kollinear, dann wiirde 2/(A4, X, B) = 0 # « folgen. Es gibt
einen eindeutigen Kreis C’ durch A, X, B (davon werden wir uns in[Proposition 24.4]
iiberzeugen). Sei O’ der entsprechende Mittelpunkt. Theorem 21.2|impliziert

a=2/(A,X,B) = £(A,0,B).
Dann gilt O = O’, C = C’ und somit X € C. O
Sind B; und f; die beiden Losungen der Gleichung 25 = a, wobei a € #\ {0},

dann gilt 5; € # \ {0,w} und f1 — f2 = w (vgl. [Proposition 16.13). Einer dieser
Winkel hat positive Orientierung, der andere hat negative Orientierung.

In der Situation des Korollars seien &1,&; die Halbebenen, die der Geraden
g(A, B) entsprechen. Die Orientierung des Winkels Z(A, X, B) ist positiv oder ne-
gativ, je nachdem ob sich X in & oder & befindet (weil Z(A, X, B) und £(X, B, A)
nach [Proposition 17.3| gleich orientiert sind).

Es folgt, dass auf dem einen Kreisbogen C N &; der Winkel Z(A, X, B) den
Wert 81 und auf dem zweiten Kreisbogen den Wert Sy annimmt.

Korollar 21.4. Fir A # B und jeden Winkel 8 € # \ {0,w} ist die Menge der
Punkte X € €& mit Z(A, X, B) = 8 ein Kreisbogen mit den Enden A und B. O

21.2. Satz von Thales. Als Spezialfall erhalten wir den Satz von Thales:

Theorem 21.5. Sei C' ein Kreis und seien A und B diametral ge-
geniiberliegende Punkte auf C, d.h. A und B sind die beiden Schnittpunkte von
C mit einer Gerade durch den Mittelpunkt von C. Fir jeden Punkt X € C\{A, B}
ist Z(A, X, B) ein rechter Winkel.

Ist umgekehrt (A, X, B) ein nicht-degeneriertes Dreieck mit rechtem Winkel
Z(A, X, B), dann liegt X auf dem Kreis durch A und B, dessen Mittelpunkt der
Mittelpunkt von A und B ist. O



92 8. DER KREIS

21.3. Kreistangenten durch einen Punkt im AuBleren des Kreises. Sei C' =
C(A,r) ein Kreis und X ein Punkt im AuBieren von C. Sei M der Mittelpunkt der
Strecke (X, A) und C’ der Kreis mit Mittelpunkt M durch X und A. Die Diskussion
nach [Proposition 20.13| zeigt, dass sich C und C’ in zwei verschiedenen Punkten
X1, X5 schneiden. Nach dem Satz von Thales sind die Geraden ¢(X, X7) und
g(X, X3) die Tangenten an den Kreis C' durch den Punkt X.

22. Die Potenz eines Punktes beziiglich eines Kreises

22.1. Potenzabbildung. Sei C' = C(A,r) ein Kreis. Die Potenz eines Punktes
X € & beztiglich des Kreises C' ist definiert durch

p(X) = d(A, X)* —

Dadurch ist die sogenannte Potenzabbildung p : £ — R beziiglich des Kreises C
definiert. Es gilt offensichtlich p(X) < 0, wenn X im Inneren von C liegt, p(X) = 0,
wenn X auf C liegt, und p(X) > 0, wenn X im Aufleren von C' liegt.

22.2. Tangenten-, Sekanten- und Sekantensatz.

Proposition 22.1. Seip die Potenzabbildung beziiglich eines Kreises C = C(A,r).
Es gilt:

(1) Wenn P und @ diametral gegeniiberliegende Punkte auf C' sind, dann gilt

— (XP|XQ), firalle X € €.

(2) Wenn P und Q zwei verschiedene Punkte auf C sind und X € €& mit P,Q

kollinear ist, dann gilt
- (XP| XQ).
(3) Wenn X auf der Tangente an C im Punkt P € C liegt, dann gilt
— (XP | XP).
Beuweis. (1) Es gilt (vgl. Abschnitt [T1.5)

(XP| XO) = (XA + AP | X4 + 40)
— (XA + AP | XA - AP)
— (XA | XA) - (AP | AP)

=d(X,A)? —r? = p(X).

2) Sei P’ dir_> Punkt auf C, der P diametral gegeniiberliegt. Dann sind, nach
Theorem 21.5, P'() und X XP orthogonal. Daher gilt wegen (1)
(XP|X0) = (XP|XP + P'Q) = (XP | XP) = p(X).
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(3) In diesem Fall ist (X, A, P) ein rechtwinkeliges Dreieck und des Satz von
Pythagoras liefert

(XP | XP) = d(X,P)? = d(X, A)? — 12 = p(X). O
Theorem 22.2 (Tangentensatz). Sei C' ein Kreis und g eine Sekante von C mit

gNC ={P,Q}. Sei X ein Punkt auf g im Aufieren des Kreises C und sei g' eine
Tangente an C durch X mit ¢’ "C = {R}. Dann gilt

d(X,P)-d(X,Q) =d(X,R)>.

Beweis. Nach [Proposition 22.1{(2) und (3) gilt
(XP| XQ) = p(X) = (XIt| X) = d(X, R)".

Die linke Seite ist gleich d(X, P) - d(X, @), weil P und @ auf der gleichen Halbge-
raden mit Ursprung X liegen. U

Theorem 22.3 (Sekantensatz). Sei C' ein Kreis und g, g" zwei Sekanten von C mit
gNC ={P,Q} und ¢ NC ={P",Q'}, die sich im Auferen von C in einem Punkt
X schneiden. Dann gilt

d(X,P) - d(X,Q) = d(X,P') - d(X,Q).
Sind g,g" Tangenten an C mit gNC = {P} und ¢’ = {P'}, dann gilt
d(X, P) = d(X, P').

Beweis. Der Tangentensatz zeigt, dass das Produkt d(X, P) - d(X, Q) unabhingig
von der Sekante g durch X ist. O

Theorem 22.4 (Sehnensatz). Sei C' ein Kreis und g,g" zwei Sekanten von C mit
gNC ={P,Q} und ¢ N C ={P',Q'}, die sich im Inneren von C in einem Punkt
X schneiden. Dann gilt

d(X,P)-d(X,Q) = d(X,P)-d(X,qQ).
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Beweis. Dank [Proposition 22.1|(2) gilt
—
(XP | XQ) = —(xP

|
Es gilt (XP | XO) = —d(X, P) - d(X, Q) und (XP' | XQ') = —d(X, P') - d(X,Q),
weil X € [P,Q] und X € [P’ Q] Das Theorem folgt. O

Sl 3l




KAPITEL 9

Das Dreieck

23. Der Satz von Menelaos und der Satz von Ceva

23.1. Der Satz von Menelaos.

Theorem 23.1. Sei (A, B,C) ein nicht-degeneriertes Dreieck. Sei g eine Gerade
mit g N {A,B,C} = 0 und mit g N g(4,B) = {C'}, gng(B,C) = {A'} und
gNg(C,A) ={B'}. Dann gilt
AC" BA" CB'
C'B AC B'A
Gilt umgekehrt fir drei Punkte C' € g(A, B), A’ € ¢(B,C) und B' € ¢(C, A),
dann sind A’, B und C' kollinear.

~1. (23.1)

Beweis. Seien A;, By und C; die Orthogonalprojektionen der Punkte A, B und C
auf die Gerade g. Nach dem orientierten Strahlensatz [9.7] gilt

C'A  AA A'B BB B'C CC

C'B BB, A'C (CC,” B'A AA,

und somit
! i /
o5 we wa-(a5) (Cea) (FGa) =t

Wir zeigen nun die Umkehrung. Zunéchst behaupten wir, dass sich die Geraden
g = g(B’,A") und g(A, B) in einem Punkt C” schneiden. Angenommen g und
g(A, B) wiren parallel. Dann wiirde der orientierten Strahlensatz

AB"  BA

B'C AC
implizieren. Mit der Bedingung (23.1]) wiirde daraus
AC" ) C'A

C'B < OB~
95
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folgen, ein Widerspruch weil A # B. Wenn A;, B; und C; wie vorher die Ortho-
gonalprojektionen von A, B und C auf g bezeichnen, dann gilt

C"A AA,  AA CCy  B'A AC

C"B BB, CC, BB, B'C A'B

Mit (23.1)) folgt
AC"  ACY

C"B~ C'B
dh. C'=C". 0

23.2. Der Satz von Ceva.

Theorem 23.2. Sei (A, B,C) ein nicht-degeneriertes Dreieck. Sei P € E\([A, B]U
[B,C] U [C,A]) und g(A,B) N g(C,P) = {C'}, g(B,C)Ng(A,P) = {A'} und
g(C,A)Ng(B,P)={B'}. Dann gilt

AC" BA" CB'

C'B AC B'A~
Gilt umgekehrt fiir drei Punkte C' € g(A, B), A’ € g(B,C) und B' € g(C, A),
dann sind die drei Geraden g(A, A"), g(B,B’) und g(C,C") entweder parallel oder
sie schneiden sich in einem gemeinsamen Punkt.

1. (23.2)

A ' B é C'd

N

Beweis. Wenden wir den Satz von Menelaos auf das Dreieck (A4, B, A’) und die
Gerade ¢g(C,C") an, dann folgt
AC" BC AP
C'B CA' PA
Analog erhalten wir fiir das Dreieck (A, C, A’) und g(B, B’)
AB" CB AP _
B'C BA' PA
Durch Divison der beiden Gleichungen finden wir .
Betrachten wir nun die Umkehrung. Wenn g(A, A’) und g(B, B’) parallel sind,
folgt aus dem orientierten Strahlensatz
BA"  B'A
AC ACT

—1.

—1.

Zusammen mit (23.2)) folgt
{— AC'" BA" CB' AC'" B'A CB'" AC' CB
~ C'B AC B'A (C'B AC B'A (C'B AC

und daher
AC"  AC
c'B - OB’
Der orientierte Strahlensatz[9.7impliziert, dass g(B, B’) und g(C, C’) parallel sind.
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Wir nehmen nun an, dass sich g(A4, A’) und ¢g(B, B’) in einem Punkt P schnei-
den. Dann kénnen g(C, P) und g(A, B) nicht parallel sein, denn sonst wiirde der
orientierte Strahlensatz

BA" AB cB’ CP
= —— und = ——
A'C CP B'A AB
implizieren und mit folgt
_AC'" BA" CB' AC' AB CcP
"03'mc'3%7‘03'6f'(‘i§)
d.h. g:é =1, ein Widerspruch. Somit schneiden sich g(C, P) und g(A, B) in einem
Punkt C”. Der erste Teil des Satzes von Ceva angewendet auf das Dreick (A4, B, C)
und P liefert

AC" BA' CB
C"B AC BA

Zusammen mit (23.2)) folgt
AC" ACY
C"B  C'B
d.h. C'=C". O

24. Besondere Punkte und Geraden im Dreieck

24.1. Der Héhenschnittpunkt. Sei (A, B,C) ein nicht-degeneriertes Dreieck.
Sei g4 die Gerade durch A orthogonal zu g(B,C), gp die Gerade durch B ortho-
gonal zu ¢g(C, A) und g¢ die Gerade durch C orthogonal zu g(A, B). Die Geraden
ga, g und g¢ heilen Hhenlinien des Dreiecks (A, B,C). Die entsprechenden
Schnittpunkte {A'} = ga Ng(B,C), {B'} =g Ng(C, A) und {C'} = gc Ng(A, B)
heiflen Hohenfuf3punkte.

Proposition 24.1. Die drei Héhenlinien eines nicht-degenerierten Dreiecks
schneiden sich in einem Punkt H, dem Héhenschnittpunkt des Dreiecks.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung im Falle, dass die drei Hohenfufipunkte auf
den Dreiecksseiten liegen, d.h. A’ € (B,C), B’ € (C, A) und C’ € (A, B).

e o e b

Bezeichnen wir die Streckenldngen wie in der Zeichnung, dann liefert der Satz
von Pythagoras [12.3]

(c1 + c2)? = b3+ d(B,B')?
(a1 4+ a9)? = ¢ +d(C,C")?
(b1 + b2)? = a3 + d(A, A')?
(c1+c2)? =a? +d(A,A")?
(a1 + as)? = b? +d(B, B')?
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(b1 +b2)? = ¢} +d(C,C")?
und es folgt

(c1+c2)? + b7 = (a1 + az)? + b3
(a1 + a2)2 + C% = (bl + b2)2 + Cg
(b1 +b2)? +a? = (c1 + ¢2)? + a3

Weiters folgt aus den ersten beiden Gleichungen
(c1+¢2)? +b7 — (b +b2)* — 3 = b5 — ¢
und durch Vereinfachung
c1(e1 + c2) = ba(by + ba).

Ahnlich findet man durch Kombination der ersten mit der dritten, bzw. der zweiten
mit der dritten Gleichung

b1(b1 +b2) = az(a; +az) und aj(ay + az) = ca(cr + ¢2).
Durch Multiplikation folgt
arbicr(ar + az)(br + b2)(e1 + c2) = agbaca(ar + az) (b1 + b2)(c1 + c2)
und daher (weil a;, b; und ¢; alle positiv sind)

arbicy

azbacy

Das bedeutet fiir die Teilverhéltnisse (weil die Hohenfufpunkte auf den Seiten lie-
gen)
AC'" BA" CB'
C'B A'C B'A
Der Satz von Ceva liefert, dass sich die Hohenlinien in einem Punkt schneiden,
denn sie sind klarerweise nicht parallel.

Wenn (A, B, C) ein rechtwinkeliges Dreieck ist mit rechtem Winkel in A, dann
gilt gg = g(A, B) und gc = g(A4, C). Die drei Hohenlinien schneiden sich also in A.

1.

Den Fall, dass ein Hohenfuf} nicht auf entsprechender Seite des Dreiecks liegt,
empfehlen wir als Ubung. (]

24.2. Der Schwerpunkt. Sei (A, B, C) ein nicht-degeneriertes Dreieck. Die Ge-
raden durch die Eckpunkte und die Mittelpunkte der jeweils gegeniiberliegenden
Seite heilen Schwerlinien des Dreiecks.

Proposition 24.2. Die drei Schwerlinien eines nicht-degenerierten Dreiecks
schneiden sich in einem Punkt S, dem Schwerpunkt des Dreiecks. Dieser Punkt
teilt jede der Strecken von Ecke zum Mittelpunkt der gegentiberliegenden Seite im
Verhdltnis 2 : 1.

Beweis. Dass sich die drei Schwerlinien in einem Punkt schneiden, folgt leicht aus
dem Satz von Ceva und der folgenden Zeichnung (es ist klar, dass die Schwer-

linien nicht parallel sein kénnen).
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Wir zeigen nun die Behauptung zum Verhéltnis 2 : 1. Die Dreiecke (A, B, C)
und (C’, B, A") sind dhnlich nach dem S:W:S Satz Es folgt, dass d(A’,C") =
b/2. Nach dem orientierten Strahlensatz[9.7sind die Geraden g(A, C') und g(4’,C")
parallel. Wenden wir den Strahlensatz [9.7] auf diese parallelen Geraden und die
Geraden g(A, A") und ¢(C,C") an, so erhalten wir

aAS) b _
d(S, A" b/2
Der Beweis fiir die anderen beiden Schwerlinien ist analog. O

24.3. Der Inkreismittelpunkt.

Proposition 24.3. Die drei Trigergeraden der Winkelsymmetralen der Innenwin-
kel eines nicht-degenerierten Dreiecks schneiden sich in einem Punkt I, dem In-
kreismattelpunkt des Dreiecks.

Beweis. Die Triigergeraden der Winkelsymmetralen der Innenwinkel Z(A, B, C)
und Z(B,C, A) schneiden sich in einem Punkt I. Seinen A’, B’ und C’ die Or-
thogonalprojektionen von I auf die entsprechenden Seiten wie in der folgenden
Zeichnung.

Nach dem WSW Satz[16.11]sind die Dreiecke (C’, B, I) und (4’, B, I) kongruent
und daher gilt d(C’,I) = d(A’,I). Analog folgt d(B’,I) = d(A’,I) und daher
d(C’,I) = d(B’,I). Nach dem Satz von Pythagoras und dem SSS Satz
sind die Dreiecke (A,C’,I) und (A, B’,I) kongruent. Insbesondere liegt I auf der
Triagergeraden der Winkelsymmetralen von Z(C, A, B). O

Der Beweis des Satzes liefert auflerdem, dass
d(I,9(A, B)) = d(I,9(B,C)) = d(I,9(C,A)) =:r.

Der Kreis mit Mittelpunkt I und Radius r beriihrt die Seiten des Dreiecks in den
Punkten A’, B’,C’, welche also Tangenten an den Kreis sind. Dieser Kreis heift
Inkreis des Dreiecks.
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24.4. Der Umkreismittelpunkt.

Proposition 24.4. Die drei Streckensymmetralen der Seiten eines mnicht-
degenerierten Dreiecks schneiden sich in einem Punkt U, dem Umkreismaittel-
punkt des Dreiecks.

Beweis. Die Streckensymmetralen der Seiten (A, B) und (B, C) schneiden sich in
einem Punkt U. Dann gilt d(4,U) = d(B,U) und d(B,U) = d(C,U) und daher
auch d(A,U) = d(C,U) (vgl. [Proposition 12.14). Sei g die Gerade durch U, die
orthogonal zu g(A, C) ist. Nach [Proposition 12.9|schneidet ¢ die Strecke (4, C) in
ihrem Mittelpunkt, d.h. g ist die Streckensymmetrale von (A, C). O

Es folgt somit
d(U,A) =d(U,B) =d(U,C) =: R.

Der Kreis mit Mittelpunkt U und Radius R verlduft durch die Eckpunkte des
Dreiecks. Dieser Kreis heifit Umkreis des Dreiecks.

24.5. Die Eulergerade. In einem gleichseitigen Dreieck fallen die Punkte H, S
und U zusammen. In einem nicht gleichseitigen Dreieck sind die drei Punkte kolli-
near:

Proposition 24.5. Die Punkte H,S,U eines nicht gleichseitigen Dreiecks liegen
auf einer Geraden, der sogenannten FEulergeraden. Weiters gilt

HS
U 2.
Beweis. Die zentrische Streckung h mit Zentrum S und Streckfaktor —% bildet das
Dreieck (A, B,C) auf das Dreieck (Mpc, Mca, Map) ab. Und die Umkehrabbil-
dung h~! bildet das Dreieck (A, B,C) auf das Dreieck (A1, By,C) ab. Es folgt,
dass A (bzw. B und C) der Mittelpunkt von (By, C1) (bzw. (C1, A1) und (A4, By))
ist. Die Hohenlinien das Dreiecks (A, B, C) sind die Seitensymmetralen des Dreiecks
(A1, By, Ch), und daher ist H der Umkreismittelpunkt von (Ay, By, Cy). (Damit ist
ein alternativer Beweis fiir [Proposition 24.1| erbracht.)
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Die Ahnlichkeit h erhiilt Orthogonalitit und bildet daher H auf den
Hohenschnittpunkt des Dreiecks (Mpe, Mca, Map) ab, welcher aber der Umkreis-
mittelpunkt U von (A, B,C) ist. Aus der Definition von h folgt, dass H, S und U

kollinear sind und dass
HS

2 =9
SU

gilt. O

Die HohenfuBpunkte A’, B/, C’, die Seitenmittelpunkte Mag, Mpc, Mca und

die Mittelpunkte der Strecken (H,A), (H, B), (H,C) liegen alle auf einem Kreis,

dessen Mittelpunkt N der Mittelpunkt der Strecke (H,U) ist (Ubung). Dieser Kreis

heiffit Neunpunktekreis oder Feuerbachkreis; er ist auf dem Titelblatt abgebil-
det.
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KAPITEL 10

Der R" und Matrizen

Es sei daran erinnert, dass wir den Begriff des Vektorraums sowie den Begriff
der linearen Abbildung zwischen Vektorrdumen in Abschnitt eingefithrt haben.
In den folgenden Abschnitten werden wir diese Begriffe und ihre Zusammenhénge
genauer studieren. Diese Theorie wird Lineare Algebra genannt.

25. Die Koordinatenebene R?

25.1. Geraden in R?. Die Euklidische Ebene (£, 0) mit Ursprung O kann nach
der Wahl einer Orthonormalbasis mit der Koordinatenebene R2 identifiziert werden.

Wir haben in (8.1 gesehen, dass jede Gerade in £ = R? in Koordinaten durch
eine Gleichung der Form

a1x1+a2x2+b:0, G,l,a,g,bER, <a17a2)7é(070)7

dargestellt werden kann. Umgekehrt représentiert jede Gleichung dieser Form eine
Gerade in £ = R?.

Lemma 25.1. Fiir eine Teilmenge g C R? sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) Es gibt ay,a2,b € R mit (a1, az2) # (0,0), sodass
g={(x1,22) € R*: a11 + agxs = b}.
(2) Es gibt p,v € R? mit v # 0, sodass
g={p+tveR?:tcR}.

Beweis. Seien aq,a2,b € R mit (a1, a2) # (0,0). Dann ist fir 1,22 € R

ai1x1 + asxe =0 (251)
dquivalent zu
JteR: (x1,22) =t(—ag,a1). (25.2)
In der Tat, falls a1 # 0, dann fithrt mit (25.1) die Wahl ¢ = g—f auf (25.2)). Falls
as # 0, dann setzt man ¢t = —Z—;. Die umgekehrte Richtung ist trivial.

(1) = (2) Weil (a1,a2) # (0,0), gibt es p1,p2 € R mit a;p; + azps = b (falls
ay # 0 kénnen wir z.B. p; = b/a; und ps = 0 wihlen). Wir setzen p = (p1,p2) und
v = (—ag, a1). Dann gilt, wegen der Aquivalenz von (25.1)) und (25.2)),

amz +axxa=b & ay(zy —p1) +as(zz —p2) =0
= JeR: (xl—p1,$2—p2) :t(—ag,al)
& dteR:zxz=p+to.
Das zeigt (2).
(2) = (1) Wenn p und v wie in (2) gegeben sind, dann zeigt die Kette von

Aquivalenzen mit a; := vy und ay := —v; auch (1). O

105
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Die Darstellung in (1) ist die Beschreibung einer Geraden in R? in Form
einer (affin)linearen Gleichung, in (2) haben wir die Parameterdarstellung
einer Geraden in R2.

Ist g eine Gerade im R?, dann heiBit jeder Vektor der Form p; — po, wobei
p1 # p2 € g zwel verschiedene Punkte von g sind, ein Richtungsvektor von g. Ist
g in Parameterdarstellung g = {p+tv : t € R} gegeben, dann ist {tv : t € R\{0}} die
Menge der Richtungsvektoren von g. Wie im obigem Beweis gesehen, ist (—asg,a1)
ein Richtungsvektor der Geraden g = {(x1,72) € R? : ayx; + aswy = b}, wobei
((11, CLQ) 7£ (07 0)

Ist g eine Gerade in R?, p ein beliebiger Punkt auf g und v ein Richtungsvektor
von ¢, dann gilt

g={p+tv:teR} (25.3)
Es existiert niimlich ein ¢ € g und w € R?\ {0} mit g = {q + sw : s € R}. Weiters
gilt p = q + sqw fiir ein sy € R und, weil w ein Richtungsvektor von g, gibt es ein
r € R\ {0} mit w = rv. Fiir beliebiges s € R gilt

q+ sw=q+ sow+ sw— sow =p+ (s — so)w =p+ (s — sp)rv.
Umgekehrt gilt fiir beliebiges t € R
p+tv:p750w+£w+30w:q+(£+so)w.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Lemma 25.2. Zwei Geraden g und h in R? sind genav dann parallel, wenn sie die
gleiche Menge von Richtungsvektoren haben.

Beweis. Sei v = (v1,v2) ein Richtungsvektor von g und w = (wq,ws) ein Rich-
tungsvektor von h. Dann gilt wegen
h = {(x1,22) € R* : wozy — wyzo = b}
fiir ein geeignetes b € R. Weiters hat g die Gestalt
g={p+tv:teR}
Die Schnittpunkte von g und h entsprechen den Parameterwerten ¢t € R, fiir die
wa(p1 +tvy) —wy(p2 +tva) =

gilt. Diese Gleichung ist dquivalent zu
t(wavy — wive) = b+ wips — wap:.

Nun schneiden sich g und h in einem einzigen Punkt genau dann, wenn die Glei-
chung eine eindeutige Losung ¢ € R besitzt. Das ist genau dann der Fall, wenn
wov; — wive # 0. D.h. g und A sind parallel genau dann, wenn wov; — wyve = 0.
Die Aquivalenz von und zeigt, dass diese Bedingung dquivalent dazu
ist, dass r € R\ {0} existiert mit w = rv. O

25.2. Normalvektordarstellung. Die Wahl einer Orthonormalbasis von (€, 0)
liefert eine Identifikation von £ mit R2. Nach ergibt sich dadurch das innere
Produkt
(| y) = z11 + 2292

fir * = (z1,22) und y = (y1,y2) auf R?. Zwei Geraden in R? sind genau dann
orthogonal, wenn ihre Richtungsvektoren orthogonal sind, d.h. ihr inneres Produkt
Null ist.

Unter einem Normalvektor einer Geraden g in R? verstehen wir jeden Vektor
n € R?\ {0}, der orthogonal auf die Richtungsvektoren von g steht. Ist n ein
Normalvektor von g, dann ist auch ¢n fiir jedes t € R\ {0} ein Normalvektor von g.
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Sind n, m Normalvektoren von g, dann gibt es ein ¢ € R\ {0} mit n = tm. Weiters
ist (v1,v2) genau dann ein Richtungsvektor von g, wenn (—wvsy,v1) ein Normalvektor
von g ist.

Sei g eine Gerade in R?, a ein Punkt auf g und n ein Normalvektor von g. Dann
gilt

g={reR?: (n|x—a)=0} (25.4)

Umgekehrt ist die Teilmenge g C R?, die durch gegeben ist, wobei a € R?
und n € R?\ {0}, eine Gerade durch a mit Normalvektor n. Die Darstellung
heifit Normalvektordarstellung der Geraden g.

Beispiel 25.3. Die Gerade g in R? ist durch die Gleichung
2501 - 5I2 =-1

gegeben. Wir wollen ¢ in Parameterdarstellung und in Normalvektordarstellung
anschreiben. Zunéchst stellen wir fest, dass n = (2, —5) ein Normalvektor von g ist
und dass @ = (2, 1) ein Punkt auf g ist, denn die Gleichung kann in der Form

((2,-5) [ (z1,22)) = ((2,-5) [ (2,1)) & ((2,-9) [ (z1,72) = (2,1)) =0

geschrieben werden. Der besseren Ubersicht halber ist es auch iiblich die Vektoren
in R? als Spaltenvektoren zu schreiben: Die Normalvektordarstellung von g ist also

o= {() == ((5)1 ()= ()=o)

Ein Richtungsvektor von g ist (g) und somit erhalten wir die Parameterdarstellung

g={(?>+t<g):teﬂ£}.

Beispiel 25.4. Wir suchen die Gerade g in R?, welche durch die zwei Punkte
a= (}) und b= (Z3) geht. Ein Richtungsvektor von g ist a —b = (3) — (23) = (3).

Damit gilt
gz{(i’>+t<g) :teR}.

Ein Normalvektor von g ist also (’53). Somit ist die Normalvektordarstellung

= {() e= ()1 (2)- () =0
Durch Berechnung des inneren Produktes finden wir die Geradengleichung
g ={(z1,20) €R?: =321 + 5xp = —4}.
Beispiel 25.5. Die Gerade g in R? ist durch die Gleichung

—I1 —2.%'2 =3

gegeben. Wir suchen die Gerade durch a = (£) parallel zu g und die Gerade durch
a orthogonal zu g. Der Vektor (:;) ist ein Normalvektor von g und folglich ist (_21)
ein Richtungsvektor von g. Dann ist

o ={ <g> +t (_21> tER} = {(21,22) €R?: —ay — 205 = —17}

die Gerade durch a parallel zu g und

922{(g>+t<;) € R} = {(z1,2) € B : 201 — 2> = 9}

die Gerade durch a orthogonal zu g.
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25.3. Die Orthogonalprojektion in Koordinaten.

Proposition 25.6. Sei g eine Gerade in R? mit Richtungsvektor v und Normal-
vektor n und sei a ein Punkt auf g. Die Orthogonalprojektion p' auf g eines Punktes
p € R? ist gegeben durch

, (n|p—a) (v|p—a)
pP=p-———m—n=a+-——=—"
|2 [[v]|?

Insbesondere gilt fir den Abstand von p zu g
d(p,g) = d(p,p’) =

Beweis. Die Gerade h durch p, welche orthogonal zu g ist, hat die Gestalt
h={p+tn:teR}.
Weiters gilt
g={reR?: (n|x—a)=0}
Um den Schnittpunkt p’ von ¢ und h zu berechnen, betrachten wir
(n|p+in—a)=0,

was zu

. _lp-a)
[l
fiihrt. Damit folgt
P =pitn=p— <n|p;a>
Il

In dieser Situation ist p’ die Orthogonalprojektion von a auf die Gerade h und
v ist ein Normalvektor von h. Somit liefert das bereits Bewiesene

p/:a_<v|a;P>v:a+<U|P;a>v. 0
o]l [[v]l
Beispiel 25.7. Wir wollen die Orthogonalprojektion des Punktes p = (1) auf die
Gerade g durch a = (7*) und b = (3) und den Abstand d(p,g) berechnen. Ein
Richtungsvektor von g ist b —a = (3) — (*) = (2) und daher ist n = (') ein
Normalvektor. Die Orthogonalprojektion p’ von p auf g ist also
: (nlp—a) _ (1) G R -G (—1)

N 1 IRIE 1

(313
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Der Abstand von p zu g ist

nlp—a

25.4. Der Durchschnitt zweier Geraden. Will man den Durchschnitt zweier
Geraden im R? berechnen, so stoft man auf ein System von zwei linearen Glei-

chungen in zwei Variablen. Sind beide Geraden in Form von linearen Gleichungen
gegeben,

g1 = {(z1,22) € R? : ayyzy + aowa = b1}, (a1, a12) # (0,0),
92 = {(z1,22) € R? : a1 + azowa = bo}, (as1,a22) # (0,0),

dann ist die Losungsmenge

0P gs = 4 (@1,) € R a1y + aiprz = by
az171 + a2 = by

Wenn die Geraden nicht parallel sind, dann besteht g; N g2 aus einem eindeutigen

Punkt. Wenn sie parallel sind, dann widersprechen sich die Gleichungen und haben

somit keine gemeinsame Losung oder eine Gleichung ist ein Vielfaches der anderen

und die Losungsmenge bildet eine Gerade, deren Beschreibung einen Parameter

bendtigt.

26. Der Raum R" und Matrizen

26.1. Der Vektorraum R". Wir bezeichnen mit R™ die Menge aller n-Tupel
reeller Zahlen, d.h.

R™ = {(x1,22,...,2n) s x; € Rfiir 1 <i < n}.

In anderen Worten ist R™ das n-fache kartesische Produkt R®" = R x R x --- x R.
Im Folgenden werden wir Elemente von R™ auch einfach als Vektoren bezeichnen.

Es gibt zwei natiirliche Operationen fiir die Elemente von R™, die Addition
und die Skalarmultiplikation. Beide Operationen sind komponentenweise defi-
niert. Fiir einen Vektor z = (z1,...,2,) € R nennt man z;, fir i = 1,...,n, die
Komponenten von z. Die Summe zweier Vektoren z = (z1,...,2,) € R™ und
y=(Y1,--.,Yn) € R™ ist definiert durch

z+y=(x1,...,Zn)+ W1, yn) = (@1 +y1,.. ., Tn + yn) € R".
Die Multiplikation eines Vektors x = (x1,...,%,) € R™ mit einem Skalar A € R ist
definiert durch
Az = AT1,...,2p) == (AT1,..., Azy) € R

Die Rechenregeln fiir die reellen Zahlen liefen die folgenden Eigenschaften fiir
die Addition und die Skalarmultiplikation im R™:

Proposition 26.1. Seien x,y,z € R™ und A\, u € R. Dann gilt:

1) @+y +z=ax+(y+2).

) z+y=y+z.

) x+ 0=z, wobei 0 := (0,...,0), der Nullvektor.
) ¢+ (—x) =0, wobei —x := (—x1,...,—Tp).

) Mz +y) =z + Ay,

) A+ p)x =M+ px.

) AMpz) = (Ap)w.

Das heifst R™ ist ein Vektorraum tber R.
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Beweis. Ubung. O

Es ist oft niitzlich die Elemente des R™ als Spaltenvektoren zu schreiben:

1
T2

In

26.2. Matrizen. Seien n und m positive natiirliche Zahlen. Eine reelle m x n
Matrix ist ein rechteckiges Schema der Form
aix -+ Gin
A=
Ami "+ Gmn

mit reellen Eintrégen a;; € R. Die Menge aller reellen m x n Matrizen wird mit
R™*™ bezeichnet.

Zwei m x n Matrizen A, B € R™*™ kénnen komponentenweise addiert werden:

ai; - Gip b1 -+ b
A+B=| : . |+
Gm1 s Qmn bml e bmn
a1 +biy - an taig
am1 + bml S Qmp Tt bmn

Weiters ist die Skalarmultiplikation mit A € R komponentenweise definiert:
air -0 Qin Aair - Aaig
M=X| : : =
Gm1 *  Qmn Am1 0 A

Die Nullmatrix 0 € R™*" ist die m x n Matrix, deren Eintrige alle Null sind.

Proposition 26.2. Die Menge der m x n Matrizen R™*"™ ist ein Vektorraum tiber
R. Die Nullmatriz ist der Nullvektor.

Beweis. Ubung. O

Das Produkt einer m x n Matrix A mit einer n X p Matrix B ist folgende m x p
Matrix:

air  ccc Qin bin - bip
AB =
Am1 - OGmn bnl e bnp
n n
djmranibin e Do aisbyp
n n
D e @mgbjr e Doi L ambsp

Das Produkt AB ist nur definiert, wenn die Anzahl der Spalten von A gleich der
Anzahl der Zeilen von B ist.

Beispiel 26.3. Es gilt

G o) T D=0 5 3)
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Wenn wir den Eintrag der Matrix A in der i-ten Zeile und j-ten Spalte mit A;;
bezeichnen, kéonnen wir die Addition, Skalarmultiplikation und das Produkt von
Matrizen auch kurz wie folgt schreiben:

(A—FB)” :Aij+Bij7 (A7B GRan)’
(A);; = NA (AeR™™ X eR),

K

B)ij = ZAikBkj, (AeR™*™ B eR"™P).

Die n x n Einheitsmatrix I,, € R™*™ ist definiert durch

In:: . . . B

d.h. (I,)i; = d;;. Wir bezeichnen die j-te Spalte von I,, als den j-ten Einheits-
vektor e; € R". Inbesondere gilt

I,=(e1 62 -+ ep).

Proposition 26.4. Seien A,A’ € R™*" B, B € R"? C € RP*? ynd \ € R.
Dann gilt:

(1) (A+AB=AB+ A'B
(2) A(B+ B') = AB + AB'.
(3) M(AB) = (\A)B = A(AB).
(4) A(B C) (AB)C.

(5) AL, = A= I, A.

Beweis. (1) Es gilt
(A+4)B),. = D (A4 ANikBry = Y (Auk + Ajy) B,

k=1 k=1
n

AixBij + > Al Bij = (AB)ij + (A'B)ij = (AB + A'B),;.
1 k=1

[
M:

~
Il

(2) folgt analog.
(3) Es gilt

(MAB)),, = MAB)i; =AY Au By,
k=1
was weiter gleich

n

i)\AikBkj = Z()\A)z‘kBkj = (()\A)B)ij

k=1 k=1

und auch " n
ZAikABkj = Z Air(AB)rj = (A()‘B))ij
k=1 k=1

ist.

(4) Wir haben
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= Z (ZAszké) Cyj = Z(AB)MC@‘ = ((AB)C)y;.
=1 =1
(5) Es gilt

(AL), =Y Awdiy = Aij = Y SuAiy = (ImA) . O

k=1

Beispiel 26.5. Das Produkt zweier Matrizen ist nicht kommutativ: z.B.

GGG G662

Wir identifizieren Spaltenvektoren v € R™ mit Matrizen, die nur eine Spalte
aufweisen, d.h. wir identifizieren R™ mit R™*!. Weiters bezeichnen wir 1 x n Ma-
trizen auch als Zeilenvektoren. Damit ist fiir jede m x n Matrix A € R™*" und
v € R™ das Produkt Av € R™*! = R™ definiert,

arr o\ [n Do a1jY;
Av=| 1+ on )= :
m1 = OGmn Un, Z;'lzl AmjUj
a1 A1n
=v | ¢ |+ Hu| ] (26.1)
am1 Amn

[Proposition 26.4 zeigt, dass somit jede m x n Matrix A € R™X" eine lineare Abbil-
dung fa : R" —» R™, fa(z) = Az, definiert. Umgekehrt hat jede lineare Abbildung
g :R™ — R™ diese Gestalt:

Theorem 26.6. Firjede mxn Matriz A € R™ " ist f4 : R™ = R™, fa(x) = Az,
eine lineare Abbildung. Ist umgekehrt g : R™ — R™ eine lineare Abbildung, dann
existiert ein eindeutige m X n Matrix A € R™*", sodass g = fa, ndmlich

A= (g(e1) glea) -+ glen)), (26.2)
d.h. die Spalten von A sind die Bilder der Finheitsvektoren unter g.
Beweis. Nur der zweite Teil der Behauptung ist noch zu zeigen. Sei g : R™ — R™
eine lineare Abbildung. Nun gilt fiir jedes z € R",
Z1
xr = =x1e1 + -+ xTpen.

Ty
Wegen der Linearitdt von g und (26.1)) folgt
g(x) = 1‘19(61) + +xng(en) = Az = fA(‘r)a
wobei A durch (26.2) gegeben ist. O

Beispiel 26.7. Die Abbildung f : R? — R?, f(z1,72) = (21 — 22,231 + 3z2) ist
offensichtlich linear. Es gilt f(e1) = (3) und f( 2) = (3'). Somit ist

() =6 3 G)
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Beispiel 26.8. Wir wollen die lineare Abbildung f : R2 — R? finden, die (%) auf
(2) und (9) auf (§) abbildet. Es gilt also

7(1) = e en) = sten) + f(en) =20 - ea = (2.
f <g) — [(2e5) = 2f(e2) = Ger + des — (2) .

Die zweite Gleichung ergibt f(es) = 3e; + 2e2 = (%) und durch Einsetzen in die
erste Gleichung erhalten wir f(e1) = 2e1 — ez — f(e2) = 2e; — €2 — (3e1 + 2e3) =
—e1 — 3eg = (:%) Somit gilt

T1\ -1 3 Iy
()G9 (0)
Korollar 26.9. Seien A, A’ € R™*" B € R"™P ynd X\ € R. Dann gilt:
(1) fayar = fa+ fa.

(2) faa=Afa.
(3) fap = faofp.
(4) f1, = idgn.
Beweis. Das Korollar folgt leicht aus [Proposition 26.4] (I

26.3. Invertierbare Matrizen. Eine quadratische Matrix A € R™*"™ heifit in-
vertierbar, wenn es eine Matrix A~ € R™"*™ gibt, sodass

AAT =1, =A1A

Die inverse Matrix A~! ist eindeutig bestimmt; falls B € R™*" die Eigenschaft
AB = I, = BA hat, dann folgt

B=BI,=BAA™) = (BAA' =1,A7' = A71

Sind A, B € R™™ "™ zwei invertierbare Matrizen, dann ist auch das Produkt AB
invertierbar mit der inversen Matrix

(AB)™' =B7'A™%
Denn
(AB)(B™'A ™YY= A(BB YA ' = AILA7' = AA" ' =1,
(B'A™Y)(AB)=B Y (A'AB=B"'I,B=B'B=1,,

und die Aussage folgt aus der Eindeutigkeit der inversen Matrix.

Die Menge aller invertierbaren n x n Matrizen bildet folglich bzgl. des Matrix-
produktes eine (nicht abelsche) Gruppe GL,(R), die allgemeine lineare Gruppe
genannt wird; das neutrale Element ist die Einheitsmatrix I,,.

Sei A € GL,(R). Die assozierte lineare Abbildung fa : R™ — R"™ (vgl.
rem 26.6)) ist invertierbar mit der Umkehrabbildung

fat = fa-r.
Denn nach gilt

fao fa-1 = faa— = f1, = idgn,
fa—rofa=fa-14=fr, =idgpn.
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Ist umgekehrt fa bijektiv, dann ist nach [Proposition 8.7 auch die Umkehrab-
bildung f;l linear. Nach [Theorem 26.6| gibt es eine eindeutige Matrix B € R™*"

mit f;l = fp. Dann gilt
f1, =idgn = fao fi' = fao fz = faB
und daher AB = I,,, analog folgt auch I,, = BA. Das zeigt, dass A invertierbar ist.

Zusammenfassend haben wir gezeigt, dass eine n x n Matrix A genau dann
invertierbar ist, wenn die assozierte lineare Abbildung f4 : R™ — R" bijektiv ist.
Bezeichnen wir mit GL(R™) die Gruppe der linearen Automorphismen f : R™ —
R™, dann folgt, dass
GL,(R) — GL(R"™), A~ fa,

ein Gruppenisomorphismus ist.



KAPITEL 11
Teilrdume, Basen und Dimension

27. Lineare Teilrdume

27.1. Lineare Teilrdume. Sei V ein Vektorraum iiber R. Eine nicht-leere Teil-
menge U C V heifit (linearer) Teilraum von V', wenn fiir alle z,y € U und alle
A€ Rauch z+y € U und \x € U gilt. Insbesondere sind {0} und V' Teilrdume
von V. Man spricht auch von Teilvektorraum oder Untervektorraum.

Proposition 27.1. FEin Teilraum U eines Vektorraums V ist mit der induzierten
Addition und Skalarmultiplikation selbst ein Vektorraum.

Beweis. Zunichst zeigen wir, dass 0 € U. Weil U # (), existiert x € U. Weil fiir alle
A € R auch \x € U ist, folgt 0 € U aus 0z = 0 (vgl. Abschnitt . Weiters gilt
—z = (—1) -z € U. Das zeigt, dass fiir jedes x € U auch —x € U. Nun ist es nicht
mehr schwierig, die restlichen Axiome zu iiberpriifen. O

Korollar 27.2. Sind Uy und Uy Teilrdume von V', so ist auch UyNUs ein Teilraum
von V. O

Lemma 27.3. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung und sei U ein linearer
Teilraum von W. Dann ist f~1(U) ein linearer Teilraum von V. Insbesondere ist
der Kern

ker f := f~1(0)

der linearen Abbildung f :V — W ein linearer Teilraum von V.

Beweis. Weil U den Nullvektor enthalten muss und f(0) = 0 gilt, ist 0 € f~%(U)
und damit nicht-leer. Seien z1, 22 € f~1(U) und sei A € R. Dann gilt f(z1 +x2) =
f(x1)+ f(x2) € U, weil U ein linearer Teilraum ist, und folglich xy + 25 € f~1(U).
Analog hat man f(Az1) = Af(z1) € U und daher A\z; € f~1(U). O

Der Kern einer m x n Matrix A € R™*™ ist nach Definition der Kern der
assozierten linearen Abbildung f4 : R®™ — R™, d.h.

ker A :=ker f4.
Lemma 27.4. Eine lineare Abbildung f : V. — W st genau dann injektiv, wenn
ker f = {0} gilt.

Beweis. Sei f : V — W injektiv. Weil f(0) = 0 gilt 0 € ker f. Wegen der Injektivitit
kann f~1(0) = ker f hochstens ein Element enthalten. Es folgt ker f = {0}.

Umgekehrt gelte ker f = {0}. Seien z,y € V mit f(x) = f(y). Es folgt
fle—y)=f(z) = fly) =0
und daher z — y = 0, weil ker f = {0}. Somit gilt x = y. O

115
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Beispiel 27.5. Der Kern einer m x n Matrix A € R™*"
> aa; =0
kerA={xeR": Az =0} =<z cR":
Y1 amjT; =0

ist der Losungsraum eines homogenen linearen Gleichungssystems. Z.B. ist der Kern

der Matrix
2 -1 3
-4 2 -6

{(z1,22,73) € R®: 221 — 9 + 33 = 0}.
In diesem Beispiel ist die zweite Gleichung —4x; + 225 — 6x3 = 0 ein Vielfaches der
ersten Gleichung und ist daher redundant.

die Menge

Lemma 27.6. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung und sei U ein linearer
Teilraum von V. Dann ist f(U) ein linearer Teilraum von W . Insbesondere ist das
Bild
m f = f(V)

der linearen Abbildung f :V — W ein linearer Teilraum von W.
Beweis. Der Nullvektor 0 ist in U enthalten und somit gilt 0 = f(0) € f(U). Seien
y1,y2 € f(U), d.h. es gibt z1, 22 € U mit f(z1) =y und f(z2) = y2. Dann folgt

Y1 +y2 = f(x1) + f(22) = f(x1 +22) € f(U),

weil U ein linearer Teilraum ist und daher x7 + 22 € U. Wenn A € R, dann folgt
genauso

Ay1 = Af(z1) = f(Axq) € f(U). O

Das Bild einer m x n Matrix A € R™*" ist nach Definition das Bild der

assozierten linearen Abbildung f4 : R® — R™,
imA:=1im f4.
27.2. Linearkombinationen und Erzeugendensysteme. Sei V' ein Vektor-
raum iiber R und seien x1,x2, ...,z € V. Dann heif3t jede Summe der Form
Axy+ -+ Mgz, wobei \; € R,
eine Linearkombination der Vektoren x1,zs,...,x;. Die Menge
span(xy, g, ..., xk) = { Az + -+ M\ezg - Ny € R}

aller Linearkombinationen von x4, 2o, ...,z wird die lineare Hiille der Vektoren
x1, T2, ..., 7, genannt. Wir setzen auch span() := {0}.

Ist X eine Teilmenge von V', dann ist die lineare Hiille von X die Menge aller
Linearkombinationen endlich vieler Vektoren in X, d.h.

span X := { Az + -+ Mz € X, R EeNY = U span F.
FCXendlich

Proposition 27.7. span(z1, o, ..., k) ist ein linearer Teilraum von V.

Beweis. Linearkombinationen von x1, 9, ..., x; konnen addiert werden
(Arwy + -+ Npwg) + (pawy + -+ pewr) = (A + pa)or + -+ (A + g ) o
und mit Skalaren A multipliziert werden

)\()\11‘1 + -+ )\kxk) = ()\)\1)131 —+ -+ (A)\k)xk.
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Offensichtlich ist span(z1, 2o, ..., zx) nicht leer, denn 0 = 01 + - - - + Oz O

Bemerkung 27.8. Ebenso ist auch span X fiir eine beliebige Teilmenge X C V ein
linearer Teilraum von V. Das zeigt der gleiche Beweis; zwei Linearkombinationen
konnen auf gleiche Léange gebracht werden, wenn zusétzliche Skalare einfach Null
sind.

Offenbar ist span(zq,2s,...,z)) der kleinste lineare Teilraum von V', der die
Vektoren x1, 2, ...,z enthilt. Man sagt auch es ist der von x1, xo, ..., z; aufge-
spannte Teilraum.

Beispiel 27.9. Das Bild einer m x n Matrix A € R"™*"
ai Q1in
imA={Az:2eR"} =< 1y : + itz : 1x1,...,%n ER
Am1 Qmn

ist der Teilraum von R™, der von den n Spalten der Matrix A aufgespannt wird.
Z.B. ist das Bild der Matrix

1 0
-2 1
3 7
die folgende Teilmenge von R3:
1 0 1 0
1| =2+ 1] 21,20 € R ) =span 21,11
3 7 3 7
Sei U ein linearer Teilraum eines Vektorraums V. Man sagt, die Vektoren
T1,T3,...,Tr € V bilden ein Erzeugendensystem von U, wenn
span(zy, T2, ..., 25) = U
gilt, d.h. wenn x1,zs,...,7; den Teilraum U aufspannen. Insbesondere ist () ein

Erzeugendensystem von {0}.

Proposition 27.10. Die Vektoren x1,x9,...,2r € V bilden genau dann ein Er-
zeugendensystem von U, wenn die lineare Abbildung

fiRY U (ty,... t) = tizy + - + tray,

surjektiv ist. O
Proposition 27.11. Die Einheitsvektoren e, es, ..., e, bilden ein Erzeugendensy-
stem von R™. 0

28. Basen und Dimension

28.1. Lineare Unabhingigkeit. Sei V' ein Vektorraum iiber R. Die Vektoren

1,2, ...,k € V heiflen linear unabhingig, falls
V/\h...,)\k ER: M1+ 4+ Xz =0 = A =X=---=X, =0.
Andernfalls heiflen die Vektoren x1, o, ..., x; linear abhingig. Die leere Menge

() von Vektoren ist nach Konvention linear unabhéngig. Ein einzelner Vektor z € V
ist genau dann linear unabhingig, wenn z # 0. Eine unendliche Menge X von
Vektoren in V' heift linear unabhéngig, wenn jede endliche Teilmenge von X linear
unabhingig ist.
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Proposition 28.1. Die Vektoren x1,xs,...,xr € V sind genau dann linear un-
abhdngig, wenn keiner dieser Vektoren als Linearkombination der tbrigen geschrie-
ben werden kann.

Beweis. Nehmen wir an, 1, x2, ..., 2 sind linear unabhéngig und

T =MT1 4+ Nic1Tio + AT + o+ ATy

Dann folgt
0=Mzy+- -+ N1mio1 + (D)2 + Nig1@igr + - + A,
was der linearen Unabhéngigkeit von x1, xs, ...,z widerspricht.
Umgekehrt seien die Vektoren x1,xs, ...,z linear abhéngig, d.h. es existiert

mindestens ein 4, sodass A; # 0 und

0=XMz1+- -+ XNiimim1 + Nz + AipiTipr + -0+ A

Dann gilt
B o N = DU 0
i )\Z 1 )\z i—1 )\z i+1 )\i ks
d.h. x; ist eine Linearkombination der iibrigen Vektoren. U
Proposition 28.2. Die Vektoren x1,xa,...,xx € V sind genau dann linear un-

abhdngig, wenn die lineare Abbildung
f:Rk—>V, (tl,...,tk)'—)t1$1+"'+tkl‘k,
injektiv ist.

Beweis. Wie man leicht sieht, ist die Abbildung f linear. Nach ist
f genau dann injektiv, wenn ker f = {0}. Aber diese Bedingung ist genau dann

erfiillt, wenn die Vektoren x1,xs, ...,z € V linear unabhéngig sind. O
Proposition 28.3. Die FEinheitsvektoren eq,es,...,e, von R™ sind linear un-
abhdngig. O

Beispiel 28.4. Seien die folgenden Vektoren in R? gegeben:

7 0 -7 1
v = -8 5 Vo = -2 5 V3 = 6 s Vg4 = 2
1 0 -1 3

Weil v; # 0 ist die Menge {v; } linear unabhéngig. Die Bedingung
Av1 4+ Agvg =0
ist dquivalent zu den drei Gleichungen
A =0, —8X\1—2X\=0, X =0,
welche natiirlich A\; = Ay = 0 implizieren. Folglich ist die Menge {vy, vz} linear
unabhéngig. Die Menge {v1, vo, v3} ist linear abhéingig, weil v = —v;+v2. Hingegen
ist die Menge {v1, v2,v4} linear unabhingig, denn die Bedingung
A1 + Aqug + Mg =0
ist dquivalent zu den drei Gleichungen
™M+ M=0
—8A1 —2X 2 +2X4 =0
A1 +3X =0.
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Die erste und die dritte Gleichung implizieren Ay = Ay = 0, und die zweite lie-
fert dann auch As = 0. Die {v1,v9,v3,v4} ist linear abhéngig, weil sie die linear
abhéngige Menge {v1, v2,v3} enthiilt.

28.2. Basen. Sei V ein Vektorraum iiber R. Eine Basis von V ist eine linear
unabhéngige Menge X C V| sodass

V = span X,

d.h. jeder Vektor x € V kann als endliche Linearkombination von Elementen in
X geschrieben werden. Mit anderen Worten: Eine Basis von V ist ein linear un-
abhéngiges Erzeugendensystem von V. Insbesondere ist () eine Basis von {0}. Der
Vektorraum V heifit endlichdimensional, falls V' eine endliche Basis besitzt.

Sei V' endlichdimensional. Eine geordnete Basis ist ein (geordnetes) Tupel

(v1,v2,...,v,) von Vektoren in V| sodass {v1,va,...,v,} eine Basis von V ist.

Proposition 28.5. Die Einheitsvektoren bilden eine Basis (e1,ea, ..., e,) von R™.
Sie wird als Standardbasis bezeichnet. O
Lemma 28.6. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und (vi,...,vy,) eine

geordnete Basis von V. Dann kann jeder Vektor x € V in eindeutiger Weise als
Linearkombination
T=Mv1+ -+ Ao

der Basisvektoren vy,va, ..., v, geschrieben werden.

Beweis. Es ist nur noch die Eindeutigkeit der Darstellung zu zeigen. Sei also = =
©1v1 + - - - + pnv, eine andere Darstellung. Dann gilt

(A1 = p)vr + -+ (A = pn)vy = 0.

Weil die Vektoren vy, vs,...,v, linear unabhéngig sind, muss \; = p; fiir alle i =
1,...,n gelten. O

28.3. Dimension. Es ist naheliegend, die Dimension eines endlichdimensionalen
Vektorraums als die Anzahl der Elemente in einer Basis zu definieren. Dazu miissen
wir zuerst beweisen, dass je zwei Basen gleich viele Elemente besitzen. Das geschieht
in den folgenden beiden Theoremen.

Wir benétigen ein Lemma.
Lemma 28.7. Ein Tupel (x1,x2,...,xr) von Vektoren x; € V \ {0} ist genau

dann linear abhdngig, wenn mindestens einer der Vektoren xs,x3,...,x) eine Li-
nearkombination der vorangehenden (d.h. links davon stehenden) Vektoren ist.

Beweis. Dass die Bedingung hinreichend ist, folgt aus [Proposition 28.1}

Wir nehmen somit an, dass die Vektoren x1,xo, ...,z linear abhingig sind.
Sei i die kleinste Zahl 2 < i < k, sodass die Vektoren x1,xs, ..., x; linear abhéngig
sind; dann ist ¢ wohl-definiert, weil im schlimmsten Fall ¢ = k gilt. Das bedeutet,
dass

fiir Skalare A1, Ag,...,\;, die nicht alle Null sind. Dann folgt aber, dass \; # 0;

sonst wiére ¢ nicht minimal. Somit gilt

T ul T it T

=g - = -

7 )\Z )\Z (2

Das heifit x; ist eine Linearkombination der vorangehenden Vektoren x1,...,x;_1.

O
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Theorem 28.8 (Basisergidnzungssatz). Sei V ein endlichdimensionaler Vek-

torraum. Ist {x1,...,xr} eine Menge linear unabhdngiger Vektoren in V,
dann kann man Vektoren Tii1,%k42,...,Tgpye 0 V' finden, sodass die Menge
{z1,. .., Tk, Tpt1,...,Trte} eine Basis von V ist.

Beweis. Weil V' endlichdimensional ist, existiert eine endliche geordnete Basis
(v1,...,v,) von V. Wir betrachten das Tupel

T=(x1,...,Tk,V1,-..,0p).

Die Vektoren in T sind linear abhéngig, weil jedes x; in 7" eine Linearkombination
von v1,...,v, ist (vgl. |Proposition 28.1)). [Lemma 28.7| impliziert, dass es einen
Vektor im Tupel T" gibt, der eine Linearkombination der vorangehenden (d.h. links
davon stehenden) Vektoren ist. Sei y der erste Vektor mit dieser Eigenschaft. Dann
isty & {z1,...,2r}, weil {z1, ..., 2} nach Annahme linear unabhéngig ist. Folglich
ist y=wv; fiireini=1,...,n. Sei nun

/
T' = (T1, Tk V1, o o5 Vin1,Vig 1 -+, Up)

das Tupel, das wir erhalten, wenn wir v; aus T entfernen. Dann gilt span(T”) =
V, denn v; ist eine Linearkombination der Vektoren x1,...,zg,v1,...,v;_1 und
(v1,...,v,) ist eine Basis. Ist 7" linear unabhingig, sind wir fertig. Andernfalls
wiederholen wir den Vorgang, bis wir zu einer linear unabhéngigen Menge gelangen,
die {x1,...,zx} enthélt und deren lineare Hiille V ist. O

Theorem 28.9. IstV ein endlichdimensionaler Vektorraum und sind {x1, ..., 2, }
und {y1,...,Ym} zwei Basen von V, dann gilt n = m.

Beweis. Wir betrachten das Tupel

T = (Ym, 1y, Tn)-

Dann ist T linear abhingig und wir koénnen wie im Beweis des Basis-
ergénzungssatzes schlieflen, dass

TI = (ymaxh e ,$i,1,$i+1 e ,l‘n)
die Eigenschaft span(7”) = V besitzt. Nun setzen wir
S=(Ym-1,T") = (Ym—1,Yms L1, - -, Tim1, Tig1 - ., Tn)

und wiederholen das Argument. Wir sehen, dass es mindestens so viele Vektoren x;
wie y; geben muss, denn andernfalls miissten die y;, die noch nicht in dem Tupel
vorkommen, Linearkombinationen der im Tupel vorkommenden y; sein. Das wider-
spricht der linearen Unabhiingigkeit von {y1,...,¥ym}. Nach m Schritten erhalten

wir also eine Menge, in der m der x; durch 1, ...,y ersetzt wurden und deren
lineare Hiille V' ist. Es folgt n > m. Vertauscht man die Rollen von {z1,...,z,}
und {yi1,...,Ym}, so folgt auch n < m. O

Das Theorem zeigt, dass folgende Definition sinnvoll ist.

Definition 28.10. Die Dimension dimV eines endlichdimensionaler Vektor-
raums V ist die Anzahl der Vektoren in einer Basis von V. Inbesondere hat der
Vektorraum {0} die Dimension 0, denn die leere Menge ist eine Basis von {0}. Ist
dim V = n, dann sagen wir auch, dass V' ein n-dimensionaler Vektorraum ist.

Korollar 28.11. Der Vektorraum R™ hat die Dimension n. O

Korollar 28.12. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Jeder lineare Teil-
raum U von V ist endlichdimensional und dimU < dim V.
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Beweis. Sei n die Dimension von V. Aus [Theorem 28.8 und [Theorem 28.9| folgt:
Jede linear unabhingige Menge {v1,..., v} von Vektoren in V erfiillt & < n. Es
folgt, dass die Menge

{j : es gibt eine Menge von j linear unabhéngigen Vektoren in U}

ein Maximum k besitzt und k& < n gilt. Sei also {vy,..., v} eine solche Menge von
linear unabhéngigen Vektoren in U. Wir behaupten, dass

span(vy,...,vg) =U

gilt. Sei v € U beliebig. Wegen der Maximalitdt von k muss {v,v1,..., v} linear
abhangig sein, d.h. es existieren \; € R nicht alle 0 mit

)\01)+)\11)1+"'+)\k’l)k =0.
Weil die Menge {v1,..., v} linear unabhiingig ist, muss Ag # 0 gelten. Daher gilt

A A
v = —A—;vl — = )\—zvk € span(vy, ..., V).
Es folgt span(vy,...,v;) = U. Insbesondere ist (vy,...,vs) eine Basis von U und
dimU =k<n=dimV. [l

Korollar 28.13. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum. Sei X CV eine Menge
von n Vektoren. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) X ist eine Basis von V.
(2) X ist linear unabhdingig.
(3) span X =V, d.h. X ist ein Erzeugendensystem von V.

Eine Menge X CV bestehend aus mehr als n Vektoren ist linear abhdngig.

Beweis. Sei X eine n-elementige Teilmenge von V. Dass (1) sowohl (2) als auch (3)
impliziert ist klar.

Sei X linear unabhéngig. Dann kann X nach zu einer Basis
erginzt werden. Aber nach hat jede Basis n Vektoren. Folglich muss

schon X selbst eine Basis sein.

Nehmen wir an, es gilt span X = V. Wire X linear abhéngig, dann gibe es
eine Basis mit weniger als n Vektoren, ein Widerspruch zu O

Beispiel 28.14. Die Menge {v1,v2,v4} in [Beispiel 28.4| bildet eine Basis von R3.
Korollar 28.15. Sei U ein linearer Teilraum eines endlichdimensionalen Vektor-

raums V. Dann gilt U =V genau dann, wenn dimU = dim V.

Beweis. Wir nehmen an n = dimU = dim V' (die andere Richtung ist trivial). Sei

{v1,...,v,} eine Basis von U. Dann ist {v1,...,v,} dank[Korollar 28.13|auch eine

Basis von V. Insbesondere gilt U = span(vy,...,v,) = V. O

28.4. Der kanonische Basisisomorphismus.

Theorem 28.16. SeiV ein Vektorraum iber R und sei B = (x1,...,2,) ein Tupel
von Vektoren in V. Die Abbildung

@BZR”%VE (th...,tn)'—>t1$1+"'+tn$n

ist ein genau dann ein linearer Isomorphismus, wenn B eine Basis von V ist. Die
Abbildung pp wird der kanonische Basisisomorphismus genannt.

Beweis. Das Theorem folgt aus [Proposition 27.10| und [Proposition 28.2| U
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Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei reellen Vektorrdumen.
Sei B = (21,...,2,) eine Basis von V und C = (y1,...,ym) eine Basis von W.

Dann ist die Komposition ¢! o f o g5 : R” — R™ eine lineare Abbildung (vgl.
Proposition 8.6). Nach gibt es eine eindeutige Matrix A € R™*",
sodass

fa=¢ztofops
Das folgende kommutative Diagramm beschreibt einprigsam die Situation:

v—ow

LPBT Ttpc
fa

Eine lineare Abbildung f : V' — W zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen
kann also durch Wahl von Basen fiir V' und W immer durch eine eindeutig be-
stimmte Matrix A dargestellt werden. Umgekehrt kann f natiirlich auch aus A
zuriickgewonnen werden, denn f = ¢ o fa 0 Lpgl.

28.5. Die Dimensionsformel.
Theorem 28.17 (Dimensionsformel). Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum
und sei f:V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt
dimker(f) + dimim(f) = n.
Beweis. Sei (z1,...,x¢) eine Basis von ker(f). Nach[Theorem 28.8|kénnen wir diese

zu einer Basis (z1,...,%¢, To41,...,Ty) von V erginzen. Dann gilt

im(f) = span(f(zes1), .., f(2n)),

weil jede Linearkombination von (z1,...,Z¢ Tet1,...,2,) unter f auf eine Linear-
kombination von f(z¢41),..., f(z,) abgebildet wird.

Wir zeigen nun, dass die Vektoren f(z¢y1),..., f(z,) linear unabhingig sind.
Denn dann ist (f(x¢41),. .., f(zn)) eine Basis von im(f) und es gilt

dimim(f) =n — ¢ =n — dimker(f).
Nun impliziert
0=At1f(@era) + -+ Anf(an) = FAep1zga + -+ + Anan),
dass App12Zeq1 + -+ A2y in ker(f) liegt. Also gilt
Aep1Teqpr + o+ AT = A1z + -+ Ay

fiir geeignete Skalare Aq,...,\s. Weil die Vektoren z1,...,x, linear unabhingig
sind, muss Ay = --- = A, = 0 gelten. Insbesondere sind die Vektoren
f(xeg1),. .., f(xy,) linear unabhingig. O

Man bezeichnet die Dimension des Bildes von f als den Rang von f,
rank(f) := dimim(f),
und die Dimension des Kerns von f als den Defekt von f,
def(f) := dimker(f).
Die Dimensionsformel kann also auch in der Form
def(f) + rank(f) =n
geschrieben werden.

Korollar 28.18. Seien V und W endlichdimensionale Vektorrdume. Wenn es eine
bijektive lineare Abbildung f :V — W gibt, dann muss dimV = dim W gelten.



28. BASEN UND DIMENSION 123

Beweis. Weil f surjektiv ist, d.h. im(f) = W, gilt nach der Dimensionsformel
dimker(f) + dim W = dim V.

Weil f injektiv ist, d.h. ker f = {0}, folgt dim W = dim V. O
Korollar 28.19. Seien V und W zwei n-dimensionale Vektorrdume und sei f :
V — W linear. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(1) f ist bijektiv.

(2) f ist injektiv.

(3) f ist surjektiv.

Beweis. (1) impliziert natiirlich (2) und (3).

(2) = (1) Wenn f injektiv ist, gilt ker(f) = {0} (vgl. [Lemma 27.4)) und die
Dimensionsformel impliziert dimim(f) = n. Dann folgt im(f) = W dank |Korol-
d.h. f ist surjektiv.

(3) = (1) Wenn f surjektiv ist, gilt im(f) = W. Nach der Dimensionsformel
gilt n = dimker(f) + dimim(f) = dlmker(f) + n und daher dimker(f) = 0. Mit

Korollar 28.15| folgt ker(f) = {0} und f ist injektiv (vgl. m O

28.6. Der Rang einer Matrix. Der Rang einer Matrix A € R™*™ ist definiert
durch

rank A :=rank f4 = dimim(f4).
Nach ist rank A die Dimension des Teilraums des R™, der von den
Spalten von A aufgespannt wird. Insbesondere stimmt der Rang von A mit der
Anzahl der linear unabhéingigen Spalten von A iiberein.

Proposition 28.20. Sei A € R™*™. Dann gilt:

(1) Die Spalten von A sind genau dann linear unabhingig in R™, wenn
rank A = n.

(2) Die Spalten von A bilden genau dann ein Erzeugendensystem von R™,
wenn rank A = m.

(3) Die Spalten von A bilden genau dann eine Basis von R™, wenn rank A =
m=n.

Beweis. (1) Die Spalten sind genau dann linear unabhiingig in R™, wenn ker A =
{0} (wegen [Proposition 28.2) oder dquivalent dimker A = 0. Nach der Dimensions-
formel ist das dquivalent zu rank A = n.

(2) Die Spalten von A bilden genau dann ein Erzeugendensystem des R™, wenn

im A = R™. Nach ist das dquivalent zu rank A = m.
(3) folgt aus (1) und (2). O

Korollar 28.21. Sei A € R"*" eine quadratische Matriz. Die folgenden Aussagen
sind dquivalent:

(1) A ist invertierbar.

) rank A = n.

) Die Spalten von A bilden eine Basis von R™.

) Die Spalten von A bilden ein Erzeugendensystem von R™.
) Die Spalten von A sind linear unabhdingig.

(2

(3
(4
(5

Beweis. Die vorige Proposition liefert die Aquivalenz von (2)—(5).

Die Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn f4 : R™ — R™ bijektiv ist (vgl.
Abschnitt [26.3) und diese Bedingung ist dquivalent zu (3) (vgl.[Theorem 28.16)).






KAPITEL 12
Lineare Gleichungssysteme

Unter einem linearen Gleichungssystem verstehen wir eine endliches System
von Gleichungen der Form

61171 + 1222 + - -+ a1nTy = by

a21%1 + A22%2 + -+ + A2p Ty = by
(28.1)

Am1T1 + Gma®a + -+ Ap Ty = by
wobei die Skalare a;j,b; € R bekannt und die Unbekannten z,...,x, gesucht
sind. Setzen wir
ai;z o Qip by xy
A={ o foe=l ] e
am1 e Amn bm In
dann kann das Gleichungssystem in der kompakten Form
Ax =1
geschrieben werden. Das Gleichungssystem heifit homogen, falls b der Nullvektor
ist, d.h. Az = 0, andernfalls heifit es inhomogen.
Der Losungsraum
L:={zeR": Az =0} =ker A
des homogenen Gleichungssystems Az = 0 ist ein linearer Teilraum von R™ (vgl.
Lemma 27.3)).
Wir werden in diesem Abschnitt einen Algorithmus kennenlernen, der es erlaubt
die Dimension und eine Basis des Losungsraum L zu berechnen. Damit konnen wir

eine Parameterdarstellung von L finden. Des Weiteren werden wir auch sehen, wie
inhomogene lineare Gleichungssysteme gelost werden kénnen.

29. Das Eliminationsverfahren

29.1. Elementare Zeilenumformungen. Unter elementaren Zeilenumfor-
mungen verstehen wir jede der folgendenen Operationen mit Matrizen:

(1) Vertauschung zweier Zeilen.
(2) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar ungleich Null.
(3) Addition eines skalaren Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Lemma 29.1. Kern und Rang einer Matrix dndern sich unter elementaren Zeilen-
umformungen nicht. Das Bild kann sich sehr wohl dndern.

Beweis. Sei A = (a;j)1<i<m,1<j<n €ine m x n Matrix. Der Kern von A ist der
Losungsraum des linearen Gleichungssystems im Spezialfall b = 0. Vertau-
schung zweier Zeilen von A entspricht der Vertauschung zweier Gleichungen, was
den Losungsraum unverdndert lésst. Ebenso &dndert sich der Loésungsraum nicht,

125
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wenn eine Gleichung mit einem Skalar ungleich Null multipliziert wird. Drittens,
wenn die j-te Gleichung durch

()\ail —+ aﬂ)zl —+ ()\al'g -+ 0,j2)$2 4+ 4 ()\CLin + ajn)xn = 0
ersetzt wird, dann #ndert sich der Losungsraum ebenfalls nicht.

Da der Kern von A unverandert bleibt, bleibt nach der Dimensionsformel
auch der Rang gleich. O

29.2. Zeilenstufenform. Eine Matrix A = (@;;) € R™*" hat Zeilenstufen-
form, wenn sie von folgender Gestalt ist:

0 - 0 * * * * * *
0 - 0 * * * * * *
o - 0 * * * * * *
0 0 0 0 0 0 0 0 ak*ljk,l * * * *
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ag j * *
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0.---0 0 0.---0 0 0-.---0 0 0 0-.---0 0 0---0

wobei 1 < j; < j2 < -+ < jrp <n,a;y, #0fiirallei =1,...,k und * beliebige Ein-
tragungen bezeichnet. Und A hat reduzierte Zeilenstufenform, falls A folgende
Gestalt hat:

o O
o O
o O
o O
o O
o O
o O
o O
o O

o---000---000---00 ---00---0010---0

Beispiel 29.2. Wir bringen die Matrix
1 -1 3 2 3
2 1 01 -1
4 -1 6 5 0

2 -2 6 4 -1

durch elementare Zeilenumformungen auf reduzierte Zeilenstufenform. Zunéchst
addieren wir geeignete Vielfache der ersten Zeile zu den {iibrigen Zeilen, um alle
Eintrége bis auf den ersten in der ersten Spalte Null zu setzen.

1 -1 3 2 3 1 -1 3 2 3
2 1 01 -1 - 0o 3 -6 -3 -7
4 -1 6 5 0 0 3 -6 -3 -—-12
2 -2 6 4 -1 o o 0 o0 -7
Im né&chsten Schritt addieren wir das Negative der zweiten Zeile zur dritten Zeile.
1 -1 3 2 3 1 -1 3 2 3
0o 3 -6 -3 -7 - 0o 3 -6 -3 -7
0 3 -6 -3 -—-12 0 0o 0 0 =5
o o 0 0 -7 o o 0 0 =7
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Nun addieren wir das —%—fache der dritten Zeile zur vierten Zeile und dividieren
anschlieffend die dritte Zeile durch —5.

1 -1 3 2 3 1 -1 3 2 3

0o 3 -6 -3 -7 - 0o 3 -6 -3 -7

0 O 0 0 -5 0 O 0 0 1

0 O 0 0 -7 0 O 0 0 0
Wir dividieren die zweite Zeile durch 3.

1 -1 3 2 3 1 -1 3 2 3

0 3 —6 -3 -7 o 1 -2 -1 -1

>

0 O 0 0 1 0 O 0 0 1

0 O 0 0 0 0 O 0 0 0
Wir addieren die zweite Zeile zur ersten Zeile.

1 -1 3 2 3 1o 1 1 2

o 1 -2 -1 -1 01 -2 -1 -1

~
0 0 0 0 1 00 O 0 1
0 0 0 0 0 0 0 O 0 0

Im letzten Schritt addieren wir geeignete Vielfache der dritten Zeile zur ersten und
zur zweiten Zeile.

1o 1 1 2 1o 1 1 0
01 -2 -1 —g| |01 -2 -10
00 0 0 1 00 0 0 1
00 0 0 0 00 0 0 0

29.3. Das Gaufische Eliminationsverfahren.

Theorem 29.3. Jede Matriz A € R™*" kann durch endlich viele elementare
Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform (bzw. reduzierte Zeilenstufenform) A €

R™*™ wie in Abschm’tt gebracht werden. Weiters gilt:

(1) rank A = k und dimker(A) =n — k.

(2) Die Spalten von A mit den Nummern ji,ja,...,jx bilden eine Basis fir
im(A).

(3) Ist die Zeilenstufenform A reduziert, dann bilden die Vektoren

k
ej_zafjeju je{lv"'an}\{jh""jk}’

(=1

eine Basis von ker(A).

Beweis. Wir zeigen mit Induktion, dass A spaltenweise von links nach rechts auf
reduzierte Zeilenstufenform gebracht werden kann. Induktiv nehmen wir an, dass
die ersten ¢ — 1 Spalten von A bereits reduzierte Zeilenstufenform haben, wobei
qg—1 < n.Sei p—1 die Anzahl der nicht-trivialen Zeilen der ersten ¢ — 1 Spalten
von A. Gilt p — 1 = m, dann hat A reduzierte Zeilenstufenform und wir sind
fertig. Sei also p —1 < m. Dann gilt a1 = ap2 = -+ = apq—1 = 0. Wenn die
Elemente ap g, Gp+1,qs- - ->am,q alle Null sind, dann haben die ersten ¢ Spalten von
A reduzierte Zeilenstufenform, d.h. der Induktionsschritt ist gezeigt. Sei also eines
der Elemente a, 4, ap41,qs - - - @m,q verschieden von Null. Durch das Vertauschen
zweier Zeilen kénnen wir a, , # 0 erreichen und durch Multiplikation der p-ten
Zeile mit a,, }1 erhalten wir a,, ; = 1. Durch Addition geeigneter Vielfacher der p-ten
Zeile zu den restlichen Zeilen, bekommen wir schlieflich a,, ; = 0 fur alle j # ¢. Die
verwendeten elementaren Zeilenumformungen lassen die ersten ¢ — 1 Spalten von A
unverdndert. Damit ist auch in diesem Fall der Induktionsschritt gezeigt.
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Die Aussagen (1) und (3) sind klar, wenn A = A. Im Allgemeinen folgt die
Aussage dann aus

Es gilt noch (2) zu beweisen. Wir bezeichnen mit B die Matrix, die aus A durch
Streichen aller Spalten bis auf jene mit den Nummern j, js, .. ., jx hervorgeht. Sei
B die Matrix, die wir erhalten, wenn wir die gleichen elementaren Zeilenumformun-
gen auf B anwenden, die von A auf A gefithrt haben. Dann ist B die Matrix, die
aus A durch Streichen aller Spalten bis auf jene mit den Nummern j1, jo, ..., jk
hervorgeht. Also hat B Zeilenstufenform und alle k Spalten sind nicht der Nullvek-
tor. Somit gilt ker(B) = {0} und wegendaher auch ker(B) = {0}. Das
bedeutet, dass die Spalten von B linear unabhéngig sind. Wir koénnen schlieflen,

dass die Spalten von A mit den Nummern ji, jo, ..., ji linear unabhingig im Bild
im(A) sind. Weil dimim(A) = rank(A) = k bilden diese Spalten eine Basis von
im(A). O

29.4. Inhomogene lineare Gleichungssysteme. Wir erinnern uns, dass ein
inhomogenes lineares Gleichungssystem in der Form

Ax =1
geschrieben werden kann, wobei A € R™*" b € R™ und x € R™. Wir wollen den
Lésungsraum
L:={zeR": Az =b}
beschreiben. Ein inhomogenes Gleichungssystem muss im Allgemeinen keine Losung
besitzen. In diesem Zusammenhang ist die erweiterte Matrix

ai; - aim by
(A]d):=
mi - Qmn  bm
niitzlich.
Lemma 29.4. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) Das inhomogene lineare Gleichungssystem Az = b besitzt Losungen.
(2) beim(A).
(3) rank(A) = rank(A | b).

Beweis. Ubung. O

Falls ¢ € R™ eine spezielle Losung von Ax = b ist, dann gilt
re€l & Ar=bb & Alx —x0) =0 & z—x €ker(Ad) & z € xg+ker(A4).
Das bedeutet
L = g + ker(A).

Um das inhomogene Gleichungssystem Az = b zu 16sen, geniigt es also, eine spezielle
Losung zg von Az = b und die Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems
Az = 0 zu finden.

Theorem 29.5. Sei A € R"™*™ und b € R™. Das inhomogene lineare Gleichungs-
system ist genau dann losbar, wenn

rank(A) = rank(A | b).
Durch elementare Zeilenumformungen kann man die erweiterte Matriz (A | b) auf

die Form (A | b) bringen, wobei A (reduzierte) Zeilenstufenform hat. Sind 1 < j; <
s < gk < nowe z'n so ist Ax = b genau dann ldsbar, wenn

i1 =bpro = =byp =0
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gilt. In diesem Fall liefern die ersten k Zeilen von (A | b) ein inhomogenes Glei-

chungssystem mit der gleichen Lisungsmenge. Ist die Zeilenstufenform A reduziert,
dann bildet

Xo = Blejl =+ Bgejz —+ -4 Ekejk

eine spezielle Losung von Ax = b.

Beweis. Die erste Aussage wurde schon im obigen Lemma gezeigt. Wie im Beweis

von [Lemma 29.1| sieht man, dass die Losungsmengen von Az = b und Az =

b
iibereinstimmen. Die restlichen Aussagen folgen nun leicht. O

29.5. Matrixinversion. Sei A € R™*" invertierbar. Wenn wir die inverse Matrix
A~1 berechnen wollen, miissen wir das inhomogene lineare Gleichungssystem

AX =1,

16sen. Dabei handelt es sich um ein System von n? Gleichungen und n? Unbekannten
(den Eintriagen von X), welches jedoch in n unabhéngige Gleichungssysteme

A$1 = €1, AQZ‘Q = €2, e Axn = €, (291)

mit je n Gleichungen und n Unbekannten zerfillt. Hier bezeichnen z4,...,z, die
Spalten von X.

Theorem 29.6. Sei A € R™*™ jnvertierbar. Dann kann die n x (2n) Matriz (A |
I,,) durch elementare Zeilenumformungen in die Form (I,, | A=1) gebracht werden.

Beweis. Nach kann A durch elementare Zeilenumformungen in re-
duzierte Zeilenstufenform gebracht werden. Weil A invertierbar ist, gilt rank A = n
(vgl. . Die reduzierte Zeilenstufenform von A muss daher die Ein-
heitsmatrix I,, sein. Die gleiche Zeilenumformungen auf die erweiterte Matrix
(A | I,,) angewendet, ergeben also die Matrix (I, | X) fiir ein X € R™*™. Nun

zeigt [Theorem 29.5] dass die Spalten z1, s, ...,2z, von X die Gleichungssysteme
in (29.1) 16sen. Es gilt also AX = I,, und folglich X = A1, O

29.6. Elementare Spaltenumformungen. Die elementaren Zeilenumformun-
gen erlauben es Parameterdarstellungen fiir die Losungsmenge linearer Gleichungs-
systeme zu berechnen. Ist umgekehrt ein affiner Teilraum durch eine Parameterdar-
stellung gegeben, dann kann man diesen mittels elementarer Spaltenumformungen
als Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems beschreiben.

Unter elementaren Spaltenumformungen verstehen wir jede der folgende-
nen Operationen mit Matrizen:

(1) Vertauschung zweier Spalten.
(2) Multiplikation einer Spalte mit einem Skalar ungleich Null.
(3) Addition eines skalaren Vielfachen einer Spalte zu einer anderen Spalte.

Analog 7 sicht man

Lemma 29.7. Bild und Rang einer Matriz bleiben bei elementare Spaltenumfor-
mungen unverdndert. O

Analog zu beweist man

Theorem 29.8. Durch elementare Spaltenumformungen kann jede Matrix auf re-
duzierte Spaltenstufenform gebracht werden. O

Die (reduzierte) Spaltenstufenform ist natiirlich analog zur (reduzierten) Zei-
lenstufenform definiert. Anhand der reduzierten Spaltenstufenform kann man leicht
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eine Basis des von den Spaltenvektoren erzeugten Teilraumes angeben und ein (mi-
nimales) lineares Gleichungssystem dafiir finden. Wir demonstrieren dies anhand
von Beispielen im folgenden Abschnitt.

30. Beispiele
Die folgenden Beispielen stammen grofitenteils aus [Hall9].

Beispiel 30.1. Sei L C R® der Losungsraum des homogenen Gleichungssystems
4z + 4dxo + 4x3 + 1224 + 1225 = 0
2x1 4+ 4xo 4+ 624 + 1025 = 0
3x1 + 220 + 4x3 4+ 924 + 725 = 0.

Wir wollen die Dimension und eine Basis von L bestimmen. Sei A die Koeffizien-
tenmatrix des Gleichungssystems:

4 4 12 12
4 0 6 10
3 24 9 7

Durch elementare Zeilenumformungen bringen wir A auf reduzierte Zeilenstufen-
form:

4
A=12

11 1 3 3 10 2 31
~10 1 -1 0 2]~(0 1 -1 0 2
00 0 0O 00 0 0O

3

Nach [Theorem 29.3|gilt dim L = dimker(A) = 5 —2 = 3. Eine Basis fiir L ist (nach

Theorem 29.3(3))

-2 -3 -1
1 0 -2
6372614’162: 1 5 647361: 0 5 657617262: 0
0 1 0
0 0 1
Es folgt, dass ¢ : R?* — L mit
-2 -3 -1 —2t1 — 3ty — t3
ty 1 0 -2 t1 — 2t3
plta]=t1| 1 |+t 0O | +t3| O | = i1
ts 0 1 0 to
0 0 1 t3

ein linearer Isomorphismus ist, d.h. eine Parameterdarstellung des Losungsraums

L. Des Weiteren folgt, dass
5 T+ 2x3+3x4 +25 =0
L=<2zeR”: .
To — 3+ 225 =0

Die reduzierte Zeilenstufenform zeigt auch, dass die Matrix A Rang 2 hat und, dass
die Vektoren

4 4
4 und 4
3 2

eine Basis des Bildes im(A) bilden.
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Beispiel 30.2. Wir wollen den Rang der Matrix

0 0 3 7
1 5 8 10
A= 2 12 22 29
3 13 21 32
bestimmen, indem wir sie auf Zeilenstufenform bringen:
0 0 3 7 1 5 8 10 1 5 8 10
15 8 10 2 12 22 29 (0 2 6 9
2 12 22 29 3 13 21 32 0 -2 -3 2
3 13 21 32 0 0 3 7 0o o0 3 7
1 5 8 10 1 5 8 10
(026 91 026 9
0 0 3 11 0 0 3 11
00 3 7 0 0 0 4

Es folgt rank(A) = 4 und somit bilden die Spalten von A eine Basis von R*.

Beispiel 30.3. Wir wollen iiberpriifen ob die Vektoren

2 0 5 6
v1=\|3], wv=|1], vs=|-8], w=|-7
4 0 3 5

ein Erzeugendensystem von R? sind. Dazu bringen wir die Matrix mit den Spalten
v1, Vg, v3 und vy auf Zeilenstufenform:

2 0 5 6 31 -8 =7 3 1 -8 -7
31 -8 =7~ |2 0 5 6 |~(6 0 15 18
4 0 3 ) 4 0 3 5 12 0 9 15
3 1 -8 =7 3 1 -8 =7 3 1 -8 =7
~ 10 -2 31 32|~ [0 -2 31 32 |~ |10 -2 31 32
0 —4 41 43 0 0 =21 -21 0 O 1 1

Der Rang der Matrix ist 3, somit ist {v1, v2, v3,v4} ein Erzeugendensystem von R3.

Beispiel 30.4. Sei V der lineare Teilraum von R® der von den Vektoren

1 -2 -3
-1 4 5
v = 1 y Vg = 0 y V3 — —2
2 6 1
5 8 -1
aufgespannt wird. Wir wollen ein Gleichungssystem Az = 0 finden, dessen

Losungsraum L = {z € R® : Az = 0} mit V iibereinstimmt. Das bedeutet wir
wollen das Gleichungssystem
avi =0, avo =0, av3=0

losen, wobei a = (a1, as, ..., as) der Zeilenvektor der Unbekannten ist. Wir betrach-
ten die Matrix, deren Spalten die Vektoren vy, v9, v3, und bringen sie auf reduzierte
Spaltenstufenform:

1 -2 -3 1 0 O 1 00 1 00
-1 4 ) -1 2 2 -1 1 0 0 1 0
1 0 2|~ 1 2 1|~]1 1 1[{~]0 0 1
2 6 1 2 10 7 2 5 3 1 2 3
5 8§ -1 5 18 14 5 9 4 6 5 4
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Weil die reduzierte Spaltenstufenform das gleiche Bild hat (vgl.[Lemma 29.7)), bilden
ihre Spalten eine Basis von V. Wir kénnen ablesen, dass

—x1— 229 — 323+ 24 =0

—6x1 — br9g —4x3 + 25 =0

ein Gleichungssystem ist, dessen Losungsmenge V' ist.

Alternativ kénnen wir auch mit der Zeilenstufenform arbeiten: Wir betrachten
die Matrix derer Zeilen die Vektoren v, ve, vz sind und bringen sie auf reduzierte
Zeilenstufenform:

1 -1 1 2 5 1 0 01 6
-2 4 0 6 8 ]~1(0 1 0 2 5
-3 5 -2 1 -1 0 01 3 4

Eine Basis des Kerns dieser Matrix ist, nach

-1 —6
—2 -5
eg—e1 —2ep—3e3=|—-3]|, e;—06e; —bey—4de3=|—4
1 0
0 1

Fassen wir diese Vektoren als Zeilen einer Matrix auf, dann haben wir die gesuchte
Koeffizientenmatrix A gefunden:

-1 -2 -3 10
A_<—6 5 —4 0 1)'

Beispiel 30.5. Wir wollen die Matrix

1 0 11
1 1 21
A—0—1o1
1 0 0 2
invertieren:
1 0 1 1|1 0 0 0 1 0 1 1] 1 0 0 0
1 1 210100 |0 1 1 0/-1100
0 -1 0 1/0 0 1 0 0 -1 0 1]0 010
1 0 0 2[00 0 1 0 0 -1 1/-1 0 0 1
10 1 1|1 000 101 1|1 000
|01 1 of-1 100 [0110[-1100
00 1 1/-1110 001 1]-1110
00 -1 1|-1 0 0 1 000 2[-2111
100 01]2 -1 -10 1 00 0[2 -1 -1 0
010 -1{0 0 —-10 0100-1 & -4 3
~> a4
0 0 1 -1 1 1 o0 0oo1ojo0 3+ 4+ -1
00 0 -2 1 1 1 000 2/-2 1 1 1
1 0002 -1 -1 0
17 1 _1 1
Mo1001§1221
oo1ofo & 1 -1
1 1 1
000 1|-1 & 1 1
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Somit gilt
2 -1 -1 0
1 1 1
a7 z Tz 2
1
0 5 3 3
1 1 1
-1 3 2 2

Beispiel 30.6. Wir wollen das Gleichungssystem
T+ a0 +23=3
Ty + 2x9 + 43 = 2

r1 + 31’2 + 9!.53 =-1

16sen. Wir bringen die erweiterte Koeffizientenmatrix auf reduzierte Zeilenstufen-
form:

11 1] 3 1 1 1] 3 111
1 2 4] 2 ~1 01 3|-1]~1|01 3
1 3 9|1 0 2 8|4 01 4
1 1 1] 3 1 0 -2| 4 1 0 0] 2
~(013]|-1]~]101 3 |-1|~|O010]| 2
0 0 1]-1 00 1 |-1 0 0 1|-1
Es folgt, dass das Gleichungssystem die eindeutige Losung 1 = 2, xo = 2 und
r3 = —1 hat.
Beispiel 30.7. Das inhomogene Gleichungssystem
1‘1+2I2+3I3+4$4 =4
—x1 + 312 4+ 323 + 314 = —1
Ty + Txe + 1723 + 2024 = 9
21 — x9 — 1623 — 1724 = 2
besitzt keine Losung, weil
1 2 3 4 4 1 2 3 4 4
-1 3 3 3 | -1 - 0 5 6 7 3
1 7T 17 20 9 0 5 14 16 5
2 -1 -16 —-17] 2 0 -5 —22 -25|—6
1 2 3 4 4 1 2 3 44
- 0 5 6 7 3 - 05 6 7|3
0 0 8 9 2 0 0 8 9|2
0 0 —-16 —-18| -3 0 00 01
und somit der Rang der Koeflizientenmatrix nicht mit dem Rang der erweiterten

Koeffizientenmatrix iibereinstimmt.

Beispiel 30.8. Wir wollen alle Losungen des inhomogenen Gleichungssystems
Az = b mit

5 —5 10 10 )

2 0 8 10 12
A= 2 1 10 13]° b= 19

3 =5 2 0 —-17

bestimmen. Wir bringen die erweiterte Matrix (A | b) in reduzierte Zeilenstufen-
form:
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5 —5 10 10| =5 1 -1 2 2] -1
2 0 8 10| 12 - 1 0 4 5 6
2 1 10 13| 19 2 1 10 13| 19
3 -5 2 0]|-17 3 -5 2 0]|-17
1 -1 2 2 | -1 1 -1 2 2|-1
- 0 1 2 3 7 - 0o 1 2 3|7
0 3 6 9 21 0 0 0 0| O
0 -2 -4 —-6|-14 0 0 0 0| O
1 0 4 5|6
- 01 2 3|7
0 00 0|0
0 00 0|0
Wir kénnen nun die spezielle Losung
6
- 7
°~ o
0
und eine Basis des Losungsraums der homogenen Gleichung Az = 0
—4 -5
-2 -3
v = 1 9 Vg = 0
0 1

ablesen (vgl.[Theorem 29.5)). Der Losungsraum des inhomogenen Gleichungssystems

ist also

6 —4 -5
2| [-3
L =z + span(vy, v2) = 0 + span L] o
0 0 1
und ¢ : R? — L mit
6 —4 -5 6 — 4t1 — Hio
n\ |7 —2 3| |7-2t, -3t
‘P(t2>_ V) R I e O t)
0 0 1 to

ist eine Parameterdarstellung des Losungsraums.



KAPITEL 13
Die Determinante

31. Die Determinante einer quadratischen Matrix

31.1. Existenz und Eindeutigkeit der Determinante. Wir wissen, der Rang
einer Matrix A ist die Anzahl der linear unabhéngigen Spalten von A (vgl. Abschnitt
. Der Rang von A stimmt aber auch mit der Anzahl der linear unabhéngigen
Zeilen von A iiberein:

Lemma 31.1. Der Rang einer Matrixz A ist die Anzahl der linear unabhdngigen
Zeilen von A.

Beweis. Die elementaren Zeilenumformungen lassen die Anzahl der linear un-
abhéngigen Zeilen unveridndert, denn der lineare Teilraum, der von den Zeilen
aufgespannt wird, bleibt offensichtlich gleich. Nach bleibt auch der
Rang unter elementaren Zeilenumformungen gleich. Fiir Matrizen in reduzierter
Zeilenstufenform stimmen die beiden Zahlen offensichtlich {iberein. U

Theorem 31.2. Es existiert eine eindeutige Abbildung det : R™*™ — R mit den
folgenden Eigenschaften:

(1) det ist linear in jeder Zeile.
(2) Gilt rank A < n, dann det A = 0.
(3) detI, =1.

Diese eindeutige Abbildung wird Determinante genannt.

Wir iiberlegen uns zunichst, wie sich eine Abbildung mit den Eigenschaften
1) und [31.2((2) unter elementaren Zeilenumformungen verhélt.

Lemma 31.3. Sei det : R"*™ — R eine Abbildung mit den Figenschaften (1)
und[31.9(2). Dann gilt:
(1) Geht ein Matriz A durch Vertauschen zweier Zeilen in eine Matriz A diber,
dann gilt det A = — det A.
(2) Geht ein Matriz A durch Multiplikation einer Zeilen mit A € R in eine
Matriz A dber, dann gilt det A = X - det A.
(3) Geht ein Matriz A durch Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer
anderen Zeile in eine Matriz A diber, dann gilt det A = det A.

Beweis. (2) folgt direkt aus der Linearitit von det in den Zeilen.
(3) Wir schreiben die Matrix A in der Form

Q;

135
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wobei wir mit aq,...,a, die Zeilen von A bezeichnen. Dann gilt
a; Q; a; a;
det A = det : =det | : +det | @ | =det| : | =detA.

)\ai + aj /\ai aj aj
Hier verwenden wir zuerst die Linearitat in den Zeilen. Weil die Zeilen der Matrix
(4%}
A=

)\ai

nicht linear unabhingig sind, gilt wegen [Lemma 31.1) rank A’ < n und somit
det A’ = 0.

(1) Wir haben

Wir addieren in A und in A jeweils die i-te zur j-ten Zeile:
a; Q.
A = : und A’ =

ai—&—aj ai—i—aj

Dann unterscheiden sich A’ und A’ nur in der i-ten Zeile und nach (3) gilt det A =
det A’ und det A = det A’. Wegen der Linearitéit von det in den Zeilen gilt

a; + a;

0 = det =det A’ +det A’ = det A + det A
a; + a;
und es folgt det A = — det A. O

Beweis von [Theorem 31.4. Eindeutigkeit: Seien det und det’ zwei Abbildungen, die
1),2) und 3) erfiillen. Sei A € R"*™ beliebig. Wenn rank A < n, dann
gilt det A = 0 = det’ A. Wir konnen also annehmen, dass rank A = n. Dann folgt
(vgl. , dass A durch elementaren Zeilenumformungen in die Form

I,, gebracht werden kann. Weil det I, = 1 = det’ I,, und wegen [Lemma 31.3| muss
det A = det” A gelten.
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FExistenz: Wir zeigen die Existenz mit Induktion nach n. Fiir n = 1 hat klarer-
weise die Abbildung det : R**! — R, (a) + a, die gewiinschten Eigenschaften.

Wir nehmen nun an, die Determinante ist fiir (n — 1) x (n — 1) Matrizen schon
definiert. Fiir A = (a;;) € R"™™ bezeichnen wir mit A4;; die (n — 1) x (n — 1)
Matrix, die aus A durch Weglassen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht. Und
wir definieren det : R"*"™ — R durch

det A := Z(—l)”jaij det A;;. (31.1)
i=1

Wir zeigen, dass diese Abbildung die Eigenschaften 1), B1.2(2) und BI.2(3)
hat.

31.2(1): Wir zeigen die Linearitét in der k-ten Zeile, indem wir beweisen, dass
jeder Summand

(—1)i+jaij det Aij
linear in der k-ten Zeile von A ist. Wenn k # i, folgt dies einfach aus der Tatsache,
dass det : R@=Dx(n=1) _y R linear in der k-ten Zeile ist, weil a;; nicht von der
k-ten Zeile abhéingt. Wenn hingegen & = 4 ist, ist A;; unabhéngig von der k-ten
Zeile, aber die Abbildung R™"*"™ — R, A — ay;, ist linear in der k-ten Zeile. Die
Eigenschaft ist bewiesen.

31.2(2): Sei nun rank A < n. Dann gibt es eine Zeile, die eine Linearkombination
der anderen Zeilen ist. Folglich, kann diese Zeile durch elementaren Zeilenumfor-
mungen des dritten Typs annulliert werden. Weil wir schon wissen, dass det linear
in jeder Zeile ist, muss eine Matrix mit einer Nullzeile Determinante Null haben.
D.h. es geniigt zu zeigen, dass det A = det A gilt, wenn A aus A durch eine elemen-
tare Zeilenumformung von Typ 3 hervorgeht (und det durch definiert ist).
Weil wir schon wissen, dass det linear in jeder Zeile ist und somit

Ap ap ap ap
det A = det : =Adet | : | +det| : | =Adet| : | +detA

Aap + aq ap g ap

gilt, geniigt es zu beweisen, dass die Determinante verschwindet, wenn zwei Zeilen
iibereinstimmen.

Nehmen wir also an, dass die p-te und die ¢-te Zeile von A gleich sind (0.B.d.A
p < q). Dann gilt

det A = Z(—l)“‘jaij det Aij = (—1)p+japj det Apj + (—I)Q+jaqj det qu,
i=1

weil alle anderen Summanden nach Induktionsannahme verschwinden, da die be-
treffenden Matrizen A;; zwei gleiche Zeilen haben. Man kann die Matrizen A,; und
Ag; durch ¢ — p — 1 viele Zeilenvertauschungen ineinander iiberfithren. Nach der
Induktionsannahme gilt dann

det qu = (71)(17‘1771 det Apj-
Weil a,; = agy; fiir alle j, folgt
det A = (—1)""ay,; det Ap; + (—1)7a,; det Ay
= <_1)p+j+q_p_1aqj det Ag; + (_1)q+jaqj det Ag;

= ((—I)Q+j_1 + (—1)q+j)aqj det qu =0.
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Die Eigenschaft [31.2(2) ist gezeigt.
31.2(3): Es gilt

det I, = > (=1)"5;; det(Ln)iy = (—1)"+76;; det(T,) 5 = 1.
i=1
Das Theorem ist bewiesen. O

Korollar 31.4. Eine quadratische Matriz A ist genau dann invertierbar, wenn
det A # 0.

Bewets. Nachist A € R™*" genau dann invertierbar, wenn rank A =
n. Nach wissen wir schon, dass det A = 0 falls rank A < n. Sei also
rank A = n. Dann kann A durch elementare Zeilenumformungen in I,, iibergefiihrt
werden. Dank kann also det A nicht Null sein. O

31.2. Berechnung der Determinante. Die Formel (31.1) fiir die Determinante,
némlich

det A := Z(—l)iJrjaij det Aij,
i=1

nennt man Entwicklung nach der j-ten Spalte.

Da fiir 1 x 1 Matrizen A = (a) natiirlich det A = det(a) = a gilt, folgt damit
fiir 2 x 2 Matrizen durch Entwicklung nach der ersten Spalte

d ai; a2
et = a11Q22 — G12021.
az1 a2
Fiir 3 x 3 Matrizen liefert Entwicklung nach der ersten Spalte
ail a2 a3
det a1 as9 a3
azi1 agz ass

= ail det 022 023 — a1 det G2 13 + asq det G12 013 .
aszz2 as3 a3z 433 Q22 Q23
Diese Methode der Berechnung ist bei zunehmender Grofle der Matrix sehr

rechenintensiv. Wir werden nun ein ckonomischeres Verfahren kennenlernen. Dazu
betrachten wir zunéchst folgendes Lemma.

Lemma 31.5. Sei A = (a;;) € R"*" eine obere Dreiecksmatriz, d.h. alle Ele-
mente unterhalb der Hauptdiagonalen sind Null: a;; = 0 fir alle i > j. Dann gilt

a1; k% ok eee %
0 Q29 X - *
det A = det . . . =11 - A22 * ...  Qpn-
0 0 0 - apy
Beweis. Induktion nach n und Entwicklung nach der ersten Spalte. (]

Die Determinante jeder quadratischen Matrix A kann wie folgt berechnet wer-

den:

e Durch elementare Zeilenumformungen bringt man die Matrix A in obe-
re Dreiecksform A. Das ist dank immer moglich. In
haben wir gesehen, wie sich dabei die Determinante &ndert. In
Grunde benotigt man dafiir nur Vertauschungen von Zeilen und Addition

von Vielfachen einer Zeile zu einer anderen. Wenn insgesamt p Zeilenver-
tauschungen nétig sind, gilt det A = (—1)? det A.
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e Die Determinante von A ist nun dank m‘ leicht bestimmt.
Beispiel 31.6. Wir berechnen die Determinante der Matrix aus

00 3 7 1 5 8 10
15 8 10| ., . 2 12 22 29
det | 5 19 99 99| =(=D7det |0 10 o) 3o
3 13 21 32 00 3 7
1 5 8 10
0 2 6 9
=-detly 9 3 9
00 3 7
1 5 8 10
026 9
=-det o g 3 11
00 3 7
1 5 8 10
026 9
——det |y o5 g |=123a=20
00 0 —4

31.3. Die Produktformel.
Theorem 31.7. Fiir alle A, B € R™*" gilt
det(AB) = det A - det B.

Beweis. Sei B € R™"*™ beliebig. Wir betrachten die Abbildung
F:RY"™ 5 R, A det(AB).

Wir zeigen zuerst, dass f linear in den Zeilen von A ist. Wenn ayq,...,a, die
Zeilen von A und by, ..., b, die Spalten von B bezeichen, so konnen wir das Produkt
AB wie folgt schreiben

a (a1 |b1) - (a1 |bn)
AB= | i | (br - )= 0
an (an |b1) -+ (an|bn)

wobei (a; | b;) == S __, airby;. Wir sehen, dass bei Anderung der i-ten Zeile von A
sich nur die i-te Zeile von AB &ndert und dass die Abbildung

RW/XH _>R7L><TL7 A'_> AB

linear in der i-ten Zeile ist. Weil auch det linear in der i-ten Zeile ist, folgt die
Behauptung.

Weiters gilt f(I,) = det(I,B) = det B und f(A) = det(AB) = 0 wenn
rank A < n. Denn: Die Inklusion im(AB) C im A impliziert rank(AB) =
dimim(AB) < dimim A = rank A < n und daher det(AB) = 0.

Falls det B # 0, dann hat also f/det(B) die charakteristischen Eigen-
schaften der Determinante und wegen der Eindeutigkeit in folgt
f(A)/det(B) = det A, d.h. det(AB) = det Adet B.

Falls det B = 0, dann ist nach rank B < n und daher
dim ker B > 0 wegen der Dimensionsformel Weil ker B C ker(AB), muss auch
dimker(AB) > 0 und folglich rank(AB) < n gelten. Dann gilt auch det(AB) = 0
und die Formel ist in jedem Fall richtig. O
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Korollar 31.8. Die Abbildung det : GL,(R) — R* ist ein Gruppenhomomorphis-
mus, wobei R* = R\ {0} die abelsche Gruppe mit der Multiplikation reeller Zahlen
als Verkniipfung ist. O

Korollar 31.9. Ist A invertierbar, d.h. det A # 0, dann gilt
det(A™!) = (det A)~ 1.

Beweis. Nach der Produktformel gilt
1 =det 1, = det(AA™") = det(A) det(A™1)

und somit
det(A™1) = (det A)~ 1. O

31.4. Die Leibniz-Formel.
Theorem 31.10. Fir alle A = (a;;) € R™™" gilt

det A = Z sgn(0) A1o(1) - A20(2) -+ - * Ano(n)-

oES,
Hier bezeichnet S,, die Menge der Permutation von {1, ...,n} und sgn(o) ist das
Signum der Permutation o, d.h. +1 bzw. —1, wenn ¢ als Komposition einer gera-
den bzw. ungeraden Anzahl von Vertauschungen benachbarter Zahlen geschrieben

werden kann. Wir werden dieses Theorem hier nicht beweisen. Die Beweisstrate-
gie ist einfach wieder zu iiberpriifen, dass die rechte Seite die charakteristischen

Eigenschaften der Determinante aus besitzt.

31.5. Die Determinante der transponierten Matrix. Ist A = (a;;) € R™*"
eine m x n Matrix, dann heif3t die durch

aﬁj = aji
definierte n x m Matrix A* = (af;) € R"*™ die transponierte Matrix von A.
Man erhilt also A aus A, indem man Zeilen als Spalten schreibt.
Es gelten die folgenden Rechenregeln fiir alle Matrizen A, B und Skalare A (fiir

welche A 4+ B und AB definiert sind):

o (A+ B)t = A + B* und (\A)! = \A".

o (AN = A.

e (AB)! = B'A'.

Wir rechnen die dritte Eigenschaft nach:
t
(Z aikbkj) = Z ajkbk.i = Z bzka};j.
k k k
Theorem 31.11. Fiir alle A € R"*™ gilt det(A) = det(A?).

Beweis. Nach gilt rank(A) = rank(A?), weil der Rang einer Matrix
sowohl die Anzahl der linear unabhéingigen Spalten als auch die Anzahl der linear
unabhiingigen Zeilen ist. Weiters gilt It = I,,.

Nun zeigen wir noch, dass die Determinante det A auch linear in jeder Spalte

von A ist. Die Linearitét in der j-ten Spalte folgt aus der Entwicklungsformel (31.1),
det A = Z(—l)“‘jaij det Aijv
i=1

weil A;; héngt nicht von der j-ten Spalte von A ab und A — a;; offensichtlich linear
in der j-ten Spalte ist.
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Daher hat A — det(A?) die charakteristischen Eigenschaften der Determinante

und nach der Eindeutigkeit in [Theorem 31.2 gilt also det(A) = det(A?). O

Korollar 31.12. Man kann also die Determinante auch nach jeder Zeile ent-
wickeln. O

31.6. Die Cramersche Regel.

Theorem 31.13. Ist A € R™*" invertierbar und b € R™, dann hat das lineare
Gleichungssystem Ax = b die eindeutige Ldsung
all DY bl e a’l'ﬂ/

an1 —_— bn E— Qnn

Um x; zu berechnen, wird also die i-te Spalte von A durch b ersetzt.

Beweis. Das System Az = b kann auch in der Form
ail QA1n by
xl _ + “e. + In . —
an1 Anpn bn

geschrieben werden. Das ist dquivalent zu

a1 T;a1; — by A1n
T + .41 + -4z, = 0.
QAp1 LiQng — bn Qpn
Es folgt
ai; - way —br -0 aig
Ap1 '+ TiGpi —bn 0+ Gpp

weil die Spalten der Matrix linear abhéngig sind. Wegen der Linearitéit der Deter-
minante in der i-ten Spalte folgt die Aussage. (]

32. Euklidische Vektorriaume

32.1. Inneres Produkt und Norm. Sei V ein Vektorraum iiber R. Ein inneres
Produkt (auch Skalarprodukt genannt) auf V ist eine Abbildung

VXV =R, (z,y)—(x]y)
mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Bilinearitéit: Fiir jedes « € V ist sowohl (- | ) als auch (z | -) linear.
(2) Symmetrie: Fiir alle z,y € V gilt (x| y) = (y | x).
(3) Positive Definitheit: (z | ) > 0 fiir alle = # 0.

Ein euklidischer Vektorraum ist ein Vektorraum V versehen mit einem inneren
Produkt (- | -).

Beispiel 32.1. Sei (£,9) eine Ebene, die die Axiome erfiillt, und sei O € €.
Dann ist (£,0) mit dem inneren Produkt, das in Abschnitt eingefiihrt wurde,
ein euklidischer Vektorraum.

Beispiel 32.2. Durch
R" x R" — R, (x,y) = <.Z' | y> =YL+ Taln (32'1>
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ist ein inneres Produkt auf R" definiert. Es wird Standardskalarprodukt ge-
nannt.

Sei (V,{- | -)) ein euklidischer Vektorraum. Fiir z € V ist die Norm von z
durch
2]l == /(= | z)
definiert.

Proposition 32.3. Sei (V,(- | -)) ein euklidischer Vektorraum. Die Norm hat die
folgenden FEigenschaften:
(1) ||z|| > 0 fiir allex € V und ||z|]| =0 < z=0.
(2) |Az]| = |A] - ||z|| fir alle x € V und alle A € R.
3) Kz || < lzllllyll fir alle z,y € V (Cauchy—Schwarz Ungleichung).
(4) |lz+yll <zl + |yl fir alle z,y € V (Dreiecksungleichung).

Beweis. (1) und (2) folgen unmittelbar aus der Definition.
(3) Der Beweis der Cauchy—Schwarz Ungleichung ist der gleiche wie in
sition TT.41

(4) Die Dreiecksungleichung folgt leicht aus der Cauchy—Schwarz Ungleichung;
wie im Beweis von [Proposition 12.4] O

Seien x,y zwei Element # 0 in einem euklidischen Vektorraum. Der Winkel
a(x,y) zwischen x und y wird durch

(x| y)
cosa(z,y) = 7+—=, 0<a(z,y)<w
[yl
definiert. Wegen der Cauchy—Schwarz Ungleichung gilt
i< fzly)
=l lllyll

Der Kosinus ist eine bijektive Abbildung cos : [0, 7] — [—1,1]. Somit ist «(z,y)
wohldefiniert.

32.2. Orthogonale Vektoren. Zwei Vektoren z,y eines euklidischen Vektor-
raums heiflen orthogonal, und wir schreiben z Ly, falls

(x[y) =0
Aquivalent dazu ist a(z,y) = 7/2.

Sei V' ein euklidischer Vektorraum. Fiir eine Teilmenge M von V bezeichnen
wir die Menge
Mt ={zeV zlyfiralleyec M}

als das orthogonale Komplement von M in V.

Lemma 32.4. M+ ist ein linearer Teilraum von V.

Beweis. Weil 0 € M~ ist M~ nicht-leer. Wenn z,y € M+ und A € R dann gilt
Az +ylv)=XMz[v)+{ylv)=0
fir alle v € M. O
Die Vektoren z1,xo, ...,z eines euklidischen Vektorraums nennt man ortho-
normal, wenn |lz;|| = 1 fiir alle ¢ = 1,...,k und z; La; fur alle ¢ # j gilt (d.h.

(z; | ;) = 0;j). Wenn zusitzlich span(z1, za, ..., zx) = V gilt, heiBt (1, 22, ..., 21)
eine Orthonormalbasis von V.
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Proposition 32.5. Ein System von orthonormalen Vektoren ist stets linear un-
abhdngig.

Beweis. Seien x1,xs,...,x, orthonormal und A\ix1 + ...+ Agzr = 0. Dann folgt,
fir jedes i =1,...,k,

0=<)\1$1+...+)\k$k |ZZ?,>=/\Z<1‘1 ‘xz>:>\z .
Proposition 32.6. Sei (z1,x9,...,2,) eine Orthonormalbasis von V. Dann gilt

fiir alle x € V' die Formel

n

x = Z(m | z;)x;.

i=1

Beweis. Weil (z1,x9,...,z,) eine Basis ist, gilt * = Az + -+ + Az, gilt fiir
geeignete Skalare \;. Es folgt

Proposition 32.7. Seien die Vektoren x1,xs,...,xx orthonormal in V und sei
U :=span(zy,...,zx). Dann kann jeder Vektor x € V in eindeutiger Weise in der
Form

t=u+v, uelU undve U™,
dargestellt werden. Es gilt
k k

uzZ(:c | z)x;  und vzx—Z(z | ;).

=1 i=1

Beweis. Findeutigkeit: Angenommen es gilt auch z = v’ + v’ mit v’ € U und
v € UL. Dann folgt (u — ') + (v —v') = 0 und {(u — v’ | v —v') = 0 und somit
(u—u'Ju—1u)=0,dh u=1, was auch v =’ ergibt.
Existenz: Sei x € V gegeben. Wir machen den Ansatz u = A\jxq + -+ + A\ Tg.
Dann gilt v € U. Die Bedingung v := 2 — u € U' bedeutet
(w|z)=0 firi=1,...,k,
was dquivalent zu
(|xi)—N=0 firi=1,... k.
Die Behauptung ist bewiesen. O

Das folgende Theorem zeigt uns, wie wir orthonormale Vektoren gewinnen
koénnen.

Theorem 32.8 (Gram-Schmidt Orthonormaliserungsverfahren). Sind die Vekto-

ren xi,xs,...,TE linear unabhdngig in einem euklidischen Vektorraum, dann ist
durch
T
v =
[[@1]]

und die Rekursionsformel

Tip1 — 2 (i1 | vi)v

Vg1 1= . , Jg=1,...,k—1,
21 = 2211 (@1 [ vi)uil]
eine Orthonormalsystem (v1,...,v;) gegeben, sodass
span(vi,...,v;) = span(z1,...,&;)

fir alle 7 < k.
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Beweis. Das Theorem folgt leicht mit Induktion und der Hilfe von|Proposition 32.7}
wenn vy, ..., v; mit den gewiinschten Eigenschaften schon gefunden sind, dann be-
trachten wir

U :=span(vi,...,v;) = span(z1,...,&;).
Nach [Proposition 32.7|ist dann

J
wis =01 — Y (Tiq | vi)v;
i=1
der Anteil von ;41 in U+. Nach dem Normieren v;41 := w;4+1/||wj11] gilt dann

span(vy, ..., vj41) = span(xy, ..., Tj41).

Die Behauptung ist bewiesen. O

Korollar 32.9. In jedem endlichdimensionalen euklidischen Vektorraum existiert
eine Orthonormalbasis. (]

Korollar 32.10. Sei V' ein euklidischer Vektorraum und U ein endlichdimensio-
naler Teilraum. Es gibt eine eindeutige lineare Abbildung py : V. — U mit den
FEigenschaften

pulv =idy  und  kerpy = UL,
Ist (v1,...,v) eine Orthonormalbasis von U, dann gilt

k

pu(r) =) (& |v)v;, z€V.

i=1

Die Abbildung py heifst Orthogonalprojektion auf U.

Beweis. Weil wir eine Orthonormalbasis von U wihlen kénnen, zeigt die angege-
bene Formel die Existenz der Abbildung py.

Angenommen es gibt eine weitere Abbildung gy : V' — U mit qy|y = idy und
ker gy = U+. Dann haben wir, fiir jedes beliebiges x € V' zwei Zerlegungen in U-
und U~+-Anteil

r=py(r)+ (z —pu(z) = qu(z) + (v — qu(x)).

Nach [Proposition 32.7|ist die Zerlegung aber eindeutig, was bedeutet, dass py (z) =
qu(z) gilt. O

Korollar 32.11. Sei V' ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum und U
ein Teilraum. Wenn U+ = {0}, dann folgt U = V.

Beweis. Die lineare Abbildung py : V' — U ist surjektiv und wegen ker pyy = U+ =
{0} auch injektiv. Es folgt, dass py : V — U bijektiv ist. Weil py|y = idy, muss

U =V gelten. O
Beispiel 32.12. Sei U der Teilraum von R?, der von den Vektoren
1 0
1= |1 und x9= |2
1 3

aufgespannt wird. Eine Orthonormalbasis von U wird von den Vektoren

T1 1 1

vpi=——=— |1
fel = V3 |4
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und
T — <$2 | 7)1>1)1

Vg 1=
27 Jlwa — (@2 [ )i
gebildet. Nun gilt
0 1 -5
1
1’2—(1’2"01)’[}1: 2 —g 1 :g 1
3 1 4
und ) )
||$2 - <I2 | U1>1}1H = g\/25 +1416 = §V42
und somit

-5
— (1
vaz | 4

Die Orthogonalprojektion py : R? — U auf den Teilraum U ist also die Abbildung

Vg =

T1 1+ To + X2 1 =511 4+ 1o + 43
pu o | = TEFT2 T2 ()
3 42

32.3. Orthogonale Abbildungen. Seien V und W euklidische Vektorrdume (in
beiden Féllen bezeichnen wir das innere Produkt mit (- | -)). Eine lineare Abbildung
f:V — W heifit orthogonal (oder auch isometrisch), wenn

(f@) | fy) =(x|y) firallez,yeV.
Lemma 32.13. FEine orthogonale Abbildung f :V — W ist immer injektiv.

Beweis. Wenn z € ker f, dann gilt (z | ) = (f(z) | f(z)) = 0 und daher z = 0,
d.h. ker f = {0}. O

Proposition 32.14. Seien V und W euklidische Vektorriume und sei (z1,...,zy)
eine Orthonormalbasis von V. Dann ist eine lineare Abbildung f :V — W genau
dann orthogonal, wenn (f(x1),..., f(xz,)) ein Orthonormalsystem ist.

Beweis. Wenn f : V — W orthogonal ist, dann gilt
(f(@i) | fz5)) = (@i | 75) = 6.

Umgekehrt sei (f(z1),..., f(zn)) eine Orthonormalsystem, d.h. die Beziehung
(f(xi) | f(z))) = dij wird vorausgesetzt. Fir x = 370 Niw; und y = >0, pja;
gilt dann

@) F@) = (PO Niwa) | )

= (NS | )
= Z Z )\i/’[/jél]

Il
NE
P
=
S
8
8
<
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= (z]y) .

Korollar 32.15. Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum und f :
V' — V orthogonal. Dann ist f ein linearer Isomorphismus.

Beweis. Das folgt aus [Korollar 28.19| und [Lemma 32.13| O

Betrachten wir R” mit dem Standardskalarprodukt (32.1)). Zu jeder orthogo-
nalen Abbildung f : R™ — R" existiert eine eindeutige Matrix A € R™*"  sodass

f(z) = fa(z) = Az (vgl. [Theorem 26.6). Diese Matrizen heifien orthogonale

Matrizen. Wir bezeichnen die Menge der orthogonalen n x n Matrizen mit O(n).

Theorem 32.16. Fiir eine Matriz A € R™ "™ sind die folgenden Bedingungen
aquivalent.

(1) A ist orthogonal, d.h. A € O(n).

(2) Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis von R™.
(3) A'A=1,.

(4) A ist invertierbar und A= = At.

(5) AA' =1,.

(6) Die Zeilen von A bilden eine Orthonormalbasis von R™.

Beweis. (1) < (2) Die Spalten von A sind die Bilder unter f4 der Standardbasis
(e1,...,e,) von R™. Die Aquivalenz von (1) und (2) folgt somit aus
lon 3214

(2) & (3) Wenn ay, . .., a, die Spalten von A bezeichnen, dann ist das Element
von A'A in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte genau (a; | a;). Folglich ist die
Beziehung A*A = I,, dquivalent dazu, dass die Spalten von A eine Orthonormalbasis
von R™ bilden.

(1) = (4) Nach ist A invertierbar mit A=! = A’

(4) = (3) und (4) = (5) sind offensichtlich.

(5) & (6) folgt analog zu (2) < (3).

(6) = (4) Wenn die Zeilen von A eine Orthonormalbasis bilden, dann ist A?
invertierbar und AA? = I,, impliziert, dass A~ = A? gilt. U

Als Folgerung erhalten wir, dass eine orthogonale Matrix A immer det A = £1
erfiillt, es gilt ndmlich

1 =det I, = det(A'A) = det A* det A = (det A)%.
Die Elemente von SO(n) := {A € O(n) : det A = +1} werden spezielle orthogo-
nale Matrizen genannt.
Es ist nun leicht zu sehen, dass O(n) und SO(n) Untergruppen von GL,(R)

sind. Man spricht von der orthogonalen Gruppe und der speziellen orthogo-
nalen Gruppe.

33. Geometrische Interpretation der Determinante

33.1. Flicheninhalt eines Parallelogramms. Wir betrachten das Parallelo-
gramm in R?, das von den beiden Vektoren v, w € R? aufgespannt wird (das Paralle-
logramm hat die Ecken 0, v, v+w, w). Wir wollen dem Parallelogramm einen orien-
tierten Flicheninhalt zuordnen, d.h. wir suchen eine Abbildung A : R2 xR2? — R
mit den folgenden natiirlichen Eigenschaften:

(1) (v,w) — A(v,w) soll linear in v und in w sein.
(2) Wenn v und w linear abhéngig sind, soll A(v,w) = 0 gelten.
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(3) A(er,e2) =1.
Nach gibt es genau eine Abbildung mit den gewiinschten Eigenschaf-
ten, ndmlich

A(v,w) = det(v, w) = det (Ul w1> .
Vo W2

Somit definieren wir den Flicheninhalt des Parallelogramms, das von v, w € R?
aufgespannt wird, durch

A(v,w) = | det(v, w)].
Nun gilt

v ow
| det(v, w)| = ‘det (1}1 wi) ‘ = |vywe — vowy | = v/ (viwe — vowy)?

2

= y/viw3 + viw? — 2vvswwo

= \/(U% +v3)(wi +w3) — (viwy + vaws)?
= VIolP[[w]? = (v [w).

Wir koénnen also den Flicheninhalt des Parallelogramms, das von v, w € R? aufge-
spannt wird, auch durch

A, w) = VvPwl]? — (v | w)?

definieren. Und diese Definition macht auch fiir Vektoren v,w € R?® (oder R"™) Sinn.

33.2. Das Kreuzprodukt. Unter dem Kreuzprodukt zweier Vektoren v,w €
R3 versteht man den Vektor

Vg w
1 wq det( 2 w2) VW3 — V3Ws
vXw=[ve | x [wa]| = —det(s:ws) | = | —viws + v3wy
v w
V3 ws det( U; w; ) V1w — V2W1

Lemma 33.1. Fir beliebige Vektoren x,y,z € R? gilt:

(1) Das Kreuzprodukt x X y ist linear in x und linear in y.

2) Esgiltx x y=—y xx und z X . =0 (Schiefsymmetrie).
) (xxy|z)=det(z,y,2) = (z |y x 2).

) (@xylz)=0=(zxy|y).

) (xxy)xz=(z|x)y— (y|2)z (Grafmann Identitit).

) Nz x 2 = oyl — (| 5)2.

) (xxy)xz+(yxz)xax+(zxz)xy=0 (Jacobi Identitit).

(
(3
(4
(5
(6
(7

Beweis. Ubung. O

Proposition 33.2. Zwei Vektoren v,w € R® sind genau dann linear unabhingig,
wenn v X w # 0. In diesem Fall bildet (v,w,v x w) eine Basis von R3 und es
gilt det(v,w,v x w) > 0. Die Norm ||[v x w|| stimmt mit dem Flicheninhalt des
Parallelogramms diberein, das von v und w aufgespannt wird.

Beweis. Sind v und w linear abhéngig, dann existiert A € R mit v = Aw. Daher
gilt

vXw=(Aw) xw=Aw xw) =0.
Umgekehrt impliziert v x w = 0 dank [Lemma 33.1(6) ||v|||w|| = [(v | w)]|, d.h. v

und w sind linear abhéngig.

Wenn v und w linear unabhingig sind, dann liefert [Lemma 33.1)(3)

det(v,w,v X w) = (v X W | v X W) = ||v><w||2 > 0.
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Insbesondere ist (v, w,v X w) eine Basis von R?.

Nach [Lemma 33.1(6) stimmt ||v x w| mit dem Flidcheninhalt des Parallelo-

gramms iiberein, das von v und w aufgespannt wird. O
Proposition 33.3. Das Kreuzprodukt zweier linear unabhdngiger Vektoren v,w €
R3 ist durch die folgenden drei Figenschaften eindeutig bestimmdt:

(1) v x w ist orthogonal zu v und w.

(2) ||lv x w| stimmt mit dem Flicheninhalt des Parallelogramms tberein, das
von v und w aufgespannt wird.

(3) det(v,w,v x w) > 0.

Beweis. Wir haben schon gesehen, dass das Kreuzprodukt diese Eigenschaften hat.

Sei nun n € R? ein Vektor, der diese drei Eigenschaften besitzt. Weil (v, w, vxw)
eine Basis von R? ist, gilt

n = Av+ Aw+ A3(v X w)
fiir Skalare \; € R. Dann folgt
0=(n]v)=(v]v)A+ (w]|v)As,
0=(n|w)=(w]|wA + (w|w)is.
Weil
dec ({1 0) 1) = WPl = (o1 w)? = o x wlP 20,

(v]w) (w]w)

hat dieses Gleichungssystem die eindeutige Losung A; = Ao = 0, d.h. n = Az(vxw).
Nun gilt (nach Annahme (2))

o x wl| = [Inl = [As(v x w)|[ = |As] - lv x w]|
und folglich A3 = +1. Aber Annahme (3) zeigt, dass A3 = 1 sein muss. O
Beispiel 33.4. Wir wollen das Orthonormalsystem (vy,v2) aus [Beispiel 32.12| zu

einer Orthonormalbasis von R? ergéinzen. Dazu berechen wir

1 1 -5 1 3 1

1
— |l x—=|1]|=F%|-9]=—F|-
V3 \y) Va2 \ 4 3V14 \ ¢ V14 |

Die drei Vektoren vy, vg und vy X we bilden die gewiinschte Orthonormalbasis.
Beachte, dass v; X vy im Kern der Orthogonalprojektion py liegt.

V1 X V2 =

33.3. Volumen eines Parallelepipeds. Analog zum orientierten Flicheninhalt
eines Parallelogramms verlangen wir fiir das orientierte Volumen ‘7(u, v,w) des
Parallelepipeds, das von drei Vektoren u, v, w € R?® aufgespannt wird, die folgenden
Eigenschaften:

(1) (u,v,w) — V(u,v, w) soll linear in u, v und w sein.

(2) Wenn u, v und w linear abhéngig sind, soll V'(u,v,w) = 0 gelten.

(3) V(61,62,€3) =1.
Nach [Theorem 31.2| gibt es genau eine Abbildung V : R? x R? x R? — R mit den
gewiinschten Eigenschaft, ndmlich

B u;y U1 wi
V(u,v,w) = det(u,v,w) =det | us v2 w2
us V3 W3
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Das Volumen des Parallelepipeds, das von drei Vektoren u,v,w € R? aufgespannt
wird, definieren wir durch

V(u,v,w) := | det(u, v, w)|.

Nach [Lemma 33.1|3) gilt auch die Formel

Viu,v,w) = [{u x v | w)|.

Beispiel 33.5. Es seinen die drei Vektoren

-1 0 4
u=| 3], v=12]|, w=|-5
-2 3 0
gegeben. Das Volumen des aufgespannten Parallelepipeds ist
-1 0 4
V(u,v,w) = |det(u,v,w)| =|det [ 3 2 —=5||=3T7.
-2 3 0

Der Flacheninhalt der Seitenflachen ist

13
Aww) = Jux ol = [ 3 | 1= visZ,
-2
—10
Aww) = Juxwl = | | -8 | I = V215,
-7
15
Aw,w)=|lvxw| =] [ 12 ] | = V433.
-8

Gegeniiberliegende Seitenflichen haben den gleichen Flidcheninhalt.






KAPITEL 14
Eigenwerte und Eigenvektoren

34. Diagonalisierbarkeit

34.1. Eigenwerte und Eigenvektoren. Sei V ein reeller Vektorraum und f :
V' — V eine lineare Abbildung. Ein Skalar A € R heiit Eigenwert von f, wenn
ein Vektor v # 0 in V existiert, sodass

fv) = dv.
In diesem Fall heifit v Eigenvektor zum Eigenwert A, und die Menge
Ey:={veV: f(v) =X} =ker(f —Aid)

heifit Eigenraum zum Eigenwert A. Unter den Eigenwerten, Eigenvektoren und
Eigenrdumen einer quadratischen Matrix A € R"*" versteht man die Eigenwerte,
Eigenvektoren und Eigenrdume der zugehorigen Abbildung f4.

Die Eigenrdume sind lineare Teilriume, auf denen die lineare Abbildung ein-
fach durch Multiplikation mit dem entsprechenden Eigenwert wirkt. Die Dimension
dim E) heifit geometrische Vielfachheit von .

34.2. Das charakteristische Polynom.

Proposition 34.1. FEin Skalar A € R ist genau dann Figenwert einer quadrati-
schen Matriz A € R™*", wenn

det(A — A\I,) = 0.

Beweis. Fiir A € R gilt

Jv e R"\ {0} : Av = v

ker(A — \I,,) # {0}

dimker(A — AI,,) >0

rank(A — \[,) <n

det(A — AL,) = 0. O

A ist Eigenwert von A

KRR R

Das charakteristische Polynom einer quadratischen Matrix A € R™*™ ist
das Polynom
Py(N) =det(A — A,).
Die Proposition besagt also, dass die Eigenwerte einer Matrix A genau die reellen
Nullstellen des charakteristischen Polynoms P, sind.

Beispiel 34.2. (1) Das charakteristische Polynom der Matrix
2 -1
=6 %)

Pa()\) = det (2 5 A 2__1A> =(2-)N)2

ist
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Somit ist A = 2 der einzige Eigenwert von A. Der Eigenraum Es = ker(A — 215) ist
die Losungsmenge des Gleichungssystems

o 0)E)-0) « =m0

Somit gilt B2 = span((})) und jeder Vektor v € E, \ {0} ist ein Eigenvektor
zum Eigenwert 2. Geometrisch bedeutet es, dass @ +— Az in Richtung ((1)) durch
Multiplikation mit 2 wirkt. Auf Vektoren, die nicht Vielfache von ((1]) sind, ist die
Wirkung nicht durch Multiplikation mit einem Skalar beschreibbar.

(2) Das charakteristische Polynom der Matrix
0 1
2=(1)
-2 1 2
Pp(X) = det L )= 1= A=1)(A+1).
Also hat B die Eigenwerte 1 und —1. Der Eigenraum F; ist der Losungsraum des
Gleichungssystems

—1 1 X1 o 0 o o

1 —1)\x) " \0 o1
Es folgt Fy = span((})) und #hnlich zeigt man E_; = span((73')). Die Abbildung
x — Bx wirkt also auf skalaren Vielfachen von (%) durch Multiplikation mit 1 und

auf skalaren Vielfachen von (_11) durch Multiplikation mit —1. Geometrisch ist die
Abbildung also eine Spiegelung an der Geraden durch 0 mit Richtungsvektor (%)

ist

(3) Das charakteristische Polynom der Matrix
0 -1
(V)

B A -1\
Pc()\)—det<1 )\>_)\ +1.

Es existieren keine reellen Eigenwerte. Die Abbildung = — Cx ist eine Rotation
um den Winkel 7 um den Ursprung. Auf keinem Vektor v # 0 wirkt die Abbildung
durch Multiplikation mit einem Skalar.

ist

34.3. Diagonalisierbarkeit.

Theorem 34.3. Sei A € R"*" eine quadratische Matriz. Seien A1, Aa, ..., A\r paar-

weise verschiedene Figenwerte von A und vy, ...,v entsprechende Eigenvektoren
(d.-h. v; # 0 und Av; = N\, firi = 1,...,k). Dann sind die Vektoren vy, ..., vy
linear unabhdingig in R™. Weiters gilt

dimEy, + - +dim E), <n.

Beweis. Wir verwenden Induktion nach k. Der Fall k = 1 ist trivial.

Wir nehmen nun an, dass die Eigenvektoren vy,...,v,—1 linear unabhingig
sind. Seinen p1, ..., ur € R so, dass
pwivy + o+ pp—1Vk—1 + prvr = 0. (34.1)

Lassen wir die Matrix A auf beide Seiten der Gleichung wirken, erhalten wir
HIALUL + - 1 A= 1Vk—1 + U ARVE = 0.
Ziehen wir das Ag-fache von davon ab, bekommen wir
(A1 = Ag)vr + -+ pp—1(Ag—1 — Ag)vg—1 = 0.
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Die Induktionsannahme, dass vy, ...,v5_1 linear unabhéngig sind, impliziert
wilhi — ) =0, i=1,...,k—1,
und weil die Eigenwerte als paarweise verschieden vorausgesetzt waren, gilt
w, =0, i=1,...)k—1.

Nach (34.1) gilt somit prvr = 0 und daher pg = 0, weil v # 0. Es ist also gezeigt,
dass die Vektoren vy, ..., v linear unabhéngig sind.
Sei nun n; := dim E),. Fiir i = 1,..., k withlen wir eine Basis (vi,..., v;) von
E),. Um die Ungleichung
dimEy, +---+dimE,, <n.

zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dass die Vektoren

1 1 2 2 k k

Vi ooy Up s V5w e ey Upoyee ey U5 n ey U

linear unabhéngig sind. Seien )\;- € R so, dass
Aot + . AL o A AR 0E =0
Setzen wir w; := Ao} + ...+ A, vl € Ey,, dann wird diese Identitét zu
wy +wg + - +wp = 0.
WEeil die w; nach dem ersten Teil des Beweises linear unabhéngig sind, muss
wy=wy=---=w, =0
gelten. Dann folgt aber, dass alle Skalare A; Null sein miissen, weil die Vektoren
i

(vi,..., 0% ) fiir jedes i = 1,...,k linear unabhingig sind. O

» Yng

Wenn eine quadratische Matrix A € R™*"™ genau n verschiedenen Eigenwerte

Al,...yAn € R und entsprechende Eigenvektoren wvy,...,v, besitzt, dann bilden
nach dem vorigen Satz die Vektoren vq,...,v, eine Basis von R™. In diesem Fall
ist B:= (v vg --- vy) eine invertierbare Matrix, und es gilt
A1
B 'AB = =: Diag(A1, ..., A\n).
An

Die Matrix Diag(A1,...,A,) ist eine sogenannte Diagonalmatrix mit den Ein-
tragen Aq,..., A\, auf der Diagonale, alle anderen Eintrége sind Null.

Eine quadratische Matrix A € R™*™ heifit diagonalisierbar, falls es eine in-
vertierbare Matrix B gibt, sodass B~ AB eine Diagonalmatrix ist.

Proposition 34.4. FEine Matriz A € R"*™ ist genau dann diagonalisierbar, wenn
es eine Basis des R™ gibt, die aus Eigenvektoren von A besteht.

Beweis. Wenn es eine invertierbare Matrix B mit B~'AB = Diag(\1, ..., \,) gibt
und wenn vy, ..., v, die Spalten von B sind, dann folgt

AB = BDiag(\,...,\n)
& A(vy oo+ vy) = (v1 -+ v,)Diag(Ar, ..., An)
S (Avy - Avy) = (M1 -0 Apon),
d.h. (v1,...,v,) ist eine Basis des R™ bestehend aus Eigenvektoren von A. Die

Riickrichtung folgt mit der gleichen Rechnung, weil B invertierbar ist, wenn die
Spalten von B eine Basis bilden. O
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Fiir die Diagonalisierbarkeit ist es nicht notwendig (jedoch hinreichend), dass
alle Eigenwerte verschieden sind, z.B. ist jede Diagonalmatrix diagonalisierbar.

Die Eigenwerte Aq,...,\, im Beweis miissen nicht alle verschieden sein, son-
dern manche (oder alle) Eigenwerte kénnen mehrfach auftreten. Ein Eigenwert,
der oOfter als einmal auftritt, ist auch eine mehrfache Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms; die Vielfachheit der Nullstelle bezeichnet man als algebraische
Vielfachheit des Eigenwerts. Wenn A Eigenwerte \; mit algebraischer Vielfach-
heit m; > 2 hat, dann kann A diagonalisierbar sein oder nicht, je nachdem ob
dim E,, = m; fiir alle ¢ gilt oder nicht.

Beispiel 34.5. In ist nur die Matrix

"y

diagonalisierbar. Der Eigenvektor (}) zum Eigenwert 1 und der Eigenvektor (*11)
zum Eigenwert —1 bilden die Spalten der invertierbaren Matrix B, fiir die

B'AB = % (_11 D <(1) (1)) G _11> N ((1) —01>

35. Hauptachsentransformation

gilt.

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass symmetrische Matrizen A = A®
stets diagonalisierbar sind. Wir beweisen ein etwas allgemeineres Theorem iiber
selbstadjungierte Abbildungen, weil dadurch der Beweis einfacher und transparen-
ter wird.

35.1. Selbstadjungierte lineare Abbildungen. Sei V' eine euklidischer Vek-
torraum mit innerem Produkt (- | -). Eine lineare Abbildung f : V' — V heifit
selbstadjungiert, wenn

(f(x) |y)y = (x| fly)), furallex,yeV. (35.1)

Lemma 35.1. Sei f : V — V selbstadjungiert. Dann sind je zwei Eigenvektoren
v1, v von f zu unterschiedlichen Eigenwerten Ay # Ao orthogonal.
Beweis. Es gilt

Ar(ur [ v2) = (Aror | vg) = (f(v1) | w2) = (v1 | f(v2)) = (v1 | Adgva) = Ag(v1 | v2).
Weil \q 75 /\2 fOlgt <U1 | ’l}2> =0. U

Lemma 35.2. Sei A\ ein Eigenwert und v ein zugehoriger Eigenvektor einer selbst-

adjungierten Abbildung f : V — V. Der lineare Teilraum
vhi={z eV :(z|v) =0}

ist invariant unter f, d.h. f(vt) C vt. Insbesondere ist die Einschrinkung fl,. :

vt — vl wohldefiniert und natiirlich wieder selbstadjungiert.

Beweis. Aus (x| v) = 0 folgt mit der Selbstadjungiertheit von f

(f(z) [ v) = (x| f(v)) = (& | Av) = Mz | v) = 0.

Es folgt f(v') C vt. Dass die Einschrinkung f|,. selbstadjungiert ist, ist klar, weil
die definierende Bedingung (35.1)) einfach auf x,y € v! eingeschrinkt wird. O
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35.2. Symmetrische Matrizen. Sei V ein euklidischer Vektorraum, f:V — V
eine lineare Abbildung und B = (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis von V. Wir
betrachten den kanonischen Basisisomorphismus ¢ : R — V (vgl.
und die entsprechende Matrix A = (a;;) € R™*", sodass das folgende Diagramm
kommutiert:

fa

R” —= R"
Ein Standardbasisvektor e; € R" wird dann wie folgt abgebildet:
ej — vj = ¢p(e;) = f(v))

und

n
€ — Aej — E Q;;V;.
i=1
Weil das Diagramm kommutiert, muss also

F;) =" aiv; (35.2)
=1

gelten.

Lemma 35.3. In dieser Situation gilt
ai; = (vi | f(vj)), 1<dj<n.

Beweis. Wenden wir (v; | -) auf (35.2) an, erhalten wir

Wi ] Fuy) = (i | Y arjon) =Y ars(vi | vk) = aij. 0
k=1 k=1

Eine quadratische Matrix A = (a;;) € R™"*" heifit symmetrisch, wenn A =
At d.h. a;j = ay; fiir alle 1 < i, 5 < n.

Proposition 35.4. Sei V ein euklidischer Vektorraum und B = (vq,...,v,) €i-
ne Orthonormalbasis von V. Eine lineare Abbildung f : V. — V ist genau dann
selbstadjungiert, wenn die entsprechende Matrix A beziiglich B symmetrisch ist.

Beweis. Ist f:V — V selbstadjungiert, dann gilt dank
aij = (i | f(v;)) = (f(vi) | v) = (v; | f(vi)) = ajs,
d.h. A ist symmetrisch.

Umgekehrt impliziert a;; = aj; nach
(f(wi) [vs) = (i | f(v5))

auf den Basisvektoren v; und somit auch allgemein:
(@) L) = (P | Y wyes) = (S wif 0) | S ies)
= 3 Y w ) L) = 3 S| F@)) = (@ | 1),

fir alle z,y € V. O
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35.3. Diagonalisierbarkeit selbstadjungierter Abbildungen.

Lemma 35.5. Jede selbstadjungierte Abbildung f :V — V eines n-dimensionalen
Vektorraums V' (n > 1) besitzt einen Eigenvektor.

Beweis. Wir iiberlegen uns zuerst, dass es geniigt, die Aussage fiir symmetrische
nxn Matrizen A zu zeigen. In der Tat, wenn f4 = gagl o fopp die Matrixdarstellung
von f beziiglich einer Orthonormalbasis B ist, dann ist A dank [Proposition 35.4|
symmetrisch. Wenn =z € R” ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A ist, dann ist
v := pp(z) ein Eigenvektor von f zum Eigenwert \:

fv) = fles(x) = pp(Az) = pp(A\z) = Apn(@g' (V) = .

Wir miissen zeigen, dass das charakteristische Polynom Py (\) = det(A — AI,,)
eine reelle Nullstelle besitzt (vgl. [Proposition 34.1). Der Fundamentalsatz der Alge-
bra[2.2| besagt, dass P4 eine komplexe Nullstelle hat, d.h. es existiert ¢ = a+1ib € C
mit Py(c) =0.

Nun definiert aber A eine (C-)lineare Abbildung C* — C", z — Az, und wie
im reellen Fall folgt, dass ¢ € C ein Eigenwert dieser Abbildung ist. Daher gibt es
einen Eigenvektor z € C™ \ {0} und diesen kénnen wir in Real- und Imaginérteil
zerlegen:

z1 x1 + iy x1 Y1
5= = = +i| - =+ 1y.
Zn Tpn + WYn Tp Yn
Dann gilt Az = ¢z und somit
Az +iAy = (a + ib)(z + iy) = ax — by + i(bz + ay)
oder dquivalent dazu
Ax = ax — by,
Ay = bx + ay.
Weil A symmetrisch ist und die Abbildung R® — R", x — Az, daher nach
selbstadjungiert ist, gilt
(ax —by | y) = (Az | y) = (x| Ay) = (z [ bx + ay)
und daher
b([|z]|* + [lyl1*) = 0.

Weil z # 0 und somit ||z]|% + ||y||? # 0, folgt b = 0. Das bedeuted ¢ = a € R ist eine
reelle Nullstelle von Pj. O

Theorem 35.6 (Hauptachsentransformation). Sei V' ein n-dimensionaler euklidi-
scher Vektorraum und f : V — V selbstadjungiert. Dann ezistiert eine Orthonor-
malbasis von V' bestehend aus Figenvektoren von f. Weiters existiert eine ortho-
gonale Abbildung p : R™ =V (wobei R™ mit dem Standardskalarprodukt versehen
ist), sodass

pltofop=/fp
gilt, wobei

D:Diag()\l,...,)\1,)\2,...,)\2,...,)\k,...,)\k)

eine Diagonalmatriz ist mit den Eigenwerten von f auf der Diagonalen, die sich
gemdfs ihrer geometrischen Vielfachheit wiederholen.
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Beweis. Wir zeigen mit Induktion nach n, dass es eine Orthonormalbasis beste-
hend aus Eigenvektoren von f gibt. Fiir n = 0 ist die Aussage trivial, weil ()
ein solche Basis ist. Sei also n > 1. Nach existiert ein Eigenwert
A und ein zugehériger Eigenvektor v von f. Nach kénnen wir den
(n — 1)-dimensionalen Teilraum vt := {x € V : (x | v) = 0} betrachten und
die Einschrinkung f|,. : v* — v’ ist wohldefiniert und selbstadjungiert; dass
dimvt = n — 1, folgt aus [Proposition 32.70 Die Induktionsannahme liefert eine
Orthonormalbasis B = (v1,...,v,—1) bestehend aus Eigenvektoren fiir die Abbil-
dung f|,o : vt — vt. Setzen wir v, := v/||v||, dann ist (vq,...,v,) die gesuchte
Orthonormalbasis von V.

Die Abbildung p : R™ — V erhélt man, indem man eine Orthonormalbasis B
aus Eigenvektoren wéhlt und so ordnet, dass Eigenvektoren, die zum selben Ei-
genwert gehoren jeweils nebeneinander stehen. Dann hat der Basisisomorphismus
p := pp die gewiinschte Eigenschaft; ¢p bildet die Standardbasis (eq,...,e,) auf
die Orthonormalbasis B ab, d.h. g ist eine orthogonale Abbildung (vgl.

O

tion 32.14)).
Korollar 35.7. Jede symmetrische Matriz A € R™ ™ ist diagonalisierbar. Es gibt
eine orthogonale Matriz P € O(n) sodass

Pl'AP=P'AP =D

eine Diagonalmatriz ist. Die Diagonaleintrige von D sind die Eigenwerte von A,
wobei jeder Eigenwert so oft erscheint, wie seine geometrische Vielfachheit angibt.
Die Spalten von P bilden eine Orthonormalbasis von R™ bestehend aus Eigenvekto-
ren von A.

Beweis. Wende das vorige Theorem auf V' = R™ mit dem Standardskalarprodukt
an. ]

Beispiel 35.8. Wir fiihren die Hauptachsentransformation fiir die symmetrische
Matrix

0 1 1
A=(1 0 1
1 1 0
durch.

Schritt 1: Wir bestimmen die Figenwerte. Das charakteristische Polynom von
A ist

-2 1 1
PaA)=det | 1 —X 1 | ==-X+3x+2=—-N-2)\+1)>%
S Y

Somit sind —1 und 2 die Eigenwerte von A.

Schritt 2: Fir jeden Figenwert A bestimmen wir eine Basis des Eigenraums Ey.
Dazu lésen wir zunéichst das Gleichungssystem (A — (—1)I3)x = 0:

1 1 1 1 1 1
1 1 1]~ (0 0 O
111 0 00
Eine Basis des Eigenraums E_; = ker(A — (—1)I3) ist
-1 -1
wyp = 1 , Wo = 0
0 1

Nun 16sen wir das Gleichungssystem (A — 2I3)z = 0:
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-2 1 1 1 1 -2 1 1 =2
1 -2 1 ]~11 -2 1 ]~10 -3 3
1 1 =2 -2 1 1 0 3 -3
1 1 -2 1 0 -1
~10 1 -1~ 1|0 1 -1
0 0 O 0 0 O
Eine Basis des Eigenraums Fy = ker(A — 21I3) ist
1
w3 = 1
1
Schritt 3. Wir orthonormalisieren die Basen der Eigenrdume. Wir setzen
w1 1 _11
V] = = ———=
Forl ~ V2 |
und
-1
- 1
Vg 1= wo <w2 | 'U1>’U1 _ 1

we = (w2 oo VB \
Dann bilden v; und vy eine Orthonormalbasis von E_;. Weiters wird FE5 von

w3 1 1

V3 ‘= = 1
sl ~ V3 |,

aufgespannt.

Schritt 4. Aneinanderreihung der Orthonormalbasen der Eigenrdume liefert die
Spalten der gesuchten orthogonalen Matriz P. Die gesuchte orthogonale Matrix P
ist

1 1 1
V2 TV B 1—\/3—1ﬂ
P=| L _L Ll=—"1| V3 -1 V2
V2 V6 V3
0 =2 L \/602\/5
V6 V3

Sie erfiillt
P'AP = Diag(—1,-1,2).

36. Quadriken im R?
36.1. Quadratische Polynome und Quadriken in zwei Variablen. Ein qua-
dratisches Polynom auf R? ist eine Abbildung ¢ : R? — R der Gestalt
q(x1,22) = ax? + 2bx1 9 + cx% +dxy +exs+ f

mit Koeffizienten a, b, c,d, e, f € R. Setzen wir

A= <a b> , B:= <d> und z:= <$1> ,
b c e To

dann kann das quadratische Polynom ¢ auch in der Form

q(z) =2'Az + Bz + f (36.1)
geschrieben werden. Unter einer Quadrik in R? verstehen wir die Nullstellenmenge
{x € R? : ¢(x) = 0} eines quadratischen Polynoms.

Wir werden sehen, dass Quadriken in R? typischerweise Kegelschnitte sind.
Aber es treten auch degenerierte Kurven als Quadriken auf; z.B.
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23 + 23 = —1 hat keine Losung.

Die Quadrik #? 4+ 23 = 0 besteht aus einem Punkt.

Die Quadrik 22 — 23 = 0 besteht aus zwei sich schneidenden Geraden.
2?2 = 1 besteht aus zwei parallelen Geraden.

2?2 = 0 ist eine Gerade.

Die Quadrik 0 = 0 ist ganz R2.

36.2. Kegelschnitte in Hauptlage. Eine Ellipse in Hauptlage ist die Quadrik

2 2
x x
a—; + F; 1, a,beRso.
a? T2 A _ a2
T1 == /a2 _p2 (0,b) T = /a2 _p2

(07 _b)

Bemerkung 36.1. Die Punkte Fy = (+va? — b2%,0) heiflen Brennpunkte der
Ellipse, wobei @ > b > 0. Ein Punkt X liegt genau dann auf der Ellipse, wenn

d(X,F_) +d(X,F,) = 2a.

2
a

T sind die Leitgeraden

Die Geraden g4 mit den Geradengleichungen z; = +
der Ellipse. Fiir alle Punkte X auf der Ellipse gilt

X, F)  dX.F) [
= = = €.

d(X7 g*) d(X7 g+) a?

Die numerische Exzentrizitit e einer Ellipse erfiillt stets € < 1.

Fine Hyperbel in Hauptlage ist die Quadrik

2 2
x xT
;;—F;:17 a,b€R>0.
. a2 T2 , . a2
= \ a?2+b2 = a2+4b2
| |
l l
l l
I
‘(_ 70> l(a70)‘ -
(=vaZ +b2,0) 1 1 (Va® +12,0) ©1
| |
| |
| |
I I
I I
l l
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Bemerkung 36.2. Die Punkte FL = (+va? + b2,0) heifen Brennpunkte der
Hyperbel, wobei @ > b > 0. Ein Punkt X liegt genau dann auf der Hyperbel, wenn

d(X,F_) — d(X, F,)| = 2a.

Die Geraden g+ mit den Geradengleichungen 1 = i% sind die Leitgeraden

der Hyperbel. Fiir alle Punkte X auf der Hyperbel gilt

dX,F) _dXFy) [
d(X,g,) B d(ng+) B a? o

Die numerische Exzentrizitit e einer Hyperbel erfiillt stets e > 1.

FEine Parabel in Hauptlage ist die Quadrik
23 =2pr1, pE Rog.

[S]4S]

- @
A

Bemerkung 36.3. Der Punkt F = (£,0) heiit Brennpunkt der Parabel. Die
Gerade g mit der Geradengleichung x; = —£ ist die Leitgerade der Parabel. Ein
Punkt X liegt genau dann auf der Parabel, wenn

d(X, F)

(X, g)

Die numerische Exzentrizitéit e einer Parabel erfiillt also stets € = 1.

=1l=ce.

36.3. Quadriken in allgemeiner Lage. Ist eine allgemeine Quadrik gegeben,
z.B.

91‘% —4x1x9 + 61‘% —6x1 + 822 —3=0,
so ist zunéchst vollig unklar, um welchen Typ es sich handelt.

Mit Hilfe der Hauptachsentransformation werden wir die Quadrik durch eine
Isometrie von R? in Hauptlage bringen. Dann koénnen wir den Typ der Quadrik
leicht feststellen.

Lemma 36.4. Sei A eine symmetrische 2 x 2 Matriz, B eine 2 x 1 Matrixz und
¢ € R. Das quadratische Polynom

q(z) =z'Az + B'z + ¢

kann durch eine Substitution x = R, wobei R € SO(2), auf eine Form ohne
gemischten Term gebracht werden:

q(Rz) = #'R'"ART + B'RT + ¢ = #'Dz + B'R% + ¢

mit einer Diagonalmatriz D.
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Beweis. Dank [Korollar 35.7| existiert eine Matrix P € O(2), deren Spalten eine

Orthonormalbasis aus Eigenvektoren v;,vs von A sind, sodass P'AP =: D eine
Diagonalmatrix ist. Dann gilt det P = +1. Falls det P = —1, kénnen wir vy durch
—uvq ersetzen. Wir erhalten also in jedem Fall eine Matrix R € SO(2) mit R'AR =
D. O

Beispiel 36.5. Wir untersuchen nun die Quadrik
q(z) = 927 — 4z 25 + 625 — 621 + 82 — 3 =0. (36.2)

Wir bringen sie auf die Form

o 9 —2 T I
q(z) = (z1,22) (_2 6 ) (x2> +(—6,8) <x2> - 3.
Um den gemischten Term —4z;z2 zu entfernen, diagonalisieren wir die Matrix
9 -2
A= (_ L )
wie in Das charakteristische Polynom ist
Pa()) = det (9__; 6__2A) — (9= N)(6=N) =4 = A2~ 15A+50 = (A—5)(A— 10).
Der Eigenraum zum Eigenwert 5 ist

Bs = ker (42 _12> — ker (g _01> - span((;)).

Der Eigenraum zum Eigenwert 10 ist

o = ker (:; :j) ~ ker (g g) _ SPan((—f)).

Dann ist die Matrix

Wir setzen

_(T1) _ _ 1 1 -2 T
() (D) () .
Dann folgt

5 0\ (3 1 (1 =2\ (71
=} 8)(E)+cony 3 ) ()
=572 + 10Z3 + 257, + 4V5Ty — 3.

Durch quadratisches Ergénzen finden wir

a(@) = 5(71 + %)2 +10(7 + %)2 6.

= (2)= ()5 0) o

bringen wir die Quadrik also auf die Form

Durch die Substitution

577 41033 =6 <
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Es handelt sich um eine Ellipse in Hauptlage mit den Halbachsen \/g und \/g )

Die Komposition der Rotation (36.3]) und der Translation (36.4)) bilden die ur-
spriindliche Quadrik (36.2) auf diese Ellipse in Hauptlage ab. Die urspriingliche

Quadrik ist daher ebenso eine Ellipse mit Halbachsen \/é und \/g Den Mittel-

punkt %(17 —3) der Ellip erhélt man, wenn man den Mittelpunkt £ = 0 der
Ellipse in Hauptlage in (36.3]) und einsetzt. Die Achsen der Ellipse in Haupt-
lage sind #; = 0 und # = 0. Um die Achsen der Ellipse zu bestimmen,
verwenden wir die Inverse der Rotation , welche durch

()5 (5 )

gegeben ist. Die Achsen der Ellipse ([36.2)) sind also x1 42z = —1 und 227 —25 = 1.

Beispiel 36.6. Die Quadrik
q(z) = 723 — 122129 — 223 — 102, +2 =0 (36.5)

kann in der Form

o= ) (T 29) (22) = (-100) (%) 42

geschrieben werden. Das charakteristische Polynom der Matrix
7T -6
()
T—A —6

Pa(N) = det ( P A) = —(T=A)(24+A)=36 = A2=5)A—50 = (A+5)(A—10).

ist

Der Eigenraum zum Eigenwert —5 ist

E_5 = ker (i% _36> = ker <g _01> = span(@)).

Der Eigenraum zum Eigenwert 10 ist

-3 —6 1 2 -2
Eqp = ker (—6 _12) = ker <0 0) = Span(< 1 ))

=5 1)

Die Matrix
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ist ein Element von SO(2) und erfiillt

t _ —9 0 .
RAR—(O 10) =: D.

(1 | - 1 1 -2 T
() ne 1 (3 P (2) 5
Dann folgt

(=5 0\ [(; 1 /1 =2\ (z
= —5&% + 1072 — 251 + 4v/5Zo + 2.

Durch quadratisches Ergénzen finden wir

Wir setzen

a(@) = =5 (21 + %)2 +10(7 + %)2 Y

()~ 5 0)

bringen wir die Quadrik also auf die Form

Durch die Substitution

=2 =2
~2 ~2 Ty Xy
=511+ 1023 = -1 < T+ -5 =1
5 10

Es handelt sich um eine Hyperbel in Hauptlage mit den Halbachsen \/% und 4/ 1—10.

Die Komposition der Rotation (36.6) und der Translation (36.7) bilden die
urspriindliche Quadrik (36.5)) auf diese Hyperbel in Hauptlage ab. Die urspriingliche

. . . 1 1 ..
Quadrik ist daher ebenso eine Hyperbel mit Halbachsen \/; und 4/15. Wie im

vorigen Beispiel sehen wir: Der Mittelpunkt der Hyperbel (36.5) ist %(1, —3). Die
Achsen sind z1 + 229 = —1 und 221 — 22 = 1.

Beispiel 36.7. Wir schreiben die Quadrik
q(z) = 23 4+ 62129 + 925 — 1221 — 1625 +7 =0 (36.8)

o) = (o) (5 5) (52) + (1210 (7] 7.

in der Form
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Das charakteristische Polynom der Matrix
1 3
A= <3 9)

PA(A):det<1_A 3 >:(1—/\)(9—/\)—9:>\2—10>\=/\(A—lo).

ist

3 9—-A

Der Eigenraum zum Eigenwert 0 ist

Bt (1) <t (3 2) <o)

Der Eigenraum zum Eigenwert 10 ist

Bo=ter () =er( D) =ooun((2))

(4 )

ist ein Element von SO(2) und erfiillt

17 _ 0 0 .
wan- (0 8) -io

(T o 1 3 1 T
() ==L (3 1) (). .
Dann folgt

N (= = 0 O T _ B 1 3 1 T
q(z) = (21, 72) <o 10) <x2> +(-12, 16)\/—TO (_1 3> <$2> +7
= 1022 — 2v/10z; — 6V/10Z + 7.

Durch quadratisches Ergénzen finden wir

(@) = 72\@(1‘;1 + \/%) + 10(:5

)@ () e

bringen wir die Quadrik also auf die Form

Die Matrix

Wir setzen

3 \2
2= 5)

Durch die Substitution

2
—2V102; + 1082 =0 & 72 = ——7.
V10

Es handelt sich um eine Parabel in Hauptlage.

Die Komposition der Rotation und der Translation bilden die
urspriindliche Quadrik auf diese Parabel in Hauptlage ab. Die urspriingliche
Quadrik ist daher ebenso eine Parabel. Der Scheitel der Parabel ist der Punkt
(0,1). Die Achsen der Parabel in Hauptlage sind Z; = 0 und 2 = 0. Um die Achsen
der Parabel zu bestimmen, verwenden wir die Inverse der Rotation ,

welche durch
— i’l t ]- 3 _1 I
=" =Ry = —
@) - (5 ()
gegeben ist. Die Achsen der Ellipse ((36.2)) sind also 3x; —z2 = —1 und x; + 325 = 3.
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Beispiel 36.8. Wir schreiben die Quadrik
q(z) = 2327 — 72,29 + 223 + 5802, — 6022 + 350 = 0 (36.11)

in der Form

g(x) = (21, 72) <_2§’6 _§6> (i;) + (580, —60) @;) + 350.

Das charakteristische Polynom der Matrix
23 -36
A= (—36 2 )

23—\ 36
PA()\)—det<_36 Q_A)

=(23 = X\)(2—\) —36% = X\? — 25\ — 1250 = (A + 25)(\ — 50).

Der Eigenraum zum Eigenwert 50 ist

—-27 —-36 3 4 4
E5o = ker (—36 —48> = ker <0 O> = span(<_3>).

Der Eigenraum zum Eigenwert —25 ist

48 36 4 -3 3
E_o5 = ker (36 o7 ) = ker (0 0 ) = span((4)).
1/4 3
R=3 (3 4)

ist ein Element von SO(2) und erfiillt

+ (50 0\
wan- (2 )<

_(T1) _ — 1 4 3 T
e () mme (4 D) (). -
Dann folgt

4(7) = (71, 72) (500 %5> (;";) + (5807—60)% <43 i) (;;) +350

= 5022 — 2523 + 500Z1 + 3005 + 350.

ist

Die Matrix

Wir setzen
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Durch quadratisches Ergéinzen finden wir
1
%q(i) = 2(51 + 5)2 — (3_32 - 6)2

i= (2) = (g;) + (_56) (36.13)

bringen wir die Quadrik also auf die Form
282 — 32 =0 & (V2& —22)(V2E + i) = 0.
Es handelt sich um die beiden Geraden v/2%; — #5 = 0 und V2%, + &5 = 0.
Die Komposition der Rotation (36.12)) und der Translation (36.13)) bilden die ur-
spriindliche Quadrik (36.11)) auf diese beiden Geraden durch 0 ab. Die urspriingliche
Quadrik besteht daher ebenso aus zwei sich schneidenden Geraden. Der Schnitt-

punkt ist der Punkt %(—2, 39). Um die Geraden (36.11)) zu bestimmen, verwenden
wir die Inverse der Rotation (36.9)), welche durch

= T _ pt.. 1 4 -3 T
= (5)-me=5 (V)G
gegeben ist. Eine leichte Rechnung ergibt, dass die Quadrik (36.11)) aus den Geraden

(3—4v2)x1 4+ (443v2)z2 = 30+25v/2 und (3+4v/2)z1 + (4 —3v/2) w2 = 30—25v/2
besteht.

Durch die Substitution




Liste der Axiome

Axiom 0. Die Ebene £ enthdlt mindestens zwei verschiedenen Geraden. Jede Ge-
rade enthdlt mindestens zwei verschienen Punkte.

Dieses Axioms folgt aus den anderen Axiomen. Es erweist sich aber niitzlich
fiir den schrittweisen Aufbau der Theorie.

e Inzidenzaxiome.

Axiom 1. Fliir je zwei verschiedene Punkte A, B € £ gibt es eine eindeutige Gera-
de, die A und B enthiilt.

Axiom 2. Fiir jede Gerade g und jeden Punkt A gibt es eine eindeutige Gerade
parallel zu g durch A.

e Ordnungsaxiome.

Axiom 3. Auf jeder Geraden gibt es zwei Totalordnungen, die eine ist die Umkeh-
rung der anderen.

Axiom 4. Wenn g und h parallele Geraden sind, A, A’ Punkte auf g und B, B’
Punkte auf h sind und eine Gerade k, die parallel zu g und h ist, die Strecke [A, B]
schneidet, so schneidet k auch die Strecke [A’, B'].

e Axiome der affinen Struktur.

Axiom 5. Es existiert eine Abbildung d : € x £ — Rx¢ mit den folgenden Eigen-
schaften:

(1) d(X,Y) =d(Y,X) fir alle X,Y € £.

(2) Ist g eine orientierte Gerade, X € g und r € Rso, dann existiert ein
eindeutiger PunktY auf g, sodass X <Y und d(X,Y) =r.

(3) Wenn X € [A, B], dann gilt d(A, X) + d(X, B) = d(A, B).

Axiom 6. Seien g und h parallele Geraden, A, A" Punkte auf g und B, B’ Punkte
auf h. Dann fiihrt die Gerade k, welche parallel zu g und h ist und durch den
Mittelpunkt von A und B verliuft, auch durch den Mittelpunkt von A’ und B’.

e Axiome der metrischen Struktur.

Axiom 7. Orthogonalitit ist eine Relation L auf der Menge der Geraden ¢ in
E mit den folgenden Eigenschaften:

(1) gLh & hlg.

(2) gLh impliziert, dass g und h nicht parallel sind.

(3) Fiir jede Gerade g gibt es mindestens eine Gerade h mit gLh.

(4) Fiir je zwei Geraden g, h mit gL h und jede Gerade h' gilt h||h' < gLh'.

Gilt g Lh dann nennen wir die Geraden g und h orthogonal.
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Axiom 8. Fir je zwei Halbgeraden hy und ho mit dem gleichen Ursprung gilt
C(hl, h2) = C(hg, hl)

Aquivalente Formulierung: Fiir jedes Tripel (O, A, B) von nicht-kollinearen Punkten

mit d(O, A) = d(O, B) gilt: Bezeichnen A" und B’ die Orthogonalprojektionen von

A und B auf (O, B) bzw. g(O, A), dann gilt OA’ = OB’ auf den Geraden g(O, B)
bzw. g(O, A), wenn diese so orientiert sind, dass O < B und O < A.
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