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1 Einfiihrung

Im Jahre 1925 legte Alfred Tarski sein beriihmtes Kreis-Quadratur Problem
der Offentlichkeit vor (siehe [13]). Hier folgt die prézise Formulierung:

Ist es méglich, einen Kreis (mit Innerem) so in endlich viele dis-
Junkte Teilmengen zu zerlegen, daf8 diese neu angeordnet (mittels
Isometrien) eine Partition eines Quadrates darstellen? Kurz: Ist
ein Kreis zerlequngsgleich zu einem Quadrat?

Diese Fragestellung ist natiirlich in dem Sinne weniger strikt im Vergleich
zum klassischen Kreis-Quadratur Problem, dafl hier nicht die Rede davon
ist, nur Zirkel und Lineal zu gebrauchen. Andererseits ist es aber strenger
in der Hinsicht, daf jeder einzelne Punkt in Betracht gezogen werden muf,
und keine Uberlappungen der Teile erlaubt sind (in klassischen Zerlegungen
werden die Rénder ignoriert).

Tarski’s Kreis-Quadratur Problem wurzelt in der Theorie zerlegungs-
gleicher Mengen, die zwischen 1914 und 1925 von F. Hausdorff, W.
Sierpinski, S. Banach, A. Tarski, J. von Neumann und anderen entwickelt
wurde. Die erste systematische Darstellung dieser Theorie wurde 1924
von Banach und Tarski in einer Arbeit gegeben, die auch das oft zitierte
Banach-Tarski Paradox enthélt. Viele Resultate dieser Theorie sind von
paradoxer Natur, da sie unserer geometrischen Anschauung widersprechen.
Dahinter verbirgt sich stets das ,Paradox der Unendlichkeit“; das ist die
Eigenschaft unendlicher Mengen, in zwei disjunkte Teilmengen zerlegbar zu
sein, die beide zum Original dquivalent sind.

Das Banach-Tarski Paradox, das aussagt, dafl je zwei beschridnkte
Mengen mit nicht leerem Inneren im R® zerlegungsgleich sind, motiviert
natiirlich Tarski’s Kreis-Quadratur. Da jedoch, wie Banach 1923 zeigte, das
Lebesguemaf in der Ebene zu einem endlich-additiven und unter Isometrien
invarianten Mafl erweitert werden kann, das auf allen Teilmengen des
R? definiert ist, miissen ein Kreis und sein zerlegungsgleiches Quadrat
gleiche Fliche besitzen. Zunéichst wurden in Zusammenhang mit Tarski’s
Fragestellung (unter gewissen Restriktionen) eine Reihe negativer Resultate
bewiesen. L. Dubins, M. H. Hirsch, und J. Karush zeigten beispielsweise im
Jahre 1963, daf3 der Kreis nicht ,Scheren-konguent“ zu einem Quadrat ist;
d.h. Kreis und Quadrat sind nicht zerlegunsgleich, wenn die Teile, in welche
zerlegt wird, Jordan-Doménen (topologische Kreisscheiben) sind; Rénder
werden dabei ignoriert. Aus einer Arbeit von R. J. Gardner (1985) geht
hervor, dafl die Kreis-Quadratur im Sinne von Tarski unméglich ist, wenn
die Teile durch Isometrien bewegt werden, von denen jeweils endlich viele
eine diskrete Gruppe erzeugen.



Im Jahre 1988 gelang es dem polnischen Mathematiker Miklés Laczko-
vich nichtsdestotrotz zu zeigen, dafl der Kreis tatsédchlich zerlegungsgleich
zum Quadrat ist, und erstaunlicherweise werden nur Translationen zur
Neuanordnung der Teile verwendet.

Hier soll nun der Beweis dieses iiberraschenden Ergebnisses nachvoll-
zogen werden. Ich stiitze mich allerdings nicht ausschliellich auf die
Vorgangsweise Laczkovich’s in seiner bahnbrechenden Arbeit [9], sondern
auch einige weitere, spéter erschienene Arbeiten von ihm ([8], [10], [11])
werden zu Rate gezogen. Obwohl die Uberlegungen im folgenden nur auf
den R? bzw. den R3 beschrinkt sind, lassen sich alle Argumente unter
geringem Aufwand auch im R" durchfiihren.

Literaturverweise: [4], [9], [10], [13], [14]

2 Zerlegungsgleichheit und Diskrepanz:
Motivation des Beweises

Zunichst definieren wir die (mengentheoretische) Zerlegungsgleichheit zwei-
er beliebiger Teilmengen der Ebene:

Definition 2.1 Die Mengen A, B C R? heiffen zerlegungs-
gleich, wenn es disjunkte Zerleqgungen A = J;~, A;, B =%, B;
und Isometrien ®1,..., 9, gibt, sodaff B; = D;(A;) fir alle
1=1,...,m gilt.

Bezeichnung: A ~ B

Sind in dieser Definition alle Isometrien ®; Translationen, dann
heiffen A und B translativ zerlegungsgleich.

Bezeichnung: A “B

Der Beweis der Zerlegungsgleichheit von Kreis und Quadrat, der hier
vorgefithrt werden soll, basiert auf einer hinreichenden Bedingung fiir die
translative Zerlegungsgleichheit zweier beschrinkter mefbarer Mengen A
und B mit gleichem positiven Lebesguemaf. Die grundlegende Idee dahinter
ist folgende:

Wir suchen eine bijektive Funktion f : A — B der Gestalt

flwy=w+d; YVweA

mit endlich vielen, festen Vektoren d; € R? (i = 1,...,m). Konnen wir eine
derartige Funktion f finden, dann setzen wir fiir alle ¢ = 1,...,m

A = {weA: f(w)=w+d;} und

B, = A;+d;.



Dann sind | J!"; A; und |J*; B; disjunkte Zerlegungen von A und B. Und
fiir alle 4 = 1,...,m ist B; das Bild von A; unter der Translation f|4, mit
dem Translationsvektor d;. Eine Vorstellung davon soll uns die Abbildung
1 vermitteln.
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Abbildung 1: Translative Zerlegungsgleichheit von A und B.

Das Auffinden einer Funktion f mit der beschriebenen Eigenschaft ist
erwartungsgemaf nicht ganz einfach.
O.B.d.A. konnen wir annehmen, da A und B im Einheitsquadrat I? =
[0,1)? liegen. Legen wir nun iiber die Ebene R? fiir jedes u € R? ein Gitter
der folgenden Gestalt

Gy ={u+nzx+ky+lz+mi+hj:nkl,mheZ},

wobei z,y,2,i = (1,0) und j = (0,1) € R? linear unabhingig iiber den
rationalen Zahlen sind. Dann ist Gy eine additive Untergruppe des R? und
G, eine Nebenklasse davon. {G,} bildet also eine Partition des RZ.

Gelingt es, fiir jedes Gitter G,, eine bijektive Funktion f, : ANG, — BNG,
mit fy(w) = w + d; fir alle w € AN G, zu finden, wobei die Vektoren
d; € R? (i = 1,...,m) unabhiingig von G, sein miissen, dann lassen sich
diese Funktionen f, zu einer Bijektion f : A — B mit f(w) = w+d; fiir alle
w € A zusammensetzen. Man beachte, daf} jedes f, eine Bijektion zwischen
den Gitterpunkten eines Gitters GG, in A und jenen in B darstellt.

Im weiteren betrachten wir ein festes Gitter G,,,. Liegt ein Gitterpunkt
w = ug +nx+ky+1z+mi+hj in A(C I?), dann liegt {ug +nz + ky + 12}
in A ({w} bezeichne den Bruchteil von w). Ein Gitterpunkt in A ist also
bestimmt durch die drei ganzzahligen Parameter n, k und [. Warum es sich



gerade um drei Parameter (,Freiheitsgrade“) handelt, dazu werde ich am
Ende dieses Abschnittes eine Bemerkung machen.
Befassen wir uns jetzt mit folgenden Teilmengen von Z3

Sa(ug) = {(n,k,0):{up +nz+ky+I1z} € A} und
Sp(ug) = {(n,k,0):{uy +nz+ky+Iz} € B}.

Wir nehmen an, es gelinge uns, eine Bijektion g, : Sa(up) = Sp(up) und
ein von ug unabhingiges M > 0 zu finden mit

|guo(P) =P <MV p € Salug). (1)

Zu den Parametern (n,k,l) liefert uns g,, neue Parameter (n',k’,l"), die
einw ={ug+n'z+ky+lz} =ug+n'z+ky+U'2z+m'i+k'j € BNGy,
festlegen. Damit ergibt sich eine Funktion f,, : AN Gy, — B N Gy,.
Die Bijektivitdt von g,, tibertrdgt sich auf f,,, und die Eigenschaft (1)
bewirkt, da fy,(w) = w + d; fir alle w € AN Gy, gilt, wobei die Vektoren
d; € B2 (i = 1,...,m) unabhingig von G,, sind. Die Einzelheiten werden
im Abschnitt 8 ausfiihrlich dargelegt.

Somit haben wir das Problem, eine hinreichende Bedingung fiir die trans-
lative Zerlegungsgleicheit zweier beschrankter meflbarer Mengen A und B
zu finden, auf die Frage zuriickgefiihrt, ob es fiir jedes u € R? eine bijektive
Funktion g, : Sa(u) — Sp(u) gibt, fir welche die Beziehung (1) fiir ein
von u unabhéngiges M > 0 gilt. Der Nachweis der Existenz einer solchen
Funktion g, wird die Abschnitte 3 bis 8 umfassen.

Betrachten wir folgenden bipartiten, unendlichen Graphen: die Ecken seien
die Punkte in Sa(u) U Sp(u); zwei Ecken a € S4(u) und b € Sp(u) seien
durch eine Kante verbunden, wenn |a — b| < M gilt; die Eckenpartition ist
dann {S4(u), Sp(u)}.

Hat dieser Graph ein vollstédndiges Matching, dann existiert also auch unsere
gesuchte Funktion g,. Weil jeder Eckengrad endlich ist, liefert der unendliche
Heiratssatz (siehe Abschnitt 3) eine hinreichende und notwendige Bedingung
fiir die Existenz eines vollstdndigen Matchings:

Jedes System von k Ecken in S4(u) oder in Sp(u) ist mit min-
destens k Ecken benachbart. (*)

Wir miissen also zeigen, dafl die Bedingung (*) erfiillt ist, und dazu
werden wir beweisen, dafl die Mengen S(u) und Sp(u) eine bestimmte
Eigenschaft haben, die Laczkovich uniformly spread nennt:

Eine diskrete Menge S C R3 (d.h. jede beschrinkte Teilmenge von S ist
endlich) heiit uniformly spread mit Dichte o, wenn es positive Konstanten
a und C gibt, sodafl

IS N H| = ad3(H)| < Cra2(0H)



fiir alle H gilt, wobei H eine endliche Vereinigung von Einheitswiirfeln ist
(A, bezeichne das n-dimensionale Lebesguema$l; dH bezeichne den Rand
von H).

Wir werden im Abschnitt 4 nachweisen, daf§ die Bedingung (*) erfiillt ist,
wenn S4(u) und Sg(u) uniformly spread mit gleicher Dichte sind.

Erinnern wir uns an die Definition von S4(u) und Sp(u):

Satw) = {(n,k,0): {u+nr+ky+liz} € A} und
Sp(u) = {(n,k,1l):{u+nz+ky+lz} € B}

Daf} die Mengen S4(u) und Sp(u) tatsdchlich uniformly spread mit gleicher
Dichte sind, wird nicht fiir alle z,y,z € R? gelten, die zusammen mit i
und j linear unabhingig iiber den rationalen Zahlen sind. Eine zusétzliche
Bedingung wird erforderlich sein.

Hier kommt nun der Begriff der Diskrepanz ins Spiel:

Definition 2.2 Ist S eine endliche Teilmenge des Finheits-
quadrates 1> = [0,1)? mit |S| = N und H C [0,1)2 mefbar,
dann heifit

1
D(S: H) = | <|S 0 H| = do(H)

die Diskrepanz von S bzgl. H. Sei J = [a,b) X [c,d) ein beliebiges
Rechteck mit J C [0,1)?; die Diskrepanz von S ist die Zahl

D(S) := sup D(S;J).
JCl0,1)?

Es zeigt sich (siehe Abschnitt 9), dafl die Bedingung

U (N
Dsn(w2,9,2:4) < A und
U (N
Disy(ur.y.2:B) < S8 VNeN
wobei sy(u;x,y,2) = {{u +nx + ky+1z} : 0 < n,k,l < N} und
U (2F)

¥ eine nichtnegative Funktion auf N mit ) 7%, =5~ < oo ist, dazu
ausreicht, dafl S4(u) und Sg(u) uniformly spread mit der gleichen Dichte
a = X2(A) = \2(B) sind.

Es sei erwahnt, dafl der Nachweis dieser Aussage sehr langwierig und
kompliziert ist; er erstreckt sich iiber die Abschnitte 5 bis 9. Wesentlich ist
dabei die Einfiihrung der sogenannten dyadischen Wiirfel. Es handelt sich
um Wiirfel mit achsenparallelen Kanten der Linge 2% (k € Ny), und die
Koordinaten aller Eckpunkte haben die Form a2* (a € Z).



Wir wollen nun unsere bisherigen Uberlegungen zusammenfassen, indem
wir die gesuchte hinreichende Bedingung fiir translative Zerlegungsgleichheit
zweier beschrankter mefibarer Mengen mit gleichem positiven Lebesguemafl
formulieren (statt A und B schreiben wir H; und Hs):

Satz 9.1 Sei U eine nichtnegative Funktion definiert auf N mit
oo U(2k) <
k=0 92k 0.

Seien Hy, Hy mefbare Teilmengen von I? = [0,1)? mit Ao(H1) =

Ao(Ha) > 0, und seien x,y, 2 € R? so, daf:

1. z,y,z,i = (1,0)und j = (0,1) linear unabhdingig iber Q
2. N*-D(sy(u;2,y,2); H) < U(N) Vue R2,NeNr=1,2

Dann gilt: Hy w H,

In den Abschnitten 10 bis 12 werden wir zeigen, dal es Punkte x,y

und z im R?, welche die Voraussetzungen 1. und 2. dieses Satzes erfiillen,
iiberhaupt gibt. Anstatt solche Punkte zu konstruieren, weisen wir nach,
daB fast alle z,y und z im R? diese Eigenschaft haben. Dies wird uns ein
wenig in die metrische Zahlentheorie fiithren.
Mit Hilfe von Abschéitzungen bestimmter Summen, die den ,,Abstand zur
néchsten ganzen Zahl“ enthalten, nach der Methode von W. M. Schmidt
(siehe Abschnitt 11), kénnen wir eine obere Schranke fiir die Diskrepanz
der Menge sy(u;x,y,z) finden. Dabei werden wir die Formel von Erdos-
Turdn-Koksma verwenden (siehe Abschnitt 12).

Im Abschnitt 13 wollen wir noch den Begriff der isotropen Diskre-
panz einfithren, bei welcher das Supremum nicht iiber alle Rechtecke
[a,b) x [c,d) C [0,1)? (wie in Definition 2.2) sondern iiber alle konvexen
Mengen C C [0,1)? gebildet wird. Mit Hilfe einer Abschéitzung der isotropen
Diskrepanz werden wir in der Lage sein, die hinreichende Bedingung fiir
die translative Zerlegungsgleichheit (Satz 9.1) auf beschrinkte konvexe
Mengen H; und Hy mit gleichem positiven Lebesguemafl anzuwenden
(siehe Abschnitt 14). Als Folgerung erhalten wir die positive Antwort
auf Tarski’s Kreis-Quadratur Problem, da der Kreis und das Quadrat
schlieBlich spezielle konvexe Teilmengen der Ebene sind.

Abschliefilend sei noch bemerkt, dafl Laczkovich in seiner Arbeit [9] fol-
gende Version des Satzes 9.1 beweist und anwendet:

Satz 9.1* Sei U eine nichtnegative Funktion definiert auf N mit
oo U(2F)
k=0 oF <

Seien Hy, Hy meflbare Teilmengen von I? = [0,1)% mit \o(Hy) =
A2(Hz) > 0, und seien z,y € R? so, daf:



1. z,y,i = (1,0)und j = (0,1) linear unabhdngig tiber Q
2. N2-D(sy(u;z,y); Hy) < U(N) Yu€eR2,NeNr=1,2

Dann gilt: Hy w H,

Hier treten salopp gesprochen nur zwei ,Freiheitsgrade“ auf. In dieser

Arbeit [9] beweist Laczkovich die translative Zerlegungsgleichheit von Kreis
und Quadrat, indem er zeigt, dafl jede Menge, deren Rand eine stiickweise
glatte Jordankurve ist, deren Kriimmung in jedem Punkt zwischen zwei
positiven Konstanten liegt, translativ zerlegungsgleich zu einem Quadrat
gleichen Inhalts ist. Und dazu sind nur zwei ,, Freiheitsgrade“ nétig.
Hier wollen wir aber die Moglichkeit Tarski’s Kreis-Quadratur nachweisen,
indem wir die translative Zerlegungsgleichheit beschrankter konvexer Men-
gen gleichen Inhalts zeigen. Dazu sind aber mindestens drei ,,Freiheitsgrade
erforderlich, damit die Abschétzung der Diskrepanz von sy(u;z,y,z) und
die Abschétzung der isotropen Diskrepanz gut genug sind, um den Voraus-
setzungen der hinreichenden Bedingung fiir translative Zerlegungsgleichheit
zu geniigen.

Literaturverweise: [4], [7], [9], [10]

3 Der unendliche Heiratssatz

Sei im folgenden G = (V, E) ein bipartiter Graph (V die Eckenmenge, E die
Kantenmenge) mit Eckenpartition {4, B}.

Definition 3.1 Eine Menge M unabhdngiger Kanten in einem
Graphen G = (V, E) heifit Matching. M heiffit Matching von UC
V, wenn jede Ecke aus U mit einer Kante aus M inzident ist. M
heifst vollstdndiges Matching von G, wenn M sowohl Matching
von A als auch von B ist.

Ein unendlicher Graph G heifit lokalfinit, wenn alle Eckengrade
endlich sind.

Ein unendlicher Graph G = (V, E) heifst abziahlbar, wenn sowohl
V als auch E abzdhlbar sind.

Wir fithren nun folgende Schreibweisen ein: Ng(A') bezeichne die Menge
aller Nachbarn der Elemente von A’ C A im Graphen G. Auflerdem sei
mit G[V'] der Graph mit Eckenmenge V' C V gemeint, dessen Kanten
genau die Kanten von G sind, deren Endecken beide in V' liegen. Auch
die Schreibweise G — U := G[V'\U] ist gebrduchlich: G — U entsteht durch
»Loschen“ aller Ecken in UNV und aller mit diesen Ecken inzidenten Kanten.



Zuerst wollen wir uns eine FEigenschaft eines unendlichen, lokalfiniten
Graphen iiberlegen, der dariiber hinaus noch zusammenhéngend ist.

Lemma 3.1 Sei G = (V, E) ein zusammenhdingender, unend-
licher, lokalfiniter Graph. Dann gilt: G ist abzdhlbar.

Beweis: Wir starten bei einer beliebigen Ecke vy € V.
Sei K,,(G;vg) die Menge der Ecken v € V' mit Abstand n von vy (Abstand
= minimale Anzahl von Kanten zwischen v und vy).
Mittels Induktion nach n iiberlegt man sich leicht, dal K,,(G;vg) wegen der
Lokalfinitheit von G fiir alle n € Ny endlich ist.

Weil G zusammenhéngend ist, konnen wir V folgendermaflen darstellen:
V' = Upnen, £n(G;vg). Damit ist V' abzéhlbar, weil eine abzihlbare Ver-
einigung endlicher Mengen abzihlbar ist.
Die Kantenmenge E ist von der Form E = |J,cy By, wobei mit E, die
Menge der mit v inzidenten Kanten in G bezeichnet sei. Also ist K wegen
der Lokalfinitheit von G und der Abzéhlbarkeit von V' abzéhlbar. O

Lemma 3.2 Sei G ein bipartiter, lokalfiniter Graph mit Ecken-
partition {A, B}. Dann gilt:

A hat genau dann ein Matching, wenn fiir alle endlichen A’ C A
gilt, daf§ |[Ng(A")| > |A'| ist (Heiratsbedingung).

Beweis: ,=“: trivial.
»<="“: Wir unterscheiden folgende zwei Fille:

1. A endlich:
Wir verwenden vollstdndige Induktion nach |A|.
|A| = 1: Die Behauptung ist trivialerweise wahr.
Es sei nun |A| > 2, und fiir kleinere |A| sei die Heiratsbedingung
hinreichend zur Existenz eines Matchings von A.
Wir unterscheiden zwei Fille:

e |Ng(S)| > |S| + 1 gilt fiir jedes nicht leere S C A: Wir wihlen
eine beliebige Kante ab € G (a € A und b € B) und betrachten
G’ := G — {a, b}. Fiir jedes nicht leere S C A\{a} gilt dann

INa(S)] > [Na(S)| —1>|S].

Nach Induktionsvoraussetzung enthdlt G’ ein Matching von
A\{a}; zusammen mit der Kante ab ergibt dies ein Matching
von A in G.

e Es gibt ein nicht leeres A’ C A mit |[Ng(A")] = |A’|: Nach
Induktionsannahme enthélt G’ := G[A’ U Ng(A')] ein Matching
von A’ weil A’ eine echte Teilmenge von A ist.
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Abbildung 2: Beispiele fiir G, G’ := G[A’ U Ng(A")] und G — G-

Nun erfiillt auch G — G’ die Heiratsbedingung: gibe es ein S C
A\A' mit [Ng_q (S)] < |S|, so wiire

INa(SUA)| = [Ng-q ()| + [Na(A)] < [S] +]4"] =[S U A,

also ein Widerspruch. Nach Induktionsannahme enthélt somit
auch G — G’ ein Matching von A\A’, und wir kénnen die bei-
den Matchings zu einem Matching von A in G zusammensetzen.

. A unendlich:

Nach der Aussage des Lemmas 3.1 zerfillt G in lauter hdchstens
abzdhlbare Komponenten. Somit kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl
G abzédhlbar ist; finden wir Matchings der einzelnen Zusammenhangs-
komponenten, so kénnen wir diese zu einem Matching von A zusam-
mensetzen.

Es sei A = {aj,a9,...} und wir setzen fir n € N A, :={a1,...,a,}-
Dann gilt nach 1.: Fiir jedes A, gibt es ein Matching.

Die Zahl der Matchings von A, ist wegen der Lokalfinitheit von G
endlich.

Fiir m < n induziert jedes Matching von A,, ein Matching von A,,.
Wiéhle nun ein Matching M; von Ay, das durch Matchings von A, fiir
oo viele n induziert wird.

Ist fiir ein m schon ein Matching M, von A,, bestimmt, das durch
Matchings von A,, fiir co viele n > m induziert wird, so gibt es unter
den letzteren wieder co viele, die das gleiche Matching von A,, 1 in-
duzieren. So ein Matching wahlen wir als M.

So erhalten wir fiir jedes n ein Matching M,, von A,, und fiir m < n
ist M, C M,.

Die Vereinigung der M, fiir alle n € N liefert ein Matching von A. O
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Mit Hilfe dieses Lemmas konnen wir nun den endlichen als auch den
unendlichen Heiratssatz beweisen:

Satz 3.1 (Endlicher Heiratssatz) Sei G = (V,E) bipartit
mit Eckenpartition {A, B} und |A| = |B| < c0. Dann gilt:

Es gibt genau dann ein wvollstindiges Matching von G, wenn
|Na(A")| > |A!] fiir alle A" C A gilt.

Beweis: Nach Lemma 3.2 hat A ein Matching. Wegen |A| = |B| < co
ist jedes Matching von A vollstdndig. DO

Satz 3.2 (Unendlicher Heiratssatz) Sei G = (V, E) bipartit
und lokalfinit mit Eckenpartition {A, B}. Dann gilt:

Es gibt genau dann ein vollstindiges Matching von G, wenn
|Na(T')| > |T| fir jedes endliche T C A oder C B gilt.

Beweis: ,=“: trivial.
»,<=": Nach Lemma 3.2 gibt es Matchings M4, Mg von A, B. Wir definieren
den Untergraphen G' := (AU B, M4 U Mp). Besitzt jede Komponente C
von G’ ein vollstéindiges Matching, so kénnen wir diese Matchings zu einem
vollstdndigen Matching von G’ (und damit von G) zusammensetzen.

Grad 1

il
\\\\\

Abbildung 3: C als einseitig oder zweiseitig unendlicher Weg.

1. C endlich: fertig (nach dem endlichen Heiratssatz; |[ANC| = |BNC|
wegen der Existenz von M4 und Mp).

2. C unendlich: C ist zusammenhéingend und enthélt nur Ecken vom
Grad < 2 (da die Kanten von C in M4 U Mp liegen). C' muf also
ein einseitig oder ein zweiseitig unendlicher Weg sein, dessen Kanten
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abwechselnd zu M 4 und zu M p gehoren. Ist C' ein einseitig unendlicher
Weg und die Ecke mit Grad 1 inzident mit einer Kante aus M4 (bzw.
Mpg), dann setzen wir M := M4 (bzw. M := Mp). Ist C ein zweiseitig
unendlicher Weg, dann sei M := My (siehe Abbildung 3). In beiden
Féllen ist M ein vollstdndiges Matching von C. O

Literaturverweise: [3], [5], [6]

4 Eine Anwendung des unendlichen Heiratssatzes

Wir werden nun eine Anwendung des unendlichen Heiratssatzes kennen-
lernen, die uns von groflem Nutzen fiir den Beweis der Zerlegungsgleichheit
von Kreis und Quadrat sein wird. In diesem Zusammenhang fithren wir
folgende Bezeichnungen ein:

e Unter einem Finheitswirfel verstehen wir eine Menge der Form
Hg’zl[ai,ai +1) mit a; € Z firi = 1,2,3.

e H stehe fiir die Familie aller Teilmengen von R2, die eine endliche
Vereinigung von Einheitswiirfeln darstellen.

e p(H) := Xo(OH) bezeichne die Oberfliche der Menge H C R® (0H
steht fiir den Rand von H).

Definition 4.1 Eine Teilmenge S des R® heifit diskret, wenn
jede beschrinkte Teilmenge von S endlich ist.

Satz 4.1 Seien S1 und So diskrete Teilmengen des R3, und a, Cy
und Co seien positive Konstanten derart, dafl

1S: N H| = aX3(H)| < C; - p(H) (2)

fiir alle H € H,1=1,2 gilt.
Dann g¢ibt es eine Bijektion ® : S1 — Sy mit

|®(x) — 2| < 2V3[6a 1(C1+Cy) +1] VzeS,.

Bemerkung 4.1 Laczkovich nennt diskrete Mengen S C R3,
die die Bedingung (2) fur alle H € H erfillen, ,uniformly
spread “ (also etwa ,gleichverbreitet“) mit Dichte a.

Die Menge Z3 beispielsweise hat diese Eigenschaft fiir die Dichte
1, die Menge (27.)® hingegen ist nicht uniformly spread mit der
Dichte 1: die Elemente von (2Z) sind zwar gleichmdfig ange-
ordnet, liegen aber zu weit auseinander.

Nebenbei sei bemerkt, daff keine endliche Menge uniformly
spread mit irgendeiner Dichte sein kann.
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Beweis:(der Bemerkung)

1. Z3 ist uniformly spread mit der Dichte 1:
Ist H = (), dann ist die Bedingung (2) trivialerweise erfiillt.
Fiir ein nicht leeres H enthélt jeder Einheitswiirfel Hg’zl[ai,ai +1)
(mit a; € Z fiir i = 1,2,3) in H genau ein Element von Z3, nimlich
(a1,az,as). Damit ist also |Z3N H| = A3(H), und mit der Wahl a = 1
gilt die Ungleichung (2) in trivialer Weise.

2. (27)3 ist nicht uniformly spread mit der Dichte 1:
Zu zeigen ist:

VC >03H cH:||(2Z)*NH| - \3(H)| > C - p(H).

Wir betrachten die Folge (H,)S%; C H mit H, = H?ZI[O,Qn) fiir
n € N. Wir stellen fest: |(2Z)3NH,| = n3, \3(H,) = (2n)® und p(H,,) =
6 - (2n)2.

Seien nun C > 0 beliebig vorgegeben. Welche Anforderungen mufl n
erfiillen, damit ||(2Z)3 N H,| — \3(H,)| > C - p(H,,) gilt?

n®—8-n® > C-6-4-n?
& nd -8 > 24.-C-n?
24-C

< no> —.
7

Fiir gegebenes C > 0 gibt es also stets ein natiirliches n > #, sodaf}

||(2Z)3 N Hn| - )\3(Hn)‘ >C p(Hn) gilt.

3. Keine endliche Menge ist uniformly spread mit irgendeiner Dichte:
Sei S eine endliche Menge im R3. Wir nehmen an, es gibe positive
Konstanten o und C, sodafl

1S 1V H| = aXg(H)| < C - p(H)

fir alle H € H gélte. Wir betrachten die Folge (H,)3%,; C H mit
H, = H?zl[—n, n) fir n € N. Es gibt ein ng € N so, dal S C H,, fiir
alle n > ng gilt. Fiir alle n > ng ist |S N Hy,| = |S], A\3(H,) = (2n)3

und p(H,) = 6 - (2n)2. Damit folgern wir:
S| —a-(2n)?| < C-6-(2n)?
gilt fir alle n > ng, also ist

I8l
n2

8-a-nl<24.C

fiir alle n > ng, was widerspriichlich ist. O
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Beweis:(des Satzes) Wir setzen M := [6a~1(Cy + Cs) + 1].
Die Aussage des Satzes kann folgendermaflen formuliert werden:
Der bipartite Graph G = (S1U S5, {(z,y) : © € S1,y € Sa, |z —y| < 2v3M})
mit Eckenpartition {Si, S2} hat ein vollstdndiges Matching.

Der Grad jeder Ecke von G ist endlich, da S7 und S, diskret sind (Grad
von x1 € S; = Anzahl der y € Sy mit |z —y| < 2v/3M = endlich, da jede
beschrinkte Teilmenge von Sy endlich ist; analog mit zo € S3). Auerdem
sind die Mengen S; und Sy unendlich (Bemerkung 4.1).

Somit folgt die Existenz eines vollstindigen Matchings von G nach dem
unendlichen Heiratssatz aus folgender Bedingung:

Jedes System von k Ecken in S; oder in Sy ist benachbart zu
wenigstens k Ecken in G.

Wir werden nun diese Bedingung iiberpriifen:
Sei X C S gegeben mit | X| = k.
Sei Fys die Menge der Wiirfel der Form Q = [[>_,[a; M, (a; + 1)M) (a; €
Z,i=1,2,3), und sei Q1,...,Q, eine Aufzihlung jener Wiirfel in F);, die
wenigstens ein Element von X enthalten. Sei @ der mit @; konzentrische
Wiirfel mit Seitenlédnge 3M, und wir setzen A := |JI ; Q; und B :=|J]_; Q.
Wir zeigen nun, daf folgende Ungleichungen gelten:

p(A) = X(04) < 3 0(B\A), p(B) = (0B) < 3 0a(B\A). (3

Es sei dazu der Rand von A als folgende disjunkte Vereinigung darge-

stellt: A = U§:1 F;, wobei F; C OA eine Seitenfliche von einem der Q);
(etwa Q%) ist. D.h. F1,..., F, ist eine Aufzdhlung aller untereinander ver-
schiedenen Seitenflichen, die den Rand von A ausmachen. Zu jeder solchen
Seitenfliche Fj; gehort genau ein Wiirfel Q;; C A. Es folgt unmittelbar, dafl
p(A) = rM? gilt.
P; sei der eindeutig bestimmte Wiirfel aus Fjs, der mit dem Wiirfel @;;
die gemeinsame Seitenfliche F; hat (siehe Abbildung 4). Weil @;; C A und
F; C 0A gelten, ist P;N A = (). Auerdem gilt P; C Q;j C UL, Q;=B.
Also ist P; C B\ A fiir alle j.

In der Folge Pi,..., P, tritt ein Wiirfel hochstens 6 mal auf, da jeder
Wiirfel P; durch ,Spiegelung® an einer seiner 6 Seiten erhalten wird. Daraus
folgt:

6As(B\A) > > \s(P;) = rM?® = MrM* = Mp(A),
j=1

also
6

M
Damit ist die erste Ungleichung von (3) gezeigt.

p(A) < —A3(B\A).
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4

Abbildung 4: Konstruktion von P; in 2 Dimensionen

Jetzt stellen wir B\ A folgendermaflen dar:
B\A = ;- Rk, wobei Ry, ..., Ry, verschiedene Elemente von Fj; sind.
Dann gilt aufgrund der Konstruktion von B aus A: 0B C |J;*; ORy. Somit
ergibt sich:

p(B) = X2(8B) <> A2(ORy) < m6M* = —\3(B\A).
k:

Also ist auch die zweite Ungleichung von (3) bewiesen.

Wir haben M = [6a~1(C + Cg) + 1| gesetzt. Daraus ergibt sich M >
6a1(Cy + C»), und es folgt a > - (Cy + C2). Damit und mit der Beziechung
(3) kénnen wir folgern:

—
w
=

D (Cr+ O)Xs(B\A)

aXs(B\A)
al3(B) — ar3(4). (4)

Cip(A) + Cap(B)

IA

IA

Nach der Voraussetzung (2) gilt speziell fiir A und B (€ H):

[S1NA| —ar3(A4) < ||S1NA] —ads(4)] < Cip(A),
CM)\?,(B) — ‘SQ ﬂBl < ||SQ ﬂB| — CW\3(B)| < Czp(B).

Zusammen mit der Eigenschaft (4) ergibt sich also:

|SQﬂB| Oé)\g(B) —ng(B)

>
> al3(A) + Cip(A)
> |S1NAl > |X|=k. (5)
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Es gilt: B C U(X,2V3M) := {y € R : dist(y, X) < 2v/3M}.
(2/3M ist der doppelte Durchmesser eines Wiirfels aus Fy)

: ®) .
Daher gilt wegen (5): |Se N U(X,2v3M)| > |So N B| > k; d.h. X ist be-
nachbart zu mindestens k& Fcken in G.
Symmetrisch dazu beweist man, dafl jede k-elementige Teilmenge von
S9 zu mindestens k Ecken von G benachbart ist. O

Es sei noch eine Charakterisierung diskreter Mengen, die uniformly
spread mit Dichte « sind, erwéhnt, die ich hier nur teilweise beweisen mochte.
Der vollstindige Beweis (siehe [11]) ist etwas aufwendig und wiirde uns zu
weit von unserer Thematik entfernen.

Bemerkung 4.2 Fiir jede diskrete Menge S C R3 und fiir jedes
a > 0 sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. S ist uniformly spread mit Dichte «.
2. FEs gibt eine Biyektion ® : S — a~ 373 mit

sup |®(z) — z| < 0.
z€S

3. Es gibt eine positive Konstante C, sodaf
IS NH| —aXs(H)| < C-A3({z € R : dist(x,0H) < 1})
fiir jede beschrinkte mefbare Menge H € R® gilt.

Beweis: ,2. = 3.“: ohne Beweis.
»3. = 1.“: ohne Beweis.
o1 = 2.4 Sei § C R? diskret und uniformly spread mit Dichte a.
Natiirlich ist die Identitit id : o 3Z3 — a~3Z3 eine Bijektion mit
sup___y.lid(@) — ¢ = 0 < oco. Also erfiillt die Menge a~3Z3 die
Bedingung 2. und damit die Bedingung 1., sie ist somit ebenfalls uniformly
spread mit Dichte a.
Der Satz 4.1 liefert die gewiinschte Bijektion. O

Literaturverweise: [4], [9], [11]

5 Das System der dyadischen Wiirfel

Die Voraussetzung (2) des Satzes 4.1, namlich die Eigenschaft einer Menge,
uniformly spread zu sein, ist fiir unsere Zwecke recht unhandlich. Wir wollen
versuchen, eine leichter zu handhabende hinreichende Bedingung dafiir zu
finden (siehe Bemerkung 8.1). Zu diesem Zweck fithren wir das System der
dyadischen Wiirfel ein.
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Definition 5.1 FEin Gitterwiirfel ist eine Menge der Form
Q = Hg’zl[ai,ai +n) mit a; € Z firi = 1,2,3 und n € N.
Die Seitenlinge von Q bezeichnen wir mit s(Q).

Fiir jedes k € Ny setzen wir:

3
Dy, := {H[ai2k, (ai + 1)2k) ta; € Z,1 = 1,2,3}

=1

Das System der dyadischen Wiirfel ist definiert als
o
D= U Dg.
k=0

Bemerkung 5.1 Die Menge der Einheitswiirfel ist gleich der
Menge Dy und daher in D enthalten.

Zunéchst wollen wir eine Vorstellung der dyadischen Wiirfel bekommen
(siehe Abbildung 5), und dann beschéftigen wir uns mit einigen einfachen
Eigenschaften dieser Wiirfel.

[0-23 (0+1)2%)
[0-22,(0+ 1)22)
[0-21, (0 +1)2%)

—— [0-29 (0 +1)29)
| | | |
| . . .
0 2 4
— [1-20(1+1)2%)

—_— -2 (14 1)2Y)

6 8

[1-22,(1+1)2?)

Abbildung 5: Beispiele fiir dyadische Wiirfel in 1 Dimension. Die Situation
auf der negativen Halbachse ist (bis auf die Endpunkte) spiegelsymmetrisch.

Proposition 5.1 Fiir das System der dyadischen Wiirfel gelten
folgende Eigenschaften:

1. Fiir alle k € Ny bildet Dy, eine Partition des R3.

17



2. Fir alle Q1,Q2 € D gilt mindestens eine der Relationen
Q1NQ2=0,Q1 CQ2,Q2 C Q1.

3. Fir jede endliche Familie A C D ist |JA die disjunkte
Vereinigung der (bzgl. der Inklusion) mazimalen Elemente
von A.

4. Fir alle H € H gilt: H st die disjunkte Vereinigung der
mazimalen Elemente von {Q € D:Q C H}.

5. Fiir jedes QQ € D gibt es ein eindeutig bestimmtes Element
Q* € D mit Q C Q* und s(Q*) = 2s(Q).
6. Zu jedem Q* € D\Dy gehiren 23 disjunkte Q € D mit

Q C Q* und s(Q*) = 2s(Q), deren Vereinigung gerade Q*
15t.

Beweis: ad 1.: trivial.
ad 2.: Seien Q1 € Dy,, Q2 € Dy,, also

3

3
Q1 = [Jlai2®, (i + 1)20), Qo = [][0:2%, (b + 1)2%2)

1=1 1=1

mit a;,b; € Z fir ¢« = 1,2,3. Wir unterscheiden zwei Fille:

° kl :k‘gt

— wenn (a1, az,a3) = (by,b2,b3): Dann ist Q1 = Qo.

— wenn (a1, az,a3) # (b1, bz, b3): Es folgt Q1 N Q2 = 0,
denn sei 0.B.d.A. a; # b;: dann ist |a; — b1| > 1 und daher
[a12F1) (ay +1)2F1) N [b12%1) (by + 1)2F1) = () (siehe Abbildung 5).

o k ;é ko: 0.B.d.A. k| < ko:

— wenn (a1, az,a3) = (by,be,b3) = (0,0,0) oder = (—=1,—1,—1):
Dann ist @1 C Q2 (siehe Abbildung 5).
— wenn (ay, az,a3) = (by,bz,b3) # (0,0,0) und # (-1,-1,-1):
Es folgt Q1 N Q2 = 0,
denn sei 0.B.d.A. a; = b; # 0 und # —1: dann ist wegen ki +
1 < ko auch [a12%, (a1 + 1)2%) N [a12%2, (a1 + 1)2%2) = @ (siehe
Abbildung 5).
— wenn (a1, az,a3) # (b1,b2,b3): 0.B.d.A. a1 # by
* wenn Q1 N Q2 = 0: fertig.
* wenn Q1 N Qs # 0:
Q2 C Q1 ist unmoglich, denn k; < ko.
Angenommen @1 € @Q2: Wegen ki < ko ist das Intervall
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[a12F1, (a3 +1)2F1) kiirzer als das Intervall [b; 252, (by +1)2F2),
d.h. fiir a;2% = b;2*2 oder fiir (b; +1)2%2 = (a;+1)2% wiirde
@1 C @ folgen; und daher gilt entweder

a12k1 < b12k2 < (a1 + 1)2k1

oder
a12M < (b +1)2% < (a1 +1)2%.

Daraus folgt entweder
a1 < b12k27k1 <ay+1

oder
a1 < (b1 + 1)2k2_k1 <ai+1;

in beiden Fillen ein Widerspruch. Es folgt @1 C Q.

ad 3.: Folgt direkt aus 2.
ad 4.: H ist eine endliche Vereinigung von Einheitswiirfeln. Deshalb gilt:
H =|{Q € D : Q C H}, und somit ist H nach 3. darstellbar als die
disjunkte Vereinigung der maximalen Elemente von {Q € D: Q C H}.
ad 5.: Eindeutigkeit:
Seien @7, Q35 € D mit Q C Q1,Q C Q3 und 5(Q}) = 5(@3) = 25(Q). Da
Q € D ist, gibt es ein k € Ny mit () € Dg; und es folgt QF, Q5 € Di41.
Aus dem Beweisteil ,ad 2.“ (Fall k1 = k2“) wissen wir: Q] = @5 oder
QN5 =10. QN QS5 = 0 ist unmoglich, da sich sonst ein Widerspruch zu
Q C Q7,Q C Q5 ergeben wiirde.

Existenz:
Sei Q € Dy mit Q = [[>_,[a;:2", (a; +1)2%), (a; € Z,i=1,2,3).
Wegen s(Q*) = 2s(Q) ist Q@* € Dy1. Wir konstruieren nun ein Q* mit den
gewiinschten Eigenschaften:

e q; gerade: a; = 2,1 € Z. Setze:
Projektion von Q* auf die i-te Achse := [(a; — )21 (a; +1 —1)2F 1)
Denn:

(a; — 1)2F 1 < g;2F E=C)
(a; + 1)2% < (a; +1 —1)2k+1 45"

<0,

Q.
“ST <.

e a; ungerade: a; = 2] — 1,1 € Z. Setze:
Projektion von Q* auf die i-te Achse := [(a; — )21 (a; + 1 —1)2F 1)

Denn:
(a; — )2F1 < g28 “E <,
(a; + 1)2F < (a; +1— 02kt “E <o
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ad 6.: Sei Q* € Dy mit Q* = [ [5:;2F1, (bi4+1)28+1), (b; € Z,i = 1,2,3).
Betrachten wir die Projektion von Q* auf die i-te Achse:

[:25F1, (b + 1)25H)
= [2b; 2%, (2b; +2)2F)
N——
€Z EZ

= [20;2F, (2b; + 1)2F) U [(20; + 1)2%, (2b; + 2)2F)
= [a;2%, (a; +1)25) U [(a; + 1)2%, ((a; + 1) 4+ 1)2),

wenn wir a; := 2b; setzen. Die Projektion von Q* auf die i-te Achse setzt
sich also zusammen aus zwei disjunkten Projektionen von Wiirfeln @ € Dy,
auf die i-te Achse. Und weil D eine Partition des R® darstellt, sind es
genau zwei Projektionen.

/

Q*

/

Abbildung 6: Q* und die enthaltenen @ mit s(Q*) = 2s(Q).

Da wir uns im R?® bewegen, gibt es somit 2% disjunkte, in @} enthaltene
Q € Dy, deren Vereinigung Q* ist (Abbildung 6). O

Literaturverweise: [11]

6 Ein Mengensystem

Um Mengen H € H, also endliche Vereinigungen von Einheitswiirfeln, mit
Hilfe dyadischer Wiirfel darzustellen, fithren wir in diesem Abschnitt folgen-
des Mengensystem ein:

Definition 6.1 Sei A ein endliches System von Mengen. Wir
definieren induktiv ein neues Mengensystem S(A) wie folgt:

Setze So(A) :== AU {0}.
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Wurde S, (A) bereits definiert, dann gehort eine Menge A ge-
nau dann zu Sp+1(A), wenn mindestens eine der folgenden
Bedingungen erfullt ist:

1. A€ S,(A).

2. FEs gibt disjunkte Subsysteme Aj, A2 C A und Mengen
A € Sn(Al),Az € Sn(AQ) so, dafl A= A1 U Ay und
AN Ay =10.

3. Es gibt disjunkte Subsysteme Ay, Ay C A und Mengen
A € Sn(.Al),AQ S Sn(.AQ) so, dafs A= Al\AQ und
As C Ay,

Damit ist Sp(A) fir jedes n € Ny definiert. Nun setzen wir

Wir wollen uns zunéchst mit einigen Beispielen auseinandersetzen, um
ein ,,Gefiihl“ fiir dieses Mengensystem zu bekommen:

e Sei A=), dann ist S,(A) = {0} fiir alle n € Ny, also S(A) = {0}.

o Sei A= {A}, dann ist S,(A) = {0, A, } fiir alle n € Ny, also S(A) =
{0, A1}

o Sei A={A1,A>} mit Ay N Ay = (), dann gilt:

SO(A) = {(Z)aAlaAQ}v
Si(A) = {0,A1,42,A1 U Az} = 5,(A) VYn>1, also
S<A) {®7A17A2’A1 UAZ}

o Sei A={A1, Ay} mit AyN Ay #0, Ay € Ay und Ay € Ay, dann gilt:

So(A) = {0,A;,A42} =S, (A) VneN, also
{0, A1, Ao}

b
=
[

o Sei A ={A1, A2} mit Ay C Ay, dann gilt:

A = {Q)aAlaAZ}v
51(./4) = {@,A1,A2,A1\A2} = Sn(.A) V n Z 1, also
A) = {0, A1, As, A1\ Az},
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e Sei A ={A;, Az, A3} mit paarweise disjunkten A4;, dann gilt:

So(A) {0, A1, Az, A3},

S1(A) = Sp(A)U{A; UAy A U A3, Ay U As}

Sa(A) = S1(A)U{A1UA3U A3} =5S,(A) Vn>2 also

S(A) = {0,A1,As, A3, A1 U Ay, A; U A3, Ao U A3, A1 U Ay U As}.

So(A) {0, A1, A, A3},

S1(A) = Sp(A)U{A2\A1, A3\ A1, A3\ A2}

So(A) = S1(A)U{(A3\A2)UA;1} =S (A) Vn>2 also
S(A) = {0,A1,As, A3, Ao\ A1, A3\ A1, A3\ Ag, (A3\A2) U A1}

e Sei A= {Al,AQ,Ag} mit A1 N A3z = 0 und A; C Az (:> Ai1NAy = @)
(Abbildung 7), dann gilt:

So(A) {0, Ay, As, A3},

S1(A) = So(A)U{A; UAs, A3 U A3, A3\ A2}

S2(A) = S1(A)U{(A3\A2)U A1} =S, (A) Vn>2 also

S(A) = {0,A1, Az, A3, A1 U Az, A1 U A3, A3\ Ag, (A3\A2) U A }.

4 N )

As

Ay \ Az /

- /

Abbildung 7: Illustration der letzten beiden Beispiele.

Die betrachteten Beispiele legen folgende Eigenschaften von S(.4) nahe:

Proposition 6.1 Seien A und B endliche Systeme von Mengen.
Dann gilt:
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1. Fir alle n € Ny ist Sp(A) C Sp+1(A).

2. Wenn A C B ist, dann gilt S,(A) C S, (B) fir alle n € Ny
und damit natiirlich S(A) C S(B).

3. S(A) ist der Abschluf von AU {0} unter den Operationen

der disjunkten Vereinigung und der eigentlichen Differenz
(A\B, wo B C A) mit der Einschrinkung, daf8 jedes Ele-
ment von A nur einmal verwendet werden darf; d.h.:
Sei A={AY,... A% }. Ein Element gehért genau dann zu
S(A), wenn es entweder die leere Menge () ist oder als eine
HKette“ von Ag aus A verknipft mit den beiden Mengen-
operationen U und \ dargestellt werden kann, sodajfs:

e jedes A? in der ,Kette“ hochstens einmal auftritt,

o bei jeder vorkommenden Vereinigung U die zwei betei-
ligten Mengen disjunkt sind,

o bei jeder vorkommenden Differenz \ die abzuziehende
Menge Teilmenge der anderen ist.

4. S(A) ist endlich.

Beweis: ad 1.: trivial nach Regel 1. der Definition 6.1.
ad 2.: Sei A C B; wir zeigen, S,(A) C S,(B) gilt fiir alle n € Ny, mittels
Induktion nach n.
n =0

So(A) = AU{0} C BU{0} = So(B).

Nun gelte S,(A) C Sp(B), wir wollen zeigen, daf dann auch S,1(A) C
Sny1(B) gilt.
Sei A € Spi1(A):

L
o wenn A € S,,(A) C Sp(B) C Sy41(B); fertig.

o wenn A = Aj UAs mit Aj NAy =0 (oder A= A1\A2 mit Ay C Al)
und A; € S, (Ay) und As € S, (As), wobei A; und Ay disjunkte Sub-
systeme von A sind, dann sind A; und A auch disjunkte Subsysteme
von B. Damit liegt A auch in S, 1(B).

Also gilt Sp(A) C S, (B) fiir alle n € Ny, und damit folgt natiirlich S(A) =
U0 Sa(A) € USZy Sa(B) = S(5).

ad 3.: Sei A = {A9,..., A% }. C(A) bezeichne den Abschlufl von AU{()} unter
den Operationen der disjunkten Vereinigung und der eigentlichen Differenz
mit der Einschrinkung, dafl jedes Element von A nur einmal verwendet
werden darf.

Um S(A) C C(A) zu beweisen, zeigen wir durch Induktion nach n, da8
Sn(A) C C(A) fir alle n € Ny gilt.

n =0

So(A) = AU {0} C C(A).
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Nun gelte S,(A) C C(A) fiir A und jedes seiner Subsysteme, wir wollen
zeigen, dafi dann auch S, 1(A) C C(A) gilt.
Sei A € Sn—|—1(~’4)3

e wenn A € S, (A) C C(A); fertig.

e wenn A = A1 U A2 mit A1 N A2 = (Z) (oder A= Al\AQ mit A2 - Al)
und A; € S;(A;) und A € S,(Az), wobei A; und A disjunkte
Subsysteme von A sind, dann sind nach der Induktionsannahme A; €
Sn(A1) C C(A1) und Ay € Sp(Az) C C(Az). Weil A; und A disjunkt
sind, treten in den Darstellungen von A; und As als ,Ketten“ keine
gemeinsamen Elemente A? auf. Also liegt A = A1 U Ay (bzw. A =

Al\AQ) in C(A)
Nun ist noch C(A) C S(A) zu zeigen. Diesen Beweis fithren wir durch

Induktion nach |A|.
|A| = 0: Dann ist A = () und somit
C(A) = {0} = S(A).

|A| = 1: Dann ist A = {AY} und somit

C(A) = {0, A]} = S(A).
Sei jetzt |A| > 2, und fiir Mengensysteme A* mit |A*| < |A| gelte C(A*) C
S(A*).
Sei A € C(A), d.h. A ist entweder die leere Menge () oder eine ,Kette* aus
A? verkniipft mit U und \ mit den geforderten Eigenschaften.
Wenn A = () oder A = A? fiir ein i € {1,...,m} ist, dann ist A € Sy(A) C
S(A).
Andernfalls ist A eine Verkniipfung zweier , Teilketten* A; und A, durch
die disjunkte Vereinigung oder die eigentliche Differenz, d.h. A = A; x Ag

mit * € {U,\}, mit der Einschriinkung, da jedes A? in A; * Ay héchstens
einmal vorkommt. Betrachten wir die folgenden Subsysteme von .A:

Ap = {AY: A? kommt in A; vor} und

Ay = {AY: AY kommt in Ay vor}.
Sie sind disjunkt, und es gilt [A;| < |A| und |As| < |A], weil die , Teil-
ketten* Ay und A, nicht leer sind. Dann ist nach der Induktionsannahme
A1 € C(A1) C S(Ay) und As € C(Az) C S(A3).
Es existieren also ni,ns € Ny, sodal A1 € Sy, (A1) und Az € Sp,(A2) ist.
Wegen der Eigenschaft 1. ist somit A; € S;(A;) und Ay € S;(Az) mit
n = max{ny, ny}. Nach den Bedingungen 2. und 3. in der Definition 6.1 gilt
deshalb A = A; % Ay € S;4+1(A). Daher ist A auch in S(A).
ad 4.: Die Endlichkeit von S(A) folgt dank der Endlichkeit von .4 unmit-
telbar aus Eigenschaft 3. DO

Literaturverweise: [11]
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7 Zwei Lemmata zu den dyadischen Wiirfeln

Das erste Lemma, mit dem wir uns in diesem Abschnitt auseinandersetzen
wollen, liefert eine Aussage fiir alle Dimensionen d > 1. Wir werden diese
Aussage nur fiir d = 3 brauchen. Aus beweistechnischen Griinden soll das
Lemma aber mittels Induktion iiber d fiir alle Dimensionen gezeigt werden.
Wir verwenden folgende Schreibweisen:

o H(@ gstehe fiir die Familie aller Teilmengen von R?, die eine endliche
Vereinigung von Einheitswiirfeln H?Zl[ai, a;i+1),(a; €Z,i=1,...,d)
darstellen.

e Ein Gitterwiirfel ist eine Menge der Form H?Zl[ai, a; +n),
(ai €Z,i=1,...,d,n € N)

e Fiir jedes k € Ny setzen wir:

d
D\ = {H[aﬂk, (@i +1)2F):q; €Z,i=1,... ,d}

=1

Das System der dyadischen Wiirfel ist definiert als

p@ .= | JD¥.
k=0

Sei eine Folge von Funktionen fg: (0,1) — (0,00) wie folgt definiert:
Sei f, =1.
Ist d > 2 und f; 1 bereits definiert, dann setze
fa1(V7)

fa(z) =1+ A (z € (0,1)).

Dann erhalten wir fiir fy, f3: (0,1) — (0, 00) folgende Darstellungen:

1

1-Vz
1 1

T U ma - Ve,

Eine Skizze soll eine Vorstellung von fs und f3 vermitteln (siehe Abbildung
8).

und

folz) = 1+

fa(z) = 1

Lemma 7.1 Sei H € HYD und sei Q ein Gitterwiirfel mit
s(Q) =n, der H enthdlt. Es gelte

Na(H) < c-nt (6)
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f
2

Abbildung 8: Die Funktionen fs und fs.

und
N1 (OH NintQ) < e-n !, (7)
wobei ¢ € (0,1) und € > 0 ist. Dann gilt:
Aa(H) < e fa(e) - n?. (8)

Beweis: Induktion nach d:
d =1:Ist H = (, dann gilt (8) in trivialer Weise. Sei nun H # 0: H ist
eine endliche Vereinigung von Einheitsintervallen und liegt in einem Intervall
@ mit ganzzahligen Randpunkten und der Linge n. Aus der Bedingung (6)
folgt H C @, und deshalb liegt mindestens ein Randpunkt von H im Inneren
von @ (sieche Abbildung 9), d.h.

M,
1 < XN(OH NintQ) < e-n’ =e.

Wir sehen also, da§ in diesem Fall € > 1 gelten mufl. Und damit ist
wegen H C Q und f; =1

AM(H) < M(Q) =n<e- fi(c) -n.

Sei nun d > 2, und wir nehmen an, dafl die Aussage des Lemmas im
R¥1 gilt. Sei 0.B.d.A. Q = [[%,[0,n). Wir setzen

d—1
Lj = H[Oan>x[j_17j)7 (j:l,...,n).
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Xo(0H NintQ) = 1

I Ao(0H Nint@Q) = 4

Q
Abbildung 9: Zwei Beispiele fiir H # () und Q im Falle d = 1.

Dann ist natiirlich H C Q = Uj_, L.
I bezeichne die Menge der Indizes j € {1,...,n}, fir die \q(H N L;) <
Ve n®list. Nun gilt (da die L; fiir j = 1,...,n paarweise disjunkt sind)

6

—
=

c-nt > Ag(H)
= n(J@HnLy)
7=1
> (U @)
Fe{l,n\I
= Z )\d(H N Lj)
je{l,n\I

> (n—[I|)Ve-n®t

und somit |I| > (1 — /¢c)n.
Sei o : R4 — R4 die Projektion

o(z1,...,zq) = (x1,...,24-1), z; €R

Dann ist fiir alle j = 1,...,n H; := o(H N L;) € H4V und o(L;) ist ein
Gitterwiirfel in R¢—1.

Da H aus lauter Einheitswiirfeln der Dimension d besteht und , Facet-
ten“ kleinerer Dimension d’ eines Einheitswiirfels stets d’-dimensionales Maf}
1 haben, ist A\q_o(0H; Nint o(L;)) gerade die Anzahl der vertikalen , Sei-
tenflichen“ von 0H Nint@ N L;, und deshalb ist

> Xa2(0H; Nint o(Ly)) < Ag—1(0H NintQ).
7=1
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Nun gilt:

7
€ - ndil (>) )\d—l(aH n ZntQ)
> Z Aa—2(0H; Nint o(Lj))
7=1
> Z Aa—2(0H; Nint o(Lj))
jel

> |I| -II_lé}l)\d_Q(aHjﬂint O'(Lj)).
J

Weil |I] > (1 — /c)n > 0 ist, muf es ein jy € I geben, sodafl das Minimum
in der vorigen Zeile angenommen wird, und somit folgt:

Aa_2(0Hj, Nint o(Lj,)) < — - nd~? € .pd2

<7
1] 1-+e

Auflerdem gilt /\d—l(Hjo) = )\d_l(O'(HﬁLjo)) = /\d(HﬂLjo) S \/E-nd_l.
Wir verwenden die Induktionshypothese fiir die Menge H), und den Wiirfel
o(Lj,). Das ergibt:

€

Aa-1(Hjy) < 1= e fam1(V/e) - n®
= ¢ (falo) = 1)-n",
also
Na(H N Lj,) < e- (falc) —1)-nd71 (9)

Sei nun U = [[¢Z}[as, ai + 1) x [jo — 1,jo) ein in Lj, enthaltener Ein-
heitswiirfel. Wir bezeichnen mit Ry die ,,Sdule®, die U enthélt, d.h.

d—1
Ry = H[ai,ai + 1) X [O,n)
=1

Wenn U C Lj \H und HN Ry # 0, dann ist 0H NintRy # 0, weil Ry
mindestens einen Einheitswiirfel, der zu H gehort, und zumindest einen,
der nicht zu H gehort, enthilt (siehe Abbildung 10). Sei S die Menge jener
Einheitswiirfel U, fiir die U C L;,\H und H N Ry # 0 ist. Zéhlen wir die
Elemente der Menge S, so zdhlen wir nur horizontale , Seitenflichen“ von
0H N intQ. Darum gilt:

. (1) a1
|S] < Ag—1(0H NintQ) < e-n .
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| Ry

L — — — =

Abbildung 10: Situation fiir d = 2.

Klarerweise ist H in (J{Ry : U € S oder U C H N Lj,} enthalten. Somit
folgt:

MN(H) < ne|S|+n-{U:UCHNLj}
< nee-n®thnN(HN L)
© ;
< e (14 fale)=1)-n

= E'fd(C) 'nda

was den Beweis beendet. O

Wir kehren nun wieder zu unserer Situation zuriick, ndmlich zuriick in
den R3, und wir setzen folgende Konstanten fest:

2(27 +1)
é

e=1-2"0+D " e—(2fy(¢))"" und C =

7

also mit d = 3

¢ = 1-27*=0.9375,

¢ = (2f3(¢)) 7t ~2.499-107* und
A 2(2% +1

C = uz7.2-104.

~

€

Lemma 7.2 Seien § # H € H und Q € D mit H C Q und
A3(H) < $X3(Q). Dann gilt:
Es gibt dyadische Wiirfel Q1,...,Qn C Q, sodaf

H e S({Qla---’Qn})
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und

VieNo: [{i:s(Qi) = 21} < ¢ 2200H NintQ)

Beweis: Induktion nach k, wobei s(Q) = 2*.

Der Fall k = 0 kann nicht eintreten, denn H C @ und A\3(H) < $)23(Q) =
wiirden H = () implizieren.

k = 1: H liegt in einem Wiirfel Q) mit Seitenlinge 2, und es gilt A\3(H) <
12A3(Q) = 4. Die Einheitswiirfel, aus denen H zusammengesetzt ist, liefern
uns die gesuchten dyadischen Wiirfel Q1,...,Q,. Damit steht auch fest,
daB fiir alle natiirlichen I > 1 |{i : s(Q;) = 2'}| = 0 < C - W
gilt. Zu untersuchen ist also noch der Fall [ = 0: Es gelten die Beziehungen
0 < |{i: s(Qi) = 2°} < 4 und \o(OH N intQ) > 1, weil H nicht leer
ist und aus maximal 4 Einheitswiirfeln besteht; somit ist die gewiinschte
Ungleichung ebenfalls erfiillt (Abbildung 11).

1
2

Q
H € 5({Q1,Q2,Qs3})
{i:5(Qi) =2°} =3
Ao (OH MintQ) =7
H

Abbildung 11: Ein Beispiel fiir H im Fall £ = 1.

Wenden wir uns nun dem Induktionsschritt zu:
H und Q erfiillen die Voraussetzungen des Lemmas, und sei s(Q) = 2%o.
Wir nehmen an, das Lemma gilt fiir H; und @; (die ebenfalls den Voraus-
setzungen geniigen) mit s(Q) < 2ko.
Definiere:

A={PeD : PCQ,PZH,
A3(PNH)>24\3(P),
A (0H NintP) < é-s(P)?}

Befassen wir uns zunéchst mit dem Fall, dafl A leer ist.
Seien Q1,...,Q, die maximalen Elemente von {P € D : P C H}. Dann
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sind Q1, ..., Qn paarweise disjunkt und H = [J;" ; Q; (Proposition 5.1).
Firallei=1,...,nist @; C H C @, und da Qq,...,Q, paarweise disjunkt
sind, gilt nach der Proposition 6.1

HC S{Q1,...,Qn})

Damit ist der erste Teil der Aussage des Lemmas (im Falle A = () gezeigt.
Sei jetzt [ € Ny beliebig aber fest. Wir haben zu zeigen, dafl

i 5(Qu) = 2] < ¢ 2L R Q)

gilt. Sei i € {i: 5(Q;) = 2'} fest. Q; ist ein maximales Element von {P €
D : P C H}. Wir erinnern uns: @} ist der eindeutig bestimmte dyadische
Wiirfel mit Q; C QF und s(QF) = 2s(Q;).

Aus der Voraussetzung A3(H) < 5A3(Q) folgt H C @ und damit Q; € Q.
Wir wollen uns iiberlegen, dafl daraus ()7 C @ folgt:

Weil ()7 und @ dyadische Wiirfel sind, gilt nach Proposition 5.1
mindestens eine der Relationen Qf C Q,Q C QXQ:NQ = 0.
Q:NQ = 0 kann nicht eintreten, da Q; C @ und Q; C Q7 gelten.

Im Falle @ C @} existieren die Moglichkeiten @ = Q] (dann gilt
auch QF C Q) und Q C Q7. Fiir die zweite Moglichkeit erhielten
wir also @; € @ € Q7 und damit

5(Qi) < s(Q) =2 < s(Q}) = 25(Qy).
Sei etwa s(Q;) = 2k (ky < ko), dann glte
okt < ko < 9. 9k

und somit
1 < 2ko=k1 9

was widerspriichlich wire. Es ist also stets Q7 C Q.

Aus der Maximalitét von Q; ergibt sich Qf € H. Wegen Q; C Q7 und
Q; C H gilt Q; € Q7 N H und deshalb auch

A3(QF N H) > A3(Qi) =27%A3(QF) > 27*A3(Q)).
Wir kénnen schlieen, dafl
o (OH NintQ}) > é-5(QF)2 =é- (2-2H)2 = . 22(0+1) (10)

gilt, denn sonst wire @} ein Element von A, also ein Widerspruch zu A = (.
Da fiir alle i € {i : 5(Q;) = 2} jeweils Q} C @ ist, gilt die Beziehung

oHNn )  intQ; COH NintQ. (11)
1€{i:s(Q;)=2'}
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Wir wissen nach der Proposition 5.1, da zu einem Wiirfel QF 2° Wiirfel
Q) mit Q) C QF und s(Q7) = 25(Qy;)) gehoren, deren Vereinigung gerade
Q7 ist. Achtung: Die 2% mit (i) indizierten Wiirfel miissen nicht alle in

{Qi:i=1,...,n,5Q;) = 2!} sein.
Betrachten wir einen Punkt x von BHI'WUZE{Z 5(Qs)=2t} ntQ, dann gibt es ein

io € {i: 5(Q;) = 2'}, sodaB = € Q;, ist. In der Aufzéhlung (QF);cis(:)=2'}
kommt @7 nach der erwéhnten Eigenschaft hochstens 23 mal vor. Also gilt

Pr0HN | Q) > D N0HNntQ)),  (12)
ic{izs(Qi)=2'} ic{izs(Qi)=2!}
weil wir beim Summieren auf der rechten Seite der Ungleichung jeden Punkt

x von OH N ;e {izs(Qi)=21} intQ; hochstens 2% mal beriicksichtigen. Fassen
wir zusammen, erhalten wir

(11)
N(OHNintQ) > M@HN ) intQ))
ie{i:s(Q;)=2'}
(12) 1 .
> 3 Z X2 (0H NintQ;)
1€{izs(Qi)=2'}
10)
> & 27 {is(Qi) =21,
Also gilt

)\Q(aH NintQ) <C. A2(0H NintQ)

|{ (QZ) - 2l}| < 221 = Ta

m>|l\'J

mit ¢ = 22+ +1) . Damit ist der Fall 4 = () abgehandelt.
Im welteren Beweis sei A stets nicht leer. Ist P € A, dann gilt:

As(P\H) = X(P\PNH)
= A3(P)—A3(PNH)
< (1=27")(P)
= ¢-A3(P)

und

Ao (O(P\H) NintP) = MXo(OH NintP)
< é-s(P).

Wegen Lemma 7.1 und der speziellen Wahl von € gilt mit P\ H und P anstelle
von H und Q:

Ma(P\H) < & f3(€) 2a(P) = (2f3(0)™" f5(0)  As(P) = 2ha(P). (1)
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Seien Pi,..., P, die maximalen Elemente von A. Dann sind Pi,..., Py,
paarweise disjunkt und |JA = |Jj~; P; (Proposition 5.1).
Sei Hy := H U|J;-, P;. Dann gilt:

m
A3(Hy) < H) + \s(|J(P\H))

j=1

13) 1 1 »

< Su(@+ Zl 53(P) (P € Q und disjunkt)

‘7:
1
< 5/\3@) + 5/\3(Q) = A3(Q)-
Daher gilt:
H, C Q; im speziellen ist P; C @ fiir alle j = 1,...,m. (14)

Seien @1, ..., @, die maximalen Elemente von {P € D : P C H;}. Dann
sind @1, ..., Qn paarweise disjunkt und Hy = J;", Q; (Proposition 5.1).

Wir wenden nun die Induktionshypothese auf P;\H € H und P; an
(Ungleichung (13): A3(Pj\H) < $A3(P;), P;\H # 0, weil P; € A und daher
P; ¢ H, und s(P;) < s(Q), da nach (14) P C Q). Dann folgt

anl,...,anj €eD: er (_:Pj (7“:1,...,77,]'), sodaf (15)

PAH € S({Qj1,---,Qjn,}) und (16)

VieNy: [{r: S(Q]T) — 2l}‘ < ol AQ(@(Pj\gl) N intPj)

_ . N200HnintP)
221 :

Nunist Hy = HUUL, P; = HUUJ;L, (P;\H), wobei H und |J;, (P;\H)
disjunkt sind. Also gilt: H = Hl\Ug-”zl(Pj\H) = (Ux, Qi)\U;-":l(Pj\H),
und die Mengen P;\H sind paarweise disjunkt. Es folgt wegen

P\H € S{Qj1,---,Qjn; })

nach der Proposition 6.1, dafl

(17)

(s

(P \H) € S({Qlla -',anla"',lea"'7anm})7

1

J

und weil die Mengen @); ebenfalls paarweise disjunkt sind, gilt

U@ies{Qu,...,Qu.}).

=1
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Somit ergibt sich, weil 7~ (P;\H) C Hi = |J;_; Q; ist, und wegen H =
(Uiz: @)\ UjZ, (P\H) (wiederum nach Proposition 6.1):
He S({Qla"'aQnanla"'annla"' ’lea"' ’anm})‘

Esist @ C Hi = HUUJ;L, P; C @ und nach (15) Q;r C P; C @ fiir alle
1,7,7. Damit ist der erste Teil der Behauptung des Lemmas gezeigt.
Sei jetzt | € Ny beliebig aber fest, und seien

E:={i:s(Q) =21 und E;:={r:s(Qj) =2} (j=1,...,m).
Die Anzahl der Wiirfel mit der Seitenléinge 2! in der Menge

{Qla""Qnanla--'annla"'vala"'annm}
ist dann gegeben durch den Ausdruck

m
B+ |El.
j=1

Somit ist noch zu zeigen:

m .
~ A2(0H NintQ
B+ |Ej| SC-%

=1

: (18)

Wir bestimmen zuerst |E|:
Sei i € F fest. @; ist ein maximales Element von {P € D: P C H;}. QF ist
der eindeutig bestimmte dyadische Wiirfel mit @; C Q7 und s(Q}) = 2s(Q;).
Aus der Maximalitdt von Q; folgt

Q! ¢ Hy und damit Q* ¢ A (19)

(angenommen Q; € A, dann gébe es ein maximales Pj, € A mit QF C Pj, C
H,, Widerspruch).

Wie wir gesehen haben (Beziehung (14)), ist H; C @, und daher mufl Q; € Q
gelten. Wir haben uns schon iiberlegt (Seite 31, eingeriickter Absatz), dafl
daraus folgt:

Qi CQ. (20)
Wir wollen nun zeigen:
A3(QF NH) > 27" X5(Q)). (21)

Dazu unterscheiden wir zwei Falle:

e Qin(UiL, Pj) =0
Da Q; C H; = HUU?Zle, gilt @Q; € H und somit Q; C QF N H,
daher gilt

X3(QF N H) > A3(Qi) =2 3X3(Q)) > 2" X3(Q)).
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e Q;NP; # 0 fiir ein j:
Dann gilt entweder Q; C P;j oder P; C Q;, da Q;, P; € D (Proposition
5.1). Wenn Q; C P; ist, dann folgt nach der Uberlegung auf Seite 31
(eingeriickter Absatz) QF C P; C Hy; Widerspruch zu (19). Daher gilt
P; C @Qj, wann immer @; N P; # 0 ist. J bezeichne die Menge der
Indizes j, fiir die P; C Q; gilt.
AuBerdem gilt H = (UL Qi)\ Uj%, (P;\H), und somit

Q\H = Q;nNH*

= Qin (UQZ-)\U (P\H)

c

cqc

_— (CJQZ) Ui

- an|(0e) e

= (Qi NN Qf) u (Qi N U(PAH))

i=1 j=1
| ——
:o
m
= QmU (P\H) = U QmP NH®)
j=1 j=1
=0 fur jeJ
= |JO @np, nHY)=|J@NH)
. N’ .
JjeJ jeJ
:F)j, da. P]ng
= J@\H).
JjE€J

Daraus kénnen wir folgern:

MQNH) = (| (@\H))

jet

< > A(P\H)
j€d

(13) 1

< 2 3M(P)
Jj€J
1

S 5/\3(Q2)a

weil fiir alle 5 € J P; C Q; ist und die P; paarweise disjunkt sind.
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Natiirlich gilt
A3(Qi) = A((QiNH) U (Qi\H)) = A3(Qi N H) + A\3(Qi\H)
und daher:

A3(Q; NH)

v
>

3(Qi N H)
A3(Qi) — A3(Qi\H)

A3(Q;) — %)\3(622')
= 27%23(Q)).

Y

Somit ist (21) gezeigt.

Da QF C @ (Beziehung (20)), QF ¢ H (sonst wire Qf C H C Hiy;
Widerspruch zu (19)) und Qf ¢ A (Beziehung (19)) folgt aus (21) nach der
Definition von A

Mo (OH NintQF) > é-s(QF)2 = - (2-2h)2 = &. 2241, (22)

i

Wie wir uns schon iiberlegt haben (Absatz vor Ungleichung (12)), gilt:

(12)
BN (K) > ) M(0H NintQy)

i€E
(222) ¢.920+1) |E],
und deshalb folgt
2
] < 2 MoK (23)

Nun zur Abschétzung von Y77, |Ej|:
Wir definieren
Ji:={j: P;CQ; firein i€ E}

und

JQ = {1, P ,m}\J1.

Wenn j € J; und r € Ej ist, dann ist Q;» € D;, und es gilt nach (15)
Qjr C P; C Q7 fiir ein 7 € E. Wollen wir in

{Qllv--'7Q1n17-'-7Qm17--'7anm}

die Anzahl der Wiirfel Qj, mit j € J; und Seitenlinge 2!, niamlich
> jesi |Ej|, bestimmen, dann koénnen wir nach vorheriger Feststellung ge-
nausogut die ,zugehérigen” QF mit @, C Q; zdhlen. Es kommen dabei nur
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Q7 mit i € F in Frage (deshalb ist QF € Djy1), und jedes dieser Q7 kann
nach Proposition 5.1 héchstens 23 mal gezéhlt werden. Es gilt also:

> 1Bl <2° 1B (24)
JE€E1
Wenn j € J und ¢ € F ist, dann ist P; € Q7. Weil aulerdem Q; € P; gilt
(sonst wire QF C P; C Hy; Widerspruch zu (19)), ist PN QF = 0, da P;
und @} dyadische Wiirfel sind (Proposition 5.1).
Die Mengen K; := 0H NintP; (j € Jo) sind paarweise disjunkt, weil die
Mengen P; paarweise disjunkt sind. Somit gilt:

(17) .
YIE < Y C27 n(K)
jEJ2 JEJ2
= C-277. ) M(K;)
JEJ2
= C-27%. (| Ky (25)
JEJ2

Zusammenfassend erhalten wir folgende Abschétzung:

m
SIE = Y IEl+ ] IE)
j=1 jen JET2
(24),(25) .
< 2B+ 027 (| K)). (26)

J€J2

Nun sind K = 0H N U;epntQ; und Ujey, K5 = Uy, (0H N intP;)
Teilmengen von 0H NintQ, weil fiir alle i € E QF C @Q (Beziehung (20))
und fiir alle j P; C @ (da P; € A) gilt. AuBerdem sind die Mengen K und
Ujer K; disjunkt, denn fiir j € J, und i € F gilt P; N QF =0, wie wir uns
iiberlegt haben (unmittelbar nach (24)).

Deshalb gilt mit ¢ = @
" (26) A
Bl+) 1B < B[ +2°- B+ C-2% - x| K))
J=1 JE€J2

(23) 3 .
< MQ‘”-AQ(KH—C-TZ-/\Q(U K;)

€ jE€J2
= C-27%- (oK) + X(| K))

JEJ2

= C-27%. (KU (] K))
JjEJ2

< C-27%. X (8H NintQ).
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Damit ist (18) gezeigt. O

Literaturverweise: [11]

8 Ein kombinatorisches Resultat

Mit Hilfe des Lemmas 7.2 gelingt es nun, jede Menge, die eine endliche Ver-
einigung von Einheitswiirfeln ist, mittels dyadischer Wiirfel darzustellen,
und wir erhalten eine Information dariiber, wieviele dyadische Wiirfel einer
bestimmten Seitenldnge dazu bendtigt werden (siehe Satz 8.1).

Satz 8.1 Fiir alle ) # H € H gibt es dyadische Wiirfel
Q1,---,Qn, sodafi:

He S{Q1,---,Qn})

und

VE e Ny : [{i:s(Q;) =28} < C-

Beweis: Sei ) # H € H gegeben.
Wir wihlen ein [ € N so, da8 2! > 2)\3(H) gilt. Sei P, ..., Py, die Aufzihlung
jener Wiirfel P € D;, die H schneiden.

Es gilt fiir alle j =1,..., m: 0 # HNP; € H, Pj€D, HNP; C P
und nach der Wahl von [

1
Ag(HﬂPj) < Ag(H) < 2l-1 < 231 — 5/\3(P])

Damit sind die Voraussetzungen des Lemmas 7.2 fiir H N P; und P; an der
Stelle von H und @ erfiillt, und es gilt:

Es gibt dyadische Wiirfel Q;1,...,Qjn; C Pj (j =1,...,m):

HNP;e S({le,...,anj}) und

~ A2 (0(H N Pj) NintP;
VE €Ny : |{r:s(Qjr) =2F} < C- 2(9( 22?9) i)

. (27)

Wir werden nun zeigen:
Das System der Wiirfel Q := {Q11,...,Q1nyy---, @m1y---, Qmn,, } erfillt
das Gewiinschte.

Es gilt H = (HNP)U...U(HN Py,), wobei die Mengen H N P;
(j =1,...,m) paarweise disjunkt sind, da P; € D; (j =1,...,m) und daher
paarweise disjunkt sind. Da HNP; € S({Qj1,---,Qjn; }) (1 =1,...,m) gilt,
folgt aufgrund der Proposition 6.1, dafl H € S(Q) liegt.
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Eine mengentheoretische Nebeniiberlegung: Sei z € 9(HNP;) und K, (z)
bezeichne die offene Kugel mit Radius » und Mittelpunkt x, dann gilt

Vr>0 K. (z)N(HNP;)#0 und K,(z)N(HNP;) #0.
Die erste Beziehung impliziert:
Vr>0 Ky(z)NH#*0 und K,(z)NP;#0;
die zweite liefert
Vr>0 (Ky(z)NH)U(Kq(z)NPf)#0,

d.h.
Vr>0 K (x)NH 40 oder K,(x)n P¢+0.

Damit gilt also € 0H oder x € OP;, oder anders ausgedriickt 0(H N P;) C
OH U OP;. Daraus folgt:

0(H N P;)NintP; C (0H UOP;) NintP; = 0H NintP; C 0H.
Damit gilt dann
m
J(0(# n P)) nintP;) C 0H. (28)
7=1
Sei k € Ny. Wir numerieren die Wiirfel in Q neu, sodal Q =
{Q1,...,Qy} ist. Zahlen wir die Wiirfel ; in Q mit Seitenléinge 2¥, so zihlen

wir zunéchst jeweils die Wiirfel Qj, in {Qj1,...,Qjn;} (j = 1,...,m) mit
Seitenlinge 2F und bilden dann die Summe:

{i:s(@Q) =2 = D Hr:s(@) =2

j=1

é m
< —kz O0(H N Pj) NintP;)
]:

_ %AZ(U (8(H N P}) NintP;))

¢ 2200H)

Il
Q>

also ist die Aussage des Satzes bewiesen. O
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Lemma 8.1 Sei VU eine nichtnegative Funktion definiert auf
k
{2F: k € Ng} mit EZ":O% < 00.
Seien S1,So diskrete Teilmengen des R® und fir ein o > 0 gelte
15i N Q| — ars(Q)| < ¥(s(Q)) (29)
fir jeden dyadischen Wiirfel Q und firi =1, 2.
Dann g¢ibt es eine Bijektion ® : S1 — Sy mit
|®(x) —x| <M Vze S,

wobei die Konstante M nur von ¥ und « abhdngt.

Beweis: Wir zeigen zuerst:
Seia>0 SCR Q1,...,Q, €D und H € S({Q1,...,Q,}). Dann gilt:

1S N H| = aXs(H)| <D (1SN Qi — ars(Qi)]- (30)

=1
Denn:
ANB=0 = |SN(AUB)|—aX3(AUB)
= (|SNA[ —ar3(4)) + (1SN B| — ar3(B))
BCA = |Sn(A\B)|— aX3(A\B)
— (1SN Al - aXs(4)) - (15 N B| - adg(B)).

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgt:
Ist AN B =0, dann gilt

[|SN(AUB)| —aXs(AUB)| <||SNA|—aXs(4)|+||S N B| — a\s(B)],
und ist B C A, dann gilt
1SN (A\B)| — aX3(A\B)| < [[S N A = aA3(A)| + |[S N B| — aXs(B)].

H ist entweder leer, dann ist (30) trivialerweise erfiillt, oder entsteht
aus @Q1,...,Qn durch die Operationen der disjunkten Vereinigung und der
eigentlichen Differenz, wobei jedes @); nur einmal verwendet wird: die Un-
gleichung (30) folgt nach Proposition 6.1. Zur Illustration sei ein Beispiel
angegeben:

Es seien (Q1,Q2,Q3 und @4 dyadische Wiirfel mit den Eigen-
schaften @1 N Q2 =0, Q1 UQ2 C Q4 und Q3 C Q4\(Q1 U Q2).
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Dann ist H = (Q4\(Q1 U Q2))\Q3 ein Element der Menge
S{Q1,Q2,Q3,Q4}), und es gilt:

I[ISNH| —aXs(H)| < [[SN(Qs\(Q1UQ2))| — aX3(Qs\(Q1 U Q2))|
+[S N Q3] — a3 (Qs)]

1S N Q4] — ars3(Q4)]

H[S N (Q1UQ2)| — ars(@1 U Q)|

+[|S N Q3| — ars(Q3)]

4
Z 1S N Qil — aX3(Qi)]-

=1

IA

IA

Sei H € H beliebig, aber H # (). Nach dem Satz 8.1 gibt es dyadische
Wiirfel Q1, ..., Qy, sodaB:

HeS({Q,...,Q,}) und

Yk €N i 5(Qn) = 2} < C- 2E. 1)

Fiir die folgende Uberlegung gelte weiterhin H # (3, und es sei r € {1,2}:

(30) &
1S, N H —aXs(H)| < D115 NQil — aXs(Q)]

i=1
29 X
< S w(s(Qi)
=1

k=0
Bl L[S W2k
< C(Z 2(2k>) (H)
k=0
= K-p(H

Ist hingegen H = (), dann gilt
[15: N 0] — ar3(0)| = 0 =K - p(0).

Obige Beziehung bleibt somit auch in diesem Fall giiltig.

Damit sind die Voraussetzungen des Satzes 4.1, welcher die gewiinschte
Bijektion liefert, erfiillt.
Die Konstante M hat die Gestalt M = 2v/3|6a~'(Cy + C3) + 1], wobei
in unserem speziellen Fall C; = Cy = K ist. Und K wiederum ist nur
abhéngig von ¥, nicht aber von H. O

41



Im eben gefithrten Beweis erbringen wir auflerdem den Nachweis fiir die
gesuchte hinreichende Bedingung dafiir, daf eine diskrete Menge uniformly
spread ist, ndmlich:

Bemerkung 8.1 Sei U eine nichtnegative Funktion defintert

auf {2F : k € No} mit Y32, 2%) < o0
Sei S eine diskrete Teilmenge des R, und fiir ein o > 0 gelte

1SN QI — aAs(Q) < ¥(s(Q))

fir jeden dyadischen Wiirfel Q.
Dann ist S uniformly spread mit Dichte a.

Literaturverweise: [11]

9 Eine hinreichende Bedingung fiir Zerlegungs-
gleichheit

In diesem Abschnitt soll endlich die Verbindung zwischen den bisher
angestellten kombinatorischen Uberlegungen und der Zerlegungsgleichheit
von Mengen hergestellt werden. Der folgende Satz bildet das Kernstiick
dieser Arbeit.

Wir definieren:
sn(wz,y,z) ={{u+nx+ky+1iz}:0<n,k 1l <N},

wobei u, z,y, 2 € R und n, k,I, N € Z sind. Fiir a = (a1, a2) € R? bezeichne
{a} ={(a1,a2)} := ({a1},{a2}) den Bruchteil von a.

Satz 9 1 Sei U eine nichtnegative Funktion definiert auf N mat

Zk 0 22k

Seien HI,HQ mefbare Teilmengen von I? = [0,1)2 mit \o(H1) =
Ao (Ha) > 0, und seien x,y, 2 € R% so, daf:

1. z,y,2z,i = (1,0) und j = (0,1) linear unabhingig iber Q

o,
2. N3.D(sy(u;2,y,2); H) S U(N) Vu e R2,NeN;r =1,2
Dann gilt: Hy o H,
Beweis: Wir setzen a := Ag(H,) (r =1,2) (Dann folgt 0 < a < 1).
x, y und z geniigen den Bedingungen 1. und 2. des Satzes.

Setze fiir v € R? und r = 1,2:

Sy (u) == {(n,k,1) € Z®: {u + nx + ky + 1z} € H,}.
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Wir werden zunéchst beweisen, daf} fiir jeden Gitterwiirfel () und fiir alle
u € R? folgende Ungleichung gilt:

|15 (u) N Q= aAs(Q)] < U(s(Q)) (r=1,2). (32)

Sei Q = [T2_,[as;a; + N) mit a; € Z,i = 1,2,3 und N € N. Dann gilt
firr=1,2:
1S ()N Q| = |{(n,k,1) €Z3:ay <n<ay+N,
as <k<as+ N,a3 <l <az+ N,
{u+nz+ky+1z} € H. }|
= |{(my,mg,m3) €Z>:0<m; < N,i=1,2,3,
{u+ a1z + asy + azz + miz + moy + maz} € H, }|
= |sy(u+ a1+ agy + azz;x,y,2) N Hy|.
Damit ergibt sich wegen |sy(u;z,y,2)] = N? fiir alle u € R? (folgt aus

Bedingung 1. des Satzes) und a = A2(H,) und nach der Definition der
Diskrepanz D (Definition 2.2):

1
-l NGl -
|sn(u+ a1z + agy + azz; x,y, z) N Hy|
= — Xo(H,)
lsn(u+ a1x + a2y + asz; x, vy, 2)|
= D(sn(u+ a1z + azy + asz; 2, y, 2); Hy)
2. \II(N)
< )

Und daraus folgt mit \3(Q) = N3:

15+ (u) N Q| = aXs(Q)] < T(N) = U(s(Q)),

also die Beziehung (32).
Nach dem Lemma 8.1 gibt es somit fiir jedes u € R? eine Bijektion
@, : S1(u) — So(u) mit

|®y,(s) —s| <M Vs e Si(u), (33)

wobei die Konstante M nur von ¥ und « abhédngt. Wichtig ist hierbei, dafl
M nicht von u abhéngig ist, weil die Ungleichung (32) mit festem ¥ fiir alle
u € R? giiltig ist.

Sei G die additive Gruppe, die von x,y, 2,7 und j erzeugt wird. Wir
definieren folgende Relation auf R?:

wy ~wy & wi—wy €G (’lUl,TUQERZ).
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o reflexiv: w ~w VYw € R?, da 0 € G.

e symmetrisch: wy ~wy = 1w — w2 €G
= —(w1—w2)€G = W2 ~ W1 le,wQERZ.

e transitiv: wy ~ we und wo ~ w3 = wp — wy,wo — w3z € G
=  (w; —we2)+ (we —ws) =w; —ws € G
= Wi ~ w3 le,UJQ,wg € R2.

Sei E eine Aquivalenzklasse, und sei ein Element uy € E gewihlt. Dann
hat jedes Element w € E folgende Form:

w=uy+nr+ky+lz+mi+hj (nk,l,mhéeZ).

Wenn w € Hj ist, dann ist {ug + nz + ky + Iz} € H; und daher (n,k,l) €
Sl(uo).

Denn: Angenommen {ug + nx + ky + 1z} ¢ Hy. Es gilt {mi + hj} = (0,0),
und w € Hy; C I? impliziert w = {w}. Wir betrachten:

w = u+nr+ky+lz+mi+hy
= (uo+nz+ky+1lz—{up+nx+ky+Iiz} + mi+ hj)
6E2

+ {uo + nz+ ky+ 1z}

Damit wiirde folgen, da8 {w} = {up + nz + ky + 1z} = w ¢ Hj, also ein
Widerspruch.

Sei @y, ((n, k, 1)) =: (n',K',I') € Sa(up), dann gilt {ug+n'z+k'y+1'2} €
H,. Und es gibt m/, b’ € Z, sodafl

up+n'z+ky+1z+m'i+nj € Hs,

namlich
m' := —(1. Koordinate von ug + n'z + k'y + 'z — {ug + n'z + k'y +'2}),
h' := —(2. Koordinate von ug +n'z + k'y +1'z — {ug + n'z + k'y +1'2}).

Wir definieren eine Funktion x,, : H1 N E — Hy N E, indem wir jedem
w=ug+nx+ky+Ilz+mi+hj € H N E den Funktionswert

Xuo(W) :=ug +n'z+ky+1'z+m'i+hj € HoNE

zuordnen. m/, b’ sind eindeutig bestimmt durch n', k¥, 1’, daher ist die Funk-
tion x4, wohldefiniert.

Da ®,, : Si(ug) — S2(up) bijektiv ist, ist auch x,, : HHNE — HyNE
eine bijektive Funktion. Denn:
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o Injektivitit: Seien w,v € H; N F mit w # v, und wir nehmen an, es
WEre Xy, (W) = Xu, (v); also

ug + nhx + kjy + 1z +mbi + hlj = ug + nhx + khy + Iz + mhi + hbj,
daraus ergibt sich
(nh = no)z + (k) — ka)y + (1 — Ip)z + (my — ma)i + (W — ha)j =0,
und wegen der linearen Unabhingigkeit von z,vy, 2,7 und j iiber den
rationalen Zahlen folgt
ny =nb, Ky =k, I} =15 m{ =m) und A} = hi.
Da die Funktion ®,, : S1(ug) — S2(ug) bijektiv ist, gilt

(nlaklall) = éil(nlla Ilvlll) = @1;01(77’/2’]{/2’1[2) = (n2,k)2,12)-

uo

Weil {up + niz + k1y + l1z} und {ug + nox + koy + laz} in Hy und
insbesondere in I? liegen, folgt

w = {ug +nmz+ kiy+hz} = {ug +nox + koy + l2z} = v,
was zu einem Widerspruch fiihrt.

e Surjektivitit: Sei w’ € HoNE, dann gibt es (weil w’ € E) ganze Zahlen
n', K, l',m' und I so, dafl

w=uy+n'r+Ey+Uz+mi+ 4.

Weil w' = {w'} = {ug + n'z + K'y + 'z} in Hy liegt, liegt (n,k',1')
in Ss(up). Wegen der Bijektivitiat der Funktion ®,,, : S1(ug) — Sa(ug)
gibt es ein Tripel (n, k,1) € S1(up) mit S, ((n, k,1)) = (n',k',1"). Nach
der Definition von Si(up) gilt w = {up + nx + ky+1z} € Hy, wie auch
wE B

Wir widmen uns nun einigen Abschétzungen:
Sei also E eine Aquivalenzklasse der Aquivalenzrelation ,~
Reprasentant von E. Sei

“ und wug ein

w=ug+nr+ky+iz+mi+hj eH1NE

und
Xuo (W) =ug +n'z +Ky+1U2+mi+h'j e HaNE

der zugehorige Funktionswert. Wegen der Beziehung |(n', k',1") — (n, k,1)| =
(33)
| Doy (1, K, 1)) — (0, k, 1) < M gelten die Ungleichungen

In'—n| <M, |k —k| <M und |I' -1 <M. (34)

45



Da w € Hy und Xy, (w) € Ho und daher w,xy,(w) € I? sind, gilt die
Abschiitzung |xy, (w) — w| < /2 und deshalb:

[(m' —m)i+ (B = h)j| = |(uo+n'z+Ky+1z+m'i+h'y)
— (up + nzx + ky + 1z + mi + hyj)
+ (nx —n'z) + (ky — K'y) + (lz = I'2)|
< |Xuo(w)_w|
+1n' —nllz] + K = Elly| + [I" = 1]|2]

< V24 M(z| + Jy| +2]) =: K.
Damit ergeben sich (wegen i = (1,0) und j = (0,1)):
m' —m| < K und |0 —h| < K. (35)
Wir kénnen also mit
Xuo(w) = wo+n'z+Ky+Uz2+mi+hj
= wug+nxr+ky+lz+mi+ hj
+( =n)z+ K —Ky+ 0" =)z+(m —m)i+ (k' —h)j

= w+(n —-n)z+ K -ky+{0 -Dz+(m —m)i+ (h —h)j
= wHar+by+cz+di+ej

dank (34) und (35) zusammenfassend feststellen:

YweH NFE 3Fa,bcde€Z:
Xuo(W) =w+azx+by+cz+di+ej
mit |al,|b|,|c|] < M und |d|,|e] < K. (36)

Sei {d;}}, eine Aufzihlung der Vektoren ax + by + cz + di + ej, fiir
welche die ganzen Zahlen a,b, ¢,d und e der Bedingung (36) geniigen.
Dann gilt L < (2M + 1)3(2K + 1), und die Konstanten M und K hiingen
nur von «, ¥ und der Linge der Vektoren x, y und z ab, jedoch nicht von
ug. Damit héingt auch {d;}%; nicht von ug ab.

Somit haben wir gezeigt:

Vwe HNE 3t 1<t<L: yy(w)=w+d,.

Weil die Aquivalenzklasse F mit dem Reprisentanten ug beliebig gew#hlt
war und d; € G ist fiir alle ¢, gibt es eine Bijektion y : H; — Hs mit

VweH 3t 1<t<L: x(w)=w+d.

Wir setzen A; :={w € Hy: x(w) =w+d;}, (t=1,...,L).
Dann gilt: Uthl Ay und UtL:1(At + d;) sind disjunkte Zerlegungen von
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H; und Hj, und jedes A; wird unter der Translation x|4, mit Transla-
tionsvektor d; auf A; + d; abgebildet, was den Beweis der translativen
Zerlegungsgleichheit von H; und Hs vervollstdndigt. O

Literaturverweise: [8], [9], [10]

10 Ein wenig metrische Zahlentheorie

Die Frage, der wir nun nachgehen miissen, ist, ob es {iberhaupt Punkte
z, y und z im R? gibt, die die Voraussetzungen 1. und 2. des Satzes 9.1
erfiillen. Die Konstruktion solcher Punkte diirfte recht schwierig sein; wir
werden hingegen zeigen, daf fast alle Punkte im R? diese Eigenschaft haben.

Um dieses Problem anzugehen, wollen wir in diesem Abschnitt einige
vorbereitende Lemmata aus der Theorie der metrischen Zahlentheorie dis-
kutieren.

Definition 10.1 Sei z € R. Dann heifit (x) der Abstand von x
zur néchsten ganzen Zahl:

() := min{{z},1 —{z}} = znel% |z — n|.

Lemma 10.1 Sei f eine Lebesgue-integrierbare Funktion auf
[0,1] mit endlichem Lebesque-Integral. Dann gilt fir alle a € R
und fir alle k € N:

/01 F({a+ ka))do = 2/0% f(@)da.

47



Beweis: Wir fithren eine Fallunterscheidung durch:

e a>0, {a} <3

Yy
y=a+kzx
3
a 2
1
1
2
<a)/\/\ :<a+k:1;)\/

0 T T T 1 x

(a) {a) {a)

a a a
k k k

l\7|l\)
ENIES

L 2 _
2k 2k

Abbildung 12: Der Graph der Funktion y = (a + kx).

Anhand der Abbildung 12 kénnen wir das zu bestimmende Integral
folgendermaflen aufteilen:

+Z/§L_ﬂ f(kx + (a) — j)dzx
J=1""2" %
+Z/2J_1_<a> f(=kz — (a) + j)dz

48



und mit geeigneten Substitutionen gilt weiter

1 3 g
= E/ f(y)y
(a)

k—1

+ 32 [ fwdy

e >0, {a} > 5: analog.

e 0 <0, {a} < 3;:analog.

NI= N= N

e a <0, {a} > 5: analog.

Damit ist der Beweis erbracht. O

Lemma 10.2 Die Ungleichung (kz) < % hat unendlich viele
positive ganzzahlige Losungen k fur fast kein x € R.

Beweis: Sei k € N, k > 2 fest.
Wir betrachten die folgende Menge:

{mGR:<k$)<%}.

Diese Menge ist eine Vereinigung von Intervallen auf der reellen Achse, deren
Lénge jeweils kz—s betrdgt und deren Zentren jeweils Abstand % haben (siehe
Abbildung 13).

0O.B.d.A. sehen wir uns den Bereich 0 <z < 1 an:
Dazu setzen wir

1
Upg:={zeR:0<z <1, (kx><ﬁ}
Dann gilt:
2
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y=kx

N[
<
Il
N
5
8
N~

N
N
;a7
N
-
N
gt
N

X

Abbildung 13: Die Menge {z € R: (kz) < k%}

Wir interessieren uns fiir das Maf3 der Menge
... .
U:= {xeR:O§x<1, (kx) <ﬁgllt furoov1elek2u},

wobei u € N zunéchst beliebig ist.
Sei ein € > 0 vorgegeben.
Nun gilt:
. I . .
U = jzeR:0<z<1, <kx)<ﬁg11tfuroowelek2u

1
C {wGR:O§x<1, (ux><—2}U
u

1
R:0< 1 1 e
{:ce 0<z<1, (u+ )m)<(u+1>2}u
= U
k>u
Wir kénnen folgern, dafl

MO <M U) < X M) =Y 5 <

k>u k>u k>u

gilt, wenn u geniigend grof ist.
Damit ist die Aussage des Lemmas gezeigt. O
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Spéter werden wir dieses Lemma in einer etwas anderen Form brauchen,
die sich leicht ergibt:

Folgerung 10.1 Fir fast alle x € R gilt (kx) > k% fir alle bis
auf endlich viele k € N.

Betrachten wir nun den zweidimensionalen Fall:

Lemma 10.3 Die Ungleichung (hx + ky) < ﬁg‘ hat unendlich
viele Losungen (h,k) € N? fiir fast kein (x,y) € R%.

Beweis: 0.B.d.A. sei (z,y) € [0,1)%:
Wir konnen schreiben (hx + ky) = |hx + ky — m| mit m = m(h,k) € Z.
Dieses m ist eindeutig bestimmt bis auf den Fall, daB {hz + ky} = 3 ist.
Wir kénnen diesen Fall ausschlieflen, weil

[e) €007 by = L it e )
1
- {(w,y) E[O,l)Q:hx+ky:§+nmit h,kENundneZ}

ist. Die zweite Menge ist eine abzdhlbare Vereinigung von Geradenstiicken
und damit eine Nullmenge.

/

mit 0 < ¢ < 1 beliebig.

. L c
Sei 0 = d(h, ) := -y
Dann ist:
/
2

Wenn h, k, m und x gegeben sind, dann gilt:

—5+m—h:c< <<5+m—h:c
k y ko

Damit so ein y € [0, 1) existiert, mufl zumindest gelten:

——5+;n—h:1:<1 und 75_}—71_}“ > 0.

Diese Bedingung ist genau dann erfiillt, wenn gilt:
m<k+0d+hxr und m > hx — 4. (38)

Zu gegebenen h, k und x gibt es also hochstens k + 2§ + 1 solche m. Wenn
m der Bedingung (38) geniigt, dann hat die Menge der y, fiir welche (37)
erfiillt ist, hochstens das Maf3 Qk—‘;.
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Zusammenfassend stellen wir fest:

Us == {0<z<1}n{0<y<1:3(hk)eN mit (ha + ky) < 6}
C {0<z<1}n{0<y<1:3(hk) €N ImeZmit (37) und (38)},

und es gilt somit:

had 26
’ < . 22
MU < > 1-(k+20+1) -
h,k=1
o / ) !
= > (k+2 1) T
hk=1 (hk)'*z k (hk)1t2
> 1 1 1 1 1
- Y Y p g2 Y |
| s (hR)T e ® o (0R) him ©(hk)T2
[ & 1 1 1 1 1
< (2> +4 > - S22y - _| -
nae (hk)1 T2 h,k:lk (hk) h,k:lk (hk)'t2
=: c¢-cd < oo,

weil 0 < ¢/ < 1 ist. Man beachte, daf die Konstante ¢ nicht von ¢’ abhéingt.
Betrachten wir ein festes Paar (x¢,y0) € [0,1)?, fiir welches die Unglei-
chung (hxzo + kyg) < ﬁ unendlich viele Losungen (h, k) € N? hat. Dann
gibt es fiir jedes 0 < ¢’ < 1 ein Paar (h, k) € N> mit (hxg + kyo) < (hk;T%
Denn: Angenommen es gibe ein 0 < ¢/ < 1 so, da8 fiir alle (h, k) € N?

/

hxo + kyo) >
< Z0 y0> = (hk})H_%

gelten wiirde, dann wére fiir unendlich viele h und &

> <h.CL'0 + ky0> >

(hk)?

Fiir unendlich viele h und k wiirde also ¢ < (hk)_% sein, was bedeuten
wiirde, dal ¢’ = 0 sein mufl; Widerspruch.
Insgesamt stellen wir fest, daf fiir alle 0 < ¢ < 1 gilt:

U = {(x,y) €[0,1)%: (hz + ky) < (hl:t:)Q gilt fiir co viele (h, k) € N2}

/

C {(:z:,y) €[0,1)%: 3(h, k) € N> mit (hz + ky) < (hk§1+5 }

= Uy
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Damit folgt fiir alle 0 < ¢’ < 1
)\Q(U) < )\Q(Ucl> <c- Cl,
also gilt A2(U) = 0, was die Aussage des Lemmas liefert. O

Wie im eindimensionalen Fall formulieren wir nun noch die Aussage des
Lemmas 10.3 so, wie wir sie im néchsten Kapitel verwenden werden:

Folgerung 10.2 Fiir fast alle (z,y) € R? gilt (hx + ky) > (h}c)z
fiir alle bis auf endlich viele (h,k) € N2.

Literaturverweise: [2], [9], [12]

11 Abschitzungen bestimmter Summen

Nach der Methode von W. M. Schmidt werden wir in diesem Abschnitt
spezielle Summen, die den Abstand zur nichsten ganzen Zahl (.) enthalten,
nach oben hin abschéitzen. Diese Resultate werden wir im Abschnitt 12 zur
Bestimmung der Diskrepanz der Menge sy (u;x,y, z) bendtigen.

yl
l
1 G EE LR y: ]_
y=logz -
0 e "

Abbildung 14: Die Funktion /.
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Wir definieren folgende Funktion ! auf [0, 00):

I(z) == 1 , wennzx<e
"] logx , wennz>e ’

wobei e die Eulerkonstante bezeichnet (siehe Abbildung 14). Mit ,log* ist
stets der natiirliche Logarithmus gemeint.

Lemma 11.1 Fiir fast alle (z,y,2) € R® und fiir alle e > 0 gibt
es eine positive Konstante C, sodafs

n

; ‘n- 4+¢ n
; k) ety < E ) (39)
und i
1 €
kz::l W) o) = € 1(n) (40)

fiir alle n € N gelten.

Beweis: Sei € > 0 beliebig vorgegeben.
Wir betrachten folgende Funktion:

(@,y,2 Z[kl”é (k)| log (k) |+ (ky)| log (ky)|'"(k2)| log (k=)' T

Wir werden zeigen: Diese Funktion f ist Lebesgue-integrierbar auf [0,1]3
mit einem endlichen Lebesgue-Integral. Dann kénnen wir folgern: Der Wert
der Funktion f ist endlich fiir fast alle (x,y,z) € R3.

Es gilt mit Hilfe von Lemma 10.1:

/ fdrs
[0,1]3

) /[0 1 ZWH& k) (k)| log (k)| " (ky) | log (ky) 1 (k=) | log(k=)| "+ dAs

o0

1 3
1—|—6 T o 1_1—|—6 1$
> | /0[<k ) log (kz) 1]~ d)]

00 % 1 3
_ 1+e
= 8. Z:lkl (/0 7x|log$|l+€d9@) :
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Wir berechnen nun dieses Integral (mit der Substitution —logz = ¢):

3 1 ; 3 1 .
/0 llogz[lte " T /0 o(—logz)i+e ™

bt
—€
- /a o—tlte dt

1€
= —— )
1 3
- € (—logx)e |,
_ 1
e (—logi)e
- 1 (41)
€-log®2
Damit gilt nun:
JREEZNEED SRS R o AR
[0,1]3 K P e3-log32 €3 .log®2 pet '

Und nach dem Integralkriterium fiir Reihen kénnen wir schliefen, dafl dieses
Integral f[o 1 fdAg < oo ist:

Fiir k > 3 ist I(k) = log k. Der Ausdruck [z log'™¢ ]! ist fiir alle
x > 3 definiert, nichtnegativ und monoton fallend. Auflerdem
gilt:

1 *° 1

o
log' ¢ 2] tde = — = <
/3 [wlog ™ ] da €-logfx|, €-log®3

Q.

Die Folgerung 10.1 besagt:
Fiir fast alle z € R gilt (kx) > k=2 fiir alle bis auf endlich viele k& € N.
Also gibt es fiir jedes solche z eine positive Konstante C’ (abhéingig von x),
sodaB (kx) > C'- k=2 fiir alle k € N gilt. Fiir so ein festgehaltenes z gilt fiir
alle k:
log(kx) > log C' — 2log k.

Und daher:
|log(kxz)| = —log(kx)
< 2logk —logC’
——
<llogC'|
!
< 2logk +|logC'| - 1
<I(k) <i(k)
< (2+]10gC")) - U(k).
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Zusammenfassend haben wir somit:
[log(kx)| < (2 + |log Cy|) - U(K) (42)

gilt fiir fast alle x € R und fiir alle k¥ € N, wobei C!, eine von x abhéngende
positive Konstante ist.
Nun koénnen wir schlieflen:

0o > f(xy,)

Z[kl”e (k)| log (k)| "< (ky)| log (ky)| " *(k=)| log (k=) T¢]

gilt fiir fast alle (z,y, 2) € R®, und weiters

(42) 1
>
- (2 + [ log Cj I)”f(2 + [log Cy[)1+(2 + | log C} )+

Z kittae(k kx Wky)(kz)"

Damit folgt fiir fast alle (z,y,2) € R3

C=Cloyze) = Z kl4te(k km Wky)(kz) < o0
weil g(X)-h(X) < co mit g(X) > 0 und A(X) > 0 impliziert, dafl h(X) < oo
gilt (e war beliebig; ich kann also auch § nehmen).

Betrachten wir nun:

n

1 1
n-14+e(n)';<kx><ky><kz> = Zkl4+f k:z: ey} (o)

<
- Z kitte(k km Y (ky)(kz)
= C < 00

gilt fiir fast alle (z,y,2) € R3. Damit ist (39) gezeigt.
Aus

1 1
e(n Zk(kx)(ky)(kz) = Zkz4+e k:v Y oy (2)

1
Z kitte(k) (k) (ky) (kz)

k=1
= C<x

IA
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fiir fast alle (x,y, z) € R?® folgt (40). O

Nun folgt eine shnliche Abschitzung, allerdings nicht im R? sondern im
RS. Die Vorgangsweise, um diese Abschitzung zu erhalten, ist analog zum
Beweis von Lemma 11.1.

Lemma 11.2 Fiir fast alle (x1,72,91,Y2,21,22) € R® und fiir
alle € > 0 gibt es eine positive Konstante C, sodaf

1

hz:l kE:l hk{hx1 + kx2)(hyr + ky2)(hz1 + kzo)

< C-18¢(n) (43)

fiir alle n € N gilt.

Beweis: Sei € > 0 beliebig vorgegeben.
Wir betrachten folgende Funktion:

f(z1, 2,1, Y2, 21, 22) =

||M8

o0
Z [AIMTE(h) - k1Y (k)
1k=

-<hx1 + ko) - |log(hay + kao)| '
(hy1 + kys) - |log(hy + ky2) |+
(hz1 + kzo) - |log{hzy + kzo)|' T 1

Wir werden zeigen: Diese Funktion f ist Lebesgue-integrierbar auf [0,1]°
mit einem endlichen Lebesgue-Integral. Dann kénnen wir folgern: Der Wert
der Funktion f ist endlich fiir fast alle (21,2, y1, Y2, 21, 22) € RC.

Zunéchst gilt:

_ 1+e 1+6
/[OJ]BJW6 = /0 ZZZ kUM (k)

[0,11° =1 k=1
(hwy + ko) - |log(hwy + kao)|' T
(hy1 + kya) - |log(hyr + ky2)|' ¢
21 + kz) - |log(hzy + kz)|' T td)g

o0

(hz
— iz [[hll—f—e(h) . kll-f-e(k)]—l

(/ / [(hay + kxo) - |log(hay + kao)| ] ldmldgg2>3]'

Wir wollen nun dieses Doppelintegral berechnen. Unter Anwendung des
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Lemmas 10.1 sehen wir (mit a := kxz € R):

1
G(z2) = / [(hx1 + kzo) - |log(hz1 + kx2)|1+6]_1d£c1
0
= 2 / oy - |log a1 [~ Lda,
0

e logf2’
Es fallt auf, dal G(z2) gar nicht von xo abhingt. Damit ergibt sich:

o0 o0
fdle = ZZ [RIYTE(R) - KIME(K </ G(z2 d:cQ)
h=1k=1
_ 1+5
— €3 . ]og3€2 (Z[kl ) < 00,

wie wir mit dem Integralkriterium fiir Reihen schon im Beweis von Lemma
11.1 gesehen haben.

Die Folgerung 10.2 besagt:
Fiir fast alle (x,y) € R? gilt (hx + ky) > (hk)™? fiir alle bis auf endlich viele
(h,k) € N2
Es gibt also fiir fast alle (21, 2,91, Y2, 21, 22) € RS eine positive Konstante
C’ (abhéngig von diesem Sextupel), sodafl die Beziehungen

[0,1]6

(hxy + ko) > C'-(hk)2,
(hyr +kya) > C'-(hk)™2 und
(hzy + kzo) > O (hk)™2

fiir alle (h, k) € N? gelten. Wie im Beweis von Lemma 11.1 schliefen wir:

|log(hz1 + kxa)| = —log(hxzy + kxo)
< 2-.logh+2-logk—1logC’
——
<[log C’|
< 2-logh-142-1-logk +|logC’|- _1
S—— S——" S~~~
<i(h)-I(k) <i(h)-I(k) <i(h)-l(k)
< A+ |logC'|)-1(h) - 1(K).

Fiir fast alle Sextupel (x1, T2, y1, Y2, 21, 22) € RO gelten also die Ungleichun-
gen

|log(hat + kza)| < (4+ |logC'|) - U(h) - U(k),

| log(hy + ky2)| < (4+[logC’[) - 1(h) - I(k) und

|log(hz1 + kz)| < (4+|logC'|)-1(R)-I(k)
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fiir alle (h, k) € N2,
Wir konnen nun schlielen:

oo > f($1,x2791 Y2, 21, %2)

Z Z[hl““ kI (k)

h=1k=1
«(hx1 + kx2) - |log(hz1 + k:zcg)\l’L6

(hy1 + kya) - |log (hyr + kya) |+
(hz1 + kzo) - |log({hzy + kzo)|' Tt

gilt fiir fast alle (1,22, y1, Y2, 21, 22) € RS, und weiters

1 3
>
- ((4 + Ilog C’I)”f)
1

hzjl kzjl hk - l4+4€ l4+4€(k)(hx1 =+ kxg)(hyl =+ k)y2><h21 =+ kIZQ> )

Damit folgt (wie im Beweis von Lemma 11.1) fiir fast alle

(5'31,552791&2,21722) € Rﬁ

1

hzl ; hk - 13+e(h) - 14 (k) (hay + kxa) (hy1 + kya)(hz1 + kzs) < 00
Betrachten wir nun:
W hzl ; hk(hx1 + kx2)<hy11+ ky2)(hz1 + kz2)
: hzl kzl hk - 145 (h) - 175 (k) (ha +1k:v2)<hy1 + kya)(hz1 + ko)
. hzlkzl hk - 1575 (R) - 1475 (k) (hay +1ka:2)(hy1 + kyz)(hz1 + kz)

= C= C($1,$2,ylayz,21722,6) <00

gilt fiir fast alle (1,22, Y1, Y2, 21, 22) € RE. Damit ist (43) gezeigt. O

Literaturverweise: [9]

12 Eine obere Schranke fiir die Diskrepanz der
Menge sy(u: 2, y, )

Die Abschétzungen des vorigen Abschnittes versetzen uns in die Lage, eine
obere Schranke fiir die Diskrepanz der Menge sy (u;x,y,z) zu finden, die
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wichtig fiir die Erfiillung der Voraussetzung 2. der hinreichenden Bedingung
fiir Zerlegungsgleichheit (Satz 9.1) ist.

Zuerst wollen wir aber noch eine andere Uberlegung anstellen.

Lemma 12.1 Fir fast alle x,y,2 € R?® sind die Vektoren
z,y,2,4 = (1,0) und j = (0,1) linear unabhingig iber Q.

Beweis: Die drei Vektoren z, y und z sollen folgende Komponenten-
darstellung haben:

T = (z1,22), ¥y = (y1,92), 2 = (21, 22).
Wir werden zeigen, dafl die Menge
U := {(x1,72,Y1,Y2, 21, 22) € RS :x,Y, 2,1, j la. iiber Q}
eine Nullmenge ist. Dazu iiberlegen wir uns, dafl gilt

U = {(z1,22,Y1,Y2,21,22) € RS : z,v, 2,4, La. iiber Q}
= {(w1,32,91,92,21,22) €R®: 3¢ = (qu,...,q5) € Q°\{0}
mit ¢1x + gy + g3z + qai + g55 = 0}
= U {(,9,2) €R® : quz + qoy + g3z + qui + 5§ = 0}

€@ \(0} ~
= U
qeQ®\{0}
Sei ¢ = (q1,...,q5) € Q°\{0} fest. Es gilt:
U, = {(z,9,2) €RS: 1z + qoy + g32 + qui + g5j = 0}

= {(z1,22,91,92,21,22) ER® 1 quz1 + qoy1 + 321 + @1 =0
und ¢1z2 + qay2 + ¢322 + g5 = 0}.

Die Vektoren (g1, ¢2,43,0,0,0) und (0,0,0,q1,¢2,q3) sind genau dann la.
iiber R, wenn (q1,¢2,¢3) = (0,0,0) gilt. Wegen ¢ = (q1,...,¢5) € Q\{0}
muf dann aber (gs,¢gs5) # (0,0) sein. In diesem Fall ist U, leer.

Andernfalls ist die Menge U, der Durchschnitt zweier Hyperebenen des R®,
also ein hochstens 4-dimensionaler affiner Teilraum von RS.

In beiden Féllen gilt Ag(U,;) = 0. Somit kénnen wir folgern:

M) =X | U< D XUy =0.
qeQs\{0} qe@d\{0}

Also haben wir bewiesen, dal U tatsédchlich eine Nullmenge ist. O
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Zur Erinnerung:
sy(wyz,y,2) ={{u+nx+ky+1z}: 0 <n,k,l <N},

wobei u,x,y,2 € R? und n,k,I,N € Z sind. Wenn z,vy, 2 € R? derart sind,
daf} die Vektoren z,y,z,i = (1,0) und 5 = (0,1) linear unabhéngig iiber Q
sind, dann gilt |sy(u;z,y, 2)| = N3.

Satz 12.1 Fiir fast jedes Tripel von Vektoren x,y,z € R? und
fir alle € > 0 gibt es eine positive Konstante C, sodaf

18+6 (N)
N3

D(sn(u;,y,2)) < C- (44)

fiir alle v € R? und fiir alle N € N gilt.

Beweis: Die drei Vektoren z, y und z sollen folgende Komponenten-
darstellung haben:

= (r1,22), ¥ = (Y1,42), 2 = (21, 22).

Wir werden zeigen:
Wenn (1,2, y1,Y2,21,22) € RS so ist, daB8 die Vektoren z,y,z2,i = (1,0)
und j = (0, 1) linear unabhéngig iiber QQ sind, und daf} (40)

n 1 I 6
kz::l (k) (kg (hs) ¢’ 14 (n)

fiir die beiden Tripel (x;, yi, z;) mit i = 1,2 und (43)

n n
1 1 18+¢
hz::l kzzl Ry & kea) s & ko) (o £ hz) = € 0 ()
fiir jedes der Sextupel (1, tx9, £y1, tyo, 21, £25) gilt, dann folgt (44).
Die Konstanten C’ und C” hiingen ab von x1,x2,y1,¥2, 21,22 und €.
Nach den Lemmata 11.1, 11.2 und 12.1 haben fast alle (x1, z2, y1, Y2, 21, 22) €
RS diese Eigenschaft, was den Beweis des Satzes erbringt.

Seien also die Vektoren z,y,z € R? zusammen mit i = (1,0) und j =
(0,1) linear unabhéngig iiber den rationalen Zahlen. Um die Diskrepanz der
Menge sy(u;z,y,z) zu bestimmen, verwenden wir die Formel von Erdés-
Turdn-Koksma (siehe [7]):

1 1
VmeN: Dioxuay) <0 (14 3),

wobei C' eine Konstante ist und

Z: Z 1 Z 2mi(hy{ur+nz1+hys +e ho-{us+naaHhya+Hzz )
r(h)

o<||hll<m 0<n,k,I<N

61



mit

h = (hi,hy) €72

IR]] = max{|h,|hal},
2

r(h) = ][ max{|h;|, 1}.
Jj=1

Sei ¥ die Summe jener Terme von »,, wo h; > 0 und hy = 0 ist.
Zunichst gelten:

627rih1-(u1+n.r1+ky1+lz1) — 627rih1-Lu1+nw1+ky1+lz1J _627rih1-{u1+n;t1+ky1+lz1}

g

=1

und
|€27rz'h1u1| —1.

Damit erhalten wir:

| =

21 — Z 627rih1~(u1—|—nac1—|—ky1—|—lzl)
1

m

h1=1 0<n,k,l<N
m

hi1=1

>

Z 627rz'h1-(nac1+ky1-|—lzl)

1
hy
0<n,k,I<N

Wir betrachten:

E : 627rih1-(n9:1+ky1+lz1)
0<n,k,l<N

N-1
§ :627rz'h1na:1
n=0

eQW’ih1NI1 -1 ‘

N-1
Z 627Tlh1 ky1
k=0

627m'h1Ny1 -1

N-1
E e27T2h1lz1
=0

e?Withzl -1 ‘

627T’ih1.r1 -1 627r’ih1y1 -1 ) . (45>

e2mihizi _ ]

Nun stellen wir einige Nebeniiberlegungen an:
Da 1 und e?™1N#1 Pypkte des Einheitskreises sind gilt

|627Tih1N£C1 o 1| S 2.

Weiters gilt:

|e2m'h1x1 -1 = \/(cos 2rhyzy — 1)% + sin? 2hixq

= Vcos22hyxy — 2cos 2mhyxy + 1 + sin? 27hy oy
= /2(1 = cos2mhyz)
V/2(1 — 2cos? Thizy + 1)

= 2v/1—cos?hiz1 = 2|sinwhixy|-
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Damit erhalten wir:

627Tih1N:L‘1 -1 1
ez — 1 | = |sinwhiz|
Wie man der Abbildung 15 leicht entnehmen kann, gilt fiir alle z € R:

|sin7z| > 2(x).

y
1
—vy = |sinmz|
y = 2(z)
—1 0 1 2 g

Abbildung 15: Die Funktionen y = |sin7z| und y = 2(z).

Somit kénnen wir bei der Gleichung (45) folgendermaflen fortfahren:

Z 627m'h1 (nz1tkyi+za)| < 1 . 1 i 1
O<rRi<N |sinhizi| |sinwhiyr| |sinwhyz|
1
<
8 - (haw1)(h1y1)(h121)
1
(h1z1)(Payr)(hi21)
Insgesamt erhalten wir folgende Abschétzung:
m
1 1 (40)
¥ < - < O 1M (m).
! _h12:21 h1 (hz1)(hyi){h1z1) — (m)

Sei Y die Summe jener Terme von Eh, wo hi1 < 0 und hgy = 0 ist.
Analog erhalten wir:

T < Zm: 1 1 (ﬁ)) O 1H(m)
2> P hi <—h11‘1><—h1y1><_h121> — s

weil (—z) = min{{—z},1 —{—z}} = min{l — {z},{z}} = (z) firallez € R
gilt.
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Dieselben Abschitzungen gelten fiir die Summen jener Terme von ),
wo h; =0 und ho > 0 oder hy < 0 sind.

Sei ¥3 die Summe jener Terme von )_,, wo hi,hy > 0 gilt. Dann gilt
nach analoger Vorgangsweise:

m
23 = Z Tlh) . Z 627T’i(h1'{u1+n$1+ky1+lz1}+h2.{u2+nw2+ky2+lz2})
hihe=1 L |0<nkI<N
=hi-ho
- hi,ha=1 hi-ha (hiz1 + hox)(hiy1 + hay2)(hiy1 + hay2)

(43)

43
< o l8+€(m).

Dieselben Abschitzungen erhalten wir fiir die Summen jener Terme von
> > Wo hy >0 und hy < 0 ist, etc.
Zusammenfassend folgt also:

Z S CIII . l8+6(m)

gilt fiir alle m € N, wobei C" eine Konstante ist, die nur von
T1,%2,Y1, Y2, 21, 22 und € abhingt.
Wir withlen m = N3, dann gilt:

D(sny(u;z,y,2)) < C- (i + i oM. 18+€(N3)>

- N3 N3
8te(N
< const - N(3 ),
BT¢(N) : N=1
. 8+€ 3 _ . . . .
weil [°T¢(N?) = { gBe . BH(N) : N> 1 ist. Damit ist der Beweis

erbracht. O

Literaturverweise: [7], [8], [9]

13 Die isotrope Diskrepanz

In diesem Abschnitt wollen wir den Begriff der isotropen Diskrepanz
einfithren. Sie wird uns niitzen, eine weitere Abschitzung der ,normalen®
Diskrepanz zu finden. Als wesentlich fiir unser Anliegen, die Zerlegungs-
gleichheit von Kreis und Quadrat zu beweisen, wird sich herausstellen,
dafl die isotrope Diskrepanz durch Supremumsbildung iiber alle konvexen
Teilmengen von I? erhalten wird (siehe Definition 13.1).
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Wir wollen uns zunéchst die Definition der Diskrepanz (Definition 2.2)
in Erinnerung rufen:
Ist S eine endliche Teilmenge des Einheitsquadrates I? = [0,1)? mit |S| = N
und H C I? meBbar, dann heifit

1
D(S; H) = |18 N H| = Aa(H)

die Diskrepanz von S bzgl. H. Sei J = [a,b) X [c,d) ein beliebiges Rechteck
mit J C I?; die Diskrepanz von S ist die Zahl

D(S) = sup D(S;J).
JCr?

Definition 13.1 Sei S eine endliche Teilmenge von I = [0,1)?
mit |S| = N. Auflerdem bezeichne C :== {C C I? : C konvexz} die
Familie aller konveren Teilmengen des Einheitsquadrates. Dann

heifst
Dy(S) :=sup
cecC
die isotrope Diskrepanz von S.

1
~Isncl- )\2(0)‘

Bemerkung 13.1 Wie man leicht feststellt, gilt:

Dils) =

%w nel- A2(0>‘ — sup D(S; C).
ceC

Zuerst iiberlegen wir uns eine alternative Darstellung der isotropen Dis-
krepanz Dy; anstatt alle konvexen Teilmengen von I? zu betrachten, miissen
wir nur alle abgeschlossenen oder offenen, konvexen Polygone in I? in Be-
tracht ziehen (ein konvexes Polygon ist die konvexe Hiille endlich vieler
Punkte im R?):

Lemma 13.1 Sei S C I? eine endliche Menge mit |S| = N.
P := {P C I? : P abgeschlossenes oder offenes, konveses Polygon}.
Dann gilt:

DS =

1
— P| — P)|.
FIS1PI=%a(P)
Beweis: Wir werden zeigen:
1
Di($) = sup | 115101~ 2(0)
QeQ

mit Q := {Q C I? : Q abgeschlossenes oder offenes, konvexes Polygon}
(I? steht fiir den Abschlu8 von I?).

Damit ist der Beweis erbracht, denn:
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o Jedes offene konvexe Polygon enthalten in I? ist auch in I? enthalten.

e S C I? ist endlich. Daraus folgt:
Fiir alle € > 0 und fiir jedes abgeschlossene konvexe Polygon @ C I?
gibt es ein abgeschlossenes konvexes Polygon P = P(e) C I? mit
ISNQ[=[SNP|und A\2(Q) > A2(P) > Aa2(Q) — e

Damit gilt: Das Supremum iiber Q ist dasselbe wie das iiber P.
Nun gilt nach der Definition der isotropen Diskrepanz:
Di(S) = sup |—=|S 1 €[ - 2a(C)
cec|N
mit C = {C C I? : C konvex}. Fiir solch ein C € C gilt:
ISNintC| < |SNC|L|SNC|

und
)\z(intC) S )\2(0) S )\2(6’) = )\z(thuaC) = )\Q(ZntC)—l-/\Q(aC) = /\Q(ZntC)

also

AQ(Z’I’LtC) == /\2(0) == /\2(0),
weil A2(0C) = 0 ist (dies ergibt sich iibrigens als Konsequenz des Lemmas
13.2).
Damit folgt:
L1800 = Ma(C)
N 2

’

1
< max{‘NLS' NintC| — A2 (intC)

%|5m(7| —/\Q(C‘)‘}.

Es geniigt also abgeschlossene oder offene, konvexe Mengen in I? zu be-
trachten.
Wir haben noch zu zeigen:

Di(S) = sup ‘i|st| _ )\Q(R)‘
rer | N
mit R := {R = RiNI? : Ry abgeschlossenes oder offenes, konvexes Polygon}.
Dazu geniigt es zu beweisen:
Fiir jede abgeschlossene oder offene, konvexe Menge C in I? gibt es
P,Q € R mit

[SNP=|SNC|=|5NQ)|

und
A2(P) < X2(C) < X2(Q).

Dann gilt n&dmlich:

1
1SNl =x(0)

1 1
< max{‘N|SﬂP| —)\Q(P)HN|SﬁQ| —/\Q(Q)‘}.
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Dazu nun: Sei S = {z1,...,zy} C I°
Sei C' C I? eine abgeschlossene oder offene, konvexe Menge, und wir nehmen

an, C enthélt genau die Elemente z;,,...,x; von S.
Konstruktion von P:
P sei die konvexe Hiille dieser Punkte z;,,...,z;, (P wenn CN S = 0).

=0,
Esgit: PeR, PCC,|SNP|=|SNC|und \2(P) < A2(C).
Konstruktion von Q:
Seien x;,,...,xj, die Elemente von S, die nicht zu C' gehéren.

e 5= 0: Wir setzen Q := I?. Es erfiillt unsere Forderungen.
o 5>0:

— ( ist nicht offen (dann ist C' C I? abgeschlossen und somit kom-
pakt):
Wir vergréflern C' so zu einer konvexen Menge C’ (mufl nicht
C I?), daB8 C' die Elemente ;,,...,z;, weiterhin nicht enthéls,
aber z;,,...,x; als innere Punkte hat.

— (C ist offen:
Wir setzen C' := C.

Durch jeden Punkt z;, (1 < m < s) gibt es eine Gerade g,,, soda8
C' ganz in einer offenen Halbebene T, (definiert durch g,,) liegt. Wir
setzen Q := (\;,_1 T, N I?. Dieses Q erfiillt, was wir suchen:

Es gilt @ € R (der Durchschnitt konvexer Mengen ist konvex). Aus
Zj,, & Ty fir alle 1 <m < s folgt xj,,...,2;, € Q. Andererseits sind
Tiy,- - -, innere Punkte von C’, also gilt z;,, ..., x;, € Q. Somit gilt:

|SNQ|=1[5NC]

und
AQ(Q) > /\Q(Cl ﬂj2) > /\Q(C)

Damit haben wir in jedem Fall ein gewiinschtes () konstruiert. O

Bevor wir uns mit der Abschitzung der Diskrepanz D mit Hilfe der
isotropen Diskrepanz Dj beschéftigen werden, wollen wir eine dazu erfor-
derliche geometrische Uberlegung anstellen:

Lemma 13.2 Seien P, und P, zwei konveze Polygone mit
P C Py, dann kann der Umfang von P, den Umfang von P
nicht ibertreffen (p(P1) = A (0P1) < A\1(0P;) = p(P2)).

Beweis: Wir betrachten zunéchst eine Strecke AB der Linge a, die ja

als ein ,entstelltes* konvexes Polygon angesehen werden kann. Sei € der
Normalenvektor von AB.
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Wir legen eine Referenzrichtung 7 fest. 7 schliele mit & den Winkel ¢ ein. Sei
S(7) der Streifen kleinster Breite b(7) mit der Richtung 7, der die Strecke
AB umfaft (siehe Abbildung 16).

31

Abbildung 16: Breite einer Strecke AB beziiglich einer Referenzrichtung 7.

Die Breite b(7) des Streifens S(7) ist stets nichtnegativ, und es gilt fiir
alle 0 < ¢ <m: b(F) =a-|cosg|.
Betrachten wir nun folgendes Integral:

| bwae = [“a-leosolas

z g

= /2a-cos¢d¢— a-cos¢ do

0 —
3 m
= a-sing|} —a-sing|z
2
= at+a=2-a.
Wir kénnen also fiir unser ,entstelltes konvexe Polygon, ndmlich die

Strecke AB, feststellen, dafl sich sein Umfang folgendermafien darstellen
148¢:

p(AB)=2-a= /07r b(T)d¢.

Sei nun P ein konvexes Polygon mit n Seiten dy,...,d, der Lingen
ai,...,an. Sei wiederum eine Referenzrichtung 7 gewihlt, und sei S(7) der
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Abbildung 17: Breite eines konvexen Polygons P.

Streifen kleinster Breite b(7) der Richtung 7, der P umfafit. Fiir jede Seite
a; sei b;(7) die zugehorige Breite (wie in Abbildung 16).

Die Summe der Breiten aller Seiten von P ist gleich der doppelten Breite
von P bei einer festen Referenzrichtung ', wie aus der Abbildung 17 hervor-
geht:

2-0(F) = b1 (F) + ... + by (7).

Integration dieser Gleichung iiber alle moglichen Richtungen 7 liefert:

2-/0 bi)do = /0b1<f>d¢+...+/0 ba(7)do
2-a1+...+2-a,
= 2-p(P).

Damit gilt also fiir den Umfang eines konvexen Polygons P:
™
oP) = [ b
0

Sind jetzt zwei konvexe Polygone P; und P, gegeben mit P; C P, dann
gilt fiir jede Richtung 7 einleuchtenderweise b1(7) < ba(7) (b; stehe hier fiir
die Breite von P;). Und daher gilt fiir die Umfénge:

p(P) = /0 by (7)o < /0 " by()d6 = p(P).

was zu beweisen war. O
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Satz 13.1 Sei S eine endliche Teilmenge von I? mit |S| = N.
Dann gilt:

D(S) < Dy(S) < (8V2+ 1)D(S).

Beweis: Die linke Ungleichung ist trivial, weil jedes Rechteck [a, b) X[c, d)
konvex ist.

Wir wenden uns nun der rechten Ungleichung zu:
Gegeben sei ein Polygon P € P, d.h. P ist ein abgeschlossenes oder ein
offenes, konvexes Polygon in I2.
Wir schlieflen P zwischen zwei Mengen P; und P» ein, die beide endliche
Vereinigungen von Rechtecken sind (die exakte Form von P; und P» folgt
spéter):

P, CPCP.

Dann gilt:

1

(150711 =) + a(P) — 2P
1
< _
< LSNP~ x(P)
1

< (FISNRI=2a(P)) + (a(P) - 2P,

Und folglich gilt:

1
SIS 0PI =Xa(P)| + max Aa(R) = Aa(P)].
1=1,2

(46)

1
_ _ <
NIS0Pl AZ(P)‘—E‘?’%

Die rechte Seite der Ungleichung (46) soll abgeschétzt werden.
Wir konstruieren nun P; und Ps:
Sei r € N beliebig.
Fiir jeden Gitterpunkt (h1,h2) € Z2 mit 0 < h; < r (i = 1,2) definieren
wir ein Rechteck

h; hi+1 .
Ji(LTl)hg = {(1101,562) eER: 71 <z < ZT’Z = 1,2}_

Die Familie J (") aller dieser Rechtecke bildet eine Partition von IZ2.
Wir definieren P; = Pl(r) als die Vereinigung aller jener Rechtecke von J(),
die ganz in P liegen.
Wir definieren P, = PQ(T) als die Vereinigung aller jener Rechtecke von ("),
die nichtleeren Durchschnitt mit P haben.
Damit haben wir erreicht: P, C P C P,.
Halten wir jetzt h, fest.
Dann sind die ganzen Zahlen h, 0 < h < r mit J,(fl)h C P aufeinanderfolgend
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(sonst wiirde sich ein Widerspruch zur Konvexitidt von P ergeben). Also ist

die Vereinigung dieser Rechtecke J,(l:)h (0 < h < r) wieder ein Rechteck.
Somit kann, wegen 0 < hy < r, P; als Vereinigung von , héchstens® r paar-
weise disjunkten Rechtecken geschrieben werden.

Analog erhilt man, dafl auch P, als Vereinigung von ,, h6chstens“ r paarweise
disjunkten Rechtecken geschrieben werden kann.

Damit folgt, da die Diskrepanz D ja durch Supremumsbildung iiber alle
Rechtecke im Einheitsquadrat definiert ist, wenn wir die Darstellung P; :=
U;;l R;- mit paarweise disjunkten Rechtecken R;- und r; < r (1 = 1,2)
wéhlen:

1
~N IS N Bl = A2 (F)

1 T ) T )
= |§Isn U Ril = (U R)
j=1 j=1

1 T ) T )
= |5 2 ISR =D Ma(Rj)
j=1 j=1
i

D

7=1
< 1 D(S) <7 D(S),

IN

1 . .
SIS0 R — a(R))

und deshalb gilt

max

< 7.
i=1,2 <r-D(8),

1
§IS NPl = da(P)

was den ersten Teil der rechten Seite von (46) abschétzt.

Wir wollen jetzt die Differenz \o(Ps) — A2(P) bestimmen:
Wenn § den Durchmesser von Jf(bt)hz bezeichnet, gilt: § = Q Also hat jeder
Punkt von P, hochstens den Abstand ¢ von einem Punkt von P.

Nun konstruieren wir eine neue Menge @ (siche Abbildung 18): Wir
vergréfern das Polygon P um ¢ und schneiden das Resultat mit I2.

Genauer: Fiir jede Seite g, die zum Rand von P gehort, betrachten wir
eine parallele Gerade ¢’ mit orthogonalem Abstand ¢ zu ¢ in der offenen
Halbebene bestimmt durch g, die P nicht enthélt. Wir schneiden die aus ¢’
resultierenden abgeschlossenen Halbebenen, die P enthalten, mit I?. Somit
erhalten wir ein abgeschlossenes konvexes Polygon @, fiir welches wegen
P C P, C @ folgende Beziehung gilt:

A2(Py) = A2(P) < M(Q\P).
Nach der Konstruktion von @ gilt auflerdem:

A2(Q\P) <6-p(Q),
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Abbildung 18: Konstruktion der Menge Q).

wobei p(Q) = A\ (0Q) den Umfang von @ bezeichnet.
Weil Q C I? ist, ergibt sich mit dem Lemma 13.2 die Ungleichung p(Q) < 4
und daher insgesamt

4f
A2 (P) — A2(P) < A2 (Q\P) <6-p(Q) <
In analoger Schlulweise erhalten wir \o(P) — A2 (P1) < 4\[ , also zusammen-
fassend \/_
4
max| Az (Fi) = A2(P)] < ——

1=1,2

Wir koénnen somit die rechte Seite der Ungleichung (46) vollstandig
abschitzen und gewinnen dadurch:

%|Smp| ~ (P <r-D(S) + %
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Es gilt damit fiir alle r € N (Lemma 13.2):

1 42
Di(8) = sup |15 0 Pl = 2a(P) ST-D(S)+T‘[.

Wir wihlen jetzt speziell r := [D_%(S)J.

Da stets D(S) < 1 ist, gilt immer D3 (S) > 1. Betrachten wir noch folgende
Nebenrechnung fiir reelle x:

r>1 lz] > 1> {z}

z —{z} > {z}
x>2-{z}

%:1: > {x}

¢ o0

i3
8
|
—~—
8
—
\Y
|
8

& |z] >z

was den Beweis vervollstindigt. O

Literaturverweise: [1], [7]

14 Zerlegungsgleichheit beschrinkter konvexer
Mengen

In den Abschnitten 9 bis 13 haben wir die nétige Vorarbeit geleistet, um
nun endlich den Satz 9.1, die hinreichende Bedingung fiir translative Zerle-
gungsgleichheit, verwenden zu kénnen. Damit sind wir nun in der Lage, die
translative Zerlegungsgleichheit zweier beschrankter konvexer Mengen glei-
chen positiven Inhalts nachzuweisen. Dieses Ergebnis ist natiirlich wesentlich
mehr als nur die Losung von Tarski’s Kreis-Quadratur.

Satz 14.1 Seien Hi,Hy C R? beschrinkte konvexe Mengen mit
Xo(H1) = Ao(Hs) > 0. Dann gilt: Hi < H,.

Beweis: O.B.d.A. seien H;, Hy C I
Nach dem Lemma 12.1 gilt fiir fast alle z,y,z € R?, daB x,y, z,i = (1,0)
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und j = (0,1) linear unabhéngig iiber den rationalen Zahlen sind.
Wir betrachten fiir solche z,y, z € R? die Menge

sy(wz,y,2z) ={{u+nx+ky+1z}: 0 <n,k,l <N},
wobei auerdem u € R? und n, k,l, N € Z sind. Diese Menge liegt in I? und

ist endlich mit |sy(u;z,y, 2)| = N3.
Unter Anwendung der Satzes 13.1 erhalten wir:

D(sw(u;2,y,2)) < Di(sn(u;z,y,2)) < (82 +1) - D3 (sw (w3 2,9, 7).

Nach der Definition der isotropen Diskrepanz D; (Definition 13.1), und weil
H; und H, nach Voraussetzung konvexe Teilmengen von I? sind, gilt:

Di(sn(u;z,y,2)) = sup

1
Felon (i) 101 = 2e(0)

W|SN(U;CU,@/, Z) N HT‘ - )\Q(Hr)

= D(sy(u;z,y,2); H) (r=1,2).

Insgesamt folgt daraus mit dem Satz 12.1 fiir r = 1,2:
Fiir fast alle z,y,2 € R? und fiir alle € > 0 gibt es eine Konstante C, sodaf}

D(SN(U;'T7y7Z);H'r) S DI(SN(U;'T7y7Z>)
< (8V2+1)- D3 (sy(u;,y,2))
< (8\/54_1).0%.@
N3

fiir alle v € R? und fiir alle N € N gilt.

Es gibt also ein festes Tripel von Vektoren x, y und z, die zusammen mit
i =(1,0) und j = (0,1) linear unabhéngig iiber @) sind, und fiir welche die
folgende Beziehung mit € = 2 fiir alle u € R? und fiir alle N € N gilt:

D(SN(U;CC,y, Z)vH’I‘) < C, '

Wir setzen ¥(N) :=C"'- N3 . I°(N) und erhalten:

T(N)
N3

D(sn(u;z,y,2); Hy) <
gilt fiir alle v € R? und fiir alle N € N.

Zu iiberpriifen sind noch die im Satz 9.1 geforderten Eigenschaften der
Funktion W.
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U(N) ist nichtnegativ fiir alle N € N.
Wir betrachten:

2, P2k 2027 - [5(2k
ZL -y (2%)

22k 22k
k=0 k=0
© 15 5
- K1+C'-Zk log”(2)
k=2 2
= K1+KQ'Z—k < oo,
k=2 22

wie man sich leicht mit dem Quotiententest fiir Reihen {iberzeugen kann.
Damit sind die Voraussetzungen des Satzes 9.1 erfiillt, der die translative
Zerlegungsgleichheit von H; und Hj liefert. O

Folgerung 14.1 Ein Kreis und ein Quadrat mit gleichem posi-
tiven Inhalt sind translativ zerlegungsgleich.

Beweis: Kreis und Quadrat sind konvexe Mengen. Damit folgt die
translative Zerlegungsgleichheit aus dem Satz 14.1. O

Literaturverweise: [8], [10]
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