Analysis in einer Variable fiir das Lehramt

Disclamer: Dieses Skript wurde mit Vorlage des handschriftlichen Skriptes
von Christoph Baxa durch Student*innen abgetippt.
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1 Die reellen Zahlen R

1.1 Die rationalen Zahlen Q

Wir werden in dieser Vorlesung voraussetzen (und so tun als wére das selbst-
versténdlich:

1. Die natiirlichen Zahlen N = {0,1,2,3,...} und ihre Addition und Multiplikation.
Jede Menge A C N, A # @ besitzt ein kleinstes Element (d.h. min A existiert).

2. Die ganzen Zahlen Z = {...-3-2,-1,0,1,2,3,...} bilden mit ihrer Addition und
Multiplikation einen kommutativen Ring mit Einselement, der nullteilerfrei ist
(d.h. sind z,y € Z und x -y = 0, so muss x = 0 oder y = 0 gelten).

3. Die rationalen Zahlen Q = {¢ | a,b € Z,b # 0}. Dabei kann man jedes
Element von Q auf unendlich viele verschiedene Arten schreiben (z.B. % =

a6 1—82 =..= :—g = ...). Man kann aber immer verlangen, dass b > 0 und,

6 9
dass ggT'(a,b) = 1 (d.h. der Bruch kann nicht weiter gekiirzt werden). Die
rationalen Zalhen bilden mit ihrer Addition und Multiplikation einen Korper.

Gegenstand dieser Vorlesung ist die Analysis auf den reellen Zahlen R, die aber
viel weniger anschaulich sind als N, Z und Q. Wir werden uns darum kurz mit Q
beschéftigen und wie man R aufgrund von QQ konstruieren kann.

Def. Es sei K (# @) eine Menge und + und - zwei Verkniipfungen auf K (d.h. zwei
Abbildungen + : K x K — K, (a,b) — a+bund - : K x K — K, (a,b) — a-b),
die die folgenden Eigenschaften erfiillen:

1.1 a4+ (b+c¢)=(a+0b)+c, Va,b,c € K (Assoziativitit der Addition)

1.2 30 € K,Va € K :a+ 0 =0+ a = a (Existenz des Nullelements)

1.3 Vae K,3—a € K :a+(—a) = (—a)+a = 0 (Existenz des additiven Inversen)
14 a+b=>b+a,Va,b e K (Kommutativitit der Addition)

21 a-(b-c)=(a-b) ¢, Ya,b,c € K (Assoziativitidt der Multiplikation)

2.2 31 € K(wobei 1 #0),Va € K :1-a=a-1=a (Existenz des Einselements)
2.3 Yae K\{0},32 € K :a-1 = 1.4 =1 (Existenz des multiplikativen Inversen)
24 a-b="0b-a,Ya,b € K (Kommutativitdt der Multiplikation)

31 a-(b+c¢)=(a-b)+(a-c),Va,b,ce K (Distributivgesetz)

32 (a+0b)-c=(a-c)+ (b-¢c),Va,b,c € K (Distributivgesetz)

Dann wird (K, +,-) ein Kérper genannt.
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Aus diesen Korperaxiomen kann man ableiten, dass man mit den Korperelementen
,rechnen kann wie man es gewohnt ist und erwartet“(z.B. fur Q).

Wir stellen einige wichtige Folgerungen zusammen:

1. 0ca =0a-0=0,Ya € K (Aus 0-a = (040)-a = (0-a)+(0-a) folgt durch Addition

3.2
von —(0-a) auf beiden Seiten 0 = —(0-a)+(0-a) = —(0-a)+(0-a)+(0-a) = 0-a)

2. Das Nullelement ist eindeutig bestimmt (Angenommen, 0* ist ebenfalls Null-
element, d.h. a +0* = 0*+a = a,Va € K. Dann ist 0 = 0+ 0* = 0* + 0 = 0*.)

3. Zu gegebenem a € K ist das additive Inverse eindeutig bestimmt. (Angenom-
men, a* € K ist ebenfalls additives Inverses zu a, d.h. a + a¢* = a* +a = 0.
Dannist —a=—-a+0=—-a+ (a+a*) =(—a+a)+a*" =0+a* =a*.)

4. Das Einselement ist eindeutig bestimmt. (Ubung)

5. Zu gegebenem a € K \ {0} ist das multiplikative Inverse eindeutig bestimmt.
(Ubung)

6. Zu gegebenem a,b € K gibt es genau ein x € K mit der Eigenschaft a+x = b.
(Existenz: Es sei x = (—a) + b. Dann ist

a+r=a+ ((—a)+b)=(a+(—a))+b=0+b=b

. Eindeutigkeit: Angenommen, a+xz; = b und a+x5 = b fiir gewisse xq, 19 € K.
Dannist z; =0+ xy = ((—a)+a)+ 21 = (—a)+ (a+21) = (—a) + (a +z2) =
((—a)+a)+ 20 =0+ 29 = 23.)

Def. Fiir die eindeutig bestimmte Zahl x (= (—a) + b) mit der Eigenschaft
a + x = b schreibt man kurz x = b — a. Diese Zahl b — a wird Differenz von b
und a genannt.

7. Zuab e K,a # 0 gibt es genau ein x € K mit der Eigenschaft a -z = b
(Ubung)

Def. Fiir die eindeutig bestimmte Zahl z € K mit der Eigenschaft a -z = b
(wobei a # 0)schreibt man kurz z = £ (oder auch « = b/a) und nennt sie
Quotient von b und a.

Bemerkung. Diese Bezeichnung ist konsistent mit der Notation é, die sie er-
weitert. Es ist ja z = % die eindeutig bestimmte Losung der Gleichung a-x =1

8. Wenn a -b = 0 dann a = 0 oder b = 0. (Falls a = 0 fertig. Falls a # 0, so
b=1-b=(t-a)-b=21-(a-b)=21-0=0.)

9. —(—a) =a,Va € K (Es gelten a+(—a) = (—a)+a =0und (—(—a))+(—a) =
(—a) + (—(—a)) = 0. Wegen der Eindeutigkeit des additiven Inversen von —a
(d.h. von —(—a)) folgt —(—a) = a.)

10. + =q,Va € K\ {0} (Ubung)

8-
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11. —(a+b) = (—a) + (=b),Va,b € K (Es gelten (a + b) + ((—a) + (=b)) =
((—a)+(=b))+(a+b) =0und (a+0b)+(—(a+0b)) = (=(a+b)) +(a+b) = 0.
Wegen der Eindeutigkeit des additiven Inversen von a + b (d.h. von —(a + b))
folgt —(a + b) = (—a) + (=b)).

12. 2 =1.1v4pe K\ {0} (Ubung)
13. (—a)-b=a-(=b) = —(a-b),Ya,b € K (Wir zeigen (—a) -b = —(a - b): Es
gelten (—a)-b+a-b=((—a)+a)-b=0-b=0. Wegen der Eindeutigkeit des

additiven Inversen von a-b (d.h. von —(a-b)) folgt (—a)-b= —(a-b). (Beweis
von a - (—b) = —(a - b) als Ubung.)

14. ¢ = ¢ < ad =be, Va,c€ K, Vb,de K\ {0} (Ubung)

|
ulo

15.

ce=2¢ VYo ce K, Vbde K\ {0} (Ubung)

[SIS]

16. £ =4 Vae K, Vb,c,d€ K\ {0} (Ubung)

Qoo

17. ¢4 £ = adthe g ce K, Vb,d € K\ {0} (Ubung)

bd 7

[SIS]

Bemerkung. 1. Wir haben einerseits Q als Menge der Quotienten § mit a,b €
Z,b # 0 definiert und andererseits Quotienten § mit a,b € K,b # 0 aufgrund
von Folgerung (7.) definiert. Dadurch entstehen keine Probleme (Es ist ja z.B.

T = % tatséchlich jene rationale Zahl mit der Eigenschaft 4z = 3.)

2. Es gibt auler Q, R und C noch viele andere Korper K (d.h. Mengen mit zwei
Verkniipfungen, die die Korperaxiome erfiillen). Der kleinste Korper ist Fy,
der nur die Elemente 0 und 1 enthélt mit den Verkniipfungen

=l
= OO
O ==
— O
O OO
— Ol

3. Es stellt sich die Frage, warum man all diesen Aufwand betreibt, wenn man
am Schluss doch nur erhilt, ,,dass man rechnen kann, wie man es kennt und
weil3?“ Einerseits beruht dieses ,, Kennen und Wissen“ zunéchst auf Gewohnheit
und lésst aufler Acht, wie die verschiedenen Rechenregeln zusammenhéngen.
Andererseits hat diese Vorgangsweise den groflen Vorteil, dass man, sobald
man {iberpriift hat, dass K ein Korper ist, weif, dass alle Folgerungen fiir K
ebenfalls gelten!

Auf K = Q ist eine Ordnungsrelation < definiert, die die folgenden Ordnungsaxiome
erfiillt:

4.1 Fiir a,b € K gilt genau eine der drei Beziehungen a < b, b < a oder a = b.
(Trichotomie)

4.2 Aus a < bund b < ¢ folgt a < c. (Transitivitit)

43 Wenna<bundce Kdanna+c<b+c
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44 Wenna<bund O<cdanna-c<b-c

Def. Zusitzlich legt man die folgenden Schreibweisen fest:

1.
2.

3.

a>b:eb<a
a<b:=a<bodera=25b

a>b:a<bodera=25

Auch hier stellen wir einige wichtige Folgerungen zusammen:

1.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

17.

a>0e-a<0(a>0=>0=a+(—a) >0+ (—a) = —a und
—4<0=0=—-a+a<0+a=aqa)

a <0<« —a > 0 (Das folgt aus 1., wenn man a durch —a ersetzt und
—(—a) = a beniitzt.)

. Wenn a < bund ¢ < 0 dann a-c¢ > b-c (Wegen 2. ist —¢ > 0. Aus 4.4 folgt

—a-c=a-(—c) < b(—c) = —bc und daher
bc = —ac + (ac + be) < —be + (ac + be) = ac.)

Wenn a # 0 dann a-a > 0. (Ist a > 0,s0ist a-a>a-0=0.Ist a <0, so ist
—a>0unda-a=(—(—a))-a=—((—a)-a) =(—a) - (—a) > 0)

1>0(Denmn1#0und1=1-1>0.)

) Wenna>0dann%>O(Wé’tre%:0,sowarelza-%:O,Wid.Wére%<0,

sowire 1l =%.4<0-a=0, Wid.)

Wenn a <bund c<ddanna+c<b+d (Denna+c<b+c<b+d.)

. Wenn0<a<bund0<c<ddann a-c<b-d (Denn ac < be < bd.)

. Wenn a,b >0 (d.h. @ >0 und b > 0), dann a + b > 0 und ab > 0.

Wenn a,b < 0, dann a + b < 0 und ab > 0.

Wenn a - b > 0 dann gilt entweder (e > 0 und b > 0) oder (a < 0 und b < 0).
Wenn a - b < 0 dann gilt entweder (a < 0 und b > 0) oder (a > 0 und b < 0).
Wenn0<a<bdann0<%<£.

Wenn a < bund b <c¢dann a <ec.

Wenn a <bundc>0danna-c<b-c.

Wenn a <bundc<Odanna-c>b-c.

Wenn a < bund b < a dann a = b.
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Bemerkung. Ein Korper K, in dem die Axiome (4.1) - (4.4) gelten, wird angeord-
neter Korper genannt. In jedem angeordnetem Korper gelten alle oben bewiesenen
Folgerungen. Auf vielen Kérpern kann man keine Ordnungsrelation < finden, die
(4.1) - (4.4) erfiillt. Z.B. ist das fir K = C unméglich, da wegen Folgerung (4.)
—1=14-i> 0 gelten wiirde. Daraus wiirde wegen Folgerung (2.) folgen, dass 1 < 0,
was Folgerung (5.) widerspricht. Auch fir K = F, gibt es keine solche Ordnungsre-
lation, da in diesem Koérper —1 =1 > 0 und daher 1 < 0 gelten wiirde.

In Q gibt es ,Locher “, z.B. gibt es kein x € Q mit der Eigenschaft z* = 2 (d.h.
V2¢Q).

Beweis. Angenommen ¢ € Q (mit a,b € Z,b # 0 und ggT'(a,b) = 1) erfiillt Z—; =
(22 =2

= a? = 2b® = a? ist gerade = a ist gerade = dc € Z : a = 2¢

= 4c® = (2¢)? = a® = 20* = 2¢% = b? = b? ist gerade = b ist gerade

= ggT(a,b) # 1, Wid.

Nach dem Satz des Pythagoras hat ein Quadrat mit Seitenldnge 1 eine Diagonale
der Linge z mit der Eigenschaft 22 = 12 + 12 =2

1

D.h. es ist notwendig, die rationalen Zahlen QQ zu erweitern, ,um die Locher zu
stopfen. “

1.2 Die reellen Zahlen als Dedekindsche Schnitte

Die Vorstellung der reellen Zahlen als Punkte auf einen ununterbrochenen Zahlen-
strahl (ohne Locher)

et
Lt
&t
ot
-t
et
rat
.
=t
-t
LX]
L ]
ot
e
o
-4

funktioniert gut und ist sehr hilfreich (insbesondere in der Schule), ist aus mathe-
matischer Sicht aber unbefriedigend.

Es gibt mehrere Moglichkeiten, die reellen Zahlen aus den rationalen zu konstruieren.
Eine davon sind die sogenannten , Dedekindschen Schnitte“. Ein Dedekindscher
Schnitt besteht dabei aus einer (nichtleeren) Untermenge U und einer (nichtleeren)
Obermenge O mit den folgenden Eigenschaften:

1. UUO=0Q

2. VeeUVye O :x<y
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3. U besitzt kein grofites Element

Aus (1.) folgt sofort U C Q und O C Q und aus (2.) folgt UNO = & (denn wire
r € UNO, so wiirde z < = gelten, Wid.)

Anschaulich bedeutet das: Man teilt den ,,16chrigen “Zahlenstrahl, der nur rationale
Zahlen enthélt, in zwei Teile,

c
]

0

wobei der , Treffpunkt “in der Mitte zu O gehort (wenn er in Q liegt!)
Ist ¢ € Q, so erhélt man den ,rationalen® Schnitt

U={2€Qlz<q}, O,={2z€Q|z>q}

Nicht alle Schnitte sind rational. Will man z.B. v/2 beschreiben, kann man allerdings
NICHT
U={zeQ|z<V2}, O={zecQ|z>V2}

nehmen, da das Symbol v/2 noch nicht sinnvoll definiert ist.

Man kann stattdessen aber
U={ze€eQ|xz<0oder (zx>0und 22 <2)},0={x€Q |z >0und 2% > 2}
definieren, ohne V2 zu verwenden.

Auf der Menge der Schnitte kann man nun Addition 4, Multiplikation - und Ord-
nungsrelation < definieren. Um einen Schnitt zu kennen, reicht es, nur die Ober-
menge O oder die Untermenge U zu kennen (denn O = Q\ U und U = Q\ O).
Darum kann man diese Definitionen zum Beispiel mit Hilfe der Untermengen alleine
notieren:

- Sind s,t zwei Schnitte mit Untermengen Ug und Uy, so definiert man
s<t:eU,GU

- Ebenso setzt man Ugyy = {z +y | x € Us,y € U;} fiir die Untermenge von
s+t

- Schwieriger ist es, s -t zu definieren (da man die Vorzeichen beriicksichtigen
muss). Fiir s,t > 0ist zB. Ogy = {2 -y | € Os,y € O} eine mogliche
Definition der Obermenge von s - ¢

Man kann nun Uberpriifen, dass s + ¢ und s - ¢ wieder Schnitte sind und dass die
Menge der Schnitte einen angeordneten Kérper bildet — die reellen Zahlen R! Zuletzt
identifiziert man jedes ¢ € Q mit dem Schnitt U,, O, und hat tatséchlich die reellen
aus den rationalen Zahlen konstruiert (und es gilt Q@ C R). Hat man die Axiome
(1.1) bis (4.4) iberpriift, so weil man, dass alle daraus abgeleiteten Folgerungen
ebenfalls gelten.

Bemerkung. 1. Es gibt andere Moglichkeiten R zu konstruieren. Diese sind zum
Teil geschickter, verwenden dann aber kompliziertere Hilfsmittel.

2. Es bleibt noch zu zeigen, dass R , keine Locher mehr hat. Dazu miissen wie
noch eine exakte Formulierung dieser Tatsache finden.
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1.3 Intervalle und Absolutbetrag
Def. Es seien a < b zwei reelle Zahlen. Dann definiert man die folgenden Intervalle:

- o) ={reR|a<z<b}
abgeschlossenes, beschrinktes Intervall, beachte [a,a] = {a})

(
(a,b) :={rx €R|a <z <b}
(offenes, beschranktes Intervall, beachte (a,a) = @)

[a,b) ={r eR|a<z<b}
(halboffenes, beschénktes Intervall, beachte (a,a] = [a,a) = @)
(

a,b):={r eR|a<z<b}
(halboffenes, beschréinktes Intervall, beachte (a,a] = [a,a) = @)

Zusatzlich definiert man:

- la,400) :={z €R |z > a}
unbeschrénktes, abgeschlossenes Intervall)

—o0,al :={r eR |z <a}
unbeschrénktes, abgeschlossenes Intervall)

unbeschréinktes, offenes Intervall)

—00,a):={r eR |z <a}

(

(

(

(a,40) :={z €eR |z >a}

(

(

(unbeschrénktes, offenes Intervall)

SchlieBlich ist (—oo, +00) = R.
Def. Der Absolutbetrag einer Zahl a € R ist definiert als

a] = a falls a>0
] —a falls a<0

Folgerungen. 1. |a| > 0,Ya € Rund |a| =0<a=0

2. la-b| = |a| - |b],Va,b € R. Wir verwenden eine Fallunterscheidung:

Falls a,b>0,s0a-b>0und |a-b| =a-b=|a|-|b|

Falls a,b < 0,s0a-b>0und |a-b| =a-b=(—a)-(—b) =|a| - |b]
Fallsa <0<b,s0a-b<0und |a-b=—(a-b)=(—a)-b=|a|-|b|
Falls b<0<a,s0oa-b<0und|a-b=—(a-b)=a-(=b)=|a|-|b|

4. la|<be -b<a<b
(=) Wegen 0 < |a| <bist b>0.Fallsa >0,s0 =b <0< |a]| =a <b.
Fallsa <0,s00< —a=la|<b=-b<a<0<b
(<) -b<a<b=-b<b=20=b+b>b+(-b)=0=0b>0
Fallsa > 0,s0 |a|=a <b
Fallsa < 0,80 =b<a<b=-b<—-a<b=la|=—-a<b
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5. la+b|] < |a| + |b],Va,b € R (Dreiecksungleichung)
Wegen |a| < |a|,Va € R folgt aus (4) (=) —|a| <a < a|,Va € R
Da ebenso —|b| < b < |b], erhdlt man durch Addition

—(lal +[b) = —lal = |b] <a+b <fa| + 0]
woraus wegen (4)(<)|a + b| < |a| + |b] folgt.
6. |la| — |b]| < |a+b], Va,b€R (Ubung)

1.4 Die reellen Zahlen sind vollsténdig
Def. Sei M C R

1. a € R heifit Maximum von M, wenn a € M und x < a Vxr € M
2. a € R hei3t Minimum von M, wenn a € M und a < z Vx € M
Man schreibt dafiir kurz @ = max M beziehungsweise a = min M
Beispiele. 1. max]0, 1] = max(0,1] = 1 (nach Definition dieser Intervalle)
2. max{+ln e N\{0}} =1 (dan >1=1 VneN\{0})
3. Die Intervalle (0, 1) und [0, 1) besitzen kein Maximum.

Bemerkung. 1. Eine nichtleere Menge braucht weder Minimum noch Maximum
zu besitzen. (Das ist z.B. fiir fiir das Intervall (0,1) so.)

2. Wenn das Maximum max M einer Menge M (C R) existiert, ist es eindeutig
bestimmt. (Es sei a = max M und b = max M. Dann gelten a,b € M und
a>x Yre Mund b>x Vr € M. Daher ist a > b und b > a, woraus a = b
folgt.) Ebenso ist min M eindeutig bestimmt, wenn es existiert.

Def. Essei M C R
1. Ein s € R heifit obere Schranke von M, wenn x < s Vo € M.

2. Besitzt M eine obere Schranke, so heiffit M nach oben beschrankt.
Besitzt M keine obere Schranke, so heiffit M nach oben unbeschrinkt.

3. Ein s € R heifit untere Schranke von M, wenn s < x Vax € M.

4. Besitzt M eine untere Schranke, so heif3t M nach unten beschrankt.
Besitzt M keine untere Schranke, so heifit M nach unten unbeschrankt.

5. Wenn M nach oben und unten beschrankt ist, heiit M beschrankt.

Beispiele. 1) Essei M = [0,1). Jede der Zahlen 1,2, 2,2 ¢ 7, 100, 1000000, . ..

’ 99 T
ist eine obere Schranke fiir M. Jede der Zahlen 0, —1, —2, —%, —100000, ... ist
eine untere Schranke fiir M.
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Bemerkung. Beispiel 1) zeigt:

1. Eine obere oder untere Schranke fiir die Menge M kann, aber muss nicht
in M liegen.

2. Gibt es eine obere (bzw. untere) Schranke s, so gibt es unendlich viele,
da jedes t > s (bzw. t < s) ebenfalls obere (bzw. untere) Schranke fiir M
ist.

2) Allgemeiner ist jedes beschrankte Intervall [a,b], [a,b), (a,b] bzw. (a,b) (mit
a < b) beschrénkt, da a untere und b obere Schranke ist.

3) Die Menge {*|n € N\{0}} = {1, 3,3, %,...} ist beschréinkt, da 0 < L <1
Vn>1

4) Das Intervall [—1, +00) ist nach unten beschrénkt (z.B. durch —1) aber nach
oben unbeschréankt.

5) Allgemeiner ist jedes Intervall der Gestalt [a, +00) bzw. (a,400) nach unten
beschréankt (z.B. durch a) aber nach oben unbeschriankt. Ebenso ist jedes In-
tervall der Gestalt (—o0, a] bzw. (—o0, a) nach oben beschrénkt (z.B. durch a)
aber nach unten unbeschrankt.

6) N ist nach unten beschrénkt (zum Beispiel durch 0) aber nach oben unbe-
schrénkt

Def. Sei M C R. Ein s € R heift Supremum von M (kurz s = sup M), wenn die
folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

1. s ist eine obere Schranke von M.
2. Ist t ebenfalls eine obere Schranke von M, so gilt s < t.

Bemerkung. 1. Das Supremum von M ist also das Minimum aller oberen Schran-
ken von M.

2. Es folgt, dass ein Supremum (wenn es existiert!) eindeutig bestimmt ist. (Gel-
ten s =sup M und ¢ = sup M, so ist s <t und t < s, also s = t.)

3. Gilt m = max M, so ist m = sup M. (Denn m ist eine obere Schranke fiir M
und s ist eine andere obere Schranke fiir M, so muss m < s gelten.)

Beispiele. 1. sup[0;1) = 1 (Einerseits ist 1 >z Vz € [0, 1) nach Definition des
Intervalls, d.h. 1 ist eine obere Schranke fiir [0,1). Ist s = sup[0,1), so muss
also s < 1 gelten. Angenommen es gibe ein s < 1, das obere Schranke von
[0,1) ist. Dann gilt 0 < s < 1= < 1; d.h. 1= € [0,1), aber s < 122, Wid.)

2. sup{l — %|n e N\ {O}}=sup {1 —-1;1— %; 1— %; ...}=sup {0; %; %; %; =1
(Esist 1 >1— %Vn > 1; d.h. 1 ist obere Schranke. Angenommen es géibe ein
s < 1, das obere Schranke. Da N nach oben unbeschrankt ist, gibt es ein n > 1
mit der Eigenschaft, dass n > ﬁ (sonst wére ﬁ obere Schranke fiir N) und

n>4—=1l-s>L=1-1>¢ Wid)
—S n n
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Bemerkung. Beide vorangegangenen Beispiele zeigen, dass das Supremum einer Men-
ge M nicht Elemente von M sein muss.

Def. Es sei M C R. Ein s € R heifit Infimum von M (kurz s = inf M), wenn die
folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

1) s ist eine untere Schranke von M,
2) Ist t ebenfalls eine untere Schranke von M, so gilt ¢ < s.

Bemerkung. Fiir das Infimum gelten mutatis mutandis analoge Aussagen wie fiir
das Supremum:

Das Infimum inf M ist das Maximum aller unterer Schranken der Menge M,

- Existiert das Infimum, so ist es eindeutig bestimmt,

Existiert min M, so ist inf M = min M,

Das Infimum von M muss nicht in M liegen.

Wir kénnen um die Eigenschaft von R vollsténdig zu sein (d.h. "keine Locher zu
haben”) formulieren:

(5) Wenn M C R, M # & nach oben beschrénkt ist, dann existiert sup M (€ R).

Beweisskizze. Es sei Us := |J U, die Untermenge von s (wobei U, die Untermenge
zeM
von x € M bezeichnen soll). Dann ist s ein Dedekindscher Schnitt und (nach Def.

von < auf der Menge der Schnitte R) z < s Vo € M.
Ist t eine obere Schranke fiir M, so ist x <t Vo € M und daher U, C U; Vo € M
(wobei U; die Untermenge von ¢ bezeichnen soll). Daher gelten |J U, C Uy, dh

reM
U, C U; und daher s < t.

Bemerkung. 1) Die Reellen Zahlen R sind durch ihre Eigenschaft, ein angeordne-
ter Korper zu sein (dh Axiome (1.1) bis (1.4) zu erfiillen) und (5) vollsténdig
festgelegt.

2) Man kann die Vollstédndigkeit von R durch zahlreichen andere Aussagen (die
zu (5) Aquivalent sind) zum Ausdruck bringen.

Satz 1 (Archimedisches Axiom). Sind a,b > 0, so gibt es ein n € N\ {0}, sodass
na > b.

Beweis. Ware na < b Vn > 1, so wire n < g Vn > 1, dh N wére nach oben
beschrankt, Wid.

Korollar 2. Ist a > 0,s0 3n € N\ {0} : 1 < a.

Beweis. Das ist ein Spezialfall von Satz 1 (mit b = 1).
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Satz 3. Es seien a < b. Dann ist (a,b) NQ # @ (dh g € Q:a < g < b).
Beweis. Es sei zuniichst 0 < a (< b). Nach Korollar 2 3n € N\ {0} : £ < b — a.

Betrachte die Menge A := {k € N | £ > a}. Wegen Satz 1 ist A # @ und besitzt
daher ein kleinstes Element ky, dh % <a< % (was auch stimmt, falls ky = 1
sein sollte) Weiters ist
_ ) s Rl 1 ke ' ko
b= _a_+(b—a)>"=+ - = alsoinsgesamt a < 22 < b

ko—1
>0 >1

n

Ist a < 0, so wihle ein m € N mit der Eigenschaft m > —a. Dann ist
0 < a+m < b+m und nach dem schon bewiesenem Fall 3g; € Q : a+m < ¢1 < b+m
und daher a < ¢; — m < b, womit die Beh. bewiesen ist, da ¢ — m € Q.

Bemerkung. 1) Als unmittelbare Folgerung erhélt man: Ist a < b, so enthilt
das Intervall (a,b) unendlich viele rationale Zahlen, denn 3¢; € (a,b) N Q,

3¢ € (a, 1) NQ, Fgz € (a,92) NQ, ... usw.

2) Man beschreibt den Sachverhalt von Satz 3 mit der Formulierung ”"Q liegt
dicht in R”.

Satz 4 (Intervallschachtelungsprinzip). Fir n > 1 sei I,, = [ay, b,] (mit a, < by,)
ein beschrianktes, abgeschlossenes Invervall und es gelte

LOoL2oI3 2. .21, 21 2 ..

Dann ist ) I, # @.
n=1

Beweis. Offensichtlich gelten a; < as <a3 < ... <a, < a1 < ... und

b < by < < by < by < by Weiters gilt a,, < by, Ym,n > 1. (Das folgt
fiir m = n aus der Voraussetzung. Ist n < m, so a, < a,, < b,,. Ist n > m, so
a, < b, < b,) Die Menge {a, | n > 1} ist # & und nach oben beschrénkt (z.B.
durch b, mit n > 1 beliebig).

Daher s := sup{a, | n > 1} und folglich a,, < s Vn > 1. Es gilt aber auch s < b,
Vn > 1, da b, eine obere Schranke von {a, | n > 1} ist. Also ist s € [a,, b,] Vn > 1

und daher . .
s € (lan ba) = () In
n=1 n=1

Bemerkung. Man kann die reellen Zahlen auch durch Intervallschachtelungen [a, b;] 2
[az,bo] D [as,bs] 2 ... mit a,,b, € Q Vn > 1 einfithren, fiir die die Lange b, — a,
beliebig klein wird. Z.B. wird v/2 = 1,41421... durch die Intervallschachtelung
[1,2] D [1.4,1.5] D [1.41,1.42] D [1.414,1.415] D ... festgelegt.

Satz 5. Es sei M C R, M # &. Die folgenden beiden Aussagen sind dquivalent:
(i) s=sup M

(i) r<sVereM
umdVe>0dr e M :s—es<zx
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Beweis. (1) = (ii) Es gilt < s Vo € M, da s obere Schranke fiir M ist. Andererseits
kann s — ¢ keine obere Schranke sein, aber 9x € M : s — e < x.

(ii) = (i) Da z < s Vo € M ist s obere Schranke fiir M. Daher 3¢ := sup M und
t<s. Wiret < s, sowire x <t Ve € M. Wahle nun ein £ > 0 mit der Eigenschaft
e < s—t. Dannist s—e > s—(s—t) = t und es kann kein x € M mit der Eigenschaft
s —e < x geben, Wid. Also s = t.

Bemerkung. Analog kann man zeigen:
s=infM e&s<zVieMundVe>03dreM: :z<s+e
Def. Es seien M, N C R, M, N # @ und ¢ € R. Dann seien
—-M = {-z|zeM} (={yeR|IreM:y=—-=x})

M+N = {z4+y|lzeMyeN} (={zeR|JxeM FyeN:z=z+y})
cM = {cx|zeM} (={yeR|IxeM:y=ca})

Beispiele. Ist M = [0,1], N = {2,4}, ¢ = 4 und d = -2, so sind —M = [—1,0],
—N ={-2,—4}, M+ N = [2,3] U [4,5], cM = [0,4], ¢cN = {8,16}, dM = [-2,0]
und dN = {8, —4}.

Lemma 6. Es sei M C R, M # @. Dann gelten:
(i) s ist obere Schranke von M < —s ist untere Schranke von —M,
(ii) s=supM < —s = inf(—M) (oder kurz: inf(—M) = —sup M)
Beweis. (i) x<sVieM& —s<-—-zazVreM& -—s<yVye-—-M

(ii) Es sei € > 0. Dann dx € M : s —e <  und daher —s +¢ > —z, dh
dy € =M : —s + ¢ > y. Daraus folgt (wegen (i)) —s = inf(—M). Die Umkeh-
rung zeigt man analog.

Satz 7. (i) Essei M C R, M # @. Wenn M nach unten beschrénkt ist,
Jinf M € R

(i) Es sei @ # M C N C R. Wenn N nach oben (bzw. unten) beschrénkt ist,
dann ist auch M nach oben (bzw. unten) beschriankt und sup M < sup N
(bzw. inf M > inf N)

Beweis. (i) M ist nach unten beschrankt < —M ist nach oben beschrinkt =
dsup(—M) e R= Finf M = —sup(—M) € R.

(ii) N ist nach oben beschrinkt = JIsup N € R. Da sup N eine obere Schranke
von N ist, ist es auch eine obere Schranke von M und daher sup M < sup N.
(Der Beweis der 2. Aussage verlauft analog.)
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Satz 8. Es seien M, N CR, M, N # & und ¢ > 0. Dann gelten:

(i) Sind M und N nach oben beschrinkt, dann ist auch M + N nach oben be-
schrankt und sup(M + N) = sup M + sup N.

(ii) Ist M nach oben beschrankt, dann ist auch ¢M nach oben beschrankt und
sup(cM) = csup M

Beweis. (i) Es seien s bzw. t obere Schranken fir M bzw. N, dh z < s Vo € M
und y <tVyeN. Dannist r+y<s+tVreM VyeN dhz< M+ N
Vz € M+ N. Also ist s+t eine obere Schranke fiir M + N. Es seien s = sup M,
t=supNunde>0.Danndz e M :s—5 <zunddyeN:{—-5 <yund
daher s+t —e = (s—5)+(t—5) < v+y. Aus Satz 5 folgt s+t = sup(M +N),
dh sup M + sup N = sup(M + N).

(ii) Es sei s eine obere Schranke fir M, dh z < s Vo € M. Dann ist zc < c¢s
Vx € M, dh cs eine obere Schranke fiir ¢M.
Es sei s =sup M und ¢ > 0. Dann dx € M : s — £ <z und daher cs —e < cz.
Aus Satz 5 folgt csup M = ¢s = sup(cM).

Korollar 9. Es sei M C R, M # @ nach oben beschrinkt und ¢ < 0. Dann ist ¢M
nach unten beschriankt und inf(cM) = csup M.

Beweis. Ist s eine obere Schranke fiir M, so ist x < s Vo € M und daher cs < cx
Vz € M (dh cs ist untere Schranke fiir ¢M) und es gilt

inf(cM) = inf(— |c| M) Femmat(e) _ sup(|c| M) Sotz8() —(|c| sup M) = csup M.
Bemerkung. Analog zu Satz 8 und Korollar 9 gelten die folgenden Eigenschaften:

1) Sind M, N C R, M, N # & beide nach unten beschrankt, dann ist auch M + N
nach unten beschriankt und inf(M + N) = inf M + inf N.

2) Ist M C R, M # @ nach unten beschrinkt und ¢ > 0, so ist auch ¢M nach
unten beschrénkt und inf(cM) = cinf M.

3) Ist M C R, M # @ nach unten beschrinkt und ¢ < 0, so ist ¢M nach oben
beschrénkt und sup(cM) = cinf M.

Beispiele. 1. Esseien M = (1,2) und N = (3,4). Dann ist M + N = (4,6) und
sup(M + N)=6=2+4=supM +sup N.

2. Ist c=4,s0ist cM = (4,8) und sup(cM) =8=4-2=4sup M = csup M.
3. Ist d = —2, s0 ist dM = (—4,—2) und inf(dM) = -4 = (—2)-2=d -sup M.
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1.5 Potenzen mit rationalen Exponenten
Def. e Fiir a € R\{0} sei a’:=1.

e Firac Rund n € N\{0} seia” :==g-...-q.

n—mal

(Will man sehr genau sein, kann man induktiv @' := a und a"*! := a
definieren.)

n,a/

e Fiir a € R\{0} und n € N\{0} sei a=" := =. (Insbesondere ist also a™* :=

Q |~

)

Bemerkung. Es ist in der Analysis oft sinnvoll, die Konvention 0° := 1 zu verwenden.
Sollte in dieser Vorlesung ein Ausdruck a’ auftreten, bei dem a = b = 0 moglich ist,
so gilt diese Konvention (aufler es wird explizit etwas anderes festgelegt).

Satz 10. Sind entweder (a,b € R\{0} und m,n € Z) oder (a,b € R und m,n €
N\{0}), so gelten

(i) (a-b)*=a™-b",

(iii) (a™)" =a™™.
Ohne Beweis, der mittels Induktion und Fallunterscheidungen gefiihrt werden kann.
Lemma 11. Es seien x,y > 0 und p € N\{0}. Dann gilt = < y < 2P < yP.

Beweis. (=) Induktion nach p. Fiir p = 1 gilt die Behauptung laut Voraussetzung
und 2Pt = a? - x < yP -y = yP (wegen Folgerungen 9) und 8) aus den Ordnungs-
axiomen).

(<) Wire z =y, so wire 2P = y?. Wire y < x, so wire (nach der Implikation (=))
y? < aP, Wid. Also muss x < y gelten.

Satz 12. Es sei a > 0 und p € N\{0}. Dann gibt es genau ein > 0, sodass z” = a.

Beweis. Ist a = 0, so muss z = 0 gelten. Ist p = 1, so muss z = a gelten.

Es sei darum also jetzt a > 0 und p > 1.

Existenz: Die reelle Zahl x, die durch den Dedekindschen Schnitt mit Untermenge
U={¢eQlg<0oder (¢>0und ¢” < a)} gegeben ist, erfiillt 2 = a.
Eindeutigkeit: Ist 0 < y < z, soist y? < 2P = a. Ist © < y, so ist y? > 2P = a (wegen
Lemma 11).

Def. Es sei a > 0 und p € N\{0}. Das nach Satz 12 eindeutig bestimmmte x > 0

mit 2? = a wird als p — te Wurzel von a bezeichnet und man schreibt dafiir ¢/a oder
1/p
a'’P.

Bemerkung. 1. Statt ¥/a schreibt man nur /a.

2. Beachte, dass /a (nach Definition) immer > 0 ist. (Es gilt zwar z.B. auch
(—2)? = 4, aber V4 =2.)
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3. Es gilt (\/_ (nach Definition von /a), aber {/xP muss nicht = x sein.

Z.B. ist \/(—=2)? = = 2 # —2. (Korrekt ist die Gleichung Va2 = |z
Vr € R.)

Def. Es sei a > 0 und r = §,7‘ > 0 mit p,q € N\{0}. Dann sei a" := ¥a? und

a7 =1 = {,/lafp Zusétzlich sei 0" := 0 (wieder fiir r > 0).

a”

Bemerkung. a" ist wohldefiniert. Es sei r = § > 0 (mit p,q € N\{0} und g¢7T'(p,q) =
1) und k£ € N\{0}. Dann ist

r=var o2 =a & () = () oMM =" o 2= Y kP

Satz 13. Es seien a,b > 0 und r,s € Q. Dann gelten

aras — CLTJFS,

(v) =)
Beweis. (i) Es seien 7 = 2,5 = 2 (mit m,n € Z,q € N\{0}). Dann gelten

(1
r=ad & zxi=a"und y = a®* < y? = a”. Sind also v = a" und y = a*, so

folgt (zy)? = z%y? = a™a™ = a™". Dar+s = mT*” und z = a’t* & 27 = g™ t"
folgt a"a® = xy = 2 = a" 5.

(ii)-(v) Ohne Beweis.

Satz 14. Es seien a,b > 0 und r € Q. Dann gelten:
(i) a<bsa” <b fallsr >0,

(i) a<bea" >0 fallsr <0.
Beweis. (i) Essei r =2 (mit p, ¢ € N\{0}). Dann gilt (wegen Lemma 11)
a<bea/l<bl/ieaPlt <1 a < b
(i) Es seir = -~ (mit p,q € N\{0}). Dann gilt
a<b<:>a§<65@?<%@b‘5<a‘5@br<ar.

ad

Korollar 15. Es seia > 0 und r,s € Q,r < s. Dann gelten:
(i) a" <a®* < a>1,
(i) a" > a® < (0 <)a < 1.

Beweis. (i) Wegen s —r > 0 und 1°7" = 1 folgt aus Satz 14 (i)
a>1sa " >1eS>18a >d.

(ii) Analog.
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1.6 Einige wichtige Gleichungen und Ungleichungen

Erinnerung:

1) Fiir n € N\{0} setzt man n! = 1-2-3-...-n (oder formal sauberer induktiv: 1! =1
und (n+ 1)l =n!-(n+1) fir n > 1). Zusétzlich setzt man 0! := 1. Die Fakultét n!
gibt die Anzahl der Moglichkeiten an, n (verschiedene) Objekte aufzuteilen: Beim
ersten Objekt hat man n Moglichkeiten, beim zweiten n-1, usw., bis beim n-ten und
letzten nur mehr eine Moglichkeit iibrigbleibt.

2) Fir k,n e NJO <k <nist (Z) = #'_k),
Der Binomialkoeffizient (Z) gibt die Anzahl der Moglichkeiten an, aus einer n-

elementigen Menge eine k-elementige Teilmenge auszuwéhlen: Man reiht die n Ob-
jekte so auf, dass zuerst die k& ausgewdhlten liegen, und dann die n — k nicht aus-
gewihlten. Es gibt n! Moglichkeiten, die Objekte aufzureihen. Da es auf die Rei-
henfolge der ausgewéhlten nicht ankommt, muss man durch £! dividieren. Ebenso
kommt es auf die Reihenfolge der nicht ausgewéhlten nicht an und man muss auch

durch (n — k)! dividieren.
Es gelten:
(0) ()= (") fir 0 < k<

i) )+ () =0 firo<k<n

k+1 k+1

Eigenschaft (ii) kann mittels des Pascalschen Dreiecks zur Berechnung von Binomi-
alkoeffizienten verwendet werden:

(%) 1 6 15 20 15 6 1
@ O @ 6 @O 6 @ G 17 203 3 21 7 1

Satz 16 (Binomischer Lehrsatz). Fiir z,y € R und n € N\{0} gilt:
(x+y)" = Z (n> gy
=0

Beweis. Induktion nach n. n = 1:

1 1
(z4+y) =x+y= <O>x0y1 + (1)x1y0.
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n n+1
( 0 )xy +Z j vy + nt1)t Y _Z J oY

7j=1 7=0

Bemerkung. 1. Der binomische Lehrsatz erklért die Bezeichnung ” Binomialkoee-
fizient”

2. In Satz 16 haben wir die Konvention 0° = 1 verwendet. (Es konnte ja x=0
oder y=0 sein.)

Satz 17 (Ungleichung zwischen arithmetischem und geomentrischem Mittel). Fiir
n € N\{0} und @y, 25, .2, > 0 gilt /21750, < (@1 + 22 + ... + Tp).

Beweis. Die Behauptung ist erfiillt, wenn z; = 0 fiir ein 7 € {1,2,...,n} (da dann
V12, =0 < (331 + X9+ .. +a:n)) Ebenso ist sie erfiillt, wenn x; = x9 = ...x,,
da dann m == n(xl +xo+ ..+ ).

Es sei darum ab jetzt x; > 0 fiir 1 < ¢ < n und die z; nicht alle gleich. Unter diesen
Voraussetzungen fithren wir Induktion nach n durch:

n = 1: Trivial

n = 2: Es sei A = %(:vl + 25). OBdA sei x; < x3. Dann gibt es ein 6 > 0 mit
der Eigenschaft 2y = A — ¢ und 2 = A+ ¢ (némlich 6 = 5(z2 — 21)). Dann gilt:
z1z9 = (A —0)(A+§) = A? — §* < A% und daher /7175 < VA2 = A= (1 + 22).

Ang., die Behauptung ist fiir n > 2 gezeigt. Es sei A := +1 (r1+ T2+ oo + Tpy1)-
Da x1, 21, ...2,41 nicht alle gleich sind, muss es 4,5 € {1,...,n + 1} mit 2; > A und
xj; < A geben. OBdA seien z, = A — 0 und z,, + Tp41 = A —|— e fiir gewisse d,e > 0.
Dann ist

T1...Tp+1 = 131....1,’”_1(14 — 5)(14 + 8) = $1...$n_1(A2 + (8 — 5)14 — 68) <

Il...xn_1<A2 + (5 — (5)14) = .Tl...ZEn_1<A -0 + €)A
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. Wir wenden die IV nun auf die n Zahlen z¢,....,2,_1,A — 0 + € an. Diese haben
ebenfalls arithmetisches Mittel A, denn A — § + ¢ = x, + £,+1 — A und daher

1
E(x1+w2+...+xn_1+A—5+5): (r1+xo+ ... +xpyy — A)

nA=A

Sl— 3

- %((n+1)A—A) -

. Anwendung der IV liefert

’\“/wl...:vn_l(A —d+e)< A=z, 1(A—0+¢) < A"
= L1 Tyl < T Ty (A= +)A<< A A= A"

1
= "Yry.Th < A=

n+1

(x1+ oo + Tpg1)

Satz 18 (Bernoullische Ungleichung). Sind n € N, n > 2 und z > —1,z # 0, so gilt
(I+2)">1+nx.

Beweis. Induktion nach n. n=2: (1+x)? =1+ 2z + 2% und da 2? > 0,
1422+ 2% > 14 22. Ang., die Behauptung ist fiir n > 2 gezeigt. Da 142 > 0, folgt
AI4+z)""=0+z)"- 1+z)>1+nz)(l+z)=1+n+1z+nz*>1+(n+1)x
(da nz? > 0)
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2 Folgen

2.1 Definition und einfache Eigenschaften

Def. Eine Zahlenfolge (oder kurz Folge) ist eine Abbildung N\ {0} — R, n — a,.
Man schreibt dafiir (a,),>1

Bemerkung. Eine Folge kann auch mit einem anderen Index beginnen, also z.B. eine
Abbildung N — R oder {p,p+ 1,p+2,...} — R (mit p € Z) sein. Man schreibt
dann (ay,)n>0 oder (an)n>p-

Def. Eine Folge (ay,)n>1 heifit beschriankt, wenn die Menge {a,|n > 1} beschrénkt
ist, d.h. wenn IM > 0, sodass |a,| < M Vn > 1.

Def. Eine Folge (ay,),>1 heiit konvergent mit Grenzwert (oder Limes) a(€ R) wenn
gilt: Ve > 0 Ing € N\ {0}, sodass |a, — a| < e Vn > ny
Man schreibt dafiir lim a, = a oder a,, —— a (aber nicht lim a, — a)

n—oo n—oo n—roo
Eine Folge heifit konvergent, wenn sie gegen einen Grenzwert konvergiert, andernfalls
heifit sie divergent.

Def. Eine Folge (a,),>1 heifit Nullfolge, wenn lim a,, existiert und lim a, = 0 gilt.
= n—00 n—oo

(D.h. Ve > 0 3ng € N\ {0}, sodass |a,| < e Vn > ng)

Def. Eine Folge (by)>1 heifit Teilfolge einer Folge (a,),>1 wenn es eine Folge (n)x>1
natiirlicher Zahlen mit der Eigenschaft ny < no < ng < ... < np < ngaq < .. gibt,
sodass b, = a,, Vk > 1.

Bemerkung. 1. Anschaulich besagt die Def. der Konvergenz gegen a € R folgen-
des: Fiir jedes noch so kleine € > 0 liegen alle bis auf endlich viele Folgenglieder
im Intervall (a — e,a + ¢)

2. Kann man nun zeigen, dass Ve > 0 dng > 1 : |a, —a| < € Vn > ny,
dann gilt bereits lim a, = a. (Ist € > 0 vorgegeben, so Ing > 1, sodass
n—oo

lap, —al < § <e Vn > ng gilt.)

3. Man kann die Def der Konvergenz gegen a auch so formulieren:
Ve >03ng, >1:|a, —al <eVn>n; (Man sieht die Aquivalenz dieser Def,
wenn man ng = n; + 1 wahlt)

4. Die Aussage lim a, = a ist dquivalent damit, dass (a, — a),>1 eine Nullfolge
n—oo -

ist.
Satz 19. i) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt
ii) Jede konvergente Folge ist beschriankt.

iii) Ist eine Folge konvergent, so konvergiert auch jeder ihrer Teilfolgen und zwar
gegen denselben Grenzwert.
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Beweis. (i) Es sei lim a, = a und lim a, = b wobei 0.B.d.A a < b. Es sei
n—00

n—oo
e=1(b—a).
Aus lim a, = a folgt, dass In; > 1: |a, — a| < € ¥n > ny. Ebenso

n—oo

dng >1:la, — bl <e Yn>ny (da hm a, = b) Fiir n > max{n;,ny} gilt

daher einserseits a, — a < 2% und daher a, < a—+ 52 = b ynd andererseits
2

a, —b> -5 =2 ynd daher an, > b+ 5L ‘”b , ein Widerspruch.

Es sei lim a, =a. Wahle e =1 > 0. Dann Jng > 1:|a, —a| <1 V¥n > ng

n—oo
Fir n > ng gilt dann |a,| — |a| < ||an] — |a|] < |a, — a] < 1 und daher
la,| < 1+ |a|. Insgesamt ist |a,| < max{|ai|, |az|..., |an,-1], |a| + 1} Vn > 1.

Es sei lim a, = a und (ap, )r>1 eine Teilfolge von (a,),>1 (und ny < ng <
n—oo

ns < ...). Es sei € > 0. Dann Ing > 1: |a, — a|] < & Vn > ny.
Offenbar gilt n, > k Vk > 1 (Formal genauer: Beweis mit Induktion nach k).
Ist nun k > ny, so ist daher n, > ng und daher |a,, —a| < e Vk > ny

Beispiele. 1. Die konstante Folge (a),>1 (d.h. a, = a € R Vn > 1) erfiillt

2.

. Es sei p € N\ {0}. Dann lim

lim a, =a (Esseie > 0. Fir ng=1gilt |a, —a|=]a—a|=0<¢e ¥Yn>1)

n —oo

lim % = 0 (Es sei € > 0. Nach Korollar 2 Ing > 1: nio < e. Fir n > ng gilt

n—oo

dann0<%§nlo<5,d.h.|%—O|:%<z—:.)

. Es sei p € N\ {0}. Dann gilt lim -+ =0 (Das folgt aus dem vorangegangenen

np

Bsp. und Satz 19(iii), da(-5 )n>1 eine Teilfolge von (1),>1 ist.)

%:O(Es sei € > 0. Nach Bsp 2

—00

dng > 1 : % < eP Vn > ng. Aus Satz 14 folgt 0 < (‘Viﬁ < e Vn > ng, d.h.
|€1F_0| <£)

. Es sei |g] < 1. Dann lim ¢" = 0 (Fiir ¢ = 0 folgt das aus Bsp 1). Es sei
n—oo

also 0 < |¢| < 1. Dann ist ﬁ > 1, dh. 3h > 0 : @ = 1+ h woraus

n n 1 Satz18 1 )
" = |q|™ = o < T < folgt. Zu vorgegebenen ¢ > 0 wihle

no>$. Fiir n > ng gilt dann |Qn—0|:|qn|<#§m+h<g'

. Die Folge (n),>1 ist divergent, da sie nicht beschrénkt ist.

Ist p € N\ {0}, so ist (allgemein) die Folge (n”),>1 divergent, da sie nicht
beschréankt ist.

. Die Folge ((—1)")n>1 ist beschrankt (da |(—1)"| < 1 ¥n > 1) und divergent.

(Angenommen es wire lim (—1)" =a € R. Wahlee = 1

n—oo
Falls a > 0, so gilt fiir alle ungeraden n, dass
(-1)" —a|=|—1—a|=a+1>1> ¢, Widerspruch.

Falls a < 0, so gilt fiir alle geraden n, dass
(=1)" —a| =|1—a| =1+ |a] > 1 > e, Widerspruch)
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2.2 Rechnen mit konvergenten Folgen

Satz 20. (i) Wenn lim a, = a, lim b, = b, und a, < b, fiir fast alle n (dh. fiir
n—oo

n—o0
alle bis auf endlich viele n), dann a < b.

(i) Wenn lim a, = lim b, = a und a, < ¢, < b, fiir fast alle n, dann ist auch
n—oo n—oo

die Folge (¢,)n>1 konvergent und lim ¢, = a.
- n—oo
(iii) Ist (@,)n>1 eine Nullfolge und (by,),>1 beschrankt, so ist (a,b,)n>1 eine Null-
folge.

Bemerkung. Fiir Satz 20(ii) gibt es verschiedene Bezeichnungen wie Einschniirungssatz
oder Sandwich-Theorem.

Beweis. (i) Angenommen, es wire a > b. Wihle € = anb Dann
ng > 1:a, —a| < “T*b‘v’nan und Ing > 1 :|b, — b < &2 Vn > no.
Fiir n > max{ny,ny} wire dann a, > a — %’ = aTH’ = b+ ‘IT_b > b, ein
Widerspruch zur Voraussetzung.

(=

(ii) Esseie > 0. Dann Iny > 1:]a, —al] <e Yn>nyund Ing > 1:1b, —a| <e
Vn > no. Ist a, < ¢, < b,Vn > ng, so gilt fiir n > max{ny,ny,ng}, dass
a—e<a, <c, <b, <a+e, woraus — < ¢, — a < € und daher |¢c, —a| < ¢
folgt.

(iii) Da (by)n>1 beschrankt ist, 3B > 0: |b,| < B Vn > 1. Es sei € > 0. Da (a,)n>1
eine Nullfolge ist Ing > 1: |a,| < § ¥n > ng. Daher ist
|anbn| = |an| - |bp| < B -la,| < B- 5 = ¢ Vn > ne.

Satz 21. Es seien lim a, = a und lim b, = b. Dann gelten
n—oo n—oo

(i) Die Folge (ay,, + by)n>1 konvergiert und lim (a,, + b,) = a + b.
- n—oo

(ii) Die Folge (a, — byp)n>1 konvergiert und lim (a,, — b,) = a — b.

n—o0

(iii) Die Folge (a,b,)n>1 konvergiert und lim (a, - b,) = a - b.
- n—00

(iv) Ist @ € R, so ist die Folge (aay,),>1 konvergent und lim (aa,) = aa.
- n—00

(v) Die Folge (|ay|)n>1 konvergiert und lim |a,| = |al.
- n—o0

(vi) Ist b # 0, so ist b, # 0 fiir fast alle n, die Folge (§*),>1 konvergiert und
lim ¢ = ¢. (Dabei ist N > 1 so gewéhlt, dass b, # 0 Vn > N.)

n—o00 bn

(vi) Ist a, >0 Vn>1,s0ist a >0 und lim /a, = /a.
n—o0
Beweis. (i) Esseie > 0. Dann dn; > 1: |a, —a| < § Vn > n; und
Ing > 1:|b, —b| < 5 Vn > ny. Fiir n > max{n;,ny} gilt dann
[(an +bn) — (@ + D) = |(an — a) + (b, — b)| < |an —al + b, —b| <5+ 5 =c.
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(iii) Da die Folge (b,),>1 konvergiert, ist die sie beschrankt, d.h. 3B > 0: |b,| < B
Vn > 1. Falls a = 0 folgt die Beh. aus Satz 20(iii). Sei darum ab jetzt a # 0. Es
sei € > 0. Dann Iny > 1+ |a, —af < 55 Vn > ny und Iny > 1+ [by — b] < 57
Vn > ngy. Fiir n > max{n, ny} gilt dann |anb, —ab] = |(an,—a)by,+ (b, —b)a| <
|an—al-|b|+|bn =b]-|a| < |an—al-B+|b,—b|-|a| < 55-B+g5-lal =5+5=¢

(iv) Ist ein Spezialfall von (iii) mit b, = a ¥V n > 1.

(ii) Folgt aus (i) und (iv): lim (a,—b,) = lim (a,+(=b,)) 9 Jim ap+ lim (=b,) =

n—oo n—oo n—oo n—oo

lim a, + lim ((—1) - by) T an, + (—1) lim b, = hm a, — lim b,.

(v) Esseie>0.Dann Ing > 1:a, —al <e ¥Yn >ng
= |lan| — lal| < lan —a| < e VYn > ny.

(vi) Wir zeigen zunéichst den Spezialfall lim ;- = . Es sei € > 0. Nach (v) gilt
n—oo -
lim |b,| = [b] > 0. Wahlt man ¢ = M >0, 3Ing > 1:||b,] — ||| < @ Vn > ny
n—oo
und daher |b,| > |b] — M ‘b‘ > 0 Vn > ny und daher \b_1|

Weiters dny > 1: |b,, b| < ¥2 Fiir n > max{ny,ny} gilt dann

<% Vn > ny.

1 1, ba—b, _ 2 2 b
P by b < - — =
|by2| | e

b, b bb,,

Aus (iii) und den bisher bewiesenen folgt dann

im 2o = [ LY = (1 (lm Y =q-1=2¢
i = il ) = (i an) - (o s =0y =6

(vii) Aus a, >0 Vn > 1 folgt wegen Satz 20(i) a = lim a, > 0.
n—oo

1. Fall: @ = 0: Es sei ¢ > 0. Dann Ing > 1 : a, = |a, — 0| < €2 ¥n > ny und
daher
|\/a_n—\/6]:\/@<\/?:5‘v’n2no

2. Fall: a > 0: Es sei ¢ > 0. Dann 3ng > 1 : |a, — a| < y/ae Vn > ny und daher

Vi~ Vil = R S, <l < >

Bemerkung. 1) Man kann die Aussagen von Satz 21 kurz folgendermafen formu-
lieren:

lim (a, £ b,) = lim a, £ lim b,, lim (a,-b,) = (lim a,) - (lim b,),

n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo
lim a,
. . aTL n—oo
lim (aa,) = a lim a,, lim |a,|=]lim a,|, lim — ==
n—00 n—00 n—00 n—00 n—00 bn lim bn
n—oo

und lim +/a, lim a,,.

n—oo n—o0
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2) Beachte, dass in allen Aussagen von Satz 21 die Existenz von lim a, und

n—oo
lim b, vorausgesetzt wird! Eine Rechnung wie
n—oo
lim & = Tim (2 4 (—1)" + (1)) = Tim (& + (=1)") + lim (—1)"*!
n—oo N, n—oo N n—oo N n—o00

ist falsch und unsinnig, da weder lim (:+(—1)") noch lim (—1)"*! existieren!

n—oo n—oo
3) Wir werden spéter sehen, dass die beiden Aussagen lim |a,| = | lim a,| und
n—oo n—oo
lim /a, = ,/lim a, zur Stetigkeit der Betragsfunktion R — R, = — ||
n—oo n—oo

bzw. Wurzelfunktion [0, 400) — R,  — /x dquivalent sind.

Beispiele. 1. lim /n = 1. Fiir n > 2 ist:

n—oo
Satz 14 n Satz 17 1
1=1 "¢ n=ya 12 < S@Vatn—2) =
n
2 2 2

l——<1+—
n

N i

Nach Bsp. 4 in 2.1 ist lim 5= = 0 und daher (wegen Satz 21(i) und (iv))

TL‘)OO\/E
T};rgo(l+ﬁ) T}Lrgol+27ggrgoﬁ 1+2-0=1.

Aus Satz 20(ii) folgt lim /n = 1.

n—oo

2. Es sei @ > 0. Dann ist lim /a = 1. Das ist trivial fir a = 1. Fiir a > 1 gilt

n—o0

n > a fir fast alle n und daher 1 < {/a < /n fiir fast alle n. Aus Bsp.(1)
folgt mit Hilfe von Satz 20 (ii), dass lim /a = 1. Ist 0 < a < 1, so ist
n—oo

1> 1 und daher lim - = lim {/1 = 1. Mit Hilfe von Satz 21(vi) folgt

A
3. T}LI& % = %, denn
ol !
Bt dn? T B3k, ST T
lim ————— = lim —*—+" "= — —
n—oo  2n3 4+ bn n—oo 24 = 2+5 lim —
n—oo
3+0+0 3
240 2
4. lim(vn+1—+yn) =0,denn 0 < Vn+1—+/n = (V”H*\/\/%V\/%Hﬁ/ﬁ) _
n—oo
n+l—n _ 1 1 . . 1
s Eay iy s ny Sy und die Beh. folgt wegen nh—>Holox/_77 = 0 aus Satz
20(ii).
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5. Es sei |[¢g| < 1. Dann gilt lim (1 +q¢+ ¢+ ¢+ ... +q¢") = ﬁ (geometrische
n—oo
Reihe). Es gilt 1+ ¢+ ¢*+ ... + ¢" = % Vn >1 (und alle ¢ € R\ {1})

Induktion nachn:n=1: 1+ ¢ = 11__"; (& (1+q9(1—-q) =1-¢%
n+1 n+l _ 1iqn+1+qn+1iqn+2 o 1iqn+2

L+ g+ @+ o+ "+ " =155+
und daher (jetzt fiir |¢| < 1)

1—q 1—q

3 2 ny _ 13 1—¢ntt . 1 1 n-+1
Tim (1+g¢+¢*+ ... +¢") = lim F= = Tim (3= — 3=, -¢"")
_ 1 1 : n+l 1
1-¢  1-g ggo q 1-¢’

=0

wobei lim ¢"*!' = 0 in Bsp. 5. in 2.1 bewiesen wurde.
n—oo

2.3 Konvergenzkriterien

Def. Eine Folge (a,,),>1 wird monoton wachsend (bzw. streng monoton wachsend)
genannt, wenn a, < a,y; fir alle n > 1 (bzw. a, < a,4; fir alle n > 1) gilt.

Eine Folge (a,),>1 wird monoton fallend (bzw. streng monoton fallend) genannt,
wenn a, > a4 fir alle n > 1 (bzw. a, > a, fiir alle n > 1) gilt.

Eine Folge heiffit monoton, wenn sie monoton fallend oder wachsend ist.

Satz 22. Es sei (a,),>1 eine monotone Folge. Dann sind dquivalent:
(1) (an)n>1 ist konvergent

(ii) (@n)n>1 ist beschrankt

Gelten diese beiden Aussagen, dann ist

lim a, = sup{a,|n > 1} =supa, falls (a,),>1 monoton wichst
n—o0 n>1 -

bzw.

lim a, = inf{a,|n > 1} = ugf1 a, falls (a,),>1 monoton fallt.
n—o0 nz -

Beweis. (i) = (ii) Gilt allgemein und wurde in Satz 19 (ii) bewiesen.

(ii) = (i) Es sei (an)n>1 monoton wachsend und a := sup{a,|n > 1}. Es sei € > 0.
Dann 3ng > 1: a,, > a — € (wg. Satz 5: Definition Sup) und daher

a—e<ay <a, <a<a+eVn > ng Daraus folgt sofort (durch Subtraktion von
a) —e < a, —a < e VYn > ny und somit |a, — a| < e Vn > ny.

Es sei nun (a,),>1 monoton fallend. Dann ist (—ay,),>1 monoton wachsend (da aus
ap > apyq Yn > 1 folgt, dass —a, < —a,41 VYn > 1). Daher ist

— lim a, = li_>m (—a,) = sup{—a,|n > 1} = —inf{a,|n > 1} und folglich

n—oo
lim a, = inf{a,|n > 1}.
n— o0

Beispiele. Die Folge (a)n,>1 mit a, = (1 + £)" ist monoton wachsend fiir jedes
feste x > —1 (woraus 1+ £ > 1—%:"—_1 >0 Vn > 1 folgt):

n -

T T Satz17 1 x
(I+-)"=1.01+-)" < (n—H(l‘F”(H‘ﬁ)))nH = (

l+n+zx
n+1

T )n—i—l'

=
n+1
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Insbesondere sind die beiden Folgen ((1+ £)™),,»1 und ((1— 2)"),>; beide monoton
wachsend. Aus der zweiten Aussage folgt, dass die Folge ( (1_11 T Yn>o = (@)nzl
n+1

n

monoton fallt. Wegen

1 1 1 n—+1 1
= = = ( )= (14 =)
(1=t () Gt n n

ist also die Folge ((1+ 2)"*1),~; monoton fallend. Da

1 1
I+ <(14+-)""<22=4Vn>1
n n

ist (14 £)™)n>1 nach oben beschréinkt und daher konvergent nach Satz 22.

Def. ¢:= lim (1 + )" =sup{(1+ )" | n > 1}

n—oo
Bemerkung. Die Zahl e = 2, 7182818... wird Eulersche Zahl genannt. Sie ist irrational
(Tatséchlich ist sie sogar transzendent, dh sie ist nicht Nullstelle eines Polynoms mit
rationalen Koeffizienten - mit Ausnahme des Nullpolynoms natiirlich). Die Folge
(14 £)™),>1 konvergiert aber so langsam gegen e, dass sie zur Berechnung von e
nicht gut geeignet ist.

Beispiele. Seia > 0. Wihle zg > 0 beliebig und definiere die Folge ()¢ iterativ durch
Tyl i= %(xn + %) (fiir n > 0).

Wir zeigen zunéchst, dass (z,,),>0 konvergiert. Mit Induktion nach n sieht man so-

fort z,, > 0 Vn > 0. Tatséchlich gilt sogar x,, > \/a Vn > 1, da

Va = \/ﬂ < %(ml + i) = Tpy1 Vn > 0 wegen Satz 17. Insbesondere ist die
Folge (x,)n>1 durch /a nach unten beschrénkt Es folgt 22 > a Vn > 1 = % <z,
‘v’n21:>xn+1:%(xn+i) S%'(2xn):ann21.

Tn

Dh. die Folge (x,),>1 ist monoton fallend. Wegen Satz 22 3¢ := lim z,, und nach
- n—00
Satz 20 (i) gilt &€ > y/a > 0.

Wir zeigen nun, dass £ = y/a gilt. Es ist
€= Jim wnpr = Jim 5o+ 20) = 5(Jm o+ ) = 5(E+ )

2 —(+iE=toP—ami=va

Bemerkung. Das in diesem Bsp. beschriebene Verfahren liefert eine Folge, die sehr
rasch gegen /a konvergiert und zur numerischen Berechnung von Quadratwurzeln
gut geeignet ist.

Satz 23 (Satz von Bolzano-Weierstrass). Es sei (a,),>1 eine beschrinkte Folge.
Dann existiert eine konvergente Teilfolge von (a,),>1.

Beweis. Wir beweisen, dass (a,),>1 eine monotone Teilfolge enthélt. Da (ay)n>1
beschrinkt ist, folgt die Behauptung aus Satz 22.

Wir nennen einen Index m > 1 ”Gipfelstelle” von (a,)n>1 wenn a,, > a, Vn > m.
1.Fall: Die Folge (a,),>1 besitzt unendlich viele Gipfelstellen m; < my < mg < ...
Dann gilt ap,, > amy, > amy > ..., dh (@, )k>1 ist eine streng monoton fallende
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Teilfolge von (ay,)n>1.

2.Fall: Die Folge (a,),>1 besitzt endlich viele Gipfelstellen. Wihle ein ny > 1, das
grofer ist als die groBite Gipfelstelle. Dann ist nq keine Gipfelstelle. Daher dny > ny :
apn, < an,. Da auch ns keine Gipfelstelle ist, dng > ns : a,, < a,,. Verfahre weiter
so: Sind n; < ny < ... < ny, schon gefunden, so existiert 11 > ny @ ap, < Gy, (da
ny keine Gipfelstelle ist). Die Folge (ay, )r>1 ist eine monoton wachsende Teilfolge
von (ap)p>1-

Def. Eine Folge (ay),>1 heiit Cauchyfolge wenn
Ve>03dng>1Vm,n>ng:|a,—a,|<e

Satz 24. Es sei (a,),>1 eine Folge. Dann sind dquivalent:
(1) (an)n>1 ist konvergent
(i) (@n)n>1 ist Cauchyfolge

Beweis. (i)=(ii) Es sei a := lim a,. Es sei € > 0.

n—o0

Dann Jng > 1: |a, — a| < § Vn > ng. Daraus folgt
|am_an| = |(am_a)+(a_an)| < |am_a|+|a_an| < §+§:6Vm,n2no.

(ii)=-(i) Wir zeigen zunéchst, dass die Folge (a,)n>1 beschriankt ist. Zue =1 > 0
dng > 1VYm,n > ng : |a, — a,| < 1. Daraus folgt

|an| = lan,| < [lan| = |an,|| < lan — an| <1Vn 2>mng
und daher |a,| < |a,,| +1 Vn > ng
Damit erhélt man sofort |a,| < max{|ai|,...., |@no—1|, |@ny| + 1} Y > 1.

Wegen Satz 23 existiert eine konvergente Teilfolge (a,, )i>1 mit

Grenzwert lim a,, = a. Wir zeigen nun lim a, = a.
k—o00 n—00

Es sei € > 0. Dann IN > 1, sodass |a,, — a,| < 5 Ym,n > N.
Wiéhle nun ein ng, > 1. (dh den Index eines Glieds der konvergenten Teilfolge),
sodass ng, > N und |a,, —a| < 5. Dann gilt

|an — a| < lap = an, |+ |an,, —al <§5+5=eVn>N, dh lim a, = a.
Bemerkung. Satz 24 ermoglicht es, die Konvergenz (oder Divergenz) einer Folge zu
beweisen, ohne dass man ihren Grenzwert kennt.

Beispiele. 1. Die Folge (ay,),>1 mit a,, = (—1)" ist keine Cauchyfolge (und daher
divergent): Fiir n gerade und m ungerade ist |a,, — a,,| = |(1 — (—=1)| = 2. Fiir
0 < e < 2 gibt es daher kein ng > 1, sodass |a, — a,,| < & Vm,n > ny.

2. Es sei (an)n>1 gegeben durch a,, = 1+ % + % + ..+ % Dann ist (a,),>1 keine
Cauchyfolge (und daher divergent), da
agn—an:#l—i—#ﬂ—i—....Jr% Zn-%:%, dhfﬁr0<5<%gibteskein
ng > 1, sodass |a, — an,| < € ¥n,m > ng. Da (a,)n>1 streng monoton wéchst,

folgt aus Satz 22, dass die Folge (ay,,)n>1 unbeschrinkt ist.
3. Es sei (an)n>1 gegeben durch a, =1 -4+ 3 — 14+ —..+ (=1)" 1.

Wir zeigen, dass (a,)n>1 eine Cauchyfolge ist. O.B.d.A. sei m > n,
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dh m = n + k fiir ein k£ > 1. Dann gilt

—_1)™ n+1 1 n+k—1
Ontk — An = (n+)1 + n-)‘rQ + .+ T)L-Hi‘
k—1
=(-)"GH - tas—t- +’(nlk )
(=1Dk~
Dabellstm—m+m—+ + P >0

Fiir gerades k ist

1 1 1 1
w2t )+t G — %)

1 1
= oo T ome T+ e > O

Fiir ungerades k ist

1 1 1 1 1
<n_+1_n_+2>+<n_+3 n+4>+ +(n+k 2 n+k—1)+n_+k
1 1 1 1
(n+1)(n+2) + (n+3)(n+4) +o Tt (n+k—2)(n+k—1) + n+k > 0.

Andererseits ist +1 — n—+2 + n—+3 — 4.4 n}:ﬁ < —. Fiir gerades k ist
1 1 1 1 1 1 1
i ( )—( - ) = ( — _) <
n+2 n—i—3 n+4 n+5 n+k—2 Cn+k—1 n+k
~~ d S——
) >0 >0 >0 >0
ntl-
Fiir ungerades k ist
1 1 1 1 1 1
L )= (g — ) = - —) <
n+2 n+3 n+4 n+5° n+k—-1 n+k’
>0 >0 >0
Insgesamt gilt also
_ _ 1 _ (=t 1
ik =l = 77 — st — -t <15:T
Ist € > 0 vorgegeben, so wihle ng > 1, derart, dass —— < e. Fiir m,n > ng
ist dann
|CLm - a’”| < mm{nin}-ﬁ—l S no +1 <E.

Dh. (an)n>1 ist eine Cauchyfolge und daher konvergent.
Bemerkung. Mit anderen Methoden kann man

_ 1 1 1 (—1)nt
Bm (1l — -4 = — —
Jim ( sty T T, )

Satz 25. Es sei € R. Dann gibt es eine Folge (g,,),>1 rationaler Zahlen mit der

Eigenschaft hm ¢n = x. Die Folge (gy,)n>1 kann monoton wachsend gewéhlt werden.

=log2 zeigen.

Beweis. Es sei n € N\ {0}. Nach Satz 3 3¢, € (z—+, 2 — —5)NQ. Dann ist (¢n)n>1

- +1 < @ns1 Vn > 1 streng monoton
wachsend. Da z — = < ¢, <z Vn > 1 folgt lim ¢, = x aus Satz 20(ii).
n—oo

eine Folge rationaler Zahlen und wegen ¢, < z —

Bemerkung. Man kann Cauchyfolgen beniitzen um R (ausgehend von Q) zu kon-
struieren. Es sei F die Menge aller Cauchyfolgen rationaler Zahlen.
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(Man muss nur in der Def. der Cauchyfolge € > 0 mit ¢ € Q fordern).

Auf F definiert man eine Aquivalenzrelation ~ durch (a,)p>1 ~ (bp)n>1 wenn
(an,—0by,) eine Nullfolge ist. (Auch in der Def. der Nullfolge wird ¢ > 0 mit ¢ € Q gefor-
dert.) Auf der Menge F/ ~ der Aquivalenzrelation definiert man die Verkniipfungen
+ und - folgendermaBen: Bezeichnet [(a,),>1] die Aquvivalenzklasse, in der (ay,)n>1
liegt, so seien

[(an)n>1]+[(0n)nx1]:=[(an + bn)p>1] und [(@n)n>1] - [(0n)n>1]:=[(@nbn)n>1]-

(Beides ist wohldefiniert, da aus (a,)n>1 ~ (al,)n>1 und (by,)n>1 ~ (0),)n>1 folgt, dass
(an + bn)n>1 ~ (ay, + by, )n>1 und (ap - bp)p>1 ~ (ay, - 0 )n>1)-

Die Menge R wird als die Menge der Aquvivalenzklassen definiert, die Verkniipfungen
sind wie oben angegeben und die rationalen Zahlen werden folgendermaflen einge-
bettet: Ist ¢ € Q, so identifiziert man ¢ mit [(q,q,q,, ...)].

2.4 Potenzen mit irrationalen Exponenten

Lemma 26. Es sei a > 0 und (g,)n>1 eine Folge rationaler Zahlen mit der Eigen-
schaft lim ¢, = 0. Dann gilt lim a? = 1.

n—0o0 n—0o0

Beweis. Nach Bsp. 2 in 2.2 gilt lim an =1 und daher lim ¢~ = lim - = 1.

n—00 L n—00 L n—oo an
Sei € > 0. Dann gibt es ein m > 1, sodass |[am — 1| <cund |a™m — 1| <¢
Zu%>03n021,sodass |qn| <%Vn2n0,dh. —%<qn<%‘v’n2no. Fira=1

ist a =1Vn >1und lim a% =1 folgt trivialerweise.
n—oo

Fiir a > 1 folgt aus Kor.15(1) 1 — ¢ < awm < a™ < aw < 1+¢Vn > ng, dh.
la® — 1| < € VYn > nyg
Fiir 0 < a < 1 gilt wegen Kor.15(ii) 1 —e < aw < a% < a~w < 1 +¢ Vn > ng, dh.
la? — 1| < e Vn > ng

Def. Es sei a > 0 und x € R\ Q. Dann sei a” := lim a?, wobei (¢, )n>1 irgendeine

n—oo
Folge rationaler Zahlen mit der Eigenschaft lim ¢, = x sei.
n—oo

Bemerkung. Nach Satz 25 gibt es eine Folge (g, ),>1 rationaler Zahlen mit der Eigen-

schaft lim g, = x. Wahlt man die Folge (¢, ),>1 monoton (was nach Satz 25 moglich
n—oo -

ist), so ist die Folge (a"),>1 nach Kor. 15 ebenfalls monoton. Da sie auch beschrénkt
ist, ist sie nach Satz 22 konvergent, dh. lim a% existiert. Sind (¢, )n>1, (Pn)n>1 ZWel

n—oo
Folgen rationaler Zahlen mit lim p,, = lim ¢, = z, so ist (¢, — pn)n>1 eine Nullfolge
n—oo n—oo
und wegen Lemma 26 gilt
lim a® = lim a®—%)%% — lim a® % . ¢ — lim a”~ 9 - lim a% = lim a?".
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo

=1

Dh. lim a% existiert auch wenn die Folge (g,),>1 mit der Eigenschaft lim ¢, = =
n—o0 - n—o0

nicht monoton ist und héngt nicht von der Wahl der Folge (g,),>1 ab.
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Satz 27. Es seien a,b > 0 und x,y € R. Dann gelten:
(1)
(i)
(iii) (a®)¥ = a™
)
)

a*a¥ = a®tY

(iv
(v

Beweis. (i) Es seien (¢,)n>1 und (p,)n>1 Folgen rationaler Zahlen mit lim ¢, = z
- - n—o0

und lim p,, = y. (sollten x € Q bzw. ¢ € Q sein, so sei ¢, = = Vn > 1 bzw.
n—oo
pn = y¥n > 1.) Dann gilt lim (¢, + p,) = = + y) und daher
n—oo
a®-a¥ = (lim a%) - (lim a?r) = lim a? - a?* = lim a™tPr = ¢**¥

n—oo n—oo n—oo n—oo

(ii)-(v) ohne Beweis.

Bemerkung. Es gilt «® > 0Vz € R. Fiir z € Q folgt das aus Satz 12. Es sei nun

r € R\Q. Aus Satz 27(i) folgt a*a ™ = a”* = a° = 1 und daher a® # 0. Ist

(Gn)n>1 eine Folge rationaler Zahlen mit der Eigenschaft lim ¢, = x, so folgt aus
el n—oo

Satz 12 a? > 0 und wegen Satz 20(i) daher a® = lim a% > 0. Zusammen erhélt
n—oo

man a® > 0.

2.5 Divergente Folgen

Def. Man sagt, die Folge (a,),>1 divergiert gegen +oo (bzw. —o0), wenn gilt, dass
VM >0:39ng>1:Vn>ng:a, > M (bzw. VM >0:3ng > 1:Vn >ng : a, <
— M) und schreibt dafiir lim a,, = +oo (bzw. lim a, = —00).

n—oo

n—oo

Beispiele. 1) lim n = 400 (Zu gegebenem M > 0 wihle ng > M. Dann ist

n—oo

n > M ¥n > ng).

2) Es sei p € N\{0}. Dann ist lim n? = +oo (Zu gegebenem M > 0 wéhle
n—o0
wieder ng > M. Dann ist n? > n > ng > MV¥n > nyg.)

3) lim /n = 400 (Zu gegebenem M > (0 wihle ng > M?. Dann ist \/n > \/ng >

n—oo

M ¥n > ny.)
4) Es sei p € N\{0}. Dann ist lim ¢/n = +oc. (Ubung)
n—oo

5) lim(1+2+3%+..+21)=+oo0 (Die Folge (1 + 2+ %+ ..+ 1),5; wichst

n—o0
offensichtlich monoton, ist aber - wie in Bsp. 2 von 2.3 gezeigt wurde - keine

Cauchyfolge. Wegen Satz 22 ist sie unbeschrénkt.)
Satz 28. Es seien lim a,, = +o00, lim b, = 400, lim ¢, = ¢ (¢ R) und a € R.
n—oo n—oo

n—oo
Dann gelten:
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(i) lim (an +by) = 400

n—oo

(i) lim (an + ¢,) = +00

n—oo

(iii) nll_{rc}o(ozan) =

+oo, fallsa >0
—o0, falls a <0
(iv) lim (apb,) = +o0
n—oo

(v) lim = =0 (wobei verwendet wird, dass a,, # 0 fiir fast alle n)

n—oo mn
Beweis. Ubung

Bemerkung. 1) Die Resultate von Satz 28 werden oft folgendermaflen kurz zusam-
+o00, fallsa >0
—o00, fallsa <0

)

mengefasst: (+00)+(4+00) = 400, (+00)+c = 400, a-(+00) = {

(+00) - (+00) = 400, 72 =0.

) oo

2) Analog dazu gelten die folgenden Regeln: (—o0) + (—o0) = —o0, (—o0) +
—oo, fallsa >0

= — s - (= e ! , — - (— — —|— _— = 07

¢= =00 a(=0) =9 e <o (00 (700) = 40

(+00) - (~00) = =00, (~00)  (+00) = ~00,

3) Fir die folgenden ,,unbestimmten Ausdriicke“ gibt es keine allgemeingiiltige
Regel, dh. man muss sie von Fall zu Fall unterscheiden.

o (+00) — (+00), denn:
lim (n?—n) = +oo,dan?*~n=n(n—1)und lim n = lim n—1 = +o0

n—o0 n—o0 n—o0
lim ((c++vn+1)—+yn)=c(eR),da lim(vVn+1—+/n)=0
n—00 n—0oo
lim (n —n?) = —oo, dan —n? = —(n*> —n).
n—oo
o 2, denn:
lim % =0,da lim % = lim £ =0
n—oo " n—oo " n—oo " .
. . . ety .
lim <24l = ¢ Ve > 0, da lim 252 = lim CT”QZ lim (c+ %) =c
n—00 2” o0 n n—00 n—00 n
lim & = 400, da lim % = lim n = 40
n—oo " n—00 n—00

¢ 0-+00, denn (mit denselben Bsp. wie fiir ¥29):

J’_
lim 4 -n=0,da lim & -n= lim * =
n n n

n—oo n—oo n—oo

lim L - (ecn?+1)=cVe>0,da lim 5 - (ecn?+1) = lim (c+ %) =c
n—oo " n—oo " n—00 n

lim L. n%=+00, denn lim 1 7%= lim n = +oc0.

n—oo " N—00 n—00

Ebenso sind die analogen Ausdriicke mit —oo statt +oo unbestimmt.
Lemma 29. Es sei a,, ., eine Folge und o € R. Dann sind &quivalent:
(i) Ve > 0Junendlich vielen > 1:]a, —a| <¢

Ammann Judith, Boubenizek Anna, Bredl Vanessa, Emsenhuber Klaudia, Gruji¢ Dragan, Janisch Alexander,

Karner Nora, Kohlmann Sara, Lang Clara, Langschwert Mohamed, Mayer Barbara, Moser Laura



33

(ii) dTeilfolge (an, )k>1 von (a,),>1 mit der Eigenschaft T}EEO Ap, =

Beweis. (i) = (ii). Es sei zunéchst ¢ = 1. Dann 3n; > 1 : |a, — a| < 1. Es
sei nun € = 1. Da es unendlich viele n > 1 mit der Eigenschaft |a, — o] < 3
gibt, Ing > ny @ an, — ol < % Verfahre weiter so. Ang., es wurden bereits
ny < mng < ...<n; mit |a, —al < 1 fiir 1 < k < j gefunden. Da es unendlich viele
n > 1 mit der Eigenschaft |a,, — o] < J+1 gibt, Injp1 > n; ¢ an,,, —a| < =5 g+1 Man
erhélt auf diese Weise eine Teilfolge (an, )r>1 mit der Eigenschaft |a,, —a| < £ Vk > 1

und daher lim a,, = a.
n—oo

(ii) = (i). Es sei € > 0. Dann 3k > 1 : |a,, — a| < € Vk > ko. Daher ist |a, — a| <
€ V1 € { Ny, Mkgt-15 Mg +25 -+ } -

Def. Essei (ay,),>1 eine Folge und o € R. Wenn eine (und damit beide) Bedingungen
aus Lemma 29 erfiillt sind, wird o Haufungswert (oder Haufungspunkt) der Folge
(@n)n>1 genannt.

Korollar 30. (i) Ist die Folge (a,)n,>1 konvergent, so besitzt sie genau einen
Héufungswert, ndmlich lim (a,,).
n—oo

(ii) Jede beschriankte Folge besitzt einen Haufungswert.
(iii) Divergiert eine Folge gegen 400 oder —oo, so besitzt sie keinen Haufungswert.

Beweis. (i) Aus der Def. des Haufungswertes folgt sofort, dass lim a,, ein Hiufungswert
n—oo

der Folge (ay,)n>1 ist. Wegen Satz 19 (iii) kann es keinen weiteren Haufungswert
geben.

(ii) Das ist eine Umformulierung des Satzes von Bolzano-Weierstrass (Satz 23).

(iii) Es sei lim a, = +o0o0 und o € R beliebig. Zu M := |a| +1 > 0 gibt es ein

n—oo

nog > 1sodass a, > M = |a|+1 > a+1Vn > ng = Das Intervall (a—1,a+1)
kann hochstens die Folgenglieder ay, ...., a,, , enthalten = Es gibt nur endlich
viele n > 1 mit der Eigenschaft |a, — a| < 1, dh « ist kein Haufungswert.

Im Fall lim a, = —oco verlduft der Beweis analog.
n—oo

Beispiele. 1. Die Folge (a,)n>1 mit a, = (—1)" bestitzt die Hiufungswerte -1

und 1, da lim ag, = lim (=1)* =1 und hm Qop_1 = hm (-1 = 1.
k—roc0 k=00 N —r ooa,_/
=1

1 falls n gerade ist

2. Die Folge (an)y>1 mit a, =4 "
ge (an)n>1 {1 + l falls n ungerade ist

besitzt die Haufungswerte 0 und 1 da hm Qo = hm L =0und klim Aop—1 =
—00

2k
hm (1 + @ 1)2) =1

3. Die Folge (an)n>1 sei durch folgendes Schema gegeben:
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D.h. a; = %,ag = 3, =1+ 2, = %,.... Diese Folge besitzt fiir jedes
a € N einen Héiufungswert Insbesondere kann eine Folge unendlich viele

Héufungswerte besitzen.

Lemma 31. Es sei (a,),>1 eine Folge und H die Menge ihrer Haufungswerte. Ist
H # () und nach oben beschrinkt (bzw. nach unten beschrinkt], so existiert max H
(bzw. min H), d.h. es existiert ein grofiter (bzw. kleinster] Haufungswert.

Beweis. Da Lemma H # () und H nach oben beschriankt ist, existiert s := sup H.
Nach Satz 5 gibt es einen Haufungswert hy € H mit h; > s— % Da hy; Haufungswert
ist, Iny > 1:|a,, — | < % Wieder nach Satz 5 ist es hy € H mit hy > s — i. Da
ho Haufungswert ist, 3 ny > ny : |a,, — ho| < 411.

Verfahre weiter so: Seien ay,,, ...., an, , bereits gefunden. Nach Satz 5 3 h; € H mit
hj > s — % Da h; Haufungswert ist, 3 n; > n;_1 : |an, — hj| < 5 1

Fiir alle £ > 1 gilt nun a,, >hk_i> (s—;k) 21k —s—— undank <hk—i—2k <
S+ 5 <S+1.Dhs—1 <a, <s+ 1 und daherl}LIgoank s € H (Beweis der 2.

Behauptung analog).

Def. Ist die Folge (a,)n>1 nach oben beschrankt und besitzt Haufungswerte, dann
bezeichnet man den gréfiten Haufungswert als Limes Superior und schreibt: lim a,,
n—oo

(oder limsup a,,) dafiir.
n—oo

Ist die Folge (ay)n>1 nach unten beschrankt und besitzt Haufungswerte, so bezeich-

net man ihren kleinsten Haufungswert als Limes Inferior und schreibt lim a,
n—oo

(oder liminf a,,) dafiir.
n—oo

Ist die Folge (ay)n>1 nach oben (bzw. unten) unbeschrankt, so setzt man lim a,, =
- n—o0

+00o (bzw. lima,) = —c0

Bemerkung. Ist (a,),>1 eine beschrinkte Folge, so existieren wegen Kor. 31(ii) und

Lemma 32 stets lim a,, und hm 1 ay, und es gilt trivialerweise lim a, < lim a,
n—oo n—00 n—o0

Beispiele. 1. lim (—1)" = —1, lim (—1)" = +1

n—oo n—oo
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falls n gerade

i [

2. Ist a,, = {

+ # falls n ungerade

% falls n = 3k fiir ein k > 1
3. Ist a, = 1—% falls n =3k + 1 fiir ein k > 0
2—1—# falls n = 3k + 2 fiir ein £ > 0
so besitzt a,, die drei Hiufungswerte 0, 1, 2. (denn lim ag, = lim ?%k =0; lim aggy1 =
k—o00 k—o0 k—o00
klg]go 1— ﬁ = 1;1612]20 A3)pyo = 1}3.102 + m = 2 und daher 7}1_)11010 a, = 0 und
lim a,, = 2.
n—oo

{1 falls n gerade
ay, =

n falls n ungerade

so ist lim a, = 1 und lim a, = 4+o00. Insbesondere braucht eine Folge, die nur
n—oo n—,oo

einen Haufungswert besitzt, nicht konvergent zu sein.

Satz 32. Sei a € R und sei (a,,)n>1 eine Folge, die Hiufungswerte besitzt und nach
oben beschrankt ist. Dann sind dquivalent:

(i) = lima,
n—oo
(i) Ve > 0 gilt a, < a + ¢ fiir fast alle n > 1 und a,, > a — ¢ fiir unendlich viele
n>1

Beweis. (i)=(ii): Sei ¢ > 0. Da o Haufungswert von (a,),>; ist, gibt es nach Lem-
ma 29 unendlich viele n > 1 mit |a,, — a| < €. Daher gilt a,, — & > —¢ und somit
a, > a — ¢ fiir unendlich viele n > 1.

Wiirde a,, < a+ ¢ nicht fiir fast alle n gelten, so wére a,, > « + ¢ fiir endlich viele n.
Bezeichnet man (a,, )r>1 die Teilfolge aller Folgenglieder a,, mit a, > o + ¢ (d.h.
ap, > a+¢€), so wire (an, )g>1 eine beschrankte Folge und wiirde daher wegen Satz
23 eine konvergente Teilfolge von (ankl)lzl mit Grenzwert 8 := zlgilo Qny, besitzen.

Diese wire auch Teilfolge von (ay),>1 und § daher auch Haufungswert von (ay,)n>1.
Wegen Satz 20(i) wiirde 5 > « + ¢ > « gelten, Widerspruch.

(ii)=(i) Sei € > 0. Nach Voraussetzung gilt « — ¢ < a,, < a + ¢ (und daher —¢ <
a, —a < e = |a— a,| < ¢) fir unendlich viele n > 1, dh « ist Hiufungswert der
Folge (an)n>1-

Angenommen, es wiirde einen Haufungswert § > a geben. Zu ¢ := ﬁ;—”‘ > () wiirde
es dann unendlich viele n > 1 mit |a, — | < B%a geben. Fiir diese n wiirde —65—0‘ <
an _,35 =a, > — 5_7“ = O‘—;B =a+ B_TO‘ Dh die erste Bedingung aus (ii) wére fiir

e = 55— verletzt, Widerspruch.

Bemerkung. Vollig analog zeigt man: Ist @ € Rund (a,),>1 eine Folge, die Hiufungswerte
besitzt und nach unten beschrankt ist, so sind dquivalent:

(i) = lim a,
n—oo
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(i) Ve > 0 gilt a, > a — ¢ fiir fast alle n > 1 und a, < a + ¢ fiir unendlich viele
n>1.
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3 Reelle Funktionen

3.1 Definitionen und einfache Eigenschaften

In diesem Abschnitt wollen wir grundlegende Tatsachen iiber Funktionen f der
Gestalt

f:D—R
wiederholen. Dabei heifit D C R Definitionsmenge und wird meistens ein Intervall
sein. Die Menge

fD) ={f(x)lr e D} ={yeR| Tz e D: f(z) =y}

heifit Wertebereich der Funktion f.

Reelle Funktionen werden durch ihre Graphen veranschaulicht. Ist f : D — R, so
bezeichnet Gy = {(z,y)|x € D,z = f(x)} den Graphen von f.

- y )

™
L

Nicht jede Kurve in der x-y-Ebene ist Graph einer Funktion f : D(C R) — R. Die
Kurve unten ist z.B. nicht Graph einer Funktion, da einem x-Wert mehrere y-Werte
zugeordnet werden.

Am Graphen einer Funktion kann man viele ihrer Eigenschaften ablesen, die nach-
folgenden beiden Funktionen sind z.B. injektiv, da jede Parallele zur x-Achse, den
Graphen hochstens einmal schneidet:
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Die nachfolgende Funktion ist nicht injektiv, da es Parallele zur x-Achse gibt, die
den Graphen mehrmals schneiden:

Weiters kann man z.B. erkennen:

[ ——— V] - [ e

zo ist Nullstelle von f (dh f(zo) =0) g ist ein Fixpunkt von f (dh f(zo) = x0))
da der Graph von f bei zy die z-Achse da der Graph von f bei z( die 1. Mediane
schneidet schneidet

Ist die Abbildung f : D — R injektiv, so ist f : D — W (mit W=f(D)) bijektiv
und man definiert die Umkehrabbildung oder zu f inverse Funktion f~! durch f=!:
W — D, f~Y(y) = z wenn f(z) = y. Den Graphen von f~! erhilt man aus dem von
f durch Spiegelung an der 1. Mediane (die durch die Gleichung y = = gegeben ist).

/

=

e

Konvention: Solange nichts anderes festgelegt wird, soll eine Funktion stets den
groftmoglichen Definitionsbereich besitzen.

Beispiele (fiir Funktionen). 1. Konstante Funktion f(z) = ¢ Vo € R (fiir ein
c € R)
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2. Lineare Funktion f(z) = ax + b (mit a,b € R)

3. Polynomfunktionen (kurz: Polynome), d.h. Funktionen der Gestalt f(x) =
Cp™ + Cp 2™ L ar g =Dy ¢t mit ¢, .., €ER
Die Groflen ¢, ¢y, ..., ¢, werden Koeffizienten genannt.

Def. Ist beim Polynom p(z) = ¢, 2" + .... + c1z + ¢ der Koeflizient ¢, # 0, so sagt
man, der Grad des Polynoms sei n. Dafiir schreibt man grad p=n (oder deg p=n).
Zusitzlich setzt man grad 0=—o0. (D.h. das Nullpolynom soll Grad -co haben.)

Bemerkung. 1. Ist grad p= 1,2 bzw. 3, so spricht man von einem linearen, qua-
dratischen bzw. kubischen Polynom.

2. Mit den Koeffizienten —oco +n =n + (—o0) = (—o0) 4+ (—o0) = —00 Vn € N
sowie max{n, —oo} = maz{—oo,n} =n V¥n € N und maz{—o00, —o0o} = —00
gelten die beiden Rechenregeln
grad(p - q) = grad p + grad ¢ und grad(p + ¢) < max{grad p, grad ¢}
fiir alle Polynomfunktionen p und q.

3. Sind f und g zwei Polynomfunktionen und g # 0, so kann man Division mit
Rest durchfiihren. D.h. es gibt eindeutig bestimmte Polynomfunktionen q und
r mit den beiden Eigenschaften f = gg + r und grad r < grad g. (Dabei gilt
die Konvention —oo < n Vn € N).

Lemma 33. Es sei p(z) = ¢, 2" + ... + c12 + ¢ (mit ¢, ...,c, € R). Ist p(x) =0
VreR,sogiltcg=c;=...=¢,=0.

Beweis. Angenommen es wére ¢, > 0. Fiir x > 1 ist dann

Cp c
und daher
Cp— c Cp— C
O=cot =t .t — > || = — |
T T T T
Cp— c Cn_1| + ... +|c
B e S - S S e
T T T

(demmz>1=z'>2Vi>l=1>LVi>l=-L>-1vi>1)
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Daraus folgt aber

lcn_1] + ... + |col len—1] + ... +|col

¢ < und daher z < Vo > 1.
X Cn,
Das ist offensichtlich ein Widerspruch.
Ist ¢, < 0, so betrachte 0 = —p(z) = —c,,2" — ¢, 12" — ... — 17 — ¢p.
Nach dem bereits bewiesenen Fall ist —c¢, = ... = —cg = 0 und daher ebenfalls

Cp=..=cy=0.

Satz 34. Es seien p(z) = > 7' ja;x’ und g(x) = Y77 bja zwei Polynomfunktlonen
und a, # 0,b, # 0. Wenn p(z) = ¢g(z) Vo € R dann ist n = m und a; = b; fiir
0<:<n.

Beweis. O.b.d.A sei n > m. Setze b, 1 = ... = b, = 0. Dann ist Z?:o a;xt =
Sorobizt Vo € R und daher > (b; — a;)z' = 0 Vo € R. Wegen Lemma 33 folgt
b, — a, = ... = by — ap = 0 und somit a; = b; fiir 0 <i < n.

Bemerkung. Satz 34 rechtfertigt Koeffizientenvergleich: Man hat > a;z’ = > bja' Vo €
R beweisen, so muss a; = b;( fiir 0 < ¢ < n) gelten.

Beispiele (Weitere Beispiele fiir Funktionen). (4) Rationale Funktionen *
f(z) = %, wobei p und ¢q Polynomfunktionen (und ¢ # 0) sind, d.h.

amx™ + ...+ a2 + ag

fz) =

mit a,,, ..., ag, by, ..., by € R.

Der Definitionsbereich von f(z) = Ei) ist R\ {z € R|q(z) = 0}.

Bemerkung. Die beiden Funktlonen f(x) =1+ 2% und g(z) = }:ii stimmen
auf R\ {1, —1} iiberein (da 1 —2* = (1+ 2%)(1 — 2?)). Der Definitionsbereich

von f ist R, der von g ist R\ {1, —1}.

(5) f(x) = |z| (Betragsfunktion)

1fallsz >0
(6) f(z) =sgnxr =< 0fallsz =0 (Signumfunktion)
—1falls z <0
\._\ 1 C -
N
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(7) charakteristische Funktion (oder Indikatorfunktion) einer Menge M C R
{1 falls = € M

e () = 0 falls x ¢ M

(8) Dirichletfunktion (Spezialfall von (7) fir M = Q),
_JlfallszeQ

l®) =\ 0 falls 2 € RNQ

Def. Sei D € Rmit —D = D (dh. 2 € D & —x € D)und f : D — R.
Die Funktion f heifit gerade (bzw. ungerade) wenn f(—z) = f(x) Vo € D (bzw.
f(=x) = —f(z) Vo € D).

Bemerkung. Der Graph einer geraden Funktion liegt symmetrisch zur y-Achse, der
einer ungeraden Funktion symmetrisch zum Nullpunkt.

Beispiele. 1. Gerade sind alle geraden Potenzen, d.h. f(z) = 1 = (29), 2% 2%, ....
und |z| und alle ihre Linearkombinationen, d.h. p(z) = ag + ax2? + agx* + ... +
A2, x®" (mit ag, as, ..., az, € R).

2. Ungerade sind alle ungeraden Potenzen, d.h. f(x) = z (= '), 23, 2%, ... und
sgnx und alle ihre Linearkombinationen, d.h. p(z) = ajz+azr3+...+ag, 12*" !
(mit ai,as, ..., o1 € R)

Def. Eine Funktion f: D — R heifit
e monoton wachsend wenn fir z,y € D gilt z <y = f(z) < f(y)
e heifit streng monoton wachsend wenn fiir x,y € D gilt x <y = f(z) < f(y)
e heifit monoton fallend wenn fiir z,y € D gilt x <y = f(z) > f(y)

e heifit streng monoton fallend wenn fiir z,y € D gilt <y = f(x) > f(y)
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Beispiele. Fiir jedes p € N\ {0} ist f(0,400) — R, f(z) = 2P streng monoton
wachsend (Lemma 11).

Def. Eine Funktion f : D — R heiit nach oben beschriankt (bzw. nach unten
beschrankt bzw. beschrinkt) wenn ihre Wertemenge f(D) nach oben beschrankt
(bzw. nach unten beschrankt bzw. beschriankt) ist.

Beispiele. 1. f(z) = z? ist nach unten beschrinkt (da 2% > 0 Vz € R)

2. f(x) = —x~* 41 ist nach oben beschrinkt (da —z=*+1 <1 Vx € R)

3. f(z) = 1757 ist beschrénkt (daa <142 =0< 7z <1VreR)
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3.2 Allgemeine Potenz-, Exponential- und Logarithmusfunk-
tionen

Satz 35. Es sei a € R fest gewéhlt. Die Potenzfunktion f : (0, +00) — R, f(x) = a2
ist positiv (d.h f(z) > 0 Vz > 0) und

(i) streng monoton wachsend falls & > 0
(ii) streng monoton fallend falls o < 0

Beweis. Dass * > 0 Vx > 0 Va € R wurde in einer Bemerkung am Ende vom
Abschnitt 2.4 bewiesen.

(i) Essei 0 <z <y (= £ >1). Fir a € Q gilt 2 < y* nach Satz 14(i). Sei
nun « € R\ Q. Nach Satz 3 Ip € (0,a) N Q und nach Satz 25 gibt es eine

Folge (¢n)n>1 rationaler Zahlen mit lim ¢, = «. Dann muss Ing > 1 sodass
- n—oo

Gn > p Yn > ng. Daraus folgt

Yo Kor. 15(1) g » Kor. 15(1) g

1= <

—~
8] |
8

T
und daher

ﬁ Satz 27(v) (y
i B
woraus z¢ < y* folgt.

Satz 27 (ii)

o g o Satz 27(ii)

(i) Es sei wieder 0 < x < y. Dann ist - o> woraus

y© < x“ folgt.

Satz 36. Sei a > 0 fest gewihlt. Die Exponentialfunktion f : R — R, f(x) = a® ist
positiv und

(i) streng monoton wachsend falls a > 1
(ii) streng monoton fallend falls 0 < a < 1.

Beweis. Dass a® > 0 Va > 0 Vx € R folgt wieder aus der Bemerkung am Ende vor
Abschnitt 2.4.

(i) Es sei * < y. Aus Satz 35(i) folgt 1 = 1¥% < a¥* Satz 270 % und daher
a® < a¥.
ii) Es sei wieder x < y. Da 1 > 1 folgt + Sate 2107 (1ye (2 Lyy Sat2 2700 L woraus
y a g a a a a¥

a® > a¥ folgt.
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Lemma 37. Es sei a« > 0 und z € R. Wenn lim z,, = z (fiir eine Folge (z,)n>1
n—o0 -

reeller Zahlen) dann gilt lim o™ = a®.
n—oo

Beweis. Ist lim z, = 0, so zeigt man analog zum Beweis von Lemma 26, dass
n—oo

lim a* =
n—oo

Ist € R beliebig, so ist (z, — x),>1 eine Nullfolge und daher

, : )4 Satz 27() .. _
lim ¢** = lim o= "= lim (0™ - a®)
n—oo n—oo n—o0

S22 (Yim @) . (lim a®) = 1-a® = a®
n—o0 n—00

Satz 38. Es sei b > 1 und a > 0. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes x € R
mit der Eigenschaft v* = a.

Beweis. Es gilt 0 < ¢ < 1 und daher lim (§)" = 0. Daher gibt es ein m > 1 mit der
n—o0

Eigenschaft (1)™ < min{a, 1} und daher b=™ < a < b™.

Setze nun x; = —m,y; = m und z; = %ﬂ(: 0). Es gilt nun "' < a < b¥' und

b*r < bt < Y. Also ist entweder a € [b™,b%] oder a € (b**,b¥']. Im ersten Fall

setze xo = 1, Y1 = 21, im zweiten Fall setze o = 21, Yo = y1. In beiden Féllen sei

_ z2+Y2
7y = BT,
Verfahre weiter so: Ist das Intervall [z, y,] mit b*» < a < b¥" und b < b < bvn
(mit z, = %) bereits gefunden, so wahle [2,,41, Yn+1] = [Tn, 2,) falls a € [b", b*"]
und [Ty41, Ynt1] = [2n, Y] falls a € (b, b¥7].

Nach dem Intervallschachtelungsprinzip (Satz 4) 3z € (), [Zn, Yn]-

Offenbar gelten lim x,, = lim y, = = und wegen Satz 20(ii) und Lemma 37 folgt
n—oo n—

b* = lim 0" < a < lim ¥ = b® und daher 0® = a. Die Eindeutigkeit der Lésung

n—oo n—oo

folgt aus der (strengen) Monotonie der Exponentialfunktion (Satz 36(i)).
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Def. Es sei b > 1 und a > 0. Die nach Satz 38 eindeutig bestimmte Zahl x € R
mit der Eigenschaft b® = a wird als Logarithmus von a zur Basis b bezeichnet. Wir
schreiben dafiir © =, loga.

Bemerkung. 1. Von besonderer Bedeutung ist der Logarithmus zur Basis e. Wir
schreiben kurz log z. (Oft findet man auch In z fiir logarithmus naturalis.)

2. Fiir < 0 ist  log x nicht definiert.

Satz 39. Sei b > 1. Dann gelten:

(i) plogh=1
(ii) plogl=0
(iii) plog(zy) = logx +4 logy Vz,y >0
(iv) 1 f = logx — logy Ve, y >0
(v) plogz¥ =y logx Ve >0VyeR
(vi) Die Logarithmusfunktion f : (0,400) — R, f(x) =, logx ist streng monoton

wachsend
(vii) plogx < 0Vz € (0,1) und ylogz >0 Vo > 1
Beweis. (i) Folgt aus b* = b
(ii) Folgt aus b° =1

(iii) Wenn € = ,logz, ¢ = ,logy und n = ,log(xy), dann gelten b* =z , b =y
und b7 = xy und daher b7 = xy = b5bS Sate 27 ) b <. Wegen der Eigenschaft
von p log(zy) folgt ,log(xy) =n=E&+ ¢ = logx +4 logy.

(iv) Beweist man sehr &hnlich wie (iii). (Verwende Satz 27(ii) statt Satz 27(i))
(v) Beweist man sehr dhnlich wie (iii). (Verwende Satz 27(iii) statt Satz 27(i))

(vi) Es sei 0 < x < y. Wire ,logz > ,logy, so wiirde wegen Satz 36(i) folgen,
dass x = bplog® > pplosy — ¢ Wid.

(vii) Ist 0 <z < 1, s0 plogz <; logl = 0.
Ist x > 1, s0 ylogz >, log1l = 0.
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Satz 40. (i) Fiir @ > 0 und z € R ist a® = ¢®'°8@

.. .. . _ plogx
(i) Fir a,b> 1 und = > 0 gilt ,logz = T
Beweis. (i) Aus a = '8 folgt a® = (e!°8%)% = ¢® lo8a
Satz 39

(i) Aus z = a® °% folgt , log z = log(a® &%) ( log x) - (4loga)

3.3 Grenzwerte von Funktionen

Def. Essei D CRund f: D — R. Fiir ein £ € R (das nicht unbedingt in D liegen

muss) soll gelten, dass (£ — ¢, €+ ¢)\{¢} C D fiir ein gewisses ¢ > 0.
Man sagt, die Funktion f konvergiert gegen a € R fiir x — £ wenn gilt dass

Ve>030>0,s0dass 0 < |[x —&| <0, x €D =|f(x) —al <e.
(¢ ist der Wert gegen den man das x gehen ldsst)

Beispiele. 1. Es sei f : R\{1} — R, f(z) =

R\{1} und £ =1.
Es gilt lirq f(z) =2, denn fiir x € R\ {1} und fiir § > 0 beliebig gilt
T—r

[f(z) =2|=[2-2|=0<c¢

27”__12. In diesem Fall ist D =
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2. Es sei ey e
fiR SR, f(x):{ e frzzl

Jfirx=1
Auch hier gilt lirq f(z) = 2. Der Beweis ist derselbe wie in Beispiel 1.
T—r

Merke: Der Wert von f bei € ist fiir den Wert von lim f(x) irrelevant.

r—E

3. Essei f:R\{l,~1} = R, f(z) = 5=t = @)l
Fir o ¢ {1, =1} ist f(2) = 2* + 1. Es gilt lim f(z) = 2.
Hier ist £ = 1 und man kann z. B. ¢ = 1 wihlen. (Tatséchlich kann jedes
¢ € (0,2) verwendet werden.)
Es sei ¢ > 0. Wihle § < min{1,5}. Wegen ¢ < 1 gilt dann §* < 6.
Esseinun 0 < |z — 1| < §. Dannist [x + 1| =|(zx — 1) +2| < |z — 1|+ 2 und
daher (beachte = ¢ {1,—1})

[fo) =2[=[2*+1-2[=[2" =1 =[xz~ 1] Jo + 1] < |z = 1|(|]z — 1| +2)
<§-(6+2)=82+25<35<e

Ahnlich kann man lim1 f(z) = 2 zeigen.
T——

Oftirz<O
1firxz>0

4. Essei f(z) = {

Dann existiert lim f(z) nicht.
z—0

Es sei e = 1 > 0. Wiire a := liII(l) f(x), so wiirde es ein § > 0 geben, derart,
T—
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dass 0 < |z| <6 = |f(z) —a| < i Fir z < 0ist f(z) = 0 und daher
lal =0 —a] < 3 = a§|a!<lFl’irx>()istf(x):1unddaher
1—al<j = 1-a<|l—a|<3 = a>3, Wid

' fall
5. Sei f(z) =z cg(x) = {O?alizz%g@

Dann ist hm f(z) = 0. Es sei ¢ > 0. Wihle § = . Wenn |z| < ¢ dann
2 cole)| = Jo] - jcgl@)] < Jal < =<
<1

Bemerkung. Mit den Begriffen Stetigkeit und Differenzierbarkeit werden wir bald
wichtige Anwendungen des Grenzwertbegriffs kennenlernen.

Satz 41. Es seien f, g, h: D — R Funktionen. Dann gelten:

(i) Wenn der Grenzwert lin% f(z) existiert, ist er eindeutig bestimmt.
x>

(ii) Gilt f(z) < g(x) Vx € D, so ist lirré flz) < lim£ g(x) (wenn beide Grenzwerte
T—r T—r

existieren).

(iii) Ist f(z) < h(z) < g(z) Yz € D und gilt liné f(z) = hrr% g(x), dann existiert
z— z—>
auch lim A(x) und lim h(z) = lim f(z) = lim g(z).
T—E€ T—E€

Beweis. (i) Angenommen, es wére lirr% f(z) = a und lirré f(z) = b, wobei 0.B.d.A
T— Tr—r

a < b gelten soll. Es sei ¢ = b_Ta > (. Dann wiirde gelten:

301 >0:0<|z—¢ <6 (und z € D) = |f(x) —a < 52

(und daher f(z) < a+ %% = %) und

30, >0:0< |z —¢ < b (und z € D) = |f(x) — b] < 25*

(und daher f(z) >b— 5% = 2) Fiir 0 < |z — ¢| < min{é;, b} (und = € D)
wiirde dann “TH’ <f (:L‘) i gelten, ein Widerspruch.

(ii) Es bezeichne lin% f(z) = a und hIIé g(x) = b. Angenommen, es wére a > b.
Tr—r T—r

Es sei € = “T_b > (. Dann wiirde gelten:

30, >0:0<|z—¢ <6 (undz € D) = |f(z) —a| < 5°

(und daher f(z) >a— %2 = %) und

30, >0:0< |z —¢ < b (und z € D) = |g(z) — b| < 52

(und daher g(z) < b+ %52 = 2 Fiir 0 < |z — ¢| < min{6;, 5} (und z € D)
wiirde dann g(z) < “T*b < f(z) gelten, ein Widerspruch.
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(iii) Es bezeichne a := lirré flz) = lirré g(x) und es sei € > 0. Dann gelten:
z—> z—

30, >0:0< |z —¢| <,z € D= |f(x) —a|l <e (und daher f(z) > a—¢)

und

0y >0:0< |z —¢ <o,z € D= |g(x) — a|] <e (und daher g(z) < a+¢)

Fiir 0 < |z — &| < min{éy, 2}, 2z € D gilt dann

a—e< f(z) < hx) < g(z) < ate,

woraus —¢ < h(x)—a < € und daher |h(z)—a| < € folgt. Also gilt lin% h(z) =
Tr—r

Satz 42. Essei D C R, f,g: D — R zwei Funktionen und die Grenzwerte lirré f(z)
T—r

und lin% g(x) mogen existieren. Dann gelten:
T

(i) lim(f(z)+ g(x)) existiert und lim(f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(z),

r—E r—E€ r—E r—E

(i) lim(f(@) - (o)) exisitert und lim(f(2) - g(2)) = lim f (z) - lim g(z),

r—E

(iii) Ist a € R, so existiert lim(a - f(z)) und lim(« - f(x)) = a - lim f(z),
z—¢ & T—E

lim f(x)
. . (z) flx) _ zo¢
(iv) Ist OICI_)II% g(x) # 0, dann existiert il_)II% S und il_}Hé o) = T

Beweis. Es bezeichne lim f(x) = a und lim g(z) = b.
r—E z—E€
(i) Essei € > 0. Dann

36, >0:0< [z =& <d,reD=|f(z) —a| <3
und
30, >0:0< [z —¢| <y, v €D = |g(x) b <5.
Fiir 0 < |z — &| < min{dy, 62}, 2 € D gilt dann
|(f(2) +g(2)) = (a+b)] = |(f(2) —a) + (g9(x) = b)| < [f(x) —al +|g(x) 0] <
sts5=c¢
2 T2

(ii) 1. Fall: a = 0. Es sei € > 0. Dann
30, >0:0<|z—¢ <d,zeD=|f(x) <
und
0o >0:0<|z—¢ <dp,z€D=|g(x)—b <1 (=]g(x)| <|bl+1).
Fir 0 < |z — €| < min{d;, 62}, 2 € D gilt dann
£(2) - 9@)| = [£@)] - lg@)| < 5 - (Bl + 1) =
2. Fall: b = 0. Gilt aus Symmetriegriinden.
3. Fall: a,b # 0. Es sei ¢ > 0. Dann
30, >0:0<|z=¢ <d,zeD=|f(x)—al <+
und
02> 0:0 <[z =& <,z €D = |g(x) - b| <min{55,[b]}.
(In der zweiten Aussage ist |g(x) — b| < |b| enthalten, woraus |g(x)| < 20|
folgt.) Fiir 0 < |z — &| < min{dy, 62}, z € D gilt dann
|f(z)g(w) — ab] = |(f() = a)g(z) + (9(x) = b)al

< |f(z) —a| - |g(@)[ + |g(z) = 0] - [a] < g5 - 2[b] + 55 - la| = 5+ 5 =&

\b|+1

4Jo]
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(iii) Essei g: D — R, g(z) = a. Dann ist lin% g(x) = a.
T—

(Wéhle § > 0, derart dass (£ — 3,& +0)N\{&{F € D. Fir 0 < |z —¢| < 0 gilt
dann |g(z) — a| = | — a] = 0 < € fiir € > 0 beliebig.) Die Behauptung folgt
nun aus (ii).

(iv) Da b # 0 gilt:
Zu@>030>080dasso<|x—§|<c,x€D:>|g( ) — bl < 3 P woraus

|g( )| > | | folgt. Insbesondere ist g(z) # 0 fiir 0 < |z — ¢| < ¢,z € D und es

2

Wir zelgen als ersten Schritt lim -1 = 1. Es sei ¢ > 0. Dann
z—E (z) b

30 > 0 (O.B.d.A mit § < ¢) sodass 0 < |z —&| < d,x € D = |g(x) — b| < EbQ

Fir 0 < |z —¢| < 0,z € D gilt dann

1 1) _ Jo—=g(@)| 2
‘@_E = |bg£fz)| < gzlg(z) = b <

Der allgemeine Fall folgt nun aus (11) denn
lim f(x)

fl@) _ 1y @) R TIN BR =
hr% 9(2) hné(f(x) g(x)) = <:151—>I% f(z)) (9161_{% g(x)) = Tim) 9(@)

_sb2 —

Def. Die Funktion f : D — R sei auf dem offenen Intervall (£,€ +¢) € D (mit
¢ > 0) definiert. Dann heifit a € R rechtsseitiger Grenzwert von f (fir z — £+)
wenn gilt, dass

Ve>030 >0sodass 0 <x—¢ <,z €D=|f(r)—al <e.

Man schreibt dafiir lim f(z) =

=&+
Ist die Funktion f : D — R auf dem offenen Intervall (£ — ¢, &) C D definiert (mit
¢ > 0), so heiit a € R linksseitiger Grenzwert von f (fiir x — £—) wenn gilt, dass
Ve>03d>0sodass 0 <& —ax <d,z€D=|f(xr)—al <e.
Man schreibt dafiir llgl flz) =

0firz <0 N

1firz >0 Dann gilt Ili>r(r]1+ )=

und h%l f(z) = 0. (Es sei € > 0. Fiir § > 0 beliebig gilt: Wenn 0 < z < §
z—0—

dann f(z) =1 und daher |f(z) — 1| =]1—-1]=0<e¢.
Ebenso gilt fiir —0 < z < 0 dass f(z) =0und |[f(z) —0|=1]0—-0/=0<¢.)

Beispiele. 1. Essei f(z) =

2. Vollig analog iiberpriift man hr&r sgnx =1 und hI(I)l sgnxr = —1
z—0—
Bemerkung. 1. Die Aussagen der Satze 41 und 42 gelten mutatis mutandis fiir

einseitige Grenzwerte.

2. Offenbar gilt : lin% f(z) exisitiert genau dann wenn sowohl lir? f(z) als auch
T—r T—E—

111? f(z) exisitieren und iibereinstimmen. In diesem Fall gilt dann lin% flz) =
=&+ T—

Jm flz) = lim f(z).
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3.4 Definition und grundlegende Eigenschaften

Def. Essei D C R, f: D — Rund £ € D. Dann heifit f stetig in &, wenn gilt, dass
Ve>0:30>0:|x—¢& <d,xz€ D= |f(x)— f(&)| < e. Die Funktion f heifit
stetig, wenn sie in jedem Punkt £ € D stetig ist.

Bemerkung. Ist D ein offenes Intervall, so ist f genau dann stetig in £ € D wenn
lim f(2) = /().
Ist a linksseitiger Randpunkt des Intervalls D (also D = [a,b],D = [a,b) oder
D = [a,+0)) so ist f genau dann stetig in a, wenn lim+f(x) = f(a).

T—ra

Ist b rechtsseitiger Randpunkt des Intervalls D, so ist f genau dann stetig in b, wenn

lim f(x) = (D)

Lemma 43. Es sei f : [a,b] — R stetig in @ und f(a) > 0. Dann gibt es ein § > 0,
sodass f(z) > 0 Vx € [a,a + 0).

Beweis. Zue = 1% > 035 > 0: [z —a] < 6,2 € [0,0] = |f(zx) — f(a)] < L2
Wihlt mano.BdA ein § < b—a, soist ]x—a| <d,z €la,b < a<zr<a+0dund

firr diese z gilt dann f(z) > f(a) — {2 = 1@ >,

Bemerkung. Vollig analog gilt (unter sonst gleichen Voraussetzungen):

Ist f(a) <0,8030 >0: f(x) <0V € [a,a+0). (Der Beweis erfolgt analog oder
durch Anwenden von Lemma 43 auf —f.)

Ebenso gilt: Ist f : [a,b] — R stetig in b und f(b) > 0 (bzw. f(b) <0),s0 35 > 0:
f(x) >0 (bzw. f(x) <0) Vx € (b—0,b].

Aus dem bisher Gesagten folgt sofort: Ist f : (a,b) — R stetig in £ € (a,b) und
f(&) >0 (bzw. f(§) <0),s0 36 >0: f(z) >0 (bzw. f(z) < 0) fiir alle

re (-9, +0).

Satz 44. Es sei D C R ein Intervall, ¢ € D und f,g: D — R zwei Funktionen, die
beide in £ stetig sind. Dann gelten:

(i) f+9:D—=R,(f+g)(x)= f(x)+ g(z) ist in & stetig,
(i) f-g:D R (fg)(x) = f(z) - glx) ist in € stetig,
(iii) st a e R, soist a- f: D = R, (a- f)(x) = - f(z) in £ stetig,
(iv)
Beweis. Alle Aussagen folgen sofort aus Satz 42 (bzw. den analogen Aussagen fiir

einseitige Grenzwerte).
Ist z.B. D ein offenes Intervall und £ € D, so gilt

, Satz 42(i) .. _

lim(f(z) +g(x)) =" lim f(z) + lim g(z) = f(£) + g(&).

r—E& z—E€ r—E€

Beim Beweis von (iv) ist dabei zu beachten: Ist g(§) > 0, so gibt es nach

Lemma 43 (bzw. der Bemerkung danach) ein § > 0, sodass (§ — §,£ +0) € D und

g(x) >0 Ve € (£ —6,£+6) (und analog g(x) < 0 Vz € (£ — 6,6+ 6) fiirein § > 0
falls g(¢) < 0).

Wenn g(§) # 0, ist % : DN\{z € D|g(z) =0} — R in ¢ stetig.
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Beispiele. 1. Konstante Funktionen f : R — R, f(z) = ¢(€ R) Vo € R sind
stetig. (Es sei £ € Rund € > 0. Wahle § > 0 beliebig. Dann ist |f(z) — f(§)| =
lc—c|=0<efir|z—¢ <§.)

2. f:R =R, f(z) =z ist stetig. (Es sei £ € R und £ > 0. Wiahle § = e. Wenn
|l — ¢ <0 dann [f(z) = f(§)[=|r - & <d=¢)

3. Alle Polynomfunktionen p : R — R, p(x) = > apz” sind stetig. Das folgt aus
k=0
Beispielen 1) und 2) und Satz 44 (i), (ii) und (iii).

4. Sind p und ¢(# 0) Polynomfunktionen, so ist die rationale Funktion
fiR\{z € Rlg(z) = 0} = R, f(z) = 22 in allen ¢ € R mit g(¢) # 0 stetig.
Das folgt aus Beispiel 3) ud Satz 44 (iv).

5. Die Betragsfunktion f : R — R, f(x) = |z| ist stetig. Ist £ > 0 (bzw. £ < 0) so
ist f in & stetig, da f dort mit der stetigen Funktion z +— z (bzw. z — —2)
iibereinstimmt. Es bleibt zu zeigen, dass f in & = 0 stetig ist. Es sei ¢ > 0.
Wihle 0 = e. Wenn |z| = |z — 0] < § dann ||| — |0]| = ||z|| = |z| < d =e.

6. Die Signumfunktion f: R — R, f(z) = sgna ist in allen £ € R\ {0} stetig. Ist
€ >0 (bzw. £ <0), soist f in & stetig, da f dort mit der stetigen Funktion
z — 1 (bzw. z — —1) {ibereinstimmt. Im Punkt £ = 0 ist f nicht stetig, da
glgii% sgnx nicht existiert.

Satz 45. Essei D C R, € D und f: D — R. Dann sind dquivalent:
(i) f ist stetig in &,

(i) Ist (z,)n>1 eine Folge in D, die lim z,, = ¢ erfiillt, so gilt lim f(z,) = f(&).
- n—oo n—oo
Beweis. (i) = (ii) Es sei ¢ > 0. Dann 3§ > 0 : |[x = & < §,x € D =
|f(x) — f(§)] < e. Wegen lim z, = ¢ folgt: Ing > 1 sodass |z, — & < §
n—oo

Vn > ng. Daraus folgt |f(z,) — f(§)| < e Vn > ng, d.h. 1i_>m flzn) = f(&).

(ii) = (i) Angenommen, f wére in £ nicht stetig. Dann wiirde gelten:
de>0Vo>0dz e D, |x—¢ <6 aber |f(zx)— f(&)] >e.

Das gilt insbesondere, wenn man 6 = 1 (mit n € N\ {0}) wéhlt, d.h.

Vn > 1 3z, € D sodass |z, — & < = aber |f(z,) — f(&)] > e.

D.h. lim x, = & aber die Folge (f(z,))n>1 konvergiert nicht gegen f(&), d.h.

n—oo

(i) ist falsch.

Korollar 46. Es sei a > 0. Die Exponentialfunktion f : R — R, f(x) = a” ist
stetig.

Beweis. Das folgt aus Lemma 37 und Satz 45.
Bemerkung. 1. Ebenso kann man Satz 45 verwenden, um zu zeigen, dass:
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- Die Betragsfunktion f(z) = |z| stetig ist (wegen Satz 21(v)),
- Die Wurzelfunktion f : [0,400) — R, f(z) = /= stetig ist (wegen Satz
21(vii)).

2. Umgekehrt kann man Satz 45 verwenden, um Grenzwerte von Folgen zu be-
rechnen: Ist lim a, = a und f in a stetig, so ist auch

n—oo
lim f(an) = f(a) = f(lim a),
also z.B. nh_)nolo lan| = \nll_{xgo a,| oder nh_)nolo,/an = nh_}IIOlo .

Satz 47. Esseien D, ECR, f: D - R,g: E— R, f(D) C Fund £ € D. Ist f bei
¢ stetig und g bei f(&) stetig, soist go f : D — R bei ¢ stetig.

Beweis. Es sei € > 0. Da g bei f(§) stetig ist,

F0>0:ly—f(<dyeL=lgy) —g(f(&)) <e.
Da f bei & stetig ist,
I >0:|z—¢<nazeD=|flx)— fEl <0

und daher [(g o f)(x) — (g o [)(E)] = [9(f(x)) — g(f(§))| <e.
Korollar 48. Essei D C Rund f,g: D — R stetig. Dann sind auch die Funktionen

[f1: D =R, [f|(z) = |f(2)],
min{f, g} : D = R, min{f, g}(z) = min{f(z), g(x)}
)

(
und max{f, g} : D — R, max{f, g}(x) = max{f(x),g(z)}

auf D stetig.

Beweis. Die Stetigkeit von |f| folgt aus der Stetigkeit der Betragsfunktion und
Satz 47. Die Stetigkeit von min{f, g} und max{f, g} folgt aus der Stetigkeit der
Betragsfunktion, Satz 44 und den beiden Darstellungen min{ f, g} = %-(f—i—g— |f—9)
und max{f,g} =% (f + g+ |f — g|) (vergleiche Ubungsbeispiel 27).

Beispiele. Aus dem bisher Bewiesenen folgt die Stetigkeit einer Fiille von Funktio-

x2
nen, z.B. f(z) = \/%7 e~ 7, g(x) = | — 2?4+ 1] oder h(z) = max{z* + 1,2 — 2%}.

L;—;\\
/ 1\
‘ | N
PP P— — P—— “M-
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3.5 Stetige Funktionen auf beschrinkten, abgeschlossenen
Intervallen

Satz 49 (Nullstellensatz). Es sei f : [a,b] — R stetig, f(a) > 0 und f(b) < 0. Dann
dec € (a,b) : f(c) =0.

Beweis. Es sei M := {x € [a,b]|f(x) > 0}. Dann ist M # & (da a € M) und M ist
nach oben beschriankt (durch b), d.h. 3¢ := supM. Wir zeigen zunichst a < ¢ < b,
d.h. ¢ € (a,b). Wegen Lemma 43 30 > 0 : f(z) > 0 Vo € [a,a + 0). Daher muss
¢ > a+6 > a gelten. Ebenso 30 > 0 : f(x) < 0 Vo € (b — 6,b] und daher
c<b—-4<b.

Wir zeigen nun f(c) = 0: Ware f(c) > 0, so wiirde wegen Lemma 43 ein 6 > 0
existieren, sodass f(z) > 0 Vz € [¢,c+0), d.h. ¢ wire keine obere Schranke von M,
ein Widerspruch. Wire f(c) < 0, so wiirde ein ¢ > 0 existieren, sodass f(x) < 0
Va € (c—4§, ], d.h. ¢ wire nicht das Supremum von M, ebenfalls ein Widerspruch.

Bemerkung. Ebenso gilt: Ist f : [a,b] — R stetig und f(a) < 0 < f(b), so Jc €
(a,b) : f(c) = 0. (Der Beweis verlduft analog oder durch Anwenden von Satz 49 auf

—f.)

Korollar 50 (Zwischenwertsatz). Es sei f : [a,b] — R stetig. Dann nimmt [ alle
Werte zwischen f(a) und f(b) an. (D.h. ist min{f(a), f(b)} <y < max{f(a), f(b)},
so Jz € [a,b] : f(x) =y.)

Beweis. Ist f(a) = f(b), so muss y = f(a) = f(b) gelten und man kann = = a
wihlen.

Es sei nun f(a) > f(b). Fir y = f(a) (bzw. y = f(b)) wihle x = a (bzw. z = b).
Es sei nun yy € (f(b), f(a)). Betrachte die Funktion g : [a,b] — R, g(x) = f(z) — yo.
Dann ist g ebenfalls stetig, g(a) = f(a) —yo > 0 und g(b) = f(b) — yo < 0. Nach
dem Nullstellensatz (d.h. Satz 49) 3z € (a,b) : g(xz) = 0, d.h. f(x) —yo = 0 bzw.

f(x) = vo.
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Ist f(a) < f(b), so verlauft der Beweis analog oder durch Anwenden des bisher
Gezeigten auf —f.

Bemerkung. Ist f nicht stetig, so sind die letzten beiden Aussagen falsch. Es sei z.B.

1 — 2z fiir x € [0, 1]\{%}

1fﬁrx:%

F(@): [0,1] > R, f(z) = {

Dann ist f(0) =1 >0, f(1) = —1 < 0 aber lz € [0,1] : f(x) = 0. Die Funktion f
ist allerdings auf [0, 1] nicht stetig, da sie bei § nicht stetig ist
(denn lim f(z) =0# 1= f(3))-

T—3

Satz 51. Es sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist f beschriankt. (D.h. Im, M € R :
m < f(x) < M Vz € [a,b].)

Beweis. Angenommen, f wére nach oben unbeschrinkt. Dann wiirde gelten:

VYn > 1 3z, € [a,b] : f(x,) > n. Die Folge (x,),>1 ist offenbar beschrinkt. Nach
dem Satz von Bolzano-Weierstrass (Satz 23) besitzt (x,,),>1 daher eine konvergente
Teilfolge (xp, )k>1. Es sei £ := kh_)rgo Tn,. Wegen Satz 20(i) ist £ € [a,b]. Wegen der

Stetigkeit von f und Satz 45 muss klim f(zn,) = f(§) gelten. Andererseits folgt aus
—00
f(xn,) > ng > k, dass klim f(zyn,) = +00, ein Widerspruch.
—00

Wiire f nach unten unbeschrinkt, so wire die (ebenfalls stetige) Funktion
—f:]a,b] = R,z — —f(z) nach oben unbeschrinkt, Widerspruch.

Bemerkung. Es ist von entscheidender Bedeutung, dass das Intervall [a, b] beschrénkt
und abgeschlossen ist:

Die Funktion f : (0,1] — R, f(z) = I ist stetig und unbeschréinkt - das Intervall
(0, 1] ist allerdings nicht abgeschlossen.

Die Funktion f : [0, +00) — R, f(x) = z? ist stetig und unbeschriinkt - das Intervall
[0, +00) ist allerdings nicht beschrinkt.

Satz 52. Es sei f : [a,b] — R stetig. Dann nimmt f auf [a,b] Minimum und
Maximum an, d.h. Je,d € [a,b] : f(d) < f(z) < f(c) Vx € [a,b].
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Beweis. Nach Satz 51 ist f nach oben beschrankt, d.h. IM = sup f(x). Ange-

a<z<b
nommen, es wire f(z) < M Vz € [a,b]. Betrachte die Funktion
g9:la.b] = R g(z) = 575
Die Funktion g ist stetig und g > 0. Nach Satz 51 ist g nach oben beschréinkt, d.h.
AN > 0: g(x) < N Vz € [a,b]. Daraus folgt aber

L
M — f(x)

d.h. M wére nicht sup f([a, b]), Widerspruch. Also 3¢ € [a,b] : f(c) = M.

Die Funktion —f : [a,b] — R,z — —f(z) ist ebenfalls stetig. Nach dem schon
Bewiesenen 3d € [a,b] : —f(z) < —f(d) Vo € [a,b] und daher f(x) > f(d) Vz €
[a, b].

< NVze€lab = M—f(z) > %\m € la b = f(z) < M—%Vm € [0, 1],

Bemerkung. Sowohl die Stetigkeit von f als auch die Gestalt des Intervalls sind von
entscheidender Bedeutung:

‘ rfir0<z<1
1. Esself:[O,l]%R,f(x){ Ofﬁr;:I

Die Funktion f ist beschrinkt, genauer ist f([0, 1]) = [0, 1), es gilt aber f(z) <
1 Vz € [0,1]. Die Funktion f ist allerdings nicht stetig.

2. Es sei f :[0,1) = R, f(z) = x. Die Funktion f ist stetig und beschrinkt,
genauer ist f([0,1)) = [0,1) und daher sup f([0,1)) = 1, es gilt aber f(z) <1
Va € [0,1). Das Intervall [0, 1) ist allerdings nicht abgeschlossen.
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3. Essei f:]0,+00) = R, f(z)=1-— ? = 7. Die Funktion f ist stetig und
beschrankt, genauer ist f([0,+00)) = [0,1) = sup f(][0,00)) = 1, es gilt aber
f(x) < 1Vzx € [0,+00). Das Intervall [0, 4+00) ist allerdings nicht beschrénkt.

Korollar 53. Ist I C R ein beschréanktes, abgeschlossenes Intervall und f : I — R
stetig, so ist f(I) ebenfalls ein beschrénktes, abgeschlossenes Intervall.

Beweis. Nach Satz 52 3c,d e I: f(d) < f(z) < f(c) Vo € I, dh. f(I) C [f(d), f(c)].
Wegen Korollar 50 nimmt f jeden Wert y € [f(d), f(c)] an (dh. Vy € [f(d), f (c)]
dr € I: f(x) = y) da gilt: Ist f(d) <y < f(c), so Iz € I mit min{c,d} < x
max{c,d} : f(x) = y. Daher gilt auch [f(d), f(c)] C f(I).

Bemerkung. Ist die Funktion f konstant, dh. f : [a,b] — R, f(z) = ¢ (€ R) Vx €
[a,b], so gilt f([a,b]) ={c} =]c,(]

Satz 54. Es sei f : [a,b] — R stetig und streng monoton wachsend (bzw. fallend).
Dann ist die Umkehrfunktion f=! : f([a,b]) — [a,b] ebenfalls stetig und streng
monoton wachsend (bzw. fallend).

Beweis. Es sei f zunéchst streng monoton wachsend. Dann ist f injektiv, dh. es
existiert eine Umkehrfunktion f~!. Nach Korollar 50 ist f([a,b]) = [f(a), f(b)] und
daher f=1: [f(a), f(b)] — [a,b].

Die Funktion f~! ist ebenfalls streng monoton wachsend: Ist f(a) < y; < yo < f(b),
so dxy,x9 € [a,b] : f(x1) =y und f(z3) = yo. Wire x; > 29, so wiirde y; = f(z1) >
f(x9) = yo gelten, ein Widerspruch. Also ist f~!(y;) = x1 < 22 = 1 (y).

Zu zeigen bleibt die Stetigkeit von f~1. Es sei £ € (a,b). Wir zeigen die Stetigkeit
von f~1 bei f(£): Es sei € > 0, wobei € 0BdA so klein gewéhlt werden kann, dass
a<f—e<E<&+4e<bunddaher f(a) < f(E—¢) < f(&) < f(E+¢e) < f(b).
Wiéhle ein 6 < min{f(&) — f(§ —¢), f(E+¢€) — f()}. Ist |y — f(§)| < 9, so ist

y>f(§) —0>f(§) —(f(§) = f(€—¢) = f(§—¢)> f(a)
und

y<fE+0<f)+(f(E+e)—f(E)=Ff(E+e) < flb)
dh. y € [f(a), f(b)] und

f€—e) <fl)—d<y<[flE+d<[f(+e)
und daher £ —e < f7l(y) <&+¢, dh. [fl(y) — €| <e.

Falls £ = a oder £ = b zeigt man die Stetigkeit von f~! in f(a) bzw. f(b) analog
(durch eine éinseitige” Uberlegung).

Ist f streng monoton fallend, so zeigt man die Behauptung analog oder durch an-
wenden des bisher gezeigten auf —f.
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Korollar 55. Sei b > 1. Die Logarithmusfunktion f : (0, +00) = R, f(x) =, logx
ist stetig.

Beweis. Es sei & > 0. Wéhle y;,yo mit 0 < y; < € < yo und setze x1 =, logy; und
xg =p logys. Tst f o [x1,20] = R, f(x) = b, soist f~' < [y1, 4] = [21, 22],

f~Hy) =p logy.Da f nach Korollar 46 stetig und nach Satz 36(i) streng monoton
wachsend ist, ist f~! =, log nach Satz 54 ebenfalls stetig.

Korollar 56. Es sei a € R. Die Potenzfunktion f : (0,4+00) — R, f(x) = x® ist
stetig.

Beweis. Es ist 2% = ¢*1°6%. Nach Korolllar 55 ist die Funktion (0, +00) — R,

xr +— logx stetig. Nach Satz 44(iii) ist daher auch die Funktion f : (0,+o00) —
R, f(x) = alogx stetig. Nach Korollar 46 ist g : R — R, g(y) = € stetig. Aus Satz
47 folgt, dass die Potenzfunktion 2% = e*18® = (go f)(x) in jedem x > 0 stetig
ist.

Beispiele. Essei f: R — R, f(z) = 23

Fiir z < 0 folgt das aus f(z) = 2° = —(—z)® Vo < 0 und dem schon bewiesenen
Fall.

Sei schliellich x = 0. Ist ¢ > 0, so wéhle 0 = ¥/ > 0. Aus |z| < § = /e folgt
|23 = |z < e.

Die Funktion ist streng monoton wachsend:

Ist 0 < 2 <y, so wurde 2° < 9% in Lemma 11 bewiesen.

Istz <y<0,500< —y < —z, woruas 0 < —y*> = (—y)* < (—z)®> = —2° und daher
2 < y? < 0 folgt.

SchlieBlich folgt aus # < 0 < y, dass 2® < 0 < y3.

Aus Satz 54 folgt, dass die Umkehrfunktion f=! : R — R, die durch f~'(z) =
(sgn x) - W gegeben ist, ebenfalls stetig ist.

(Wie im Beweis von Korollar 55 kann man die Stetigkeit auf beliebig grofen be-
schrankten, abgeschlossenen Intervallen zeigen, woraus sie fiir ganz R folgt.)
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3.6 Verschirfung des Stetigkeitsbegriffs

Erinnerung: f: D — R heifit stetig < Vo € D : f ist stetig in x
SVereDVe>030>0VyeD:|ly—z|<d=|fly)— flx)|<e
Dabei hingt § sowohl von ¢ als auch von x ab, dh. § = d(¢, x).

Def. Es sei D C R und f: D — R. Dann heifit f gleichméBig stetig (auf D), wenn
gilt, dass

Ve>030>0Ve,yeD:ly—z|<d = |fly)— f(z)] <e.

Dabei darf 6 nur von e, nicht aber von x abhéngen, dh. § = d(¢).

Beispiele. 1. f:[0,1] = R, f(z) = 2? ist gleichmiBig stetig:
Es sei € > 0. Wahle 0 = 5. Aus |z — y| < § = § folgt
f(@)=fW)l = 2*=y| = [e—y|-le+yl = |[z—y|-(z +y) <2 [z—y| <25 =
<2

7 A

2. f:]0,+00) = R, f(x) = a? ist stetig, aber nicht gleichmiiflig stetig:
Angenommen, f wire doch gleichméfig stetig. Dann wiirde zu e = 1 ein § > 0
existieren, derart dass |z — y?| < 1 wenn z,y > 0 nur |z — y| < § erfiillen.
Waéhle nun ein yo > 0 mit der Eigenschaft dyy > 1 und zg = yo + g. Dann ist
|0 — 0| = % < 0 aber |x§ —yg| = |0 — yo| - |0 + 10| = %(2yo+§) = 5yo+§ >
0yo > 1, Widerspruch.

3. f:(0,1] = R, f(x)= % ist stetig, aber nicht gleichméfig stetig:
Angenommen, f wire doch gleichméBig stetig. Dann wiirde zu e = 1 ein § > 0
existieren, derartig dass |2 — i\ < lwenn 0 < z,y < lund |z —y| < §
gelten. Wihle nun zo € (0,1] mit 0 < xp < min{1,d} und y = %. Dann
ist |zo — yo| = & < § < § aber ]xio—yio|:|$—%| = |—%\ :$> 1,
Widerspruch.

Bemerkung. 1. Ist f : D — R gleichméiBig stetig, soist f : D — R (trivialerweise)
auch stetig. Die Umkehrung gilt aber nicht, wie Beispiele 2. und 3. zeigen.

2. ODb eine (stetige) Funktion f : D — R gleichméBig stetig ist, hangt nicht nur
von ihrer Abbildungsvorschrift, sondern auch vom Definitionsbereich D ab,
wie Beispiele 1. und 2. zeigen.
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Satz 57. Ist die Funktion f : [a,b] — R stetig, so ist sie bereits gleichméBig stetig.

Beweis. Angenommen, f wire nicht gleichméBig stetig. Dann wiirde gelten:

Je>0V0>03z,y €[a,b]: |z —y| < aber |f(z)— f(y)| > e.

Das miisste insbesondere gelten, wenn man § = + (mit n € N'\ {0}) wéhlt, dh.

1
Je>0Yn>13x,,y, € [a,b] : |z, —yn| < - aber |f(x,) — f(yn)| > €. (%)

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass (Satz 23) besitzt (x,),>1 eine konvergente
Teilfolge (x,, )r>1. Es bezeichne & := klim Zp,. Dann gilt
—00

lim Yny, = lim ((ynk - xnk) + xnk) = lim (ynk - xnk) + lim Lny, = 0 +€ = £>
k—o0 k—o0 k—o0 k—o0

denn |y,, — x| < = <

s

50

Wegen Satz 54 folgt I}Lrilol}_(};;onk) = klggo f(yn,) = f(§) und daher Jiﬁ(f(xnk) -
f(Yn,)) = klg& f(zn,) — klg& fyn,) = f(&) — f(&) = 0. Das heifit aber, es gibt ein
ko > 1, derart dass |f(2n,) — f(yn,)| < € VE > ko, was (x) widerspricht.
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Bemerkung. Wie Beispiele 2. und 3. oben zeigen, ist die Beschranktheit und Abge-
schlossenheit des Intervalls, auf dem die stetige Funktion f definiert ist, von ent-
scheidender Bedeutung in Satz 57.

Def. Es sei D C R und f : D — R. Man sagt, f sei (auf D) Lipschitz-stetig
(oder auch: dehnungsbeschriankt), wenn es ein L > 0 gibt, sodass |f(z) — f(y)| <
Llx —y| Vx,y € D.

Lemma 58. Ist die Funktion f : D — R Lipschitz-stetig, so ist sie bereits gleichméfig
stetig.

Beweis. Es sei L > 0, derart dass |f(z) — f(x)| < L|x —y| Vz,y € D. Es sei € > 0.
Setze § = ¢. Gilt |[v —y| <d = 7, s0 folgt |f(z) — f(y)| < Lz —y| < L-§ =«

Bemerkung. Die Umkehrung von Lemma 58 gilt nicht, wie das folgende Beispiel 1)
zeigt.

Beispiele. 1) Essei f:[0,1] = R, f(z) = /x.

Wir zeigen zunéchst, dass f stetig ist. Fiir 0 < x < 1 folgt die Stetigkeit von
f im Punkt x aus Korollar 56 (mit a@ = 3). Zu zeigen bleibt die Stetigkeit
im Punkt x = 0: Es sei ¢ > 0. Setze § = €2 Aus 0 < y < § = &2 folgt
|f(y)— f(2)] = |\/u— V0| = /¥ < &. Aus Satz 57 folgt sofort, dass f : [0,1] —
R, f(z) = \/x sogar gleichméiBig stetig ist. Sie ist allerdings nicht Lipschitz-
stetig.

Angenommen, sie wére doch Lipschitz-stetig, dh. 3 L > 0 Vz,y € [0,1] :
Wz — \/y| < Lz —y|. Wihle y = 0 und 0 < 2 < 5. Dann wire /z =
vz — V0| < Llz — 0| = Lz und daher v/z > 1 und folglich > %, ein
Widerspruch.

B —

2) Wir haben oben tatséichlich bereits gezeigt, dass die Funktion
f:10,1] = R, f(x) = x* Lipschitz-stetig ist, denn |f(z) — f(y)| = |2* — y?| =
(@ —y)z+yl=lz—yl-lo+yl=lzr—yl z+y) <2z -yl
——

<2

3) Allgemeiner gilt: Ist n € N, n > 2, so ist die Funktion
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f:10,1] = R, f(x) = a™ Lipschitz-stetig, denn

1f(z) = f) = 12" —y"| = [(x —y) (@ + 2" Py + .+ 2y 2 +y" )
=z —y|-|z" " Py Lyt Ry
=l —yl (@ +a" Py + o ay" Py ) <n -yl

(. J

-~

<n

3.7 Erweiterung des Grenzwertbegriffs

Def. Essei D CRund f: D — R. Es moge ein ¢ € R existieren, sodass (¢, +00) C
D. Man sagt, lirf f(z) = a (fir ein a € R), wenn gilt:
n—-+0o0

Ve>0dM >0:2> M (und z € D) = |f(z) —a| <.

Def. Essei D C Rund f: D — R. Es moge ein ¢ € R existieren, sodass (—oo,¢) C
D. Man sagt, lim f(z)= a (fiir ein a € R), wenn gilt
T——00

Ve>03IM >0:2<—M (und z € D) = |f(x) —a| <e.

Bemerkung. Alle Aussagen der Sitze 41 und 42 bleiben mutatis mutandis (lat. ”mit
den notigen Abénderungen”) fiir Grenzwerte der Gestalt lirll f(z) und lim f(x)
Tr—r+00 T—r—00

giiltig. Die dort angegebenen Beweise konnen leicht adaptiert werden. Wir geben
hier die analogen Sétze fiir Grenzwerte der Gestalt liril f(z) ohne Beweis an.
T—r+00

Satz 59. Es seien f, g, h: D — R Funktionen. Dann gelten:

(i) Wenn der Grenzwert lim f(z) existiert, ist er eindeutig bestimmt,
T——+00

(i) Gilt f(z) < g(xz) Vo € D, soist lim f(z) < lim g(x) (wenn beide Grenz-

T—+00 T—+00
werte existieren),

(iii) Ist f(z) < h(x) < g(z) Vo € D und gilt lim f(z) = lim g(x), dann

T—r+00 T—r+00

existiert auch mkgloo h(z) und mll}l_"I_loo h(z) = xl_l)gloo flz) = xgriloog(a:)

Satz 60. Es sei D C R, f,g : D — R zwei Funktionen und die Grenzwerte
lim f(x) und lirf g(x) mogen existieren. Dann gelten:
T—r+00

T—r+00
(1) lim (f(x)+g(z)) existiert und lim (f(2)+g(x)) = lm f(z)+ lim g(z),
(ii) lim (f(x)-g(x)) existiert und lim (f(z)-g(z)) = ( lim f(z))-( lim g(z)),
T—r+00 T——+00 T——+00 T——+00
(iii) Ist a € R, so existiert zETw(a - f(z)) und xl_lgloo(a - f(z) =a- 1’1—1>I-|1:100f(x)’
(iv) Ist lim g(z) #0, so existiert lim I% und lim £% = e 7
2460 ’ amrroo 9@ THE O 9@ T Tim (@)
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Beispiele. 1) lim = =0 (Esseie >0 Wihle M > 1> 0. Ausz > M >0

x—+oo ¥

folgt dann 0 < 2 < - <. Dh. 0 <1 < und daher |2 - 0] =1 <¢))

2) lim 1+ =0 (Essei e > 0. Wahle M > 1 > 0. Aus 2 < —M < 0 folgt

T—r—00

0>1>—-L >—c Dh —¢<2<0unddaher |:—-0/== <c)

||

loge Satz 40(ii)

3) Ista>1so lim a” =0 (Esseie > 0. Wahle M = a'°s¢. Beachte

T——00 loga

dabei, dass M < O wenn 0 < ¢ < 1. Dannist z < M = fZﬁZ =, log ¢ dquivalent

zu a® < €. Da a® > 0 (siehe Satz 36) gilt fir < M, dass 0 < a* < € und
daher |a* — 0] = a” < ¢€.)
4) Fiirn € N\ {0} ist 1ir+n — =0 (Das folgt aus Bsp. 1) und Satz 60(ii) wegen
T—r+00
. 1 1\n Satz:60(ii) . Iyn g —
5) Fiir n € N\ {0} ist lim - = 0 (Das folgt aus Bsp. 2) und dem Analogon
T——00

von Satz 60(ii) fiir die Grenzwerte der Gestalt lim f(z) wegen lim - =
T——00

T——00
(lim )" =0.)

T——00
: 1
6) lim 2=3 — lim 17% Satz 60 173-11111100; — 1=30 _ 4
T+l =+ 7 14 im I T 140 T

7) Fir p < 0ist lim a” =0 (Aus Bsp. 3) folgt insbesondere lim e* = 0. Dh.

r—>+00 T—>—00
dM > 0 mit der Eigenschaft y < —M = 0 < e < e. Es folgt: x > e =
logx > —% = p-logr < —M = a2 = eP18% € (0,¢).)

M)
M

T T

8) lim ez = lim ez =0 (Essei 0.B.d.A. 0 < ¢ < 1. Beachte, dass daraus

r—r+00 T——00

loge < 0 folgt. Ist nun |z] > /=2 loge = /2 |loge], so folgt 2% > —2 loge =
z2

—% <loge=0<e 7 <e.)

9) xkrlloo \/Lz? e = xgrfloo \/% e~z = 0. (Dies folgt aus Bsp. 8) und Satz 60(ii)
bzw. seinem Analogon fiir Grenzwerte der Gestalt lim f(x).)

T—r—00

Def. Die Funktion f: D — R sei auf (£,£ + ¢) (C D) definiert fiir ein ¢ > 0.

Man sagt, dass 15111}( : = +oo, wenn VM >0 36 >0, sodass 0 < x — &£ <9, x €
z—>E+f (T
D = f(x) > M Man sagt, dass léln}( = —o0, wenn VM >0 36 > 0, sodass 0 <
r—E+f(x

r—§<6, x€D= flr)<-M

Def. Die Funktion f: D — R sei auf (£ — ¢, £) (C D) definiert fiir ein ¢ > 0

Man sagt, dass lﬁm}( : = +oo, wenn VM >0 46 >0, sodass 0 < £ —x <9, x €
T—E— X
D = f(x) > M Man sagt, dass lglrr]lc( - —o0, wenn VM >0 36 > 0, sodass 0 <
T—E— xr

E—x<d, reD= flr)<-M
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Def. Die Funktion f : D — R sei auf (£ — ¢, £+ ¢) \ {¢} (€ D) definiert fiir ein
c> 0.
Man sagt, dass lim = +oo, wenn VM >0 36 > 0, sodass 0 < |z —&| <4, = €

z—¢f(x)
D = f(x) > M Man sagt, dass hg]rcl( : = —o0, wenn VM >0 30 > 0, sodass 0 <
T—> x

lr—¢| <9, reD= flz)<-M

Beispiele. (1) mli)r&% = +oo (Sei M > 0. Wiihle § = 7. Wenn 0 < z < 6 = 17,
dann £ > M)

(2) lirgl 1= —00 (Sei M > 0. Wihle 6 = 1. Wenn —§ < 2 < 0, dann 1 < —% <

z—0—

—M.)
(3) glnlg(l)x% = 400 (Sei M > 0. Wihle 6 = \/LM" Wenn 0 < |z| =]z —0| <6 = ﬁ’
dann 2? < 5 und daher & > M.)

T

(4) Sei b > 1. Dann ist lir(1)1+bloga: = —00. (Sei M > 0. Wihle 6 = b=M: Wenn
T—

0<x<d=0M dann ,logz < —M.)

Bemerkung. Fiir Grenzwerte der Gestalt lirgrf(x) = $o0, lir? f(z) = £oo und
T— r—E—

liné f(x) = £oo gelten Regeln, die zu Satz 28 analog sind. Wir geben sie hier ohne

z—

Beweis fiir Grenzwerte der Gestalt lir? f(z) = 400 an.
r—E+

Satz 61. Esseien f, g, h : D — R drei Funktionen mit den Eigenschaften lil?+ flz) =
T—

+00, lim g(z) = 400, lim h(z) =c (€ R) und o € R. Dann gelten:
=€+ r—E+

() lim (/@) + g(a)) = +oc.

(i) lm (f(x)+ h(x)) = 400,

=&+
+o0 falls a > 0,
—oo falls a < 0,

i) Jim (o/ () = {

=&+

(iv) Jim (f(2) - g(a)) = +oc.

) Jlim, 7t =0

Beispiele. 1) Fiirn € N\{0} ist li%1+ 4 = +oo (denn lim % = (lim 1)m Satz 61(v)
z—>

+00)

r—0+ x—0+ 7

2) Firn e N\ {0} ist ilir(l] —= = +00 (denn glclg% == = (31612[1) &))" = +00)

. T T +oo falls n gerade, o
3) Firn e N\ {0} ist xllgl_ = { — o falls n ungerade. (Fiir n = 1 wurde das
oben bewiesen. Fiir gerades n folgt es aus Bsp. 2). Fiir ungerades n > 1 folgt

es z. B. aus der folgenden Regel, die nicht im Satz 61 angegeben wurde:
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Aus lir? f(z) = 400 und lir? g(x) = —oo folgt lim (f(z) - g(z)) = —o0.
T—E— T—E—

T—E—
Fir n € N\ {0} folgt xli%lf e = xli%lf =2 = —00.
Def. Die Funktion f: D — R sei auf (¢, +00) (C D) definiert fiir ein ¢ € R.
Man sagt, dass liril f(z) = +o0, wenn VM >0 3N > 0, sodass ¢ > N, x € D =
T—r+00

f(x) > M.
Man sagt, dass lim f(z) = —oo, wenn VM >0 3IN > 0, sodass z > N, v € D =

fa)<—M.

Def. Die Funktion f: D — R sei auf (—o0,¢) (C D) definiert fiir ein ¢ € R.
Man sagt, dass lim f(z) = +oo, wenn VM > 0 IN > 0,sodass x < —N, = €
T——00

D = f(x)> M.
Man sagt, dass lim f(z) = —oo, wenn VM > 0 IN > 0,sodass x < —N, = €

T—r—00

D= f(x) < —M.

Bemerkung. Fir Grenzwerte der Gestalt lim f(z) = oo und lim f(z) = £oo

r—+00 T—r—00
gelten Regeln, die zu Satz 61 analog sind, die wir oben nicht angeben.

Beispiele. 1) Fiir p > 0 ist liril P = 400 (Sei M > 0. Wihle N = M?. Wenn
T—r+00

z>N = M¢ dann z° > M, wobei Satz 35 (i) verwendet wurde.)

2) Fiir a > 1ist lim a” = +oo (O.B.d.A. sei M > 1. Wihle N = &M _

—+00 loga

Jdog M. Wenn 2 > N = 22M " dann ¢* > M, wobei Satz 36 (i) verwendet

loga
wurde.)

3) Fiir b > list lim ,logz = 400 (Sei M > 0. Withle N = b, Wenn z > N =

r—r+00
b™ dann ,logx > M, wobei Satz 39 (vi) verwendet wurde.)

4) lim z = —oo (Sei M > 0. Wihle N = M. Wenn z < —N, dann « < —M.)

T—r—00

5) lim x? = +oo (Sei M > 0. Withle N = VM. Wenn z < —N = —V/M, dann |z| =

T—r—00

—z > +/M und daher z* = [z|*> > M.)

. " +o0 falls n € N'\ {0} gerade,
6) xEIwa N { —oo falls n € N'\ {0} ungerade.
(Fiir gerade Exponenten folgt das aus lim z** = lim (2?)", Bsp. 5) und

einem Analogon zu Satz 61 (iv).

Fiir ungerade Exponenten folgt es aus lim 22" = lim 2?" - x sowie den
beiden Grenzwerten lim 2" = +oco und lim x = —o0.)

3.8 Einige nichttriviale Grenzwerte

Satz 62. lim(1 +2)Y/* =e
z—0
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Beweis. Wir zeigen zunichst limz — 0+(1 + 2)Y/* = e.

Wir haben (als Anwendung von Satz 22) e = lim (1 + +)" definiert. Daraus folgen

n—o0

nun (vergleiche Ubungsbeispiel 53)

lim (14+4)" = 1lim (14+2)"-(1+2)=(lm(1+2)") - (lim(1+2))=e-1=e.

n—oo n—oo n—o0 n—oo
und
1 41 . 1 n+1
lim (1+ _) ~ lim (1+T+11)" _ Jim 0 (1+547) _e_,
n—+00 n—oo  ltaim hm (H‘ 1) 1
n—oo

Es sei € > 0. Dann

g >1Vn>ng: [(1+ 5" —ef <eund [(1+ 25)" —¢ <e.
Es sei z € (0,i) Dann gibt es genau ein n > ng : HLH < 2 < 2 (und daher
n <1 <n+1). Daraus folgt e — ¢ < (1—|—n+1) < (1+z)= <14+ i) <e+e,
dh |(1+2)* — €| < . Damit ist hr(r)1+(1 + )% = e bewiesen.

n—

1
r = =

Statt li%l (1+2)+ = e zeigen wir die dquivalente Aussage 11m+(1 — )
n—0— n—0

Im Beweis der Existenz von e haben wir die folgende Relation bewiesen:

Ty = (L )" v > 1

n

Daraus folgen

lim (1 —3)" = lim (1 — 5)"" = lim —F—r = —— =1

n—00 n—00 nt1 n—00 (1+ s nlgmm(1+%)n+1 e’

i — Lyn+l N Y U [ S g — Iy (] —_1iy=1.1=1
Jim (1= 7) Tim (1= 2)"- (1= ) = (lim (1= )"~ (lim (1= 7)) = ¢-1=¢
und
i 1 1 \n I 17%n+1)n+1 - lim (1—71)'n+1 B é .

) = i e = e T
Es sei € > 0. Dann
g >1¥n>ng: |(1— 1) =2 <eund [(1 - —5)" — 1| <e.

Es sei wieder z € (0, L) und n > ng durch Wﬁ festgelegt. Dann ist —= < —a <
+1 und n < = < n+ 1. Daraus folgt
g<(1—n)”+1 (1—x)s < (1-5"<i+e
dh (1 —z)s — 1| <. Damit ist lim (1 — a:)% = 1 bewiesen.
n—0+
Daraus erhélt man
1 —_ _% = ] 1 —= 1 = l —
xll}gl—f—(l ZE) :cligl-&— (l—a:)% zliIng(l—ac)% : c
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und somit

lim (1+2)r = lim (1 —z)"% =e.

r—0— z—0+

Korollar 63. lim (1 + 2 =e* Ve eR

Beweis. Fiir x = 0 ist die Aussage trivial, da in diesem Fall lim (1+2)" = lim 1" =
n—oo n—oo

1 = €Y gilt. Es sei darum ab jetzt x # 0.
Es sei € > 0. Dann

<=

30 >0,s0dass 0 < |y| <d=|(1+y)y —e| <e.

Da lim £ = 0 folgt: 3ng > 1 Vn > ng : 0 < |£] < § und daher [(1 +n)> —e| < ¢

n—oo

Vn > ng, dh. lim (1+ 2)z =e.
n—oo
Wegen der Stetigkeit der Potenzfunktion (Korollar 56) folgt mit Hilfe von Satz 45

lim (1+ Z)" = lim (14 2)2)* = (lim (14 £)z)* = "

n—00 n—00 n—r00
Korollar 64. (i) Firb > 1 gilt hm M = @. Insbesondere gilt lin% % =
T—
1.

(i)

Beweis. (i) Wegen der Stetigkeit der Logarithmusfunktion (Korollar 55) folgt aus
Satz 62

T __
-1,
z—0 T

lim blOgEC—x'i_l) — l}l}%% b log(x + 1) Satz 39( ) hmblog(x + 1)% _

z—0

: 1y Satz 40(1) oge 1
blOg(ili%(x + 1)93) —b loge - logb " logb”
(ii) Die Behauptung ist trivial fiir a = 1, da in diesem Fall hn% el — liII(l) =
T z—
0 =log1 =loga. Es sei darum ab jetzt a # 1.
Wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion (Korollar 46) gilt
hn(l)(a —1)=a"—-1=1-1=0, woraus wegen (i)
z—
a®—1 _ 1 _
iﬁ% ogar—171) — 1 = 1
folgt und daher
1 Satz 39(v a®—1 .
lim = loga - hm xloga = loga - hm ! gl —DFD) =
loga -1 =loga.
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4 Differenzierbare Funktionen

4.1 Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion - Defi-
nition und grundlegende Eigenschaften

1) Berechnung der Steigung einer Tangente an den Graphen einer Funktion

2) Verbunden mit 1): Die suche nach lokalen Extrema einer ”glatten” Funktion.
In solchen Punkten erwartet man wegen 1), dass f’'(z) = 0, da die Tangenten
dort Steigung 0 haben.

(Wenn f’(x) = 0 gilt, folgt aber nicht sofort, dass f an der Stelle x eine lokale
Extremstelle hat - siehe spater Wendestelle)

3) Ebenfalls verbunden mit 1): Bestimmen, ob eine (”glatte”) Funktion in einem
bestimmten Bereich konvex oder konkav ist. Ist die Funktion konvex, so wird
die Steigung der Tangente in x mit wachsendem x zunehmen, ist sie konkav,
so wird die Steigung der Tangente in x mit wachsendem x abnehmen.

-~

4) Physikalische Anwendungen wie z.B. die Momentangeschwindigkeit = Ablei-
tung des Weges nach der Zeit.
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Def. Sei I C R ein offenes Intervall und ¢ € I. Man sagt, die Funktion f : I — R

sei in Punkt ¢ differenzierbar, wenn der Grenzwert lim L_g(&) = lim w

z—E T h—0
existiert.
Der Grenzwert wird in diesem Fall mit f/(£) bezeichnet und die Ableitung von f an
der Stelle ¢ genannt.

Def. Sei I C R ein offenes Intervall. Die Funktion f : I — R wird differenzierbar
genannt, wenn sie in jedem Punkt & € I differenzierbar ist.

Bemerkung. 1) Anschaulich beschreibt die Def. den Grenziibergang eines Diffe-
renzenquotienten, bei dem der Abstand x — £ = h — 0 geht:

2) Ist f : I — R differenzierbar (d.h. in jedem Punkt x € I differenzierbar),
so erhdlt man eine neue Funktion f': I — R,z — f'(x), die Ableitung der
Funktion f.

Beispiele. 1) Jede konstante Funktion f : R — R, f(x)

zierbar und f(z) = 0¥z € R (denn lim £2=©) — jiy
z—¢  F 3 =€ X — 5

= ¢ (€ R) ist differen-
c—c _ 0)

=0

2) Die Identitét f : R — R, f(z) = x ist differenzierbar und f'(z) = 1V € R

(denn lim J@O=JO) — iy r=¢ =1).
r—¢& z=§ =€ T — f
————

=1

3) Ist n € N,n > 2, so ist die Potenzfunktion f: R — R, f(z) = 2™ differenzier-
bar und f'(z) = na" ' Vo € R

denn lim L&=1O _ 1y =€ iy @@ That etal Ty g1y
z—E z—¢ z—E x—§ x—¢& x—¢ z—E

2" w2+ = ng™ ! (Dabei wurde im letzten Schritt die Stetigkeit
von Polynomfunktionen verwendet).

Korollar 65. (i) Essei a > 0. Die Exponentialfunktion f: R — R, f(z) = a” ist
differenzierbar und f'(x) = loga - a*(Vx € R).
Insbesondere ist die Funktion f : R — R, f(x) = e® differenzierbar und f'(z) =
e’ = f(x)Vx € R.

(ii) Es sei b > 1. Die Logarithmusfunktion f : (0,400) — R, f(x) = logx ist
differenzierbar und f'(z) = loglb-x (Vz > 0)
Insbesondere ist die Funktion f : (0,400) — R, f(z) = logz differenzierbar

und f'(z) =1 (Vz > 0)
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Beweis. (i) Fiir jedes z € R gilt
. az+hiaz .
f'(r) = lim “—=% = a” lim *—

h—0 h—0

Korrolar 64(ii)
-1 a®
= -loga

(ii) Fir festes z > 0 gilt }llirr(l) b =0 und daher
_>

') = lim bloglath)—sloga Satz39GV) 1 1, o log(145) Korollar 64 (1) 1~ 3
f (:L’) = 111m A = 1m 23 — log b
h—0 T 0 z o8

Satz 66. Es sei [ C R ein offenes Intervall, £ € [ und f : I — R. Ist die Funktion f
in einem Punkt ¢ differenzierbar, so ist f im Punkt £ stetig.

Beweis. lim f(z) = lim(f(§)+ 5= (1)) = £(€)+ (im L) lim(v—¢) =
FEO+F(€)-0=f(¢)

Bemerkung. 1) Die Umkehrung von Satz 66 gilt nicht. Wir betrachten als Bsp.
die Betragsfunktion f: R — R, f(z) = |z| im Punkt £ = 0. Diese Funktion ist
in allen Punkten x # 0 differenzierbar:

Ist > 0, so ist f’(z) = 1. Fiir hinreichend kleines h ist auch  + h > 0 und
daher f(x+h) =z + h.
f(a:+h})L—f(x) — iy Tth=c

Daraus folgt lim o "
h—0 h—0 h—0

Ist x < 0, so ist f'(x) = —1. Fiir hinreichend kleines h ist auch x +h < 0 und
daher f(x +h) = —(z+h) = —x — h.

Daraus folgt lim w — iy ===k

— -1
h—0 h—0 h

==

— lim =Z=htz — |im —
h—0 h h—0

Im Punkt z = 0 ist f stetig aber nicht differenzierbar, denn

lim (O-i-h})L fO) _ lim OJF_Z*O = lim % =1 aber
h—0+ h—0+ h—0+

lim f(0+h2L—f(0) — lim _(0+h)_0 = lim 2 =-1
h—0— h—0— h—0—

2) Es gibt (schwer vorstellbare) Funktionen, die in jedem Punkt stetig, aber nir-
gends differenzierbar sind.
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Satz 67. Es sei I C R ein offenes Intervall, ¢ € I und f,g : I — R beide in &
differenzierbar. Dann gelten:

(i) f4+g:1 — Rist in & differenzierbar und (f + ¢g)' (&) = f'(§) + ¢'(§)
(i) f—g:1 — Rist in & differenzierbar und (f — g)' (&) = f'(§) — ¢'(§)

(ili) aof : I — Rist in £ differenzierbar (mit o € R) und (af)' (&) = a - f'(§)
)

(
(iv) f-g: I — Ristin ¢ differenzierbar und (f - ¢)'(&) = f'(&) - g(&§) + f(&) - ¢'(§)

(Produktregel)
(v) Ist g(§) #0, so 1st in ¢ differenzierbar und (i) &) = ! /(5)9(2)(2)55)9/(5)
(Quotlentenregel)
Bewezs.
N H0@-(0©) _ f@+e@-©+e©) _ f@) = FE)  g(z) = g(&)
(i) - - + )
T=¢ Tt S Cor=§  amt
~F(e) S(6)
F'€) + (&)
(iv) (f9)@) =98 _ flx)g(@) g(é)'g(i) _ f(x)’g(f)—f(ﬂﬁ)'9(§)+é’($)'9(€)—f(§)'9(&)
z—§ z— P
_ U@ -1€) 9@+ @)@ g _ [(@) = f(E) glx) —g&)
=€) —g'(€)

J'(€)-9(&) + £(§) - 4'()
Dabei wurde bei f(z) w—%> f(&) Satz 66 verwendet.

(iv)

(iil) (a-f)(€) = 0-f(&) +a-f(§)=a-f(§)

(i) (F = 9)(&) = (F+ (=1) - 9Y(©) "2 F(©) +(-1) - ¢(&) = [(©) = g'(€)
(v) Wir zeigen zunéchst (%)’(5) __ 9

L -9
(L 1y )9 S R
— o~ 7) @) g€ a—€ a9 g(¢)
aﬁ —9g'(€)

Dabei wurde verwendet, dass (nach Satz 66) die Funktion g bei £ stetig ist.
Daraus folgt (mit Hilfe von Satz 44), dass auch die Funktion = — T@e@ Pel
¢ stetig ist. Aus (iv) folgt nun
(LY(©) = (F-1)(6) = F(©) - 5+ F(©) - (2)(€) = F(©) - 5+ (&) - (- ;’(S%)
PO,
g

Korollar 68. (i) Es sei n € N\{0}. Die Funktion f : R — R, f(z) = 2" ist
differenzierbar und f'(z) =n-2"! Vr e R.

(ii) Es seien k,d € R und k # 0. Die lineare Funktion f: R - R, f(z) =k -z +d
ist differenzierbar und f'(x) =k Vz € R.
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(iii) Es seien ag,ay,...,a, € R (und a, # 0). Die Polynomfunktion p : R — R,

p(z) = apz™ + ap 12"+ .+ ax +ag = Y. apxt ist differenzierbar und
k=0

P(x) =naz" P+ (n—Dap_ 12" 2+ ...+ 202 +a; = Y kapa*! Vo eR.
k=1
(iv) Es sei n € N\{0}. Die Funktion f : R\{0} — R, f(z) = & = a7 ist
differenzierbar und f'(z) = ——f5 = —nz™""! Va € R\{0}

Beweis. (i) Induktion nach n. Der Fall n = 1 wurde bereits als Bsp. bewiesen.
Fir f(z) =a2' =zistja fl()=1=1-2° VreR
Ist die Behauptung fiir n € N\ {0} bereits bewiesen, so folgt fiir f(z) = 2" =
x - "™ wegen Satz 67 (iv) und der Induktionsvoraussetzung
fz)=1-2"+z-na" ' =2" +naz" = (n+1)z"

(ii) Aus Satz 67 (i) und (iii) folgt f'(z) =k-1+0=k
(i) Aus Satz 67 (i) und (iii) folgt:

pP@)=a, na" ' 4a,-n—1)- 2"+ .. +ay-2x+a-1+0
= na, 2" '+ (n — Dap_12" 2 + ... + 2a07 + a;

n
= E kagzt 1.
k=1

(iv) Aus Satz 67 (v) und (i) folgt f'(x) = O'ﬂ_xlg# = -
Bemerkung. 1) Korollar 68 (i) wurde bereits einmal in einem Bsp. direkt bewie-

se.
2) Korollar 68 (i) und (ii) sind (wichtige) Spezialfille von Korollar 68 (iii).

3) Korollar 68 (iii) und Satz 67 (v) ermdglichen es, alle rationalen Funktionen zu
differenzieren.

Beispiele. 1) Ist f: R\ {0} = R, f(z) =1, soist f'(z) = —5Va € R\ {0}.

2) Ist f:R\{—2} = R, f(z) = £=22+1 g ist

42

LT—2)\T —(z%—2z . 22 —2x+4x—4—x242r— 2% +4x—
fl(z) = (22—2)( Jr(i)+2()2 2041)-1 _ 2222 +z(1$+;1)2 +20—1 _ (:fg)z“%W eR\ {-2}

3) Ist f:R\{0} = R, f(z) = % + &5 — 3+ b, so ist

fl@)=2-(-2)+4- (-2)+0+5=-5 - 5 +5vz € R\ {0}

% oo

4) Ist f : R = R, f(z) = 2%e®, soist f'(x) = 4a3-e*+2*-e* = (21+42°)-e*V2z € R

5) Ist f: (0, +00) = R, f(z) = zlogz, soist f'(x) = 1-logz+a-1 =loga+1Vz >
0
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6) Ist f: (0,400) = R, f(x) = xlogx — z, so ist f'(x) Bop.9) logr+1—-1=
log x¥Vx > 0

7) Ist f:(0,4+00) = R, f(z) = logx , SO ist

1
fl(z) = === logz-1 _ 1_316‘;“%5 > 0

22

8) Ist f:(0,+00)\ {1} = R, f(z) = , SO ist
f’(az) _ O-l(olig;)g% _ —x.(lolgm)QVaj € (O, —|—OO) \ {1}

Satz 69. Es sei I C R ein offenes Intervall, ¢ € I und f : I — R. Dann sind
dquivalent:

(i) f ist in & differenzierbar,

(ii) es gibt ein o € R und eine Funktion r : [ — R, derart dass

fl@)=f&)+a-(x—&) +r(z)Va e I und hgég = 0.

Beweis. (i) = (ii) Es sei a := f'(§) und r : I — R sei definiert durch r(z) :=
flz) = f(&) — f'(§) - (x — &). Dann ist (aufgrund dieser Definition) f(z) =
Q)+ (&) (x =& +r(x)Ve € I und

glglgé r(z) _ 3161_2% f(@)— f(f)z—_J;'(f)'(w—f) _ 3161_%( (32 g(f) 71(6) =
lim £E=EE — f1(€) = £1(6) = /(€)= 0.

z—E€

(ii) = (i) Es ist

lim £&)= g(s llmw = lim(a + r(fg) —a—l—hm T(mg =a+0=aq,
z—€E T z—E x T—E * =&Y

d.h. f ist bei ¢ differenzierbar und f'(§) =

Bemerkung. 1) Ist die Funktion f : I — R im Punkt ¢ differenzierbar, so ist
die Tangente von f im Punkt £ durch die Funktion ¢ : I — R mit t(x) =
F&) + f'(€) - (x — &) gegeben. Offenbar ist ¢ ja eine lineare Funktion, die im
Punkt ¢ den selben Wert annimmt wie f (denn ¢(§) = f(&) + f(€) - (£ = &) =
f&) + f(€) -0 = f(&)) und die im Punkt £ die selbe Steigung hat (denn

P(x) =0+ () - 1= f(&)Va € I).
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2) Satz 69 besagt, dass sich die Funktion f an der Stelle £ sehr gut durch ihre
Tangente = — f(&) + f/(€) - (x — £) approximieren ldsst.

3) Satz 69 zeigt auch, dass die Differenzierbarkeit einer Funktion f in einem
Punkt ¢ eine wesentlich stérkere Bedingung ist als die Stetigkeit von f im
Punkt &. Ist f(z) = f(§) +a- (z — &) + r(x), so ist die Stetigkeit von f
bei ¢ zur (wesentlich schwicheren) Bedingung lin% r(x) = 0 dquivalent. Ist f

xT—r
hingegen differenzierbar bei £, muss sogar lirré ;(—fg = 0 gelten, d.h. r(z) geht
T—
fiir x — £ wesentlich schneller gegen 0 als © — &.
4) Satz 69 ist auch von grofier Bedeutung, um die Ableitung einer Funktion im

Mehrdimensionalen zu definieren (wo man nicht mehr mit Differenzenquotien-
ten arbeiten kann).

Satz 70. (Kettenregel) Es seien I, J C R zwei offene Intervalle, f: I - R, g:J —
R, f(I) € Jund £ € I. Ist f in £ differenzierbar und ¢ in f(¢) differenzierbar, so
ist auch die Verkniipfung go f : I — R in ¢ differenzierbar und es gilt (g o f)' (&) =

g'(f(&) - f'(€) = (g" o ))(&) - [(E)-
Beweis. Da g in f(&) differenzierbar ist, gibt es eine Funktion s, derart dass
9(y) = 9(F(€) + (/) - (v = f(©) + s(y) und Tim 7245 =0

Setzt man nun
o sty # £(6)
3@)_{ 0 firy = (0

so ist s(y) = 5(y) - (y — f(&)) und li?(lg) 5(y) =0, d.h. 5 ist bei f(&) stetig.
Yy—
Es folgt

g(y) = g(f() + 4 (f(&) - (y— f(&) +5) - (v— (&)
=g(f(&) + (¢'(f(&) +5() - (y— f(£))
und daher g(f(z)) — g(f(&)) = (¢'(f(§)) +5(f(z))) - (f(x) — f(&§)) und somit
(900 (@) (g01) (€) ) ) - L@@

-eD©) = (g (f(€)) + 5(f(x
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Da f bei ¢ differenzierbar ist, ist f bei & stetig. D.h. lin% f(x) = f(&) und daher
T—
lim5(f(x)) = lim 5(y) = 0. Insgesamt erhélt man

r—¢ y—f(8)
hII% (g © f)(l‘) : ég © f(£)> _ hné(g/(f(g)) + g(f(l’))) . f(l‘) : f(g)
T— T T %/—’HO x f
=)

Bemerkung. Der wesentlich einfachere ” Beweis”

g(f(w);:g(f(ﬁ)) — g(fjg:(tag:?((é)(é)) . f(wx):g(i) — J(f(&)-f©

r—E

ist leider nicht vollig korrekt, da f(x) = f(§) fir x # £ moglich ist. In diesem Fall

hatter der Bruch % die unbestimmte Form 8.

Korollar 71. (i) Es sei a € R. Die Funktion f : (0,4+00) — R, f(z) = z* ist

differenzierbar und f'(z) = a - %! Vz > 0.

(ii) Die Funktion f : (0,4+00) — R, f(z) = /z ist differenzierbar und f'(z) =

2,1/5%1: > 0.

(iii) Es sei n € N\{0,1}. Die Funktion f : (0,+00) — R, f(z) = {/ ist differen-
zierbar und f'(x) = M%Vx >0

Beweis. (i) Aus f

~—

.CL’) = % = ea.logac fOlgt f/(ﬂf) — 6oclog:r: . % — % L = Oél‘a_l

(ii) Wegen f(z) = /T = z2 folgt die Behauptung aus (i) mit a = 3
1,11 1 1

/ _ 14 _ 1 L _
flo)y =™ =3r 2 =0 =25

(iii)) Wegen f(x) = /z = T folgt die Behauptung aus (i) mit o = %:
f(x) = %fﬁ%_l =T T = n%/in—l

Bemerkung. In Korollar 71 ist also (iii) ein Spezialfall von (i) (mit o = 1) und (ii)
ein Spezialfall von (iii) (mit n = 2).

Beispiele. 1) f: R — R, f(z) = (22? + 3z). Die Ableitung f’ kann wegen
f(z) = 42* + 1223 + 922 mit Hilfe von Korollar 68(iii) berechnet werden:
f'(x) = 162° + 362% + 18a.
Es ist aber auch moglich, die Kettenregel zu verwenden:
f'(x) = 2222 +3x) - (4o +3) = 2(8x3 + 1222 + 622+ 9z) = 2(823 + 1822+ 9z) =
162 + 362% + 18z

2) f:R—=R, f(x)=va?2+2x+3 (Wegen 2> +22+3=(z+1)2+2>0Vr € R
ist der Definitionsbereich ganz R.) Hier ist (wegen Korollar 71(ii)):

F'(@) = gm0 +2) = 5
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3) f:R =R, f(z)=2%""*"7 Esist f'(z) =log2-2% 7. (8z —1).
4) f:R =R, f(x) .

log(z2+2
(Wegen 22 +2 > 2 >g(1‘v’x )6 R ist log(z* +2) > 0 Va € R und der Definitions-
bereich ist ganz R.)
Hier kann man f als Verkniipfung f = f; o fy o f3 der drei Funktionen
filz) = 22+ 2, foy) = logy und f3(z) = % auffassen und die Kettenregel

zweimal anwenden:

1 1 20
fl(z) = T (log(x2+2))2 2242 2r = T @2+2)(log(22+2))2

(Man kann natiirlich auch f = log mit g(x) = 2% +2 und h(y) = @ auffassen
und verwenden, da h/(y) = —m in Bsp. 8 oben bereits berechnet wurde.)

5) Essei f:R\{0} = R, f(2) = log|z|. Dann ist f'(z) = 1 Va € R\{0}.
1. Fall: > 0. Dann ist f(z) = logz und f/(z) = < nach Korollar 65(ii).

2. Fall: x < 0. Dann ist f(z) = log(—z) und daher (nach Korollar 65(ii) und
der Kettenregel):

f5) =L (1) =1
Satz 72. Es sei f : [a,b] — R stetig und streng monoton, £ € (a,b), f bei
differenzierbar und f'(¢) # 0. Dann ist g = f~* : f([a,b]) — [a,b] bei y = f(&)
differenzierbar und es gilt
9w =0 = 7 = Forow

Beweis. Fiir y € f([a,b]) sei z := f~1(y) = g(y). Wegen Satz 54 ist g ebenfalls

stetig, d.h. aus y — n folgt x — £. Aus

9ly)—gm) _ _a=¢ _ 1 im 9@=9() _ y; 1 _ 1
v~ Teim - reepe olgt Im TS =l e = pg

3

Beispiele. 1. Es sei n € N\{0} und f : (0,400) — (0, +00), f(z) = 2. Dann
Satz 72

ist f/(z) =na"'und g(y) = vy = ¢ (y) = nxi—l == : = —1 —

Satz 72
2. Sei f: R — (0,400), f(x) = €. Dannist f'(x) = e” und g(y) = logy =" ¢'(y)
1

1 1 _ 1
f'(z) e y

3. Sei f:(0,+00) = R, f(x) =logx. Dannist f'(z) = %und g(y) =€ =" ¢'(y)
1 _ . oy
r=x=¢ev.

1
P 1
Bemerkung. 1. Ist bekannt, dass g = f~! bei f(&) differenzierbar ist, so folgt die
Formel fiir ¢'(n) aus der Kettenregel. Aus ¢g(f(z)) =z Vzr = ¢ (f(§)-f'(§)) =
1, dh ¢'(n)f(¢) = 1. Im Beweis von Satz 72 ist die Differenzierbarkeit von g

bei n allerdings bewiesen worden.

2. In Satz 72 war f auf einem beschrénkten abgeschlossenen Intervall definiert, in
den Beispielen aber nicht. Das ist kein Problem, da man die Funktion immer
auf ein passendes Intervall [a, b] mit & € (a,b) einschrénken kann.

Ammann Judith, Boubenizek Anna, Bredl Vanessa, Emsenhuber Klaudia, Gruji¢ Dragan, Janisch Alexander,

Karner Nora, Kohlmann Sara, Lang Clara, Langschwert Mohamed, Mayer Barbara, Moser Laura



7

Bemerkung.

Statt f’(x) werden auch andere Schreibweisen fiir die Ableitung verwendet, z.B. die
von LEIBNIZ stammende £, &) 15y, L f(x). Setzt man y = f(x),z = g(y), so

dez’ dx
wird die Kettenregel zu & = % . % ynd Satz 72 zu & = L. Diese Schreibweise ist

dz — dy dx d X
sehr suggestiv, da man scheinbar wie mit Briichen rechnen kann. (Tatséchlich sind
derartige Rechnungen nicht immer korrekt.)

Def. Sei I C R ein offenes Intervall und f : I — R differenzierbar. Ist die Funktion
f' I — R in Punkt ¢ € I differenzierbar, so schreibt man f”(§) (bzw. g—ﬁ(g) in
Leibnitz’scher Notation) fiir die Ableitung von f’ an der Stelle ¢ und spricht von
der 2. Ableitung von f im Punkt &. Ist die Funktion f’: I — R differenzierbar (dh.
existiert f(§) V £ € I), so erhdlt man eine Funktion f” : I — R. Man kann nun wei-
ter so verfahren und erhilt (sofern sie existieren) Ableitungen f'(x), f"(z), f"(x), ...,
allgemein £ (x) mit n € N\ {0} (bzw. d];(j), d?;g””), dzj;(f), s dT;J;EfC) in der Leibnitz-
schen Notation).

Beispiele. 1. Sei f: R — R, f(): f(z) = 423 :>f”( ) =4
1222 = f"(z) = 12 - 27 = 24w = f¢ ():24:>f”)() 0Vn>5

2. fiR=R, flr)=e"= fM(z)=e"Vn>1

3. Esseia >0und f : R — R, f(z) = a®. Dann ist f™(z) = (loga)"-a®* V¥ n > 1.
(Induktion nach n: n = 1 wurde in Korrolar 65(i) bewiesen und fV(z) =
(f™'(z) = (loga)" - (loga) - a* = (loga)"** - a”.

4. Bssei f:(0,400) = R, f(z) = logz. Dann ist f™(z) = (1)~ =1

(Induktion nach n: n = 1 wurde in Korollar 65 (ii) bewiesen, denn :

f(a) = 1 = (“12% und fO(@) = (S (z) = (<" (=D} (n)a """ =

(_1)n+2znn_i1

Bemerkung. 1. Aus der Differenzierbarkeit einer Funktion f folgt nicht, dass ihre
Ableitung f’ wieder differenzierbar ist. Es sei z.B.

f(x):{ 22 fiir x >0

—x2 firz <0

Dann ist f'(z) = 2z Vx> 0 und f'(z) = —2x Vo < 0 und f’(0) = 0, denn

lim f(m):g(o) = lim —00 = lim =0
z—0+ T x—0+ ¥ z—0+
und

F@FO0) _ p —a-0 _ (o
mlil(r)lf z=0 xli{(r)lf z—0 mli%lﬁ( JZ) 0.

Dh f'(z) = 2|z| und f" ist im Punkt z = 0 nicht differenzierbar. (Ware f’
im Punkt 0 differenzierbar, so wire  — |z| = 3 - 2|z| im Punkt 0 differenzier-
bar, Widerspruch)
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2. Allgemein folgt aus der n-maligen Differenzierbarkeit einer Funktion nicht,
dass sie (n + 1)-mal differenzierbar ist. Es sei z.B.

g(z) = 2 fiir £ >0
—23 fiir x < 0
Dann ist ¢'(z) =322V 2 > 0,¢/(z) = —32? V 2 < 0 und ¢'(0) = 0, denn
lim 20-00) — Jiy D20 iy (442) = 0,
z—0+ z—0+ z—0+
Dh. ¢'(x) = 3f(x),V z € R (mit f wie in der vorangegangenen Bemerkung).
Dabher ist ¢’ differenzierbar und ¢”(z) = 3 - f'(z) = 3 - 2|z| = 6|z| und ¢” ist
im Punkt 2 = 0 nicht differenzierbar.

4.2 Mittelwerte und lokale Extrema

Def. Essei D C R, f: D — Rund £ € D. Man sagt, f nimmt bei £ ein lokales
Maximum an, wenn gilt, dass 30 >0 Yz e D: |z - <d = f(z) < f(§).

Man sagt, f nimmt bei £ ein lokales Minimum an, wenn gilt, dass
39>0VaezeD:|x—¢& <d= f(z)> f(&).

Man sagt, f besitzt bei £ ein lokales Extremum, wenn sich bei £ entweder ein lokales
Maximum oder ein lokales Minimum befindet.

Satz 73. Es sei I C R ein offenes Intervall, f : I — R eine Funktion, £ € [ und f
bei ¢ differenzierbar. Wenn f bei £ ein lokales Extremum besitzt, gilt f/(£) = 0.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, f besitzt bei £ ein lokales Maximum. Es sei § > 0
derart, dass f(x) < f(&) fur |z — &| <0 und x € I.
Ist 2 <& mit |z — & <dund x € I, so gilt % > 0 und daher

F(6) = lim f(@)—f(&) > 0.
T—E— z—¢

Ist > & mit \x—f\<§undx€[,sogiltL_g(§)gOunddaher

/ — 1 f(@)—f(§) < 0.
f(€) Jim Sme <0

Insgesamt muss also f'(£) = 0 gelten. Besitzt f bei £ ein lokales Minumum, so besitzt
—f bei € ein lokales Maximum. Aus dem bisher Bewiesenen folgt —f/(§) = 0 und
damit auch f'(¢) = 0.

Bemerkung. Die Umkehrung von Satz 73 gilt nicht.

Essei f: R — R, f(z) = 2%. Dann ist f/(z) = 32? und daher f'(0) = 0.

Bei 0 befindet sich aber kein lokales Extremum, da f(z) < 0 = f(0) fiir < 0 und
f(z) > 0= f(0) fir x > 0.

Satz 74. (Satz von Rolle) Es sei f : [a,b] — R stetig und f auf (a, b) differenzierbar.
Ist f(a) = £(b), 50 3€ € (a,b) : F'(€) = 0.

Beweis. Ist f auf [a,b] konstant, so gilt f/(§) =0 V& € (a,b).
Sei also f nun nicht konstant. Nach Satz 52 nimmt f auf [a,b] Minimum und Ma-
ximum an, d.h. 3 c.d € [a,b], sodass f(c) < f(x) < f(d) VY x € [a,b]. Da f nicht
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konstant ist. ist ¢ # d und f(c) < f(d). Da f(a) = f(b), muss mindestens einer der
beiden Punkte ¢,d in (a,b) liegen. Sei dieser £ (bzw. der kleinere der beiden, falls
beide in (a, b) liegen). Wegen Satz 73 folgt f'(£) = 0.

Satz 75. (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Es sei f : [a,b] — R stetig und
f auf (a,b) differenzierbar. Dann

3¢ (ab): /(&) = 1D (baw. f(0) — f(a) = f1(€) - (b—a)).

Beweis. Betrachte die Funktion ¢ : [a,b] — R, g(x) = f(z) — W(:p —a). Dann

ist g ebenfalls stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b) und es gilt
g(a) = g(b) = f(a). Nach dem Satz von Rolle (Satz 74)
3¢ € (a.):0=g(€) = f/(€) — F=L und daher f'(€) = L=

a b—a

Bemerkung. Die Satze 74 und 75 beschreiben beide einen sehr anschaulichen Sach-
verhalt:

Satz 76. (Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Es seien f, g : [a,b] — R stetig und f und g auf (a,b) differenzierbar. Dann 3 £ €

(a,b): () = £(@))9'(&) = (9() = 9(@)) £

Beweis. Die Funktion h : [a,b] — R, h(z) := f(x) (g(b) —g(a)) —g(x) <f(b) —f(a))
ist ebenfalls stetig und auf (a, b) differenzierbar und es gilt
h(a) = h(b) = f(a)g(b) — g(a)f(b). Nach dem Satz von Rolle (Satz 74)

€€ (a,0):0=H(E) = (&)(9() — 9(0) = 9(&) () = fl@).

Bemerkung. Setzt man in Satz 76 g(x) = x, so erhdlt man f(b)— f(a) = f(£)-(b—a).
D.h. der Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Satz 75) ist (wie der Name sagt)
ein Spezialfall des Verallgemeinerten Mittelwertsatzes der Differentialrechnung (Satz
76). Man konnte also auch Satz 75 beweisen und Satz 76 als Korollar folgern.

Satz 77. Es sei f : [a,b] — R stetig und f auf (a,b) differenzierbar. Gilt
f(x)=0 Yuze(ab),soist f(x)= f(a) ¥z € la,b],dh. f ist konstant.
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Beweis. Es sei x € (a,b]. Dann ist f auf dem Intervall [a, x] stetig und auf (a,x)
differenzierbar. Aus Satz 75 folgt: 3 € € (a,z) : W = f'(§) = 0, woraus man
sofort f(x) = f(a) erhilt.

Satz 78. Es sei f : [a,b] — R stetig und f auf (a,b) differenzierbar. Dann gelten:

(i) f ist auf [a,b] monoton wachsend < f'(z) >0 Vz € (a,b),

(ii) f ist auf [a,b] streng monoton wachsend < f'(z) > 0 V z € (a,b) und es
gibt kein (nichtleeres) Intervall (¢, d) C (a,b) sodass f'(x) =0 V z € (¢, d),

(iii) Wenn f'(z) >0 V x € (a,b) dann ist f auf (a,b) streng monoton wachsend.

Beweis. (i) (=) Es sei x € (a,b). Ist y € [a,b] \ {z}, so gilt % > 0 und
daher f'(z) = lim {42=1® > ¢
Yy—x

y—x
(<) Es seien z,y € [a,b] und = < y. Nach Satz 75
FE € (a,y) : LI = 1(6) > 0 und daber f(y) > f(x).

p—=
(ii) (=) Wegen (i) gilt f'(z) >0 Vz € (a,b). Wiirde es ein nichtleeres Teilintervall
(¢,d) C (a,b) geben, sodass f'(x) =0 V x € (¢, d), so wére f nach Satz 77
auf [c, d] konstant und daher nicht streng monoton wachsend.
(<) Wegen (i) ist f monoton wachsend. Angenommen, f wére nicht streng
monoton wachsend. Dann wiirden 3 ¢, d € [a, b] sodass ¢ # d und f(c) = f(d).
Folglich wire f auf [c, d] konstant und f'(z) =0 VY z € (¢,d).

(iii) Folgt sofort aus (ii).

Bemerkung. Die Umkehrung von Satz 78 (iii) gilt nicht. Es sei z.B.
f:]-1,1] = R, f(x) =23 Dann ist f/(z) = 3z% Die Funktion f ist streng mono-
ton wachsend, obwohl f’(0) = 0.

Korollar 79. Es sei f : [a,b] — R stetig und f auf (a,b) differenzierbar. Dann
gelten:

(i) f ist auf [a,b] monoton fallend < f'(x) <0 Vx € (a,b),

(i) f ist auf [a, b] streng monoton fallend < f'(z) <0 V z € (a,b) und es gibt
kein (nichtleeres) Intervall (¢, d) C (a,b) sodass f'(x) =0 VY z € (¢,d),

(iii) Wenn f'(z) <0 Vaz € a,b dann ist f auf (a,b) streng monoton fallend.

Beweis. Wende Satz 78 auf die Funtktion —f : [a,b] — R an.
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Beispiele. 1) Es sei a > 0. Die Exponentialfunktion f : R — R, f(x) = a”
ist streng monoton wachsend, wenn a > 1 und streng monoton fallend wenn,
0 < a < 1. Das wurde bereits in Satz 36 bewiesen. Es folgt aber auch aus Satz
78(iii) bzw. Korollar 79(iii). Nach Satz 39(vii) ist loga < 0 wenn 0 < a < 1
und loga > 0 wenn a > 1. Nach Korollar 65(i) ist
Fl(a) =loga-a® { >0 VzeR fallsa>1

<0 VzeR falls0<a<1

2) Es sei b > 1 Die Logarithmusfunktion f : (0,400) — R, f(z) = ,logz ist
streng monoton wachsend. Das wurde bereits in Satz 39(vi) bewiesen, es folgt
aber auch aus Satz 78(iii). Nach Satz 39(vii) ist log b > 0. Nach Korollar 65(ii)
ist f(x) ==~ >0 Vaz>0.

~ logbx

3) Es sei @ € R. Die Potenzfunktion f : (0,400) — R, f(z) = z* ist streng
monoton wachsend, wenn o > 0 und streng monoton fallend wenn a < 0. Das
wurde bereits im Satz 35 bewiesen, es folgt aber auch aus Satz 78(iii) bzw.
Korollar 79(iii). Nach Korollar 71(i) ist
() :aa:a_l{ >0 V>0 fallsa >0,

<0 Vz>0 fallsa<0

4) Es sei n € N\ {0} ungerade. Die Funktion f : R — R, f(z) = 2™ ist streng
monoton wachsend. Nach Korollar 68(i) ist
F(z) = nan-1 >0 f?r z € R\ {0} (da x # 0 und n — 1 gerade ist),

=0 firz=0

Die Behauptung folgt nun aus Satz 78(ii).

5) Essei n € N\ {0} gerade. Die Funktion f: R — R, f(x) = 2™ ist streng mo-
noton fallend auf (—oo,0) und streng monoton wachsend auf (0, +o00). Nach
Korollar 68(i) ist
F(z) = nzn-1 { <0 firz<0

S0 fire>0 (da n — 1 ungerade ist).

6) Es sei f: R\ {0} - R, f(z) = 2. Dann ist f streng monoton fallend auf
(—00,0) und f ist streng monoton fallend auf (0,4o00). Beides folgt daraus,
dass f'(z) = =% <0 V€ R\ {0}. Beachte, dass daraus aber nicht folgt,
dass f(z) > f(y), wenn = < 0 < y, da 0 nicht im Definitionsbereich liegt.

Tatséchlich ist ja z.B. f(—1) = —1 < 1 = f(1) oder allgemein f(z) < 0 < f(y)
firz<0<y.
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7) Essei f: R — R, f(z) = 22° — 32% — 36z + 4. Dann ist
f'(x) = 622 — 62 — 36 = 6(z* —x — 6) = 6(z — 3)(z + 2). Folglich ist f
streng monoton wachsend auf (—oo, —2) und (3,+o0) (da f'(z) >0 Vaz €
(—00, —2) U (3, +00)) und f ist streng monoton fallend auf (-2, 3)
(da f'(x) <0 Vaze(-2,3)).

8) Essei f: (0,400) — R, f(z)="%%. Wir haben weiter oben berechnet, dass
fl(zx) = 17;# YV z > 0. Da die Logarithmusfunktion streng monoton wachst,
ist logz < loge =1 fir x < e. D.h. f/(x) >0 V z € (0,e) und f ist streng
monoton wachsend auf (0, e). Ebenso ist logz > loge = 1 fiir > e. Daher ist
fl(x) <0 Vaze€ (e +o00) und f ist streng monoton fallend auf (e, +00).

Def. Essei D C R, f: D — Rund £ € D. Man sagt, f nimmt bei £ ein striktes
lokales Maximum (bzw. striktes lokales Minimum) an, wenn gilt, dass

36>0 VeeD:0<|z—¢ <d= f(z) < f(§)

(bzw. 30 >0 VaeeD:0<|zx—¢& <0 = f(x)> f()).

Satz 80. Es sei f : [a,b] — R stetig, ¢ € (a,b) und f auf (a,b) \ {c} differenzierbar.
Wenn f'(z) >0 Vaz € (a,c)und f'(z) <0 Vz € (cb), besitzt f bei c ein striktes
lokales Maximum.

Beweis. Anwenden von Satz 78(iii) auf [a, c] ergibt, dass f auf [a, ¢] streng monoton
wichst, d.h. f(z) < f(¢) V x € [a,c). Anwenden von Korollar 79(iii) auf [c, b]
ergibt, dass f auf [c, b] streng monton fillt, d.h. f(c) > f(z) Vx € (c,b].

Korollar 81. Es sei f : [a,b] — R stetig, ¢ € (a,b) und f auf (a,b) \ {c} differen-
zierbar. Wenn f'(z) <0 Vz € (a,¢) und f'(x) >0 V x € (¢,b), besitzt f bei ¢
ein striktes lokales Minimum.
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Beweis. Wende Satz 80 auf —f : [a,b] — R an.

Beispiele. 1) Essei f:[-1,1] - R, f(z) = 2% Dann ist f stetig auf [—1,1]
und f'(z) = 2¢ VYV ax € (=1,1). Dh. f'(z) < 0 V2 € (—=1,0) und
f'(x) >0 Vx e (0,1). Aus Korollar 81 folgt, dass f bei 0 ein striktes loka-
les Minimum besitzt. (Das ist natiirlich offensichtlich, da 2* > 0 V x € R\{0}.)

2) Essei f:[-1,1] = R, f(z) = 2* Dann ist f stetig auf [—1,1] und
f'(x) =42 Vz € (-1,1).D.h. f'(z) <0 Vz € (-1,0)und f'(z) >0 Vz €
(0,1). Aus Korollar 81 folgt, dass f bei 0 ein striktes lokales Minimum besitzt.
(Auch das ist offensichtlich, da z* >0 Vz e R\ {0}.)

3) Essei f:[-1,1] = R, f(z) = |z|. Dann ist f stetig auf [—1, 1],
fllx)==1<0 Vxze(-1,0)und f'(x)=1>0 Vz e (0,1). (Auch das ist
offentsichtlich, da [z| >0 V2 € R\ {0}.)

Bemerkung. Beachte, dass in Satz 80 bzw. Korollar 81 nicht vorausgesetzt wird, dass
f in ¢ differenzierbar ist. Man kann daher mit Hilfe von Satz 80 bzw. Korollar 81 lo-
kale Extrema in Punkten finden, in denen f nicht differenzierbar ist (wie in Beispiel
3) oben). Aber auch bei zweimal differenzierbaren Funktionen ist es oft einfacher
Satz 80 bzw. Korollar 81 anzuwenden, als das Vorzeichen von f”(c¢) zu untersuchen.

Korollar 82. Es sei I C R ein offenes Intervall, £ € [ und f : I — R zweimal
differenzierbar.

(i) Ist f/(£) =0 und f"(£) < 0, so besitzt f bei £ ein striktes lokales Maximum
(i) Ist f/(¢) = 0und f"(£) > 0, so besitzt f bei  ein striktes lokales Minimum.

Beweis. (i) Aus f”(¢) = lim M = lim £ < 0 folgt:

T—E x—>§m_§
36>0:0<p—¢l <o, vel = LELE - LW < Daher ist f/(z) >

fir0 < —o <9, x €l (dh fir £ - 5<x<£ z € I)und f'(z )<Ofur
O<z—¢<6, xel(dh & <x<{+dz e l) Die Behauptung folgt aus
Satz 80.

(ii) Betrachte die Funktion —f : I — R. Da —f/(§) = 0 und —f"(§) < 0, besitzt
—f nach (i) bei £ ein striktes lokales Maximum. Daher besitzt f bei £ ein
striktes lokales Minimum.

Bemerkung. 1) Korollar 82 wird in vielen Extremwertaufgaben verwendet. Sind
lokale Extrema der zweimal differenzierbaren Funktion f : I — R gesucht, so
sucht man zunéchst die ”kritischen Punkte” £ € I (d.h. jene Punkte £ € I, die
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f'(&) = 0 erfiillen). Danach entscheidet man mit Hilfe der zweiten Ableitung,
ob in den kritischen Punkten ein lokales Minimum oder Maximum vorliegt.

Die Umkehrung von Korollar 82(i) bzw. (ii) gilt nicht. Z.B. besitzt die Funk-
tion f(z) = 2* im Punkt 0 ein lokales Minimum. (Das ist trivial, wir haben es
oben aber auch mit Hilfe von Korollar 81 bewiesen.) Nun gilt aber f’(z) = 423
und f”(x) = 12z Nun ist f'(0) = f”(0) = 0 und Korollar 82 daher nicht an-
wendbar. Man konnte sagen, Korollar 82 7 sei zu schwach, um das Minimum
zu erkennen”. Tatsdchlich gibt es stérkere Versionen von Korollar 82, mit de-
ren Hilfe man iiberpriifen kann, dass f(z) = z* bei 0 ein lokales Minimum
besitzt.

Beispiele. 1) Essei f: R — R, f(x) =2% Dann ist f/(x) =2r V2 € R und

f"(z) =2 Va2 eR Da f'(x) =2x =0 nur fir z = 0, ist x = 0 der einzige
kritische Punkt. Wegen f”(0) = 2 > 0 besitzt f bei 0 ein striktes lokales Mi-
nimum (was aber offensichtlich ist).

Essei f: R = R, f(z) = 22° — 32% — 362 + 4. Wir haben oben bereits
f'(x) = 6(x — 3)(x + 2) berechnet. Aus Satz 80 bzw. Korollar 81 folgt be-
reits, dass f bei —2 ein striktes lokales Maximum und bei 3 ein striktes lokales
Minimum besitzt. Wir iiberpriifen das nochmals mit Hilfe von Korollar 82.
Es ist f/(x) = 6(2®> — 2z — 6) und daher f”(z) = 6(2x — 1). Die kritischen
Punkte sind in diesem Fall —2 und 3. Wegen f”(—=2) =6-(-5) = =30 < 0
und f”(3) = 6-5 = 30 > 0 folgt nochmals, dass f bei —2 ein striktes lokales
Maximum und bei 3 ein striktes lokales Minimum besitzt.

Essei f:(0,400) = R, f(z) = 10%. Wir haben oben bereits f'(z) = 1_;#
berechnet. Aus Satz 80 folgt bereits, dass f bei e ein striktes lokales Maxi-
mum besitzt. Wir {iberpriifen das nochmals mit Hilfe von Korollar 82. Wegen

f(x) =0 < logz =1 < = = e ist der einzige kritische Punkt bei e. Es ist

1 2
" _ —rx?—(l1-logz)2x  —z—2z(l—logz)  —1-2(1—logz) _ 2logz—3
nun f’(x) = T = o = po =3
Wegen f”(e) = 252 = —% < 0 besitzt f bei e ein striktes lokales Maximum.

Beispiele. fiir Extremwertaufgaben:

1)

Aus einem quadratischen Blech mit Seitenlinge a werden an den Ecken Qua-
drate weggeschnitten. Aus dem Rest wird eine (quaderférmige) Schachtel (ohne
Deckel) gebildet. Fiir welche Seitenlédnge der ausgeschnittenen Quadrate ent-
steht eine Schachtel mit maximalem Volumen?
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e

Gesucht ist das Maximum der folgenden Funkion:

V0,8 =R, V(z) = (a—2z)°r = (42* — daz + o*)z = 42° — dax + o’x.

Es ist nicht sinnvoll, die Funktion fiir z > § zu betrachten, da man dann mehr
Blech wegschneiden wiirde als vorhanden ist. Darum ist V' nur auf dem Inter-
vall [0, §] definiert.

Man muss bei Extremwertaufgaben auch immer die Moglichkeit beriicksichtigen,
dass das Extremum am Rand des Definitionsbereichs angenommen wird. Im
vorliegenden Beispiel ist das wegen V(0) = V(§) = 0 aber sicher nicht der
Fall.

Die Ableitung von V ist V’(z) = 122% — 8ax + a*. Die Nullstellen von V' (d.h.

8a++v64a2—48a? __ 8atV16a? __ Satda __ 2aza
24 - 24 - 24 - 6

die kritischen Punkte) sind x5 =
D.h.zy = § und 25 = 3.
Man hétte bei der Berechnung der Ableitung V' und ihren Nullstellen auch
von der Formel V(z) = (a — 2x)*z ausgehen kiénnen und die Produktregel
anwenden koénnen:

V'(z) = 2(a—22)-(=2)z+(a—22)? = (a—22)(—4x+a—21) = (a—2z)(a—6x)
Der Vorteil ist, dass man die Nullstellen z; = § und xy = § sofort ablesen kann.
Auflerdem erkennt man, dass die Funktion auf dem Intervall [0, ¢ streng mo-

noton wichst und auf dem Intervall [, §] streng monoton féllt. Die Funktion
V' nimmt ihr Maximum auf dem Intervall [0, §] daher bei 2 = & an (wegen
Satz 80).

Man kann das auch mittels Korollar 82 beweisen. Es ist V" (z) = 242 — 8a =
8(3z —a). Also ist V(%) =8-(—%5) = —4a <0 und V"(5) =8 = 4a > 0.

Man sieht wieder, dass V' bei & ein Maximum annimmt (und bei § ein Mini-

mum). Man erhélt V(%) = (%)2 g = 22%3

2) Aus einem Baumstamm mit kriesférmigen Querschnitt mit Durchmesser d soll
ein Balken mit rechteckigen Querschnitt (und Breite b und Hohe h) ausgesigt
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werden. Der Balken soll dabei so ausgesigt werden, dass er moglichst tragfahig
ist. Die Statik lehrt, dass zu diesem Zweck b - h? moglichst grof8 sein soll. Wie
miissen die Abmessungen des Balkens gewéhlt werden?

--!:'.

Da b? + h? = d? ist h? = d* — b? und gesucht ist das Maximum der Funkti-
on f:[0,d = R, f(b) = b(d® —1?) = & — b Es ist f/(b) = d® — 3b° =
(d — \/3b)(d + v/3b) und f”(b) = —6b. Man sieht, dass f'(b) = 0 genau dann,

wenn b € {\%, —\%}. Bei b = \% nimmt die Funktion f ein Maximum an. Das
folgt aus Korollar 82, da f”(\%) = —3—% < 0. Es folgt aber auch aus Satz 80,

da f auf dem Intervall [0, \%] streng monoton wichst und auf dem Intervall

[%, d] streng monoton fallt.

Man erhalt also b = 4 (= h? = 2 = h = /3d = ¥}d) und als maximalen
Funktionswert (%) = d? - % — 22 = L(1 = D)d® = 2=d® = 234,

Def. Es sei I C R ein offenes Intervall und f : I — R differenzierbar. Wir sagen,

- f ist konvex auf I, wenn f’ auf I monoton wéchst,
- f ist streng konvex auf I, wenn f’ auf I streng monoton wichst,
- f ist konkav auf I, wenn f’ auf I monoton fillt,

- f ist streng konkav auf I, wenn f’ auf I streng monoton fillt.
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Bemerkung. Es gibt allgemeinere (und bessere) Definitionen der Begriffe (streng)
konvex und (streng) konkav, die auch fiir nicht differenzierbare Funktionen verwen-
det werden konnen.

Korollar 83. Es sei I C R ein offenes Intervall und f : I — R zweimal differenzier-
bar. Dann gelten:

f ist konvex auf I < f"(x) >0 Vazel,

(i

) f
(ii) Ist f"(x) >0 VY az €I, soist f auf I streng konvex,
(iii) f ist konkav auf I < f"(x) <0 Vzel,

)

(iv) Ist f"(z) <0 VY az € l,soist f auf I streng konkav.

~ ” Satz 78(ii
Beweis. (i) f ist konvex auf I < f’ wichst monoton auf [ AL L

ff(x) >0 VYzel

Satz 78 (111

(i) f"(x) >0 Vaxel ) f' wéchst streng monoton auf I = f ist streng

konvex auf [

(iii) f ist konkav auf I < f’ fillt monoton auf / Kop 10 f”( ) <0 Vael

Kor 79(iii)

(vi) f"(z) <0 Vaxel

konkav auf I.

f' fallt streng monoton auf I = f ist streng

Beispiele. 1) Esseia € (0,+00) \ {1}. Die Exponentialfunktion f: R — R,
f(x) = a” ist streng konvex auf R, da f”(z) = (loga)?-a® >0 Vz € R.
Insbesondere ist die Exponentialfunktion f: R — R, f(z) = e* auf R streng
konvex.

2) Es sei b > 1. Die Logarithmusfunktion f : (0,400) — R, f(x) = ,logz ist
streng konkav auf (0,+00), denn f'(x) = 5= V2 > 0 und daher
f(x) = bgmg <0 Vz>0.

3) Essei a € R\ {0}. Wir betrachten die Potenzfunktion f : (0, +o00) — R,
f(x) = 2% Aus f'(x) = az® ' und f"(x) = a(a — 1)x*~? und Korollar 83(ii)
bzw. (iv) folgt: Die Potenzfunktion f ist streng konvex auf (0,+00), wenn
a < 0 oder a > 1 und streng konkav auf (0, +00) wenn 0 < a < 1.
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4) Die Funktion f : R — R, f(x) = z? ist streng konvex auf R, da ihre Ableitung
f'(x) = 2z streng monoton wichst (bzw. f’(x) =2>0 Vzx €R).

5) Die Funktion f : R — R, f(z) = 2% ist streng konkav auf (—oco,0) und
streng konvex auf (0, +00), da ihre Ableitung f’(z) = 322 auf (—o0, 0) streng
monoton fillt bzw. auf (0, +00) streng monoton wichst (bzw. f”(x) = 6z <
0 Vz<Ound f"(x)=62>0 Vax>0).

6) Die Funktion f : R\ {0} = R, f(z) = 2 ist streng konkav auf (—oo,0) und
streng konvex auf (0, +00). Aus f/(z) = —=% Vz € R\ {0} folgt f"(z) = 2
Daher ist f"(z) =% <0 Vo <Ound f'(z)=2%>0 Va>0.

3

Bemerkung. Man kann Bsp. 1) verwenden, um sich den Unterschied zwischen kon-
vex und konkav zu merken: Die Expontentialfunktion ist konvex.

Korollar 84. Es sei I C R ein offenes Intervall und f : I — R differenzierbar.

(i) Ist f konvex auf I, soist f(z) > f(a)+ f'(a) - (x —a) Va,z €,
(ii) Ist f streng konvex auf I, so ist f(z) > f(a) + f'(a) - (x —a) V a,x € I mit
x # a,
(iii) Ist f konkav auf I, so ist f(z) < f(a) + f'(a)- (x —a) Va,z €1,
(iv) Ist f streng konkav auf I, so ist f(z) < f(a) + f'(a) - (x —a) VY a,z € I mit
x # a.
Beweis. (i) Esseien x,a € I. Ist  # a, so gibt es nach Satz 75 ein £ € I zwischen
z und a, derart, dass f(x) = f(a)+ f'(§) - (z —a) > f(a) + f'(a) - (x — a)

(Ist x < a, so ist f'(&) < f'(a) und x —a < 0. Ist x > a, so ist /() > f'(a)
und x — a > 0. In beiden Fallen ist f'(§) - (z —a) > f'(a) - (x — a).)
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(ii)) Es seien z,a € I und = # a. Wie im Beweis von (i) gibt es ein £ zwischen z
und a, derart, dass f(z) = f(a) + f'(§) - (x —a) > f(a) + f'(a) - (x — a)
(Ist x < a, so ist f/(§) < f'(a) und x —a < 0. Ist x > a, so ist f'(§) > f'(a)
und  —a > 0. In beiden Fallen f'(§) - (z —a) > f'(a) - (x — a).)

(iii) und (iv) Analog oder durch Anwenden von (i) und (ii) auf —f : I — R. (Ist f’ (streng)
monoton wachsend (bzw. fallend), so ist —f (streng) monoton fallend (bzw.
wachsend).)

Bemerkung. Korollar 84 bringt zum Ausdruck, dass bei einer konvexen (bzw. konka-
ven) Funktion, die Tangenten stets unterhalb (bzw. oberhalb) des Funktionsgraphen
liegen.

Beispiele. 1) ¢* >x+1 Ve R\ {0}. (Die Funktion f: R — R, f(z) = ¢€”
ist streng konvex auf R, da f”(z) =¢e* >0 V x € R. Aus Korollar 84(ii) folgt
e = f(z) > f0)+ f(0)(x—0)=1+2 VzeR\{0})

~ —~—~
=1 =1

2) (I+x)*>1+nx VYneN\{0,1} Vaze (-1,+00)\ {0} (Bernoullische
Ungleichung). Ist f(x) = (1 + 2)", so ist f"(x) =n(n—1)(1 +2)"2 > 0 fir
n>2und z > —1, d.h. f ist streng konvex auf dem Intervall (—1,+00). Aus
Korollar 84(ii) folgt (1 4+ x)* = f(z) > f(0)+ f'(0)-(x —0)=1+nzx Vuze€

= 7
(1, 400) \ {0}.

4.3 Die Regel von de I’Hospital
Satz 85. Es seien f,g : (a,b) — R differenzierbar, ¢'(x) # 0 V x € (a,b) und

xliréh f(z) = xlirglJr g(x) = 0. Existiert xlirgi @ = @, so existiert auch IILILI# S und
lim+ % = «. Dabei ist aufler o € R auch a = 00 zuléssig.
r—a

Beweis. Setze f(a) = g(a) = 0. Dann sind f und g auf [a,b) stetig und auf (a,b)
differenzierbar. Ist x € (a,b), so sind f und g auf [a, z] stetig und auf (a, z) differen-
zierbar. Nach Satz 76 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
S€e (@) @) (€) = () — F@)d(€) = (gz) — (@) F(E) = g(x) F©).
Nach Voraussetzung ist dabei ¢'(£) # 0. Es muss aber auch g(z) # 0 gelten, denn
sonst wére g(z) = ¢g(a) = 0 und nach dem Satz von Rolle (Satz 74) wiirde ein
n € (a,x) mit der Eigenschaft ¢'(n) = 0 existieren, ein Widerspruch.

Daher ist 22 = £ Wenn nun 2 —» a+, so gilt auch £ — a+ (daa <& < x)und

U@ T 9
daher L& — o | woraus {8 — o folgt.
9'(€) zat 9(@) 2y
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Bemerkung. Vollig anaolog zeigt man: Sind f, g : (a,b) — R differenzierbar,
J(x)#0 Yae(ab), lim flz) = lim g(z) = 0 und existiert lim 5% so exis-

z—b— 9'(@)’
tiert auch lim £%) und hm f@) _ hm ﬂ
z—b— 9(x) z—b— 9 9(z) z—b— g'(z)

Aus Satz 85 und der analogen Aussage fiir linksseitige Grenzwerte ergibt sich auch
einen analoge Aussage fiir beidseitige Grenzwerte.

Beispiele. 1) Fiirn € NU{0} und z € R\ {1} gilt 1+ z+2*+...4+2" = % Aus
der Stetigkeit von Polynomfunktionen folgt sofort lirr%(l +r+a?+.+a") =
z—

n+1. Da lirri(x”Jr1 -1) = lin}(a: —1) = 0, kann man dises Ergebnis auch durch
z—> z—>
Anwenden der Regel von de I’'Hospital auf lin% % erhalten:
T—r

lim%:hn%%—hm(n—f-l) =n+1.
z—>

2) Bei vielen Berechnungen von Grenzwerten wird die Regel von de 1'Hospital
mehrmals angewandt. Wichtig dabei ist, dass man nicht vergisst, vor jeder An-
wendung zu iiberpriifen, dass die dafiir notigen Voraussetzungen erfiillt sind.
In der Rechnung

llm 21_1_6 2x —9 1 llm 282w_2€72w _ ]_lm 621 —2x 2_ 11 2621'_’_26721' _
z—0 z? z—0 2z z—0 z z—0 1
= hrr(1)(2 e* +2e7%) =4
T—r
wurde die Regel von de I’'Hospital bei 1. und 2. angewandt. Das war bei 1.
moglich, weil 11II(1)(62I —eT® —2) = hH(l) 2?2 = 0 und es war bei 2. moglich, weil
T T—
lin%(eh —2e7%) = lim 7 = 0 ist. D.h. die doppelte Anwendung der Regel von
T— T—>
de 'Hospital war nur moglich, weil zweimal die unbestimmte Form % auftrat.

Korollar 86. Es seien f,g : (a,+00) — R differenzierbar, ¢’(z) # 0 V z €

a,+00) und lim f(x) = lim g¢g(x) = 0. Existiert lim ! ,l(x) =: @, So exisitiert
T—400 T—r400 T—>+00
auch lir+n % und hIJP % = «. Dabei sind aufler o € R auch a = F00 zuléssig.
T—>+00 T—>+00

Beweis. O.B.d.A. sei a > 0. Es sei f : (0, 1) >R, f(t) = f(3) und
g:(0,3) = R, g(t) := g(3). Aus lim I = 4oo folgt lim f(t) = lim f(3) =
¢ =0+ =0+

S0+t
xgrfmf(x) = 0 und analog lim §(t) = 0.
Weiters ist Jt)=49(1)=—-Lg(3)#0 Vte(0,1) und analog
F'@t)=—%1'(3) 1V t 16 (0, E>' Daraus folgt
IO iy —20@) oy T @) _
Jim 5 = Hm —rom = oy I T Jm e = o
Wegen Satz 85 exisitert lim 5@ ynd lim {9 = tim £ — . Daraus erhilt man
—0+ ¢ ®) 10+ 9@ o+ 9'(0)
lim £& — lim Q = lim J(t) = q.
ato0 )  yoq 9() o4 9

Bemerkung. Vollig analog zeigt man: Sind f,g : (—o00,a) — R differenzierbar,
g(x)#0 Ve (—oo,a), lim f(r)= lim g(xr)=0 und existiert lim 5(? SO
T——00 T——00

w——o00 (@)’
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g E$) und hm —i) = lim

existiert auch lim
r—r—00

Satz 87. Es seien f,g : (a,b) — R differenzierbar, ¢’(z) # 0 V z € (a,b) und

lgglJr f(z) = xlggr g(z) = 4o0. Existiert mlggr 7y = @, so existiert auch xlirgr Ieo)
und lim+ % = . Dabei sind a € R und o = 400 zuléssig.
Tr—a

Beweis. (Beweisskizze) Es sei zunéchst o € R. Es sei ¢ € (a,b). Ist « hinreichend
nache bei a, so gelten f(x) — f(c) > 0, g(x) —g(c) > 0, f(x) > 0, und g(z) > 0
und in der Gleichung (xg = j; Eg:g ((s)) . f(x’;(f}(c) : g(xg)(; ‘;(C) sind im Ausdruck auf der

rechten Seite alle Zahler und Nenner positiv. Nun ist

IC Y (0RO B I ECC I (. B G T Y

9(x) g9(x) — g(c) J@) = [fle)  g(z) J@) = fle)  g(z)
N e’ - g - -
_fl© — 1 — 1 — 1 — 1
q'(&) ~ _
A TV 4 — 0
— 0

Dabei ist £ € (z,¢) C (a,c). Wahlt man ¢ hinreichend nahe bei a, so ist (fiir ein

e > 0 beliebig fest gewihlt) 523:5((3 5:8

- a‘ = ‘ < ¢ (bzw. ein passender

Bruchteil von ¢)

Wiéhlt man ein solches ¢ von Anfang an, so kann man }% — a‘ < ¢ erreichen.

Es sei nun a = 400, d.h. lim+ ;f/’((xg = +o00. Dann ist f'(z) # 0 fir « hinreichend
Tr—a
g'(x) 9(

nahe bei a und Ilirgi o) = Ilirggr f,((x) = 0, woraus xlgg% = 0 folgt. Wegen
lim f(x) = lim+g( x) = +oo ist f(z) > 0 und g(x) > 0 fiir x hinreichend nahe bei
T—a+ r—a
a und daher lim £& = lim 1) = 400

T—a+ g( ) T—a+ (z)

Bemerkung. 1) Es gelten wieder zu Satz 87 analoge Aussagen fiir Grenzwer-
te der Gestalt lim £2. lim % und lim %, wenn diese von der un-

z—b— g(z)’ T—+00 (z) T——00
bestimmten Form 22 sind (d.h. wenn hm flz) = lir? g(x) = 400 bzw.
o

lim f(r) = lim g(z) = +oo baw. grjl f( )= lim g(z) = +o0.)

T—+00

2) Die in Satz 85, Korollar 86 und Satz 87, sowie den Bemerkungen danach be-
schriebenen Aussagen werden alle als ”Regel von de I’Hospital” bezeichnet.

Korollar 88. (i) Essei a, > 0. Dann ist lim ;Ti =0,

T—+00

(ii) Es sei p: R — R eine Polynomfonktion und a > 0. Dann ist lim 2% =0,

ECXZL‘
T—r+00

(iii) Es sei @ > 0. Dann ist lim %82 =
z—4o00 T

(iv) Es sei @ > 0. Dann ist lim z*logz =0,
z—0+
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(V) xli%haj =1

Beweis. (i) Bezeichnet f(z) = zf und g(x) = e, so ist

fl@) 2% fi(x) _pat fx) _ BB—12"? f(x) _ BB-1)(B—2)2"?

g(x) o ear’ g’(l’) o aeor ’ gl/(x) a2eor ’ g///(x) adecT
Allgemein ist (was man auch leicht mit Induktion tiberpriift)

@) BB=1) (B—nt Dt

g(n) (l’) aneoT

Ist 5> n,sogilt lim f™(z)= lim B(B—1)--- (8 —n+1)2 " = +o0.
T—400 T——+00

(Das folgt aus Bsp. 1) am Ende von Abschnitt 3.7 und einem Analogon zu

Satz 61(ii).)

Auflerdem ist liril a"e* = 4o00. (Das folgt aus Bsp. 2) am Ende von Ab-
T—r+00

schnitt 3.7 und einem Analogon zu Satz 61(iii).) Wir wenden die Regel von de

I” Hospital nun n-mal an, solange bis § < n. Dann ist ]gc((:;(x) — BB (f-n+1)

((E) anznfﬁeaz 9

wobei n — 3 > 0. Nun ist li:ril 2" P = 400 (falls 8 < n) bzw. 2% =1 (falls

T—r+00
B =mn)und lim e* = 4oo. Falls 8 < n folgt lim a"z’ " = 400 aus
T—+00 T—+00
analogen Aussagen zu Satz 61(iv) und (iii).
Ist B3 = n, so ist lim a2’ "e*® = lim a"e* = +oo. In beiden Fillen
T—-+00 Tr—r—+00
erhilt man (fiir das kleinste n € N'\ {0} mit 8 < n)
B —1)--- (8= 1
lm L g 20D B ond )
z—+o0 X T—00 anyn—Beox

(i) Es sei p(z) = a,2" + ap_12" ' + ... + a1 + ap mit a, # 0. Dann ist

n n & n a,kl'k
lim i(fx) = lim ea% S apa® = lim 4T = lim =0.
T—+00 —+00 k=0 T—+00 1. =0 X —too e
=0
(iii) Es ist lim logz = lim 2® = 400 (wegen Bsp 1) bzw. 3) am Ende von
T—r+00 T—+00
Abschnitt 3.7) und daher (da lim az® = +o0)
T—r+00
log x 1 1
lim 2% = fim —Z— = lim = 0.
r—+o0 ¢ z—4oo ! x—+oo0 I

(iv) Da lim z* =0 und lim logz = —oo (Bsp 4.) von Satz 61 in Abschnitt 3.7)
z—0+4+ z—0+

handelt es sich hier um die unbestimmte Form 0-(—o0) und man kann die Re-
gel von de I’'Hospital nicht direkt anwenden. Dies ist allerdings moglich, wenn
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«

man verwendet, dass x* = x%a und lim z™® = 4-00. Dann erhilt man

z—0+
1
. log = _ =
lim z%logx = lim = lim —&— =
z—0+ =0+ r—¢ -0+ —ar—e1
1 xa—&-l
lim (—— ) = lim (——:EO‘) =
z—0-+ a T z—0-+ (6%
. . - 1 _ . .
Dass die unbestimmte Form bei hI(I)l = von der Gestalt =22 ist (und nicht
x—0+
%) ist kein Problem. Man kann z.B. argumentieren, dass
lim 2*logz = — lim =% Der Grenzwert lim —°2 hat dann die unbe-
z—0+ z—04+ £ z—0+ T
stimmte Form % und eine zur obigen Rechnung analoge zeigt
lim =% — lim (lxa) =0.
xz—0+ T x—0+ &

(v) Wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion ist

. . lim zlogz Bsp.4)
lim 2% = lim %1987 = ga—0+ = =1.
x—0+ x—0+

4.4 Der Satz von Taylor

Satz 89. Es sei I C R ein offenes Intervall, @ € I und f : I — R sei n-mal diffe-
renzierbar in a. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Polynomfunktion p: R — R
mit grad p < n, die die Eigenschaft f*)(a) = p®*(a) fiir 0 < k < n besitzt nimlich

f'(a)
1!

"(a ™) (a " (g
p(@) = F(@)+ D gy L (_gyzy SN )(g;_a)nzszf ) (x—a)

21 n! k

Beweis. Eindeutigkeit: Angenommen, die Polynomfunktion

p(x)=co+ci(z—a)+e(z—a)+ ... Fep(z—a)" = cr(x —a)k
k=0
besitzt die geforderte Eigenschaft. Fiir 0 < k < n ist

P8 (@) = Klep + (k+1) - k.. 2¢p1(x —a) + ... +n(n —1)...(n — k + Dep(x —a)"*

Daher muss f*)(a) = p*)(a) = k!¢ und daher ¢, = % (fiir 0 < k < n) gelten.

Existenz: Nach der oben durchgefithrten Rechnung besitzt das Polynom

n

p(z) = >, %(m—a)k die Eigenschaft p*)(a) = k!- % = f®(a) fiir 0 < k < n.
k=0
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Def. Gelten die Voraussetzungen von Satz 89, so wird das Polynom
Thalf) := kz;() %(QZ — a)¥ als das n-te Taylorpolynom von f an der Stelle a be-

zeichnet.

Beispiele. 1) Es sei f(z) = ¢® und @ = 0. Dann ist f®(z) = e Vk > 0 und
daherf( ():e =1 Vk>0.Daherist T,o(f) = 1+ o+ 527 +...+ 42" =

>

2) Essei f(z) =log(l + ) und a = 0. Dann ist f*)(2) = (—1)**! ((fi;));
V k > 1 (wie in Bsp 4) am Ende von Abschnitt 4.1) und daher
f<k>(o) (—D)F+ Yk —1)! VEk>1. Da f(0) =0 ist
Too(f) = zwk SEV gk g2y (—1)mE
k=1 k=1

Satz 90. Es sei I C R ein offenes Intervall, € I und die beiden Funktionen
f,g: I — R seien beide in  n-mal differenzierbar. Dann ist auch f-¢g: 1 — Rin x
n-mal differenzierbar und es gilt

(f - 9)" (x) = z (1) £ ()9 (z).

Beweis. Induktion nach n
Der Fall n = 1 ist gerade die Produktregel (Satz 67(iv)), denn

(F9/@) = F)g(o) + £l @) = () 7000000+ (1) 1) -0 o),

Induktionsschritt

Ammann Judith, Boubenizek Anna, Bredl Vanessa, Emsenhuber Klaudia, Gruji¢ Dragan, Janisch Alexander,

Karner Nora, Kohlmann Sara, Lang Clara, Langschwert Mohamed, Mayer Barbara, Moser Laura



95

Satz 91. Es sei I € R ein offenes Intervall, ¢ € I und die beiden Funktionen

f,g: I — R seien beide in a n-mal differenzierbar. Gilt

f(x) =p(x)+ (r —a)"g(x) ¥V x eI, wobeip: R — R eine Polynomfunktion mit
grad p < n ist und g die Bedingung g(a) = 0 erfiillt, so ist p = T}, .(f).

Beweis. Aus der Gleichung f(z) = p(z) + (x — a)™ - g(x) folgt diir 0 < k < n mit
Hilfe von Satz 90 .

f®(z) =p®)(x) + > (?)g(k’j)(x) ‘n(n—1)...(n —j+ 1)(z — @)’ und daher

=0

8 (z) = +2k:( ) *=D(a)-nn—1)...(n—7+1)(a—a)"™

J=
Fir0<j<k—1ist (wegenk—1<n-—1)auch0<j<n—1unddahern—12>1.
Also ist (@ —a)"7 = 0 und damit

k

:; ( ) “Da) -n(n=1)..(n—j+1) (a—a)"7 =0.

J

Fir j =k ist g(k_j) (a) = g(a) = 0. Also ist
"k | |
Z ( .)9(k_])(a) nn—=1)..-(n—j+Da—a)"? =0
— \J
J
und daher f®(a) = p®(a) (fiir 0 < k < n). Aus Satz 89 folgt, dass p = T, .(f).

Beispiele. Fiir 2 € R\ {1} ist = = 1 + 2 + 2% + ... + 2" + *—. Wendet

man nun Satz 91 mit f(z) = =, a = 0 und g(z) = ﬁ an, so erhalt man

Toolf)=1+x+2%+ ... + 2™

Satz 92. Es sei I C R ein offenes Intervall, a € I und f : I — R sei n-mal
differenzierbar. Die Ableitung von T}, o(f) ist T,—1.4(f").

Beweis. Aus T, .(f)(z) = > f(kk)!(a) (z — a)* folgt

k) (g
%Tn,a(f>($) = ; f ]{Z‘( )k(l' — a)kfl =

ek (g
o = T W gy

k!
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Beispiele. Fiir f(z) = log(1 — @) ist Tya14(f) =2 — & + 4 — +... + (=112

(siche oben). Wendet man Satz 92 an, erhélt man sofort das n-te Taylorpolynom
von f'(z) = —& an der Stelle 0.

11—z

d x? a8 vt
Toof) = - )Yyl p g2 — o+ (=1)"2"
R - R PR R N VK.

Def. Es sei I C R ein Intervall und f: I — R. Man sagt f sei (auf 1) stetig diffe-
renzierbar, wenn die Ableitung f’ von f auf I existiert und f’ stetig ist. Allgemein
heifit f n-mal stetig differenzierbar, wenn die n-te Ableitung f™ auf I existiert und
) stetig ist.

Bemerkung. Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion muss nicht stetig sein.
Z.B. ist die Funktion

r?sint  falls # # 0,
f(x)—{ 0 falls x = 0,

differenzierbar, ihre Ableitung f’ ist im Punkt x = 0 aber nicht stetig.

Satz 93. Die Funktion f : [a,2] — R (bzw. f : [z,a] — R) sei n-mal stetig
differenzierbar und ihre (n + 1)-te Ableitung f"*V) moge auf (a,z) (bzw. (z,a))
existieren. Weiters sei p € {1,2,....,n+ 1}. Dann 3 £ € (a,z) (bzw. 3 £ € (z,a)),
derart, dass

f(@) = Tna(f)(2) = = (z —a) (x = "7

Bemerkung. Der Ausdruck auf der rechten Seite wird als Schlomilchsches Restglied
bezeichnet.

Beweis. Es seien F,G : [a,z] = R (bzw. F,G : [z,a] — R) definiert als
F(t) = f(z) — 3 220 )¢ und G(t) = (¢ — t)?. Dann gelten

k=0
F(a) = f(x) — Tna(f)(z), F(z) = G(z) =0, G'(t) = —p(z — t)*~! und

n (k+1) (k)
rio =0 -3 (Fe -0t e -0 5

(n+1) (n+1)
— 10~ (e rw) - - e o

n! n!

Vte (a,x) (bzw. ¥Vt € (x.a)).
Da F und G auf [a, z| (bzw. [z, a]) stetig und auf (a,z) (bzw. (z,a)) differenzierbar
sind, kann man den Verallgemeinerten Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Satz
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76) anwenden. D.h. Es gibt ein £ zwischen a und z, derart dass

bzw.

Daraus folgt sofort
(n+1)
f(@) = Toa(f) (@) = L (@ - a)p(z — g+,

Korollar 94. Die Funktion f : [a,2] — R (bzw. f : [x,a] — R) sei n-mal stetig
differenzierbar und ihre (n + 1)-te Ableitung f"*V) moge auf (a,z) (bzw. (z,a))
existieren.

(i) 3¢ € (a2) (bew. FEE (,a)) : f(2) = Toa(f)(x) = 2D (2 —a) (@ — ),
(Cauchysches Restglied)

(i) 3¢ € (a,2) ((bzw. 3 € € (2,0)) ¢ f(2) = Tna(f) (@) = Lo (w — o)
(Lagrangesches Restglied)

Beweis. (i) Setze p =1 in Satz 93.

(ii) Setze p=mn+ 1 in Satz 93.

Bemerkung. 1) Am haufigsten wird das Lagrangesche Restglied (Korollar 94(ii))
verwendet, d.h.

flx) = f(a)—l—@(x—a)—l—%@(x—a)z—i—..nt

(n+1)
(x—a)”—i-JznTl(i)(x—a)”“.

f"(a)

n!

2) Eine weitere Darstellung des Restglieds (das Integralrestglied) folgt spéter.

Beispiele. Es sei f(x) = ¢ und a = 0. Dann folgt sofoert aus Korollar 94(ii):
Fiir jedes x € R gibt es ein £ zwischen 0 und x, derart dass

2 n

p_1, % " T
e = +ﬁ+§+...+m+

Korollar 95.
. 1 1 1 <1
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Beweis. Wahlt man im vorangegangenen Beispiel x = 1, so erhélt man
Vn>1 Elan(O,l):e:1+%+%+...+%—|—(n%)!unddaher

1+ +1 etn <_ & < 4 0
— -l = .
2! (m+1)! " n+17" n+1no

1
L+ g+

Korollar 96. Die Zahl e ist irrational (d.h. e ¢ Q).

Beweis. Angenommen es wire e = (rmt D, q E N\ {0}). Setzt man n := max{q, 3},

sowire E=e=1+44+5+5+..+5+ oy +1)' fiir ein € € (0,1). Daraus folgt,

pn! '(1+1+1+ +1>+ a
—=n
D N 1! 2‘ n+1
~
EZ GZ
und daher
ef pn! 1 1 1
_ ) Z.
T n<—|—1'+2|+ .+

€ (0,1),

Nungiltaber 0 < (¢ <1 = 0<
ein Widerspruch.
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5 Integrierbare Funktionen

5.1 Definition des Riemann - Integrals

Def. Eine Zerlegung Z des Intervalls [a, b] ist eine endliche Menge

Z =A{xg,11,...,x,} C [a,b] mit der Eigenschaft a = 2o < 1 < ... < 2,1 < T, = b.
Die Punkte xg, x1,...,x, werden Teilungspunkte der Zerlegung Z genannt, die In-
tervalle [xg, 1], [x1, za], ..., [Tn_1, T,] Werden Teilungsintervalle der Zerlegung Z ge-
nannt.

Def. Sind Z; und Z; zwei Zerlegungen des Intervalls [a, b], so heiit Z, feiner als Z;,
wenn Z; C Zs. (D.h. Z; hat mindestens so viele Teilungspunkte wie Z.)

Lemma 97. Die Relation feiner zu sein ist eine Ordnungsrelation auf der Menge
der Zerlegungen des Intervalls [a, b].

Beweis. Offenbar gilt Z C Z fir jede Zernelgung Z von [a, b].

Sind Z; und Z5 Zerlegungen des Intervalls [a,b] und Z; C Z; und Zy C Z, so folgt
Z1 = ZQ.

Sind Zy, Z, und Z3 Zerlegungen des Intervalls [a,b] und Z; C Z5 und Zy C Z3, so
fOlgt Zl g Z3.

Bemerkung. 1) Die Relation feiner zu sein ist keine Totalordnung, da zwei Zerle-
gungen moglicherweise nicht vergleichbar sind. Z.B. sind Z; = {0, é, %, 1} und
Zy = {0, %, %, 1} zwei Zerlegungen des Intervalls [0, 1], fiir die weder Z; C Zs
noch Z, C 7, gilt.

2) Zu zwei Zerlegungen Z; und Zs gibt es aber immer die gemeinsame Verfeine-
rung Z; U Zs, die feiner als Z; und Z, ist. Im Bsp. in Bemerkung 1 wére das

Z1 U Z2 - {O, %, %, %, 1}

Def. Ist f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion und Z = {xg,z1,...,2,} eine
Zerlegung von [a, b], so definiert man die Untersumme

U(f,Z) =mq(x1 — x0) + ma(xe — 1) + .. + my (2, — 2p1) = ijl(atZ — 1)

wobei m; = inf  f(z) = inf{f(z)|z;is1 <2 < a;} = inf f([2;1, 2))

zi—1<z<z;
und die Obersumme

n

O(f, Z) = Ml(.fﬂl — xo) + MQ(.TQ — .Il) + ...+ Mn(.ilﬁn — xn—l) = ZM1<QZ‘Z — -Ti—l)

=1

wobei M; = sup  f(z) =sup{f(2)|r;m1 <z < a;} =sup f([zi1, 2]).

zi—1<x<7;
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Bemerkung. Ist die Flache F' unter dem Graphen der beschrinkten Funktion
f :[a,b] = R gesucht, so entsprechen Unter- und Obersumme der Approximation
der Flidche durch Rechtecke von unten und oben:

Offenbar gilt dabei U(f,Z) < F < O(f, Z) fiir jede Zerlegung Z und die Approxi-
mation wird umso besser sein, je feiner die Zerlegung 7 ist.

Lemma 98. Es sei f : [a,b] — R eine beschriankte Funktion, Z; und Zy zwei Zer-
legungen von [a, b] und Z, feiner als Z;. Dann gilt

U(f7 Zl) < U(f7 ZQ) < O(f7 ZQ) < O(f? Zl)

Beweis. 1. Ungleichung: Ist Z; = {zg,z1,...,x,} und y € Zo \ Z; mit 2,1 <y < z;,
so ist

(i — @) inf  f(z)=(y—z1) inf_  flz)+ (xi—y) inf_ f(z)

zi—1<z<z; zi—1<z<z]1 zi—1<z<z;
< o . o .
< -wi) inf_flz)+ (2 —y) nf f2)

Ist Zy \ Z1 = {y}, so ist der Beweis der ersten Ungleichung fertig (da die iibrigen
Summanden gleich bleiben). Ansonsten verwende Induktion nach |75\ Z1], d.h. fiige
einen Teilungspunkt nach dem anderen hinzu.

2. Ungleichung: Fiir 1 < i < n ist m; = i2f< flz) < sup f(z) = M; und
Ti—1STST; Ti—1<x<lz;
daher

U(f, Z) = Zml . (CL’Z — l‘i_l) S ZMZ : (111 — xi—l) = O(f, Z)

3. Ungleichung: Analog zur 1. Ungleichung.

Korollar 99. Es sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion, Z; und Z, zwei
Zerlegungen von |a,b] und Z = Z; U Z, die gemeinsame Verfeinerung von Z; und
Zy. Dann gilt

U(f,21) <U(f. Z) < O(f,Z) < O(f, Z2).

Beweis. Folgt sofort aus Lemma 98.
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Def. Es sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Die Funktion f heifit
(Riemann-) integrierbar, wenn es genau eine Zahl I € R gibt, derart dass

U(f,Z)) <1 < O(f,Z,) fir alle Zerlegungen 7y, Zy gilt. Ist f : [a,b] — R inte-
grierbar, so wird diese Zahl I das (bestimmte) Integral der Funktion f von a bis b
genannt und man schreibt dafiir fab f(z) dz.

Def. Ist f : [a,b] — R beschréinkt, so seien
x)dx = sup : ist Zerlegung von [a, b]},
" f(x)d U(f, 2)|Z ist Zerl b
g r)dr =1n ) ist Zerlegung von |a,
f(z)d FLO(f, 2)|Z ist Zerl b
Lemma 100. Ist f : [a,b0] — R eine beschrinkte Funktion, so ist fabf(:c)dx <
Beweis. Ang., es gibe eine beschrénkte Funktion f : [a,b] — R mit der Eigenschaft

fabf(:c)dx > f;f(x)dx Es sei § := f;f(x)dx - f_;f(x)dm > (. Dann gibt es wegen
Satz 5 Zerlegungen Z; und Z, von [a,b] derart, dass f(ff(x)dx — 2 < U(f,Z)) <
fabf(x)dx und fabf(x)dx < O(f,2Z,) < f;f(:c)d:v + 2. Bezeichnet Z die gemeinsa-
me Verfeinerung von Z; und Z,, so folt O(f,Z) < O(f, Zs) < f;f(x)dx +1=
fabf(:r)da: — 3 < U(f, Z1) <U(f, Z) ein Widerspruch.

Satz 101. Es sei f : [a,b] — R eine beschrankte Funktion. Dann sind dquivalent

(i) fist integrierbar

(i) Jyf(x)de = [} f(a)da
Bewets.
(1)=(ii) Ist f: f(x)dz < f_ab f(z)dx, so gibt es unendlich viele I mit der Eigenschaft
fabf(_x)dx <J< f_abf(x)dx und daher U(f, Z;) < fabf(x)dx <J< f_abf(x)dx <
O(f, Z,) fiir alle Zerlegungen 77, Z, von [a,b], dh f ist nicht integrierbar.

(ii)=(i) Sei I := fff(cc)d:c = f_;f(:c)dx Dann ist U(f, Z1) < I < O(f, Z,) fir alle
Zerlegungen Zi, Z» von [a,b] und I ist die einzige Zahl mit dieser Eigenschaft.

Bemerkung. Der Beweis von _Satz 101 zeigt auch: Ist f : [a,b] — R integrierbar, so
ist f_abf(:v)d:z = fab f(z)dz = fabf(x)dx
Satz 102. Sei f : [a,b]— R beschriankt. Dann sind dquivalent:

(i) f ist integrierbar

(ii) ¥V e > 0 3 Zerlegungen 7y, Z, von [a,b], sodass O(f, Zs) —U(f, Z1) < ¢
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(iii) V e > 0 3 Zerlegung Z von |[a, b, sodass O(f, Z) —U(f,Z) < ¢
Beweis.

(i)=(ii) Nach Satz 102 ist f;f(x)d:c = f; f(x)dx = f_abf(a:)da: und es gibt Zerlegungen
Zh, Zsy von [a, bl sodass fabf(x)dx -5 <U(f Z1) < fff(m)da: bzw.
[} H@)de < O(f, Z2) < [} f(x)de + 5
= O(f,Zo) = U(f, 21) < [} f(x)dz + 5 — [} fz)dz + 5 =¢

(ii)=-(ili) Sind Z;, Zy Zerlegungen von [a, b], sodass O(f, Z2) —U(f, Z1) < €, so sei Z die
gemeinsame Verfeinerung. Dann ist O(f, Z)—U(f, Z) < O(f, Z2)—U(f, Z1) <
€.

(iii)=-(i) Ist f nicht integrierbar, so muss wegen Lemma 100 und Satz 101 fabf(x)dx <

f_abf(x)dx gelten. Dann ist aber O(f, Z2)—-U(f,Z) > f_:f(x)dx—f:f(:v)d:v >0
fiir jede Zerlegung Z von [a,b] und Bedingung (iii) kann fiir e > 0 mit € <
fabf(a:)da: - fff(:c)d:c nicht erfiillt werden.

Beispiele. 1. Sei f: [a,b] = R, f(z) = ¢(€ R) V x € [a,b]. Dann ist f auf dem
Intervall [a, b] integrierbar und ff flz)dz =c-(b—a)
Sei Z = {a,b} (dh zy = a,z; = b)). Dann ist my = inff(z) = ¢ und
M, = supf(z) = ¢ und daher U(f,Z) = O(f,Z) =c-(b—a)

2. Sei f:[a,b] — R, f(z) = . Dann ist f integrierbar und f:f(x)dx = #
Es sei Z,, die Zerlegung Z,, = {xy, ..., T, } mit z; = a—l—z'b_T“ fiir 0 < ¢ < n. Dann
ist m; = min{f(x)|z,-1 <z <z;} =min{z|lz, <z <z} == a—i—i;a
M; = maz{f(z)|lz;1 <z <z} = maz{a|r; <z <a} =2 =a+its @ und

Ti— Ti_q = b;“ fir 1 <4 < n. Daraus folgt

(fZ ) Z?lmz (x‘_l‘z 1) Z? 1(a+(4 1)1);@)_6—7(12:
b= “(na 4 boa Z L) == bt (g 4 =0 n(n2 Uy = ab—a® + —(b_“)%g"_lj =
ab— a2+ (b a) ( _ %) 2ab— 2a2+(21 —2ab+b? (625) _ b25a2 _ (b;;) und

O(f, Zn) = 221y Mi(zi— i) = Z?:l(@jib_—a)'b_—a =t (ng+=2 370 D) =
bet(pg 4 = “"(”H)) = ab — a® + —(b_a)2 (D) — gb — a2 + 9051 4+ 1) =

2ab—2a2+a? —2ab—|—b2 (b—a)® _ p2—a? (b—a)?
2 + 2n 2 + 2n

Man erhilt O(f, Z,) — U(f, Z,) = G=0® 0 Tst e > 0, so gibt es ein n €

n
n—oo
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N\{0} mit der Eigenschaft @ < e. Fiir dieses n ist O(f, Z,) = U(f,

und f ist integrierbar nach Satz 102. Da lim O(f, Z,) = lim U(f, Z,
n—oo n—oo

Pa® st [ = 5(b* — a?) die einzige Zahl mit der Eigenschaft U(f, Z,) <

2
2 2

O(f, Zy) und [* f(x)dz = Y52,

Bemerkung. 1. Das Integral einer Funktion f berechnet zwar anschaulich die
Flache zwischen der x-Achse und dem Graphen der Funktion f, es versieht
den Flacheninhalt aber mit einem Vorzeichen - je nachdem, ob diese Flédche
oberhalb oder unterhalb der x-Achse liegt. In Bsp. 1. oben ist fir f(z) =1
z.B. f25 f(x)dz = 3, aber fiir g(z) = —1 ist f;g(aj)da‘; =-3.

Die Werte fiir Flachenstiicke ober- und unterhalb der x-Achse konnen sich da-

bei auch gegenseitig aufheben. In Bsp. 2. oben wére z.B. fi xdxr = w =0

2. Es gibt beschriankte Funktionen, die nicht (Riemann-)integrierbar sind, z.B. f :
[ 1fallsz €]0,1]NQ

[.b] = R, f(z) = { 0 falls z € [0, 1N\Q
Zerlegung des Intervalls [0, 1]. Wegen Satz 3 ist [z;41,21] N Q # 0 und daher
M; =1 fir 1 < i < n. Daraus ergibt sich O(f,Z) = >." | (v; — xi1) =

Es sei Z = xg, 2y, ...x, irgendeine
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z, — xo = 1. Nun kann man leicht [z;11,21]\Q # 0 zeigen, woraus m; = 0
und U(f,Z) = 0 folgt. In diesem Bsp. erfiillt jedes I € [0,1] die Bedingung
U(f,Z) <1 < O(f,Z) fir alle Zerlegungen des Intervalls [0,1] und es gilt

f_olf(x)dx =0<1= [ f(x)dz.

5.2 Eigenschaften des Riemann-Integrals

Satz 103. Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.

Beweis. Es sei f zunédchst monoton wachsend. Sei ¢ > 0: Wéhle ein n € N mit

der Eigenschaft n > w und die Zerlegung 7, = {zo,...,z,} mit x; =

a+i=%(0 < i < n). Dann ist f(z;-1) < f(z) < f(2;) V n € [2; — 1,2;] und daher

m; = f(xi1), M; = f(z;) fir 1 <i <mn.

Es folgt O(f, Zn) — U(f, Zn) = 2212, f(@) (@i — 1) = D00, f(mia) (@i — @) =

Yo (f(@)=fl@ima)) (2 — 2i1)) = b_Ta Yo (f(xi)=f(wi1) = b_Ta(f(xn>_f($o)) =
~——

L(b-a)

(0 =a)(f(b) = f(a)) <&

Die Behauptung folgt aus Satz 102.
Ist die Funktion f monoton fallend, kann der Beweis analog gefiihrt werden.

Veranschaulichung des Beweises von Satz 103. Die griine Flache (links in Stiicken,
rechts zu einem Rechteck zusammengesetzt) entspricht gerade O(f, Z,)—U(f, Z,) =
£(b—a)(f(b) — f(a). Durch entsprechende Wahl von n kann man die griine Sénke
rechts beliebig schmal und die Flache dadurch beliebig klein machen.

Satz 104. Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.

Beweis. Es sei € > 0. Nach Satz 57 ist f : [a,b] — R sogar gleichméBig stetig. Dh
36 >0,sodass Va,y€la,b:|r—yl<o=|f(z)— fly)| <=

Wihle nun eine Zerlegung Z = {x, x1,...,2,} von [a,b] mit der Eigenschaft x; —
T <o firl <i<n.

Sind nun z,y € [z;_1, 2] fiir eini € 1,..,n, so muss |f(x) — f(y)| < 3= gelten. Da
die stetige Funktion f : [a,b] — R nach Satz 52 auf [z;_1,z;] ihr Minimum m,; und
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ihr Maximum M, annimmt, folgt M; — m; <= fiir 1 <4 < n. Daraus erhilt man
) ) = — M mi)\x; — T;— — i) = % Ty —
O(f,2) - U(f.2) = Z_( )| 1) S ( 1) = 55(
<bfa

To) =5 - (b—a)=c¢.
Die Behauptung folgt nun aus Satz 102.

Satz 105. (Linearitdt des Integrals) Es seien f,¢g : [a,b] — R zwei beschrinkte
Funktionen und ¢ € R.

(i) Sind f : [a,b] — R und g : [a,b] — R integrierbar, dann ist auch f + g :
[a,b] — R integrierbar und fab(f(x) +g(x))dz = fab f(x)dx + f;g(x)da:

(ii) Ist f : [a,b] — R integrierbar, dann ist auch c¢f : [a,b] — R integrierbar und
f:(cf(x))dx = cfab f(z)dx

Beweis. (i) Es sei ¢ > 0. Da f : [a,b) — R und ¢ : [a,b] — R integrier-
bar sind, gibt es nach Satz 102 Zerlegungen Z;,Z, von [a,b] derart dass
O(f, 21) = U(f, 1) < § wnd O(g, %) — U(g, %) < 5.

Bezeichnet Z = 7, U Zy = xg, 21, ..., T, die gemeinsame Verfeinerung von 7

und Z3, so gelten wegen Lemma 98 O(f,Z) — U(f,Z) < § und O(g,Z2) —

Ulg, Z) < 5
Aus + < su T)+ su x) Yy € |ri_q,x;
fy)+9ly) < sup  flz) p  g(z) Yy € [zi1, 2]
zi—1<z<w; zi—1<z<z;

folgt

sup (f(y)+g(y) < sup f(x)+ sup g(z) fir 1 <i < n. Daraus

—~— —~ —~—
ri—1<y<z; zi—1<z<x74 zi—1<z<z;

erhilt man (durch Multiplikation mit z; — x;_; und anschlieBenden aufsum-
mieren) O(f + g, Z) < O(f, Z) + O(g, 7)
Analog dazu zeigt man U(f + ¢g,2Z) > U(f,Z) + U(g, Z). Daraus erhilt man
und nach Satz 102 ist f + g : [a,b] — R integrierbar. Aus

U(f.2)+Ulg.2) < [} f(x)da + ffg(x)dx <O(f.2)+0(g. 2)
und
U(f,2)+Ulg,2) < U(f +9.7) < [(f (2))de < O(f +g9,2) <
O(f, %) +0(g, 2)
folgt \ ,
|, f@)de+ [ g(x)dz — [[(f(2)+g(x))dz| < O(f, Z2) = U(f, 2) +Olg, Z) -
Ulg,Z) < e.
Da e > 0 beliebig war, muss f;(f(x)+g(x))dx = ff f(x dx—i—f g(z)dzx gelten.

(i) Ist ¢ = 0, so ist ¢f = 0 integrierbar und die Behauptung ist trivialerweise
erfiillt, da fab(cf(a:))dx =0= cfabf(x)dx
Es sei nun ¢ > 0. Da f : [a,b] — R intigrierbar ist, gibt es nach Satz 102 eine
Zerlegung Z = {x¢, 21, ..., n} von [a,b], derart dass O(f,Z) — U(f,Z) < =.
Wegen Satz 8(ii) ist Sup, (cf(x)) =c Sup, f(x)

T ST zi—1<@<T

und daher (Multiplikation mit z;—z;_; und aufsummieren) O(cf, Z) = cO(f, Z).
Analog kann man U(cf, Z) = cU(f, Z) zeigen und erhélt
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Olef,Z2) = Ulcf,Z) =c(O(f,2) = U(f,Z)) <c-5=¢
Nach Satz 102 ist ¢ - f : [a,b] — R integrierbar. Aus
U(f,Z) < c[? f(x)dx < cO(f, Z)

und

cU(f,2)=Ulef, Z <f (cf(x))dx < O(cf,Z) = cO(f, Z)
folgt
| [Y(ef(a))de — ¢ [ f(x)dz] < e(O(f,Z) — U(f,Z)) < . Da e > 0 beliebig
war, muss f;(cf(a:))dx = cfabf(a:)daz gelten.

Es sein nun ¢ = —1. Da f : [a, b] — R integrierbar ist, gibt es nach Satz 102 ei-
ne Zerlegung 7 = {xg, x1, ..., x,} von [a,b], derart dass O(f, Z2) —U(f,Z) < e.
Wegen eines Analogons zu Korollar 9 ist

sup  (—f(z))=— dnf f(x),
~~

woraus man (Multiplikation mit x; — x;—; und aufsummieren) O(—f,72) =
=U(f,Z). Analog zeigt man U(—f,Z) = —O(f, Z).

Alsoist O(—f,Z2) = U(—=f,Z2) = O(f,Z) —U(f,Z) <eund —f : [a,b] - R
ist integrierbar nach Satz 102. Aus

—O(f,2) < — [} f(x)dz < —U(f, Z)

und

Ol 2)=U(-1,2) < J(=f@)dz < O(=1,2) = ~U(}, 2)

olgt

[~ f@)da+ [* F@)dal < O(:,2) = U(,2) < <.

Da ¢ > 0. beliebig war, muss fab(—f(x))dx =— fabf(x)dzc gelten.

Ist ¢ < 0, so folgt die Behauptung aus den bisherigen Féllen. D1e Funktion
¢ f:]a,b] — R ist intigrierbar, da ¢f = (=1) - |¢| - f und f (fx))dx =

JH(=lelf(x))dz = — [(elf(2))dz = ~e] [} f(x)dz = c [} f(x

106. Seien f, g : [a,b] — R beschréinkt.

Ist f: [a,b] — R integrierbar, ® : D — R Lipschitz-stetig und f([a,b]) C D,
dann ist auch ® o f : [a,b] — R integrierbar.

Ist f: [a,b] — R integrierbar, so ist auch |f]| : [a,b] — R integrierbar.
Ist f :[a,b] — R integrierbar, so ist auch f? : [a,b] — R integrierbar.
Ist f:[a,b] — R integrierbar und 36 > 0: |f(z)| > § Vz € [a, b], so ist auch

% : [a,b] — R integrierbar.

Sind f, g : [a,b] — R beide integrierbar, so ist auch f- g : [a,b] — R, integrier-
bar.

Sind f,g : [a,b] — R beide integrierbar, so sind auch max{f,g} — R und
min{ f, g} : [a,b] — R integrierbar.

Beweis. (i) Da ® Lipschitz-stetigist, 3L > 0 : |®(y1)—P(y2)| < Llyi—ya| ¥V 41,92 €

D. Essei e > 0 Da f: [a,b] — R integrierbar ist, gibt es eine Zerlegung
Z = {x1,7,...,2,} von [a,b], sodass O(f, Z2)-U(f,Z) < £. Fir 2, 2" 3[w;_1,
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ist |2(f(«) = 2(f (") = LIf(2) = f(2") < L( sup fla)— Qb f(2))

~

ri—1<zx<z; zi—1<z<z;
und daher
sup  (®(f(z)) — dnf, @(f(z)) < L( sup f(z) — dnf f(z)) fiir
—~— Ny L
xif?é:éxi i1 ST x;1<z<a; zi—1<z<x;
1<1<n

Durch Multiplikation mit z; —z;_; und aufsummieren erhilt man O(®o f, Z7)—
U@o f,2) <LO(f,Z)-U(f.Z2)) <L-f=¢.
Nach Satz 102 ist ® o f : [a,b] — R integrierbar.

(ii) Die Funktion ®(y) = |y| ist Lipschitz-stetig, da ||y1]| — |y2|| < |y1 — y2|
Die Behauptung folgt aus (i).

(iii) Da f : [a,b] — R eine beschréinke Funktion ist, ist D := f([a,b]) eine be-

schriinkte Menge. Die Funktion ® : D — R, ®(y) = y? ist Lipschitz-stetig, da

i — w3l = lyr + w2l - [yn = ol < (Il + [gel) - 1 — 9ol < 2suplyl [y — w2
———

yeD
N—_——
vyla Y2 S D

mit L =1+ 22sup|y|,.p > 0. Die Behauptung folgt aus (i).
—_————

(iv) Die Funktion ® : {y € R||y| > 6} — R, ®(y) = i ist Lipschitz-stetig, da

ly1—y2|

s =l = it < v — el = Loy — 9e[Vy,ye € D mit L = 5 die
Behauptung folgt aus (i).

(v) Die Behauptung folgt aus der Darstellung f-g = ((f + 9)* — (f — 9)?), Satz
105 und (iii).

vi Die Behauptung folgt aus der Darstellung max{f, g} = 3(f + g+ |f — g|) und
min{f, g} = 5(f + g — |f — g|), Satz 105 und (ii).

Satz 107. Es seien f, ¢ : [a,b] — R integrierbare Funktionen.
(i) Ist f >0 (dh. f(z) >0V x € [a,b]), so ist f: f(z)dz >0

(ii) ist f > g (dh f(x) > g(x) V x € [a,b]), so ist fabf(x)dx > fabg(m)dx (Monoto-
nie des Integrals)

(iii) |fab f(z)dz| < fab | f(z)|dz (Dreiecksungleichung fiir Integrale)
Beweis. (i) Ist Z = {xq, ..., z,} eine Zerlegung von [a, b], so ist

m; = inf f(z)>0firl<i<mn

zi—1<w<z;

und daher U(f, Z) = i mi(z; — x—1) > 0.
=1
Daraus folgt ff flx)dx > U(f,Z) > 0.
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(ii) Aus f(z) > g(z) Vo € [a, b] folgt sofort f(x)—g(x) > 0 Vz € [a,b] und daraus
(mittels (i) und Satz 105)

o< [~ gtopie = [ s [ gt

woraus sofort die Behauptung folgt.

(iii) Nach Satz 106(ii) ist auch |f| : [a,b] — R integrierbar.
Aus —|f(x)] < f(z) < |f(x)] VYx € [a,b] folgt wegen (ii) und Satz 105
—fab |f(x)|dx < fabf(x)dx < fab |f(x)|dx und daraus (wegen Folgerung 4)
in Abschnitt 1.3) | [7 f(z)dz| < [7|f(x)|dz.

Satz 108 (1. Mittelwertsatz der Integralrechnung). Ist f : [a,b] — R stetig, so
3 € € [a, b], sodass fabf(x)dx = f(&) - (b—a).

Beweis. Da die Funktion f : [a,b] — R stetig ist, ist sie nach Satz 104 integrierbar
und nach Satz 52 3 xg, 21 € [a,b] : f(xo) < f(z) < f(x1) VYV € [a, b].

Setzt man m := f(zo) und M = f(xy), so ist m < f(z) < M Vx € [a,b].

Mit Hilfe von Satz 107(ii) erhdlt man daraus

m(b — a) /mdm</f dx</de— (b—a)

flzg) =m < ﬁ/@ flz)de < M = f(x1).

Aus dem Zwischenwertsatz (Korollar 50) erhdlt man, dass 3 £ € [a,b] : f(§) =
e f: f(z)dz (woraus sofort die Behauptung folgt).

und daher

Satz 109. Es sei f : [a,b] — R beschrénkt und a < ¢ < b. Dann sind dquivalent:
(i) f:la,b] — R ist integrierbar,
(ii) Die beiden Einschrankungen f : [a,c] = Rund f : [¢,b] — R sind integrierbar.

Gilt eine der beiden (und damit beide) Bedingungen, so ist

/abf(:c)d:c _ /acf(x)der /cbf(x)da;

b
Beweis. 1. Es gilt [ f(z)da = sup{U(f, Z)|Z ist Zerlegung von [a, b]}

= sup{U(f, Z|Zjisj eine Zerlegung von [a,b] und ¢ € Z}. *
Einseseits ist {Z|Z ist eine Zerlegung von [a,b] und ¢ € Z} C {Z|Z ist eine
Zerlegung von [a, b]}, woraus

{u(f, 2)|Z ist eine Zerlegung von [a,b] und ¢ € Z C {U(f, Z)|Z ist eine
Zerelgung von [a, b]} und daher
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sup{U(f, Z)|Z ist eine Zerlegung von [a,b],c € Z} < sup{U(f, Z)|Z ist eine
Zerlegung von [a, b] }

folgt. Ist andererseits Z eine Zerlegung von [a,b], so ist Z = Z U {c} eine
(feinere) Zerlegung von [a,b] und daher U(f,Z) < U(f,Z) nach Lemma 98.
Daraus folgt

sup{U(f, Z)|Z ist eine Zerlegung von [a, b]} < sup{u(f, Z)|Z ist eine Zerelgung
von [a,b],c € Z}, womit die Gleichung Y bewiesen ist. Analog zeigt man

b

[ flayte = mt(o(s.2)12
ist Zerlegung von [a, b],c € Z}

Sind Z; und Z, Zerlegungen von |[a,c| bzw. [c,b], so ist Z := Z; U Z, eine
Zerlegung von [a,b], die ¢ € Z erfiillt. Ist Z eine Zerlegung von [a,b] mit
c€ Z,sosind Z, .= ZNJa,c] und Zy := Z N [c,b] Zerlegungen von [a, c] bzw.
¢, b]. In beiden Situationen gilt U(f, Z) = U(fljaq: Z1) + U(flics], Z2), wobei
flia,g und fly die Einschréankungen von f auf [a,c| bzw. [c,b] bezeichnen
sollen. Daraus folgt

{U(f,Z)|Z ist Zerlegung von [a,b],c € Z} = {U(f|a.q: Z1|Z1 ist Zerlegung
von [a,cl} + {U(flip, Z2)|Z2 ist Zerlegung von [c,b]}

b b
woraus man wegen Satz 8(i) [ f(z)dz = ff )dx + [ f(x)dz erhilt.

a

Analog zeigt man, dass ff(x)dw = fcf(x)drlr + jf(a:)dx

2. (i) = (ii) Aus

fbf(x)dx = fbf(a:)dx = fcf(x)d:v—l—fbf(x)d:c < fcf(a:)dx—l—fbf(w)dx = fbf(a:)dx =
[ f(z)dx

c b b
folgen ff Ydo = ff Jdz und [ f(x)dx = [ f(z)dz, woraus wegen Satz 101

die Behauptung folgt
3. (ii) = (i) Aus

/cf(x)der/ dx—/f d95+/f / dx</f
:/f(x)dx+/f(:c)dw=/f(-flf)dx—i-/bf(m)dx
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b b
erhélt man [ f(z)dz = [ f(z)dz, woraus wegen Satz 101 die Behauptung folgt.

a

Gelten (i) und (ii), so ist ff fbf(x)d fc yda + ff
. X o a <
Jf(@)de + [ f(z)da
Def. Ist f : [a,b] — R integrierbar, so setzt man fbf(x)dx = — fa f(x)dz.
a b

Bemerkung. 1) In der vorangegangenen Definition ist (wie bisher stets in diesem
Kapitel) a < b vorausgesetzt worden.

2) Direkt aus der Definition des Riemann-Integrals folgt jq f(z)dz = 0. (Dabei
ist a € R beliebig und f : [a,a] = {a} — R beliebig.) ’

3) Verwendet man die vorangegangene Definition (und Bemerkung 2), so gilt
die Gleichung fbf(x)dx = jf($)d$ + fbf(x)dx fir a,b,c € R in beliebiger

Reihenfolge. InaSatZ 109 Wurcae der Fall ac< ¢ < b behandelt. Ist jetzt c < a < b

(oder a < b < ¢) so folgt aus Satz 109
b b b

[ f(z)dz = ff(x)dquff(m)dx ( bzw. jf(x)dx = ff(x)dx+bfcf(m)dx

a

und daher jzf(x)dx = —ff(x)dx+fbf(m)dx = jf(x)dx—i—fbf(x)dx

C

(bzw. [ f(z)dz = fcf(a:)dx—ff(x)d$:fcf(x)da:+ff(x)d:r

a b a c
Der Fall, dass zwei der drei Punkte a,b, c zusammenfallen (also a = b,a =
¢ oder ¢ = b) kann leicht bewiesen werden. (Man muss bei all denm aber
natiirlich voraussetzen, dass f : [m, M] — R, mit m = min{a, b, c} und M =
max{a, b, c}, integrierbar ist.)

Lemma 110. Es sei {a4,...a,} C [a,b] eine endliche Menge und die Funktion f :
[a,b] — R besitze die Eigenschaft, dass f(z) =0 V x € [a,b]\ {a1,...,a,}. Dann
b

ist die Funktion f : [a,b] — R integrierbar und [ f(z)dz = 0.

Beweis. O.B.d.A sei (a <)a; < as < ... < a,(< b). Weiters sei

M = masc{[ f(ar)], |f(az)], . |Flan)]} = max | f(a;)| = max|f(z)].

Es sei ¢ > 0. Wéahle nun ein 6 > 0 mit den belden Elgenschaften 20 < aj1 — a;
(dh. 6 < (a1 —a)) fir 1 <i <n—1und 4Mnd < ¢ (dh. § < ). D.h.

2 4Mn
(5<H111’l{a2 a1’a3 az’m’an ;ln 174]\5[71}
Die Zerlegung Z habe (auBler a und b) die Teilungspunkte max{a,a; —0},a; +9, as —
0, a9 + 9, . — 4, min{b, a,, + 0}. (Diese Teilungspunkte werden immer groBer, da

a; +0 < ai+1 — 0 zur Bedingung a;,; — a; > 20 dquivalent ist.) Aus
sup  f(x) < 20M bzw. inf  f(z) > —26M

a;—6<z<a;+d a;—6<r<a;+4§
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fir 1 < ¢ < n (bzw. analogen Aussagen fiir a; und a,, falls @ > a; — ¢ bzw.
b < a, + 0 sein sollte) folgt nun O(f,Z) < n-20M und U(f,Z) > —n -26M und
damit O(f, Z) — (f Z) < 4Mnd < e. Also ist f integrierbar. Aus

—€<U(f,Z)§ff Ydx < O(f, Z) < e fir beheb1gess>0folgtff x=0

Satz 111. Es seif : [a,b] — R integrierbar, {a1, ...,a,} C [a,b] eine endliche Menge
und die Funktion g : [a,b] — R besitze die Eigenschaft, dass g(z) = f (SE) Ve

[a,b] \ {a1, ..., a,}. Dann ist die Funktion ¢ : [a,b] — R integrierbar und fg )do =

[ f(a)da.
Beweis. Die Funktion g — f : [a,b] — R besitzt die Eigenschaft, dass (g — f)(x) =

g(x)—f(x) =0 Y€ la,b\{ai,..,a,}. Nach Lemma 110 ist g— f integrierbar und
b
J(g(z) = f(x))dz = 0. Wegen Satz 105(i) ist daher auch g = (g — f) + f integrierbar

a
b

Fo@) - F@)de + | @)z = [ Fla)de.

a

b
und es gilt [ g(z)dz

Beispiele. 1) Essei f:[a,b] = R, f(z) =c (€ R) eine konstante Funktion und
g :la,b] — R, derart, dass g(z) = ¢ Vax € (a b) und g( ),9(b) € R beliebig.

Dann ist g nach Satz 111 integrierbar und fg )dx = f flx)dz =c-(b—a).

2) Essei f : [a,b] — R eine Treppenfunktion. D.h. es gibt eine Partition a = zy <
Ty < ..<x,=bund cy,...,c, € R, derart, dass f(z) =¢; Vx € (x;_1,1;).
Zusitzlich seien f(xg), f(z1), ... f(xn) eR beheblg Aus Satz 109 und

Beispiel 1) folgt, dass f integrierbar ist und f f(x)R=Y f f(z)dx = z c; -

lezl

(I’i — .I'i_1>.

3) Es sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion und ¢ : [a,b] — R eine Funktion,
derart dass g(z) = f(z) V z € (a,b) und g(a ) (b) € R beliebig. Dann
b

ist g nach Satz 111 integrierbar und [ g(z)dz = f f(x (Dieses Beispiel

verallgemeinert Beispiel 1).)

4) Essei f : [a,b] — R eine stiickweise stetige Funktion. D.h. es gibt eine Partition
a =1z <z <..<uwx,=>und stetige Funktionen f; : [zg,z1] — R, fo:
[x1,29) = R, ..., fr @ [Tno1, 2] — R, derart, dass f(z) = fi(z) V€ (x;_1,2;)
fir 1 <7 <mn. Aus Satz 109 und Beispiel 3) folgt, dass f integrierbar ist und

ffade =32 | fia)e

i=1z;_q

1. Ist also etwa f:[—2,2] > R

41 fir —2<x<-—1
flx) =1 |z| fir —1<z<1 und f(—2), f(—1),
Tx firl <z <2
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f(l) f(2)eR beheblg, SO 1st f mtegrlerbar und
ff )da = f(:c +1) d:v+f\:1:]da:+f (7x)d

-2

5.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Lemma 112. Es sei f : [a,b] — R integrierbar und F' : [a,b] — R definiert als
= fax f(#)dt. Dann ist F stetig.

Beweis. Da f integrierbar ist, 3 M > 0 : |f(t)] < M Vt € [a,b]. Sei ¢ > 0 und
z,y € [a,b]. Ist |z —y| < 57 und y <z, so
Satz 107 (ii)

[F(z) = F(y)| = | [T f)dt — [ fe)de] E ] [7 (1)t Sy o) e

7M
Satz 107(ii)
< Mz—y|l<M-§=c¢

Vollig analog zeigt man |F'(z) — F(y)| < € falls y > x.

Bemerkung. Es folgt sofort: Ist f : [a,b] = R integrierbar und
F:la,b] - R, F(x f f(t)dt, so is F stetig, da F(x f f@)dt— [T f(t)dt nach
Satz 112 stetig 1st

Ofalls0 <z <1
lfallsl <2 <2
ist nach Beispiel 2) oben integrierbar und F': [0,2] — R ist gegeben durch

Ofalls0 <z <1
/f tydt = {:c—lfalls1<a:§2

(denn fiir 0 <z <1list F(z) =0-(x —0) =0 und fir 1 <z <2 ist

Beispiele. Die Funktion f: [0,2] — R, f(z) =

:/1f(t)dt—i—/zf(t)dtzo—l—(l—O)—i—l(:c—l)::1:—1.

Satz 113 (Hauptsatz der Differential und Integralrechnung, 1. Teil). Sei f : [a, b] —
R stetig und F : [a,b] — R, F(x) = [ f(t)dt. Dann ist F auf (a,b) differenzierbar
und F'(z) = f(z) Yz € (a,b).

Beweis. Ist a < x < y < b. Nach Satz 108 (1.Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Jéeln,y: Fly) —F(z) = [) ft)dt = f(§) - (y — x). Wenn y — 2+, dann auch
¢ — z+ und (wegen der Stetigkeit von f) auch f(§) — f(x). Da f bei x stetig ist,
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39 >0, sodass |y —z| <9, y € [a,b] = |f(y) — f(x)] <e.
Istnun 0 < y —x < § so [ — z| < § und daher |f(§) — f(z)| < € und schliefllich

P =P pa) = 15(6) - f(@)] <& db. lim

Yy—x y—a+ Yy—x

Fly)—Fz) _ flx).

Analog zeigt man lim "

y—T— Y
Bemerkung. Es folgt sofort: Ist f : [a,b] — R stetig und F': [a,b] — R,
F(z) = f; f(t)dt, so ist F differenzierbar und F'(z) = —f(z) Vx € (a,b), was aus
Satz 113 durch ableiten der Gleichung F'(z) = fab f@)dt — [T f(t)dt folgt.

Beispiele. Sei f:[-1,1] = R, f(z) = |z| und

' ’ “ltldt =1 2% falls 0 < 7 < 1
F@)Z/f(t)dt:/\t’dt:{ foo|| 52 falls 0 <o <
0 0

|t|dt = —5 - 2?falls —1 <2 <0

(22 — 0%) = %xQ, falls 0 < 2 < 1 und
Fz) = — [P|t|dt = — [Y(~t)dt = [ (t)dt = L(0%> — 2?) = —1a? falls =1 <z < 0.

Beachte: Die Ableitung F’(0) existiert und F’(0)=0.

Def. Sei I C R ein (offenes) Intervall und f : I — R. Dann heifit F' : [ — R
Stammfunktion von f (auf I'), wenn F' differenzierbar ist und F’ = f.

Lemma 114. Es sei I C R ein (offenes) Intervall und f: 1 — R.

(i) Ist F': I — R eine Stammfunktion von f, so ist auch F'+c eine Stammfunktion
von f fiir jede Konstante ¢ € R.

(ii) Sind F,G : I — R zwei Stammfunktionen von f, so unterscheiden sie sich nur
um eine Konstante, dh. Jr e R: FF — G =c.

Beweis. (i) L(F(z)+c¢)=F'(z)+0= f(z) Vz € I.

(ii) Aus L(F(z) — G(z)

)= F'(z) — G'(z) = f(z) — f(z) = 0 Vz € I folgt wegen
Satz 77: dc € R: F(z) —

G(z)=cVrel.

Bemerkung. 1. Statt Stamfunktion sagt man auch unbestimmtes Integral oder
(seltener) Antiderivierte oder Primitive.
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2. Ist F' Stammfunktion von f, so schreibt man dafiir [ f(z)dz = F(z) + C.
Der Summand ”+C”bringt zum Ausdruck, dass Stammfunktionen nur bis auf
eine Konstante bestimmt sind. Die Notation [ f(z)dx wird durch Satz 115
versténdlich und bezeichnet die Menge aller Stammfunktionen der Funktion

f.

3. Aus Satz 113 folgt sofort, dass stetige Funktionen (auf Intervallen) stets eine
Stammfunktion besitzen.

Satz 115 (Hauptsatz der Differenzial-und Integralrechnung, 2. Teil). Es sei

f : ]a,b] — R integrierbar und F : [a,b] — R eine Stammfunktion von f. (Genauer
sei F': [a,b] — R stetig und F' : (a,b) — R differenzierbar mit der Eigenschaft
F'(z) = f(z) Vz € (a,b).) Dann gilt

mm—m@:/f@mr

Beweis. Es sei € > 0. Dann gibt es eine Zerlegung Z = {x¢,x1, ..., x,} von |a,b],
derart dass ff flx)dz > U(f, Z) > f; f(z)dz — €. Nach Satz 75 gilt fir 1 <i < mn:
3¢ € [15.1,11], sodass

F(z;) — F(zioa) = F'(&) - (2 —2i1) = f(&) - (20 — 2i1).

Verwendet man wieder die Bezeichnung m; = igf< f (x), so folgt
F(b) = F(a) = (F(z:) = Fzi1)) = > (&) (@i — zi1)

i=1

Da dabei € > 0 beliebig war, folgt F'(b) — F(a) > f; f(z)dz.
Analog zeigt man mit Hilfe von Obersummen die umgekehrte Ungleichung
F(b) — F(a) < [ f(x)da.

Bemerkung. 1. Die iibliche Methode, ein Integral fab f(x)dx zu berechnen, ist,
eine Stammfunktion F' von f zu finden und Satz 115 anzuwenden. Der schwie-
rige Teil dabei ist eine Stammfunktion zu finden. Tabellen und Computerpro-
gramme konnen dabei sehr hilfreich sein. Zwar besagt Satz 113, dass man fiir
eine stetige Funktion stets eine Stammfunktion finden kann, allerdings heift
das noch nicht, dass man sie auch mit Hilfe der iiblichen Funktionen schrei-
ben kann. (Tatséchlich gibt es relativ einfache Funktionen, fiir die man zeigen
kann, dass das unmoglich ist.)

2. Man kann Satz 113 auch so umformulieren: Ist die Funktion f : [a,b] — R
differenzierbar und ihre Ableitung [’ : [a,b] — R integrierbar, so gilt f(b) —
fla) = fab f'(x)dz. Tatséchlich gilt sogar, dass f(z) — f(a) = [T f/'(t)dt Va €
[a, b]. Dass gilt insbesondere, wenn die Ableitung f’ : [a,b] — R stetig ist, dh.
f stetig differenzierbar ist.
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3. Fiir die Differenz F(b) — F(a), die bei Anwendung des Hauptsatzes auftritt,
schreibt man [F(x)]°_, (oder[ (2)]% oder F(x)|°_, oder F(x)|%),

dh. [? f(x)de = [F(z)]2_

4. Integrierbarkeit einer Funktion und Existenz einer Stammfunktion dafiir sind
durch den Hauptsatz eng verkniipft, trotzdem impliziert keine der beiden Ei-
genschaften die andere! Dh. eine Funktion kann integrierbar sein aber keine
Stammfunktion besitzen und umgekehrt.

5. Sind F,G : [a,b] — R Stammfunktionen von f,g: [a,b] = R (dh. F' = f und
G’ = g) und ¢ € R, so folgt sofort aus Satz 67(i) bzw. (iii), dass
F+G Stammfunktion Von f + g ist bzw. cF Stammfunktion von cf ist. Man
kann dafiir auch [(f(z) + g(z))de = [ f(z)dz + [ g(x)dz und
[(cf(x)dx =c [ f(x) dx schreiben.

6. Aus den Ergebnissen von Kapitel 4 erhélt man sofort die folgenden wichtigen
Stammfunktionen:

"4+ CVreR
a2t + O Vz e R\ {0}

o Ist n € NU{0}, soist [a"de = -5
o Istn€{-2,-3,—4,..}, soist [2"dx = -1

o [lde = [L =]og|z|+C Vz € R\ {0}
(Das wurde in Bsp. 5) von Satz 72 bewiesen.)

o Ist a € R\ {1}, soist [a%dr = —52°! Vo >0

oIsta>0,soistfa$dx—@a +CVreR

n+1

o [e“dr =e"+ C Vo € R (Spezialfall a = e des vorangegangenen Punkts)
o [logz dv=xlogr —x+C =z(logz —1)+C Vo >0
(Das wurde in Bsp. 6) von Satz 69 bewiesen.)
Beispiele. 1. Ist f:[a,b] = R, f(z) = ¢(€ R), so ist
fab cdr = [cx]b_, = cb—ca = c(b—a).

2. Ist f:[a,b] = R, f(x) = x, so ist ffxdx = [Zp_ =¥

2 lx=a 2

3. Ist f:[0,1] —» R, f(z) = 22, so ist fol 2y = (2L =10 =1

4. Ist allgemeiner n € NU {0} und f : [a,b] = R, f(z) = 2", so ist

fab 2y — [%_Hxn—i-l]l;:a _ n+1(bn+1 anthy.

5. f7 % = [log |[]2_, =log2 — log 1 = log2

6. Ist allgemeiner 0 < a < b, so ist fab L — log |z[]’_, = logh —loga = log

7 [ Gr+Dde=[3-Z +all y=[Z +all =L +1) - (0+0) =2

8. Sind allgemeiner ¢y, ¢y, ...,c, € R und p(x) = c,2™ + ¢, 12" ' + ... + 1T + ¢
so ist

b b
/ p(z)dx = / (CaZ™ + Cp1a™ 7t + .+ 1z + co)dx
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2t 2 22
:[C"n+1 + Cne 1 + .. +cl§+cox]x .
prtt b b? a™tl a" a?
= (¢, T +C”_1E + ... +01§ + cob) — (cnn 1 +Cn—1g + .. +cl§ + cpa)
= n+1(bn+1 a"th) + L0 —a") + .+ 2 (0 — a?) + (b — a)
9. f57 e dr = [%esx};:5 — %621 _ %615 — %(621 _ 615) — %615(66 _ 1)

Man kann die Stammfunktion [ e3*dz = 3e** 4 C durch ein Verfahren, das wir
im néchsten Kapitel besprechen werden (Substitution) finden. Es ist allerdings
klar, was passiert: Da -Le3” = 3¢% benétigt man den Faktor 1, um die innere
Ableitung 3 auszuglelchen

10. [] -5 U4 — log |z — 2|]°_, = log3 —log2 = log 3
Auch in diesem Belsplel kénnte man die Stammfunktion [ -2 = log |z —2|+C
durch Substitution finden, allerdings sollte man auch hier besser verstehen, was
passiert. Beobachten Sie, dass die Integrationsgrenzen 4 und 5 beide grofler als
2 sind - das Integral fo % wire gar nicht definiert, da die Funktion
f:00,4]\ {2} = R, f(x) = =5 unbeschréinkt ist. (Man kann das auch nicht

2
retten, indem man z.B. f(2) = 0 setzt.)

5.4 Integrationstechniken (Partielle Integration und Substi-
tution)

Satz 116. (Partielle Integration) Es sei I C R ein (offenes) Intervall und f,g: I —
R stetig differenzierbar. Dann gelten:

) [ f(@)g(x) = f(x) g(x) — [ f(z) ¢'(x)dz (mit = € I),
(ii) Ist [a,b] € 1, so ist ff’(l") g(x)da = [f(x) g(2)|3=s — [ f(2) ¢'(2)da.

Beweis. (i) Essei F eine Stammfunktion von f'-¢g (d.h. F'(x) = f'(z) g(z) V2 €
I) und G eine Stammfunktion von f - ¢’ (d.h. G'(z) = f(x) - ¢'(x) ¥V = € I).
Aus der Produktregel (Satz 67 (iv)) folgt

a4 (f<x> g(z) - G<x>) — (@) g@) + f(@) ¢x) = F'(x) gla) Ve T,

dx
d.h. f- g — G ist ebenfalls eine Stammfunktion von f’-g. Nach Lemma 114
unterscheiden sich F' und f - g — G nur um eine Konstante ¢ € R (d.h.
F(x) = f(x)-g(x) — G(z) + ¢V x € I). Geht man zur jeweiligen Menge aller

Stammfunktionen iiber (d.h. [ f'(z) g(z)dz bzw. [ f(z) ¢'(z)dx ist die Menge
aller Stammfunktionen von f’g bzw. f¢'), so erhélt man d1e angegebene Glei-
chung. (D.h. [ f'(z) g(x)dx = F(x) + ¢; und [ f(z) ¢'(z)dz = G(z) + ¢ mit

c1, ¢ € R. Die Konstanten ¢; und ¢, werden ”von der Notation geschluckt”.)
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(ii) Hat G dieselbe Bedeutung wie im Beweis von (i), so folgt aus Satz 115

Beispiele. 1) [logazdz = [1-logzds = [(Lz)-logzds =
z-logz— [z (ZLlogz)dr = xloga — fa:l x—xlogm Jdx =zlogz—z+c
(fiir z > 0)

2) [ loimdx = [1.logzdz = [(Llogz) - logzdzr =
logz-logz— [logz- (L logx)d:c = (logx — [logz-idz = (logz)? — [ *2Ldy
=2 [ 8Ly = (10gx) = [18L = llogx)? (fur z > 0).
Dass die Rechnung in der letzten Zelle korrekt ist, kann man sich iiberlegen,
indem man f 982 4 als die Menge aller Stammfunktionen von 10% auffasst.

Allerdings hat man auf diese Welse offensichtlich eine Stammfunktion von logx
gefunden, da £ (1(logz)?) =1 -2logz- L = 105’”
3) [z e*de = [(Le®) -adx = " -z — [e" - (La)de = ze” — [e* - 1dx =

ve® — [e*dr =ze® —e* +c=(z—1)e” +¢ VxE]R
4)fx2ezda::f(%“) ?de = e 2 — [ - (La?)dx = 2%e” — [ - 2zdx =
26$—2fxe””dx 23 2 —2(z —1)e® +c:(x2—2:v+2)e +c¢ VzeR

5) Ist allgemein n € N\ {0}, so ist [ 2"e*dz = 2"e* —n [ 2" 'e"dz (Rekursions-
formel fiir die Berechnung von f x"e*dr), denn
[aretda = [(Le®)z"dx = e” — [e"(Lam)da = z"e” — [€” - na"tda =
a"e” —n [z letd
2
6) Verwendet man partielle Integration, um z.B. das Integral [ ze*dz zu berech-

1
nen, so hat man zwei Moglichkeiten:

1 Man findet die Stammfunktion von ze* und setzt danach die Grenzen ein:
fxexdx—[(x—l) P =1-€2—0-e=¢?

Dlese Vorgehensweise hat den Vorteil, dass man die Korrektheit der Stamm-
funktion vor dem Einsetztn durch Differenzieren iiberpriifun kann.
2. Man verwendet Satz 116(ii):

2
fxezdm—[xe fe‘”dx—Ze —e—[e* ]2 1:262_6_(62—6)262,
1

Satz 117. (Satz von Taylor mit Integralrestglied) Es sei I C R ein (offenes) Intervall,
f: 1 — Rsei (n+ 1)-mal stetig differenzierbar und a,z € I. Dann gilt:

f(@) = fla) - f(a)(@—a) + 2D (@ —a) 4.t 22O (g L [ — ) £ (1),
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Bemerkung. Der Ausdruk 2 [(z—t)" f ™) (¢)d¢t wird (aus offensichtlichen Griinden)
als Integralrestglied bezeichnaet. Satz 117 ergénzt Satz 93 bzw. Korollar 94.

Beweis. Induktion nach n: .
n =0 : Aus Satz 115 folgt f(z) = f(a) + [ f'(t)dt = f(a) + & [(z— )0 fOD 4z,

Ist die Behauptung fiir n — 1 schon bewiesen, so gilt:

2! (n—1)!
g [ = - [
Satz 116(ii) (x —t)™

S i+ [ e gar

n!

woraus die Behauptung folgt.

Satz 118. (Substitutionsregel) Es seien i,/ C R (offene) Intervalle, f : I — R
stetig, ¢ : J — R stetig differenzierbar und ¢(J) C I. Dann gelten:

() [ Fe(t) - ¢t = [ fla)da],_,
D.h. ist F' Stammfunktion von f auf I, so ist Fop Stammfunktion von (fop)-¢’
auf J.

(i) Gilt zusétzlich ¢/(t) >0 Vit e Joder ¢'(t) <0 Vte J (woraus folgt, dass ¢
streng monoton ist) und ist p(J) = I, so [ f(z)dz = [ f(e(t)) ¢/ (t)dt r— o1 ()
D.h. ist G Stammfunktion von (f o ¢) - ¢’ auf J, so ist G o ¢ Stammfunktion
von f auf I.

b B
(iii) Sind a,b € I, a = (o) und b= @(B), so ist [ f(z)dz = [ f(e(t)) - ¢ (t)dt.

o

Beweis. (i) Essei F eine Stammfunktion von f auf I (d.h. F'(z) = f(z) Vz € I)
Aus der Kettenregel folgt

(Fop)(t) = F(p(t) - ¢'(t) = fle(t) - £'(t) Vie]
d.h. F o ¢ ist Stammfunktion von (f o @)y’ auf J.

(i) Es sei G eine Stammfunktion von (f o ¢) - ¢" auf J (d.h. G'(t) = f(p(t)) -
¢'(t) Vte J). Wegen der zusiitzlichen Vorraussetzung, dass ¢'(t) >0 Vt e J
oder ¢ < 0 V t € jist ¢ nach Satz 78(iii) bzw. Korollar 79(iii) streng
monoton und es existiert die Umkehrabbildung ¢! : J — I. Nach Satz 72 ist
o~ ! differenzierbar und
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flz) Vazel,

d.h. G o ™! ist Stammfunktion von f auf I.

(iii) Ist F' Stammfunktion von f auf I (d.h. F'(z) = f(z) Vz €1),s0ist Fogp
Stammfunktion von (f o ¢) - ¢" auf J und

©(B)
= [ e [
vard(a
Bemerkung. 1) In der Praxis iiberpriift man bei Anwendung der Substitutions-

regel die Vorraussetzungen von Satz 118 in der Regel nicht, sondern "rechnet
einfach drauf los”. Hat man auf diese Weise eine Stammfunktion gefunden, so
kann man sich ja durch differenzieren von der Korrektheit {iberzeugen.

2) In der Praxis kann man auf folgende Weise ”mechanisch ”"rechnen (wodurch
keine Probleme entstehen): z = ¢(t) = 2 =¢/(t) = do=¢/(t)dt

6
t

Beispiele. 1) Zu berechnen ist das Integral f esdt (=3 [es-Ldt). Setzex =1L
3
= -1 = dt=3dz = f(ant—?)fe’”d:c! =€ L, =3e34c
-3 3
Auch hier hat man wieder zwei Moglichkeiten, das Integral zu brechnen:

1. Man findet die Stammfunktion (mit Hilfe von Substitution) und setzt dann

6
die Grenzen ein : [ eidt = [3e3]6_, = 3(e2 — €) = 3e(e — 1)
3

2 Man transformiert die Grenzen mit (wobei man x = £ verwendet):

feSdt—Sfl e’dr = 3[e”]2_; = 3(e* —e) = 3e(e — 1).

2) ftetzdtzéetz—i—c(teR),dennxth :>2 2 —2t = tdt=4idz
1t
=ze +c

= ftetht = %fexdx|x:t2 = %eﬂﬁ‘x:t? =3
3)f%dt:%\/754—1—2—!—6(tER),dennx:t4+2 = 4P = Bdt =
%ldx
3 _ 1 [ dz _ 1 _ 1 /A 19
= f ﬁdt 1 f Vole=tita — 4 2ﬁ‘x:t“+2 \/_|:v 2 th+24c
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4) “Ztgtzlog(logt)+c(t>1),denn$:10gt = -1 o d_qy

= f tlz;t = f ic_x|z:10gt = logx|x:10gt = 10g(10gt> t+c

5) [v2x +3de =122 +3)7 +¢c (x> —3),
demn z = 223 = 2z + :\/t_2:tsowiefl—f:t(édx:tdt)unddaher

2

t3
/ 2
/ 22 + 3dz = /t ' tdt‘t: 2+3 /t dt}t: 2+3 g‘x: 2213

1 1
:g\/2$+33:§(2$+3)%+C

5.5 Uneigentliche Integrale
Def. Die Funktion f : [a,+00) — R sei auf [a,x] integrierbar ¥V = > a und der

Grenzwert lirf [ f(t)dt moge existieren. Dann sagt man, das uneigentliche Integral

—+00

—+o00 x
[ f(t)dt wiirde existieren und setzt [ f(t)dt = lim [ f(¢)d¢.

a T—r—+00 a

Bemerkung. Erfiillt f : [a,+00) — R die Voraussetzungen dieser Definition und

T b T
ist b > a, so gilt fir x > b, dass [ f(t)dt = [ f(¢t)dt + [ f(t)dt. Daher existiert
a a b

T +o00 T
[ fe)dt = liril J f(t)dt genau dann, wenn [ f(¢)dt = lirf [ f(t)dt existiert
b 400
und in diesem Fall ist ["> f(t)dt = [ f(t)dt + [ f(t)dt.
a b

+o0 x
Beispiele. 1) [ e'dt=1,denn [e'dt=[-€e"fj=—"+1 — 1.
0 0

T—+400

+oo +oo

2) [ & existiert genau dann, wenn o > 1 und [ £ = -L fiir o > 1 (z.B.
1 1
+o0

[ % =1), denn
1

1 .
1 deals _ al-o 1 — fira>1
L glmelr = - 4! a
fxﬁ B =t == z—+00 { +oo fiira<1
te T
1
logt]f_, =logzx — +o0 fira=1

T—r+00

Def. Die Funktion f : (—oo,a] — R sei auf [z,a] integrierbar V z < a und der

Grenzwert lim [ f(¢)dt moge existieren. Dann sagt man, das uneigentliche Integral

T——00
[ f(t)dt wiirde existieren und setzt [ f(t)dt = lim [ f(¢)d¢t.
—00 —0o0 Ty

Ammann Judith, Boubenizek Anna, Bredl Vanessa, Emsenhuber Klaudia, Gruji¢ Dragan, Janisch Alexander,

Karner Nora, Kohlmann Sara, Lang Clara, Langschwert Mohamed, Mayer Barbara, Moser Laura



121

+oo
Def. Es sei f : R — R. Man sagt, das uneigentliche Integral [ f(¢)d¢ existiert,

a “+oo
wenn fiir irgendein a € R die beiden uneigentlichen Integrale [ f(¢t)dtund [ f(¢)d¢
+00 a - +00 ‘
beide existieren. In diesem Fall setzt man [ f(t)dt = [ f(t)dt+ [ f(¢)dt.

—00

Bemerkung. 1) Eine Uberlegung analog zur Bemerkung oben zeigt, dass die Exis-
+o0o
tenz und der Wert des Integrals [ nicht von der Wahl von a abhéngen.

— 00

+o0 x
2) Es kann, muss aber nicht gelten, dass [ f(t)dt = lir+n [ f(t)dt. Z.B. ist
s T—+o0
2

[tdt = [£]*, = 257 = 0 und daher lim [ tdt = 0. Das uneigentliche

—x 2
xﬁ+oo_$

+00
Integral [ ¢dt existiert aber gar nicht.

—00

400
3) Das wichtigste uneigentliche Integral der Gestalt [ f(t)dt ist wahrscheinlcih

das Gauflsche Fehlerintegral fj;o e dr = /7. Seine Bedeutung beruht dar-
auf, dass es fiir die Dichtefunktion der Standardnormalverteilung benotigt
wird. Aus zeitlichen Griinden beweisen wir diese Gleichung hier nicht.

Def. Die Funktion f : [a,b) — R sei auf dem Intervall [a,z] integrierbar fiir je-
des x € (a,b) und der Limies lirgl fam f(t)dt moge existieren. Dann sagt man, das
x—b—

b b T
uneigentliche Integral [ f(¢)dt wiirde existieren und setzt [ f(¢)dt = lim [ f)dt.

Bemerkung. 1) In dieser Definition wird vorausgesetzt, dass f fiir jedes z € (a, b)
auf dem Intervall [a, x] beschriankt ist, aber nicht, dass f auf [a,b) beschrénkt
ist. (D.h. f kann auf [a, b) unbeschrinkt sein.)

2) Ist in der obigen Situation a < ¢ < b, so iiberlegt man sich leicht analog
b

b
zu oben: [ f(t)dt existiert genau dann, wenn [ f(¢)d¢ existiert. Falls beide

c
b

c b
uneigentlichen Integrale existieren, so gilt [ f(¢)dt = [ f(¢)dt + [ f(t)dt.

a a

Def. Die Funktion f : (a,b] — R sei auf dem Intervall [z, b] integrierbar fiir jedes x €

b
(a,b) und der Limes lim+ [ f(t)dt moge existieren. Dann sagt man, das uneigentliche
T—a T

b b b
Integral [ f(t)dt wiirde existieren und setzt [ f(¢)dt = lim+ff(t)dt.
a a r—a T

Def. Die Funktion f : (a,b) — R sei auf jedem Teilintervall [z,y] C (a,b) (mit
a < x <y < b) integrierbar. Existieren fiir irgendein ¢ € (a,b) die beiden (unei-
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c b
gentlichen) Integrale [ f(¢)d¢t und [ f(¢)dt, so sagt man, dass uneigentliche Integral

jzf(t)dt wiirde existieren und setzt fbf(t)dt = ff(t)dt+ fbf(t)dt

Bemerkung. Man kann die beiden Arten uneigentlicher Integrale auch ”mischen”.
Ist z.B. die Funktion f : (a,4+00) — R auf jedem Intervall [z,y] (mit a < z < y)

integrierbar und existieren fiir irgendein ¢ > a die beiden (uneigentlichen) Integrale
c +o00 +00

[ f@®)dt und [ f(t)dt, so sagt man, das uneigentliche Integral [ f(¢)dt wiirde
a c a

400 c +00
existieren und setzt [ f(t)dt = [ f(O)dt + [ f(t)dt
1 1
Beispiele. 1) [ existiert genau dann, wenn a < 1 und [ % = L fir a <1
0 0

1 ..
1 hﬁmh—ﬁ—ﬁﬁé{ﬁ fiir o <1

a z—0+ | +oo fira >1
J &= (Beachte:
X

1 _ . _
logt],_, = —logx AR fira=1

Dabei handelt es sich nur fiir & > 0 um ein uneigentliches Integral. Fiir a < 0
handelt es sich um ein ganz gewohnliches Integral.)

1 1
logtdt = —1, d logtdt = [tlogt —t]L. = —1— (x1 — — —1
) [ 1og - denn [logtdt = [tlogt — 1], (zlogz —x) —

—0
z—0+

(Dabei wurde verwendet, dass in Korollar 88(iv) lir(r]1+:zfloga: = 0 bewiesen
Tr—r

wurde.)

ex1stleren wir zei-

0
3) Die uneigentlichen Integrale f T ol f \/df > und f

gen zunéichst < (zv/1 — 22) = 2v/1 — x2

fur—1<x<1

— = —d(av1 —2?) +2V1 — 22
Fir —1 < a < b < 1 erhélt man

[ -
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Also ist

_ A2 __ 42
/m ﬁ/m R

0

Beschte, dass die Funktion ¢ +— /1 — 22 auf [0, 1] stetig und daher integrierbar
ist.

0 0

Vollig analog zeigt man f \/fl—fj =2 f V1 — t2dt.

Da die Funktionen (—1, 1) - R, t— \/— (bzw —1,1] — R, t—v1—1?)
0

gerade sind, gilt _fl \/flf—t f (bzw. f V1—z22dt = f V1 —#2dt), was

man auch leicht durch Substltutlon uberpruft

1
Def. Die reelle Zahl 7 sei definiert als 7 :=

1
Bemerkung. Aus den obigen Uberlegungen folgen sofort [ \/1dfx f \/1 s =3
0

1
und f\/l—xde—%f =
1

T

Dabel besagt die zweite Glelchung, dass der halbe Einheitskreis Fliche § hat. Aber
auch unsere Definition von 7 hat eine sehr anschauliche Bedeutung: Sie besagt dass
der halbe Einheitskreis Bogenlénge 7 besitzt (was im folgenden Abschnitt begriindet
werden wird.)

5.6 Die Winkelfunktionen
Def. Es seif : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion. Die Bogenlénge

b
des Graphen [a,b] — R?, =+ (z, f(x)) wird definiert als [ /1 + (f’(x))?dz.

Bemerkung. Als Motivation dieser Definition geben wir zwei heuristische Argumente:

1. In der ”Physikerherleitung” wird der Satz des Pythagoras auf infinitesimal klei-
ne Strecken dx und dy angewandt. Die Bogenlénge ergibt sich zu

bm: b 1 (Wyage = b\/de.
- - |

2. Mathematisch exakter ist die folgende Uberlegung. Ist a = zo < 21 < ... < x :
n = b eine Zerlegung des Intervalls [a, b], so approximiert man die Bogenldnge
des Graphen der Funktion f : [a,b] — R durch die Lénge des Polygonzugs mit
den Eckpunkten (z;, f(x1)) mit 0 < i < n. Diese ist

Z¢ R N ¢ P8 By Ay 2—2 L= i) o g )

T1 — Ti—1
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Wendet man den Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Satz 75) auf die
Funktion f : [x;_1,2;] — R an, so erhdlt man % = f'(&) fiir ein
& € (i1, 21) (wobei 1 < ¢ < n). Ldsst man nun z; — ;1 — 0 gehen,

b
so ist anschaulich zu erwarten, dass dieser Ausdruck gegen [ /1 + (f'(z))?dx

konvergiert.
Fd
; A
Def. Die Funktion Arcus cosinus wird definiert als arccos : [—1,1] = R, arccosx =
[
=

Bemerkung. 1) Nach der obigen Definition erhélt man fiir die Bogenldnge des
Graphen der Funktion [z,1] — R, ¢ +— +/1 — ¢? den Wert

1 1 1 1
—2t 12 1 dt
1+ (e dt = [ J1+ ——dt = [ ) ——dt = .
/\/ Wil / e / 1—¢2 /\/Tt?

2) Nach Bespiel 3) am Ende des vorangegangenen Abschnitts ist arccosz =

f m = xv1—a2+2 f V1 —t2dt. (Insbesondere existiert das uneigentli-
che Integral.)

3) Aus der Deﬁnition des Arcus cosinus folgen sofort:

arccos( f \/% =7, arccos(0 f 5 = 5 und arccos(1) = 0.
Lemma 119. Die Funktion arccos ist stetig auf [—1, 1], differenzierbar auf (—1,1)

mit Ableitung %(arceos) = —\/1;_7 und streng monoton fallend.

Beweis. Die Stetigkeit folgt aus Satz 112 (bzw. der Bemerkung danach). Die Diffe-
renzierbarkeit folgt aus Satz 113 (bzw. der Bemerkung danach), ebenso, dass

— (arccos )

1
———= <0 fiirze(-1,1
7 ~ i / e e 0 free (=LY
Daraus folgt (wegen Korollar 79(iii), dass die Funktion arccos streng monoton fillt.
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Def. Die Funktion Cosinus wird auf dem Intervall [0, 7] als Umkehrfunktion des
arccos definiert, d.h. cos : [0, 7] — R.

Def. Die Funktion Sinus wird auf dem Intervall [0, 7| definiert durch sin : [0, 7] —

R, sinp :=4/1 — (cos p)2.

Bemerkung. 1) Wir werden die beiden Funktonen sin und cos sehr rasch auf ganz
R fortsetzen.

2) Aus der obigen Bemerkung 3) folgen sofort cos(0) = 1, cos(5) = 0 und
cos(m) = —1.
3) Aus Bemerkung 2) folgen sofort sin(0) = 1 —12 =0, sin(§) = vV1—-02 =1
und sin(7) = /1 — (—1)2 = 0.
Lemma 120. Die Funktionen sin und cos sind auf [0, 7] differenzierbar (wobei
in den Randpunkten 0 und 7 einseitige Ableitungen gemeint sein sollen) und ihre
Ableitungen sind dort % cos p = —sin  und % sin ¢ = cos .
Beweis. Aus Satz 72 folgt fiir 0 < ¢ < 7, dass

d 1
75 8P = T ——— =—V1—122=—/1—(cosp)? = —sinyp
¥

4 (arccos z)

und daher

d d 1
—singp = —1/1 — (cos p)? = (—2cosp) - (—sie) = cos
de de 2/1—{(ecosp)?

Schliefflich erhélt man unter Verwendung der Regel von de 'Hospital

lim <2 = lim (—sing) =0 und lim <225 = lim (—sing) =0
p—0+ P ©—0+ p—T— T p—T—
sowie
lim #2229 — Jim cosp =1 und lim #22=% — Jim cosp = —1.
p—0+ P p—0+ p—m— P p—
i ™, + ¥ N\
Def. Fiir 7 < ¢ < 27 sei cos ¢ := — cos(p — 7) und sin ¢ := —sin(p — 7).
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Lemma 121. Die Funktionen sin und cos sind auf [0, 27| differenzierbar (wobei
in den Randpunkten 0 und 27 einseitige Ableitungen gemeint sein sollen) und ihre
Ableitungen sind dort % cos p = —sin und % sin ¢ = cos . weiters gilt sin® o +
cos?p =1 V€ [0,2n] (mit sin® p = (sin p)? und cos? p = (cos p)?).

Beweis. Fir m < ¢ < 27 ist % cos p = —% cos(p — ) = sin(p — m) = —sin ¢ und

d i on— _d _ _

dg S Y = — g2 sin(p — 7T)‘— - cos(g? — ) = o8 .

Die Funktionen cos und sin sind bei 7 stetig, da

lim cos¢ = — lim cos(p —7) = — lim cos¢ = —1 und

p—m+ v p—T+ (gp ) ©—0+ ¥

lim singp = — lim sin(¢p —7) = — lim sinp =0

p—T+ ¥ p—rm+ (SD ) p—04 v

Weiters gelten

lim 2l — Jim (—sing) =0 und lim ¥22=% = lim cosp = —1

oo+ P p—m+ p—m+ P p—m+

(d.h. cos und sin sind bei 7 differenzierbar, i‘ ~cosp=0und L| =sinp=

dp lo=mn ] dp lo=m

—1) sowie lim “-1 = lim (—sinp)=0und lim 22 = lim cosp =1

p—2m— PTET p—2m— p—2m— PTET p—2m—

Fiir 0 < ¢ < 7 folgt sin® ¢ + cos? p = 1 direkt aus der Definition des Sinus.
Fiir 7 < ¢ < 27 ist sin® ¢ + cos® p = sin®(p — 7) + cos?(p — 7) = 1.

Def. Auf R\ [0, 27] seien cos und sin durch periodische Fortsetzung definiert, d.h.
man fordert cos(¢ + 2m) = cosp und sin(p + 27) = sinp Ve € R. Etwas genauer
kann man dabei so vorgehen: Ist ¢ € R\ [0, 27], so gibt es ein eindeutig bestimmtes
k € Z, derart dass ¢ + 2km € [0,27). Man setzt nun cos¢ = cos(p + 2km) und
sin ¢ = (¢ + 2km).

Satz 122. Die Funktionen sin und cos sind auf R differenzierbar mit Ableitungen

% cos ¢ = —siny und % sin ¢ = cos ¢ fiir alle ¢ € R. Weiters gilt sin® ¢ 4 cos? p =

1 VeelR
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Beweis. (skizze): Das folgt nun leicht aus Lemma 121, da cos(0) = cos(2mw) = 1,
sin(0) = sin(27) =0

cosp — 1 ) cosp —1 . sinp—0 . sinp—20
lm ————= lim —— =0 und Ilm —/— = lim —— =1.
=0+ ©—10 p—=2m— (p — 27 =0+  —0 p—=2m (o — 2T
Bemerkung. 1) Wir haben en passant bewiesen, dass hr% mf = 1 (was man auch
T—>
leicht mit Hilfe der Regel von de I’'Hospital zeigt: hm sing hII(l) “F =1
z—
2) Offenbar sind die Funktionen sin und cos beliebig oft differenzierbar und es
gelten
sinx wenn n = 4k cosx wenn n = 4k
A cosx wennn =4k + 1 nd 4 ) —sinz wennn =4k +1
arr TN sing wennn =4k +2 @ “PT T _coszr wenn n = 4k + 2
—cosz wenn n =4k + 3 sinx wenn n = 4k + 3
fir ein £k € NU {0}.
3) Aus Bemerkung 2) folgt, dass sin und cos die Differentialgleichung f”(z) +

f(z) =0 V x € R erfiillen. Tatsédchlich gilt das fiir jede Linearkombination
dieser beiden Funktionen. Ist f : R — R, f(z) = acosz+ bsinz mit a,b € R,
so folgt f'(x) = —asinx + bcosx und daher f”(x) = —acosz — bsinz.

Satz 123. Die Funktion f : R — R sei zweimal differenzierbar und erfiille die
Differentialgleichung f”(z) + f(x) =0 V x € R. Dann hat f die Gestalt f(z) =

£(0)

Beweis. Esseih: R — R, h(x)

-cosz + f'(0)-sinz VxeR.

(f(2))?+(f'(x))*. Dann ist h'(x) = 2f () f'(x)+

2f'(x) "(x) = 2'(x) (f(x) + f'(x)) =0 VzeR

Nach Satz 77 ist h eine konstante Funktion, d.h. h(z) = h(0) = (f(0))?
R. Ist f(0) = f’(0) =0, so ist h(z) =0 V z € R und daher f(x)

=0
+(f'(0))* Yz e
=0 VzeR

und die Behauptung ist erfiillt.

Sind f(0) und f’(0) nicht beide = 0, so betrachte die Funktion

g:R—=R, g(z) = f(x) — f(0) - cosx — f'(0) - sinx.

Nach Voraussetzung und Bemerkung 3) oben gilt ¢"(x) + g(z) = 0 V z € R,

g(0)
g'(0)

= f(0) — f(0) = 0 und aus ¢'(z) = f'(x) + f(0)sinz — f(0) cosx folgt

= f'(0) — f’(0) = 0 Aus dem schon bewiesenen Fall folgt g(0) =0 Va2 e€R

d.h. f(z) = f(0)-cosz + f'(0)sinz Vz €R.

Satz 124. (i) sin(zx +y) =sinzcosy + cosxsiny VYV z,y € R,

(i)

cos(z +y) =cosxcosy —sinzsiny Vz,ye€R.

Beweis. (i) Fir festesy € Rsei f : R — R, f(x) = sin(z +y). Dann gilt offenbar

f"(z)+ f(x) =0 V € R. Aus Satz 123 folgt

sin(z 4+ y) = f(z) = f(0) cosz + f'(0) sinz = siny cosz + cos y sin z.
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(ii) Fiir festes y € Rsei f : R — R, f(x) = cos(z + y). Dann gilt offenbar
f"(x)+ f(x) =0 V a € R. Aus Satz 123 folgt

cos(z +y) = f(z) = f(0) - cosz + f'(0) - sinz = cosy cosx — sinysin x

Korollar 125. (i) Die Funktion cos ist gerade, d.h. cos(—z) = cosz V x € R,
Die Funktion sin ist ungerade, d.h. sin(—z) = —sinz Vz € R,

sin(x —y) =sinzcosy —cosxsiny Vzx,y €R

cos(r —y) =cosxcosy +sinzsiny Vz,yeR

sinx —siny = 2cosx—J2rysin% Va,yeR

COST — COSY = —QSin””—;WsinxQ;y Vr,yeR

=2sinzcosz VxR

~—

i)
i)
iv)
)
1)
(vii) sin(2z
)
)
)
)

(viii) cos(2x) = cos?x —sin’xr Vz €R
(ix) sin(x + §) =cosz VxeR

(x) cos(z +3) = —sinz VzeR

(xi) sin(x +7) = —sinz VzeR
(xii) cos(z +m) = —cosx VzxeR

Beweis. (i) Die Funktion f : R — R, f(z) = cos(—z) erfillt f'(z) = sin(—x)
und f"(z) + f(z) = —cos(—x) + cos(—x) =0 V x € R. Aus Satz 123 folgt
cos(—z) = f(z) = f(0)-cosx + f'(0)-sinx =cosz VzekR

~~ —~

=1 =0

~—

(ii) Die Funktion f : R — R, f(z) = sin(— ) erfullt f'(z) = — cos(—z) und
f"(z) + f(x) = —sin(—xz) + sin(—x) = V z € R. Aus Satz 123 folgt
sin(—z) = f(z) = f(0)-cosx + f'(0)-sinx = —sinx VzeR.

~~ ——
=0 ——1

(iii) sin(z — y) = sin(z + (—y)) S0 Ging cos(—y) + cosz - sin(—y) 0.0
sinx - cosy — cosy - siny

(iv) cos(x —y) = cos(z + (—y)) S s cos(—y) — sinxsiny L0
CcosST - cosy + sinx - siny

(v) Durch Subtraktion von

sinx = Sin(x Ty + u) S G Ty cos =Y 4 cos < ry sin =Y
B 2 2 B 2 2 2 2
und
sin :sin(x+y - x—y) @ Sinx—i_ycosx_y —cosx+y —sint Y
Y 2 2 2 2 2 2
erhilt man sinx — siny = 2 cos m;y sin 52,
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(vi) Durch Subtraktion von

cosx:cos(x—’—erx_y) Satz124) cosx+ycosx_y —sinx—i_ysinm_y
2 2 2 2 2 2
und
cosy:cos($+y - x—y> :(izv):cosx+ycosx_y+sinx+ysinx_y
2 2 2 2 2 2
erhélt man cosx — cosy = —2 sin%sin:”z;y

(vii) Folgt aus Satz 124(i) wenn man x = y setzt.

(viii) Folgt aus Satz 124(ii) wenn man = = y setzt.

Satz124(i) ™ T

(ix) sin(z + %) = " cosxcos 5~ sinz - sin 5 = cosT
—— ——
~0 =1
o Satz124(ii) 7 . . T .
(x) cos(x+3) = cosT cos o —sing - sin g = —sing
—— ——
-0 -
( ) . ( i ) Satz124(i) . + . .
xi) sin(z +7) == sinzgcosm+cosz-sinm = —sinx
S~~~ S~~~
-1 —0
.. Satz124(i1) . .
(xii) cos(x +m) =" 'coszgcosm—sinz-ginm = —cosx
S~~~ ~~
=1 =0

Def. Die Einschrankung der Funktion sin auf das Intervall [-7, 7] ist eine streng

monoton wachsende Funktion, da %sinm =cosx >0 Ve (-5, %) mit Wer-
ten von —1(= sin(F)) bis 1(= sin 7). Ihre Umkehrfunktion wird als Arcus sinus

bezeichnet, d.h. arcsin : [-1,1] — R.
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Lemma 126. Die Funktion arcsin ist stetig auf [—1, 1], differenzierbar auf (—1,1)
mit Ableitung - (arcsin z) = ﬁ und streng monoton wachsend.

Beweis. Dass arcsin streng monoton wachsend ist , folgt aus Satz 54 (da die Ein-

schrankung von sin : [—Z, 2] — [—1, 1] stetig und streng monoton wachsend ist).
Fir —1 <z <1 folgt aus Satz 72

2732

d ) 1 1 1 1
7, aresinz = = = =

€z @siny COSy—\/l—siHQy_\/l—ﬂij

Lemma 127. (i) Die Nullstellen der Funktion cos : R — R sind genau die Zahlen
5+ km mit k € Z.

(ii) Die Nullstellen der Funktion sin : R — R sind genau die Zahlen k7 mit k € Z.

Beweis. 1. Es ist arccos(0) = 5. Daher ist 7 die einzige Nullstelle von cos im
Intervall [0, 7]. Fiir T<z< 27r ist cosx = O & cos(z—m) =0 & z—7=
5 © x = 7+ m Dh. cos besitzt im Intervall [0,27] genau die beiden

Nullstellen g und 5 + m. Die Behauptung folgt nun daraus, dass cos auf R

durch periodische Fortsetzung definiert wird.

(ii) Aus Korollar 125(x) folgt sinz =0 <« cos(z+2%) =0 & z+2 =Z+kn
fireinkeZ <& x=knfirein keZ.

Def. Die Funktion Tangens wird fiir v € R\ {5 +kn|k € Z} definiert durch tanz =

Def. Die Funktion Cotangens wird fir z € R\ {kn|k € Z} definiert durch cot z =

cos T
sinx *

Lemma 128. (i) tan(z + ) = tan(z) Vo € R\ {5 + knlk € Z},
(ii) cot(x +m) =cotx Vax e R\{krlk € Z},

(iii

tan(—z) = —tan(z) Ve R\ {] +knlk c Z},

cotx =

(v

(vi

Vo eR\ ({krlk € ZY U{Z + knlk € Z}),

tanx

)
)
(iv) cot(—z) = —cotz ¥z €R\ {kr|k € Z}
)
)

tan ist auf selnem gesamten Definitionsbereich differenzierbar und
dd tanx =
T

—— =1+tan’z Vaz eR\ {3+ knlk e Z},
(vii) cot ist auf seinem gesamten Definitionsbereich differenzierbar und
Loty =——4% =—1—cot?z VaecR\{krlkcZ}.

dx sin? z

sin(z+) Kor.125_(m'),(zii) _ging __ sinz __
S = ——= === —tanx
cos(z+) —cosx cosx

Beweis. (i) tan(x 4+ ) =

cos(z—+) Kor.125_(xi),(zii) _cosz

sin(x+) “sinz cotx

(ii) cot(z 4+ m) =
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sin(—z) Kor125(),(i6) _giny _  sina

(iii) tan(—z) = =— = —sing — = —tanx
cos(—x) cosw cosw
. _) Kor.125(i),(ii)
(iv) cot(—z) = <=2 = LOSL — COST — _ cot g
sin(—x) —sinz sinx
__cosx __ 1 1
(V) cotw = sing ~ sz T tang

cos T

. i . —sinz-(— si 2 2 X X
(vi) &tang = dsine _ COSBCosE sinw(—sine) _ cos’adsin’s wag man leicht auf eine
dx dx cosx cos? x cos? x )

der beiden angegeben Gestalten bringen kann.

.. —sinz-sinz— — gin2 r—cos2 . .
(Vll) icotx — icosx — SIN X-SIN LT —COSXT COST — S~ r—Ccos l" was man lelCht auf eine

dx ) dz sinz sin® z . sin® x
der beiden angegeben Gestalten bringen kann.

Def. Die Einschrankung von tan auf (—7, 7) ist streng monoton wachsend (mit ganz
R als Bild). Die Umkehrfunktion wird als Arcus Tangens bezeichnet, d.h. arctan :

R — R.

Def. Die Einschrinkung von cot auf (0,7) ist streng monoton fallend (mit ganz
R als Bild). Die Umkehrfunktion wird als Arcus Cotangens bezeichnet, d.h. arccot

R — R.
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Lemma 129. (i) Die Funktion arctan : R — R ist differenzierbar mit Ableitung

d _ 1
4z arctan = 77— VaxeR.

(ii) die Funktion arccot:R — R ist differenzierbar mit Ableitung - arccot z =

1
122 VaxeR
: N d _ 1 11
Beweis. (i) dxarctanx—%tanx—lﬁan%— oz VZER
Y d _ 111
(ii) o arccota:—icoty— Too®y = 1127 VxeR

Bemerkung. Aus den Resultaten dieses Abschnitts erhélt man sofort die folgenden
Stammfunktionen:

o [sinzder=—cosz+c VzeR

o [coszdr =sinz+c VzeR

=tanz Ve R\{]+knlkeZ}

cos2 T

&= —cotz+c VaoeR\{knlkeZ}

sin“ x

[tanazdxr = —log|cosz|+c¢ Va2 eR\{5+knlkeZ}

[ cotzdx =log|sinz| +c¢ VzeR\ {kr|k € Z}

of\/ldf?:arcsinx%—c Vaoe(-1,1)

° leQ =arctanz+c¢ VzeR

Beispiele. 1) Fiirn € N\{0,1}ist [sin”zdz = — X cosz-sin " +2=1 [ sin"* adu,

denn
/ sin” xdx = / sin” ! - gin zdx

=sin" 'z (—cosz)— (n—1) /sinn2 x-cosx - (—cosx)dr
= —cosz-sin" 'z +(n—1) /sin"_2 -cos® vdx

= —cosz-sin" x4+ (n—1) /sim"_2 z - (1 —sin®r)dz
:—Cos-sinnlx—i—(n—l)/sin xdr — (n —1) /sm xdx

= n/sin"mdx:—cosx-sin” (n—1) /sm

) 1 )
= sin” xdx = —— cos x - sin”
n n

2) [sin’zdr = $(z —sinzcosz) + ¢ V2 €R (Setze n =2 in Bsp 1)
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3) [V1—2%dz = 1(zv1—2® + arcsinz) + ¢ fiir z € (—1,1)
dx

Verwende Substitution mit x = sint = S =cost = dx = costdt

/\/1 —x%dz = / V1 —sin®tcostdt = /COS2 tdt = /(1 — sin?t)dt
1 1 1
=t— §(t —sintcost) = 5(75 +sintcost) = 5(:15\/1 — 22 4 arcsinx)

(Beachte: Ist —1 < x < 1, so kann man —J < ¢ < & wihlen. Fiir diese ¢ ist
cost > 0. Deshalb ist es korrekt, v/1 — sin?¢ = cost zu rechnen.)

5.7 Integration rationaler Funktionen (Partialbruchzerlegung)

Beispiele. [ %5 = [ i 1+:c = [3(i5 + 5)de =

= 3(—log |1 — 2| +log |1 +ﬂf|) =log /|75 + ¢ VaR\{l,-1}

Wir wollen daraus eine Methode machen, die fiir alle rationale Funktionen funktio-
niert.

1) Division mit Rest fiir Polynome: Es seien p;,ps zwei Polynome, p; # 0 und
gradpy > 1. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome ¢ und r mit den Eigen-
schaften p; = gps + r und gradr < gradps (und daher g—; =q+ piz)

Bewers. Existenz: Ist gradp; < gradpy, soist py=_0 -po+ p1 .
~~~ ~—~

=q =:r
Es sei also gradp; > gradps. Nach Voraussetzung ist gradp; # 0. (Wére gradp; = 0,
so ware gradpy < 0, Widerspruch.) Verwende Induktion nach gradp; > 1.
Ist gradp; = 1, so ist 1 = gradp; > gradp, > 1, also gradp, = 1. Sind nun p;(z) =
a1+ ap und py(x) = byx+by mit aq, by # 0, soist p1(x) = ayx+ag = & —1—( é—‘b@
Induktionsschritt: Es seien p; = Y ajz! und po(z) = > bja? mit ay,, b, # 0
i=0 Jj=0

(wobei 1 < gradp, = m < gradp; = n). Dann ist grad(p:(z) — {2 pa(2)2"™™) <
gradp, (z
—P2( )z

pi(z)

). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es Polynome g, r, derart dass p;(z) —
=M = g(x)pa(x) + r(z) und gradr <gradps und daher

<a” " a(x) pa() + ().

N J/
-~

=:q(z)
Eindeutigkeit: Angenommen, pi(x) = q(z)pa(z) + r(z) = §(x)p2(x) + 7(x) fir Po-
lynome ¢, q,r und 7, die gradr <gradp, und gradr < gradps erfiillen. Dann ist
r—7 = (¢ — q)pe. Wire q # @, so wiirde folgen, dass grad(r — 7) < gradp, <
grad(qg — q)+ gradps = grad((¢ — q)p2) = grad(r — r), ein Widerspruch. Also ist
q = q und daher r = 7.

2) Ist p ein Polynom (mit reellen Koeffizienten) mit gradp > 1 und z;(€ C) eine
Nullstelle von p (d.h. p(z1) = 0), so gibt es ein Polynom ¢ (mit komplexen Koeffie-
zienten) und gradg = gradp — 1, derart dass p(x) = (z — x1)q(x).

Beweis. Nach 1) gibt es Polynome ¢ und r, derart dass p(z) = (z — z1)q(x) + r(z)
und grad r < 1. Aus 0 = p(z1) = (z1 — z1)q(z1) + r(x1) folgt 7 = 0 und daher
p(z) = (r — x1)q(x) und gradg = gradp — 1.
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3) Fundamentalsatz der Algebra: Ist p(x) = a;z’ ein Polynom mit komplexen

7=0
Koeffizienren (d.h. a; € C fiir 0 < j < n) und gradp > 1, so besitzt p eine komplexe

Nullstelle (d.h. 3 2y € C p(z;) = 0) (Ohne Beweis).

4) Ist z = a +ib € C, so heifit z = a — ib komplex Konjugierte zu z. Es gelten
z+w=Z4+wundz-w=zZ-w VzzweCundz=2 VzeR.

Beweis. Ist z = a+ib, w = ¢+ id mit a,b,c,d € R, soist z+w =a+ c+i(b+ d)
= z2t+w=a+c—i(b+d) = (a—ib)+(c—id) = z+w und zw = ac—bd+i(ad+bc)
= Zw = ac — bd —i(ad + bc) = (a — ib)(c — id) = Z - w.

IstzeR,s0ist z=24+71-0=2—1-0=z.

5) Ist p(z) = Y aja’ ein Polynom mit reellen Koeffizienten (d.h. a; € R fiir 0 <
=0
j <n)und z; € C\ R ist Nullstelle von p, so ist auch z;(€ C\ R) Nullstelle von p.

Beweis. p(21) =Y a;-57 =3 d;- 77 = Y a;2] =p(z1) =0=0
=0 i=0 7=0

6)Ist p(z) = > a;a’ ein Polynom mit reellen Koeffizienten und sind z1,7 € C\ R
j=0

Nullstellen von p, so ist p(z) = (2® + A; + By) - q(z) fiir gewisse A;, B; € R und ein

Polynom ¢ mit reellen Koeffizienten und gradq = gradp — 2.

Beweis. Da z; Nullstelle von p ist, ist p(z) = (z — 21) - ¢1 () fiir ein Polynom ¢; mit
komplexen Koeffizienten und gradg; = gradp— 1. Wegen 0 = p(21) = (21 —21) -1 (£
und z; # 2 ist ¢1(21) = 0. Daher ist ¢1(z) = (2 — z1) - ¢2(2) fiir ein Polynom ¢,
mit komplexen Koeffizienten und gradq, = gradq; — 1 = gradp — 2. Offensichtlich
ist p(z) = (2 — 1) - (¢ — Z)aala)

Esist nun (z —z1)-(x — 21) = 2% — (21 + 21)x + 2121 Ist 21 = a; +iby mit a;,b; € R,
soist 21+ 2 = 247 € R und 25 = a? + b7 € R. Setzt man A; = —(z; + %)
und By = 214, so ist (x — 21) - (x — 71) = 2% + Az + B; ein Polynom mit reellen
Koeffizienten. Wendet man Polynomdivision mit Rest nun auf p und 2? + Az + B,
an, so folgt: Es gibt Polynome ¢ und 7 (mit reellen Koeffizienten), derart dass p(z) =
(22 + Ajx + By)q(z) + r(z) und gradr < 2. Genau dasselbe wiirde man erhalten,
wenn man alle auftretenden Polynome als Polynome mit komplexen Koffizienten
auffasst. Aus der Eindeutigkeit folgen nun ¢ = ¢o (und ¢ = ¢ besitzt daher reelle
Koeffizienten) und r = 0

7) Aus dem bisherigen folgt: Ist ¢ ein Polynom mit reellen Koeffizienten und gradg >
1, so besitzt g eine Darstellung der folgenden Gestalt:

q(r) = a(x —x)™...(x — )" (2> + Ayx + By)™...(2° + Az + B))¥

Dabei ist a € R der Leitkoeffizient von ¢ (d.h. der Koeffizient der héchsten im
Polynom auftretenden Potenz), zi,...xy € R die paarweise verschiedenen reellen
Nullstellen von ¢ mit Vielfachheiten my,...my und bezeichnen zy, 71, ...2;, z; € C\ R
die paarweise verschiedenen nicht reellen Nullstellen von ¢ mit Vielfachheiten sy, ...s;
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sogilt ? + Ajz + By = (v + z)(x — z;) fir 1 < j < L.

8) Es seien pp,py zwei Polynome (mit gradp; > 1 und gradps > 1) mit reellen
Koeffizienten ohne gemeinsame komplexe Nullstelle. Dann gibt es fiir jedes Polynom
g (mit reellen Koeffizienten) Polynome fi, fo (mit reellen Koeffizienten), derart dass

q = fip1 + fapo

Beweis. Essei I = {fip1+ fapa|fi, f2 sin Polynome mit reellen Koeffizienten}. Dann
enthélt I das konstante Polynom 0, (da 0 =0-p; +0- py) und I enthélt sicher Po-
lynome # 0 (z.B. p1, dap; =1-p1 +0- po).

Wir behaupten, dass I ein konstantes Polynom # 0 enthélt. Daraus folgt die Ba-
hauptung. Ist ndmlich fip; + fop2 = a € R\ {0}, so gilt (éqfl)pl + (équ)pg = ¢ fiir
jedes beliebige Polynom g¢.

Angenommen, [ wiirde als einziges konstantes Polynom das Polynom 0 enthalten.
Es sei nun ¢y € I\ {0} ein Polynom mit gradgy > 1 minimal. Dann gibt es Poly-
nome sy, t, derart dass p; = s1qo + t1 und gradt; < gradgy. Da t; = p; — s1q0 € [
und gradt; < gradqy, muss t; = 0 gelten, d.h. p; = s1¢qp. Vollig analog kann man
zeigen, dass py = s9qp fiir ein Polynom sy. Da gradgy > 1 besitzt gg eine komple-
xe Nullstelle, die gemeinsame Nullstelle von p; und p, wire, ein Widerspruch zur
Voraussetzung.

9) Sind pq, pa zwei Polynome wie in 8) (mit reellen Koeffizienten ohne gemeinsame
komplexe Nullstelle), so kann man in der Darstellung ¢ = fip; + faps, die nach 8)
fiir jedes Polynom ¢ existiert, verlangen, dass gradf; < gradp; gilt.

Beweis. Ist ¢ = f 1p1 + fgpg irgendeine solche Darstellung und ist fg = sp; +t fiir
Polynome s, ¢ mit gradt < gradp;, so ist

q:f1p1+f2p2=f1p1+(5p1+t)p2:(f1+3p2)p1+ t D2
T ~
= 1 -

10) Partialbruchzerlegung: Sind p und ¢ zwei Polynome mit reellen Koeffizietnen
und 0 < gradp < gradg und besitzt ¢ eine Faktorisierung, wie in 7) beschrieben
wurde, so besitzt die rationale Funktione g eine Darstellung folgender Gestalt:

p(ﬁ) _ a1 i a2 NI A1my
q(r) x—121 (¥ —21)? (x — xq)™
+.

Akl A2 Qlemy,
xr — Ty * (x — x1)2 ot (x — xp)™

biix + cn n biax + ci2 n bis, T + cis,
2+ Az + B (22+Aix+B)? T (224 A+ By
+...

bz + cn b + 2 bis,x + ¢,

22+ Ax+ B (+ Az + B)? et (22 + Ajs + By)*
Dabei sind a;; € R (fiir 1 >3 >k, 1 > 7 >m;) und b;j,¢;; € R (fir 1 <i¢ <1, 1 <
J < Si)-
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Beweis. (skizze) Ist ¢ = ¢]*-qa, wobei m € N\{0} und ¢; und ¢ Polynome mit reellen
Koeffizienten, gradq; > 1 und grad ¢s > 1 und ohne gemeinsame komplexe Nullstelle
sein sollen, so gibt es nach 8) und 9) Polynome f; und f, mit den Eigenschaften
p = fiq1 + f2q2 und grad fy < gradg;. Daraus folgt

p_hatfe Lo n foqe 1 f2
q 4" g We ae q’f“lqz @

Fortwahrende Anwendung mit ¢;(z) =  — x; (mit 1 < 57 < k) bzw. ¢(z) =
2? + Ajx + B; (mit 1 < j <) ergibt die obige Darstellung.

11) Es gibt mehrere Moglichkeiten, die Koeffizienten aw, b;j und c¢;; zu berechnen,

die wir anhand des Beispiels xglf =G 1 =44 demonstrieren:

1 “D(@+1) — z-1

erl

1. Koeffizientenvergleich: — 1 == 1+ a(ﬁic);bl(x DI (a+z)2x_+1a—b

Koeffizietenvergleich im Zahler fithrt auf das lineare Gleichungssystem
a+b=0
a—b=1

1

} dessen Losung a = 5, b= —% man berechnet.

2) Einsetzen spezieller Werte: Setzt man etwa z = 2 bzw. x = —2, so erhdlt man
das lineare Gleichungsystem

a+——— 1

} dessen Losung a = 5, b= —% man wieder berechnet.

b(xz—1)
x+1

—a+

3)

: b(z—1)
= a=lim(a+ = = lim =
z%l( z+1 ) z—1 7T _1 z—1 $+1

a+l _ a(ztl) — i a(z+1) Y w4l o 11
baw. HH = 254 p = b= xlir?l( = 4b) = Jlim 55 = lim o7 = —3

Beispiele. Man kann und soll die verschiedenen Verfahren mischen :
?4+1 2+ 1 __a br+c  al@P+a+1)+ (br+c)(z—1)
»—-1 (z-D@2+x+1) -1 22+2+1 (x—1)(22+2+1)

(a+b)x®>+(a—b+c)r+a—c
x3—1

a+b=1
Koeffizientenvergleich liefert das Gleichungssystem a —b+c =10
a—c=1

Die Zahl a kann mit Hilfe von Grenzwerten berechnet werden: Aus w =

1
a+ B folgt

b —1 2+ 1)(z—1 2+1 2
z—1 2+ +1 z—1 3 —1 sl 4 2x+1 3

Aus der ersten und dritten Gleichung folgt b = % und ¢ = ——, also

=241 _ 2 |
z3—-1 = 3(z—1 3(z24z+1)

,Algorithmus” fiir Anwendung der Partialbruchzerlegung
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1. Falls der Grad des Zahlerpolynoms nicht kleiner ist als der Grad des Nenner-
polynoms, fithre Polynomdivision mit Rest durch. Man erhélt eine Summe aus
einem Polynom (leicht zu integrieren) und einer rationalen Funktion, bei der
der Grad des Zéahlerpolynoms kleiner ist als der Grad des Nennerpolynoms.

2. Faktorisiere das Nennerpolynom in lineare und quadratische Faktoren (wie in
7) oben). Achtung: Das ist im Allgemeinen ganz und gar nicht trivial

3. Berechne die Partialbruchzerlegung (wie in 10) oben)

4. Wende die folgenden Formeln an (mit m € N\ {0,1}, a,a, 5, A, B € R und

A% < 4B)
o [ log|x—a|—|—c
o/ (z—a)m = — g = a)m Tt
o [ 2+%+B = \/4]32_A2 arctan \/%%—c,
o/ (3:2+A3:+B)m (m—1)(4B— A%J;EQJFAHB)W T+ 2(37 3A2) J (m2+Aﬁ—fB)m*1
. I%dx— 2log(z? + Az + B) + (8 — 24) fz2+fl4—xw+3
o/ (x2+aX;fB)m - _2(mf1)(ac2fA:zc+B)W1 +(6 - %> IMTZB)’"

Zahlreiche verwandte Integrale lassen sich durch Substitution auf die Integration
rationaler Funktionen zuriickfithren. In den folgenden Beispielen soll R stets eine
rationale Funktion (in ein oder zwei Variablen) bezeichnen.

1) [ R(e®)dz. Durch die Substitution t = ¢* = z=1logt = %=1 =

dt 1
dr = dt erhilt man [ R(e”)dx = [ R(t) %dt [—

) J R({/xdz mit n € N\ {0,1}. Die Substitution t = {/z = z=1" =
& — "' = da=nt""'dz fihrt auf [ R(Yzde =n [ R(t) - "7 dt = vz

dt

3) [ R(sinz,cosz)dz (wobei R jetzt eine rationale Funktion in zwei Variablen
sein kann). Hier kann man die Substitution ¢ = tan 5 verwenden. Dann ist

r = 2arctant = ‘fl—f = 14—% = dr= I—EtQ dt. Um sinz und cos x mittels ¢
auszudriicken, verwendet man
2z
9T cos” 5 1 1
cos” — = = =
2 cos?f4sin*%f  14tan®3 142
2 2
. 9 o 14+1t*—1 t
=sin”—=1-—-cos” = = ==
2 1+t 1+t
x T x 1 1—+¢2
cosw = cos(2- =) =cos’ = —sin® = = T = 5
2 2 2 14¢2— o 14+t
und sinz = sin(2 - §) = 2sin § cos§ = 2tan § 0(2)82 2=k
Insgesamt ist [ R(sinz, cos z)dx —E R(th, hig . 1Hgdt |t=tan 2
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(Verwende die Substitution t = e** = 1z = %logt =

Beispiele. ) + z
- = do=gdt
2t+62m =/ Jlr 1dt 3 f I — 2_+t )dt = i(logt—log(?—i—t)) = i(?x—log(?—l—
6276)):%—%1 (2—1—629”)—1-0
2) [ 1fr‘;tof$dw (Verwende die Substitution ¢ = tan 7, die oben beschrieben wurde)
/ cot x dx:/, cos T dx:/l_t2~1+t2 1 2 2 Jt
1+ cosx sinz(1 + cos x) 1+ 2t 1+ L; 1+1¢2
1—¢ 2 1 [1-¢ 1 [,1 t?
= dt = - dt == [ (- —t)dt 1 t——
”/ 20 1+ +1—1¢ 2/ t 2/% )t o8 [t
| S —

=1
L og | tan %] — Ttan2Z 4

= — 10 an —| — —tan — C
g osltan G — kA
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6 Reihen

6.1 Definitionen und einfache Eigenschaften

Def. Es sei a, € R fir n € N\ {0}. Wir betrachten die Folge (s,),>1 , die folgen-
dermaflen definiert ist:

S1 = Q1

So = ap + asg,

S3=a1+ax+as

Sp=0Q1 + ... + Gy ...

Die s, werden Partialsummen genannt. Fiir die Folge der Patialsummen (s,),>1
schreibt man Y2 | a, und bezeichnet sie als Reihe.

Ist die Folge (s,,)n>1 konvergent (bzw. divergent), so wird die Reihe konvergent (bzw.

divergent) genannt. Ist lim s, = s, so bezeichnet man auch diesen mit >~  a,, dh
n—00

man schreibt > a, = s.

Bemerkung. 1) > > a, hat also zwei Bedeutungen: Die Folge der Partialsummen
und ihr Grenzwert(, falls er existiert)

2) Wie bei den Folgen muss der Index, mit dem die Reihe beginnt, nicht 1 sein. Er
ist oft 0, kann aber auch ein anderes p € Z sein. (also > 7 a, bzw. 337 a,).

gD

Beispiele. 1) Ist || < 1,s0ist >, ¢" = 1—iq - SN 1—£q. D.h. Y00, "
konvergiert fiir [¢] <1 und Y ;2 ¢" = 1%(1 (geometrische Reihe)
(Das wurde bereits in Bsp.) 5) am Ende von Abschnitt 2.2. bewiesen.)

2) S>> 1 divergiert (harmonische Reihe), da die Folge (s,),>1 der Parti-

n=1n
alsummen keine Cauchyfolge ist. Genauer wurde in Bsp.) 2) nach Satz 24

bewiesen, dass S, — S, > % Da die Folge (s,)n>1 streng monoton wéchst,
ist sie (wegen Satz 22) unbeschrénkt (weil sie nicht konvergiert) und daher
St =00,

n=1

3) S (717)ln+1 konvergiert, da die Folge der Partialsummen eine Cauchyfolge

n=1

ist. (Das wurde in Bsp.) 3) nach Satz 24 bewiesen.)

o n o1 . _ 0 falls n gerade ist
) 2 (=1)" divergiert, da s, = { -1 falls n ungerade ist

5) >, n(n+1) konvergiert und Zn L nn+1) = 1, denn m =1- k}r1Vk €
N\ {0} und daher Sn—Zk 1k(k+1 =2z k+1)_(1—%)+%—%+....+
(% — n_+1) 1-— n_+1 2%, 1. Dh. bei s, handelt es sich um eine sogenannte

Teleskopsumme (vgl. Ubungsbsp. 44a)

Satz 130. (i) Sind ) ., a, und ), b, konvergent und ¢, d € R, so konvergiert
auch > 7 (ca, + db,) und es gilt > (can +db,) =¢> oo an +d> .7 by,

(ii) >0, a, konvergent und ), b, divergent, so divergiert Y~ (a, + by)

Ammann Judith, Boubenizek Anna, Bredl Vanessa, Emsenhuber Klaudia, Gruji¢ Dragan, Janisch Alexander,

Karner Nora, Kohlmann Sara, Lang Clara, Langschwert Mohamed, Mayer Barbara, Moser Laura



140

(iii) Werden in einer konvergenten (bzw. divergenten) Reihe ) | a, nur endlich
viele Summatinsglieder a, abgeédndert, so ist auch die neu entstandene Reihe
konvergent (bzw. divergent).

(iv) Ist >~ | a, konvergent, so gelten lim g, = 0 und lim S ope, ap = 0.

(v) Ist a, > 0Vn > 1, so gilt: > | a,, konvergiert < (s,),>1 ist beschrinkt

(vi) Wenn 3¢ > 0:0 < a, < cb,Yn > 1und > 7 b, konvergiert, dann konvergiert
auch >  a, Man nennt in diesem Fall Y >° b, eine konvergente Majorante

fir > an

(vii) Wenn 3¢ > 0:a, > cb, > 0Vn>1und ) 7, b, divergiert, dann divergiert
auch Y >, a,. Man nennt in diesem Fall >~ b, eine divergente Minorante
fir Y77 an.

(viii) (Cauchy- Kriterium fiir Reihen) >~ | a,, konvergiert < Ve > 0 3ny > 1 sodass
|1+ oo F Angp| < € VR >nVp >1

Beweis. (1) > p_i(cap+dby) =¢d _ ag+d > _ by AN ey ap+dy ol by
(wegen Satz 22 (i),(iv)

(ii) Ware > o7 (a,+b,) konvergent, so wire nach (i) auch > 2 b, => 7 ((a,+
b,) — a,) konvergent, ein Widerspruch

(iif) Sei > 7, b, die Reihe, in der endlich viele Summanden abgeéndert wurden,
dh. Ing > 1Vn >ng: b, =a,
Es gilt Y>> b, = > 7 (@ + (by —ay,)). Fiir n > ng ist b, —a, = 0. Die Reihe

n=1
Yoo (b, — ay) ist daher konvergent und >, (b, —a,) = >0 (b, — ay,). Ist
> o2 | an konvergent (bzw. divergent), so ist Y | b, daher nach (i) (bzw. (ii))
ebenfalls konvergent (bzw. divergent).
iv) Ist s = lim s, = > . ag, so gilt a, = s, — Sp_1 27 s — s = 0 bzw.
k=1

n—oo

n—oo
S g =8—8,1 ——>5s—5=0

(v) Daa, > 0Vn > 1ist die Folge (s,),> monoton wachsend und die Behauptung
folgt aus Satz 22.

(Vi) s = > p_jar < cyop by < e opo, by, dh. die Folge (s,),>1 ist beschrénkt
und daher wegen (v) konvergent.

vii) Wire 3 °°°  a, konvergent, so wire wegen b, < 1a, Vn > 1 und (vi) auch
n=1 g c
> > | by, konvergent, Widerspruch

(viil) >>7 | a, konvergiert < (s,),>1 konvergiert Safz2d (Sn)n>1 ist Cauchy-Folge
& Ve > 0 dng > 1, sodass Vm,n > ng gilt [, — sp| < e & Ve >0 3Ing > 1,
sodass Vn > ng Vp > 1 gilt [Sy4p — Su| < € & Ve > 0 Ing > 1, sodass

Vn > mng Vp > 1 gilt |api1 + .. + apgp| < €
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Bemerkung Die Umkehrung von Teil 1 von Satz 130 (iv) gilt nicht, da lim =0
n—oo
aber Y >+ = +00

n=1n

Korollar 131. Es seien a,,b, > 0 Vn > 1 und es existiere lim * > 0. Dann sind
n—oo “m

Yo an und > 07 b, entweder beide konvergent oder beide divergent.

Beweis. Sei a := lim §= > 0. Wéhlt € = §, so Ing > 1 sodass |3 —af < § =
n—>oo "
—S <t < g = ¢ <9 <32 Yn > n,. Die Behauptung folgt aus Satz 130 (vi)

und (vii).

Beispiele. 1) Ist |g| > 1, so ist (¢")n>0 keine Nullfolge (da [¢"| = |¢|" > 1 Vn >
0). Aus Satz 130 (iv) folgt daher,y > ¢" dass divergiert.

2) Yorli g = too, denn 3n + 1 < dn = o > = 11 Vn > }und
St = 400 (dh. Y07, L ist divergente Minorante) oder nhi&% =
nlgglo Tl = % und die Behauptung folgt aus Kor. 131 und der Divergenz

der harmonischen Reihe.

3) Yo7y & konvergiert, denn n! > 2"~! Vn > 0 (Induktion nach n: n = 0 0! =
12%:2*1,n:1: !'=1>1=2und fir n > 1ist n+1 > 2 und
daher (n +1)! =nl(n+1) >2"1.2 =2") = m§2n11:2Vn>O Da

o 1 _ \veo (lyn 1 _ 1
Yoo = 2omo(z)" = I = 2ist ), 55 eine konvergente Majorante

(Tatséchlich haben wir in Korollar 95 bereits bewiesen, dass Y o- (& = e.)

1

.. . _1 ) 2_ .

4) >, -5 konvergiert, denn lim —#— = lim nZ) — Jim 252 = lim (1 —
n—>oo nn—1) n—oo " n—oco ™ n—»00

1) = 1. Nach oben ist > -
ist Zn:l w2 F)

5) Ist @ > 2, so konvergiert ZZOZ ,denn n®* >n?v¥n>1= n—a < n2 Vn > 1,
dh. >, # ist konvergente MaJorante.

n=1 n(n+1)

L1
6) Yoo sin(2) divergiert. Aus 11n(1) s";(m = 1 folgt lim bmfﬁ) = 1. Die Behaup-

n—oo n
tung folgt nun aus der Divergenz der harmonischen Reihe und Korollar 131.

6.2 Konvergenz- und Divergenzkriterien

Def. Eine Reihe, bei der die Vorzeichen der Summanden abwechseln, heifit alternie-
rend.

Formal: Ist a, > 0 Vn > 1, so heiBen Reihen der Gestalt Y > (—1)""a, (=a; —
as +as —ag+ —....) oder ZOO_ (—1)"a, (= —ay + as — as + a4 — +...) alternierend.

n=1

Satz 132. (Leibniz-Kriterium) Es sei (a,),>1 eine monoton fallende Nullfolge.
Dann konvergiert die Reihe > 7 (—=1)""q,,.

Beweis. Es gelten sopyo—Sop = topq1—Aopy2 > 0 und Sopy3—Sopg1 = Gopq3—dopga <
0, dh. die Folge (sox)r>1 ist monoton wachsend und (sgx_1)r>1 monoton fallend. Da
Sg < So < Sopt1 < 51 Vk > 1 ist die Folge (Sax)g>1 nach oben beschriankt (durch ;)
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und die Folge (sax+1)k>0 nach unten beschrankt (durch s9). Wegen Satz 23 existieren

s := lim s9, und s := lim sop.1. Wegen st — s~ = lim sgpyq — lim 9, =
k—o00 k—o00 k—00 k—o00
. . . — . o0
lim (Sog41 — Sox) = lUm agpyr = 0ist sT =5~ = lim s, =Y oo (—1)"*a,
k—o0 k—o0 n—00

Beispiele. 1) Die Reihe >~ | CIAAE . l + l — l + - - - konvergiert nach dem

Leibniz-Kriterium, da (—)n>1 eine monoton fallende Nullfolge ist. (Man kann

zeigen, dass y 1 =log 2)

2) Die Reihe $°°° CU% — 1 — : + 1 — 2 + —... konvergiert nach dem Leibniz-

n=0 2n+1
Kriterium, da (2n 7 )n>0, €ine monoton fallende Nullfolge ist. (Man kann zeigen,

dass 3502, 5 = 1)

3) Dass die Reihe > °7 (—1)"*! divergiert, zeigt, dass nicht jede alternierende
Reihe konvergiert.

Def. Die Reihe Y7 | a, heifit absolut konvergent, wenn die Reihe > 7 | |a,| kon-
vergiert,.

Satz 133. Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beweis. Ist Y 2 | a, absolut konvergent, so ist nach Voraussetzung die Reihe > 7 | |a,,|
konvergent. Sei ¢ > 0. Aus dem Cauchy-Kriterium (Satz 34(viii)) fiir >~ , |a,| folgt:
Ing > 1Yn>ng ¥p > 1:||ans1] + ... + |anipl| <€

=Vn>ngVp > 1: |ani1+...Fanip| < lanir|+ocF|ansp| = l|ant1]+ Flanspl| <e
und wieder nach dem Cauchy-Kriterium folgt die Konvergenz von 7 | a,.

Bemerkung. Die Umkehrung von Satz 133 gilt nicht, dh. es gibt konvergente Reihen,

oo (—1)ntt

die nicht absolut konvergieren. Z.B. konvergiert die Reihe ), *—— nach dem

n+1

Leibniz-Kriterium, aber die Reihe > 7 ] | = >0, + divergiert.

Lemma 134. Sind die Reihen ) | a, und 22021 b, absolut konvergent und ¢, d €
R, so ist auch die Reihe Y > (ca, + db,) absolut konvergent

Beweis. Es ist |ca, + db,| < |c||ay| + |d||b,] Vn > 1. Die Reihe Y > (|c||an| +
|d||b,|) konvergiert nach Satz 130 (i) und ist daher eine konvergente Majorante fiir
> |ean + dby).

Satz 135. (Wurzelkriterium, 1. Version)

(i) Gibt es ein ¢ € (0,1), sodass {/|a,| < ¢ fiir fast alle n (d.h. fiir alle bis auf
endlich viele n), so konvergiert >  a, absolut.

(ii) Gilt {/|a,| > 1 fiir unendlich viele n, so divergiert Y > a

Beweis. (i) Es gibt ng > 1, derart dass {/|a,| < ¢ ¥n > ng = |a,| < ¢" Vn > ng
= Die geometrische Reihe 7 ¢ ist konvergente Majorante fiir 37 [ay|.
Also konvergiert ) “|a,| und daher (wegen Satz 130(iii)) auch anl |ay|.

(i) {/|an| > 1 fiir unendlich viele n = |a,| > 1 fiir unendlich viele n = (a,),>1
ist keine Nullfolge = > 7 | a,, divergent.
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Korollar 136. (Wurzelkriterium, 2. Version) Es sei a := lim {/|a,| (> 0).
n—oo

Dann gelten:
(1) Ist @ <1, s0ist >~ a, absolut konvergent.
(ii) Ist & > 1, s0 ist Y~ a, divergent.

Beweis. (i) Da o < 1, ist € := 5% > 0. Wegen Satz 32 ist {/|a,| < a + 5% =
e 1 fiir fast alle n, dh. dic Voraussetzung von Satz 135 (i) ist mit ¢ = ”O‘
erfiillt.

(i) Da o > 1, ist e = 251 > 0. Wegen Satz 32 ist {/]a,| > o — 25+ = £ > 1 fiir
unendlich viele n, dh. die Voraussetzung von Satz 135 (ii) ist erfiillt.

Bemerkung. 1) Existiert lim {/|a,| (was in vielen Anwendungsbeispielen der
n—oo
Fall ist), so ist lim {/|a,| = lim {/|a,| und man kann Kor. 135 in folgen-
n—o0 n—oo

der Form anwenden:

(1) Ist lim {/|a,| <1, soist ) >, a, absolut konvergent.
n—oo

(ii) Ist lim {/|a,| > 1, soist > - a, divergent.
n—oo

2) Es reicht in Satz 135(i) nicht, dass {/|a,| < 1 fiir fast alle n.
zB. /n>1V¥n>2= {/|t] <1Vn > 2, aber die Reihe ) ° | + divergiert.

3) Ist lim {/|a,| = 1(dh. @ = 1 in Kor. 136), so kann man keine Aussage machen.
n—oo
z.B.: gilt lim Yn=1= lim Vn? = lim /n{n = (lim /n)- (lim /n) =
n—r00 n—00 n—00 n—00
1 1

1-1=1= lim {¢/= = hmn——lund lim ¢/ = lim —= = 1. Nun
N—00 n n—00 n—00 n nsoo Vn2

divergiert die Reihe Y~ | L | wiihrend die Reihe Y~ | & konvergiert.

n=1n

Beispiele. Y >, ZL‘—,'L konvergiert. Das Summationsglied kann man schreiben als
n— 2 3 ,nn—l nn—l nm
(1+ %)1(1 + %)2(1 + %>3<1 + ﬁ) = % ’ 3_2 ’ 3_3 T D)L T T23e(n-1) . nl

Nun gilt (1 + %)" > 2 V¥n > 1. (Das ist trivial fiir n=1 und folgt fiir n > 2 mit Hilfe
der Bernoullie-Ungleichung in Satz 18: (14 £)" > 14 n -+ = 2.) Zusammen erhélt

man%22"_1:>g—i§2nl_1:2%:>\n/%f%ﬁvnzl

Die Folge ( ¢/ ,7;—7!1)@1 ist beschrénkt (da 0 < ¢ ,?—7'1 < %ﬁ < % = 1) und daher existiert
lim {/ "—,'l Wendet man Satz 20(i) auf die gegen lim {/ % konvergierende Teilfolge
n—o0

n—oo
von ({/2),>1 an, so erhilt man lim {/Z < lim %ﬁ = 1 < 1 und die Behaup-
n—oo n—oo
tung folgt aus Kor. 136(i). (Tatséchlich konvergiert die Folge ({/2),> und es gilt
Y PR
2 Y =)
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Satz 137. (Quotientenkriterium, 1. Version) Es sei a,, # 0 fast alle n > 1.

(i) Gibt es ein g € (0,1) sodass |[*25| < g fiir fast alle n, so ist 7 | a, absolut
konvergent.

(ii) Gilt [#] > 1 fiir fast alle n, so ist 37| a, divergent.

Beweis. (i) Ist ng > 1 derart dass a, # 0 und [ < g Vn > ng, so gilt
ano+p+1|
ang+p

|ang+p < ¢°|an,| ¥p > 0 (Induktion nach p: p = 0 trivial und |@mu4pt1]
|ang+p| < -7 lan,| = ¢"" |an|.)

= Die geometrische Reihe Y 77 ¢" ist eine konvergente Majorante fiir 2 [a,|.
Also konvergiert > 77 a,| und daher auch Yoo lan].

n=ng

(ii) Ist ng > 1 derart dass a, > 0 und [*2 > 1 Vn > ng, so gilt |a,| > [a, 1] >
C > angs| = lang|, dh. Jag] > lan| > 0 Vn > ng = (an)n>1 ist keine
Nullfolge = >~ | a, divergiert.

Korollar 138. (Quotientenkriterium, 2. Version) Es sei a,, # 0 fiir fast alle n
> 1.

(i) Ist lim [*254] < 1, s0ist )7 | a, absolut konvergent.

n—oo

(i) Ist lim [*2£] > 1 soist > 7 a, divergent.

n—oo

Beweis. (i) Sei a := lim |*21| < 1. Wihlt man wieder € := 15 > 0, so ist wegen
n—o0 n
Satz 32 [ < a + e = 14e <1 fiir fast alle n, dh. die Voraussetzung von
Satz 137(i) ist mit ¢ = 152 erfullt.

(i) Sei f := lim ]“”+1| > 1. Wihlt man ¢ = £ so ist wegen der Bemerkung

n—00 2
nach Satz 32 |a"+1| < pB- ﬁ 1 — # > 1 fiir fast alle n, dh. die Voraussetzung
von Satz 137 (i ) ist erfullt

Bemerkung. 1) Existiert lim [*] (was in vielen Anwendungsbeispielen der Fall
n—00
ist), so ist hm |a"“\ Tim || = lim [*] und man kann Kor. 138 in
n—oo n—o0 n

folgender Form anwenden:

(i) Ist lim [*2£] < 1, s0 ist > | a, absolut konvergent

n—oo

(i) Ist 711;120 |“2E| > 1, so0 ist Y7 a, divergent

2) Es reicht in Satz 137(i) nicht, dass |%| < 1 fiir fast alle n z.B. gilt |2F| =

7 <1Vn >1, aber die Reihe PO dlverglert
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3) Ist lim 22| = 1, so kann man mit Hilfe des Quotientenkriteriums keine
Nn—00
1
Aussage machen. Z.B. gilt lim ]"Tl Jim. |21 = 1 und lim |("+1> | =
—00 72
lim |55 +1 5| = Tim ]nz o +1] = 1 Aber d1e Relhe S dlverglert und die

n—oo

Reihe Y07 | = konverglert.

(n+D! pr _ (nt+D)n" nn 1 n—00

Beispiele. > 7
g <1

n konvergiert, denn @ = -

n=1 nn L O L N (S ) N (R ST

Bemerkung. 1) Wurzel- und Quotientenkriterium entstehen durch Vergleich der
Rethe > | |a,| mit der geoemtrischen Reihe Y 07 ¢".

2) Man kann zeigen: Kann man die (absolute) Konvergenz einer Reihe mit dem
Quotientenkriterium beweisen, so kann man sie auch mit dem Wurzelkriterium
beweisen. Es gibt aber Reihen, deren Konvergenz man mit dem Wurzelkrite-
rium aber nicht mit dem Quotientenkriterium zeigen kann.

3) Faustregel: Das Wurzelkriterium ist stérker als das Quotientenkriterium, das
Quotientenkriterium ist aber oft einfacher in der Handhabung. (Wie zum Bei-
spiel im Fall der Reihe S°°° ).

n=1 nn
Bemerkung. Der nachfolgende Satz und das darauffolgende Korollar sind Nachtrige
zu den Abschnitten 3.7 bzw. 5.5. Sie sind Analoge zu den Sétzen 22 (fiir Folgen)
und 130(v) fiir Reihen.

Satz 139. Die Funktion f : [a,4+00) — R sei monoton. Dann sind dquivalent:

(i) lim f(x) existiert,

T—r00

(ii) fist beschrinkt

Beweis. (i) = (ii) Es sei o := g}grgof(x) Dann Jz¢ > aVx > zy @ |f(z) — o] < L.
Daraus folgt |f(z)| — |a| < ||f(z)| — |a|| < |f(z) —a] < 1 und daher |f(x)| <
|a|4+1Vx > . Auf dem Intervall [a, xo] ist f beschrénkt, da f(a) < f(z) < f(zo)Vx €
[a, zo] (falls f monoton wéchst) bzw. f(zq) < f(x) < f(a)Vz € [a, 2] (falls f monoton
fallt). In beiden Féllen ist |f(x)] < max{|f(xo)l,|f(a)|}Vx € [a,zo]. Insgesamt ist
|f(2)] < max{|a]+1,|f(x0)|,|f(a)|}Yx > a, dh. f ist beschrankt.

(17) = (i) Es sei zunéchst f monoton wachsend. Es sei a := supf(x). Behauptung:
r>a

lim f(z) = . Es sei € > 0. Wegen Satz 5 gibt es ein xy > a, derart, dass o — € <
T—00

f(zo) < a und daher o — e < f(xy) < f(z) < a < a+ € Vax > xy. Daraus folgt
|f(z) —a| < e Vo > zp und damit die Behauptung. Falls f monton fillt, folgt die
Behauptung durch Anwenden des bisher Gezeigten auf -f.

Korollar 140. Es sei f : [a,+00) — R integrierbar auf [a,z]Vx > a und f > 0.
Dann sind dquivalent:

i) f;oo f(z)dz existiert,

(i) It >0: [T f(t)dt <kVz>a
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Beweis. Fir x > a sei F(x f f(t)dt. Dann ist ' > 0 und die Funktion F ist

monoton wachsend. (Ist < y, so gilt F(x) = [T f(t)dt < [T f(t)dt + [7 f(t)dt =

[V f(t)dt = F(y)). Also gilt [ f(x)dw ex1stlert & llgl F(x) existiert < F(x)
r—r+00

ist beschrankt.

Satz 141. (Integralkriterium) Die Funktion f : [1,4+00) — R erfiille f > 0 und
sei monoton fallend. Dann sind dquivalent:

(1) >>0°, f(n) konvergiert

(ii) f ) r)dx existiert

Bewez’s Essei s, = f(1 )+ .+ f(n). Daher gilt offenbar s,— f(1) = f(2)+...+f(n) <
fl x)dx —|— A+ [ fle)de < f(1) + ...+ f(n—1) = s,_1. Daraus folgt sofort,
dass s, — f(1) < f1 d:c < Sp_i-

Nun gilt anl f(n) konverglert

& s, ist beschréinkt

< Die Folge fl (t)dt)p>1 ist beschrankt

& Die Abbildung [1,+00) — R z — [;" f(t)dt ist beschriinkt

& 1+oo f(z)dz existiert

Korollar 142. Es sei a € R. Die Reihe )"
a> 1.

nel 7 L konvergiert genau dann wenn

Beweis. > .7 konvergiert < f1 —dx existiert < o > 1 (siche Abschnitt 5.5)

nla

Bemerkung. Fiir o > 1 erhélt man so die Riemannsche Zetafunktion ((a) = Y00 L

n=1 na °
Da sie die Produktdarstellung ((«a) = — (Produkt iiber alle Primzah-

pPrzmzahl1 -bp
len) besitzt, wird sie in der analytischen Zahlentheorie verwendet, um die Vertei-

lung der Primzahlen zu untersuchen. Man kann sie auf die ganze komplexe Ebene
(mit Ausnahme des Punktes 1) fortsetzen. Sie ist auch Gegenstand der berithnten
Riemannschen Vermutung, die sich mit der Lage ihrer nicht-trivialen Nullstellen
beschéftigt.

Satz 143. Die Funktion f : [1,400) — R erﬁﬂle f > O und sei monoton fallend.
Dann existiert der Grenzwert lim (3>°,_, f(k) — [" f € [0, f(1)]
n—oo

Beweis. Fiir n > 1 sei t,, := [ f(z)dz — (f(2) + ... + f(n)). Die Folge (t,)n>1 ist

monoton wachsend, denn tn+1 I"H fx)de — (f(2)+ ...+ f(n+1)) =

[ f@)dz — (f2) + ..+ f(n) + [M f(2)da — f(n+1) > ¢,

Welters gilt 0 < t < f(1) — f( ) fir n > 1, denn 0 < (f12 flx)dx — f(2)) + ... +
(7 Sz — f(n) = [ F@)do = (f(2)+ o+ fn) = by < (F(1) = f(2)) + o+
(f(n—l)—f(n)) = (f(1)+ +f(n D)= (f@)+...+f(n)) = fF(1) = f(n). Also ist
die Foge (t,)n>1 monoton wachsend und durch f(1) nach oben beschrinkt. Daher
existiert der Grenzwert nh_}rgo t, (nach Satz 22) und 7}1_{20 t, €10, f(1)] (wegen Satz

20(i)). Bezeichnet s, = "7, f(k), so folgt ILm (sn— [ f(z)dx) = le (f(1)—t,) =
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Bemerkung. Beachten Sie, dass wir weder vorausgesetzt haben, dass >~ , f(k) kon-
vergiert, noch, dass floo f(z)dz existiert.

Beispiele. Anwendung von Satz 143 auf die Funktion f : [1,+00) — R, f(z) = 1
ergibt, dass de Grenzwert lim (1+ 4 + ...+ = — [ 1dx)
n—oo

= lim (14 5 4 ... + = — log(n)) =: v existiert. Die Zahl v wird Euler-Mascheroni-

n—oo
Konstante genannt. Es ist nicht bekannt, ob + rational oder irrational ist.

6.3 Potenzreihen und Taylorreihen

Def. Eine Reihe der Gestalt > - ar(z — a)f = ag + a1(z — a) + az(z — a)? + ...,
wird Potenzreihe (um a) genannt

Bemerkung. 1) Genaugenommen handelt es sich bei einer Potenzreihe also um
eine Reihe bei der Potenzen aufsummiert werden (ndmlich die Abbildung = —

ay(a — z)¥)
2) Héufig wihlt man a = 0, dh man betrachtet Reihen der Gestalt >, apz”

Def. Fiir eine gegebene Potenzreihe > o~ ar(x —a)* definiert man den Konvergenz-
radius R durch die Formel R := l\khﬁrgO {/lax|, wobei man —— = 0 und § = oo setzt

(Formel von Cauchy-Madamerd).
Satz 144. Die Potenzreihe Y -, ax(z — a)* moge Konvergenzradius besitzen

(i) Ist R = 0, so konvergiert die Reihe >~ a(x—a)"* nur fir = a und divergiert
fir x # a

(ii) Ist R = oo, so konvergiert die Reihe >, ax(z — a)* absolut Vx € R

(iii) Ist R € (0,400), so konvergiert die Reihe Y 2 ax(x — a)* absolut fiir alle
r € R mit der Eigenschaft |z — a] < R und divergiert fir alle x € R mit der
Eigenschaft |z —a| > R

Bemerkung. Man kann diesen Satz folgendermaflen veranschaulichen:

Beweis. (i) Ist R =0, so folgt klim V/|ax| = +o00 und daher klim Vaw(z — a)k| =
—00 — 00

klim (/)ag| - | — a]) = 00V € R\{a}.
—00

Also ist {/|ax(z — a)*| > 1 fiir unendlich viele k und die Reihe Y7, ax(z—a)*
daher divergent fiir alle z € R\{a} (nach Satz 135(ii)).
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(ii) Ist R = oo, so folgt klim v/|ax| = 0 und daher klim Yaw(z — a)k| = klirn (&/]ag]-
—00 —00 —00
|t —a|) =0Vz € R
Also konvergiert die Reihe Y77, ax(z—a)* absolut fiir alle # € R nach Korrolar

136(i).
(iii) Fiir R € (0, +00) ist (unter Verwendung von Ubungsbeispiel 63a) klim Yaw(z — a)k| =
—00
- . ok Bsp:.63a . —1 b _ M
T (12— al - ¢/farl) 2% o — al - T /el = 55
Fir |z —a| > R ist nun klim Vlaw(z — a)k| = ‘x};a| < 1 und die Reihe
—00

S ax(z — a)* ist wegen Korollar 136 (i) absolut konvergent.
Fir |z —a| > R ist klirn ar(z — a)k| = % > 1 und die Reihe Y 72 ax(z —
— 00

a)® ist wegen Korollar 136(ii) divergent.
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