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Erzeugende Funktionen

Sei O eine Familie von “kombinatorischen Objekten” (z.B.
Permutationen von [n]) wobei jedes einzelne Objekt eine “Kennzahl”
(z.B. die Anzahl der Zyklen) besitzt. Wir fragten nach der Anzahl aller
derartigen Objekte mit fester “Kennzahl”.

Definition: Gewichtsfunktion w auf O
Jeder Objekt o0 € O ordnen wir das Gewicht

w (O) = Z“Kennzahl” von o

Definition: Erzeugende Funktion von O (in bezug auf das Gewicht w)

© Univ.-Prof. Dr. Goulnara Arzhantseva Kapitel 05: Erzeugende Funktionen und Potenzreihen 2/45



Formale Potenzreihen

Wir rechnen aller Objekte mit fester “Kennzahl” n.
Seien c, diese Anzahlen.

Definition: Erzeugende Funktion als Potenzreihe
GF(0) =) cnz".
n=0
Wir sagen ebenfalls erzeugende Funktion von (¢p);,Z, und schreiben:
c(z) =) cnz".
n=0

Die Zahlen c,, erscheinen als die Koeffizienten von z" in GF (O).
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Beispiel: Fibonacci—Zahlen

Gegeben sei ein 2 x n Rechteck. Wieviele verschiedene Zerlegungen
dieses Rechtecks gibt es in 2 x 1 Dominos?

Bezeichne f (n) die gesuchte Anzahl.
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Zerlegungen firn=2und n=3 (aus Skriptum)

Gegeben sei ein 2 x n Rechteck. Wieviele verschiedene Zerlegungen
dieses Rechtecks gibt es in 2 x 1 Dominos?

n=3, f(3) =3 Zerlegungen:

n=4, f(4) =5 Zerlegungen:
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Beispiel: Fibonacci—Zahlen

Gegeben sei ein 2 x n Rechteck. Wieviele verschiedene Zerlegungen
dieses Rechtecks gibt es in 2 x 1 Dominos?

Bezeichne f (n) die gesuchte Anzahl. Die Menge aller Zerlegungen
des Rechtecks zerfallt in 2 disjunkte Teilmengen:

11 Am rechten Ende finden wir entweder ein vertikales Domino,
2 oder zwei Ubereinander liegende horizontale Dominos.
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Beispiel: Fibonacci—Zahlen

Gegeben sei ein 2 x n Rechteck. Wieviele verschiedene Zerlegungen
dieses Rechtecks gibt es in 2 x 1 Dominos?
Bezeichne f (n) die gesuchte Anzahl. Die Menge aller Zerlegungen
des Rechtecks zerfallt in 2 disjunkte Teilmengen:

11 Am rechten Ende finden wir entweder ein vertikales Domino,

2 oder zwei Ubereinander liegende horizontale Dominos.

Entfernt man diese Dominos, dann bleibt im ersten Fall eine Zerlegung
des 2 x (n — 1) Rechtecks in Dominos Ubrig, woftr es f(n — 1)
Méglichkeiten gibt, und im zweiten Fall eine Zerlegung des 2 x (n — 2)
Rechtecks in Dominos, wofur es f(n — 2) Méglichkeiten gibt.
Insgesamt erhalten wir also die Rekursion

f(n=f(n—1)+f(n—2) (1)

mit der Anfangsbedingung f(0) = f (1) = 1.
f (n) heiBen Fibonacci—Zahlen und werden mit F, bezeichnet.
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Erzeugenden Funktion der Fibonacci—Zahlen

Wir multiplizieren beide Seiten in (1) mit z” und summieren (formal)
Uber alle n > 2. Das ergibt

[o¢] o0 o0
S Faz"=Y Fp4z"+) Fpo2".
n=2 n=2 n=2

Mit der erzeugenden Funktion F (z) = >,y Fnz" der Fibonacci—Zahlen
kénnen wir das nun so schreiben:

F(z)—Fz—Fy=z(F(2)— F0)+22F(z).

Da Fy = F; = 1, kbnnen wir die erzeugende Funktion F (2)
“ausrechnen”: ]

F(Z)=1—z—z2
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Erzeugenden Funktion der Fibonacci—Zahlen

Um aus dieser Darstellung eine Formel fir die Koeffizienten F, zu
extrahieren, bestimmen wir die Partialbruchzerlegung

1 Zq 20
F(z) = —
2) z1— 2 (1—212 1—zoz>’

wobei zy = 158 und z = 145 die Losungen der Gleichung

X2 —x—1-= 0 sind. Auf der rechten Seite stehen geometrische
Reihen, die man entwickelt:

FZ zn+1 Zn+1
i (,; S

n>0

s () (7))
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Erzeugenden Funktion der Fibonacci—Zahlen

Durch Koeffizientenvergleich (d.h.: Gleichsetzen der Koeffizienten von
z" auf beiden Seiten der Gleichung) erhalt man:

1 1+\/5 n+1 1_\/5 n+1
()
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Erzeugenden Funktion der Fibonacci—Zahlen

Durch Koeffizientenvergleich (d.h.: Gleichsetzen der Koeffizienten von
z" auf beiden Seiten der Gleichung) erhalt man:

1 1+\G n+1 1_\/5 n+1
() (%)) e

Die Folge der Fibonacci—Zahlen (Fp),-q beginnt so:

(1,1,2,8,5,8,13,21,34,55,89, ...)

Aus (2) erkennt man, daf3 sich die Fibonaccizahlen asymptotisch wie

L1+\Enﬂ
NAWE

verhalten, denn 1*2f5 ~ —0.618034 ist dem Betrag nach kleiner als 1.
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Erinnerung (von Kapitel 02): Binomialkoeffizienten
Zur Erinnerung: Die Anzahl k—elementigen Teilmengen von [n] ist
n\ _nk  n
k] Kkl (n—k)k!’

FUr jedes feste k, der Binomialkoeffizient als Polynom angesehen

werden:
x\ . xk
k] kI’

wobei x € C und k ist eine nichtnegative ganze Zahl.
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Formale Potenzreihen

Definition: formale Potenzreihe

Eine formale Potenzreihe Gber dem Kérper der komplexen Zahlen C ist
eine Folge (ao, ai, a, ...) mit a; € C fur alle i. Wir bezeichnen die
Menge aller solchen formalen Potenzreihen mit C[[Z]].

Beispiel: Binomialreihe
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Formale Potenzreihen

Definition: formale Potenzreihe

Eine formale Potenzreihe Uber dem Kérper der komplexen Zahlen C ist
eine Folge (ao, ai, a», ...) mit a; € C fir alle i. Wir bezeichnen die
Menge aller solchen formalen Potenzreihen mit C[[Z]].

Auf C[[z]] definieren wir eine komponentenweise Addition “+” durch
(80,81,82,...>+(bo,b1,b2,...) = (ao+b0,a1 +b1,32+b2,...).

FUr ein A € C definieren wir eine komponentenweise
Skalarmultiplikation “-” durch

A-(ag, a1, a0, ...) = (Aag, \ai, \ao, ...).
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Formale Potenzreihen

Weiters definieren wir eine Multiplikation (die wir ebenfalls mit -
notieren) zweier formalen Potenzreihen durch

(aOaa‘laaZa"') . (b07b17b27"') = (COaC‘IaCZa-")a
wobei
n
Cp = Z axbp_k
k=0
ist. (Dieses Produkt hei3t auch Konvolutionsprodukt.)
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Formale Potenzreihen

Weiters definieren wir eine Multiplikation (die wir ebenfalls mit -
notieren) zweier formalen Potenzreihen durch

(a0, a1, az,...) - (bo, b1, b2, ...) = (Co, C1, C2,. .- ),

wobei

n
Cp = Z axbp_k
k=0
ist. (Dieses Produkt hei3t auch Konvolutionsprodukt.)
Die folgenden speziellen Potenzreihen werden sehr oft vorkommen
und erhalten deshalb abkirzende Symbole:

0:=(0,0,0,...),
1:=(1,0,0,...),
—a=(-1)-a

© Univ.-Prof. Dr. Goulnara Arzhantseva Kapitel 05: Erzeugende Funktionen und Potenzreihen

13/45



Formale Potenzreihen

Wir schreiben formale Potenzreihen (ag, a4, . ..) in der Form

g+ azZ+@zi+-=y anZ"
n>0
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Algebraische Struktur der formalen Potenzreihen

Die folgenden Gesetze sind erfillt fir (formale) Potenzreihen
a=(ap,ay,...), b=(bg,bq,...),c=(cy,c1,...)und A\, u € C:

a+(b+c)=(a+b)+c (Assoziativitit der Addition)
a+0=0+a=a (neutrales Element der Addition)
a+(—a) =0 (inverses Element der Addition)
a+b=>b+a (Kommutativitit der Addition)
1.-a=a
AMpa) = (Ap) - a
Aa+b)=Xa+ )b
(AM+p)a=Xa+pa
a-(b-c)=(a-b)-c (Assoziativitdt der Multiplikation)
a-1=1-a (neutrales Element der Multiplikation)
a-b=>b-a (Kommutativitdt der Multiplikation)
a-(b+c)=a-b+a-c (Distributivitat)
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Algebraische Struktur der formalen Potenzreihen

In der Sprache der Algebra besagen die Gesetze (3)—(10), daB C[[z]]
mit Addition und Skalarmultiplikation ein Vektorraum tber C ist.

Alle Gesetze (3)—(14) zusammen besagen, daB C[[z]] mit der Addition,
Multiplikation und Skalarmultiplikation eine kommutative Algebra mit
Einselement Uber C ist.
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Algebraische Struktur der formalen Potenzreihen

Satz: inverse Potenzreihe

Die Potenzreihe a(z) = ag + a1z + a»z? + - - - besitzt genau dann eine
beziglich der Multiplikation inverse Potenzreihe, wenn ayg # 0. Die
inverse Reihe ist in diesem Fall eindeutig bestimmt.
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Inverse Potenzreihe

Beweis: “="Angenommen a(z) besitzt eine inverse Reihe

b(z) = by + b1z + byz? + - - - . Per Definition gilt dann a(z) b(z) = 1.
Insbesondere qilt agby = 1: Das ist nur méglich, wenn g # 0.
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Inverse Potenzreihe

Beweis: “="Angenommen a(z) besitzt eine inverse Reihe

b(z) = by + b1z + byz? + - - - . Per Definition gilt dann a(z) b(z) = 1.
Insbesondere qilt agby = 1: Das ist nur méglich, wenn g # 0.
“<="Sei ag # 0. Wir geben die Koeffizienten einer inversen Reihe
b(z) = by + b1z + boz? + - - - durch direkte Rechnung an. Es gilt ja

agbg = 1
und flr n > 1

n n
Z akbn_k = aob,, + Z akbn_k =0.
k=0 k=1
Daraus lassen sich die Koeffizienten b, in eindeutiger Weise rekursiv
berechnen, denn aus der ersten Gleichung erhalten wir by = alo und
aus der zweiten Gleichung erhalten wir rekursiv
1 n
bp=—— Z akbn_k.
a0 i
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Beispiele: inverse Potenzreihe

(1)Seia(z)=1—2z=1—2z+0-22+0-2%+---. Der konstante
Koeffizient von a(z) ist 1 # 0, daher existiert die inverse Reihe

(1 — z)~'. Wie leicht nachzurechnen ist, ist dies die geometrische
Reihe 1+z+ 22+ =3 ,.02"

(2) Allgemeiner, sei a(z) =1 — az fur ein « € C. Dann gilt

A—az)'=1+az+a?Z?+- Zaz
n>0

(3) Die erzeugende Funktion der Fibonaccizahlen erflllte die
Gleichung F (z) (1 — z — Z%) = 1. Sie ist daher die multiplikativ inverse
Reihe zu (1 — z — z2), und diese ist wohl definiert, da 1 # 0.
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Beispiel: Exponentialreihe
Die Exponentialreihe: exp(az) :=3",-¢ %!"z” firein o € C.
Wir haben, z. B.:

exp(az) exp(8z) = exp((a + £)2)

Denn zwei (formale) Potenzreihen sind genau dann gleich, wenn ihre
Koeffizienten Ubereinstimmen. Wenn wir also die Koeffizienten von z"
auf beiden Seiten vergleichen, erhalten wir:

oder aquivalent
" (n
Z (k) X B = (a + B)".
k=0

Das ist aber genau der Binomische Lehrsatz!
Insbesondere gilt: (exp(az))~' = exp(—az).
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Zusammensetzung von Potenzreihen

Definition: Zusammensetzung oder Komposition von Potenzreihen

Gegeben seien zwei Potenzreihen a(z) und b (z), wobei b (2)
verschwindenden konstanten Koeffizienten hat (also by = 0:
b(z)=biz+byz%+...).

Die Zusammensetzung (a o b) (z) von a und b ist definiert durch

(@aob)(2)=> aj(b

i>0
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Zusammensetzung von Potenzreihen

bo = 0 = alle Koeffizienten von z¥ mit k < i in (b(z))’ sind 0.

Daher bendtigen wir flir den Koeffizienten von z" in (ao b) (z) nur die
endlich vielen Potenzen (b(z)),i=0,...,n.
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Zusammensetzung von Potenzreihen

bo = 0 = alle Koeffizienten von z¥ mit k < i in (b(z))’ sind 0.

Daher bendtigen wir flir den Koeffizienten von z" in (ao b) (z) nur die
endlich vielen Potenzen (b(z)),i=0,...,n.

Dann die Koeffizienten der Zusammensetzung

(aob)(z)=> cpz" sind wie folgt:
n>0

n
Co=ap,undfirn>1:¢c,=> a > byby, b, (15

i=0 Vi+vo+-+vi=Nn

die ¢, sind also sichtlich durch endliche Summen gegeben.
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Zusammensetzung von Potenzreihen

bo = 0 = alle Koeffizienten von z¥ mit k < i in (b(z))’ sind 0.

Daher bendtigen wir flir den Koeffizienten von z" in (ao b) (z) nur die
endlich vielen Potenzen (b(z)),i=0,...,n.

Dann die Koeffizienten der Zusammensetzung

(aob)(z)=> cpz" sind wie folgt:
n>0

n
Co=ap,undfirn>1:¢c,=> a > byby, b, (15

i=0 vi+Vo+--+vi=N
die ¢, sind also sichtlich durch endliche Summen gegeben.

Fir die Summationsindices v; kbnnen wir v; > 1 annehmen, da ja
by = 0 ist: Der Summationsbereich der inneren Summe entspricht
dann der Menge aller Kompositionen von n mit i Teilen.
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Beispiel: Fibonacci—Zahlen

-1
Die erzeugende Funktion der Fibonaccizahlen, F (z) = (1 —z— 22)
kann auch als Zusammensetzung

F()=(1-27")o(z+2)

geschrieben werden. Daher kdnnen wir wie folgt rechnen:

F(2)=Y (z+28) =) Z(1+2)

i>0 i>0
i ,
S50 -2 5500

Koeffizientenvergleich liefert somit folgende Darstellung der
Fibonaccizahlen als Summe:
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Zusammensetzung von Potenzreihen

Satz: Die Zusammensetzung ist assoziativ.

Far Potenzreihen a(z), b(z) und c(z), wobei b(z) und c(2)
verschwindenden konstanten Term haben, gilt

ao(boc)=(aob)oc.
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Zusammensetzung von Potenzreihen

Beweis: Wir miissen zeigen, daf3 die Koeffizienten von z" auf beiden
Seiten gleich sind.

Geman (15) ist der konstante Term (also der Koeffizient von z°) auf
beiden Seiten ag.

Nun vergleichen wir die Koeffizienten von z", n > 1; wieder geman
(15).

Notation: Koeffizienten von z"
[[z"]]f (z) bezeichnet der Koeffizient von z" in einer Potenzreihe f (z).
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Zusammensetzung von Potenzreihen

Fur die linke Seite berechnen wir [[z"]] (ao (b o ¢)) (beachte, daB3 der
Koeffizient (bo ¢), := [[2°]] (bo €) = by = 0 ist):

Za; Z (boc)y(boc)y, - (bo ), @emass)

i=0 Vi+Vo+---+vi=N

n i vk
= Z aj Z H (Z bj, Z Cuy - cujk> (gemas (15))
i=0

Vit vi=N k=1 \ j =1 HA ety =Vg

i=0  ji++ji<n Vit +lVi=n k=1 \ g+ =g
V12 J1 55 Vi 2]

=§n:a,- Z bj, - bj Z ﬁ( Z Cm"‘Cu,-k)
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Zusammensetzung von Potenzreihen

Von der zweiten auf die dritte Zeile haben wir einfach ausmultipliziert
und die Summation vertauscht.

Von der dritten auf die vierte Zeile haben wir benutzt, daf3 wegen
p1 + -+ pj = vk (und p, > 1 far alle £) die Bedingung vx > jk
automatisch gilt und somit weggelassen werden kann.
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Zusammensetzung von Potenzreihen

Fur die rechte Seite berechnen wir [[z"]] ((a o b) o ¢):

n
Z(a o b)j Z Cyy Cyy * + + Cy; (gemas (15))
i=0 Vi+Vp 4 +uj=N
noi
= Z Z g Z bm T buj Z Cyy -+ Cy; (gemaB (15))
i=0 ]=0 44 +u2+---+l1,j=i vi+4u=0
n n
=Za/2 Z bm"'bu/ Z Cu -+ Cy
j=0 i=f pq+pg+ -+ p=i Vit 4y=n

n
Y4 Y beb, ¥ oo

j=0 N1+"'+Man Vi+-+ri=N
I=pq oty

was (abgesehen von Umbenennungen) genau dasselbe ist.
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Invertieren von Potenzreihen

Satz: Zusammensetzungsinverse Potenzreihe

Sei a(z) = ajz+ az? + - - - eine Potenzreihe mit verschwindendem
konstanten Term. Dann gibt es genau dann eine
zusammensetzungsinverse Potenzreihe b(z) = byz + b,z + - - -, das
heit eine Reihe mit

(@cb)(2)=(beca)(2) =2z,

wenn ay # 0.
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Zusammensetzungsinverse Potenzreihe

Beweis: Es ist klar, daf3 a; # 0 sein muf3, wenn eine
zusammensetzungsinverse Potenzreihe zu a(z) existiert, denn sonst
ware [[Z]] (ao b) = 0 # 1 fUr jede Potenzreihe b mit by = 0.
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Zusammensetzungsinverse Potenzreihe

Beweis: Es ist klar, daf3 a; # 0 sein muf3, wenn eine
zusammensetzungsinverse Potenzreihe zu a(z) existiert, denn sonst
ware [[Z]] (ao b) = 0 # 1 fUr jede Potenzreihe b mit by = 0.

Wenn aber a; # 0 gilt, dann kann man aus der Gleichung

(boa)(z) =2

die b, durch Koeffizientenvergleich geman (15) rekursiv berechnen.
Denn zuné&chst erhalt man bya; = 1, also by = 1/ay.
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Zusammensetzungsinverse Potenzreihe

Beweis: Es ist klar, daf3 a; # 0 sein muf3, wenn eine
zusammensetzungsinverse Potenzreihe zu a(z) existiert, denn sonst
ware [[Z]] (ao b) = 0 # 1 fUr jede Potenzreihe b mit by = 0.

Wenn aber a; # 0 gilt, dann kann man aus der Gleichung

(boa)(z) =2

die b, durch Koeffizientenvergleich geman (15) rekursiv berechnen.
Denn zuné&chst erhalt man bya; = 1, also by = 1/ay.
Far n> 1 qilt

n

[(z"(boa)=> b >  a,a, -a,=0,

j=1 vi+Vo+---+Vi=N
also lautet die Rekursion fiir bp:
1 n—1

= b > anan,-ay

1 i=1 vi+vo+---+vi=N
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Zusammensetzungsinverse Potenzreihe

Somit ist gezeigt, dal3 es eine eindeutig bestimmte Reihe b (z) mit
(bo a)(z) gibt.

Es ist nun eine einfache algebraische Tatsache, daf3 daraus auch
umgekehrt (ao b) (z) = z folgt. Denn flr b (z) gibt es ja dann ebenfalls
eine eindeutig bestimmte Reihe ¢ (z), sodal3 (c o b) (z) = z ist. Dann
folgt:

c(z)=(co(boa)(z)=((cob)oa)(z)=a(z).
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Beispiel: Exponentialreihe

Die Exponentialreihe:
e =exp(az) =y —2"

fir ein o € C besitzt kein Zusammensetzungsinverses, weil der
konstante Term 1 = 0! = 1 nicht verschwindet.

Dann betrachten wir e? — 1.
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Beispiel: e — 1

2
z
Z_ = J— “ e
e 1 z+2!+

Gemal dem Satz mlsste eine zusammensetzungsinverse Reihe
existieren.

Wir erhalten
2 £
T te At
Von Analysis: log(1 + z) ist die inverse Funktion von e — 1 — und die
hat genau die obige Potenzreihenentwicklung.

Wir fihren also die Schreibweise ein:

2"
n

log(1+2) =) (-1)

n>1
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Beispiel: e — 1

Noch ist aber eigentlich nicht klar, ob diese formale Potenzreihe

tatsachlich zusammensetzungsinvers zu e — 1 ist, also ob
912 — 1 =log(1 + (e* — 1)) =z

eine |dentitat fur formale Potenzreihen ist. Es wére ziemlich
umsténdlich, dies direkt durch Koeffizientenvergleich zu beweisen.
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Beispiel: e — 1

Noch ist aber eigentlich nicht klar, ob diese formale Potenzreihe
tatsachlich zusammensetzungsinvers zu e — 1 ist, also ob

e'°9(1*2) _ 1 —log(1 + (€ — 1)) =z

eine |dentitat fur formale Potenzreihen ist. Es wére ziemlich
umsténdlich, dies direkt durch Koeffizientenvergleich zu beweisen.

Far einen einfachen Beweis haben wir zwei Mdglichkeiten:

(1) Wir kbénnen nachweisen, daf3 Identitdten aus der Analysis, sofern
sie auch flr formale Potenzreihen sinnvoll sind (also z.B. keine
unendlichen Summen fir Koeffizienten implizieren), auch
automatisch Identitaten fir die entsprechenden formalen
Potenzreihen sind.

(2) Wir kénnen mit dem Differentiationsoperator rechnen.
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Differentiationsoperator fur formale Potenzreihen

Definition: Differentiationsoperator

Seia(z)=apg+aiz+az?+--- = >_n>0 @nZ" eine formale Potenzreihe.
Der Differentiationsoperator D ist durch
Da:=a +2az+3a32°+---= Y napz""
n>1

definiert.
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Eigenschaften vom Differentiationsoperator

Satz: Differentiationsoperator
FUr Potenzreihen a=a(z), b= b(z), n € Z und X € C gilt:

D(a+b)=Da+Db
D(\a) = ADa
D(ab) = (Da)b + a(Db)
D(a") = na"'(Da)  (wir setzen a # 0 voraus, falls n < 0)

a
a\ (Da)b— aDb) .
D(B = — firk#0

D(ao b) = ((Da) o b) - (D)
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Erinnerung: Binomialreihe

Definition: Binomialreihe

Die Binomialreihe ist fUr eine beliebige komplexe Zahl o € C definiert

als
(e
n>0 f

Analog zur Analysis bezeichnen wir diese Potenzreihe mit (1 + 2)°.
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Beispiele: Differentiationsoperator

(1) Es gilt D €7 = e?.

(2 EsgitD(1+2)*=a(1 +2)" (denn n- () =a- (37])).

n—1
(3) Esqilt Dlog(1 + 2) =

1
1+z°

(4) Es gilt D (e“'°9(1+2)) _ ealog(1+2) o
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Beispiele: Differentiationsoperator

Es ist leicht zu sehen, daf3 die Differentialgleichung

fir formale Potenzreihen nur eine Lésung (abgesehen von konstanten
Vielfachen) haben kann.
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Beispiele: Differentiationsoperator

Es ist leicht zu sehen, daf3 die Differentialgleichung

fir formale Potenzreihen nur eine Lésung (abgesehen von konstanten
Vielfachen) haben kann.

Die beiden Lésungen, die wir eben in Beispiel (2) bzw. (4) gesehen
haben, miissen also Ubereinstimmen:

e” log(1+2) _ (1 + Z)a.
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Beispiel: e — 1

Die beiden Lésungen, die wir eben in Beispiel (2) bzw. (4) gesehen
haben, miissen also Ubereinstimmen:

e” log(1+2) _ (1 + Z)a.

Wenn wir o = 1 setzen, dann folgt insbesondere

elog(1+z) 1= z,

d.h., log(1 + 2) ist tatsachlich die zusammensetzungsinverse Reihe zu
e’ —1.
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Potenzreihen in der Analysis/in der Diskreten Mathem.

Es ist tatsachlich so, daf3 wegen der Eindeutigkeit der
Reihenentwicklung (die in der Analysis bewiesen wird) eine
analytische Identitat fir Potenzreihen “automatisch” eine Identitat fir
formale Potenzreihen ist und umgekehrt — sofern die Identitéat sowohl
als analytische Identitat als auch als formale Identitat sinnvoll ist.
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Potenzreihen in der Analysis/in der Diskreten Mathem.

Die Einschrankung ist hier nicht leer: Zum Beispiel gilt als analytische
Identitat

eIog(2+z) =247

fur alle z vom Betrag kleiner 2; fiir formale Potenzreihen ist die
Zusammensetzung exp(log(2 + z)) aber einfach nicht definiert.

Umgekehrt ist
D> (n—11z"| => niz"!
n>1 n>1

natdrlich eine ldentitat fir formale Potenzreihen;
in der Analysis ist das aber sinnlos, da die Reihen nur fir z=0
konvergieren.
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Ubertragungsprinzip

Grundregel: Ubertragungsprinzip

Wenn eine Identitat fir analytische Funktionen auch fir die
entsprechenden formalen Potenzreihen sinnvoll ist, dann ist sie
automatisch auch eine Identitat fir formale Potenzreihen.

Umgekehrt: Wenn eine Identitat fir formale Potenzreihen auch fur die
entsprechenden analytischen Funktionen sinnvoll ist (das heif3t, dai3
es einen nichttrivialen gemeinsamen Konvergenzradius fur alle
involvierten Reihen gibt), dann ist sie automatisch auch eine ldentitat
flr analytische Funktionen.
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Beispiele in der Analysis/in der Diskreten Mathem.

In der Analysis gilt e*?e?? = el*+A)?
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Formale Potenzreihen: Testfrage

Definition: formale Potenzreihe

Eine formale Potenzreihe Uber dem Kérper der komplexen Zahlen C ist
eine Folge (ag, ay, a», ...) mit a; € C fur alle i. Wir bezeichnen die
Menge aller solchen formalen Potenzreihen mit C[[Z]].

Testfrage

Kdnnen wir eine formale Potenzreihe definieren als eine Folge
(...,a_0,a1,da9,ay,a,...),d.h. mit Indizes in Z? Welche
Eigenschaften sind noch richtig?
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