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Rekursionen

Definition: Rekursion

Sei ¢, eine Zahlenfolge. Eine Rekursion ist eine Formel der Art
cn = “Formel” (cq, Co, ..., Cn_1)
(z.B.: cp = Z,’.’:_11 ¢i), zusammen mit Anfangsbedingungen der Art
ci=a,C=>b,....cpn=m

(z.B.: cy =1).
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Rekursionen: Beispiele

Fn, =die Anzahl verschiedener Zerlegungen des Rechtecks in 2 x 1 Dominos.
Fibonacci—Zahlen Fj,

Catalan—Zahlen C,

C, =die Anzahl verschiedener Triangulierungen des (n + 2)-Ecks, n > 1.
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Lineare Rekursionen mit konstanten Koeffizienten

Lineare Rekursion

Eine Folge (an) 2o komplexer Zahlen wird durch eine lineare Rekursion
mit konstanten Koeffizienten beschrieben, wenn fir ein festes k €¢ N
und feste komplexe Zahlen cq, . .. ¢k gilt:

a,=C1-8p1+C-apo+---+Cx-an_gfirn>Kk.
Der Parameter k heif3t in diesem Zusammenhang die Ordnung der

Rekursion.

(@n)peo ist aber nicht die einzige Lésung dieser Rekursionsgleichung:
Die “allgemeine Lésung” (dn)g h@ngt von k frei wéhlbaren
Parametern ab und wird erst eindeutig durch die Vorgabe der
Anfangsbedingungen

do=ap, dy=ay,...,0k_1=2ak_1.
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Lineare Rekursionen: Beispiele

: Fibonacci—Zahlen F,

: Catalan—Zahlen C,
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Lineare Rekursionen: Beispiele

Betrachten wir die Rekursionsgleichung
anp=5a,_1—8a,_o+4a,_3, n>3,

mit den Anfangsbedingungen

a=—1l,a=1a-=7.
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Lineare Rekursionen: Beispiele
Betrachten wir die Rekursionsgleichung
anp=5a,_1—8a,_o+4a,_3, n>3,
mit den Anfangsbedingungen
a=—1l,a=1a-=7.

Wir multiplizieren beide Seiten der Rekursion mit z"” und summieren

Uber alle n > 3 (im allgemeinen Fall summiert man tber n > k, wenn k
die Ordnung der Rekursion ist).
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Lineare Rekursionen: Beispiele
Betrachten wir die Rekursionsgleichung
anp=5a,_1—8a,_o+4a,_3, n>3,
mit den Anfangsbedingungen
a=—1l,a=1a-=7.

Wir multiplizieren beide Seiten der Rekursion mit z"” und summieren
Uber alle n > 3 (im allgemeinen Fall summiert man tber n > k, wenn k
die Ordnung der Rekursion ist).

Die erzeugende Funktion a(z) der (an)5e, ist

a(z)=>Y_ anz"
n>0

dann kann man das so schreiben:

a(z)—7z22—z+1=5z(a(z) —z+1) —8z%(a(z) + 1) +4z%a(z2).
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Rekursionen: Beispiele

Daraus rechnet man a(z) aus:

—622 +6z—1

a(2) = 1 -5z+822 428

Es ist klar, daf3 das auch im allgemeinen funktioniert — als Ergebnis
wird man die erzeugende Funktion immer als rationale Funktion
erhalten, also als Quotienten von Polynomen:

f(2) = pP(2)

q(z)

Wir kdnnen der Taylorschen Lehrsatz oder Fundamentalsatz der
Algebra benutzen.
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Rekursionen: Partialbruchzerlegung

Partialbruchzerlegung

Sei f(z) = % eine rationale Funktion, sei d, der Grad von p und dj
der Grad von g, und sei die Zerlegung in Linearfaktoren fiir g bekannt:

g(2)=(1 —a12)(1 — a2)® - (1 — ay2)®.

Dann kann man f in der Form

—_ C171 C172 C1,e1
f(z)_R(z)+(1—a1z) (1—a1z)2+ +(1—a1z)91
+ -+ C“ + CE’Z +...+% (1)
(1 = OzeZ) (1 = CWZ)2 (1 = Ong)eE

schreiben, mit gewissen eindeutig bestimmten Koeffizienten C;; € C
und einem eindeutig bestimmten Polynom R vom Grad dj, — dy; falls
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Partialbruchzerlegung

1. Wir finden die Zerlegung in Linearfaktoren fiir g (z) (nach
Fundamentalsatz der Algebra).

2. Falls dp > dj, bestimmen wir das Polynom R durch Division mit
Rest.

3. Wir lesen (1) als “unbestimmten Ansatz” flr die gesuchten
Koeffizienten C; ;.

Wenn wir dann die rechte Seite von (1) auf gleichen Nenner bringen,
erhalten wir durch Koeffizientenvergleich ein lineares
Gleichungssystem, das wir mit den bekannten Methoden der Linearen
Algebra l6sen kénnen.
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1 . ' . 2
Lineare Rekursionen: Beispiele a(z) = 2252~

~ 1-5z+4822-428

1. Wir finden die Zerlegung in Linearfaktoren fir g (2):
1-5z+822-428=(1-222%(1 - 2).

2. Das Polynom R ist hier 0, da der Grad des Zahlerpolynoms (2)
kleiner ist als der Grad des Nennerpolynoms (3).

3. “unbestimmten Ansatz’:

—6z22+6z-1 A B C
A—222(1-2) 1-2z (1222 1-2
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Lineare Rekursionen: Beispiele a(z) = %
3. “unbestimmten Ansatz’:
—62°+6z—1 A B C
A-222(1-2) 1-2z (1-222"1-2
Wir bringen die rechte Seite auf gleichen Nenner und kirzen:
—622+6z—1=A(1—-22)(1 —2)+B(1 — z) + C(1 — 22)2.

Wir multiplizieren die rechte Seite aus und erhalten

—622+6z—1=(2A+4C)z> —(BA+B+4C)z+(A+B+C).

Koeffizientenvergleich fiir z°, z' und Z2 liefert drei Gleichungen in den
drei Unbekannten A, B, C:

—-6=2A+4C
6=-3A-B-4C
-1=A+B+C
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Beispiele a(z) = 826z

~ 1-5z+4822-423
Als Lésung erhalten wir A= —1, B=1und C = —1. Somit |&sst sich
unsere erzeugende Funktion als

1 1 1

A= A T2

schreiben.
Alle Briiche auf der rechten Seite haben die Gestalt —2— (es ist klar,

(1+a-2)™
daf3 das auch im allgemeinen gilt!) und sind somit Binomialreihen, die
wir explizit hinschreiben kénnen:

a(z)=—=>_2"2"+> (n+1)2"2" - > " 2".

n>0 n>0 n>0
Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir die Formel

an=n2n—1.
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Methode zur Lésung linearer Rekursionen
#l Gewinne aus der Rekursion eine Gleichung fir die erzeugende
Funktion: Multipliziere beide Seiten mit z”, summiere Uber alle n.

2l Lose die Gleichung fur die erzeugende Funktion: Man erhalt in
jedem Fall eine rationale Funktion.

8l Fuhre die Partialbruchzerlegung durch.
4] Entwickle die entstandenen Briiche in Binomialreihen.

5] Lies die Koeffizienten ab.
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Lineare Rekursionen
Korollar
Gegeben sei die Rekursion

8n=C18n_1 +Co8n_o+ - +Cxan_x, N>K.

Wir nehmen weiters an, daf3 das zugehérige charakteristische
Polynom die Faktorisierung

T—cix—cx?— o —gxF=(1 — a4 x)®(1 — apX)® -+ - (1 — px)®
besitzt. Dann hat jede Lésung der Rekursion die Gestalt
an = Piy(n)af + Pa(n)ag + - - - + Py(N)ary,

wo P;(n) ein Polynom in n vom Grad e; — 1 (denn (~,°) ist ein Polynom
in nvom Grad e — 1) ist. Umgekehrt ist jede derart gegebene Folge
(an) eine Lésung der Rekursion.
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Stirling—Zahlen der zweiten Art: Erzeugende Funktion

Sy k = die Anzahl aller Partitionen von [n] mit k Blocken.
Rekursion:
Sn,k = Sn—1,k—1 +K- Sn—1,k- (2)

Beweis:
Die Menge aller Partitionen von [n] mit k Blocken zerféllt in zwei
disjunkte Teilmengen:

i Jene Partitionen, bei denen {n} einen eigenen Block bildet,

2 und jene Partitionen, bei denen {n} keinen eigenen Block bildet.
1. Wir kdnnen den Singleton—Block {n} weglassen und erhalten eine
Partition von [n — 1] in (k — 1) Blocke — die Anzahlist S, 1.

2. Wir kdnnen das Element n aus seinem Block entfernen: Ubrig bleibt
eine Partition von [n — 1] in k Blocke — die Anzahl dieser Partitionen
ist S,_1 k; und aus jeder solchen Partition kdnnen wir k verschiedene
Partitionen von [n] machen, indem wir das Element nin einen der k
Blocke “dazustecken”. Insgesamt: Die Anzahl im zweiten Fall ist

k- S, 1. Daraus folgt (2), mit der Summenregel. [ |
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Methode zur Lésung linearer Rekursionen
#l Gewinne aus der Rekursion eine Gleichung fir die erzeugende
Funktion: Multipliziere beide Seiten mit z”, summiere Uber alle n.

2l Lose die Gleichung fur die erzeugende Funktion: Man erhalt in
jedem Fall eine rationale Funktion.

8l Fuhre die Partialbruchzerlegung durch.
4] Entwickle die entstandenen Briiche in Binomialreihen.

5] Lies die Koeffizienten ab.
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Stirling—Zahlen der zweiten Art: Erzeugende Funktion

Rekursion:
Sn,k = Sn—1,k—1 +k- Sn—1,k-

Nun multiplizieren wir beide Seiten der Rekursion mit £ (n 1 ; (diese
Modifikation stellt sich als bequem heraus) und summleren Uber alle
n > 1. Betrachten wir die “modifizierte erzeugende Funktion”

ank

n>0

(man nennt diese Form auch die exponentiell erzeugende Funktion).
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Stirling—Zahlen der zweiten Art: Erzeugende Funktion

Dann erhalten wir fir alle k
D Sk (2) = Sk-1(2) + k- Sk (2),

also ein unendliches System von Differentialgleichungen.
Als Anfangsbedingung haben wir Sy (z) = 1, also haben wir fiir k = 1

die Differentialgleichung:

DS1 (Z)=80(Z)+S1 (Z)=1+S1 (Z)
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Stirling—Zahlen der zweiten Art: Erzeugende Funktion

Diese lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten laBt

sich (mit Methoden aus der Vorlesung “Differentialgleichungen”. . .)
leicht l16sen:

Si(z) =€ —1.

FUr k = 2 haben wir dann die Differentialgleichung:

DS,(2)=S;(2)+2S:(2) =€% — 1+25,(2).
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Stirling—Zahlen der zweiten Art: Erzeugende Funktion

Wieder borgen wir uns die Lésung von der Theorie der
Differentialgleichungen (die Richtigkeit ist sofort leicht nachprifbar):

Gl

S2(2) = 5

Etwas kihn vermuten wir schon an dieser Stelle die allgemeine
Lésung
(€% —1)%

Si(2) = = @)

deren Richtigkeit wir ohne Schwierigkeiten durch Induktion nach k
nachrechnen kdnnen.
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Stirling—Zahlen der zweiten Art: Erzeugende Funktion

Aus dem Binomischen Lehrsatz folgt nun

K
Sel@)= > (’f) (—1)'e",
" i=0

und durch Koeffizientenvergleich von

ank

n>0

e o [T

dasselbe Ergebnis wie in Kapitel 04, Gleichung (2).

erhalten wir
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Stirling—Zahlen der ersten Art: Erzeugende Funktion

Nun wollen wir auch noch die exponentiell erzeugende Funktionen
zn
sk(2) =) Snk
n>0
far die Stirling—Zahlen der ersten Art ausrechnen; analog zu (3).
Erinnerung:

c(n, k) bezeichne die Anzahl aller Permutationen von [n] mit k Zyklen.

cink)=cn—1,k—1)+(n—1)c(nh—1,k).

Snk = (—1)"Ke(n, k).
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Stirling—Zahlen der ersten Art: Erzeugende Funktion

Wir ersetzen zuerst in der Rekursion fiir ¢ (n, k) durch (—1)" ¥ s, ,:

)

Snk = Sn—1,k—1 — (M —1)Sp_1 k.

—1

Dann multiplizieren wir wieder beide Seiten mit 2, und summieren

Uber alle n. Dadurch erhalten wir fir alle k die Differentialgleichung
Dsk (2) = sk—1(2) — z- Dsk (2)

oder aquivalent
(1+2)Dsk (2) = s¢-1(2)-

Die Anfangsbedingung lautet s (z) = 1. Es ist wieder nicht schwer, die
allgemeine Lésung zu erraten:

k
s (2) = 100+ 2V ®

Die Richtigkeit dieser Losung ist leicht (durch Induktion nach k)
nachprufbar.
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Stirling—Zahlen: Erzeugenden Funktionen

k
e = 10811 +2)

Diese beiden Reihen sind zueinander (bezlglich der
Zusammensetzung) invers. Es ist kein Zufall, da3 auch die Matrizen
der Stirling—Zahlen der ersten und zweiten Art zueinander invers sind

(wie wir zuvor gesehen haben).
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Zahl-Partitionen

Definition: Zahl—Partition

Eine (Zahl—)Partition von n € Z* (mit k Teilen) ist eine Darstellung von
n als Summe naturlicher Zahlen

n=ay+as+---+a4ag,

wobei es auf die Reihenfolge der Summanden nicht ankommt — daher
kénnen wir annehmen, dai3 die Teile (also die Summanden) in
absteigender Gr6Be numeriert sind, also a; > a» > --- > a.

Die Anzahl aller (Zahl-)Partitionen von n bezeichnen wir mit p (n).

Speziell setzen wir p (0) = 1 — wenn man will, kann man das so
sehen, daB die einzige Partition von 0 die leere Summe Y2, a; ist.
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Zahl-Partitionen

Definition: Zahl—Partition

Eine (Zahl—)Partition von n € Z* (mit k Teilen) ist eine Darstellung von
n als Summe naturlicher Zahlen

n=ay+as+---+a4ag,

wobei es auf die Reihenfolge der Summanden nicht ankommt — daher
kénnen wir annehmen, dai3 die Teile (also die Summanden) in
absteigender Gr6Be numeriert sind, also a; > a» > --- > a.

Die Anzahl aller (Zahl-)Partitionen von n bezeichnen wir mit p (n).

Speziell setzen wir p (0) = 1 — wenn man will, kann man das so
sehen, daB die einzige Partition von 0 die leere Summe Y2, a; ist.

Erinnerung: eine Komposition ist eine geordnete (Zahl-)Partitionen.
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Zahl Partitionen: Beispile

p(n)

Fur die Zahlenfolge (p (n));2o gibt es keine so einfache Formel wie flr
die Folge der Kompositionen.
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Zahl Partitionen: Erzeugende Funktion

Satz: Zahl Partitionen

Sei H C N, und sei p (H, n) die Anzahl aller (Zahl-)Partitionen von n,
deren Teile sémtlich Elemente aus H sind. (Die “normale Funktion”
p (n) ist also gleich p (N, n).) Dann gilt fr die erzeugende Funktion

’
1—zn

Fu(2):= Y p(H,mz"= ]|

n>0 neH
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Zahl Partitionen: Erzeugende Funktion

Beweis: Der ganze Beweis besteht lediglich in simplem
Ausmultiplizieren!

1
H1 ~ = <1+Z”+22”+Z3"+---)
neH ' T4 neH

14 2M 4 22h 4 Z8h +)

/N

X (1 +Zh2+zzh2+z3h2+m>

X (1 +Zh3+22h3+23h3+.”>

e

= Z Z ... Zh h1+i2h2+i3h3+...’
i1>0 >0 i3>0
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Zahl Partitionen: Erzeugende Funktion

und den Exponenten von z deuten wir als die Partition

hM+--+h+h+--+h+hg+---+hg+--- |,

i—mal ip—mal i3—mal

die nattrlich nur Teile h; € H enthélt. Die Potenz z" kommt also in der
Entwicklung so oft vor, wie es Partitionen von n mit Teilen aus H gibt. &
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Uberblick: Vorlesung

EinfUhrung in die Grundbegriffe der Diskreten Mathematik

# Einfache und abz&hlende Kombinatorik:
Stichproben, Permutationen, Partitionen

2 Erzeugende Funktionen, Losen von Rekursionen

8 Das Prinzip der Inklusion und Exklusion, Suchen und
Sortieren

4 Graphen und Netzwerke
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