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1 Gruppenwirkungen

Erinnerung:

Definition 1.1. Eine Menge G ist eine Gruppe, wenn auf den Elementen eine
Verkniipfung definiert ist, die die folgenden Axiome erfillt:

e Assoziativgesetz: Vg, h, f € Gesgilt gx* (hxf)=(g*h)x* f;

e Neutrales Element von G: de € G so dal gilt Vge Gesgilt exg=g=gxe;

e Inverses Element: Vg € G dg7' € GsodaBgilt gxgl=e=g'xg.

Beispiele 1.2 (Gruppen).
1. Symmetrische Gruppe: Sei X # () eine beliebige Menge. Man definiert

Sx ={¢: X — X | ¢ bijektiv }

Man nennt eine bijektive Abbildung ¢: X — X auch Permutation von X. Dann
ist Sx zusammen mit der tiblichen Verkniipfung (Hintereinanderausfiihrung) von
Abbildungen eine Gruppe, (S, o), die sogenannte symmetrische Gruppe auf der
Menge X. Falls n € N, so nimmt man typischerweise oft {1,2,...,n} fir X und
schreibt 5, statt Sk, und man bezeichnet S,, als symmetrische Gruppe vom Grad
n.

2. Automorphismengruppe: Die Menge aller Automorphismen einer Gruppe G zusam-
men mit der Komposition von Automorphismen bildet eine Gruppe, die so genannte
Automorphismengruppe von G, geschrieben als Aut(G).

3. Isometriegruppen/Symmetriegruppen: Sei X ein metrischer Raum. Die Menge
Isom(X) aller bijektiven Isometrien von X auf sich selbst ist eine Gruppe beziiglich
der Komposition (eine Untergruppe von der symmetrischen Gruppe S(X)). Zum
Beispiel, die Diedrische Gruppe D, ist die symmetrische Gruppe Isom(P,) von
regelmassigen n-FEcken P,.




4. Matrizen-Gruppen: Seien R ein kommutativer Ring (mit Eins) und V ein R-Modul.
Dann ist die Menge Aut(V) aller R-lineare Automorphismen von V' mit der Kompo-
sition eine Gruppe. Besonders ist die Menge GL(n, R) = Aut(R") der invertierbaren
n X n-Matrizen tiber R eine Gruppe (beziiglich der Matrizenmultiplikation) fiir jede
n € N. Ahnlich ist SL(n, k) eine Gruppe.

5. Galoisgruppen: Sei K C L eine Galoiserkorpererweiterung. Man nennt die Menge
Gal(L/K) = {0 € Aut(L) | o], = idk} aller Kérperautomorphismen von L, die
den Grundkorper K elementweise festlassen, beziiglich der Komposition, die Ga-
loisgruppe von Korpererweiterung L iiber K.

6. Decktransformationen Gruppen: Sei 7: X — Y eine Uberlagerung eines topologis-
chen Raums. Die Menge {f € Abb(X,X) | f ist ein Homéomorphismus mit 7 o
f = «} aller Decktransformationen der Uberlagerung bildet eine Gruppe mit der
Verkniipfung der Komposition, die Decktransformationsgruppe.

Gegeben seien eine Gruppe G und eine Menge X.

Definition 1.3 (Gruppenwirkung I). Eine Gruppenwirkung von G auf X ist eine Abbil-
dung
- Gx X =X, (g,x)—g-x,

sodaf zusatzlich gilt
(i) 1-z =2 Vz € X (1 ist das neutrale Element der Gruppe);

(ii) (gh)-x=g-(h-x) Vg,he G,z e X.

Wenn gibt es eine Gruppenwirkung von G auf X, wir sagen G wirkt auf X und wir
schreiben G ~ X. In dieser Fall bemerken wir dass jedes g € GG induziert eine Bijektion
auf X

g: X —-X
T g
die oben (i) und (ii) erfiilt.

Alternative Definition ist die folgende. Seien G eine Gruppe, X eine Menge und Sy
die Gruppe aller bijektiven Abbildungen von X nach X (Permutationen).

Definition 1.4 (Gruppenwirkung II). Eine Gruppenwirkung von G auf X ist ein Homo-
morphismus a: G — Sx, g~ a(g).

Zusammenhang zwischen zwei Definitionen ist gegeben mit

a(g)(z) =g-x Vre X,Vged.

Beispiele 1.5 (Gruppenwirkungen).




1. Sp, die Gruppe aller Permutationen von {1,...,n}, wirkt auf {1,...,n}.

2. K ein Kérper, GL(n, K), die Menge aller invertierbaren n x n Matrizen iiber K,
wirkt auf K™ durch Matrizenmultiplication. Tatséchlich, A € GL(n, K) dann ist
x — Az eine bijektive Abbildung K" — K™.

Alternative Méglichkeit, sei X = M (n, K), die Menge aller n x n-Matrizen iiber K
und M € X. Es gibt zwei Wirkungen

(a) : M — AM (Multiplikation von links);
(b) : M — AMA~! (Konjugation).
Dann kann Man auf die GL(n, K) einschranken, d.h. X = GL(n, K).
3. Im Allgemeinen, jede Gruppe wirkt auf sich selbst durch

(a) Multiplikation von links.

Gegeben G und X =G, Vg€ G a(g): x — gx,Vx € G.
(b) durch Konjugation.

Gegeben G und X = G,Vg € G a(g): z +— grg~',Vz € G.

4. X =7, (Restklassenring mod n), Z! die Gruppe der invertierbaren Elemente. Z
wirkt auf Z,, durch Multiplikation: Va € Z¥ . Vx € Z,,, «(a): z — ax.

5. G eine Gruppe, H, K < G die Untergruppen, G/H die Menge der Linksnebenklassen
nach H. Dann K wirkt auf G/H durch Linksmultiplikation: k € K,gH € G/H,
k-gH =kgH.

6. Wenn G auf X wirkt, dann automatisch auch auf Potenzmenge 2% von X: g €
G,ZCX, g-Z={g9-2z]z€Z} CX.

Sei GG eine Gruppe die wirkt auf X.

Definition 1.6 (Bahn und Stabilisator). Sei z € X, dann heift O, = G-z ={g-z | g €
G} C X Bahn oder Orbit von z unter der Wirkung von G.
Es heift G, ={g € G| g-x =z} C G der Stabilisator von = unter der Wirkung von G.

Es gilt:

e G, < G, d.h. G, ist Untergruppe von G.

e Die Menge der Bahnen bildet eine Zerlegung (oder Partition) von X. D.h. (i) jedes
z € X liegt in einer Bahn; (ii) zwei Bahnen sind entweder disjunkt oder identisch. Die
zu dieser Zerlegung gehorige Aquivalenzrelation ist gegeben durch

r~y<=3dgeGiy=g-z (bzw. O, = O,)

Satz 1.7. Seien G ~ X und x € X. Dann gibt es eine Bijektion zwischen O, und G/G,,
die Menge aller Linksnebenklassen, gegeben durch O, > g-x+— g-G, € G/G,.
Insbesondere gilt, wenn G endlich ist, daf§ auch O, endlich ist und |O,| = |G/G,| = “é’;“
und daher gilt auch |O,| - |G| = |G].




Hier, |U| = Anzahl der Elemente von U.

Beweis.

Definition ist sinnvoll: Angenommen g-x = h-z, (b~ anwenden) = (h™'g) -z = z,
dh. hlg € G, = hG, = gG,.

Injektivitat: Dies den Beweis von oben in die andere Richtung.

Surjektivitat: Das ist klar, weil g beliebig.
O

Ubung 1. Sei X = M, ,(K), die Menge aller n x m-Matrizen iiber K. Die Gruppe
G = GL(n, K) wirkt auf X durch Multiplikation von links. Beschreiben Sie die Bahnen.

Sei G ~ X. Die Bahnen sind paarweise disjunkt, Vereinigung = X. Wenn X endlich,

n

| X| = Z 04l

i=1

wobei Oy, ..., O, alle Bahnen sind.
Unterscheide Bahnen, @4, ..., Q; sind jene Bahnen, die aus einem Element bestehen,
Py, ..., P, jene Bahnen, die aus mehr als einem Element bestehen. Bilde

q
Xo:=U_,Qi = |X[=|Xo|+)_ |Pl.
i=1

Wir haben dafl Xo={x € X | g-z = z}. Viseiz; € P, dann || = |£|.| = [G: Gg,],
der Index von G,, in G (= die Anzahl der Linksnebenklassen von G, in G).

q
X| =X+ > |P)
i=1

q
X = [ Xol + ) [G: Gy]
i=1

Beispiel 1.8. G endlich, X = G und G ~ X durch Konjugation: Vg,x € G:g- -z =
grg™t. Dann Xg = {z € G |g-x =2 Vg€ G} ={x € G| grg! =2Vg e G} =
={reG|gr=29Vg e G}=Z(G), das Zentrum von G.

G.={9€eG|lg-z=2}={9e€G|grgt=2}={g9g€G|gr=uxg}=Cqs(x), der
Zentralisator von z in G.

Definition 1.9 (Zentralisator). G eine Gruppe, Y C G eine Teilmenge, dann heifit die

Menge
{9eGlgy=ygVyeY}=CqY)

der Zentralisator von'Y in G




Im konkreten Fall, |G| = |Z(G)| + >_1_,[G : Cg(x;)]. Zur Erinnerung: = ~ y <
dg € G so daB y = grg~! In dieser Situation heien z und y zueinander konjugiert, die
~-Klassen heiflen Konjugiertenklassen bzw. Klassen konjugierte. Also ergibt sich

q
Gl =12(G)|+)_|Cil,
i=1

wenn C; sind Konjugiertenklassen, die aus mehr als einem Element bestehen. Obige
Formel wird die Klassengleichung genannt.

Satz 1.10 (Cauchy). Sei F' endliche Gruppe, p Primzahl, p | |F| (p dividiert |F|). Dann
dge F,g#1 mit g9 =1 (= 3 Untergruppen mit p Elementen).

Beweis. Sei X = {(g1,92,---,9p) € F? | q1ga---g, = 1}, es gilt |X| = |F|P~!, denn
g1, -+, gp—1 sind frei wihlbar und g, ist eindeutig gegeben durch g, = (g1g2 -+~ gp—1) "+ =
pl [X].

Sei G = Z,, dann G wirkt auf X via k- (g1,...,9p) = (G14ks Gotkr - -+ Gps G1s - - > Jk)
um k schiften.

Nebenrechnung: gy ---g, = 1, dann (g1---gx) "'g1- - gp(g1---9k) = (g1~ gx)™" - 1~
(917 9k) = Gre1Gks2 - 991 gr = L.

| X| = |Xo|+ >0, | Pi|, wenn P; besteht immer aus p Elementen, weil |Pj| | |Z,|, wobei
Z,] = pund |P[ > 1.

[ Xo| = |X| —gp = p | | X

| Xol={(g1,---,9p) €EX | k- (g1,---,9p) = (91,---,9p) Vk € Zp}

Xo = die Menge aller p-Tupel in X fiir die gilt dafl sie sich unter jeglicher zyklischer
Vertauschung nicht dndern (alle Eintréage gleich).

Es gilt Xo = {(a,...,a) € X} #0, weil (1,...,1) € X9 = esgibt a # 1, a € G mit
(a,a,...,a) € X = Ja# 1 mita” = 1. O

Definition 1.11 (p—Gruppe). Sei p eine Primzahl, eine Gruppe G heifit p—Gruppe, wenn
Vg #1,g € G gilt In € N, ¢*" = 1, d.h. jedes Element hat endliche Ordnung und diese
ist eine Potenz von p.

Korollar 1.12. Eine endliche Gruppe ist genau dann eine p—Gruppe, wenn |G| = p™ fir
emnn € N.

Korollar 1.13. Jede endliche p—Gruppe hat ein nicht triviales Zentrum, d.h. |Z(G)| > 1.
Beweis. Sei G eine endliche p—Gruppe. Die Klassengleichung:

Gl =12(G)] + Z[G - Col)],

aber |G| ist eine Potenz von p, [G : Cg(z;)] > 1 und ein Teiler von |G| (eine lauter
Potenzen von p).
1572(G) = |Z(G)|>1 = |Z(G)] = p. O
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Korollar 1.14. Sei p eine Primzahl. Jede Gruppe mit p?> Elementen ist Abel’sch.

Beweis. Angenommen G nicht Abel’sch. Dann Z(G) # G und Z(G) hat p Elemente.

Z(G) 9 G, die Faktorgruppe g/Z(G) hat p Elemente = die Faktorgruppe ist zyklisch.
Sei xZ (@) ein erzeugendes Element = G/Z(G) = {zZ(G),2*Z(G),...,2?Z(G)}.

Aber 27 Z(G) = Z(G) da ord(x) = p. Dann G = 2Z(G)Uz*Z(G)U. . .UxP 1 Z(G)UZ(G).
Sei z ein erzeugendes Element von Z(G) = {z,2%,...,27"!,1}. Dann

G=a{z 2% .. 27" 1 0us?{z, 2% .. 2P 10 U g 2%, 2P U e, 22 2P 1)

und G = {227 | 0 < 4,5 < p— 1}. Es gilt atzizbz! = oF0H = ak2lyizd) weil 2 €
Z(@G). O

Definition 1.15 (Normalisator). Seien G eine Gruppe, X C G. Die Menge Ng(X) =
{9 € G| gXg' = X} heiit Normalisator von X in G.

Lasse G auf 2¢ durch Konjugation wirken, dann ist Ng(X) genau Stabilisator von
X beziiglich dieser Wirkung. Es gilt (1) Ng(X) < G eine Untergruppe, (2) Ng(X) =
{9 € G| g'Xg = X}, (3) wenn X < eine Untergruppe, dann ist Ng(X) die grofte
Untergruppe von G, in welcher X Normalteiler ist. Bahn von X ist {gXg¢™! | g € G}.

2 Sylow-Satze
Sei p eine beliebige aber fix gewahlte Primzahl.

Lemma 2.1. Seien G eine endliche Gruppe, H < G eine Untergruppe, H eine p—Gruppe.
Dann gilt |G : H] = [Ng(H) : H]( mod p).

Beweis. Beniitze die Klassengleichung | X| = |Xo| + >, | Pil.

Sei X = G/H = {gH | g € G}. Lassen H auf X wirken durch H > h: gH — hgH.
|H| ist Potenz von p, daher p||F|

Xo={gH |Vh € H hgH = gH}, aber hgH = gH, Vh € H < g 'hge HVh e H &
g 'HgCH & g'Hg=H < g '€ Ng(H) < g € Ng(H). Dann gilt Xg = {gH | g €
Ne(H)} = No(H)/H g € No(H) ud | X| = [No(H) : H) .

Satz 2.2 (1-ter Sylowsatz). Seien G eine Gruppe, |G| = p"r mit (r,p) = 1 (r relativ prim
zu p). Dann gilt Vi € {0,1,...,n} gibt es eine Untergruppe von G mit p* Elementen.
Wenn H eine Untergruppe von G mit p' Elementen fiir i < n ist, dann ist H normal in
einer Untergruppe von G mit p™*' Elementen (daher auch in dieser enthalten).

Das heifit zu jeder Potenz ¢ von p, die |G| teilt, gibt es eine Untergruppe von G mit
q Elementen.



Beweis. Die Behauptung fiir ¢ = 0: {1} hat p° Elemente. Nach Satz von Cauchy gibt es
ein g € G mit ord(g) =p = {1} < (g).

Sei i € {0,...,n}, die Behauptung fiir : — 1 richtig. Es gibt eine Untergruppe H mit
|H| = p" ! und H < K mit |K| = p.

Die Behauptung fiir 7 + 1: Es gibt eine Untergruppe mit p’ Elementen. Dies folgt aus
Induktionsannahme (= K).

Sei H < G mit |H| = p’. Zu zeigen: Wenn i < n, 3K mit |K| =p'™ und H < K.

|G
%
dann gilt p | [Ne(H) : H] = |Na(H)/H]|.

Daraus folgt: In Ng(H)/H gibt es eine Untergruppe mit p Elementen, welche von der
Form K/ H fiir eine geeignete Untergruppe K von Ng(H). |K| = |K/H||H| = p-p' = p"'.

H ist Normalteiler in K (Kann auch so geschaut werden H < K < Ng(H). Daher
H ist normal in K): es gilt p = [K : H] = [Ng(H) : H] ( mod p) = [Nk (H) : H] ist
durch p teilbar (# 0). Dann H < Ng(H) < K = [Ng(H) : H| < [K : H = [Ng(H) :
H] =p.

H < Nk (H) < K, mittels Satz von Lagrange:

n—i

=[G : H = [Ng(H): H ( mod p),

p=[K:H]=[K:Ng(H)][Ng(H): H =1-p = K = Ng(H) = H<K.

Definition 2.3 (p-Sylowuntergruppe). Die Untergruppe von G (|G| = p™r mit (p,r) = 1)
mit p™ Elementen heiflen p-Sylowuntergruppen.

Jede p—Untergruppe von G in einer p-Sylowuntergruppe von G enthalten.

Satz 2.4 (2-ter Sylowsatz). Seien G eine endliche Gruppe, P eine p—-Sylowuntergrupe,
H eine beliebige p—Untergruppe. Dann gilt: g € G so daf8 gHg™* C P.

Ist H eine p-Sylowuntergruppe, dann gilt |H| = |P| = gHg™ ' = P.

Proof. Sei X = {¢gP | g € G}. Lassen H auf X wirken, h: gP — hgP. Dann gilt
| X| = | Xo|( mod p). Aber

G oy
%:Z—n:r#O( mod p) = Xy # ()

Dann gilte: JgP so dafl hgP = gP Vh € H und ¢ *hgP = PVh € H = g 'hg €
PVYhe H=— g 'HgC P. ]

Proposition 2.5. Die Anzahl der p—Sylowuntergruppen von G ist ein Teiler von |G|:

# =[G : Ng(P)] und |G : No(P)] | |G|




Beweis. Menge der p—Sylowuntergruppen = Bahn von P unter der Konjugationswirkung
von G auf 2¢. | Bahn von (P)| = [G : Gp| mit Gp = {g € G | g7'Pg} = Ng(P), d.h.
[G : Ng(P)] ist die Anzahl der Elemente der Bahn von P. O

Satz 2.6 (3-ter Sylowsatz). Die Anzahl der p—Sylowuntergruppen von G ist kongruent zu
1( mod p) (dh. #=kp+1).

Beweis. P < Ng(P) < G, dann [G : P] = [G : Ng(P)|[Ng(P) : P], also [G : P] =[G :
Ne(P)][No(P) : P)( mod p).
Wir wissen [G : P] = [Ng(P) : P]( mod p) = [G: P] =r # 0( mod p). Dann
1- [G) P] =[G : Ng(P)]|G : P]( mod p), kann in Z, dividieren: 1 = [G : Ng(P)|(
mod p).
[l

3 Semi-direktes Produkt

Sei G ~ X, wenn X eine Gruppe, wollen wir voraussetzen, daf§ alle Bijektionen g: X — X
Automorphismen von X sind.

Notation: g € G,z € X,a: G — Sx, g+ a(g) und a(g): z — a(g)(zx).

Wir sagen G wirkt auf X durch Automorphismen wenn G auf X wirkt, so dal a(g): v —
a(g)(x) ein Automorphismus von X ist Vg € G.

Anders formuliert: der Homomorphismus a: G — Sx, der die Wirkung definiert, hat
die Eigenschaft a(G) < Aut(X) < Sx.

Seien N, H zwei Gruppen und H wirkt auf N durch Automorphismen:

a: H — Aut(N).

Definition 3.1 (Externes semi-direktes Produkt). Die kartesische Produkt N x H =
{(n,h) | n € N,h € H} mit der Komposition

(1, ha)(n2, he) = (na(hi)(n2), hihs)

ist eine Gruppe G, genannt das externe (oder dufSere) semi-direkte Produkt von N mit H.

Notation: G = N %, H, das externe semi-direkte Produkt von N mit H beziiglich der
Wirkung a.

Das neutrale Element ist (1y,1g), das inverse Element ist (n, h)™! = (a(h™1)(n71), h71).
Das semi-direkte Produkt hdngt von der Wirkung ab, d.h. a: H — Aut(N). Zum Beispiel,
a(h) = id auf N, d.h. die triviale Wirkung, dann ist das externe semi-direkte Produkt
das direkte Produkt. B

Die Mengen N = {(n,1y) | n € N} und H = {(1n,h) | h € H} sind Untergruppen
dieses semi-direkten Produktes. Wir haben N = N und H & H. Dann N , H sind mit
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Untergruppen von N X, H zu identifizieren. N ist Normalteiler, H i.A. kein Normalteiler
in G. H ist homomorphes Bild von N x, H, via Projektion auf 2-te Komponente. Der
Kern dieser Projektion = H. Also H = (N x, H) /N.

Wir haben

(1) NdGund H <G;
(2) G=N-Hund NNH = {1}.

(2) besagt, jedes g € G 1a8t sich eindeutig darstellen als g = nh mit n € N,h € H.
Tatséchlich, ¢ = nh = nthy = N > nl_ln =hh'teH = NNH> nl_ln =
hih™' =1 = ny =n and hy = h. (surjektive: G = N - H, injektive: N N H = {1}).

Definition 3.2 (Internes semi-direktes Produkt). Eine Gruppe G heifit internes semidi-
rektes Produkt von zwei Untergruppen N und H, falls gilt

1. G=NH,
2. NN H={1};

3. N4G.

Dann gilt G = N X, H, wobei H auf N durch Konjugation wirkt: h € H, «a(h): n
a(h)(n) = hnh™L.

Das gilt N x, H 5 (n,h) — hg € G ist Bijektion wegen (2).

(n,h)(n1,h1) =n-hnh™t - hhy = na(h)(ny)hhy.

Beispiele des Semi-direktes Produktes, Erweiterungen, Exakt Sequenzen, Kranzpro-
dukte: siehe der Kurs am 17.03.2015.
Reihen und Zerlegungen: sieche der Kurs am 24.03.2015.

4 Auflosbare, Nilpotente, p-Gruppen

Definition 4.1 (Auflésbar Gruppe). Eine Gruppe G heiit auflésbar, wenn eine Reihe
existiert

{1} =G, <G,.1 <... 4G 4Gy =G
mit G;/G;y1 abel’sch.

Beispiele 4.2.

1. Jede abelsche Gruppe ist in trivialer Weise auflosbar.



2. Die symmetrische Gruppe S, ist auflosbar. Eine Reiheist {1} 97, <V, < Ay < 5,.
Hier sind
Vi={id, (1 2)(34),(13)(24),(14)(23)}

die Kleinsche Vierergruppe, die kleinste nicht-zyklische Gruppe, und A, die al-
ternierende Gruppe vom Grad 4 aller geraden Permutationen einer 4 elementigen
Menge. Es gilt Vj = Zy X Zo und Ay /V) = Z3 und Sy/As = Zs.

3. Die alternierende Gruppe A,,,n > 5 ist nicht auflésbar. Diese Gruppe besitzt keinen
echten nichttrivialen Normalteiler (sie ist einfach). Also kann es keine Reihe mit
abelschen Faktoren geben.

Sei G eine Gruppe. Fiir z,y € G nennt man [z,y] = zyx~'y~' den Kommutator von
x und y. (In manchen Biichern definiert man [z,y] = 27y tzy.) Seien X,Y C G,

(X, Y] = ([z,y] [z € X,y eY)
die Teilmenge von G erzeugt von den Kommutatoren.

Bemerkung 4.3. Es sei G eine Gruppe, S C G eine Teilmenge. Hier ist (S) die kleinste
Untergruppe von G, die S enthalt. Mit anderen Worten, wenn H C G eine Untergruppe
mit S C H ist, so ist auch (S) C H. (S) heifit die von S erzeugte Untergruppe oder kurz
das Erzeugnis von S.

Es gilt:
o [X,V]=1[V,X] (weil [z,y]™" = [y, ]);
e Fiir jeden Gruppen homomorphismus f: G — H ist f([X,Y]) = [f(X), f(Y)];

e Sind X und Y normale oder charakteristische (siche unten) Untergruppen von G,
so ist der Kommutator [X, Y] eine normale oder charakteristische Untergruppe von

G;

e Fiir Untergruppen X und Y einer Gruppe G gilt stets [X,Y] < (X,|Y) < G.
—1

Beweis. Fiir beliebige x, 2’ € X,y € Y, gilt z[z/,yla~! = za'y(z)) 'y o™t

vr'y(2)™ - a7y Ty -yl = [yl x, y] Tt € [X, Y. Analog ist y[X, Y]y ™!
[X,Y].

N

Definition 4.4 (Vollinvarianten /charakteristischen Untergruppen). Seien G eine Gruppe,
H < G eine Untergruppe.

H heiit voll invariant, wenn die unter jedem Endomorphismus (surjektiven Homomor-
phismus von G nach G) fest bleibt, d.h. das Bild von H ist wieder in H.

H heiit charakteristische, wenn die jedem Automorphismus (bijektiven Gruppenhomo-
morphismus von G nach G) von G fest bleibt.

Jede charakteristische Untergruppe ist Normalteiler, denn sie bleibt insbesondere fest
unter jedem inneren Automorphismus. Jede vollinvariant Untergruppe ist also charakter-
istisch, jedoch nicht umgekehrt.

Ubung 2. Fiir jede Gruppe G ist das Zentrum Z (G) charakteristisch, aber nicht notwendig
vollinvariant in G.
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Lemma 4.5. Fir Untergruppen H, K einer Gruppe G mit K < H < G gilt:

(i) K ist charakteristisch (vollinvariant) in H und H ist charakteristisch (vollinvari-
ant) in G, dann folgt K ist charakteristisch (vollinvariant) in G.

(i1) K ist charakteristisch in H und H < G, dann folgt K < G.

Beweis. (i) Sei K charakteristisch in H, H charakteristisch in G und f € Aut(G). Dann
ist f(H) C H= f(f"'(H)) C f(H), also f(H) = H. Daher ist die Einschrinkung f’ von
f ein Automorphismus von H. Folglich ist f(K) = f'(K) C K. Analog fiir vollinvariante
Untergruppen.

(ii) Sei K charakteristisch in H, H < G und g € G. Dann ist die Abbildung f: H —
H, h+ ghg™' ein Automorphismus von H. Also ist gKg~' = f(K) C K. O

Die von allen Kommutatoren [z,y] = zyz~'y~" erzeugte Untergruppe G =[G, G] =

G’ heifit Kommutatorgruppe von G (manchmal auch “abgeleitete Gruppe”, englisch “de-
rived group”). Wegen [z,y]™! = [y, ] ist das Inverse eines Kommutators wieder ein
Kommutator; deshalb besteht die Kommutatorgruppe von G aus allen Produkten (be-
liebiger Lénge) von Kommutatoren (beim Erzeugnis werden keine Inversen der Erzeuger
bendtigt).

Die Bedeutung der Kommutatorgruppe fiir die Auflosbarkeit von Gruppen ergibt sich
aus dem folgenden Satz:

Proposition 4.6. (i) Die Kommutatorgruppe G' einer Gruppe G ist eine charakteristis-
che Untergruppe von G, insbesondere ein Normalteiler.

(i) Es sei N Q G ein Normalteiler. Dann ist die Faktorgruppe G/N abel’sch genau
dann, wenn G' C N ist. Insbesondere, G ist der kleinste Normalteile mit abelscher
Faktorgruppe G /G,

(iii) Es sei f: G — A ein Homomorphismus, wobei A abel’sch ist. Dann ist G' C Kerf.

[teriert man die Kommutatorgruppenbildung: hohere Kommutatoruntergruppen
G+ — [G(i), G(i)]
und

G=G9>agM >G® > .

abgeleitete Reihe.
Wir zeigen per Induktion nach ¢ und nach Lemma 4.5 (i) dass alle G sind voll
invariante (dann charakteristische) Untergruppen, daher Normalteiler.

Zunichst deshalb einige erginzende Uberlegungen zu hoheren Kommutatorgruppen:
Lemma 4.7.

e (i) Fiir hihere Kommutatorgruppen ist folgendes richtig: H < G, dann H™ < G™;

e (ii) N <G, dann gilt (G/N)™ = (G™ . N)/N = G™/(GM™ N N);

o (iii) (G x H)™ =GM x HM™,

11



Beweis. (i) und (iii) sind mit Induktion sofort klar.
(ii) Induktion nach n:
(1) n = 0: dieser Fall ist klar wegen G(©) = G.
(2) n>0:

(G/N)™ = (G/N) Y, (G/N))
(G"UN)/N,(G"UN)/N]
{gngeG" D} AgN [ g € GIY]
(90N, 91 N] | g: € G V)

(90, 0N | gi € GU7Y)
G - N)/N.

[
[
[
{
{
(

Dann folgt
Proposition 4.8.

1. Gibt esn € N mit G™ = {1}, dann gilt auch fiir jede ihrer Untergruppen H™ =
{1}, und auch fiir jede Faktorgruppe ist (G/N)™ = {1}.

2. Sind Gy, ...,Gy Gruppen mit ngi) ={1}, n=kgV{n; | 1 <i < m}, dann ist
(Gy x -+ x Gp)™ = {1}.

3. Ist N 4 G und N = (G/N)™ = {1}, dann ist G"F") = {1}.

Satz 4.9. Fine Gruppe G ist genau dann auflosbar, wenn und nur wenn ein n € N
existiert derart, dass die héhere Kommutatorgruppe G = {1} ist.

Das kleinste n, fiir welches das gilt, heifit die abgeleitete Linge (“derived length”) der
auflosbaren Gruppe G, bezeichnet durch di(G).

Proof. (=) Sei zunéchst G auflésbar. Es gibt also eine Reihe
G=Gy>G > - >G, = {1}, mit abel’schen Faktoren G;/G;1.

Wir zeigen G C G;: da G,, = {1} folgt dann die Behauptung. Wir verfahren per
Induktion nach 7,0 < i < n. Firi = 0ist G© = G = Gy. Sei also ¢ > 0. Nun ist
Gi_1/G; abel’'sch, womit G}_; C G, gilt. Weiterhin ist nach Induktionsvoraussetzung
GU=Y C G;_,, womit

GY = (G"YV)Y C(Gia) € G
ist.

(<) Ist umgekehrt G™ = {1}, dann bilden die hoheren Kommutatorgruppen die
Reihe

G=G,=G0%p>G, =6GYp>...>G,=G" = {1}, mit abel’sch Faktoren G;/G;,;.
]
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Nach Proposition 4.8 und Satz 4.9, die Klasse aller auflosbaren Gruppen ist abgeschlossen
unter S (Untergruppen), H (homomorphe Bilder), £ (Erweiterungen), unter Bildung von
endlichen direkten Produkten und beliebige Potenzen ([ [,.; G).

Wir haben

di(H) < dl(G) fir H < G,

dl(G/N) < dI(G) fir N 4 G,

dl(G) < dI(N) + dI(G/N) fiir eine Erweiterung von N durch G/N.

Bemerkung 4.10.

1. Jede Verfeinerung von eine Reihe mit abel’schen Faktoren ist auch mit abel’schen
Faktoren. Dann jede auflosbar Gruppe G mit eine Kompositionreihe endlich ist.

2. Eine endliche Gruppe G ist genau dann auflésbar wenn die Faktoren einer (jeder)
Kompositionreihe zyklisch mit Primzahlordnung sind.

3. G ist genau dann nicht auflosbar, wenn es Untergruppen H und K gibt so da83
H 9 K 9 G und K/H einfach, nicht abel’sch (c.f. Beispiel 4.2).

4. Jede endliche p-Gruppe ist auflosbar. Tatséchlich, per Induktion nach |G|. G hat ein
nichttriviales Zentrum (nach Klassengleichung), dann folgt |G/Z(G)| < |G|. Z(G)
ist abel’sch, dann auflésbar. G/Z(G) ist eine p-Gruppe, dann auflésbar nach Induk-
tion. G ist eine Erweiterung von Z(G) durch G/Z(G), dann folgt G ist auflosbar.

Ubung 3. GL(n, K) ist nicht auflésbar (auBer wenn n = 2 und |K| = 2, 3).

Sei X = {1, s, ..., }, definiere durch Induktion Worter w,, = w,(z1, ..., xon): wi(x1,22) =
[x1, 2], ist w,, schon definiert w} = wy,(zani1, ..., Ton+1) und wy,11 = [wy, W]
Zum Beispiel wy = [[x1, x|, [r3, 4], ws = [[[x1, x2], [x3, 24]], [[25, 6], [x7, 28]]], ete.

Notation. G = w; = 1 <= Vg1,...,92 € G es gilt w;(g1,...,92) =1 in G.

Wir zeigen per Induktion nach n:

Satz 4.11. Eine Gruppe G ist genau dann auflosbar (mit abgeleiteter Linge < n), wenn
und nur wenn ein n € N ezistiert derart, dass G = w, =1 gilt.

Abschlieflend fithren wir noch zwei weitere beruhmte Satze auf, werden diese aber
nicht beweisen.

Satz 4.12 (von Burnside). Alle Gruppen der Ordnung p*q' mit Primzahlen p,q und k,l €
N sind auflosbar.

Satz 4.13 (von Feit-Thompson). Alle Gruppen ungerader Ordnung sind auflosbar.

Der letzte Satz wurde im Jahr 1963 von Feit und Thompson bewiesen, der Original-
beweis ist inklusive aller Hilfssatze 274 Seiten lang. Ein kurzer Beweis dieses Satzes wird
nach wie vor dringend gesucht.
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Definition 4.14 (Zentralreihe). Eine Normalreihe
{1}:G0<G1<<Gn71<Gn:Ga
(d.h. Vi G; < G) heiit Zentralreihe wenn Vi G;/G;—1 < Z(G/Gi-1).

Eine Gruppe G heifit nilpotent wenn G eine Zentralreihe besitzt.
Die Lange der kiirzesten Zentralreihe von G heifit Nilpotenzklasse von G.

Definition 4.15 (Absteigende Reihe). Die absteigende Zentralreihe
G =m(G) 2 (G) 2 1(G) > ...

wird rekursiv definiert durch v;(G) = G und 7,41 (G) = [v:(G), G].

Nach Definition: v, (G) = G und 1,(G) = GV = G'.
Per Induktion nach i: 7;11(G) < 7;(G). Das ist klar fiir ¢ = 1. Dann [y,—1(G), G| <
7i-1(G) und es folgt ;11 (G) = [%:(G), G] = [[v:1(G), G, G] < [131(G), G = %(G).

Definition 4.16 (Aufsteigende Reihe). Die aufsteigende Zentralreihe
{1} = Zy(G) < Z1(G) < Z2(G) < Z3(G) < ...
wird rekursiv definiert durch Z,(G) = Z(G) und Z;41(G) ist definiert durch

Zi—i—l(G)/Zi(G) - Z<G/Zi(G))-

Die aufsteigende Reihe ist sicher eine Zentralreihe, nach Definition.
Lemma 4.17. Vi Z;(G) ist charakteristisch in G.

Beweis. Per Induktion nach i: i = 0,4 = 1 sind klar. Ist Z; 1(G) C G charakteristisch
fiir ein 4, so induziert jedes f € Aut(G) ein f € Aut(G/Zi—1(G)) mit f(9Z;_1(G)) =
f(9)Zi1(G) Vg€ G.Da Z(G/Z;_1(G)) € G/Z;_1(G) charakteristisch ist, folgt:

F(Z/(G))Zi-1(G)) = Zi(G)/Zi-1(G).
Folglich: f(g) € Z;(G) fir g € Z;(G). O
Lemma 4.18.
1. H< G = ~(H) <v(G) Vi
2. Sei f: G — H ein Homomorphismus. Es gilt f(7(G)) = %(f(GQ)) < v(H) Vi.
Insbesondere ist Vi 7;(G) voll invariant in G. Es folgt: v,(G) I G Vi.

Proposition 4.19. Die absteigende Reihe ist eine Zentralreihe.
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Beweis. Per Induktion nach i. Sei vi41(G) > © = y;...yp mit y; = a " 'blab,a €
7(G),b € G.

Sei z € G. Esgilt z7'y;z = z7ta o tabz = z7ta 2 270 2 - 2l az - 27 bz €
[Vi(G), G] weil 27 'a™2 € v;(G). Dann v;(G) < G Vi. (siehe auch oben). Wir haben auch
Yi+1(G) < %(G).

Das folgt: (G /i41(G), (G)/76(G)] = [Gou(ONia(G)/ 201 (C) = ey B
gilt: vi(G)/7i11(G) < Z(G/7:+1(G)). Das heifit die absteigende Reihe ist eine Zentral-
reihe. [l

Proposition 4.20. VYn  7,(G) = ([g1,---,9a) | ¢1,92,---,9. € G) erzeugt von den
[917 B 7gn] = [[917 s 7gn*1]7gn]'

Proof. Wir fithren Induktion nach n durch. n = 1,n = 2 sind klar. Sei N := ([g1, ..., 9x] |
91,92, ---,9n € G). Wir haben N < G und N < 7,(G). Nach Induktion dirfen wir
Yn-1(G) = (g1, - - -, gn-1] | i € G) voraussetzen. Dann ist v,_1(G)/N = ([g1, .- -, gn-1|N |
g; € G)und fir g; € G gilt: [[g1,-- -, gn-1]N, g N| = [l91, - - s Gn-1], 9N = |91, - - -, g N] =
1. Das folgt 3 1(G)/N < Z(G/N) und 1(G)/N = 1o 1(G), GI/N = [ru1(G), G/N] =
1, d.h. 7,(G) = N. O

Satz 4.21 (Zentralereihen). Sei {1} = Go < G; < ... < G,1 < G, = G, eine Zentral-
rethe einer nilpotenten Gruppe G, dann gilt

(1) vi(G) < Gp—iy1 Vi, daher v,41(G) = 1;
(2) G; < Z;(G) Vi, daher Z,(G) = G und insbesondere 1 # 7,(G) < Z(G);

(3) Die nilpotenz-Klasse von G = Linge der absteigenden Zentralreihe = Ldnge der
aufsteigende Zentralreihe.

Beweis. Induktion nach 7.

(1): G = 11(G) = G,, und hat man v;(G) < G,,—;41 so folgt, nach Induktion, 7,1 (G) =
[%(G), G] < [Gn—i+1> G] g Gn—i weil Gn—i+1/Gn—z’ < Z(G/Gn_l)

(2): Fir ¢ = 0, haben wir 1 = Zy(G) = Go und Z;(G) > G, dann folgt wegen
Gi1/G; < Z(G/G;) dass Gi12:(G) ) Z:(G) < Z(G)Zi(Q)) = Zi41(G) ) Zi(G) = G <

Zi1(G).
(3) folgt aus (1) und (2). O
Sei X = {x1,29,...,}, definieren durch Induktion Worter v, = v,(21,...,Zpe1):
v1(z1, x2) = |21, T3], ist v, schon definiert, v,, = [v,_1, T,41]. Zum Beispiel, vy = [[x1, 23], z3],
V3 = [[[[L’l, 1’2]7 ZE3], ZE4], etc.

Notation. G Fv; =1 <= Vg1,...,gi+1 € G es gilt v;(g1,...,¢i+1) = 1 in G.

Wir zeigen per Induktion nach n:

Satz 4.22. Eine Gruppe G ist genau dann nilpotent mit nilpotenz-Klasse < n (d.h.
(G) = 1), wenn und nur wenn ein n € N existiert derart, dass G |= v,41 = 1 gilt.
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Ubung 4. Die Klasse aller nilpotenten Gruppen ist abgeschlossen unter S (Untergruppen),
‘H (homomorphe Bilder), unter Bildung von endlichen direkten Produkten und beliebige
Potenzen. Die ist nicht abgeschlossen unter Erweiterungen.

Satz 4.23. Fir m,n € N und jede Gruppe G gilt:

(i) [m(G); (G < Ymin(G);
(it) G < 720(G).

Insbesondere jede nilpotente Gruppe ist auflosbar. Hat G die Nilpotenzklasse ¢, dann
hat G abgeleitete Linge < [log, ¢] + 1.

Beweis. Wir fiihren Induktion nach n durch.

(1): [vm(G), G] = Ym+1(G). Sei n > 2 und die Aussage fiir n — 1 bereits bewiesen. Mit
H = G/rmn(G) gilt damm [1n(G), 10(G) s n(G) /o in(G) =

= Bl @) (G, () sG] = P H), A (HD)) = o (), [H 2 1 (D)) = 1
wegen [Hv [FYnfl(H)v’YM(H)H = [H’ [Vm(H)afYnfl<H)H C [H> 'Yernfl(H)] = 7m+n<H) =

= () en(G) = Ly wnd [y (D). Py (), H]] = [Py (H), H), ()] =

= [[H, v ()}, Y1 (H)] = [Yms1(H), Yo-1(H)] © Ymyn(H) = 1 nach dem 3-Unter-
gruppen Lemma (sieche unten).

(ii): GO = G = (G) = 70(G). Sei n eine natiirliche Zahl und bereits gezeigt, daf
GV C 490-1(G) gilt. Dann folgt aus der obigen Aussage, daf8 G =[G~V G~
[2n-1(G), 1201 (G)] < 720 (G). H

Ubung 5 (3-Untergruppen Lemma). Seien A, B, C' normale Untergruppen von G. So gilt
[A,B,C] < [B,C, A]|C, A, B].
Proposition 4.24. Jede endliche p-Gruppe ist nilpotent.

Beweis. Jede endliche p-Gruppe G besitzt ein nichttriviales Zentrum Z = Z(G).

Beweis mit Induktion nach |G|. Die Behauptung ist klar fiir |G| = 1 und richtig V
p-Gruppen H mit |H| < |G|. D.h. die Behauptung fiir G/Z ist richtig. Es gibt die
Zentralreihe

{loz} 9G1/Z QG2 Q... 4G, )Z =GJZ

damit ist
(16} 929G 4Gy <...9G, =G

eine Zentralreine fiir G. O
Der Satz ist nicht richtig fiir nicht endliche p-Gruppen (Warum?).
Lemma 4.25. Jede nichttriviale nilpotente Gruppe hat ein nichttriviales Zentrum.

Beweis. Sei n so da 7, (G) = 1 aber v,_1(G) # 1 (hat G die Nilpotenzklass n).
Yo = 1, Gl =1 < Vx € v, 1(G),Vg € G, z7'g7'zg =1 < xg = g, dann
m-1(G) < Z(G). Es folgt Z(G) # {1}.
[

Beispiele 4.26. Sz, D,,(n # 2F) sind auflésbar aber nicht nilpotent. Zum Beispiel S3 hat
kein nichttriviales Zentrum.
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