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　　本书介绍常微分方程和动力系统先从几个简单的明显可求解的方程
开始，接着证明初值问题的基本结果：解的存在唯一性，可延拓性，以及

关于初始条件的依赖性．进一步，考虑线性方程，费洛凯 （Ｆｌｏｑｕｅｔ）定理
和自治线性流

然后，在复域中讨论线性方程的费罗贝尼乌斯 （Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ）方法，以
及对包括振动理论的施图姆刘维尔 （ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ）型边值问题的研
究

接下来引入动力系统的概念，并对连续系统和离散系统讨论稳定流形

的稳定性以及哈特慢—格曼伯曼 （ＨａｒｔｍａｎＧｒｏｂｍａｎ）定理等
随后证明庞加莱本迪克松 （ＰｏｉｎｃａｒéＢｅｎｄｉｘｓｏｎ）定理，并研究几个

来自经典力学，生态学以及电路工程中的平面系统的例子此外，还讨论
了吸引子，哈密顿 （Ｈａｍｉｌｔｏｎ）系统，ＫＡＭ定理和周期解．

最后，介绍混沌以迭代区间映射为基础，并以同宿轨道的斯梅尔
伯克霍夫 （ＳｍａｌｅＢｉｒｋｈｏｆｆ）定理和梅利尼科夫 （Ｍｅｌｎｉｋｏｖ）方法结束．

本书的许多重要内容在一般的微分方程教科书中是不介绍的．它可作
为数学、物力、力学的大学生，研究生和教师们的常微分方程和动力系统

教科书或参考书．也可供相关人员参考使用．
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序

本书起源于我在维也纳大学２０００年夏和２０００／０１年冬所讲授的 “常微分方

程”，“动力系统和混沌”课程的讲义自那以后，针对几年的教学反馈，对它进
行了几次重写和修改

本书强调用动力系统观点对常微分方程领域给出 “封闭”式介绍但是，它
也包括某些古典的课题，诸如复平面中的微分方程和边值施图姆刘维尔 （Ｓｔｒｕｍ
Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ）问题

本书对读者仅要求懂微积分，复变函数与线性代数的某些基本知识，这些应该

包含在通常的教科书中．另外，我也尝试说明如何利用计算机系统，如 Ｍａｔｈｅｍａｔｉ
ｃａ，以帮助研究微分方程．当然任何类似的软件都可以应用

手稿中发现的某些错误我已经改正．因此你可从
ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｍａｔ．ｕｎｉｖｉｅ．ａｃ．ａｔ／ｇｅｒａｌｄ／ｆｔｐ／ｂｏｏｋｏｄｅ／

确认你有最新版本．你也可以从 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ说明书中找到我们这本书中的命
令以及一些附加材料．

致谢
我要感谢我的学生，ＡｄａＡｋｅｒｍａｎ，ＫｅｒｓｔｉｎＡｍｍａｎｎ，ＪｒｇＡｒｎｂｅｒｇｅｒ，Ｐａｏｌｏ

Ｃａｐｋａ，ＡｎｎａＧｅｙｅｒ，ＡｈｍｅｄＧｈｎｅｉｍ，ＨａｎｎｅｓＧｒｉｍｍＳｔｒｅｌｅ，ＫｌａｕｓＫｒｎｃｋｅ，Ａｌｉｃｅ
Ｌａｋｉｔｓ，ＪｏｈａｎｎａＭｉｃｈｏｒ，ＡｎｄｒｅａｓＮéｍｅｔｈ，ＳｉｍｏｎＲβｌｅｒ，ＲｏｂｅｒｔＳｔａｄｌｅｒ，Ｆｌｏｒｉａｎ
Ｗｉｓｓｅｒ，以及我的同事ＥｄｗａｒｄＤｕｎｎｅ，ＫｌｅｍｅｎｓＦｅｌｌｎｅｒ，ＤａｎｉｅｌＬｅｎｚ和ＪｉｍＳｏｃｈａｃｋｉ，
他们指出一些打印稿中的错误和提出了改进的建议

最后，没有书可完全避免错误所以，你如果发现错误，或者有什么意见和建
议 （不管多么小）请让我知道

ＧＴｅｓｃｈｌ
奥地利 ，维也纳
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本书作者ＧＴｅｓｃｈｌ是维也纳大学数学系教授．他个人兴趣广泛 （应用泛函分

析，非线性动力学，应用代数几何，线性与非线性偏微分方程等）．这本 《常微分

方程与动力系统》是他针对高年级本科生和研究生用动力系统观点写的常微分方

程教材．其起点并不高但介绍的内容面较宽又有一定深度，是与一般常微分方程不
同的教科书．大家知道，常微分方程的发展历史大致经历了三个阶段：早期的古典
理论，包括微分方程的初等积分法，初值问题与边值问题，线性方程等；中期的稳

定性与定性理论，包括李雅谱诺夫 （Ｌｙａｐｕｎｏｖ）稳定性理论以及庞家菜
（Ｐｏｉｎｃａｒé）与本迪克松 （Ｂｅｎｄｉｘｓｏｎ）的极限环论和定性理论；现代的动力系统与
混沌理论．当然三个时期的发展也互相有穿插，尤其后两个阶段．本书以严格的数
学理论，独特的处理方式在这本大学教科书中介绍了上面三个时期的主要内容．许
多在一般常微分方程教科书中没有介绍或者介绍不够详细的内容在本书都可以看

到．例如在古典理论中的二阶线性方程求级数解的费罗贝尼乌斯 （Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ）方法
和复域中的微分方程，边值问题中的施图姆刘维尔 （ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ）理论，动力
系统中的庞加莱—本迪克松 （ＰｏｉｎｃａｒéＢｅｎｄｉｘｓｏｎ）理论，稳定和不稳定流形的存在
性定理以及哈特曼格罗伯曼 （ＨａｒｔｍａｎＧｒｏｂｍａｎ）定理，梅利尼科夫 （Ｍｅｌｎｉｋｏｖ）
方法等以及它们的证明．纵观全书读者可以看到在这本篇幅有限的教科书中还包含
了如平面和空间的微分方程定性理论以及离散系统和连续系统中的混沌理论的重要

部分．
本书另一个重要特点是对常微分方程在许多学科中的应用介绍得比较广泛，除

了通常在力学和电路工程等方面的典型应用以外，还介绍了常微分方程在哈密顿

（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）系统、量子力学、相对论力学等学科中的简单应用．对在经典力学中
的应用也比一般教科书中丰富许多．另外，本书也简单介绍了微分方程求解的计算
机模拟．

由于作者力求用数学基础理论证明定理，读者不难发现书中用了不少后续数学

知识，例如集合论，实复分析和一般拓扑．这无疑给初学者带来了一定的困难，好
在其中大部分都有介绍，有的虽然在前面没有介绍但在后面有说明．有些没有说明
的估计读者还没有接触过的概念我以译者注的形式作了介绍．书中的问题有些是正
文中相对比较简单的内容，有些则可能要求有一定的抽象思维能力．书中有些内容



的叙述带有一定的启发性，有助于培养读者的独立思考能力．本书可作为大学数
学、物理等高年级学生的教科书和教师的教学参考书，部分内容也可作为研究生教

材．
尽管本书还没有正式出版，鉴于它有上面的明显特色，为促进数学专业方向的

基础教育工作，并承蒙获得作者许可先出版本书的中文版．
最后，感谢本书出版过程中提供帮助的人们，也感谢我妻子何燕俐对我工作的

理解支持和关心．

金成桴

·Ⅴ·译　者　序
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书书书

第１部分　古 典 理 论

第１章　引　　言

１１　牛顿 （Ｎｅｗｔｏｎ）方程

我们从物理学中一个例子开始在经典力学中，质点是由空间中的点刻画的，
它的位置由函数

ｘ∶瓗→瓗３ （１１）

图　１１

确定这个函数对时间的导数便是质点的速度
ｖ＝ｘ∶瓗→瓗３， （１２）

速度的导数是加速度

ａ＝ｖ∶瓗→瓗３ （１３）
在这个模型中，质点通常在外力

Ｆ∶瓗３→瓗３ （１４）
下运动，力Ｆ（ｘ）作用在质点ｘ上牛顿 （Ｎｅｗｔｏｎ）第二定律说，在空间每一点ｘ，
作用在质点上的力必须等于加速度乘质点的质量ｍ（正常数），就是说

ｍｘ（ｔ）＝Ｆ（ｘ（ｔ）），对所有的 ｔ∈瓗ｎ （１５）
函数ｘ（ｔ）和它的导数之间这样的关系称为微分方程方程 （１５）是二阶的，因为
最高阶导数是二阶的更确切地说，我们有一系列微分方程，因为对每个坐标方向
都有一个方程

在此情形下，ｘ称为因变量，ｔ称为自变量我们也可以将 ｖ加入到因变量，



以增加因变量数目而考虑（ｘ，ｖ）∈瓗６其好处是，现在我们得到的是一阶系统
ｘ（ｔ）＝ｖ（ｔ），

ｖ（ｔ）＝１ｍＦ（ｘ（ｔ）） （１６）

这个形式通常更方便于理论研究
对给定的力Ｆ，我们要寻求解，它是满足方程 （１５）的函数ｘ（ｔ）（对应系统

（１６））更特殊地，考虑一块石块掉到地球上的运动，地球表面附近作用在石块
上的重力近似于常数且等于

Ｆ（ｘ）＝－ｍｇ










０
０
１
， （１７）

其中ｇ是正常数，ｘ３方向假设是地球表面的法线方向因此，我们的微分方程系统
成为

ｍｘ１ ＝０，

ｍｘ２ ＝０，

ｍｘ３ ＝－ｍｇ

（１８）

第一个方程对ｔ可积分两次，得ｘ１（ｔ）＝Ｃ１＋Ｃ２ｔ，其中Ｃ１，Ｃ２为积分常数计算在
ｔ＝０的 ｘ１和 ｘ１的值，分别得 Ｃ１＝ｘ１（０），Ｃ２＝ｖ１（０）对其他两个方程作类似处
理，最后，我们得到

ｘ（ｔ）＝ｘ（０）＋ｖ（０）ｔ－
ｇ
２











０
０
１
ｔ２ （１９）

因此，我们的质点的整个 “命运” （过去和将来）由指定的初始位置 ｘ（０）和初始
速度ｖ（０）唯一确定

从这个例子你也许会得到一个印象，就是，微分方程的解总可以通过直接积分

求得但是一般这做不到理由是之所以我们可直接积分，是因为这里的力与ｘ无
关如果我们将我们的模型精确化，考虑实际的万有引力

Ｆ（ｘ）＝－γｍＭ ｘ
ｘ３，　γ，Ｍ ＞０， （１１０）

于是，我们的微分方程变成

ｍｘ１ ＝－
γｍＭｘ１

（ｘ２１＋ｘ
２
２＋ｘ

２
３）

３
２
，

ｍｘ２ ＝－
γｍＭｘ２

（ｘ２１＋ｘ
２
２＋ｘ

２
３）

３
２
，

ｍｘ３ ＝－
γｍＭｘ３

（ｘ２１＋ｘ
２
２＋ｘ

２
３）

３
２


（１１１）
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这就不再是可明显求解了此外，我们现在甚至还不清楚这个方程的解是否存在！
（在９５节我们再回到这个问题）

问题 １１　考虑石块从高ｈ处落下，以ｒ表示石块到地面的距离初始条件为
ｒ（０）＝ｈ，ｒ（０）＝０运动方程为

ｒ＝－ γＭ
（Ｒ＋ｒ）２

　（精确模型），

相应地，

ｒ＝－ｇ　 （近似模型），

其中ｇ＝γＭ／Ｒ２，Ｒ和Ｍ分别是地球半径和质量
（１）将这两个方程化为一阶系统
（２）计算近似系统对应于给定初始条件的解计算石块落到地面的时间 （ｒ＝

０）
（３）假设精确方程对应于给定的初始条件也有唯一解这时石块落到地面的

时间与近似模型比较你能够说些什么？（提示：你不用计算精确方程的解！而要考

虑力的最大值和最小值）
（４）利用高中物理知识，计算当ｈ＝１０ｍ时的这些数值
问题１２　再考虑上一个问题的精确模型，并将它写为

ｒ＝－ γＭε２

（１＋εｒ）２
，　ε＝１Ｒ

可以证明满足上面初始条件的解ｒ（ｔ）＝ｒ（ｔ，ε）是Ｃ∞ （关于ｔ和ε）的求证

ｒ（ｔ）＝ｈ－ｇ１－２ｈ( )Ｒ ｔ
２

２＋Ｏ
１
Ｒ( )４ ，　ｇ＝γＭＲ２

（提示：将ｒ（ｔ，ε）＝ｒ０（ｔ）＋ｒ１（ｔ）ε＋ｒ２（ｔ）ε
２＋ｒ３（ｔ）ε

３＋Ｏ（ε４）代入到微分方程且合
并ε的各次项然后解对应于ｒ０（ｔ），ｒ１（ｔ），…的微分方程，并注意到初始条件ｒ（０，
ε）＝ｈ，ｒ（０，ε）＝０）

１２　微分方程的分类

设Ｕ瓗ｍ，Ｖ瓗ｎ和ｋ∈瓗０，以及Ｃ
ｋ（Ｕ，Ｖ）表示具有直到ｋ阶连续导数的函

数Ｕ→Ｖ的集合此外，我们记Ｃ（Ｕ，Ｖ）＝Ｃ０（Ｕ，Ｖ）和Ｃｋ（Ｕ）＝Ｃｋ（Ｕ，瓗）
一个古典常微分方程 （ＯＤＥ）是未知函数ｘ∈Ｃｋ（Ｊ），Ｊ瓗的关系式

Ｆ（ｔ，ｘ，ｘ（１），…，ｘ（ｋ））＝０ （１１２）
其中Ｆ∈Ｃ（Ｕ），Ｕ是瓗ｋ＋２的开子集，

ｘ（ｋ）（ｔ）＝ｄ
ｋｘ（ｔ）
ｄｔｋ

，　ｋ∈瓔０， （１１３）

是ｘ的 “通常”导数我们经常称ｔ为自变量，ｘ为因变量出现在Ｆ中最高阶导
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数的阶数称为微分方程的阶ＯＤＥ（１１２）的解是满足
Ｆ（ｔ，（ｔ），（１）（ｔ），…，（ｋ）（ｔ））＝０，　对所有 ｔ∈Ｉ （１１４）

的函数∈Ｃｋ（Ｉ），其中 ＩＪ是区间 这意味着，对所有 ｔ∈Ｉ，有（ｔ，（ｔ），
φ（１）（ｔ），…，φ（ｋ）（ｔ））∈Ｕ

遗憾的是，关于上面形式的一般微分方程 （１１２）我们知道的并不多因此，
假设可以从Ｆ中解出最高阶导数，而得到下面形式的微分方程

ｘ（ｋ） ＝ｆ（ｔ，ｘ，ｘ（１），…，ｘ（ｋ－１）） （１１５）

如果在某个点（ｔ，ｙ）∈Ｕ关于最高阶导数的偏导数
Ｆ
ｙｋ
（ｔ，ｙ）≠０，由隐函数存在定理

我们至少可以局部地在这个点的邻域内这样做这是我们从现在起将考虑的微分方
程类型

从上一节我们已经看到，仅考虑实数值函数情形还不够，还要允许有情形ｘ∶瓗
→瓗ｎ这导致考虑常微分方程系统

ｘ（ｋ）１ ＝ｆ１（ｔ，ｘ，ｘ
（１），…，ｘ（ｋ－１）），

　　　
ｘ（ｋ）ｎ ＝ｆｎ（ｔ，ｘ，ｘ

（１），…，ｘ（ｋ－１））

（１１６）

一个系统称为线性系统，如果它有形式

ｘ（ｋ）ｉ ＝ｇｉ（ｔ）＋∑
ｎ

ｌ＝１
∑
ｋ－１

ｊ＝０
ｆｉ，ｊ，ｌ（ｔ）ｘ

（ｊ）
ｌ （１１７）

若ｇｉ（ｔ）＝０，就称它为齐次系统
此外，任何一个系统总可以通过改变新因变量集合 ｙ＝（ｘ，ｘ（１），，ｘ（ｋ－１））而

化为一阶系统

ｙ１ ＝ｙ２，

　
ｙｋ－１ ＝ｙｋ，

ｙｋ ＝ｆ（ｔ，ｙ）

（１１８）

我们甚至可以将ｔ加入到因变量ｚ＝（ｔ，ｙ）中去，使得系统右端与ｔ无关：
ｚ１ ＝１，

ｚ２ ＝ｚ３，

　
ｚｋ ＝ｚｋ＋１，

ｚｋ＋１ ＝ｆ（ｚ）

（１１９）

这样的系统，即ｆ不依赖于ｔ的系统称为自治系统特别地，我们将经常只需考虑
一阶自治系统

当然，我们也可考虑情形ｔ∈瓗ｍ，即意味着要处理偏导数情形这样我们就进
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入偏微分方程 （ＰＤＥ）领域这个情形更为复杂，它不是本书的内容
最后我们指出，对因变量我们可以允许有复数值用实因变量或复因变量其结

果没有什么区别不过，我们叙述的大部分结果仅针对实数情形而将一些复因变量
情况下明显的改变留给读者对于另一些结果，自变量是复数情形就有明显的变
化，我们将在第４章讨论这个问题

问题１３　对下面的方程进行分类它们是否为线性，自治？阶数是什么？
（１）ｙ′（ｘ）＋ｙ（ｘ）＝０，

（２）ｄ
２

ｄｔ２
ｕ（ｔ）＝ｓｉｎ（ｕ（ｔ）），

（３）ｙ（ｔ）２＋２ｙ（ｔ）＝０，

（４） 
２

ｘ２
ｕ（ｘ，ｙ）＋

２

ｙ２
ｕ（ｘ，ｙ）＝０，

（５）ｘ＝－ｙ，ｙ＝ｘ
问题１４　下面的微分方程哪个是线性方程？
（１）ｙ′（ｘ）＝ｓｉｎ（ｘ）ｙ＋ｃｏｓ（ｙ），
（２）ｙ′（ｘ）＝ｓｉｎ（ｙ）ｘ＋ｃｏｓ（ｘ），
（３）ｙ′（ｘ）＝ｓｉｎ（ｘ）ｙ＋ｃｏｓ（ｘ）
问题１５　寻找二阶线性微分方程的最一般形式
问题１６　将下面的微分方程化为一阶系统
（１）ｘ＋ｔｓｉｎ（ｘ）＝ｘ，
（２）ｘ＝－ｙ，ｙ＝ｘ

最后这个方程是线性方程对应的一阶系统也是线性的吗？这种情况是不是永远成
立？

问题１７　将下面的微分方程化为一阶自治系统
（１）ｘ＋ｔｓｉｎ（ｘ）＝ｘ，
（２）ｘ＝－ｃｏｓ（ｔ）ｘ

最后一个方程是线性方程对应的自治系统也是线性的吗？
问题１８　设ｘ（ｋ）＝ｆ（ｘ，ｘ（１），…，ｘ（ｋ－１））是自治方程 （或者系统）求证如果

（ｔ）是解，则（ｔ－ｔ０）也是解

１３　一阶自治方程

考虑一阶自治方程的最简单 （非平凡）情形，并试求在时间 ｔ＝０通过某点 ｘ０
的解：

ｘ＝ｆ（ｘ），　ｘ（０）＝ｘ０，　ｆ∈Ｃ（瓗） （１２０）
当然，我们也可以求在时间ｔ０从ｘ０开始的解但是一旦我们有满足（０）＝ｘ０的解
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（ｔ），则满足ψ（ｔ０）＝ｘ０的解ψ（ｔ）可由简单的平移ψ（ｔ）＝（ｔ－ｔ０）得到 （事实上，
对任何自治方程这个性质也成立，比较问题１８）

这个方程可用小技巧求解如果ｆ（ｘ０）≠０，两端除ｆ（ｘ）并对ｔ积分得

∫
ｔ

０

ｘ（ｓ）ｄｓ
ｆ（ｘ（ｓ））＝ｔ （１２１）

记Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

ｘ０

ｄｙ
ｆ（ｙ），我们看到方程 （１２０）的每一个解ｘ（ｔ）必须满足Ｆ（ｘ（ｔ））＝ｔ

由于Ｆ（ｘ）在ｘ０附近严格单调，故可求逆，从而得到初值问题的唯一解
（ｔ）＝Ｆ－１（ｔ），　（０）＝Ｆ－１（０）＝ｘ０， （１２２）

其中Ｆ－１（ｔ）是Ｆ（ｔ）的逆映射
现在我们来考虑解的最大存在性区间如果 ｆ（ｘ０）＞０（ｆ（ｘ０）＜０情形类似），

由连续性ｆ在围绕ｘ０的某个区间 （ｘ１，ｘ２）内保持为正定义
Ｔ＋＝ｌｉｍ

ｘ→ｘ－２

Ｆ（ｘ）∈（０，∞］，　相应地　Ｔ－＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋１

Ｆ（ｘ）∈［－∞，０）， （１２３）

于是∈Ｃ１（Ｔ－，Ｔ＋）且
ｌｉｍ
ｔ→Ｔ－＋
（ｔ）＝ｘ２，　相应地　ｌｉｍ

ｔ→Ｔ＋－
（ｔ）＝ｘ１ （１２４）

特别地，对一切ｔ＞０存在 （相应的ｔ＜０），当且仅当

Ｔ＋＝∫
ｘ２

ｘ０

ｄｙ
ｆ（ｙ）＝＋∞， （１２５）

即１／ｆ（ｘ）在ｘ２附近不可积类似地，当且仅当１／ｆ（ｘ）在ｘ１附近不可积时对一切
ｔ＜０存在

现在我们来看几个例子
例１１　如果ｆ（ｘ）＝ｘ，ｘ０＞０，则有（ｘ１，ｘ２）＝（０，∞）以及

Ｆ（ｘ）＝ｌｎ ｘ
ｘ( )
０
 （１２６）

因此，Ｔ±＝±∞以及
（ｔ）＝ｘ０ｅ

ｔ （１２７）

图　１２

从而，解对所有的 ｔ∈瓗 “大范围”有定义注意，事实上这是对所有 ｘ０∈瓗的
解

例１２　设 ｆ（ｘ）＝ｘ２，ｘ０＞０我们有（ｘ１，
ｘ２）＝（０，∞），且

Ｆ（ｘ）＝１ｘ０
－１ｘ （１２８）

因此Ｔ＋＝１／ｘ０，Ｔ－＝－∞且

（ｔ）＝
ｘ０

１－ｘ０ｔ
 （１２９）

特别地，解不再对所有的 ｔ∈瓗都有定

·６· 第１部分　古 典 理 论



义此外，由于 ｌｉｍ
ｔ→１／ｘ－０

（ｔ）＝∞，我们决不可能将这个解延拓到ｔ≥Ｔ＋

现在看ｆ（ｘ）的零点有什么特点？显然，如果 ｆ（ｘ０）＝０，则存在满足初始条件
ｘ（０）＝ｘ０的平凡解

（ｔ）＝ｘ０ （１３０）
但是不是就这一个解呢？如果我们有

∫
ｘ０＋ε

ｘ０

ｄｙ
ｆ（ｙ）

＜∞， （１３１）

则存在另外满足φ（０）＝ｘ０的解

φ（ｔ）＝Ｆ－１（ｔ），　Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

ｘ０

ｄｙ
ｆ（ｙ）， （１３２）

它是不同于（ｔ）的！

例１３　考虑ｆ（ｘ）＝ ｜ｘ槡 ｜，则（ｘ１，ｘ２）＝（０，∞），

Ｆ（ｘ）＝２（槡ｘ－ ｘ槡０） （１３３）
以及

φ（ｔ）＝ ｘ槡０＋
ｔ( )２

２
，　 －２ ｘ槡０ ＜ｔ＜∞ （１３４）

所以，对ｘ０＝０存在几个解，它们可由加入平凡解（ｔ）＝０以及上面的解得到：

槇（ｔ）＝

－
（ｔ－ｔ０）

２

４ ，　　　ｔ≤ｔ０，

０， ｔ０≤ｔ≤ｔ１，

（ｔ－ｔ１）
２

４ ， ｔ１≥ｔ











 

（１３５）

对ｔ０＝０和ｔ１＝１的解 槇的图像如下：

图　１３

作为上面例子的结论，我们有：

● 即使对性质很好的ｆ，解可能仅局部存在

● 解可以不唯一不过要注意，ｆ（ｘ）＝ ｜ｘ槡 ｜在点 ｘ０＝０不可微是问题的原
因
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注意用相同的方法可求解所谓变量分离方程

ｘ＝ｆ（ｘ）ｇ（ｔ） （１３６）
（见问题１１１）

问题１９　求解下面微分方程：
（１）ｘ＝ｘ３，
（２）ｘ＝ｘ（１－ｘ），
（３）ｘ＝ｘ（１－ｘ）－ｃ
问题１１０　如果ｆ∈Ｃ１（瓗），证明 （１２０）的解唯一
问题１１１　（变量分离方程）求证如果ｆ（ｘ０）≠０，则方程 （ｆ，ｇ∈Ｃ１）

ｘ＝ｆ（ｘ）ｇ（ｔ），　ｘ（ｔ０）＝ｘ０
局部地有唯一解给出隐式解
问题１１２　求解下列微分方程
（１）ｘ＝ｓｉｎ（ｔ）ｘ，
（２）ｘ＝ｇ（ｔ）ｔａｎ（ｘ），
（３）ｘ＝ｓｉｎ（ｔ）ｅｘ
画出解什么初始条件 （如果有）的解有界？

问题１１３　研究微分方程

ｘ＝
－ｔ ｜ｘ槡 ｜，　ｘ≥０，

ｔ ｜ｘ槡 ｜， ｘ≤{ ０
解的唯一性证明对任何初始条件ｘ（ｔ０）＝ｘ０存在局部唯一解证明每个解可延拓
为大范围解但是，证明大范围解不唯一！（提示：注意，如果 ｘ（ｔ）是解则 －ｘ（ｔ）
也是解，因此只需考虑ｘ０≥０此外，ｔ０＝０的解覆盖整个（ｔ，ｘ）平面，因此只需考
虑ｔ０＝０）

问题１１４　 （线性齐次方程）求证方程ｘ＝ａ（ｔ）ｘ的解为

（ｔ）＝ｘ０ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ０
ａ（ｓ）ｄ( )ｓ，

其中ａ∈Ｃ（瓗）
问题１１５　电容器的充电过程由微分方程

ＲＱ＋１ＣＱ（ｔ）＝Ｖ０

描述，其中Ｑ（ｔ）是电容器的电荷，Ｃ是它的电容，Ｖ０是电池电压，Ｒ是导线的电
阻

假设在ｔ＝０电容没有充电，计算Ｑ（ｔ）当ｔ→∞时你得到什么充电结果？
问题 １１６　（细菌的增长）某个细菌种群按照规律

Ｎ（ｔ）＝κＮ（ｔ），　Ｎ（０）＝Ｎ０
增长，其中Ｎ（ｔ）是细菌在时刻ｔ时的数量，κ＞０是增长率，Ｎ０是初始数量如果
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对有限空间最多存在Ｎｍａｘ细菌，则细菌增长必须按照

Ｎ（ｔ）＝κ１－Ｎ（ｔ）Ｎ( )
ｍａｘ
Ｎ（ｔ），　Ｎ（０）＝Ｎ０

进行修改
假设 ０＜Ｎ０＜Ｎｍａｘ，求解这两个方程并讨论这些解当 ｔ→∞时 Ｎ（ｔ）有什么样

的性态？

问题１１７（最佳收获）　取与上面相同的问题但现在假设你以某个收获率Ｈ
＞０获取细菌于是这个情况由

Ｎ（ｔ）＝κ１－Ｎ（ｔ）Ｎ( )
ｍａｘ
Ｎ（ｔ）－Ｈ，　Ｎ（０）＝Ｎ０

模拟
用

ｘ（τ）＝Ｎ（ｔ）Ｎｍａｘ
，　τ＝κｔ

尺度化，证明方程变为ｘ（τ）＝（１－ｘ（τ））ｘ（τ）－ｈ，ｈ＝ Ｈ
κＮｍａｘ



直观上，函数ｆ（ｘ，ｈ）＝（１－ｘ）ｘ－ｈ在区域（ｘ，ｈ）∈Ｕ＝（０，１）×（０，∞）内既有
正值也有负值对给定的（ｘ０，ｈ）∈Ｕ，当ｔ→∞时解分别有什么样的性态？它们与上
面的区域是如何联系的？你估计的最大获取量是什么？

问题１１８（伞兵跳伞）　考虑有空气阻力的自由落体，它由
ｘ＝－ηｘ－ｇ，　η＞０

模拟求解这个方程 （提示：引入速度ｖ＝ｘ作为新因变量）是否存在并能够达到
极限速度？如果是，求此极限速度考虑伞兵跳伞情形假设降落伞在某个时刻 ｔ０
＞０打开通过假设对０＜ｔ＜ｔ０，有η＝η１，对 ｔ＞ｔ０有 η＝η２＞η１，模拟这个情况
并与在ｔ０的解匹配这个解看上去像什么？

１４　求明显解

从上一节我们已经看到，有些微分方程可以明显地求解但是，不存在求解给
定微分方程的一般方法另外，除非方程是特殊形式，一般寻找明显解是不可能的
这一节将告诉你某些可以明显求解的一阶微分方程

其一般思想是寻找适当的变量变换，将所给方程化为可解的形式因此首先回
忆这个变换的概念给定以 （ｔ，ｘ）为坐标的点，我们可用

ｓ＝σ（ｔ，ｘ），　ｙ＝η（ｔ，ｘ） （１３７）
变换成新坐标 由于我们不希望在变换过程中丢失信息，因此要求变换可逆

对给定函数（ｔ），由
ｓ＝σ（ｔ，（ｔ）），　ψ＝η（ｔ，（ｔ）） （１３８）
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消去ｔ变换为函数ψ（ｓ）遗憾的是这并不是永远可能的 （例如，如果我们在瓗２中

旋转函数的图像，所得的结果可能不是原来函数的图像）为了避免出现这个问
题，我们把注意力局限于保纤变换的特殊情形

ｓ＝σ（ｔ），　ｙ＝η（ｔ，ｘ） （１３９）
（它映纤维ｔ＝常数为纤维ｓ＝常数）记逆变换为

ｔ＝τ（ｓ），　ｘ＝ξ（ｓ，ｙ）， （１４０）
直接应用链式法则得知（ｔ）满足

ｘ＝ｆ（ｔ，ｘ）， （１４１）
当且仅当ψ（ｓ）＝η（τ（ｓ），（τ（ｓ）））满足

ｙ＝τη
ｔ
（τ，ξ）＋

η
ｘ
（τ，ξ）ｆ（τ，ξ( )）， （１４２）

其中τ＝τ（ｓ）和ξ＝ξ（ｓ，ｙ）类似地，可以对高阶方程求得公式但是，这些公式对
实际计算的帮助很小，比较好的是用较简单 （但不明确）的记号

ｄｙ
ｄｓ＝

ｄｙ（ｔ（ｓ），ｘ（ｔ（ｓ）））
ｄｓ ＝ｙ

ｔ
ｄｔ
ｄｓ＋

ｙ
ｘ
ｄｘ
ｄｔ
ｄｔ
ｄｓ （１４３）

现在让我们看看如何用变换来求解微分方程
齐次方程

一个 （非线性）微分方程称为是齐次方程，如果它有形式

ｘ＝ｆｘ( )ｔ （１４４）

这个特殊形式建议作变量变换 ｙ＝ｘｔ（ｔ≠０），用它 （和式 （１４３））就可将我们的

方程化为

ｙ＝
ｙ
ｔ
＋
ｙ
ｘ
ｘ＝－ｘ

ｔ２
＋１ｔｘ＝

ｆ（ｙ）－ｙ
ｔ
 （１４５）

这是个变量可分离的方程
更一般地，考虑微分方程

ｘ＝ｆａｘ＋ｂｔ＋ｃ
αｘ＋βｔ＋( )γ （１４６）

出现两个情形如果ａβ－αｂ＝０，我们的微分方程有形式

ｘ 槇＝ｆ（ａｘ＋ｂｔ）， （１４７）
如果我们令ｙ＝ａｘ＋ｂｔ，它将变为

ｙ 槇＝ａｆ（ｙ）＋ｂ （１４８）
另外，如果ａβ－αｂ≠０，我们可以用ｙ＝ｘ－ｘ０和ｓ＝ｔ－ｔ０将式 （１４６）化为齐次方
程
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ｙ＝ｆ
∧ ａｙ＋ｂｓ
αｙ＋β( )ｓ， （１４９）

其中（ｘ０，ｔ０）是线性方程ａｘ＋ｂｔ＋ｃ＝０，　αｘ＋βｔ＋γ＝０的唯一解
伯努利 （Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ）方程
形如

ｘ＝ｆ（ｔ）ｘ＋ｇ（ｔ）ｘｎ，　ｎ≠１ （１５０）
的方程称为伯努利 （Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ）方程变换

ｙ＝ｘ１－ｎ （１５１）
将原来方程化为线性方程

ｙ＝（１－ｎ）ｆ（ｔ）ｙ＋（１－ｎ）ｇ（ｔ） （１５２）
我们将在３４节 （或者见问题１２２）说明如何求解这个方程

里卡蒂 （Ｒｉｃｃａｔｉ）方程
形如

ｘ＝ｆ（ｔ）ｘ＋ｇ（ｔ）ｘ２＋ｈ（ｔ） （１５３）
的方程称为里卡蒂 （Ｒｉｃｃａｔｉ）方程只有在知道它的一个特解ｘｐ（ｔ）时，这个方程
才能求解这时变换

ｙ＝ １
ｘ－ｘｐ（ｔ）

（１５４）

将原方程化为线性方程

ｙ＝－（ｆ（ｔ）＋２ｘｐ（ｔ）ｇ（ｔ））ｙ－ｇ（ｔ） （１５５）
这些仅仅是少量能够用某些适当的变换明显求解的最重要方程事实上，像

Ｋａｍｋｅ［１８］这样的参考书，在那里你可以查到对给定的方程是否可求得明显解
对一阶方程，它可能是首选的办法，看看是否存在机会求明显解但是对二阶方
程，能够明显求解的就很少了

另外一个方法是，我们也可以用计算机程序，像 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ为我们求解微分
方程例如解方程

ｘ＝ｓｉｎ（ｔ）ｘ （１５６）
我们可以用命令

Ｉｎ［１］＝ＤＳｏｌｖｅ［ｘ’［ｔ］＝＝ｘ［ｔ］Ｓｉｎ［ｔ］，ｘ［ｔ］，ｔ］
Ｏｕｔ［１］＝｛｛ｘ［ｔ］→ｅ－Ｃｏｓ［ｔ］Ｃ［１］｝｝

这里的常数Ｃ［１］由Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ引入，它可取任意值 （例如满足初始条件）也
可以用下面的命令解对应的初值问题

Ｉｎ［２］：＝Ｄｓｏｌｖｅ［｛ｘ’［ｔ］＝＝Ｓｉｎ［ｔ］ｘ［ｔ］，ｘ［０］＝＝１｝，ｘ［ｔ］，ｔ］
Ｏｕｔ［２］＝｛｛ｘ［ｔ］→ｅ１－Ｃｏｓ［ｔ］｝｝

和用

Ｉｎ［３］：＝Ｐｌｏｔ［ｘ［ｔ］／％，｛ｔ，０，２π｝］
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画图

图　１４

Ｏｕｔ［３］ ＝
在某些情况下利用方向场的直观化也是有帮助的就是说，对每一点 （ｔ，ｘ）

我们附上一个向量（１，ｆ（ｔ，ｘ））于是在每一点解曲线与这个向量场相切：
Ｉｎ［４］：＝Ｎｅｅｄｓ［“ＶｅｃｔｏｒＦｉｅｌｄＰｌｏｔｓ”］；

Ｉｎ［５］：＝ＶｅｃｔＦｉｅｌｄＰｌｏｔ［｛１，Ｓｉｎ［ｔ］ｘ｝，｛ｔ，０，２π｝，｛ｘ，０，６｝，
Ｆｒａｍｅ→Ｔｒｕｅ，ＰｌｏｔＰｏｉｎｔｓ→１０］

图　１５

Ｏｕｔ［５］：＝
看上去似乎Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ几乎可以为我们做一切，而我们所要做的仅是打上方

程按一下输入再等解但是问题通常并不那么容易因为正如早先指出的，只有非
常稀少的方程可明显求解，Ｄｓｏｌｖｅ的命令仅仅在很少的情形下对我们有帮助其他
情形它不能够明显求解，那将是留给本书的任务！

让我用下面的告诫结束本节用Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ求解我们前面的一个例子

Ｉｎ［６］：＝Ｄｓｏｌｖｅ［｛ｘ’［ｔ］＝＝ ｘ［ｔ槡 ］，ｘ［０］＝＝０｝，ｘ［ｔ］，ｔ］

Ｏｕｔ［６］＝｛｛ｘ［ｔ］→
ｔ２
４｝｝

但是，上一节研究显示这个问题不是只有一个解！Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ希望你知道还存在
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另外的解，并如何得到它们
不过，如果你尝试解一般初值问题甚至会得到错误的结论：

Ｉｎ［７］：＝Ｄｓｏｌｖｅ［｛ｘ′［ｔ］＝＝ ｘ［ｔ槡 ］，ｘ［０］＝＝ｘ０］，ｘ［ｔ］，ｔ］／／Ｓｉｍｐｌｉｆｙ

Ｏｕｔ［７］＝｛｛ｘ［ｔ］→
１
４（ｔ－２ ｘ槡０）

２，｛ｘ［ｔ］→
１
４（ｔ＋２ ｘ槡０）

２｝｝

第一个 “解 ”根本不是我们初值问题的解！它满足ｘ＝－槡ｘ
问题１１９　尝试求下面微分方程的解：

（１）ｘ＝３ｘ－２ｔｔ ，

（２）ｘ＝ｘ－ｔ＋２２ｘ＋ｔ＋１＋５，

（３）ｙ′＝ｙ２－ｙｘ－
１
ｘ２
，

（４）ｙ′＝ｙｘ－ｔａｎ( )ｙｘ
问题１２０（Ｅｕｌｅｒ方程）　将微分方程

ｔ２ｘ＋３ｔｘ＋ｘ＝２ｔ
化为新坐标ｙ＝ｘ，ｓ＝ｌｎ（ｔ）下的方程（提示：不要你求解它）

问题１２１　从前面几个问题找一些微分方程，用你认为适当的计算代数系统
求解它们画出解曲线

问题１２２　（线性非齐次方程）验证方程ｘ＝ａ（ｔ）ｘ＋ｇ（ｔ）的解是

（ｔ）＝ｘ０ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ０
ａ（ｓ）ｄ( )ｓ＋∫

ｔ

ｔ０
ｅｘｐ∫

ｔ

ｓ
ａ（ｒ）ｄ( )ｒｇ（ｓ）ｄｓ

其中ａ，ｇ∈Ｃ（１瓗）
问题１２３　（恰当方程）考虑方程

Ｆ（ｘ，ｙ）＝０，
其中Ｆ∈Ｃ２（瓗２，瓗）假设ｙ（ｘ）是这个方程的解求证ｙ（ｘ）满足

ｐ（ｘ，ｙ）ｙ′＋ｑ（ｘ，ｙ）＝０，
其中

ｐ（ｘ，ｙ）＝
Ｆ（ｘ，ｙ）
ｙ

　和　ｑ（ｘ，ｙ）＝
Ｆ（ｘ，ｙ）
ｘ



证明我们有

ｐ（ｘ，ｙ）
ｘ

＝
ｑ（ｘ，ｙ）
ｙ



反之，满足最后这个条件的上面的一阶微分方程 （具有任意系数 ｐ（ｘ，ｙ）和 ｑ（ｘ，
ｙ））称为恰当方程求证，如果方程是恰当的，则存在如上的对应函数Ｆ借助于ｐ

·３１·第１章　引　　言



和ｑ求Ｆ的明显表达式Ｆ的表达式是不是由ｐ和ｑ唯一确定呢？
求证

（４ｂｘｙ＋３ｘ＋５）ｙ′＋３ｘ２＋８ａｘ＋２ｂｙ２＋３ｙ＝０
是恰当方程求Ｆ并求解

问题１２４（积分因子）　考虑方程
ｐ（ｘ，ｙ）ｙ′＋ｑ（ｘ，ｙ）＝０，

函数μ（ｘ，ｙ）称为积分因子，如果
μ（ｘ，ｙ）ｐ（ｘ，ｙ）ｙ′＋μ（ｘ，ｙ）ｑ（ｘ，ｙ）＝０

是恰当方程
求积分因子一般与求解原来方程一样困难但是在一些情形下可以猜测μ的形

状
考虑

ｘｙ′＋２ｘ－２ｙ＝０，
求仅依赖于ｘ的积分因子μ（ｘ）并求解这方程

问题１２５（波的聚焦）　假设你有沿着 ｙ轴入射一个电磁波需要聚焦到原点
（０，０）的接收器问镜子的最佳形状是什么？

（提示：入射线与镜子上的 （ｘ，ｙ）相遇，其方程为

Ｒｉｎ（ｔ）＝








ｘ

ｙ
－









０

１
ｔ，　ｔ∈（－∞，０］

在 （ｘ，ｙ）沿着

Ｒｒｆｌ（ｔ）＝








ｘ

ｙ
（１－ｔ），　ｔ∈［０，１］

反射物理定律要求入射线与镜子切线之间的交角等于反射线与镜子切线之间的交
角考虑向量与切向量的数量积得

１

１＋ｕ槡
２

１





ｕ

１





ｙ′
＝









０

１

１





ｙ′
，　ｕ＝

ｙ
ｘ


它是ｙ＝ｙ（ｘ）的微分方程，你得求解这方程）
问题１２７（非线性边值问题）　求证非线性边值问题

ｙ″（ｘ）＋ｙ（ｘ）２＝０，　ｙ（０）＝ｙ（１）＝０
有唯一非平凡解假设初值问题ｙ（ｘ０）＝ｘ０，ｙ′（ｘ０）＝ｙ１有唯一解

● 求证这个边值问题的非平凡解必须满足ｙ′（０）＝ｐ０＞０
● 如果解满足ｙ′（ｘ０）＝０，那么这个解关于点ｘ０对称：ｙ（ｘ）＝ｙ（ｘ０－ｘ）（提

示：由唯一性）
● 求解如下初值问题ｙ（０）＝０，ｙ′（０）＝ｐ０＞０：令ｙ′＝ｐ（ｙ）并对 ｐ（ｙ）推导一

阶方程
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对ｐ（ｙ）求解这个方程，然后解方程ｙ′＝ｐ（ｙ）（注意这个工作对任何型如ｙ″＝
ｆ（ｙ）的方程都可进行）

● 从上面题目找到的解是否在ｘ０能够达到ｙ′（ｘ０）＝０？什么样的 ｘ０值能够解
我们的ｙ（ｘ）的边值问题？

● 借助于特殊的函数你能不能找到ｐ０的值？

１５　一阶方程的定性分析

我们在上一节已经注意到，只有非常少的常微分方程可以明显求解幸运的
是，在许多情况下我们并不需要解，而仅对解的某些定性特征感兴趣例如，解是
否停留在某个区域内，以及解在长时间ｔ有什么性质，等等

此外，即使在确切解可以得到的情况下，解的定性分析比解的公式可以给出更

好的概貌例如，考虑逻辑斯谛 （ｌｏｇｉｓｔｉｃ）增长模型 （问题１１６）
ｘ（ｔ）＝（１－ｘ（ｔ））ｘ（ｔ）－ｈ， （１５７）

它可分离变量求解为了得到解的概貌，我们画出对应于右端函数的曲线 ｆ（ｘ）＝
（１－ｘ）ｘ－ｈ：

图　１６

由于ｆ（ｘ）的符号能够告诉我们解沿什么方向运动，因此，我们所有要做的就是讨

论ｆ（ｘ）的符号！对０＜ｈ＜
１
４
，存在两个零点ｘ１，２＝

１
２
（１± １－４槡 ｈ）如果我们从这

两个零点之一开始，对所有ｔ解都将停留在那里如果我们从ｘ１的下方开始，解将
减少并收敛于－∞如果我们从ｘ１的上方开始，解将增加并收敛于ｘ２如果我们从
ｘ２的上方开始，解将减少并再次收敛于ｘ２

图　１７

所以我们只不过讨论了ｆ（ｘ）的符号，就得到了解的完整图像！更一般地，我们
有一阶自治初值问题 （问题１２８）
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ｘ＝ｆ（ｘ），　ｘ（０）＝ｘ０ （１５８）

的下面结果，其中ｆ使得解唯一 （例如 ｆ∈Ｃ１）
（１）如果ｆ（ｘ０）＝０，则对一切ｔ有ｘ（ｔ）＝ｘ０
（２）如果ｆ（ｘ０）≠０，则当ｆ（ｘ０）＜０时ｘ（ｔ）收敛于ｘ０左边的第一个零点，当 ｆ

（ｘ０）＞０时ｘ（ｔ）收敛于 ｘ０右边的第一个零点如果这样的零点不存在，则解分别
收敛于－∞和∞

如果微分方程不是自治的，则情况变得比较复杂作为典型的例子，考虑微分
方程

ｘ＝ｘ２－ｔ２ （１５９）

按照上一节的说明，这是里卡蒂 （Ｒｉｃｃａｔｉ）方程，它不可求解，除非可找到特殊
解但是看不出有可容易地猜测出的解（后面在问题４１０，我们将借助于特殊函
数证明它可明显求解）

因此，我们尝试不知道解的情况下分析这个方程当然，首先要确认它的解的
存在性！由于我们要在下一章才能一般地完全攻克这个问题，在这里仅说明，如果

ｆ（ｔ，ｘ）∈Ｃ１（瓗２，瓗），则对每一点（ｔ０，ｘ０）∈瓗
２，存在定义在 ｔ０的邻域内的初值问

题

ｘ＝ｆ（ｔ，ｘ），　ｘ（ｔ０）＝ｘ０ （１６０）

的唯一解 （定理２２）在１３节我们已经知道，即使微分方程对所有（ｔ，ｘ）∈瓗２

都有定义，解并不是对所有ｔ都有定义但是，我们将证明，如果解不是对所有的
ｔ都存在，则解必须收敛于±∞ （推论２１５）

为了得到我们期盼的一些直觉，一个较好的出发点是数值研究利用命令
Ｉｎ［８］：＝ＮＤＳｏｌｖｅ［｛ｘ’［ｔ］＝＝ｘ［ｔ］２－ｔ２，ｘ［０］＝＝１｝，ｘ［ｔ］，｛ｔ，－２，２｝］
　ＮＤＳｏｌｖｅ：：ｎｄｓｚ：Ａｔｔ＝＝１０３７４６８９６７７０９７９８’，ｓｔｅｐｓｉｚｅｉｓｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙｚｅｒｏ；ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ
　　Ｓｕｓｐｅｃｔｅｄ
Ｏｕｔ［８］＝｛｛ｘ［ｔ］→ＩｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｎｇＦｕｎｃｔｉｏｎ［｛｛－２，１０３７４７｝｝，＜ ＞］［ｔ］｝｝
我们可以计算这个方程在区间 （－２，２）上的数值解数值求解常微分方程意味
着计算点列 （ｔｊ，ｘｊ），它们有希望接近于真实解的图像 （在２６节我们将简短地讨
论数值方法）Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ通过一个内插函数代替这一系列点，从名字你或许已经
猜测到，其实就是在这些点之间做内插，因此这个办法可用于其他任何函数

注意，在我们这个特殊例子中，Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ抱怨步长 （即差 ｔｊ－ｔｊ－１）太小，
并在ｔ＝１０３７…停止了因此，即使我们要求在 （－２，２）上的解，此结果也仅
定义在区间 （－２，１０３７４７）上这表明解仅在有限时间存在

结合不同初值条件的解我们得到下面的图像：
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图　１８

首先注意，图像关于变换（ｔ，ｘ）→（－ｔ，－ｘ）对称因此只需考虑 ｔ≥０此外，
由唯一性得知不同解永不相交

按照我们的图像，看上去有两个情况要么解在有限时间跑向＋∞，要么收敛
于直线ｘ＝－ｔ但是真实的情况是不是这样呢？也许可能是某种数值误差的凝聚
也可能存在收敛于直线ｘ＝ｔ的解 （在我们的图像中我们失去了对应的初始条件）
另外，还可能由于我们限制在区间ｔ∈（－２，２）内而失去了一些重要的东西！因此，
我们要试图证明，我们的图像事实上是正确的，没有失去什么东西

按照ｆ（ｔ，ｘ）＝ｘ２－ｔ２的符号将平面分成几个区域由于只需考虑ｔ≥０，只存在
三个区域：Ｉ：ｘ＞ｔ，ＩＩ：－ｔ＜ｘ＜ｔ，以及ＩＩＩ：ｘ＜－ｔ在区域Ｉ和ＩＩＩ解将增加，在
区域ＩＩ解将减少

图　１９

进一步，在直线ｘ＝ｔ上的每一个解有水平切线，因此，解只能从区域 Ｉ到 ＩＩ，
没有其他方式

图　１１０

类似地，解只可能从区域ＩＩＩ到ＩＩ不可能从区域ＩＩ到ＩＩＩ
这是已经得到的解的重要结论：
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·从区域Ｉ中出发的解存在两个情形：或者对所有时间解都停留在区域 Ｉ内，
因此必须收敛于＋∞ （可能在有限时间），或者它进入区域ＩＩ

·从区域ＩＩ开始的解 （或者进入 ＩＩ的解）对所有时间都停留在那里，因此必
须收敛于－∞ （为什么不能保持有界？）因为它必须停留在 ｘ＝－ｔ的上面，这在
有限时间是不可能发生的

·从区域ＩＩＩ开始的解将最终与ｘ＝－ｔ相遇而进入区域ＩＩ
因此存在两个遗留问题：区域 Ｉ中收敛于 ＋∞的解是否在有限时间到达 ＋∞，

或者是否也存在沿着例如直线ｘ＝ｔ收敛于 ＋∞的解？如我们数值解所显示的，有
没有其他解收敛于直线ｘ＝－ｔ？

为了回答这些问题，我们需要推广上面关于解只能从上方穿过直线ｘ＝ｔ，以及
只能从下方穿过直线ｘ＝－ｔ的概念

称满足

ｘ＋（ｔ）＞ｆ（ｔ，ｘ＋（ｔ）），　ｔ∈［ｔ０，Ｔ） （１６１）
的可微函数ｘ＋（ｔ）为我们方程的上解类似地，称满足

ｘ－（ｔ）＜ｆ（ｔ，ｘ－（ｔ）），　ｔ∈［ｔ０，Ｔ） （１６２）
的可微函数ｘ－（ｔ）为方程的下解

例如，ｘ＋（ｔ）＝ｔ，和ｘ－（ｔ）＝－ｔ是我们方程ｔ≥０时的上、下解
引理１１　设ｘ＋（ｔ），ｘ－（ｔ）分别是微分方程ｘ＝ｆ（ｔ，ｘ）在［ｔ０，Ｔ）上的上、下解

则对每一个解ｘ（ｔ），我们分别地有
ｘ（ｔ）＜ｘ＋（ｔ），　ｔ∈（ｔ０，Ｔ），　当　ｘ（ｔ０）≤ｘ＋（ｔ０）， （１６３）

和

ｘ－（ｔ）＜ｘ（ｔ），　ｔ∈（ｔ０，Ｔ），　当　ｘ（ｔ０）≥ｘ－（ｔ０） （１６４）
证明　事实上，考虑Δ＝ｘ＋（ｔ）－ｘ（ｔ）则当 Δ（ｔ）＝０时有 Δ（ｔ０）≥０和 Δ（ｔ）

＞０因此Δ（ｔ）只能从下面穿过０由于Δ（ｔ０）≥０，故对充分接近于ｔ０的ｔ＞ｔ０有Δ
（ｔ）＞０事实上，如果Δ（ｔ０）＞０，结论由连续性得证，否则，如果 Δ（ｔ０）＝０，结
论由Δ（ｔ０）＞０得证现在设ｔ１＞ｔ０是满足Δ（ｔ１）＝０的第一个值则对 ｔ∈（ｔ０，ｔ１）
有Δ（ｔ）＞０，这与Δ（ｔ１）＞０矛盾

类似的结果对ｔ＜ｔ０成立详细留给读者 （问题１２８）
现在我们已经能够回答我们的遗留问题了由于我们已经成功地考虑了由ｆ（ｔ，

ｘ）＝０给出的曲线，现在让我们考虑等倾线ｆ（ｘ，ｔ）＝常数
考虑ｘ２－ｔ２＝－２，对应的曲线是

ｙ＋（ｔ）＝－ ｔ２－槡 ２，　ｔ＞槡２ （１６５）

容易看到，当ｔ＞２ ２／槡 ３时，它是

ｙ＋（ｔ）＝－
ｔ

ｔ２－槡 ２
＞－２＝ｆ（ｔ，ｙ＋（ｔ）） （１６６）
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的上解因此只要解进入ｙ＋（ｔ）和ｘ－（ｔ）之间，它就必须停留在那里，因此它收敛
于直线ｘ＝－ｔ，因为ｙ＋（ｔ）收敛于它

但是在区域 ＩＩ中的每一个解最终是否还在 ｙ＋（ｔ）和 ｘ－（ｔ）之间？回答是肯定
的：因为ｘ（ｔ）在区域 ＩＩ中减少，每一个解将最终在 －ｙ＋（ｔ）的下方此外，从在
－ｙ＋（ｔ）下方和在ｙ＋（ｔ）的上方的点 （ｔ０，ｘ０）开始的解 ｘ（ｔ），只要它停留在 －ｙ＋
（ｔ）和ｙ＋（ｔ）之间就得满足ｘ（ｔ）＜－２这个不等式积分得 ｘ（ｔ）－ｘ０＜－２（ｔ－ｔ０），
我们看到，只要ｘ（ｔ）停留在－ｙ＋（ｔ）和ｙ＋（ｔ）之间，它就位于直线 ｘ０－２（ｔ－ｔ０）的
下方因此每一个位于区域ＩＩ中的解在某个时间将收敛于直线ｘ＝－ｔ

最后，注意到关于－２没有什么特殊情况，任何小于－１的值都没问题
现在让我们转到另一个问题这时我们取等倾线ｘ２－ｔ２＝２，得到对应的下解

ｙ－（ｔ）＝ ２＋ｔ槡
２，　ｔ＞０ （１６７）

首先，这看上去对我们没有多少帮助，因为下解 ｙ－（ｔ）在上解 ｘ＋（ｔ）的 “上方”
因此，解能够离开ｙ－（ｔ）和ｘ＋（ｔ）之间的区域但不能够再回来然而，让我们考虑
至少对某个有限时间ｔ∈［０，Ｔ］位于其内部的解下面我们将看到，以（Ｔ，ｘ＋（Ｔ））
和（Ｔ，ｙ－（Ｔ））为初始条件的解在某点ａ（Ｔ）和 ｂ（Ｔ）分别与直线 ｔ＝０相交下面的
图像显示这两个解在ｔ＝０５进入ｘ＋（ｔ）和ｙ－（ｔ）之间的暗褐色区域：

图　１１１

由于不同的解永不相交，（至少）对 ｔ∈［０，Ｔ］，位于其中的两个解正是在 ｔ＝０开
始的位于区间［ａ（Ｔ），ｂ（Ｔ）］上的解！此外，由此也得知当 Ｔ增加时区间［ａ（Ｔ），ｂ
（Ｔ）］将减小取Ｔ→∞，我们看到所有在ｔ＝０时，从区间［ａ（∞），ｂ（∞）］（可能
就一点）内出发的解对所有 ｔ＞０都位于其中进一步，由于 ｆ（ｔ，）在区域 Ｉ内递
增，由此可知两个解之间的距离

ｘ１（ｔ）－ｘ０（ｔ）＝ｘ１（ｔ０）－ｘ０（ｔ０）＋∫
ｔ

ｔ０
ｆ（ｓ，ｘ１（ｓ））－ｆ（ｓ，ｘ０（ｓ( )）ｄｓ （１６８）

必须增加如果存在两个这样的解，那么它们之间的距离就要增加但这是不可能
的，因为ｘ＋（ｔ）和ｙ－（ｔ）之间的距离减少故至多存在一个解 ｘ０（ｔ）对所有 ｔ＞０
（即ａ（∞）＝ｂ（∞））它停留在ｘ＋（ｔ）和ｙ－（ｔ）之间所有在ｘ０（ｔ）下方的解最终进入
区域ＩＩ，并沿着ｘ＝－ｔ收敛于－∞所有在 ｘ０（ｔ）上方的解最终在 ｙ－（ｔ）的上方并
收敛于＋∞剩下来要证明这发生在有限时间内

这并不奇怪，因为ｘ（ｔ）２项应该控制住 －ｔ２项，而我们已经知道 ｘ（ｔ）的解发
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散让我们尝试对它做得确切些：首先对ｙ－（ｔ）上方的每一个解，由
ｘ（ｔ）＝ｘ（ｔ）２－ｔ２ ＞２ （１６９）

得知ｘ（ｔ）＞ｘ０＋２（ｔ－ｔ０）因此存在ε＞０使得

ｘ（ｔ）＞
ｔ

１－槡 ε
 （１７０）

由此得知

ｘ（ｔ）＝ｘ（ｔ）２－ｔ２ ＞ｘ（ｔ）２－（１－ε）ｘ（ｔ）２ ＝εｘ（ｔ）２， （１７１）
以及每一个解ｘ（ｔ）是

ｘ（ｔ）＝εｘ（ｔ）２ （１７２）

的对应解的上解 但是已经知道最后一个方程的解在有限时间跑向 ＋∞，因此对
我们的方程该结论同样也必须成立

综上所述，我们证明了

● 存在收敛于直线ｘ＝ｔ的唯一解ｘ０（ｔ）
● 在ｘ０（ｔ）上方的所有解在有限时间内最终都收敛于＋∞
● 所有在ｘ０（ｔ）下方的解都收敛于直线ｘ＝－ｔ
显然，类似的考虑可应用于任何一阶方程 ｘ＝ｆ（ｔ，ｘ），通常我们可以得到解的

十分完整的图像但是，指出这一点是很重要的，即我们所以成功的理由是我们的
方程位于二维（ｔ，ｘ）∈瓗２内如果我们考虑高阶方程或者方程组，我们需要更高
的维数乍一看，似乎我们不再能够画出其他什么东西，但是存在另外更大的区
别：在瓗２上曲线将我们的空间分为两个区域：一个在曲线的上方，一个在曲线的

下方从一个区域到另一个区域只有穿过曲线的一个方式在高于二维的空间这不
再成立，因此允许解有更加复杂得多的性态事实上，在三维 （或者更高维）方

程中通常具有混沌性态，这使得对解作简单的描述是不可能的！

问题１２７　设ｘ是方程 （１５８）满足ｌｉｍ
ｔ→∞
ｘ（ｔ）＝ｘ１的解求证 ｌｉｍｔ→∞ｘ（ｔ）＝０和 ｆ

（ｘ１）＝０
问题１２８　证明初值问题 （１５８）的论述
问题１２９　推广上、下解的概念到区间 （Ｔ，ｔ０），其中Ｔ＜ｔ０

问题１３０　讨论方程ｘ＝ｘ２－
ｔ２

１＋ｔ２


● 作数值分析
● 求证存在渐近趋于直线ｘ＝１的唯一解
● 求证在这个解的下方的所有解趋于直线ｘ＝－１
● 求证在这个解的上方的所有解在有限时间跑向∞
问题１３１　讨论方程ｘ＝ｘ２－ｔ
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１６　一阶周期方程的定性分析

有些有兴趣的例子是周期情形，其中 ｆ（ｔ＋１，ｘ）＝ｆ（ｔ，ｘ）（不失一般性我们可
考虑周期为１）因此，我们可以考虑依赖于时间收获项的逻辑斯谛 （ｌｏｇｉｓｔｉｃ）增
长模型

ｘ（ｔ）＝（１－ｘ（ｔ））ｘ（ｔ）－ｈ·（１－ｓｉｎ（２πｔ））， （１７３）
其中ｈ≥０是某个正常数事实上我们可以用任何非负周期函数 ｇ（ｔ）代替１－ｓｉｎ
（２πｔ）且下面的分析仍成立

对应某个初始条件ｈ＝０２的解如下

图　１１２

看上去所有在某个值ｘ１上方开始的解收敛于从另外值 ｘ２＞ｘ１开始的周期解，
而在ｘ１下方开始的解发散到－∞

基本思想是看任意初始值ｘ经过周期１以后的命运更确切地说，假设我们用
（ｔ，ｘ）表示在时间ｔ＝０从点ｘ开始的解于是我们可以通过

Ｐ（ｘ）＝（１，ｘ） （１７４）
引入庞加莱 （Ｐｏｉｎｃａｒé）映射由构造，初始条件 ｘ０对应于周期解，当且仅当 ｘ０
是庞加莱 （Ｐｏｉｎｃａｒé映射的不动点，即 Ｐ（ｘ０）＝ｘ０事实上，由初值问题解的唯一
性得知，如果ｆ（ｔ＋１，ｘ）＝ｆ（ｔ，ｘ），则（ｔ＋１，ｘ）也满足 ｘ＝ｆ（ｔ，ｘ）故 （ｔ＋１，ｘ０）
＝（ｔ，ｘ０）当且仅当等号在初始时间ｔ＝０成立，即（１，ｘ０）＝（０，ｘ０）＝ｘ０
我们现在开始尝试计算Ｐ（ｘ）的导数令

θ（ｔ，ｘ）＝

ｘ
（ｔ，ｘ）， （１７５）

同时关于ｘ求这个方程的微分 （我们将在定理２１０验证这一步）
（ｔ，ｘ）＝（１－（ｔ，ｘ））（ｔ，ｘ）－ｈ·（１－ｓｉｎ（２πｔ）） （１７６）

于是我们得到

θ（ｔ，ｘ）＝（１－２（ｔ，ｘ））θ（ｔ，ｘ） （１７７）
假设（ｔ，ｘ）是已知的，于是我们可以用问题１１４将解写为

θ（ｔ，ｘ）＝ｅｘｐ∫
ｔ

０
（１－２（ｓ，ｘ））ｄ( )ｓ （１７８）
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令ｔ＝１我们得到

Ｐ′（ｘ）＝ｅｘｐ１－２∫
１

０
（ｓ，ｘ）ｄ( )ｓ （１７９）

看上去这个公式对我们的帮助很小，因为我们并不知道 （ｔ，ｘ），但至少它告诉我
们Ｐ′（ｘ）＞０，这就是说Ｐ（ｘ）递增注意后面的事实也可由唯一性在 （ｔ，ｘ）平面
上的不同解不相交得到 （证明这个结论！）

此外，再次微分最后这个表达式，我们得到

Ｐ″（ｘ）＝－２∫
１

０
θ（ｓ，ｘ）ｄ( )ｓＰ′（ｘ）＜０ （１８０）

因此，Ｐ（ｘ）是凸的且与直线 ｘ至多有两个交点换句话说，至多存在两个周期轨
道注意，到此为止我们不需要收获项的任何信息

为看到所有情形都可能发生，现在考虑关于参数ｈ的依赖性对ｈ的不同值数
值计算庞加莱 （Ｐｏｉｎｃａｒé）映射的图像如下

图　１１３

图像显示Ｐ（ｘ）是ｈ的递增函数为了证明这一点，如前令

ψ（ｔ，ｘ）＝

ｈ
（ｔ，ｘ）， （１８１）

并对ｈ微分这个微分方程 （这一步再次由定理２１０验证）得到
ψ（ｔ，ｘ）＝（１－２（ｔ，ｘ））ψ（ｔ，ｘ）＋（１－ｓｉｎ（２πｔ）） （１８２）

由于

ｈ
（０，ｘ）＝


ｈ
ｘ＝０，因此由问题１２１得知

ψ（ｔ，ｘ）＝－∫
ｔ

０
ｅｘｐ∫

ｔ

０
（１－２（ｒ，ｘ））ｄ( )ｒ（１－ｓｉｎ（２πｓ））ｄｓ＜０ （１８３）

令ｔ＝１得

ｈ
Ｐｈ（ｘ）＜０ （１８４）

这里我们加入下标ｈ是为了强调对ｈ的依赖性此外，对ｈ＝０我们有

Ｐ０（ｘ）＝
ｅｘ

１＋（ｅ－１）ｘ
， （１８５）

并存在两个不动点ｘ１＝０和ｘ２＝１当 ｈ增加时这两个点彼此靠近并重合在某个临
界值ｈｃ在这个值的上方没有周期轨道，所有轨道都趋于 －∞，因为对所有 ｘ∈瓗
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有Ｐ（ｘ）＜ｘ（证明这个结论）
为了完成我们的分析，假设 ｈ＜ｈｃ并用 ｘ１＜ｘ２记 Ｐ（ｘ）的两个不动点用 Ｐ

０

（ｘ）＝ｘ和Ｐ（Ｐｎ－１（ｘ））定义Ｐ（ｘ）的迭代我们期望

ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｐｎ（ｘ）＝

ｘ２，　　ｘ＞ｘ１，

ｘ１， ｘ＝ｘ１，

－∞， ｘ＜ｘ１
{



（１８６）

例如，设ｘ∈（ｘ１，ｘ２）由于Ｐ（ｘ）是凸的，有ｘ＜Ｐ（ｘ）＜ｘ１，这说明Ｐ
ｎ（ｘ）是严格单

调递增序列设ｘ０∈（ｘ，ｘ１］是它的极限则Ｐ（ｘ０）＝Ｐ（ｌｉｍｎ→∞Ｐ
ｎ（ｘ））＝ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｐｎ＋１（ｘ）＝

ｘ０，这证明ｘ０是不动点，即ｘ０＝ｘ１另一个情形的证明类似 （问题１３２）
故对ｘ＜ｘ１解发散到－∞，而对ｘ＞ｘ１我们有

ｌｉｍ
ｎ→∞

（ｎ，ｘ）－ｘ２ ＝０， （１８７）

由此得知 （证明它）

ｌｉｍ
ｔ→∞
（ｔ，ｘ）－（ｔ，ｘ２） ＝０， （１８８）

问题１３１　假设Ｐ（ｘ）是有两个不动点ｘ１＜ｘ２的连续凸函数，证明 （１８６）
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第２章　初 值 问 题

这一节我们的主要任务是证明常微分方程基本的存在唯一性结果证明的关键
因素是压缩原理巴拿赫 （（Ｂａｎａｃｈ）不动点定理），我们首先介绍它

２１　不动点定理

设Ｘ是一个实向量空间Ｘ上的范数是满足下面要求的映射｜｜｜｜∶Ｘ→［０，∞）：
（１） ０ ＝０，ｘ＞０，对 ｘ∈Ｘ＼｛０｝
（２） λｘ＝ λ ｘ ，对 λ∈瓗和ｘ∈Ｘ
（３） ｘ＋ｙ≤ ｘ＋ ｙ ，对ｘ，ｙ∈Ｘ（三角不等式）
偶 （Ｘ， ）称为赋范向量空间给定赋范向量空间 Ｘ，在这个空间中我们

就有收敛性和柯西 （Ｃａｕｃｈｙ）序列概念 如果赋范向量空间中的每一个柯西
（Ｃａｕｃｈｙ）序列收敛，则称它为是完备的完备的赋范向量空间称为巴拿赫 （Ｂａ
ｎａｃｈ）空间

显然，瓗ｎ （或瓘ｎ）是具欧几里得 （Ｅｕｃｌｉｄ）范数

｜ｘ｜＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｊ槡

２ （２１）

的巴拿赫 （Ｂａｎａｃｈ）空间
我们的主要兴趣将是下面的例子：设Ｉ是紧区间，考虑在这个区间上的连续函

数Ｃ（Ｉ）如果所有的运算是逐点定义，它们就组成了向量空间此外，如果我们
定义

ｘ＝ｓｕｐ
ｔ∈Ｉ
｜ｘ（ｔ）｜， （２２）

Ｃ（Ｉ）就变成赋范空间我们将验证它满足上面的三个要求留给读者作为练习现
在，在这个空间中的收敛性是什么收敛？函数序列ｘｎ（ｔ）收敛于ｘ，当且仅当

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ－ｘ＝ｌｉｍｎ→∞ ｓｕｐｔ∈Ｉ ｘｎ（ｔ）－ｘ（ｔ） ＝０ （２３）

就是说，用实分析的语言，ｘｎ一致收敛于 ｘ现在我们仅考虑 ｘｎ是柯西 （Ｃａｕｃｈｙ）
序列的情形于是对任何固定的 ｔ∈Ｉ，ｘｎ（ｔ）显然是实数柯西 （Ｃａｕｃｈｙ）序列特
别地，由瓗的完备性，对每个ｔ存在极限ｘ（ｔ）因此得极限函数ｘ（ｔ）此外，在

ｘｎ（ｔ）－ｘｍ（ｔ）≤ε，　ｎ，ｍ＞Ｎε，　ｔ∈Ｉ （２４）
中令ｍ→∞，得

ｘｎ（ｔ）－ｘ（ｔ）≤ε，　ｎ＞Ｎε，　ｔ∈Ｉ， （２５）



即ｘｎ（ｔ）一致收敛于ｘ（ｔ）但是，到现在为止我们并不知道ｘ（ｔ）是否在向量空间 Ｃ
（Ｉ）内，即它是否连续幸运的是，实分析中存在熟知的结果，它告诉我们，连续
函数一致收敛的极限仍连续：固定 ｔ∈Ｉ和 ε＞０为了证明 ｘ连续，我们需要找 δ，
使得当 ｔ－ｓ＜δ时有 ｘ（ｔ）－ｘ（ｓ） ＜ε取 ｎ使得 ｘｎ－ｘ＜ε／３以及 δ，使得由
ｔ－ｓ＜δ得 ｘｎ（ｔ）－ｘｎ（ｓ） ＜ε／３于是由｜ｔ－ｓ｜＜δ得

｜ｘ（ｔ）－ｘ（ｓ）｜≤｜ｘ（ｔ）－ｘｎ（ｔ）｜＋｜ｘｎ（ｔ）－ｘｎ（ｓ）｜＋｜ｘｎ（ｓ）－ｘ（ｓ）｜＜
ε
３
＋ε
３
＋ε
３
＝ε

这是我们所要求的因此，ｘ（ｔ）∈Ｃ（Ｉ），从而每一个柯西 （Ｃａｕｃｈｙ）序列在 Ｃ（Ｉ）
中收敛换句话说，Ｃ（Ｉ）是一个巴拿赫 （Ｂａｎａｃｈ）空间

你当然会问，所有这些考虑对我们研究微分方程有什么帮助？是的，你将在下

一节看到，它允许我们以下面结果为基础，对微分方程的基本存在唯一性定理给出

一个容易且清晰的证明
映射Ｋ∶ＣＸ→Ｃ的不动点是满足Ｋ（ｘ）＝ｘ的元素ｘ∈Ｃ此外，如果存在压缩

常数θ∈［０，１），使得
Ｋ（ｘ）－Ｋ（ｙ）≤θｘ－ｙ，　ｘ，ｙ∈Ｃ， （２６）

则称Ｋ为压缩映射
回忆一下，记号Ｋｎ（ｘ）＝Ｋ（Ｋｎ－１（ｘ）），　Ｋ０（ｘ）＝ｘ
定理２１（压缩原理）　设Ｃ是巴拿赫 （Ｂａｎａｃｈ）空间的 （非空）闭子集，Ｋ：

Ｃ→Ｃ是压缩映射，则Ｋ有唯一不动点ｘ∈Ｃ，满足

Ｋｎ（ｘ）－ｘ≤
θｎ

１－θ
Ｋ（ｘ）－ｘ，　ｘ∈Ｃ （２７）

证明　如果ｘ＝Ｋ（ｘ）和 槇ｘ＝Ｋ（槇ｘ），则 ｘ－槇ｘ＝ Ｋ（ｘ） －Ｋ（槇ｘ）≤θｘ－槇ｘ，
这显示至少可存在一个不动点

考虑存在性，固定ｘ０∈Ｃ并考虑序列ｘｎ＝Ｋ
ｎ（ｘ０）我们有

ｘｎ＋１－ｘｎ ≤θｘｎ－ｘｎ－１ ≤…≤θ
ｎ ｘ１－ｘ０ ， （２８）

由三角不等式 （对ｎ＞ｍ）得

ｘｎ－ｘｍ ≤ ∑
ｎ

ｊ＝ｍ＋１
ｘｊ－ｘｊ－１ ≤θ

ｍ∑
ｎ－ｍ－１

ｊ＝０
θｊ ｘ１－ｘ０

　≤
θｍ

１－θ
ｘ１－ｘ０  （２９）

因此，ｘｎ是巴拿赫 （Ｃａｕｃｈｙ）序列，并趋于极限ｘ此外，
Ｋ（ｘ）－ｘ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ＋１－ｘｎ ＝０， （２１０）

这证明ｘ是不动点，在式 （２９）中令ｎ→∞取极限得到估计式 （２７） □
问题：为什么Ｃ的闭性很重要？
问题２１　求证如果Ｉ是紧区间则空间 Ｃ（Ｉ，瓗ｎ）与上确界范数 （２２）一起形

·５２·第２章　初 值 问 题



成一个巴拿赫 （Ｂａｎａｃｈ）空间求证对Ｉ＝［０，∞）和Ｉ＝瓗结论也同样成立
问题２２　由压缩原理推导求函数ｆ（ｘ）零点的牛顿 （Ｎｅｗｔｏｎ）法，

ｘｎ＋１＝ｘｎ－
ｆ（ｘｎ）
ｆ′（ｘｎ）



利用

ｘｎ＋１＝ｘｎ－θ
ｆ（ｘｎ）
ｆ′（ｘｎ）

，　θ＞０

代替它有什么优点和缺点？

２２　基本的存在唯一性结果

现在我们利用上一节的准备来证明下面初值问题 （ＩＶＰ）
ｘ＝ｆ（ｔ，ｘ），　ｘ（ｔ０）＝ｘ０ （２１１）

解的存在唯一性定理假设ｆ∈Ｃ（Ｕ，瓗ｎ），其中 Ｕ是瓗ｎ＋１的开子集，以及（ｔ０，ｘ０）
∈Ｕ

首先注意，两端对ｔ积分得知 （２１１）等价于下面的积分方程

ｘ（ｔ）＝ｘ０＋∫
ｔ

ｔ０
ｆ（ｓ，ｘ（ｓ））ｄｓ （２１２）

初看这似乎对我们没有多大帮助但是，注意到至少对小的ｔ，ｘ０（ｔ）＝ｘ０是一个近
似解将ｘ０（ｔ）代入我们的积分方程，得到另一个近似解

ｘ１（ｔ）＝ｘ０＋∫
ｔ

ｔ０
ｆ（ｓ，ｘ０（ｓ））ｄｓ （２１３）

迭代这个过程，我们得到一个近似解序列

ｘｎ（ｔ）＝Ｋ
ｎ（ｘ０）（ｔ），　Ｋ（ｘ）（ｔ）＝ｘ０＋∫

ｔ

ｔ０
ｆ（ｓ，ｘ（ｓ））ｄｓ （２１４）

由此观察，我们希望应用上一节的压缩原理到不动点方程ｘ＝Ｋ（ｘ），而这正是我们
的积分方程 （２１２）

为记号简单起见，我们令ｔ０＝０，并仅考虑情形 ｔ≥０，以避免在下面的估计中
出现过多的绝对值

首先我们需要一个巴拿赫 （Ｂａｎａｃｈ）空间 一个明显的选择是取 Ｘ＝Ｃ（Ｉ，
瓗ｎ），其中Ｉ＝［０，Ｔ］是某个包含ｔ０＝０的适当区间进一步，需要闭子集ＣＸ使
得Ｋ∶Ｃ→Ｃ我们尝试用围绕ｘ０半径为δ的闭球，其中δ＞０必须被确定

选择Ｖ＝［０，Ｔ］×Ｂδ（ｘ０）Ｕ，其中 Ｂδ（ｘ０）＝｛ｘ∈瓗
ｎ｜　｜ｘ－ｘ０｜≤δ｝只要 ｘ

的图像位于Ｖ内，即｛（ｔ，ｘ（ｔ））｜ｔ∈［０，Ｔ］｝Ｖ，则

Ｋ（ｘ）（ｔ）－ｘ０ ≤∫
ｔ

０
ｆ（ｓ，ｘ（ｓ））ｄｓ≤ｔｍａｘ

（ｔ，ｘ）∈Ｖ
ｆ（ｔ，ｘ） （２１５）

（由ｆ的连续性和Ｖ的紧性，这里的最大值存在）因此，对ｔ≤Ｔ０，其中
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Ｔ０ ＝ｍｉｎＴ，
δ( )Ｍ ，　Ｍ ＝ ｍａｘ（ｔ，ｘ）∈Ｖ

ｆ（ｔ，ｘ）， （２１６）

我们有Ｔ０Ｍ≤δ，从而Ｋ（ｘ）的图像仍在Ｖ内
于是，如果我们选取Ｘ＝Ｃ（［０，Ｔ０］，瓗

ｎ）作为巴拿赫 （Ｂａｎａｃｈ）空间，其中范
数 ｘ＝ｍａｘ

０≤ｔ≤Ｔ０
ｘ（ｔ），以及Ｃ＝｛ｘ∈Ｘ ｘ－ｘ０ ≤δ｝为我们的闭集，那么Ｋ∶Ｃ→Ｃ，

接下来只要证明Ｋ是压缩的
为了证明这个，我们需要估计

Ｋ（ｘ）（ｔ）－Ｋ（ｙ）（ｔ）≤∫
ｔ

ｔ０
ｆ（ｓ，ｘ（ｓ））－ｆ（ｓ，ｙ（ｓ））ｄｓ （２１７）

显然，由于ｆ连续，我们知道，只要 ｘ（ｓ）－ｙ（ｓ）很小， ｆ（ｓ，ｘ（ｓ））－ｆ（ｓ，ｙ（ｓ））就
很小但是这还不够对上面的积分进行估计为此，我们需要下面更强的条件假
设ｆ对第二个变量是局部Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的，对第一个变量一致，即对每个紧集 Ｖ
Ｕ下面的数

Ｌ＝ ｓｕｐ
（ｔ，ｘ）≠（ｔ，ｙ）∈Ｖ

ｆ（ｔ，ｘ）－ｆ（ｔ，ｙ）
ｘ－ｙ

（２１８）

（依赖于Ｖ）有限则只要ｘ（ｔ）和ｙ（ｔ）的图像位于Ｖ内就有

∫
ｔ

０
ｆ（ｓ，ｘ（ｓ））－ｆ（ｓ，ｙ（ｓ））ｄｓ≤Ｌ∫

ｔ

０
ｘ（ｓ）－ｙ（ｓ）ｄｓ

　≤Ｌｔｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ

ｘ（ｓ）－ｙ（ｓ） （２１９）

换句话说，

Ｋ（ｘ）－Ｋ（ｙ）≤ＬＴ０ ｘ－ｙ，　ｘ∈Ｃ （２２０）

此外，选取Ｔ０＜Ｌ
－１，我们看到 Ｋ是压缩的，于是解的存在唯一性由压缩原理得

知：

定理２２皮卡林德勒夫 （ＰｉｃａｒｄＬｉｎｄｅｌｏｆ）　假设 ｆ∈Ｃ（Ｕ，瓗ｎ），其中 Ｕ是
瓗ｎ＋１的开子集，以及（ｔ０，ｘ０）∈Ｕ如果ｆ对第二个变量是局部利普希茨 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连
续的，对第一个变量一致连续，则存在ＩＶＰ（２１１）的唯一局部解ｘ（ｔ）

求解的过程称为皮卡 （Ｐｉｃａｒｄ）迭代遗憾的是，在实际求解时这并不合适，
因为在每一步迭代时，计算积分一般不大可能即使数值计算这个积分通常也要花
太多时间但是如果ｆ（ｔ，ｘ）解析，ｎ次迭代ｘｎ（ｔ）配上解ｘ（ｔ）在ｔ０附近直到ｎ阶的
泰勒 （Ｔａｙｌｏｒ）展开就可用数值计算 （参看问题４４）无论如何，一个重要事实
是：初值问题存在唯一解

在许多情况下，ｆ甚至是可微的特别地，回忆由ｆ∈Ｃ１（Ｕ，瓗ｎ）得知 ｆ是局部
Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的 （见下面的问题）

引理２３　假设ｆ∈Ｃｋ（Ｕ，瓗ｎ），ｋ≥１，其中 Ｕ是瓗ｎ＋１的开子集，以及（ｔ０，ｘ０）

∈Ｕ则ＩＶＰ（２１１）的局部解ｘ是Ｃｋ＋１的
证明　设ｋ＝１则由上面的定理得 ｘ（ｔ）∈Ｃ１此外，利用ｘ（ｔ）＝ｆ（ｔ，ｘ（ｔ））∈
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Ｃ１我们得到ｘ（ｔ）∈Ｃ２余下的由归纳法可证 □
问题２３　求证ｆ∈Ｃ１（瓗）是局部利普希茨 （Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ）连续的事实上，只需

证明

ｆ（ｙ）－ｆ（ｘ）≤ ｓｕｐ
ε∈［０，１］

ｆ′（ｘ＋ε（ｙ－ｘ）） ｘ－ｙ

将这个结果推广到ｆ∈Ｃ１（瓗ｍ，瓗ｎ）
问题２４　下面的函数在０附近是否是利普希茨 （Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ）连续的？如果是，

请对某个包含０的区间求利普希茨 （Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ）常数

（１）ｆ（ｘ）＝
１
１－ｘ２



（２）ｆ（ｘ）＝｜ｘ｜１／２

（３）ｆ（ｘ）＝ｘ２ｓｉｎ
１( )ｘ

问题２５　应用皮卡 （Ｐｉｃａｒｄ）迭代求解一阶线性方程
ｘ＝ｘ，　ｘ（０）＝１

问题２６　应用皮卡 （Ｐｉｃａｒｄ）迭代到一阶方程

ｘ＝２ｔ－２ ｍａｘ（０，ｘ槡 ），　ｘ（０）＝０
迭代得到的序列收敛吗？

２３　一些推广

在这一节我们推导皮卡林德勒夫 （ＰｉｃａｒｄＬｉｎｄｅｌｏｆ）定理的一些进一步的推
广它们具有更多的技巧性，第一次阅读时可以跳过它

作为准备工作我们需要对压缩原理作稍微推广事实上，看它的证明，注意到
我们可用任何另外的可和序列θｎ代替θ

ｎ （问题２９）
定理２４（Ｗｅｉｓｓｉｎｇｅｒ）　设 Ｃ是巴拿赫 （Ｂａｎａｃｈ）空间 Ｘ的一个 （非空）闭

子集假设Ｋ：Ｃ→Ｃ满足
Ｋｎ（ｘ）－Ｋｎ（ｙ）≤θｎ ｘ－ｙ，　ｘ，ｙ∈Ｃ， （２２１）

其中∑∞

ｎ＝１
θｎ ＜∞则Ｋ有满足

Ｋｎ（ｘ）－ｘ (≤ ∑
∞

ｊ＝ｎ
θ)ｊ Ｋ（ｘ）－ｘ，　ｘ∈Ｃ （２２２）

的唯一不动点ｘ
我们第一个目的是对存在性时间 Ｔ０给出几个具体数值利用 Ｗｅｉｓｓｉｎｇｅｒ定理

代替压缩原理，我们可以避免Ｔ０＜Ｌ
－１这个限制：

定理２５皮卡林德勒夫 （ＰｉｃａｒｄＬｉｎｄｅｌｏｆ）　假设 ｆ∈Ｃ（Ｕ，瓗ｎ），其中 Ｕ是
瓗ｎ＋１的开子集，ｆ对第二个变量利普希茨 （Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ）连续选取（ｔ０，ｘ０）∈Ｕ和 δ
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＞０，Ｔ＞ｔ０，使得［ｔ０，Ｔ］×Ｂδ（ｘ０）Ｕ令

Ｍ（ｔ）＝∫
ｔ

ｔ０
ｓｕｐ

ｘ∈Ｂδ（ｘ０）
ｆ（ｓ，ｘ）ｄｓ， （２２３）

Ｌ（ｔ）＝ ｓｕｐ
ｘ≠ｙ∈Ｂδ（ｘ０）

ｆ（ｔ，ｘ）－ｆ（ｔ，ｙ）
ｘ－ｙ

 （２２４）

注意，Ｍ（ｔ）不减，定义Ｔ０为
Ｔ０ ＝ｓｕｐ｛Ｔ＞ｔ０｜Ｍ（Ｔ）＝δ｝ （２２５）

则ＩＶＰ（２１１）的唯一局部解ｘ（ｔ）为
ｘ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｋｎ（ｘ０）∈Ｃ

１（［ｔ０，Ｔ０］，Ｂδ（ｘ０））， （２２６）

其中Ｋｎ（ｘ０）由式 （２１４）定义，且满足估计

ｓｕｐ
ｔ０≤ｔ≤Ｔ０

ｘ（ｔ）－Ｋｎ（ｘ０）（ｔ）≤
∫
Ｔ０

ｔ０
Ｌ（ｓ）ｄ( )ｓｎ

ｎ！
ｅ∫
Ｔ０
ｔ０
Ｌ（ｓ）ｄｓ∫

Ｔ０

ｔ０
ｆ（ｓ，ｘ０）ｄｓ （２２７）

类似的结果对ｔ＜ｔ０成立
证明　为记号简单起见，再次选取 ｔ０＝０我们的任务是对选择的 Ｘ＝Ｃ（［０，

Ｔ０］）和Ｃ＝Ｂδ（ｘ０）Ｘ验证定理２４的假设
首先，如果对ｔ∈［０，Ｔ０］，有ｘ（ｔ）∈Ｃ，则

Ｋ（ｘ）（ｔ）－ｘ０ ≤∫
ｔ

０
ｆ（ｓ，ｘ（ｓ））ｄｓ≤Ｍ（ｔ）≤Ｍ（Ｔ０）＝δ， （２２８）

就是说，对ｔ∈［０，Ｔ０］有Ｋ（ｘ）（ｔ）∈Ｃ特别地，这解释了我们对Ｔ０的选择
接下来我们希望

Ｋｎ（ｘ）（ｔ）－Ｋｎ（ｙ）（ｔ）≤
Ｌ１（ｔ）

ｎ

ｎ！
ｓｕｐ
ｓ≤ｔ
ｘ（ｓ）－ｙ（ｓ）， （２２９）

其中Ｌ１（ｔ）＝∫
ｔ

０
Ｌ（ｓ）ｄｓ这可由归纳法得到：

Ｋｎ＋１（ｘ）（ｔ）－Ｋｎ＋１（ｙ）（ｔ）≤∫
ｔ

０
ｆ（ｓ，Ｋｎ（ｘ）（ｓ））－ｆ（ｓ，Ｋｎ（ｙ）（ｓ））ｄｓ

≤∫
ｔ

０
Ｌ（ｓ）Ｋｎ（ｘ）（ｓ）－Ｋｎ（ｙ）（ｓ）ｄｓ

≤∫
ｔ

０
Ｌ（ｓ）

Ｌ１（ｓ）
ｎ

ｎ！
ｓｕｐ
ｒ≤ｓ
ｘ（ｒ）－ｙ（ｒ）ｄｓ

≤ｓｕｐ
ｒ≤ｔ
ｘ（ｒ）－ｙ（ｒ）∫

ｔ

０
Ｌ′１（ｓ）

Ｌ１（ｓ）
ｎ

ｎ！
ｄｓ

＝
Ｌ１（ｓ）

ｎ＋１

（ｎ＋１）！
ｓｕｐ
ｒ≤ｔ
ｘ（ｒ）－ｙ（ｒ）

（２３０）

因此，Ｋ满足定理２４的假设，最后我们得到

·９２·第２章　初 值 问 题



ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ０

ｘ（ｔ）－Ｋｎ（ｘ０）（ｔ）≤∑
∞

ｊ＝ｎ

Ｌ１（Ｔ０）
ｊ

ｊ( )
！
∫
Ｔ０

０
ｆ（ｓ，ｘ０）ｄｓ （２３１）

□
如果ｆ（ｔ，ｘ）对所有的ｘ∈瓗ｎ都有定义，我们就可以求得大范围利普希茨 （Ｌｉｐ

ｓｃｈｉｔｚ）常数，于是关于解的存在区间可以有更多的结论：
推论２６　假设 ［ｔ０，Ｔ］ ×瓗

ｎＵ，以及

∫
Ｔ

ｔ０
Ｌ（ｔ）ｄｔ＜∞，　Ｌ（ｔ）＝ ｓｕｐ

ｘ≠ｙ∈瓗ｎ

ｆ（ｔ，ｘ）－ｆ（ｔ，ｙ）
ｘ－ｙ

， （２３２）

则ｘ对所有ｔ∈［ｔ０，Ｔ］有定义

特别地，如果Ｕ＝瓗ｎ＋１，且对一切Ｔ＞０有∫
Ｔ

－Ｔ
Ｌ（ｔ）ｄｔ＜∞，则ｘ对一切ｔ∈瓗有

定义
证明　在这种情形下，我们可简单地选取闭集 Ｃ为整个巴拿赫 （Ｂａｎａｃｈ）空

间Ｘ＝Ｃ（［０，Ｔ］）（即δ＝∞），证明如同上一个定理，其中Ｔ０＝Ｔ □
注意，这个推论可以应用到别的场合，例如ｆ（ｔ，ｘ）＝Ａ（ｔ）ｘ＋ｂ（ｔ），其中Ａ（ｔ）

是矩阵，ｂ（ｔ）是向量，它们有连续元素
最后，得提醒大家，定理２２中ｆ连续的要求事实上已经多于它证明的需要

事实上，我们所有需要的要求是ｆ可测，使得 Ｍ（ｔ）有限且 Ｌ（ｔ）局部可积 （即对任

何紧区间Ｉ有∫ＩＬ（ｔ）ｄｔ＜∞）
但是，这时积分方程的解仅为绝对连续，并且可能不是连续可微特别地，当

从积分方程回到微分方程时，微分必须理解在广义意义下我们不想在这里进一步
讨论，只给出一个例子考虑

ｘ＝ｓｇｎ（ｔ）ｘ，　ｘ（０）＝１ （２３３）
则 ｘ（ｔ）＝ｅｘｐ（ｔ）可考虑认为是解，即使它在ｔ＝０不可微

问题２７　考虑初值问题 ｘ＝ｘ２，ｘ（０）＝ｘ０＞０分别按照定理２２和定理２５，
作为ｘ０的函数Ｔ０的最大值是什么？跟据你得到的明显解，这个最大值是什么？（提
示：计算作为δ函数的Ｔ０，并找最佳的δ）

问题２８　证明定理２４此外，假设Ｋ∶Ｃ→Ｃ，以及Ｋｎ是压缩求证Ｋｎ的不
动点也是Ｋ的不动点 （提示：应用唯一性）因此定理２４（除了估计）也可考虑
为定理２１的特殊情形，因为由定理的假设得知对充分大的ｎ，Ｋｎ是压缩的

２４　关于初始条件的依赖性

通常，在应用中有些数据仅仅近似地知道如果问题是适定的，我们期望数据
的微小改变使得解也微小改变这将在我们的下一个定理中证明作为准备我们需
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要格朗活尔 （Ｇｒｏｎｗａｌｌ）不等式
引理２７（广义格朗沃尔 （Ｇｒｏｎｗａｌｌ）不等式）　假设ψ（ｔ）满足

ψ（ｔ）≤α（ｔ）＋∫
ｔ

０
β（ｓ）ψ（ｓ）ｄｓ，　ｔ∈［０，Ｔ］， （２３４）

其中α（ｔ）∈瓗且β（ｔ）≥０则

ψ（ｔ）≤α（ｔ）＋∫
ｔ

０
α（ｓ）β（ｓ）ｅｘｐ∫

ｔ

０
β（ｒ）ｄ( )ｒｄｓ，　ｔ∈［０，Ｔ］ （２３５）

此外，如果，另外对ｓ≤ｔ有α（ｓ）≤α（ｔ），则

ψ（ｔ）≤α（ｔ）ｅｘｐ∫
ｔ

０
β（ｓ）ｄ( )ｓ，　ｔ∈［０，Ｔ］ （２３６）

证明　记（ｔ）＝ｅｘｐ－∫
ｔ

０
β（ｓ）ｄ( )ｓ于是，由我们的假设 （２３４），计算得

ｄ
ｄｔ
（ｔ）∫

ｔ

０
β（ｓ）ψ（ｓ）ｄｓ＝β（ｔ）（ｔ）ψ（ｔ）－∫

ｔ

０
β（ｓ）ψ（ｓ）ｄ( )ｓ≤α（ｔ）β（ｔ）（ｔ）

（２３７）
关于ｔ积分这个不等式 ，并将所得结果除以（ｔ）得

∫
ｔ

０
β（ｓ）ψ（ｓ）ｄｓ≤∫

ｔ

０
α（ｓ）β（ｓ）

（ｓ）
（ｔ）

ｄｓ （２３８）

两端加α（ｔ）并再次用 （２３４），就完成第一个结论的证明第二个留作练习 （问题
２９） □

我们也将应用下面的简单结论 （问题２１１）如果对给定的常数α∈瓗，β≥０
以及γ∈瓗，

ψ（ｔ）≤α＋∫
ｔ

０
（βψ（ｓ）＋γ）ｄｓ，　ｔ∈［０，Ｔ］， （２３９）

则

ψ（ｔ）≤αｅｘｐ（βｔ）＋
γ
β
（ｅｘｐ（βｔ）－１），　ｔ∈［０，Ｔ］ （２４０）

现在我们可以证明我们的ＩＶＰ是适定的
定理２８　假设ｆ，ｇ∈Ｃ（Ｕ，瓗ｎ），以及ｆ是利普希茨 （Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ）连续的，利

普希茨 （Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ）常数为Ｌ如果ｘ（ｔ）和ｙ（ｔ）分别是ＩＶＰ
ｘ＝ｆ（ｔ，ｘ），　ｘ（ｔ０）＝ｘ０，

和

ｙ＝ｇ（ｔ，ｙ），　ｙ（ｔ０）＝ｙ０ （２４１）
的解，则

ｘ（ｔ）－ｙ（ｔ）≤ ｘ０－ｙ０ ｅ
Ｌ ｔ－ｔ０ ＋

Ｍ
Ｌ
（ｅＬ ｔ－ｔ０ －１）， （２４２）

其中

·１３·第２章　初 值 问 题



Ｍ ＝ ｓｕｐ
（ｔ，ｘ）∈Ｕ

ｆ（ｔ，ｘ）－ｇ（ｔ，ｘ） （２４３）

证明　不妨设ｔ０＝０于是我们有

ｘ（ｔ）－ｙ（ｔ）≤ ｘ０－ｙ０ ＋∫
ｔ

０
ｆ（ｓ，ｘ（ｓ））－ｇ（ｓ，ｘ（ｓ））ｄｓ （２４４）

为了估计积分，我们有

　 ｆ（ｓ，ｘ（ｓ））－ｇ（ｓ，ｘ（ｓ））
≤ ｆ（ｓ，ｘ（ｓ））－ｆ（ｓ，ｙ（ｓ））＋ ｆ（ｓ，ｙ（ｓ））－ｇ（ｓ，ｙ（ｓ））
≤Ｌｘ（ｓ）－ｙ（ｓ）＋Ｍ

（２４５）

由此，从式 （２４０）得我们的论断 □
特别地，为了强调解关于初始条件的依赖性，我们用

（ｔ，ｘ０） （２４６）
记ＩＶＰ（２１１）的解于是，在特殊情形ｆ＝ｇ，由我们的定理得

（ｔ，ｘ０）－（ｔ，ｘ１）≤ ｘ０－ｘ１ ｅ
Ｌ ｔ－ｔ０， （２４７）

这显示连续依赖于初始条件当然这个上界随ｔ指数增大，但是，对一维线性方
程ｘ＝ｘ，这显示一般不可能再有更好的估计

此外，我们甚至有

定理２９　假设ｆ∈Ｃ（Ｕ，瓗ｎ）对第二个变量是局部利普希茨 （Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ）连续
的围绕每一点（ｔ０，ｘ０）∈Ｕ，我们可以求得紧集Ｉ×ＢＵ，使得（ｔ，ｘ）∈Ｃ（Ｉ×Ｂ，
瓗ｎ）此外，（，ｘ）是利普希茨 （Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ）连续的，

（ｔ，ｘ）－（ｔ，ｙ）≤ ｘ－ｙｅＬ ｔ－ｔ０ ＋ ｓ－ｔＭ， （２４８）
其中

Ｌ＝ ｓｕｐ
（ｔ，ｘ）≠（ｔ，ｙ）∈Ｉ×Ｂ

ｆ（ｔ，ｘ）－ｆ（ｔ，ｙ）
ｘ－ｙ

，　Ｍ ＝ ｍａｘ
（ｔ，ｘ）∈Ｉ×Ｂ

ｆ（ｔ，ｘ） （２４９）

证明　利用与定理２２证明中相同的记号，令 ｘ１∈Ｂ＝Ｂδ／２（ｘ０）并令 δ１＝δ／２，
Ｖ１＝［０，Ｔ］×Ｂδ１（ｘ１）Ｖ则对０≤ｔ≤Ｔ１＝Ｔ０／２，（ｔ，ｘ１）存在对ｔ≤０重复这个步
骤 显示，存在闭集Ｉ×Ｂ，使得对一切（ｔ，ｘ）∈Ｉ×Ｂ，（ｔ，ｘ）存在为了得到定理的
估计，注意

（ｔ，ｘ）－（ｓ，ｙ）≤ （ｔ，ｘ）－（ｔ，ｙ）＋ （ｔ，ｙ）－（ｓ，ｙ）

≤ ｘ－ｙｅＬ ｔ－ｔ０ ＋∫
ｔ

ｓ
ｆ（ｒ，（ｒ，ｙ））ｄｒ，

（２５０）

其中对第一项我们已经用了 （２４７） □
但是，在许多情形下这还不够，我们还需要初始条件可微
首先，假设（ｔ，ｘ）关于ｘ可微于是微分 （２１１），它的导数


ｘ
（ｔ，ｘ） （２５１）

必须满足第一变分方程

·２３· 第１部分　古 典 理 论



ｙ＝Ａ（ｔ，ｘ）ｙ，　Ａ（ｔ，ｘ）＝
ｆ
ｘ
（ｔ，（ｔ，ｘ））， （２５２）

它是一个线性方程对应的积分方程是

ｙ（ｔ）＝Ｉ＋∫
ｔ

ｔ０
Ａ（ｓ，ｘ）ｙ（ｓ）ｄｓ， （２５３）

这里我们用了（ｔ０，ｘ）＝ｘ，故

ｘ
（ｔ０，ｘ）＝Ｉ如前，利用类似的不动点技巧，可以

证明第一变分方程有解，事实上它是（ｔ，ｘ）关于ｘ的导数
定理２１０　假设ｆ∈Ｃｋ（Ｕ，瓗ｎ），ｋ≥１围绕每一点（ｔ０，ｘ０）∈Ｕ可找到开集Ｉ×

ＢＵ，使得（ｔ，ｘ）∈Ｃｋ（Ｉ×Ｂ，瓗ｎ）
证明　使得（ｔ，ｘ）连续的集合Ｉ×ＢＵ的存在性由上一节的定理已经得到
将ｔ加入到因变量，因此不妨设我们的方程是自治系统，且ｔ０＝０我们从ｋ＝１

开始证明只需证明（ｔ，ｘ）在某点ｘ１∈Ｂ可微，为记号方便，设ｘ１＝０取Ｉ＝（－
Ｔ，Ｔ），以及围绕ｘ０的某开球Ｂ，使得Ｉ×Ｂ的闭包仍位于Ｕ内

记（ｔ）＝（ｔ，ｘ１），Ａ（ｔ）＝Ａ（ｔ，ｘ１），并以 ψ（ｔ）记第一变分方程 ψ（ｔ）＝Ａ（ｔ）ψ
（ｔ）对应于初始条件ψ（ｔ０）＝Ｉ的解令

θ（ｔ，ｘ）＝
（ｔ，ｘ）－（ｔ）－ψ（ｔ）ｘ

ｘ
， （２５４）

于是如果我们能够证明ｌｉｍ
ｘ→０
θ（ｔ，ｘ）＝０，则


ｘ
在ｘ１＝０存在 （且等于ψ）

由我们假设ｆ∈Ｃ１，得

ｆ（ｙ）＝ｆ（ｘ）＋
ｆ
ｘ
（ｘ）（ｙ－ｘ）＋∫

１

０

ｆ
ｘ
（ｘ＋ｔ（ｙ－ｘ））－

ｆ
ｘ
（ｘ( )）ｄ( )ｔ（ｙ－ｘ），

（２５５）
因此

ｆ（ｙ）－ｆ（ｘ）＝
ｆ
ｘ
（ｘ）（ｙ－ｘ）＋ ｙ－ｘＲ（ｙ，ｘ）， （２５６）

其中

Ｒ（ｙ，ｘ）≤ ｍａｘ
ｔ∈［０，１］

ｆ
ｘ
（ｘ＋ｔ（ｙ－ｘ））－

ｆ
ｘ
（ｘ） （２５７）

这里  表示矩阵的范数 （参考３１节）由偏导数
ｆ
ｘ
在 ｘ１＝０的邻域内的一致连

续性得知，在０的某邻域内，ｌｉｍ
ｙ→ｘ
Ｒ（ｙ，ｘ） ＝０关于ｘ一致成立

利用 （２５６），我们看到

θ（ｔ，ｘ）＝
１
ｘ
（ｆ（ｔ，（ｔ，ｘ））－ｆ（ｔ，（ｔ）－Ａ（ｔ）ψ（ｔ）ｘ）

＝Ａ（ｔ）θ（ｔ，ｘ）＋
（ｔ，ｘ）－（ｔ）

ｘ
Ｒ（（ｔ，ｘ），（ｔ））

（２５８）
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现在积分并取绝对值 （回忆 （２４７））得到

θ（ｔ，ｘ）≤ 槇Ｒ（ｘ）＋∫
ｔ

０
Ａ（ｓ）θ（ｓ，ｘ）ｄｓ， （２５９）

其中

槇Ｒ（ｘ）＝ｅＬＴ∫
Ｔ

０
Ｒ（（ｓ，ｘ），（ｓ））ｄｓ （２６０）

于是由格朗沃尔 （Ｇｒｏｎｗａｌｌ）不等式得知， θ（ｔ，ｘ）≤ 槇Ｒ（ｘ）ｅｘｐ∫
Ｔ

０
Ａ（ｓ）ｄ( )ｓ由

于在０的某邻域内关于ｘ一致地有ｌｉｍ
ｙ→ｘ
Ｒ（ｙ，ｘ） ＝０，因此ｌｉｍ

ｘ→０
θ（ｔ，ｘ）＝０此外，作

为第一变分方程的解，

ｘ
（ｔ，ｘ）是Ｃ０的这是ｋ＝１的情形，因为所有的 （包括关

于ｔ的）偏导数都连续
对ｋ≥１的一般情形我们用归纳法：假设结论对ｋ成立，并令ｆ∈Ｃｋ＋１则 （ｔ，

ｘ）∈Ｃ１且偏导数

ｘ
（ｔ，ｘ）是第一变分方程的解但是 Ａ（ｔ，ｘ）∈Ｃｋ，因此


ｘ
（ｔ，ｘ）∈

Ｃｋ，与引理２３一起可知（ｔ，ｘ）∈Ｃｋ＋１ □
事实上，我们也可以处理关于参数的依赖性假设 ｆ依赖于某些参数 λ∈Λ

瓗ｐ，并考虑ＩＶＰ
ｘ（ｔ）＝ｆ（ｔ，ｘ，λ），　ｘ（ｔ０）＝ｘ０， （２６１）

它的对应解为

（ｔ，ｘ，λ） （２６２）
定理２１１　假设 ｆ∈Ｃｋ（Ｕ×Λ，瓗ｎ），ｘ０∈Ｃ

ｋ（Λ，Ｖ），ｋ≥１围绕每一点（ｔ０，ｘ０，
λ０）∈Ｕ×Λ，我们可以求得开子集Ｉ０×Ｖ０×Λ０Ｕ×Λ，使得（ｔ，ｘ，λ）∈Ｃ

ｋ（Ｉ０×Ｖ０
×Λ０，瓗

ｎ）
证明　这可将参数λ按λ＝０加入到因变量，再由上面的结果得到详情留给

读者 □
问题２９　求证 （２３６）

问题２１０　求证 （２４０）提示：引入变换 槇ψ（ｔ）＝ψ（ｔ）＋
γ( )β

问题２１１　求使得 （２４２）中的不等式变成等式的函数ｆ（ｔ，ｘ）＝ｆ（ｘ）和ｇ（ｔ，ｘ）
＝ｇ（ｘ）
问题２１２　假设ｆ∈Ｃ（Ｕ，瓗ｎ）满足 ｆ（ｔ，ｘ）－ｆ（ｔ，ｙ）≤Ｌ（ｔ）ｘ－ｙ如果 ｘ（ｔ）

和ｙ（ｔ）是方程 （２１１）的解，则

ｘ（ｔ）－ｙ（ｔ）≤ ｘ０－ｙ０ ｅ∫
ｔ

ｔ０
Ｌ（ｓ）ｄｓ

问题２１３　求证在一维情形，我们有

ｘ
（ｔ，ｘ）＝ｅｘｐ∫

ｔ

ｔ０

ｆ
ｘ
（ｓ，（ｓ，ｘ））ｄ( )ｓ
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２５　解的可延拓性

我们已经看到，即使微分方程对所有的ｔ∈瓗都有定义，解还可能对所有的ｔ∈
瓗并不存在这就产生使得ＩＶＰ（２１１）的解有定义的最大区间问题

假设ＩＶＰ（２１１）的解局部存在且唯一 （例如ｆ是利普希茨 （Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ）的）
设１，２分别是ＩＶＰ（２１１）定义在开区间 Ｉ１，Ｉ２内的两个解 令 Ｉ＝Ｉ１∩Ｉ２＝
（Ｔ－，Ｔ＋），以及设 （ｔ－，ｔ＋）是使得在其上两个解重合的最大开区间我们希望
（ｔ－，ｔ＋）＝（Ｔ－，Ｔ＋）事实上，如果ｔ＋＜Ｔ＋，由连续性两个解在 ｔ＋重合接下来，
考虑具有初始条件ｘ（ｔ＋）＝１（ｔ＋）＝２（ｔ＋）的ＩＶＰ，由定理２２，在ｔ＋的邻域内这
两个解重合这与ｔ＋的最大性矛盾，因此ｔ＋＝Ｔ＋类似地，ｔ－＝Ｔ－

此外，我们得到定义在Ｉ１∪Ｉ２上的解

（ｔ）＝
１（ｔ），　ｔ∈Ｉ１，

２（ｔ），　ｔ∈Ｉ２{ 
（２６３）

事实上，这甚至可以推广到任意多个解按照这个方法我们得到定义在某个最大区
间上的 （唯一）解

定理２１２　假设ＩＶＰ（２１１）有唯一局部解 （例如定理２５的条件满足）则
存在定义在某个最大区间Ｉ（ｔ０，ｘ０）＝（Ｔ－（ｔ０，ｘ０），Ｔ＋（ｔ０，ｘ０））上的唯一最大解

注意：如果我们去掉ｆ是利普希茨 （Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ）的要求，我们仍有解的存在性
（见下面定理２１８），但是我们已经知道这将失去唯一性即使没有唯一性，ＩＶＰ
（２１１）的两个给定解仍可以在ｔ０粘合在一起 （如果有必要）而得到定义在 Ｉ１∪Ｉ２
上的解进一步，佐恩 （Ｚｏｒｎ）引理保证在这一情形下最大解的存在性

　　　Ｚｏｒｎ引理：在任何一个非空偏序集中，若每个链 （即全序的子集）都有上界，则此偏序集至少有一

个最大元素佐恩 （Ｚｏｒｎ）引理与良序定理以及选择公理彼此等价译者注

现在我们考虑，从给定解如何能够告诉我们它的延拓是否存在
引理２１３　设（ｔ）是方程 （２１１）定义在区间 （ｔ－，ｔ＋）上的解则对某个

ε＞０存在延拓区间 （ｔ－，ｔ＋＋ε），当且仅当存在序列ｔｎ∈（ｔ＋，ｙ）∈Ｕ使得
ｌｉｍ
ｎ→∞
（ｔｎ，（ｔｎ））＝（ｔ＋，ｙ）∈Ｕ （２６４）

对ｔ－类似
证明　显然，如果存在延拓，则极限 （２６４）对任何序列 ｔｎ→ｔ

－
＋成立反之，

存在满足 （２６４）的序列在这个情形我们首先证明
ｌｉｍ
ｔ→ｔ－＋
（ｔ）＝ｙ （２６５）

直观上这是显然的，因为否则当ｔ趋于ｔ＋时解要越来越快振动因此它的导数得增
长，但这是不可能的，因为ｆ（ｔ，ｘ）在ｙ附近有界更确切地说，由于Ｕ是开的，故
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存在某个δ＞０使得Ｖ＝［ｔ＋ －δ，ｔ＋］×Ｂδ（ｙ）Ｕ以及 Ｍ＝ｍａｘ（ｔ，ｘ）∈Ｖ｜ｆ（ｔ，ｘ）｜＜∞
此外，在取子序列以后我们可以假设 ｔｎ∈（ｔ＋ －δ，ｔ＋）和 ｔｎ＜ｔｎ＋１如果式 （２６５）
不成立，我们可求得序列 τｎ→ｔ

－
＋使得｜（τｎ）－ｙ｜≥γ＞０不失一般性可选取 γ＜δ

和τｎ≥ｔｎ此外，由中值定理我们甚至可以要求对 ｔ∈［ｔｎ，τｎ］有｜（τｎ）－ｙ｜＝γ以
及｜（ｔ）－ｙ｜＜δ但是，这样一来，我们有

　　　　０＜γ＝ （τｎ）－ｙ≤ （τｎ）－（ｔｎ） ＋ （ｔｎ）－ｙ

≤∫
τｎ

ｔｎ
ｆ（ｓ，（ｓ））ｄｓ ＋ （ｔｎ）－ｙ ≤ Ｍ τｎ－ｔｎ ＋

（ｔｎ）－ｙ，
当ｎ→∞时上式右端收敛于０矛盾，故式 （２６５）成立

现在取定义在区间 （ｔ＋ －ε，ｔ＋ ＋ε）上的 ＩＶＰ满足 ｘ（ｔ＋）＝ｙ的解 槇（ｔ）如

前，我们可以将（ｔ）和 槇（ｔ）在ｔ＋粘合而得到在 （ｔ－，ｔ＋＋ε）上的函数由构造
可知这个函数连续，且它的左右导数都等于ｆ（ｔ＋，ｙ）因此它在ｔ＝ｔ＋可微，从而解
定义在 （ｔ－，ｔ＋＋ε）内 □

我们最后一个任务是证明当ｆ（ｔ，ｘ）至多关于 ｘ线性地增长时，解对所有 ｔ∈瓗
存在但是首先我们需要一个不需要知道解的全部知识的更好准则

引理２１４　设（ｔ）是方程 （２１１）定义在 （ｔ－，ｔ＋）上的解假设存在使得
对一切ｔ∈［ｔ０，ｔ＋）有（ｔ）∈Ｃ的紧集［ｔ０，ｔ＋］×ＣＵ，则对某个 ε＞０存在延拓区
间 （ｔ－，ｔ＋＋ε）

特别地，如果对每一个ｔ＋＞ｔ０存在这样的紧集 （Ｃ可能依赖于 ｔ＋），则解对一
切ｔ＞ｔ０存在

对ｔ－类似
证明　设ｔｎ→ｔ＋由紧性（ｔｎ）有收敛子序列，从而由前面的引理可得论断

□
这个结果的逻辑否定也是有趣的
推论２１５　设Ｉ（ｔ０，ｘ０）＝（Ｔ－（ｔ０，ｘ０），Ｔ＋（ｔ０，ｘ０））是从ｘ（ｔ０）＝ｘ０开始的解的最大

存在区间如果Ｔ＋＝Ｔ＋（ｔ０，ｘ０）＜∞，则当 ｔ趋于 Ｔ＋时解必须最终离开使得［ｔ０，
Ｔ＋］×ＣＵ的每一个紧集Ｃ特别地，如果Ｕ＝瓗×瓗

ｎ，则当 ｔ趋于 Ｔ＋时解必须
趋于无穷

现在我们证明我们预期的结果
定理２１６　假设Ｕ＝瓗×瓗ｎ，且对每一个Ｔ＞０，存在常数Ｍ（Ｔ），Ｌ（Ｔ）使得

ｆ（ｔ，ｘ）≤Ｍ（Ｔ）＋Ｌ（Ｔ）ｘ，　（ｔ，ｘ）∈［－Ｔ，Ｔ］×瓗ｎ， （２６６）
则ＩＶＰ（２１１）的所有解对一切ｔ∈瓗都有定义

证明　利用上面对ｆ的估计，我们有 （不失一般性设ｔ０＝０）

（ｔ）≤ ｘ０ ＋∫
ｔ

０
（Ｍ＋Ｌ（ｓ））ｄｓ，　ｔ∈［０，Ｔ］∩Ｉ （２６７）

·６３· 第１部分　古 典 理 论



令ψ（ｔ）＝
Ｍ
Ｌ
＋ （ｔ）并应用格朗沃尔 （Ｇｒｏｎｗａｌｌ）不等式 （引理２７）得

（ｔ）≤ ｘ０ ｅ
ＬＴ＋

Ｍ
Ｌ
（ｅＬＴ－１） （２６８）

因此位于紧球内，由上面的引理得知定理结论成立 □
再次注意，只需假设

ｆ（ｔ，ｘ）≤Ｍ（ｔ）＋Ｌ（ｔ）ｘ，　ｘ∈瓗ｎ， （２６９）
其中Ｍ（ｔ），Ｌ（ｔ）局部可积

问题２１４　求证如果定理２１６中的估计用
ｆ（ｔ，ｘ）≤Ｍ（Ｔ）＋Ｌ（Ｔ）ｘα，　其中α＞１

代替，则定理２１６（一般）不成立
问题２１５　考虑瓗ｎ中的一阶自治系统，其中ｆ（ｘ）是利普希茨 （Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ）的

求证ｘ（ｔ）是解，当且仅当ｘ（ｔ－ｔ０）是解利用这个性质和解的唯一性，证明两个
最大解ｘｊ（ｔ）（ｊ＝１，２）的像γｊ＝｛ｘｊ（ｔ）｜ｔ∈Ｉｊ｝瓗

ｎ或者重合或者不相交
问题２１６　考虑瓗１中的一阶自治方程，其中ｆ（ｘ）是利普希茨 （Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ）的

假设ｆ（０）＝ｆ（１）＝０求证从 ［０，１］中出发的解不能离开这个区间问对从
［０，１］中开始的解定义 （Ｔ－，Ｔ＋）的最大区间是什么？

当ｔ→Ｔ±时这样的解有极限吗？
问题２１７　考虑瓗１中的一阶方程，其中 ｆ（ｔ，ｘ）定义在瓗 ×瓗上假设对｜ｘ｜

＞Ｒ有ｘｆ（ｔ，ｘ）＜０求证对一切ｔ＞０所有解都存在

２６　欧拉 （Ｅｕｌｅｒ）方法和佩亚诺 （Ｐｅａｎｏ）定理

在这一节我们要证明ｆ（ｔ，ｘ）的连续性对保证初值问题 （２１１）至少一个解的存
在性来说已经足够了

如果（ｔ）是解，则由泰勒 （Ｔａｙｌｏｒ）定理我们有
（ｔ０＋ｈ）＝ｘ０＋（ｔ０）ｈ＋ｏ（ｈ）＝ｘ０＋ｆ（ｔ０，ｘ０）ｈ＋ｏ（ｈ） （２７０）

这建议我们去掉误差项，再利用迭代定义近似解就是说，令
ｘｈ（ｔｎ＋１）＝ｘｈ（ｔｎ）＋ｆ（ｔｎ，ｘｈ（ｔｎ））ｈ，　ｔｎ ＝ｔ０＋ｎｈ， （２７１）

并在中间利用内插这个过程就是熟知的欧拉 （Ｅｕｌｅｒ）方法
当ｈ→０＋时我们希望 ｘｈ（ｔ）收敛于解但应该如何证明它呢？好，关键由于 ｆ

连续，它在每一个紧区间上有界，上界为常数因此 ｘｈ（ｔ）的导数有界，上界为相
同常数由于这个常数与ｈ无关，函数ｘｈ（ｔ）构成等度连续函数族，由ＡｒｚｅｌａＡｓｃｏｌｉ
定理这个函数族可通过子序列一致收敛

定理２１７（ＡｒｚｅｌａＡｓｃｏｌｉ）　假设函数序列ｆｎ（ｘ），ｎ∈瓗在紧区间上是 （一致）

等度连续，即对每一个ε＞０存在δ＞０（与ｎ无关）使得
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ｆｎ（ｘ）－ｆｎ（ｙ）≤ε　若 ｘ－ｙ＜δ （２７２）
如果序列ｆｎ有界，则存在一致收敛的子序列

证明　设｛ｘｊ｝∞ｊ＝１是我们区间的稠密子集 （例如这个集合中的所有有理数）由
于ｆｎ（ｘ１）有界，可以选取子序列ｆ

（１）
ｎ （ｘ）使得ｆ

（１）
ｎ （ｘ１）收敛布尔查诺—魏尔斯特拉斯

（ＢｏｌｚａｎｏＷｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ定理）类似地，我们可从 ｆ（１）ｎ （ｘ）选取 ｆ
（２）
ｎ （ｘ），它在 ｘ２收敛

（因此也在ｘ１收敛，因为它是 ｆ
（１）
ｎ （ｘ）的子序列）由归纳法我们得到在 ｘ１，…，

ｘｊ收敛的序列ｆ
（ｊ）
ｎ （ｘ）因此对所有ｘ＝ｘｊ对角线序列

槇ｆｎ＝ｆ
（ｎ）
ｎ （ｘ）收敛 （为什么？）

我们将证明它对一切ｘ一致收敛

固定ε＞０选择δ使得对 ｘ－ｙ＜δ有 ｆｎ（ｘ）－ｆｎ（ｙ）≤
δ
３
球Ｂδ（ｘｊ）覆盖了我

们的区间，并且由于紧性甚至是有限覆盖，例如１≤ｊ≤ｐ就足够了进一步，选取

Ｎε使得对ｎ，ｍ≥Ｎε和１≤ｊ≤ｐ有
槇ｆｍ（ｘｊ）－

槇ｆｎ（ｘｊ）≤
ε
３


现在选定ｘ并对某个ｊ，注意到ｘ∈Ｂδ（ｘｊ）于是对ｎ，ｍ≥Ｎε有

槇ｆｍ（ｘ）
槇－ｆｎ（ｘ）≤

槇ｆｍ（ｘ）
槇－ｆｍ（ｘｊ）＋

槇ｆｍ（ｘｊ）
槇－ｆｎ（ｘｊ）＋

槇ｆｎ（ｘｊ）
槇－ｆｎ（ｘ）≤ε，

（２７３）

这证明
槇ｆｎ是关于最大值范数的柯西 （Ｃａｕｃｈｙ）序列 □

更确切地说，选取δ，Ｔ＞０使得Ｖ＝［ｔ０，ｔ０＋Ｔ］×Ｂδ（ｘ０）Ｕ，并令
Ｍ ＝ ｍａｘ

（ｔ，ｘ）∈Ｖ
ｆ（ｔ，ｘ） （２７４）

于是对ｔ∈［ｔ０，ｔ０＋Ｔ０］有ｘｈ（ｔ）∈Ｂδ（ｘ０），其中Ｔ０＝ｍｉｎＴ，
δ{ }Ｍ ，并且

ｘｈ（ｔ）－ｘｈ（ｓ）≤Ｍ ｔ－ｓ （２７５）

因此，族ｘｈ（ｔ）的任何子序列等度连续，并存在一致收敛的子序列 ｎ（ｔ）→（ｔ）
下面我们证明极限 （ｔ）是初值问题 （２１１）的解我们将用验证对应的积分方程
（２１２）成立来证明它由于ｆ在Ｖ上一致连续，可以求得 ｈ→０时的序列 Δ（ｈ）→
０，使得

ｆ（ｓ，ｙ）－ｆ（ｔ，ｘ）≤Δ（ｈ）　对　 ｙ－ｘ≤Ｍｈ，　 ｓ－ｔ≤ｈ （２７６）

为了能够对ｘｈ（ｔ）进行对 （２１２）左右两端之间的差作估计，我们选择 ｎ使得 ｔ≤
ｔｎ，并写

ｘｈ（ｔ）＝ｘ０＋∑
ｎ－１

ｊ＝０
∫
ｔｊ＋１

ｔｊ
χ（ｓ）ｆ（ｔｊ，ｘｈ（ｔｊ））ｄｓ， （２７７）

其中对ｓ∈［ｔ０，ｔ］，有χ（ｓ）＝１，对其他ｓ，有χ（ｓ）＝０于是
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　 ｘｈ（ｔ）－ｘ０－∫
ｔ

ｔ０
ｆ（ｓ，ｘｈ（ｓ））ｄｓ

≤∑
ｎ－１

ｊ＝０
∫
ｔｊ＋１

ｔｊ
χ（ｓ）ｆ（ｔｊ，ｘｈ（ｔｊ））－ｆ（ｓ，ｘｈ（ｓ））ｄｓ

≤δ（ｈ）∑
ｎ－１

ｊ＝０
∫
ｔｊ＋１

ｔｊ
χ（ｓ）ｄｓ＝ ｔ－ｔ０ Δ（ｈ），

（２７８）

由此得知，事实上是解：

（ｔ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞
ｎ（ｔ）＝ｘ０＋ｌｉｍｎ→∞∫

ｔ

ｔ０
ｆ（ｓ，ｎ（ｓ））ｄｓ＝ｘ０＋∫

ｔ

ｔ０
ｆ（ｓ，（ｓ））ｄｓ，（２７９）

这是因为由一致收敛性，极限与积分的次序可以交换
由此，我们证明了佩亚诺 （Ｐｅａｎｏ）定理
定理２１８（佩亚诺 （Ｐｅａｎｏ））　假设ｆ在Ｖ＝［ｔ０，ｔ０＋Ｔ］×Ｂδ（ｘ０）上连续，并以

记Ｍ为它的最大值则初值问题 （２１１）对ｔ∈［ｔ０，ｔ０＋Ｔ０］至少存在一个解，其中

Ｔ０＝ｍｉｎＴ，
δ{ }Ｍ 类似的结果对区间 ［ｔ０－Ｔ，ｔ０］成立

最后，我们注意欧拉 （Ｅｕｌｅｒ）算法对近似解的数值计算是合适的，因为它只
要求在某些点计算ｆ另一方面，如何求收敛的子序列是不明显的，为此，我们要
证明，如果ｆ是利普希茨 （Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ）的，则ｘｈ（ｔ）一致收敛由式 （２２９），其中
ｘ（ｔ）＝ｘｈ（ｔ）和ｙ（ｔ）＝Ｋ（ｘｈ）（ｔ），利用与定理２２证明中相同的记号得

ｘｈ－Ｋ
ｎ（ｘｈ）≤∑

ｎ－１

ｊ＝０
Ｋｊ（ｘｈ）－Ｋ

ｊ＋１（ｘｈ）

≤ ｘｈ－Ｋ
ｎ（ｘｈ）∑

ｎ－１

ｊ＝０

（ＬＴ０）
ｊ

ｊ！


（２８０）

取ｎ→∞，最后我们得到
ｘｈ－≤Ｔ０ｅ

ＬＴ０Δ（ｈ），　ｔ∈［ｔ０，ｔ０＋Ｔ０］， （２８１）
因为对ｔ＝ｔ０＋Ｔ０，由上面的估计 （２７８）得

ｘｈ－Ｋ（ｘｈ）≤Ｔ０Δ（ｈ） （２８２）
注 意，如 果 我 们 能 够 求 得 相 同 的 利 普 希 茨 （Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ） 常 数 Ｌ０ 使 得
ｆ（ｔ，ｘ）－ｆ（ｓ，ｘ）≤Ｌ０ ｔ－ｓ，则我们可以选取Δ（ｈ）＝（Ｌ０＋ＬＭ）ｈ
因此，对计算的解加上误差估计，我们有简单的数值方法但是，在实际计算

中通常用某些启发式的误差估计，例如，用两个步距ｈ和
ｈ
２
对每一步进行估计如

果两个结果之间相差太大，步距就要减小，最后一步重复
当然，欧拉 （Ｅｕｌｅｒ）算法现在看来不是最有效的方法通常在泰勒 （Ｔａｙｌｏｒ）

展开中取更多的项并用它们的差商近似所有的微分所得算法收敛将会快一点，但
在每一步也将包含更多的计算通常一个好的折衷方案是将 （ｔ０＋ｈ）近似到 ｈ的
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四阶令ｔｎ＝ｔ０＋ｈｎ和ｘｎ＝ｘｈ（ｔｎ）得算法

ｘｎ＋１ ＝ｘｎ＋
ｈ
８
（ｋ１，ｎ＋２ｋ２，ｎ＋２ｋ３，ｎ＋ｋ４，ｎ）， （２８３）

其中

ｋ１，ｎ ＝ｆ（ｔｎ，ｘｎ），　　　　　　ｋ２，ｎ ＝ｆｔｎ＋
ｈ
２
，ｘｎ＋

ｋ１，ｎ( )２ ，

ｋ３，ｎ ＝ｆｔｎ＋
ｈ
２
，ｘｎ＋

ｋ２，ｎ( )２ ， ｋ４，ｎ ＝ｆ（ｔｎ＋１，ｘｎ＋ｋ３，ｎ），
（２８４）

称此为龙格库塔 （ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ）算法想了解更好的方法可参阅常微分方程数值
方法的文献

问题２１８　Ｈｅｕｎ方法 （或改进的欧拉法）这个方法是

ｘｎ＋１＝ｘｎ＋
ｈ
２
（ｆ（ｔｎ，ｘｎ）＋ｆ（ｔｎ＋１，ｙｎ）），　ｙｎ＝ｘｎ＋ｆ（ｔｎ，ｘｎ）ｈ

求证利用这个方法，经过一步的误差是Ｏ（ｈ３）（只要ｆ∈Ｃ２）：

（ｔ０＋ｈ）＝ｘ０＋
ｈ
２
（ｆ（ｔ０，ｘ０）＋ｆ（ｔ１，ｙ０））＋Ｏ（ｈ

３）

注意这不是具有这个阶的误差的唯一的方案，因为

（ｔ０＋ｈ）＝ｘ０＋
ｈ
２
（ｆ（ｔ１，ｘ０）＋ｆ（ｔ０，ｙ０））＋Ｏ（ｈ

３）

也是
问题２１９　计算初值问题ｘ＝ｘ，ｘ（０）＝１的解，利用欧拉 （Ｅｕｌｅｒ）算法和龙

格库塔 （ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ）算法，步距ｈ＝１０－１，将所得的结果与精确解进行比较
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第３章　线 性 方 程

３１　矩阵指数

现在我们开始研究一阶线性自治系统

ｘ（ｔ）＝Ａｘ（ｔ），　ｘ（０）＝ｘ０， （３１）

其中Ａ是ｎ×ｎ矩阵如果我们执行皮卡 （Ｐｉｃａｒｄ）迭代，则得到

　　　　　　　ｘ０（ｔ）＝ｘ０，

ｘ１（ｔ）＝ｘ０＋∫
ｔ

０
Ａｘ０（ｓ）ｄｓ＝ｘ０＋Ａｘ０∫

ｔ

０
ｄｓ＝ｘ０＋ｔＡｘ０，

ｘ２（ｔ）＝ｘ０＋∫
ｔ

０
Ａｘ１（ｓ）ｄｓ＝ｘ０＋Ａｘ０∫

ｔ

０
ｄｓ＋Ａ２ｘ０∫

ｔ

０
ｓｄｓ

＝ｘ０＋ｔＡｘ０＋
ｔ２

２
Ａ２ｘ０，

因此，由归纳法得

ｘｍ（ｔ）＝∑
ｍ

ｊ＝０

ｔｊ

ｊ！
Ａｊｘ０ （３２）

ｍ→∞时其极限为

ｘ（ｔ）＝ｌｉｍ
ｍ→∞
ｘｍ（ｔ）＝∑

∞

ｊ＝０

ｔｊ

ｊ！
Ａｊｘ０ （３３）

在一维情形 （ｎ＝１），这个级数正是通常的指数，因此记

ｘ（ｔ）＝ｅｘｐ（ｔＡ）ｘ０， （３４）

这里我们用

ｅｘｐ（Ａ）＝∑
∞

ｊ＝０

１
ｊ！
Ａｊ （３５）

定义矩阵指数因此为了理解我们原来的问题，我们必须了解矩阵指数的意义！对
每一个向量ｘ０，皮卡 （Ｐｉｃａｒｄ）迭代保证 ｅｘｐ（Ａ）ｘ０的收敛性，并且在选择瓗

ｎ的



标准基向量后，我们看到，所有的矩阵元素都收敛但是，对后者我们要对矩阵引
入适当的范数，并在这个范数下直接证明上面级数的收敛性

我们宁可用瓘ｎ作为基本的向量空间以代替瓗ｎ，因为瓘是代数闭的 （这对我们
后面借助若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）标准形计算矩阵指数很重要）故设 Ａ是作用在瓘ｎ上

的复矩阵，并引入矩阵范数

Ａ ＝ ｓｕｐ
ｘ∶ｘ＝１

Ａｘ （３６）

不难看出，按照这个范数，ｎ×ｎ矩阵的向量空间瓘ｎ×ｎ变成一个巴拿赫 （Ｂａｎａｃｈ）
空间 （问题３１）此外，利用 （问题３３）

Ａｊ≤ Ａ ｊ， （３７）

由∑
∞

ｊ＝０

Ａ ｊ

ｊ！
＝ｅｘｐ（Ａ）的收敛性得知级数 （３５）的收敛性

但是，要注意，一般ｅｘｐ（Ａ＋Ｂ）≠ｅｘｐ（Ａ）＋ｅｘｐ（Ｂ），除非Ａ和Ｂ可交换即
除非换位子

［Ａ，Ｂ］＝ＡＢ－ＢＡ （３８）

为零这时你可模仿一维情形的证明而得到下面的
引理３１　假设Ａ和Ｂ可交换，则

ｅｘｐ（Ａ＋Ｂ）＝ｅｘｐ（Ａ）ｅｘｐ（Ｂ），　［Ａ，Ｂ］＝０ （３９）

如果我们作线性坐标变换

ｙ＝Ｕ－１ｘ， （３１０）
则在新坐标下矩阵指数为

Ｕ－１ｅｘｐ（Ａ）Ｕ＝ｅｘｐ（Ｕ－１ＡＵ） （３１１）

这可利用Ｕ－１ＡｊＵ＝（Ｕ－１ＡＵ）ｊ和矩阵积的连续性 （问题３４）由式 （３５）得知
因此为了计算ｅｘｐ（Ａ），我们需要考虑坐标变换将Ａ化为尽可能简单的形式

定理３２（若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）标准形）　设Ａ是ｎ×ｎ矩阵则存在坐标的线性
变换Ｕ，使得Ａ变成分块矩阵

Ｕ－１ＡＵ＝

Ｊ１



Ｊ












ｍ

， （３１２）

每一块的形式为
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Ｊ＝αＩ＋Ｎ＝

α １
α １
α 
 １













α

 （３１３）

这里的Ｎ是矩阵，它的主对角线上方第一个对角线元素均为１，其余元素均为零
数α是Ａ的特征值，新基向量ｕｊ（Ｕ的列）由Ａ的广义特征向量组成求若

尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）标准形的一般过程是十分麻烦的，为此我们将进一步的详细讨论推
迟到３６节特别地，因为大部分计算机代数系统可容易地为我们承担这个任务！

例　设

Ｉｎ［１］：＝Ａ＝
－１１ －３５ －２４
－１ －１ －２









８ ２２ １７
；

于是命令

Ｉｎ［２］：＝｛Ｕ，Ｊ｝＝ＪｏｒｄａｎＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ［Ａ］
给出我们的变换矩阵Ｕ和Ｊｏｒｄａｎ标准形Ｊ＝Ｕ－ＡＵ
Ｉｎ［３］：＝Ｊ／／ＭａｔｒｉｘＦｏｒｍ
Ｏｕｔ［３］：／／ＭａｔｒｉｘＦｏｒｍ＝

１ ０ ０
０ ２ １









０ ０ ２


如果你不相信我 （或者不相信Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ），也可以对它进行验证：
Ｉｎ［４］：＝Ａ＝ ＝ＵＪＩｎｖｅｒｓｅ［Ｕ］
Ｏｕｔ［４］：＝Ｔｒｕｅ

为了计算矩阵指数，我们看到

ｅｘｐ（Ｕ－１ＡＵ）＝
ｅｘｐ（Ｊ１）


ｅｘｐ（Ｊｍ









）

， （３１４）

因此，剩下来是计算 （３１３）中的单个若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）块 Ｊ＝αＩ＋Ｎ的指数由
于αＩ与Ｎ可交换，由引理３１推得

ｅｘｐ（Ｊ）＝ｅｘｐ（αＩ）ｅｘｐ（Ｎ）＝ｅα∑
ｋ－１

ｊ＝０

１
ｊ！
Ｎｊ （３１５）

ｅｘｐ（Ｎ）的级数在第ｋ项以后终止，其中ｋ是Ｎ的阶数事实上，不难看到，Ｎｊ是
主对角线上方第ｊ个对角线元素是１的矩阵，当ｊ到达Ｊ的阶数时它就为零矩阵
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Ｎ＝

０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １











０ ０ ０ ０

，　Ｎ２＝

０ ０ １ ０
０ ０ ０ １
０ ０ ０ ０











０ ０ ０ ０

，　Ｎ３＝

０ ０ ０ １
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０











０ ０ ０ ０

，

以及Ｎ４＝０总之，ｅｘｐ（Ｊ）显然化为

ｅｘｐ（Ｊ）＝ｅα

１ １
１
２！

…
１

（ｋ－１）！
１ １  

１ 
１
２！























１
１

 （３１６）

注意，如果Ａ是若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）标准形，则不难看到

ｄｅｔ（ｅｘｐ（Ａ））＝ｅｘｐ（ｔｒ（Ａ）） （３１７）

由于行列式与迹在线性变换下不变，这个公式对任意矩阵都成立事实上，我们甚
至有 （问题３６）：

引理３３　向量ｕ是矩阵 Ａ对应于特征值 α的特征向量，当且仅当 ｕ是 ｅｘｐ
（Ａ）对应于特征值ｅα的特征向量

此外，Ａ和ｅｘｐ（Ａ）的若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）结构是相同的特别，α和 ｅα的几
何重次和代数重次相同

　　　特征值的代数重次是特征值的次数，特征值的几何重次是对应这个特征值的线性无关的特征向量的

个数译者注

显然，Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ也可为我们计算指数：
Ｉｎ［５］：＝ＭａｔｒｉｘＥｘｐ［Ｊ］／／ＭａｔｒｉｘＦｏｒｍ
Ｏｕｔ［５］／／ＭａｔｒｉｘＦｏｒｍ＝

ｅ ０ ０
０ ｅ２ ｅ２

０ ０ ｅ









２

为结束这一节我们要强调，即使矩阵 Ａ是实的，其特征值和广义特征向量仍
可以是复的但是在许多应用中我们只对实解有兴趣 这时我们也有实若尔当
（Ｊｏｒｄａｎ）标准形，在这里简单地说明一下

如果α不是实数，则必有对应的共轭复块Ｊ ＝αＩ＋Ｎ，对应的广义特征向量
可假设为我们原来的复共轭因此，在我们的基下可以用Ｒｅ（ｕｊ）和ｌｍ（ｕｊ）代替ｕｊ，
ｕｊ在新基下块Ｊ!Ｊ由
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Ｒ Ｉ
Ｒ Ｉ
Ｒ 
 Ｉ













Ｒ

， （３１８）

代替，其中

Ｒ＝
Ｒｅ（α） Ｉｍ（α）

－Ｉｍ（α） Ｒｅ（α( )
）
　且　Ｉ＝

１ ０( )０ １
 （３１９）

由于矩阵

１ ０( )０ １
　和　

０ １

－( )１ ０
（３２０）

可交换，指数为

ｅｘｐ（Ｒ） ｅｘｐ（Ｒ） ｅｘｐ（Ｒ）
１
２！

… ｅｘｐ（Ｒ）
１

（ｎ－１）！

ｅｘｐ（Ｒ） ｅｘｐ（Ｒ）  

ｅｘｐ（Ｒ）  ｅｘｐ（Ｒ）
１
２！

 ｅｘｐ（Ｒ）

ｅｘｐ（Ｒ























）

， （３２１）

其中

ｅｘｐ（Ｒ）＝ｅＲｅ（α）
ｃｏｓ（Ｉｍ（α）） ｓｉｎ（Ｉｍ（α））

－ｓｉｎ（Ｉｍ（α）） ｃｏｓ（Ｉｍ（α( )
））
 （３２２）

问题３１　求证ｎ×ｎ矩阵空间瓘ｎ×ｎ与矩阵范数一起构成一个巴拿赫 （Ｂａｎａｃｈ）
空间特别地，证明矩阵序列收敛，当且仅当所有的矩阵元素收敛（提示：求证
Ａ的矩阵元素ａｊｋ满足ｍａｘｊ，ｋ ａｊｋ≤ Ａ和 Ａ≤ｎｍａｘｊ，ｋ ａｊｋ）

问题３２　设Ａｊ是瓘
ｎ×ｎ中的序列求证当∑

∞

ｊ＝０
Ａｊ 收敛时

∑
∞

ｊ＝０
Ａｊ

收敛
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书书书

问题３３　求证矩阵范数满足
‖ＡＢ‖≤‖Ａ‖‖Ｂ‖．

（这甚至证明了 Ｃｎ×ｎ是一个巴拿赫 （Ｂａｎａｃｈ）代数）由此得知，‖Ａｊ‖≤
‖Ａ‖ｊ．

　巴拿赫 （Ｂａｎａｃｈ）代数Ｂ是域Ｆ上赋予范数‖·‖的代数 （满足通常代数规则的乘法向量空间），

使得在此范数下Ｂ是一个 （Ｂａｎａｃｈ）空间，且对一切ｘ，ｙ∈Ｂ有‖ｘｙ‖≤‖ｘ‖‖ｙ‖．译者注．

　如果两个集合Ａ和Ｂ之间存在双射ｆ使得ｆ和其逆ｆ－１都是同胚，则称Ａ和Ｂ同构，相应的映射ｆ称

为同构 （映射），即保结构映射．译者注．

问题３４　求证矩阵积关于矩阵范数是连续的．即如果 Ａｊ→Ａ和 Ｂｊ→Ｂ，则有
ＡｊＢｊ→ＡＢ．（提示：利用问题３３）

问题３５　 （１）对

Ａ＝
ａ＋ｂ ｂ
ｃ ａ－( )ｄ

计算ｅｘｐ（Ａ）．
（２）是否存在实矩阵Ａ，使得

ｅｘｐ（Ａ）＝
－α ０
０ －( )β，α，β＞０？

问题３６　求证引理３３（提示：只需考虑一个若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）块）．

３２　一阶线性自治系统

在上一节，我们已经看到一阶线性自治系统 （３１）的解是
ｘ（ｔ）＝ｅｘｐ（ｔＡ）ｘ０． （３２３）

特别地，映射ｅｘｐ（ｔＡ）给出所有初始条件和所有的解之间的同构．因此所
有解的集合是一个与Ｒｎ同构的向量空间 （分别地，如果允许复初始值则与 Ｃｎ同
构）．

为了理解系统 （３１）的动力学，需要了解函数 ｅｘｐ（ｔＡ）的性质．我们从二
维情形开始，它涵盖了所有典型情形．此外，将假设Ａ和ｘ０都是实的．

在这情形下存在两个特征值α１和α２，它们或者都是实数，否则为彼此共轭的
复数．我们从Ａ可对角化情形开始，这时存在两个线性无关的特征向量 ｕ１和 ｕ２，
它们构成Ｕ的列．特别地

Ｕ－１ＡＵ＝
α１ ０

０ α( )
２

（３２４）

以及解 （３２３）是
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ｘ（ｔ）＝Ｕｅｘｐ（ｔＵ－１ＡＵ）Ｕ－１ｘ０＝Ｕ
ｅα１ｔ ０
０ ｅα２( )ｔＵ－１ｘ０． （３２５）

记ｙ０＝Ｕ
－１ｘ０＝（ｙ０，１，ｙ０，２），我们得到

ｘ（ｔ）＝ｙ０，１ｅα１
ｔｕ１＋ｙ０，２ｅα２

ｔｕ２． （３２６）

在两个特征值都是实数的情形下，式 （３２６）中的所有量是实的．反之，我们有
α２＝α１，不失一般性，可以假设 ｕ２＝ｕ１．记 α１≡α＝λ＋ｉω和 α２≡α ＝λ－ｉω．
于是由欧拉 （Ｅｕｌｅｒ）公式

ｅｉω＝ｃｏｓ（ω）＋ｉｓｉｎ（ω） （３２７）

得知

ｅαｔ＝ｅλｔ（ｃｏｓ（ωｔ）＋ｉｓｉｎ（ωｔ）），　α＝λ＋ｉω （３２８）

此外，由ｘ０ ＝ｘ０得ｙ０，１ｕ１＋ｙ０，２ｕ２＝ｙ０，１ｕ２＋ｙ０，２ｕ１，这证明ｙ０，１＝ｙ０，２．故式 （３２６）
中两项彼此复共轭，由此得知

ｘ（ｔ）＝２Ｒｅ（ｙ０，１ｅα１
ｔｕ１）＝２ｃｏｓ（ωｔ）ｅλ

ｔＲｅ（ｙ０，１ｕ１）－２ｓｉｎ（ωｔ）ｅλ
ｔＩｍ（ｙ０，１ｕ１）．

（３２９）

这完成了Ａ可对角化的情形的证明．
若Ａ不可对角化，则两个特征值必须相等α１＝α２≡α．矩阵Ｕ的列ｕ１和ｕ２分

别是Ａ的特征向量和广义特征向量．因此

Ｕ－１ＡＵ＝
α １
０( )α， （３３０）

类似于前面的计算，解为

ｘ（ｔ）＝（ｙ０，１＋ｙ０，２ｔ）ｅα
ｔｕ１＋ｙ０，２ｅα

ｔｕ２． （３３１）

这就完成了对Ａ不可对角化的情形的证明．
接下来，我们尝试了解解在长时间 ｔ的定性性态．为此，需要了解函数

ｅｘｐ（αｔ）的性质．由式 （３２８）我们可以得知，如果λ＝Ｒｅ（α）＜０，则当ｔ→∞时
ｅｘｐ（αｔ）收敛于０，如果λ＝Ｒｅ（α）＞０则它指数式增长．下面分别按照Ｒｅ（α１）和
Ｒｅ（α２）的符号讨论各种情形．

首先，假设两个特征值都具有正实部，则当ｔ→∞时所有解都指数式增长，ｔ→
－∞时都指数式衰减．在这种情形下原点称为源．类似地，如果两个特征值都具有
负实部，这个情形可用变换 ｔ→ －ｔ化为上一情形．相图相同但解曲线方向相反．
原点在这情形下称为汇．复特征值情形的典型相图如图３１所示，实特征值情形如
图３２所示．注意，在实特征值情形，两条直线分别对应于系数矩阵的两个特征向
量 （为什么在复特征值情形没有看得见的特征向量呢？）．在复情形，虚部 ω为引
起解旋转的分量，原点分别称为螺旋源和螺旋汇．
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图３１　两个特征值分别都具有正实部和都具有负实部的平面系统的相图

图３２　两个特征值分别都是正的和都是负的平面系统的相图

图３３　具有相反符号的实
特征值的平面系统的相图

　　如果一个特征值有正实部，另一个有负实部，相图如图３３所示，原点称为鞍
点．两条直线又一次对应于系数矩阵的两个特
征向量．现在长时间性态依赖于初始条件 ｘ０，
如果ｘ０位于对应的具有负实部特征值的特征
空间上，则当ｔ→∞时解指数式衰减，当ｔ→－
∞时解指数式增长．如果 ｘ０位于对应其他特
征值的特征空间上，则解将以其他方式绕行．
如果ｘ０有分量在两个特征空间上，则当 ｔ→ ±
∞时解将指数式增长．

如果两个特征值都是纯虚数，则解是围绕

原点的周期解．相图看上去如图３４所示，原
点称为中心．在这情形下所有的解显然有界．

在矩阵不可对角化情形，相图看上去像图
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３５．如前，直线对应于特征向量．如果 Ｒｅ（α）＜０，则所有解将收敛于 ０，若
Ｒｅ（α）＞０，则当ｔ→∞时所有解都指数式增长．多项式项 ｔ不起作用，因为它被指
数项ｅｘｐ（αｔ）控制，除非 α＝０．如果 α＝０，又若解从特征向量 （即 （３３１）中的
ｙ０，２＝０）张成的子空间开始，则解是常数，否则 （即ｙ０，２≠０）它像ｔ一样增长．

图３４　具有纯虚特征值的平面系统的相图 图３５　具有相同实特征值 （不可

对角化）的平面系统的相图

现在我们来讨论一般情形．如前，由上一节考虑显示，只需考虑一个若尔当
（Ｊｏｒｄａｎ）块的情形

ｅｘｐ（ｔＪ）＝ｅαｔ

１ ｔ
ｔ２

２！
…

ｔｎ－１

（ｎ－１）！
１ ｔ  

１ 
ｔ２

２！
？ ｔ





















１

． （３３２）

特别地，每一个解是ｔｊｅｘｐ（αｔ）类型项的线性组合．由于ｅｘｐ（αｔ）衰减快于任何多
项式，因此，如果λ＝Ｒｅ（α）＜０，我们的若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）块的元素收敛于零．如
果λ＝０，ｅｘｐ（αｔ）＝ｅｘｐ（ｉωｔ）将至少保持有界，但多项式项将发散．不过，如果我
们从特征向量 （１，０，…，０）的方向开始，我们就看不到多项式项．总之，我们
得到：

定理３４　如果初始条件ｘ０位于由对应具有负实部的特征值的广义特征向量所
张成的子空间内，则当ｔ→∞时线性系统 （３１）的解收敛于０．

如果ｘ０位于由对应具有负实部的特征值的广义特征空间，以及对应具有零实
部的特征值的特征空间内，则线性系统 （３１）的解将保持有界．
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注意，要得到ｔ→－∞时解的性态，只需把 “正”的更改为 “负”的就行．
线性系统 （不必要自治的）称为是稳定的，如果它所有的解 ｔ→∞时保持有

界，称为是渐近稳定的，如果它所有解ｔ→∞时收敛于０．
推论３５　线性系统 （３１）是稳定的，如果 Ａ的所有特征值满足 Ｒｅ（α）≤０，

且所有满足Ｒｅ（α）＝０的特征值的代数重次和几何重次相等．
线性系统 （３１）是渐近稳定的，如果Ａ的所有特征值α满足Ｒｅ（α）＜０．
最后，直接计算得知，非齐次方程

ｘ（ｔ）＝Ａｘ（ｔ）＋ｇ（ｔ），　ｘ（０）＝ｘ０ （３３３）
的解是

ｘ（ｔ）＝ｅｘｐ（ｔＡ）ｘ０＋∫
ｔ

０
ｅｘｐ（（ｔ－ｓ）Ａ）ｇ（ｓ）ｄｓ （３３４）

（但是，事实上我们将在下面的定理３１０中证明更为一般的结果）．注意，对线性
方程，它的通解永远是由对应齐次方程 （系统）的通解加上非齐次方程 （系统）

的一个特解组成．
问题３７　求解下列方程：
（１）ｘ＝３ｘ；

（２）ｘ＝
γ
ｔ
ｘ，γ∈Ｒ；

（３）ｘ＝ｘ＋ｓｉｎ（ｔ）．
问题３８　求解对应于下面矩阵的系统：

（１）Ａ＝
２ １( )０ ２

；

（２）Ａ＝
－１ １( )０ １

．

问题３９　求解
ｘ＝－ｙ－ｔ，　ｙ＝ｘ＋ｔ，　ｘ（０）＝１，　ｙ（０）＝０．

问题３１０　求２×２矩阵，使得ｘ（ｔ）＝（ｓｉｎｈ（ｔ），ｅｔ）是其解．
问题３１１　下面哪个函数可成为一阶自治齐次系统的解？
（１）ｘ（ｔ）＝（３ｅｔ＋ｅ－ｔ，ｅ２ｔ）；
（２）ｘ（ｔ）＝（３ｅｔ＋ｅ－ｔ，ｅｔ）；
（３）ｘ（ｔ）＝（３ｅｔ＋ｅ－ｔ，ｔｅｔ）；
（４）ｘ（ｔ）＝（３ｅｔ，ｔ２ｅｔ）；
（５）ｘ（ｔ）＝（ｅｔ＋２ｅ－ｔ，ｅｔ＋２ｅ－ｔ）．
问题３１２　设Ａ是ｎ×ｎ矩阵，β是常数．考虑一个特殊的非齐次方程

ｘ＝Ａｘ＋ｐ（ｔ）ｅβｔ，
其中ｐ（ｔ）是所有分量都是多项式的向量．令ｄｅｇ（ｐ（ｔ））＝ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
ｄｅｇ（ｐｊ（ｔ））．求证当
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β不是Ａ的特征值时，这个方程有形如
ｑ（ｔ）ｅβｔ

的特解，其中ｑ（ｔ）是满足ｄｅｇ（ｑ（ｔ））＝ｄｅｇ（ｐ（ｔ））的多项式向量，以及，如果β是
Ａ的特征值，代数重次为ａ，则ｄｅｇ（ｑ（ｔ））＝ｄｅｇ（ｐ（ｔ））＋ａ．

（提示：利用下面事实研究 （３３３）：∫ｐ（ｔ）ｅβｔｄｔ＝ｑ（ｔ）ｅβｔ，其中，如果 β≠０，
ｑ（ｔ）是次数为ｄｅｇ（ｑ）＝ｄｅｇ（ｐ）的多项式，以及若β＝０，则ｄｅｇ（ｑ）＝ｄｅｇ（ｐ）＋１）．

问题３１３　设Ａ是实２×２矩阵，则它的特征值可用它的行列式 Ｄ＝ｄｅｔ（Ａ）
和迹Ｔ＝ｔｒ（Ａ）表达．特别地，如果 Ａ遍及 Ｒ２×２中所有可能的矩阵，则 （Ｔ，Ｄ）
可取Ｒ２中的所有可能的值．将 （Ｔ，Ｄ）平面划分成几个区域，在每个区域内讨论
本节出现的各个情形．

问题３１４　（拉普拉斯 （Ｌａｐｌａｃｅ）变换）　对某个常数 Ｍ≥０和 ａ∈Ｒ，设 ｘ：
［０，∞）→Ｃｎ满足｜ｘ（ｔ）｜≤Ｍｅａｔ．则拉普拉斯 （Ｌａｐｌａｃｅ）变换

Ｌ（ｘ）（ｓ）＝∫
∞

０
ｅ－ｓｔｘ（ｔ）ｄｔ

存在且对Ｒｅ（ｓ）＞ａ解析．求证对满足｜ｘ（ｔ）｜＋｜ｘ（ｔ）｜≤Ｍｅａｔ的ｘ∈Ｃ１（［０，∞）），我
们有

Ｌ（ｘ）（ｓ）＝ｓＬ（ｘ）（ｓ）－ｘ（０）．
此外，求证拉普拉斯 （Ｌａｐｌａｃｅ）变换将初值问题

ｘ＝Ａｘ＋ｆ（ｔ），　ｘ（０）＝ｘ０
变成线性方程组．

３３　ｎ阶线性自治方程

在这一节，我们简短地考虑经常出现在应用中的ｎ阶方程
ｘ（ｎ）＋ｃｎ－１ｘ

（ｎ－１）＋…＋ｃ１ｘ＋ｃ０ｘ＝０． （３３５）
其中ｃ０，…，ｃｎ－１是某些实 （或复）常数．由于它的解由初始条件

ｘ（０）＝ｘ０，…，ｘ
（ｎ－１）（０）＝ｘｎ－１ （３３６）

唯一确定，故其解也组成ｎ维向量空间．
对应系统的矩阵是

Ａ＝

０ １
０ １

 
 １

－ｃ０ －ｃ１ … … －ｃｎ















－１

（３３７）

因此，我们所考虑的一切都可应用：特征多项式可对最后一行进行 Ｌａｐｌａｃｅ展开来

·１５·第３章　线 性 方 程



计算，并由

χＡ（ｚ）＝ｄｅｔ（ｚＩ－Ａ）＝ｚ
ｎ＋ｃｎ－１ｚ

ｎ－１＋…＋ｃ１ｚ＋ｃ０ （３３８）
给出．可以证明每一个特征值的几何重次为１（问题３２３）．

定理３６　设αｊ，１≤ｊ≤ｍ是方程 （３３５）相应的特征多项式

ｚｎ＋ｃｎ－１ｚ
ｎ－１＋… ＋ｃ１ｚ＋ｃ０ ＝∏

ｍ

ｊ＝１
（ｚ－αｊ）αｊ （３３９）

的零点，其中ａｊ是对应的重次．则函数
ｘｊ，ｋ（ｔ）＝ｔ

ｋｅｘｐ（αｊｔ），　０≤ｋ＜ａｊ，　１≤ｊ≤ｍ （３４０）
是方程 （３３５）的ｎ个线性无关解．

特别地，任何其他解可以写为这些解的线性组合．
证明　考虑对应一阶系统的解．由构造，系统每一个解的第一个分量将是我们

ｎ阶方程的解．由每一个若当 （Ｊｏｒｄａｎ）块 （３３２）所收集的函数，其第一个分量
必须是函数ｘｊ，ｋ（ｔ）的线性组合．故方程 （３３５）的解空间是由这些函数所张成．
由于这个空间是ｎ维的，所有函数必须出现．特别地，这些函数必须线性无关．

□
注意，如果系数ｃｊ是实数，以及如果我们的兴趣是实数解，那我们所要做的

一切就是取实部和虚部．即对αｊ＝λｊ＋ｉωｊ，取
ｔｋｅλｊｔｃｏｓ（ωｊｔ），　ｔ

ｋｅλｊｔｓｉｎ（ωｊｔ） （３４１）
由式 （３３４），非齐次方程

ｘ（ｎ）＋ｃｎ－１ｘ
（ｎ－１）＋…＋ｃ１ｘ＋ｃ０ｘ＝ｇ（ｔ） （３４２）

的解是

ｘ（ｔ）＝ｘｈ（ｔ）＋∫
ｔ

０
ｕ（ｔ－ｓ）ｇ（ｓ）ｄｓ （３４３）

其中ｘｈ（ｔ）是齐次方程的任意解，ｕ（ｔ）是齐次方程对应于初始条件 ｕ（０）＝ｕ（０）
＝…＝ｕ（ｎ－２）（０）＝０和ｕ（ｎ－１）（０）＝１的解（问题３．１９）．
因此，求解ｎ阶常系数线性方程的算法如下：从齐次方程开始，计算特征方程

的零点并写出特解 （３４０）的线性组合的通解．求非齐次方程的特解，并从初始条
件确定齐次方程的未知常数．非齐次方程的特解可从计算式 （３４３）中的积分得
到．但是，在许多情况下，可用更有效的方法对解进行适当的猜测．例如，如果
ｇ（ｔ）是ｐ（ｔ）ｅβｔ型，其中ｐ（ｔ）是多项式，则存在ｑ（ｔ）ｅβｔ形式的解，其中当 β≠αｊ
时ｑ（ｔ）是次数与ｐ（ｔ）的相同的多项式 （反之，如果 β＝αｊ，则次数必须由 αｊ的
代数重次来增加 （也见问题３２０））．注意，如果允许复值，在取实部和虚部以后，
这也包括ｇ（ｔ）＝ｐ（ｔ）ｃｏｓ（ωｔ）或者ｇ（ｔ）＝ｐ（ｔ）ｓｉｎ（ωｔ）的情形．最后，在这些项的线
性组合情形则由线性性可自由得出．

二阶情形特别重要，它出现在大量的应用中．例如当模拟电路时就会出现二阶
方程．
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一个电路是由电子元件，以及连接每个元件的导线 （输入和输出）所组成，

其中一个元件的每根导线连接一个或多个其他元件的导线．数学上我们称之为定向
图．

在每一时刻ｔ，有电流Ｉ（ｔ）通过每个元件，在两根导线之间存在电压差Ｖ（ｔ）．
哪根导线叫输入哪个导线叫输出并不重要．但是，电流如果从输入到输出以正计
算，那么对电压差也类似．系统的状态空间由电路中所有元件偶 （Ｉ，Ｖ）给出．
这些偶必须满足两个要求．由基尔霍夫 （Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ）第一定律，在顶点的所有电流
之和必须为零 （电荷守恒），由基尔霍夫 （Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ）第二定律，一个闭路中所有
的电压差必须为零 （电压对应于势）．

在简单的电路中我们有三个不同类型的元件，感应器，电容器和电阻器．对感
应器我们有

ＬＩＬ＝ＶＬ， （３４４）
其中Ｌ＞０是感应系数，ＩＬ（ｔ）是通过感应器的电流，ＶＬ（ｔ）是导线之间的电压差．
对电容器我们有

ＣＶＣ＝ＩＣ （３４５）
其中Ｃ＞０是电容，ＩＣ（ｔ）是通过电容器的电流，ＶＣ（ｔ）是电压差．对电阻器我们
有 （欧姆定律）

ＶＲ＝ＲＩＲ， （３４６）
其中Ｒ＞０是电阻，ＩＲ（ｔ）是通过电阻器的电流，ＶＲ（ｔ）是电压差．

我们来看一个感应器Ｌ，一个电容器Ｃ和一个电阻器Ｒ的情形，它们与一个外
部电源Ｖ一起组成一个回路 （经典的ＲＬＣ电路）．

　
基尔霍夫 （Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ）定律告诉我们ＩＲ＝ＩＬ＝ＩＣ以及 ＶＲ＋ＶＬ＋ＶＣ＝Ｖ．利用这

三个元件的性质，我们得到对电流Ｉ的二阶线性微分方程

ＬＩ（ｔ）＋ＲＩ（ｔ）＋
１
Ｃ
Ｉ（ｔ）＝Ｖ（ｔ）． （３４７）

对外接正弦型电压

Ｖ（ｔ）＝Ｖ０ｃｏｓ（ωｔ）． （３４８）
我们来求解这个方程．

为方便起见，利用复电压Ｖ（ｔ）＝Ｖ０ｅ
ｉωｔ，得
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Ｉ＋
Ｒ
Ｌ
Ｉ＋
１
ＬＣ
Ｉ＝ｉ
ωＶ０
Ｌ
ｅｉωｔ．． （３４９）

对Ｖ（ｔ）＝Ｖ０ｃｏｓ（ωｔ）和Ｖ（ｔ）＝Ｖ０ｓｉｎ（ωｔ），分别取复数解的实部和虚部来求得解．
特征值是

α１，２＝－η± η２－ω槡
２
０． （３５０）

其中，为了方便起见我们引入记号

η＝
Ｒ
２Ｌ
和ω０＝

１

槡ＬＣ
． （３５１）

如果η＞ω０ （过 （度）阻尼），两个特征值是负的，齐次方程的解是

Ｉｈ（ｔ）＝ｋ１ｅα１
ｔ＋ｋ２ｅα２

ｔ． （３５２）
如果η＝ω０ （临界阻尼），两个特征值相等，齐次方程的解是

Ｉｈ（ｔ）＝（ｋ１＋ｋ２ｔ）ｅ
－ηｔ． （３５３）

最后，对η＜ω０ （低阻尼），我们有复共轭特征值，齐次方程的解为

Ｉｈ（ｔ）＝ｋ１ｅ
－ηｔｃｏｓ（βｔ）＋ｋ２ｅ

－ηｔｓｉｎ（βｔ），　β＝ ω２０－η槡
２＞０． （３５４）

在两个特征值的实部都是负的每一个情形，当ｔ→∞时齐次方程的解都衰减：
过 （度）阻尼　　　　　　　　　临界阻尼　　　　　　　　　　低阻尼

　
注意到，对固定的η＞０，选择ω０＝η，给出没有振动分量的最快衰减．
对非齐次方程我们取猜测解为

Ｉｉ（ｔ）＝ｋｅ
ｉωｔ， （３５５）

其中ｋ为未知常数．由此得

ｋ＝
Ｖ０

Ｒ＋ｉＬω－
１
ω( )Ｃ

（３５６）

由于齐次解指数式衰减，经短时间后我们有

Ｉ（ｔ）＝Ｉｈ（ｔ）＋Ｉｉ（ｔ）≈Ｉｉ（ｔ）＝
Ｖ０
Ｚ
ｅｉωｔ＝

１
Ｚ
Ｖ（ｔ）， （３５７）

其中

Ｚ＝Ｒ＋ＺＬ＋ＺＣ，　ＺＬ＝ｉＬω，　ＺＣ＝－ｉ
１
ωＣ

（３５８）

是复阻抗．当
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｜Ｚ｜２＝Ｒ２＋ Ｌω－
１
ω( )Ｃ

２

（３５９）

时达到最小，即如果Ｌω－
１
ωＣ
＝０，则

ω＝ω０＝
１

槡ＬＣ
（３６０）

时电流Ｉ（ｔ）＝
１
Ｚ
Ｖ（ｔ）到达极大．称频率

ω０
２π
为电路中的共振频率．

改变其中一个参数，例如Ｃ，就可以调节电流到特殊的共振频率．例如利用这
个思想到收音机，你可以从许多其他可用的电台调到你喜欢的电台．这时外接电源
对应于你天线接收到的信号，且仅在你的电台携带的频率与它的共振频率重合时

ＲＬＣ回路才开始振动．
此外，我们的例子不仅限于电路．许多其他系统，至少对小振幅 ｘ（ｔ），它们

都可以用微分方程

ｘ″（ｔ）＋２ηｘ′（ｔ）＋ω２０ｘ（ｔ）＝０，　η，ω０＞０ （３６１）

描述．其中，
ω０
２π
是系统的共振频率，η是阻尼因子．如果 η＝０，对应自由 （无阻

尼）振动的解是ｘ（ｔ）＝ｋ１ｃｏｓ（ω０ｔ）＋ｋ２ｓｉｎ（ω０ｔ）．
问题３１５　求解下列微分方程：
（１）ｘ＋３ｘ＋２ｘ＝ｓｉｎｈ（ｔ）；
（２）ｘ＋２ｘ＋２ｘ＝ｅｘｐ（ｔ）；
（３）ｘ＋２ｘ＋ｘ＝ｔ２．
问题３１６　求解方程

ｘ＋ω２０ｘ＝ｃｏｓ（ωｔ），　ω０，ω＞０，
讨论当ｔ→∞时解的性态．ω＝ω０的情形是什么？

问题３１７　（欧拉 （Ｅｕｌｅｒ）方程）　求解方程

ｘ＋
ｃ１
ｔ
ｘ＋
ｃ０
ｔ２
ｘ＝０，　ｔ＞０

能否用引入新自变量τ＝ｌｎ（ｔ）求解．对ｃ０，ｃ１∈Ｒ讨论可能的解．
问题３１８　考虑二阶方程

ｘ＋ｃ１ｘ＋ｃ０ｘ＝０．

求两个解的朗斯基 （Ｗｒｏｎｓｋｙ）行列式Ｗ（ｘ，ｙ）＝ｘｙ－ｘｙ的公式．
问题３１９　求证式 （３４３）（或者把它化为式 （３３４），或者直接验证，建议

两者都做）．
问题３２０　考虑二阶方程
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ｘ＋ｃ１ｘ＋ｃ０ｘ＝ｇ，
令α１，α２为对应的特征值 （不必相异）．求证方程可分解因式为

ｘ＋ｃ１ｘ＋ｃ０ｘ＝
ｄ
ｄｔ
－α( )２ ｄ

ｄｔ
－α( )１ ｘ．

因此该方程可以化为求解两个一阶方程

ｄ
ｄｔ
－α( )２ ｙ＝ｇ，　 ｄ

ｄｔ
－α( )１ ｘ＝ｙ．

利用这个证明ｎ＝２情形的定理３６．如果ｇ（ｔ）＝ｐ（ｔ）ｅβｔ，其中ｐ（ｔ）是多项式，对
这个解的结构你有什么结论？你能不能对一般情形ｎ∈Ｎ也得出类似结论？（提示：

对一阶情形，解由式 （３３４）给出．此外，∫ｐ（ｔ）ｅβｔｄｔ＝ｑ（ｔ）ｅβｔ，其中 ｑ（ｔ）是多
项式，若β≠０，其次数ｄｅｇ（ｑ）＝ｄｅｇ（ｐ），若β＝０则ｄｅｇ（ｑ）＝ｄｅｇ（ｐ）＋１．对一般
情形则用归纳法）．

问题３２１　验证二阶方程
ｘ＋（１－ｔ２）ｘ＝０

可分解因式为

ｄ
ｄｔ
－( )ｔ ｄ

ｄｔ
＋( )ｔｘ＝０

（注意这个阶数是重要的）．利用这个结论求解上面的方程 （提示：比较上一个问

题）．
问题３２２　对ｘ∈Ｃｎ＋１从式 （３４３）推导带余项的泰勒 （Ｔａｙｌｏｒ）公式

ｘ（ｔ）＝∑
ｎ

ｊ＝０

ｘ（ｊ）（ｔ０）

ｊ！
（ｔ－ｔ０）

ｊ＋
１
ｎ！∫

ｔ

ｔ０
ｘ（ｎ＋１）（ｓ）（ｔ－ｓ）ｎｄｓ．

问题３２３　求证式 （３３７）中矩阵Ａ的每一个特征值的几何重次都是１．（提
示：你能不能找循环向量？为什么这对你有帮助？）

３４　一般的一阶线性系统

这一节我们考虑的线性系统，其系数矩阵可依赖于 ｔ．作为准备，我们注意，

矩阵Ａ（ｔ）称为关于ｔ可微，如果它所有的元素都可微．在这情形下我们记矩阵
ｄ
ｄｔ

Ａ（ｔ）≡Ａ（ｔ），它的元素是 Ａ（ｔ）的元素的导数．只要考虑到矩阵的不可交换性，
通常的微分规则成立．例如我们有乘法规则

ｄ
ｄｔ
Ａ（ｔ）Ｂ（ｔ）＝Ａ（ｔ）Ｂ（ｔ）＋Ａ（ｔ）Ｂ（ｔ）， （３６２）

以及，如果ｄｅｔ（Ａ（ｔ））≠０，则
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ｄ
ｄｔ
Ａ（ｔ）－１＝－Ａ（ｔ）－１Ａ（ｔ）Ａ（ｔ）－１ （３６３）

（问题３２４）．注意，这个阶数是重要的！
现在我们回到一般的一阶线性系统

ｘ（ｔ）＝Ａ（ｔ）ｘ（ｔ）， （３６４）
其中Ａ∈Ｃ（Ｉ，Ｒｎ×ｎ）．显然２２节的理论可应用：

定理３７　一阶线性系统 （３６４）有满足初始条件ｘ（ｔ０）＝ｘ０的唯一解．此外，
对一切ｔ∈Ｉ这个解都有定义．

证明　这由定理２１６直接得证 （或者由推论６），因为对每个Ｔ∈Ｉ我们可以
选取Ｌ（Ｔ）＝ｍａｘ

［０，Ｔ］
‖Ａ（ｔ）‖ □

这看起来很诱惑，猜想解是由公式ｘ（ｔ）＝ (ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ０
Ａ（ｓ）ｄ )ｓｘ０给出．但是当你

尝试去验证这个猜想时，矩阵的不可交换性给你带来了麻烦．事实上，这个公式仅
对一切ｔ，ｓ∈Ｒ有 ［Ａ（ｔ），Ａ（ｓ）］＝０时才可求解我们的初值问题．因此很少用．
故仍需要找ｅｘｐ（（ｔ－ｔ０）Ａ）的直接推广．

我们从解的线性组合仍是解开始．因而所有解的集合构成一个向量空间．通常
称此结论为叠加原理．特别地，对应初始条件ｘ（ｔ０）＝ｘ０的解可以写为

（ｔ，ｔ０，ｘ０）＝∑
ｎ

ｊ＝１
（ｔ，ｔ０，δｊ）ｘ０，ｊ， （３６５）

其中δｊ是标准基向量，（即若ｊ＝ｋ则δｊ，ｋ＝１，以及若 ｊ≠ｋ则 δｊ，ｋ＝０），ｘ０，ｊ是 ｘ０的

分量 （即ｘ０ ＝∑
ｎ

ｊ＝１
δｊｘ０，ｊ）．利用解（ｔ，ｔ０，δｊ）作为矩阵

Π（ｔ，ｔ０）＝（（ｔ，ｔ０，δ１），…，（ｔ，ｔ０，δｎ）） （３６６）
的列，我们看到，存在由

（ｔ，ｔ０，ｘ０）＝Π（ｔ，ｔ０）ｘ０ （３６７）
给出的线性映射ｘ０ （ｔ，ｔ０，ｘ０）．

矩阵Π（ｔ，ｔ０）称为 （在ｔ０处的）主解矩阵，它是矩阵方程初值问题

Π（ｔ，ｔ０）＝Ａ（ｔ）Π（ｔ，ｔ０），　Π（ｔ，ｔ０）＝Ｉ （３６８）
的解．这里可以再次看到我们应用过的基本存在唯一性结果．事实上，容易验证，
矩阵Ｘ（ｔ）满足方程Ｘ＝Ａ（ｔ）Ｘ，当且仅当它的每一列满足式 （３６４）．特别地，
这时对每一个常数向量ｃ，Ｘ（ｔ）ｃ是式 （３６４）的解．概括地说，我们有

定理３８　系统 （３６４）的解组成一个 ｎ维向量空间．此外，存在解矩阵 Π
（ｔ，ｔ０），使得满足初始条件ｘ（ｔ０）＝ｘ０的解是Π（ｔ，ｔ０）ｘ０．

例　考虑系统

ｘ＝
１ ｔ( )０ ２

ｘ， （３６９）
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由此明显地得知

ｘ１＝ｘ１＋ｔｘ２，　ｘ２＝２ｘ２． （３７０）
我们需要分别求对应于初始条件ｘ（ｔ０）＝δ１＝（１，０）和ｘ（ｔ０）＝δ２＝（０，１）的解，

在第一个情形，ｘ（ｔ０） ＝δ１，第二个方程给出 ｘ２（ｔ） ＝０，将它代入第一个方程得
ｘ１（ｔ） ＝ｅ

ｔ－ｔ０，就是说 （ｔ，ｔ０，δ１） ＝ （ｅ
ｔ－ｔ０，０）．类似地，在第二个情形，ｘ

（ｔ０） ＝（０，１），第二个方程是ｘ２（ｔ） ＝ｅ
２（ｔ－ｔ０），将它代入第一个方程得ｘ１（ｔ） ＝

ｅ２（ｔ－ｔ０）（ｔ－１） －ｅｔ－ｔ０（ｔ０－１），即

（ｔ，ｔ０，δ２）＝（ｅ
２（ｔ－ｔ０）（ｔ－１）－ｅｔ－ｔ０（ｔ０－１），ｅ

２（ｔ－ｔ０））．
将所得的放在一起，我们得到

Π（ｔ，ｔ０）＝
ｅｔ－ｔ０ ｅ２（ｔ－ｔ０）（ｔ－１）－ｅｔ－ｔ０（ｔ０－１）

０ ｅ２（ｔ－ｔ０( )）
． （３７１）

此外，Π（ｔ，ｔ０）满足
Π（ｔ，ｔ１）Π（ｔ１，ｔ０）＝Π（ｔ，ｔ０）． （３７２）

这是因为它的两边都是 Π＝Ａ（ｔ）Π的解，且在 ｔ＝ｔ１相等．特别地，选取 ｔ＝ｔ０，
我们看到，Π（ｔ，ｔ０）与它的逆Π（ｔ，ｔ０）

－１＝Π（ｔ０，ｔ）同构．
更一般地，取ｎ个解１，…，ｎ，得解矩阵Ｕ（ｔ）＝（１（ｔ），…，ｎ（ｔ））．Ｕ（ｔ）

的行列式叫朗期基 （Ｗｒｏｎｓｋｙ）行列式
Ｗ（ｔ）＝ｄｅｔ（１（ｔ），…，ｎ（ｔ））． （３７３）

如果ｄｅｔＵ（ｔ）≠０，解矩阵Ｕ（ｔ）称为基本解矩阵．此外，如果Ｕ（ｔ）是解矩阵，则
Ｕ（ｔ）Ｃ也是解矩阵，其中Ｃ是常数矩阵．因此，给定两个基本解矩阵 Ｕ（ｔ）和 Ｖ
（ｔ），我们总有Ｖ（ｔ）＝Ｕ（ｔ）Ｕ（ｔ０）

－１Ｖ（ｔ０），因为解矩阵由初始条件唯一确定．特
别地，主解矩阵可以由基本解矩阵通过Π（ｔ，ｔ０）＝Ｕ（ｔ）Ｕ（ｔ０）

－１得到．
下面的引理显示，只要验证对一个ｔ∈Ｒ有ｄｅｔＵ（ｔ）≠０就够了．
引理３９　ｎ个解的朗斯基 （Ｗｒｏｎｓｋｙ）行列式满足

Ｗ（ｔ）＝Ｗ（ｔ０） (ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ０
ｔｒ（Ａ（ｓ））ｄ )ｓ． （３７４）

这就是熟知的阿贝尔 （Ａｂｅｌ）恒等式，或刘维尔 （Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ）公式．
证明　由式 （３６８）我们有

Π（ｔ＋ε，ｔ）＝Ｉ＋Ａ（ｔ）ε＋ｏ（ε）． （３７５）
再利用Ｕ（ｔ＋ε）＝Ｕ（ｔ＋ε，ｔ）Ｕ（ｔ），我们得到 （问题３２５）

Ｗ（ｔ＋ε）＝ｄｅｔ（Ｉ＋Ａ（ｔ）ε＋ｏ（ε））Ｗ（ｔ）＝（１＋ｔｒ（Ａ（ｔ））ε＋ｏ（ε））Ｗ（ｔ），
（３７６）

由此得到

ｄ
ｄｔ
Ｗ（ｔ）＝ｔｒ（Ａ（ｔ））Ｗ（ｔ）． （３７７）
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这个方程可分离变量，其解给出式 （３７４）． □
现在我们回到非齐次方程

ｘ＝Ａ（ｔ）ｘ＋ｇ（ｔ），　ｘ（ｔ０）＝ｘ０， （３７８）
其中Ａ∈Ｃ（Ｉ，Ｒｎ×Ｒｎ），ｇ∈Ｃ（Ｉ，Ｒｎ）．由于非齐次系统 （３７８）的两个解之
差满足对应的齐次系统 （３６４），故只需求一个特解．这可用下面假设进行

ｘ（ｔ）＝Π（ｔ，ｔ０）ｃ（ｔ），　ｃ（ｔ０）＝ｘ０， （３７９）
这就是熟知的常数变易法 （或参数变易法）．

微分这个假设，可得

ｘ（ｔ）＝Ａ（ｔ）ｘ（ｔ）＋Π（ｔ，ｔ０）ｃ（ｔ）， （３８０）
与方程 （３７８）比较得

ｃ（ｔ）＝Π（ｔ０，ｔ）ｇ（ｔ）． （３８１）
积分这个方程得

ｃ（ｔ）＝ｘ０＋∫
ｔ

ｔ０
Π（ｔ０，ｓ）ｇ（ｓ）ｄｓ， （３８２）

从而得到 （利用式 （３７２））：
定理３１０　非齐次系统对应于初始条件ｘ（ｔ０）＝ｘ０的解是

ｘ（ｔ）＝Π（ｔ，ｔ０）ｘ０＋∫
ｔ

ｔ０
Π（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ）ｄｓ， （３８３）

其中Π（ｔ，ｔ０）是对应齐次系统的主解矩阵．
为结束这一节，我们强调不存在求解线性系统的一般方法，除了平凡情形 ｎ＝

１（问题１２２）．但是，如果知道了一个解则可将阶数降低１（问题３２８）．
问题３２４　（矩阵的微分运算）　假设 Ａ（ｔ）和 Ｂ（ｔ）可微．求证式 （３６２）

和式 （３６３）．（提示：ＡＡ－１＝Ｉ）．
问题３２５　求证对任何ｎ×ｎ矩阵Ａ，我们有

ｄｅｔ（Ｉ＋εＡ＋ｏ（ε））＝１＋εｔｒ（Ａ）＋ｏ（ε）．
（提示：例如若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）标准形）．

问题３２６　对系统

Ａ（ｔ）＝
ｔ ０
１( )ｔ

计算Π（ｔ，ｔ０）．
问题３２７　考虑方程ｘ＝ｑ（ｔ）ｘ＋ｇ（ｔ）．
（１）求证齐次方程的两个解ｕ，ｖ的朗斯基 （Ｗｒｏｎｓｋｙ）行列式

Ｗ（ｕ，ｖ）＝ｕ（ｔ）ｖ（ｔ）－ｕ（ｔ）ｖ（ｔ）
与ｔ无关．

（２）求证对应系统的基本解矩阵是

Π（ｔ，ｓ）＝
１

Ｗ（ｕ，ｖ）
ｕ（ｔ）ｖ（ｓ）－ｖ（ｔ）ｕ（ｓ） ｖ（ｔ）ｕ（ｓ）－ｖ（ｓ）ｕ（ｔ）
ｖ（ｓ）ｕ（ｔ）－ｖ（ｔ）ｕ（ｓ） ｕ（ｓ）ｖ（ｔ）－ｖ（ｓ）ｕ（ｔ( )），
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并利用常数变易公式证明

ｘ（ｔ）＝
ｕ（ｔ）
Ｗ（ｕ，ｖ）∫

ｔ

ｖ（ｓ）ｇ（ｓ）ｄｓ－
ｖ（ｔ）
Ｗ（ｕ，ｖ）∫

ｔ

ｕ（ｓ）ｇ（ｓ）ｄｓ

是非齐次方程的解．
（３）给定齐次方程的一个解ｕ（ｔ），作常数变易猜测 ｖ（ｔ）＝ｃ（ｔ）ｕ（ｔ），求证第

二个解由

ｖ（ｔ）＝ｕ（ｔ）∫
ｔ １
ｕ（ｓ）２

ｄｓ

给出．在使得ｕ为零的点这个公式就不成立，但在这种点可用 ＲｏｆｅＢｅｋｅｔｏｖ公式代
替：

ｖ（ｔ）＝ｕ（ｔ）∫
ｔ（ｑ（ｓ）＋１）（ｕ（ｓ）２－ｕ′（ｓ）２）

（ｕ（ｓ）２＋ｕ′（ｓ）２）２
ｄｓ－

ｕ′（ｔ）
ｕ（ｔ）２＋ｕ′（ｔ）２

．

（４）求证如果ｕ（ｔ）是齐次方程的解，则＝ｕ′／ｕ满足里卡蒂 （Ｒｉｃｃａｔｉ）方程
＋２＝ｑ（ｔ）．

问题３２８　（达朗贝尔 （ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ）降阶）　假设２×２系统 ｘ＝Ａ（ｔ）ｘ已
知有一个解ｘ０（ｔ），作坐标变换

ｘ（ｔ）＝Ｘ（ｔ）ｙ（ｔ），其中Ｘ（ｔ）＝
ｘ０，１（ｔ） ０

ｘ０，２（ｔ）( )１．
求证，若ｘ０，１（ｔ）≠０，对新坐标ｙ（ｔ）的微分方程为

ｙ＝Ｘ（ｔ）－１Ａ（ｔ）
０ ０( )０ １

ｙ．

特别地，右端不包含ｙ１．因此，对这个系统可用先解第二个分量 （它仅包含 ｙ２），
然后积分第一个分量来求解．

推广这个结果到ｎ×ｎ系统．
问题３２９　对系统

Ａ（ｔ）＝
ｔ２ －１
２ｔ( )０ ，

计算Π（ｔ，ｔ０）（提示：ｘ０（ｔ）＝（１，ｔ
２）是一个解）．

问题３３０　（达朗贝尔 （ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ）降阶）　考虑ｎ阶方程
ｘ（ｎ）＋ｑｎ－１（ｔ）ｘ

（ｎ－１）＋…＋ｑ１（ｔ）ｘ＋ｑ０（ｔ）ｘ＝０．

求证如果知道它的一个解ｘ１（ｔ），常数变易猜测ｘ（ｔ）＝ｃ（ｔ）ｘ１（ｔ）给出ｃ的 （ｎ－１）
阶方程．因此可将阶数降低１．

问题３３１（量子力学）　只可能达到有限个状态的量子力学系统由复值向量
ψ（ｔ）∈Ｃｎ描述．在时间ｔ系统处在第ｊ个状态的概率是分量绝对值的平方｜ψｊ｜

２．
由于仅存在ｎ个可能状态，这些概率必须加起来等于１，就是说，ψ必须标准化，
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即｜ψ｜＝１．这个系统的时间发展由薛定谔 （Ｓｃｈｒｏｎｄｉｎｇｅｒ）方程
ｉψ（ｔ）＝Ｈ（ｔ）ψ（ｔ），　ψ（ｔ０）＝ψ０

给出，其中Ｈ（ｔ）是自伴矩阵，即Ｈ（ｔ） ＝Ｈ（ｔ）．（这里Ａ是伴随矩阵 （转置的

复共轭））．称矩阵Ｈ（ｔ）为 （哈密顿 Ｈａｍｉｌｔｏｎ）矩阵，它描述交互作用．求证这
个方程的解是

ψ（ｔ）＝Ｕ（ｔ，ｔ０）ψ０，　Ｕ（ｔ，ｔ）＝Ｉ，
其中Ｕ（ｔ，ｔ０）是酉矩阵，即 Ｕ（ｔ，ｔ０）

－１＝Ｕ（ｔ，ｔ０） （提示：问题３２４）．我们
得知，如果ψ０是标准化的，则对所有ｔ，ψ（ｔ）保持标准化．

每一个可观察值 （可测量的量）对应于自伴矩阵，譬如 Ｌ０．如果系统处在状
态ψ（ｔ），则Ｌ０的度量的期望值是

〈ψ（ｔ），Ｌ０ψ（ｔ）〉，

其中 〈，ψ〉 ＝ψ是Ｃｎ中的数量积．求证
ｄ
ｄｔ
〈ψ（ｔ），Ｌ０ψ（ｔ）〉＝ｉ〈ψ（ｔ），［Ｈ（ｔ），Ｌ０］ψ（ｔ）〉，

其中 ［Ｈ，Ｌ］＝ＨＬ－ＬＨ是换位子．

问题３３２　求证如果ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞∫

ｔ

ｔ０
ｔｒ（Ａ（ｓ））ｄｓ＝∞，则方程 （３６４）有无界解．

（提示：式 （３７４））．
问题３３３　求证

‖Π（ｔ，ｔ０）‖≤ｅ
｜∫ｔｔ０‖Ａ（ｓ）‖ｄｓ｜ （３８４）

（提示：问题２１２）．

问题３３４　对任何矩阵Ａ，矩阵Ｒｅ（Ａ）＝
１
２
（Ａ＋Ａ）是对称的，因此它只

有实特征值．（其中Ａ是伴随矩阵 （转置的复共轭）．设α０是它的最大特征值．
假设Ａ（ｔ）给定，α０（ｔ）定义如上．求证

‖Π（ｔ，ｔ０）‖≤ｅｘｐ｜∫
ｔ

ｔ０
α０（ｓ）ｄｓ｜．

（提示：对ｘ（ｔ） ＝Π（ｔ，ｔ０）ｘ０计算
ｄ
ｄｔ
｜ｘ（ｔ）｜２，并注意到，对每一个ｘ∈Ｒｎ有 〈ｘ，

Ｒｅ（Ａ）ｘ〉≤α０｜ｘ｜
２）．

注：如果Ａ（ｔ）≡Ａ是常数矩阵，我们可以做得更好一点，用 Ａ的最大特征值
的实部加上任意小ε代替α０ （为覆盖可能的多项式项，ε是必要的）．也可参考定
理７１．因此，我们可猜想在一般情形同样也成立．但是，由下面问题的３３７，可
知这是不对的．

问题３３５（长时间渐近性）　假设
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∫
∞

０
‖Ａ（ｔ）‖ｄｔ＜∞．

求证方程 （３６４）的每一个解ｘ（ｔ）收敛于相同极限：
ｌｉｍ
ｔ→∞
ｘ（ｔ）＝ｘ∞．

（提示：首先证明所有解有界，然后利用对应的积分方程）．

３５　线性周期系统

在这一节我们要考虑 （３６４）的一个特殊情形，其中Ａ（ｔ）是周期的，
Ａ（ｔ＋Ｔ）＝Ａ（ｔ），　Ｔ＞０． （３８５）

由这个周期性条件得知，如果ｘ（ｔ）是解，则ｘ（ｔ＋Ｔ）也是解．此外，我们甚
至有

引理３１１　假设Ａ（ｔ）是周期矩阵，周期为Ｔ．则主解矩阵满足
Π（ｔ＋Ｔ，ｔ０＋Ｔ）＝Π（ｔ，ｔ０）． （３８６）

证明　由
ｄ
ｄｔ
Π（ｔ＋Ｔ，ｔ０＋Ｔ）＝Ａ（ｔ＋Ｔ）Π（ｔ＋Ｔ，ｔ０＋Ｔ）＝Ａ（ｔ）Π（ｔ＋Ｔ，ｔ０＋Ｔ）和

Π（ｔ０＋Ｔ，ｔ０＋Ｔ）＝Ｉ，我们看到Π（ｔ＋Ｔ，ｔ０＋Ｔ）是（３６８）的解．由唯一性它等于Π（ｔ，
ｔ０）． □

因此，这建议我们研究当主解矩阵移动一个周期时将会发生什么，即考虑单值

矩阵

Ｍ（ｔ０）＝Π（ｔ０＋Ｔ，ｔ０）． （３８７）
注意，由我们前面的引理Ｍ（ｔ０）是周期的，即Ｍ（ｔ０＋Ｔ）＝Ｍ（ｔ０）．
第一个朴素的猜测是经过一个周期以后，所有的初始条件将回到它们的开始值

（即Ｍ（ｔ０）＝Ｉ），因此所有解是周期的．但是，这期望太高，因为在一维情况下，
Ａ（ｔ）是常数时这就已经不成立了．

不过，我们有

Π（ｔ０＋ｌＴ，ｔ０）＝Π（ｔ０＋ｌＴ，ｔ０＋（ｌ－１）Ｔ）Π（ｔ０＋（ｌ－１）Ｔ，ｔ０）
＝Ｍ（ｔ０＋（ｌ－１）Ｔ）Π（ｔ０＋（ｌ－１）Ｔ，ｔ０）
＝Ｍ（ｔ０）Π（ｔ０＋（ｌ－１）Ｔ，ｔ０）
＝Ｍ（ｔ０）

ｌΠ（ｔ０，ｔ０）＝Ｍ（ｔ０）
ｌ． （３８８）

因此，如果我们在每一步移动一个周期，Π（ｔ，ｔ０）具有指数性质．如果我们把这
个指数项因子去掉，剩下的就是周期了．

为了去掉指数项因子，我们需要对
ｔ
Ｔ
＝ｌ不是整数时给出Ｍ（ｔ０）

ｔ的意义．如果

Ｍ（ｔ０）是一个数，通常的方法是令 Ｍ（ｔ０）
ｔ／Ｔ＝ｅｘｐ

ｔ
Ｔ
ｌｎ（Ｍ（ｔ０( )））．为模仿这个技
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巧需要满足

Ｍ（ｔ０）＝ｅｘｐ（ＴＱ（ｔ０）），　Ｑ（ｔ０＋Ｔ）＝Ｑ（ｔ０） （３８９）
的矩阵Ｑ（ｔ０），这是可能的，当且仅当ｄｅｔ（（Ｍ（ｔ０））≠０（见３６节）．不过要注意，
这样的Ｑ（ｔ０）不是唯一的．

由刘维尔 （Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ）公式 （３７４），得ｄｅｔ（（Ｍ（ｔ０））≠０，由此得知单值矩阵
的行列式

ｄｅｔ（Ｍ（ｔ０））＝ (ｅｘｐ∫
ｔ０＋Ｔ

ｔ０
ｔｒ（Ａ（ｓ））ｄ )ｓ ＝ (ｅｘｐ∫

Ｔ

０
ｔｒ（Ａ（ｓ））ｄ )ｓ （３９０）

与ｔ０无关且为正．
现在记

Π（ｔ，ｔ０）＝Ｐ（ｔ，ｔ０）ｅｘｐ（（ｔ－ｔ０）Ｑ（ｔ０））， （３９１）
直接计算得

Ｐ（ｔ＋Ｔ，ｔ０）＝Π（ｔ＋Ｔ，ｔ０）Ｍ（ｔ０）
－１ｅ－（ｔ－ｔ０）Ｑ（ｔ０）

＝Π（ｔ＋Ｔ，ｔ０＋Ｔ）ｅ
－（ｔ－ｔ０）Ｑ（ｔ０）

＝Π（ｔ，ｔ０）ｅ
－（ｔ－ｔ０）Ｑ（ｔ０）＝Ｐ（ｔ，ｔ０）， （３９２）

这是我们所预期的．概括起来，我们已经证明了下面的弗洛凯 （Ｆｌｏｑｕｅｔ）定理．
定理３１２（弗洛凯 （Ｆｌｏｑｕｅｔ））　假设 Ａ（ｔ）是周期的，则对应的线性系统的

主解矩阵有形式

Π（ｔ，ｔ０）＝Ｐ（ｔ，ｔ０）ｅｘｐ（（ｔ－ｔ０）Ｑ（ｔ０））， （３９３）
其中Ｐ（．，ｔ０）与Ａ（．）有相同的周期，且Ｐ（ｔ０，ｔ０） ＝Ｉ．

注意，任何一个基本解矩阵都可写为这个形式 （问题３３８）．此外，回忆 ＤＱ
（ｔ０）Ｆ可以是复的，即使 Ａ（ｔ）是实的，除非 Ｍ（ｔ０）的所有实特征值都是正的．
但是，由于 Ａ（ｔ）也是有周期 ２Ｔ，我们从引理 ３２０推断 Π（ｔ０＋２Ｔ，ｔ０） ＝Ｍ
（ｔ０）

２．
推论３１３　假设Ａ（ｔ）是实且周期的，则对应的线性系统的基本解矩阵有形

式

Π（ｔ，ｔ０）＝Ｐ
～
（ｔ，ｔ０）ｅｘｐ（（ｔ－ｔ０）Ｑ

～
（ｔ０））， （３９４）

其中 Ｐ
～
（ｔ，ｔ０），Ｑ

～
（ｔ０）都是实的，且 Ｐ

～
（．，ｔ０）有Ａ（．）的两倍周期．

因此为了了解解的性态，我们需要弄清楚单值矩阵的若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）标准
形．不过，我们可以任选一个ｔ０，这是因为

Ｍ（ｔ１）＝Π（ｔ１＋Ｔ，ｔ０＋Ｔ）Ｍ（ｔ０）Π（ｔ０，ｔ１）
＝Π（ｔ１，ｔ０）Ｍ（ｔ０）Π（ｔ１，ｔ０）

－１， （３９５）
故Ｍ（ｔ１）和Ｍ（ｔ０）是相似矩阵，因而，特征值和若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）结构与ｔ０无关
（从而对Ｑ（ｔ０）也相同）．

Ｍ（ｔ０）的特征值 ρｊ就是熟知的费洛凯 （Ｆｌｏｑｕｅｔ）乘子 （也称为特征乘子），
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Ｑ（ｔ０）的特征值γｊ是熟知的费洛凯 （Ｆｌｏｑｕｅｔ）指数 （特征指数）．由引理３３，
它们由ρｊ＝ｅ

Ｔγｊ相联系．由于Ｐ（ｔ，ｔ０）的周期部分有界，如推论３５我们得到
推论３１４　线性周期系统是稳定的，如果所有费洛凯 （Ｆｌｏｑｕｅｔ）乘子满足

｜ρｊ｜≤１（相应的，所有费洛凯 （Ｆｌｏｑｕｅｔ）指数满足 Ｒｅ（γｊ）≤０），且所有满足
｜ρｊ｜＝１的费洛凯 （Ｆｌｏｑｕｅｔ）乘子 （相应的，所有满足 Ｒｅ（γｊ） ＝０的费洛凯
（Ｆｌｏｑｕｅｔ）指数）的代数重次和几何重次相等．

线性周期系统是渐近稳定的，如果所有 Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子满足 ｜ρｊ｜＜１（相应的，
所有Ｆｌｏｑｕｅｔ指数满足Ｒｅ（γｊ） ＜０）．

在说明如何把这个结果用到具体例子之前，我们指出定理３１２的另一个推论，
其证明留作练习 （问题３３９）．

推论３１５　变换ｙ（ｔ） ＝Ｐ（ｔ，ｔ０）
－１ｘ（ｔ）将系统化为常系数系统

ｙ＝Ｑ（ｔ０）ｙ（ｔ） （３９６）
还要注意，由于Π（ｔ，ｔ０）

－１＝Π（ｔ０，ｔ），我们有
Ｐ（ｔ，ｔ０）

－１＝ｅｘｐ（（ｔ－ｔ０）Ｑ（ｔ０））Ｐ（ｔ０，ｔ）ｅｘｐ（－（ｔ－ｔ０）Ｑ（ｔ））．
在这一节的余下部分，我们考虑一个最著名的例子，Ｈｉｌｌ方程

ｘ＋ｑ（ｔ）ｘ＝０，ｑ（ｔ＋Ｔ）＝ｑ（ｔ） （３９７）
这时相应的系统是

ｘ＝ｙ，ｙ＝－ｑｘ． （３９８）
它的主解矩阵是

Π（ｔ，ｔ０）＝
ｃ（ｔ，ｔ０） ｓ（ｔ，ｔ０）

ｃ（ｔ，ｔ０） ｓ（ｔ，ｔ０( )）， （３９９）

其中ｃ（ｔ，ｔ０）是 （３９７）对应于初始条件ｃ（ｔ０，ｔ０）＝１，珋ｃ（ｔ０，ｔ０）＝０的解，类似
地，ｓ（ｔ，ｔ０）是对应于ｓ（ｔ０，ｔ０） ＝０，ｓ（ｔ０，ｔ０） ＝１的解．刘维尔 （Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ）公
式 （３７４）显示

ｄｅｔΠ（ｔ，ｔ０）＝１， （３１００）
因此，单值矩阵

Ｍ（ｔ０）＝
ｃ（ｔ０＋Ｔ，ｔ０） ｓ（ｔ０＋Ｔ，ｔ０）

ｃ（ｔ０＋Ｔ，ｔ０） ｓ（ｔ０＋Ｔ，ｔ０( )） （３１０１）

的特征方程是

ρ２－２Δρ＋１＝０， （３１０２）
其中

Δ＝
ｔｒ（Ｍ（ｔ０））

２
＝
ｃ（ｔ０＋Ｔ，ｔ０）＋ｓ（ｔ０＋Ｔ，ｔ０）

２
． （３１０３）

如果Δ２＞１，我们有两个相异实特征值

ρ±＝Δ± Δ２槡 －１＝σｅ±Ｔγ， （３１０４）
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相应的特征向量是

ｕ±（ｔ０）＝
１

ｍ±（ｔ０( )）
， （３１０５）

其中

ｍ±（ｔ０）＝
ρ±－ｃ（ｔ０＋Ｔ，ｔ０）

ｓ（ｔ０＋Ｔ，ｔ０）
＝
ｓ（ｔ０＋Ｔ，ｔ０）

ρ±－ｃ（ｔ０＋Ｔ，ｔ０）
（３１０６）

注意，ｕ±（ｔ０）也是对应于特征值γ±＝
１
Ｔ
ｌｎ（ρ±）的特征向量 （引理３３）．由 ρ＋

ρ－＝１，我们得γ＋＋γ－＝０ｍｏｄ２πｉ，不妨假设 ｜ρ＋｜＞１，相应地，Ｒｅ（γ＋）≥０．
如果我们令γ＝Ｒｅ（γ＋），则当 ρ± ＞０（即 Δ＝（ρ＋ ＋ρ－）／２＞０）时有 γ± ＝±γ，
以及，当ρ±＜０（即Δ＜０）时有γ±＝±ｉπ．

考虑

Π（ｔ，ｔ０）ｕ±（ｔ０）＝Ｐ（ｔ，ｔ０）ｅｘｐ（（ｔ－ｔ０）Ｑ（ｔ０）ｕ±（ｔ０）
＝ｅγ±（ｔ－ｔ０）Ｐ（ｔ，ｔ０）ｕ±（ｔ０）， （３１０７）

我们看到，存在两个下面形式的解：

ｅ±γｔｐ±（ｔ），　ｐ±（ｔ＋Ｔ）＝ｐ±（ｔ），σ
２＝１，γ＞０， （３１０８）

其中σ＝ｓｇｎ（Δ）和γ＝Ｒｅ（γ＋）．
如果Δ２＜１，我们有两个不同的复共轭特征值，因此有两个解

ｅ±ｉγｔｐ±（ｔ），ｐ±（ｔ＋Ｔ）＝ｐ±（ｔ），γ＞０， （３１０９）
其中γ＝ｌｍ（γ＋）．

如果Δ２＝１，我们有ρ±＝Δ，于是或者两个解是
ｐ±（ｔ），　ｐ±（ｔ＋Ｔ）＝σｐ±（ｔ）， （３１１０）

或者两个解是

ｐ＋（ｔ），ｐ－（ｔ）＋ｔｐ＋（ｔ），　ｐ±（ｔ＋Ｔ）＝σｐ±（ｔ）， （３１１１）
其中σ＝ｓｇｎ（Δ） ＝Δ．

由于周期方程称为稳定的，如果其所有解有界．这样，我们证明了
定理３１６　当｜Δ｜＜１时希尔 （Ｈｉｌｌ）方程稳定，当｜Δ｜＞１时不稳定．
这个结果在应用中具有很高的实用价值．例如，在四极电场中电荷质点移动的

势由

Ｕ（ｘ）＝ｅ
Ｖ
ａ２
（ｘ２１－ｘ

２
２） （３１１２）

给出．对应的牛顿 （Ｎｅｗｔｏｎ）运动方程是 （１５），其外力为

Ｆ（ｘ）＝－

ｘ
Ｕ（ｘ）． （３１１３）

如果电压关于时间是按照 Ｖ（ｔ）＝Ｖ０＋Ｖ１ｃｏｓ（ｔ）变化，则得运动方程 （忽略磁感应
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场）

ｘ１＝－
２ｅ
ｍａ２
（Ｖ０＋Ｖ１ｃｏｓ（ｔ））ｘ１，

ｘ２＝＋
２ｅ
ｍａ２
（Ｖ０＋Ｖ１ｃｏｓ（ｔ））ｘ２，

ｘ３＝０．

（３１１４）

关于坐标ｘ１和ｘ２的方程是马蒂厄 （Ｍａｔｈｉｅｕ）方程
ｘ＝－ω２（１＋εｃｏｓ（ｔ））ｘ． （３１１５）

对０≤ω≤３和－１５≤ε≤１５，数值计算显示稳定性区域如下图

　
其中暗褐色区域表示在其中Δ（ω，ε）２＞１，就是说，在其中方程不稳定．注意到
这些不稳定区域从点２ω∈Ｎ０显现，在这些点Δ（ω，０）＝ｃｏｓ（２πω）＝±１．

如果质点的质量位于这些区域的某个区域内，则改变电压Ｖ０和Ｖ１可使得我们
的方程 （仅按ｘ１或ｘ２方向）稳定．这可被用来按照它们的质量过滤电荷．

希尔 （Ｈｉｌｌ）方程也可用于量子力学中的简单一维模型，用它来描述单个电子
在周期场中的运动 （参考问题５２５）．我们将在５５节进一步研究这个问题．

问题３３６　考虑ｘ＝ａ（ｔ）ｘ，其中ａ：Ｒ→Ｒ是以Ｔ为周期的周期函数．计算弗
洛凯 （Ｆｌｏｑｕｅｔ）指数，以及求在这情形的Ｐ（ｔ，ｔ０）和Ｑ（ｔ０）．

问题３３７　计算单值矩阵，其中Ａ（ｔ）的周期为１，且由下面公式给出．

Ａ（ｔ） ＝

α　１
０　( )α ０≤ｔ＜

１
２
，

α　０
１　( )α １

２
≤ｔ＜１









 ，

α∈Ｃ．

α的什么值能使得所有解保持有界？求证当ｎ→∞时，在问题３３４中求得的上界对
考虑的Ａ（ｔ／ｎ）是最佳的．

问题３３８　求证任何线性周期系统的基本解矩阵 Ｕ（ｔ）可以写为 Ｕ（ｔ） ＝
Ｖ（ｔ）ｅｘｐ（ｔＲ），其中Ｖ（ｔ）是周期的，Ｒ相似于Ｑ（ｔ０）．

问题３３９　证明推论３１５．
问题３４０　考虑非齐次方程
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ｘ（ｔ）＝Ａ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ｇ（ｔ），
其中Ａ（ｔ）和ｇ（ｔ）的周期为Ｔ．求证如果１不是单值矩阵Ｍ（ｔ０）的特征值，这个
方程有周期为 Ｔ的唯一周期解 （提示：注意 ｘ（ｔ）为周期解，当且仅当
ｘ（Ｔ）＝ｘ（０），以及应用常数变易公式 （３８３））．

３６　附录：若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）标准形

在这一节我们要复习若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）标准形的某些进一步知识，此外，为了
后面的应用也引入一些进一步的结果．

考虑空间的分解Ｃｎ＝Ｖ１Ｖ２．如果两个子空间 Ｖ１和 Ｖ２在 Ａ作用下不变，即
ＡＶｊＶｊ，ｊ＝１，２，则这样的分解称为约化 Ａ．改变到新基 ｕ１，…，ｕｎ使得 ｕ１，
…，ｕｍ是Ｖ１的基，以及 ｕｍ＋１，…，ｕｎ为 Ｖ２的基，得知在这些新坐标下，Ａ变换
成分块形

Ｕ－１ＡＵ＝
Ａ１ ０

０ Ａ２( )． （３１１６）

此外，我们甚至有

Ｕ－１ｅｘｐ（Ａ）Ｕ＝ｅｘｐ（Ｕ－１ＡＵ）＝
ｅｘｐ（Ａ１） ０

０ ｅｘｐ（Ａ２( )）． （３１１７）

因此，我们需要求约化Ａ的某些不变子空间．如果我们考虑一维子空间，则对某α
∈Ｃ，我们必须有

Ａｘ＝αｘ，ｘ≠０． （３１１８）
如果 （３１１８）成立，α称为 Ａ的特征值，ｘ称为特征向量．特别，α是特征值，
当且仅当Ｋｅｒ（Ａ－α）≠｛０｝，因此，这时 Ｋｅｒ（Ａ－α）称为 α的特征空间．这里
我们用了对Ａ－αＩ的简短记号．由于Ｋｅｒ（Ａ－α）≠ ｛０｝得知 Ａ－α不可逆，特
征值是Ａ的特征多项式的零点，

χＡ（ｚ）＝∏
ｍ

ｊ＝１
（ｚ－αｊ）

ａｊ＝ｄｅｔ（ｚＩ－Ａ）， （３１１９）

其中αｉ≠αｊ．数ａｊ称为αｊ的代数重次，ｇｊ＝ｄｉｍＫｅｒ（Ａ－αｊ）称为αｊ的几何重次．
Ａ的所有特征值的集合称为Ａ的谱，

σ（Ａ）＝｛α∈Ｃ｜Ｋｅｒ（Ａ－α）≠｛０｝｝． （３１２０）
如果发生所有的特征值的代数重次与几何重次相同，我们就可以求得仅由特征

向量组成的基且Ｕ－１ＡＵ是对角矩阵，对角线元素是特征值．此外，Ｕ－１ｅｘｐ（Ａ）Ｕ
也是对角矩阵，对角线元素是特征值的指数．

但是，事情并不是那样的简单，一般我们仅仅有 ｇｊ≤ａｊ．这导致考虑的恰当对
象应该是广义特征空间
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Ｖｊ＝Ｋｅｒ（Ａ－αｊ）
ａｊ． （３１２１）

引理３１７　设Ａ是 ｎ×ｎ矩阵，并设 Ｖｊ＝Ｋｅｒ（Ａ－αｊ）
ａｊ．则 Ｖｊ是不变子空间，

且Ｃｎ可以写为直和
Ｃｎ＝Ｖ１…Ｖｍ． （３１２２）

作为结论我们得到

定理３１８（凯莱哈密顿 （ＣａｙｌｅｙＨａｍｉｌｔｏｎ））　每一个矩阵满足它自己的特征
方程

χＡ（Ａ）＝０． （３１２３）
因此，如果我们选择广义特征向量为基 ｕｊ，则矩阵 Ｕ＝ （ｕ１，…，ｕｎ）将 Ａ

变为块状结构

Ｕ－１ＡＵ＝

Ａ１


Ａ









ｍ

， （３１２４）

其中每一个矩阵Ａｊ只有一个特征值αｊ．故只需限于这个情形就够了．
向量ｕ∈Ｃｎ称为Ａ的循环向量，如果向量Ａｊｕ，０≤ｊ≤ｎ－１张成Ｃｎ，即

Ｃｎ {＝ ∑
ｎ－１

ｊ＝０
ａｊＡ

ｊｕ｜ａｊ∈ }Ｃ ． （３１２５）

在Ａ仅有一个特征值的情形，循环向量ｕ十分简单．取
Ｕ＝（ｕ，（Ａ－α）ｕ，…，（Ａ－α）ｎ－１ｕ）， （３１２６）

于是Ｕ将Ａ变换成

Ｊ＝Ｕ－１ＡＵ＝

α １
α １
α 
 １















α

， （３１２７）

由凯莱哈密顿 （ＣａｙｌｅｙＨａｍｉｌｔｏｎ）定理，χＡ（Ａ）＝（Ａ－α）
ｎ＝０．矩阵 （３１２７）称

为若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）块．它是αＩ＋Ｎ形式，其中Ｎ是幂零矩陈，即Ｎｎ＝０．
因此，我们需要将空间 Ｖｊ分解为空间 Ｖｊｋ的直和，其中每一个都有循环向量

ｕｊ，ｋ．
我们再把注意力限于Ａ只有一个特征值α的情形，并令

Ｋｊ＝Ｋｅｒ（Ａ－α）
ｊ． （３１２８）

在循环情形我们有Ｋｊ＝
ｊ
ｋ＝１ｓｐａｎ｛（Ａ－α）

ｎ－ｋ｝．在一般情形，利用ＫｊＫｊ＋１求得
Ｌｋ，使得

Ｋｊ＝
ｊ

ｋ＝１
Ｌｋ． （３１２９）

在循环情形Ｌｎ＝ｓｐａｎ｛ｕ｝，用Ａ－α递归地作用到Ｌ１．模仿这个，令Ｍｎ＝Ｌｎ，由于
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（Ａ－α）Ｌｊ＋１Ｌｊ，我们有 Ｌｎ－１＝（Ａα）ＬｎＭｎ－１．如此进行我们可以求得 Ｍｌ，
使得

Ｌｋ＝
ｎ

ｌ＝ｋ
（Ａ－α）ｎ－ｌＭｌ （３１３０）

现在对Ｍ１…Ｍｎ选择基ｕｊ，其中每一个ｕｊ位于某个Ｍｌ内．设Ｖｊ是由 （Ａ
－α）ｌｕｊ生成的子空间，则由集Ｍｋ的构造，以及每一个 Ｖｊ有循环向量 ｕｊ，我们有
Ｖ＝Ｖ１…Ｖｍ．综上所述，我们得到：

定理３１９（若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）标准形）　设 Ａ是 ｎ×ｎ矩阵．则存在 Ｃｎ的基，
使得Ａ是块状形，每一块如 （３１２７）．

此外，为了求矩阵指数，我们也将需要它的逆．就是说，给定矩阵Ａ，我们要
求矩阵Ｂ使得

Ａ＝ｅｘｐ（Ｂ）． （３１３１）
在这情形下我们称 Ｂ＝ｌｎ（Ａ）为 Ａ的矩阵对数．显然，由式 （３１７）这只能当
ｄｅｔ（Ａ）≠０时才有可能．因此，假设 ｄｅｔ（Ａ）≠０．不妨假设 Ａ是若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）
标准形，并考虑只有一个若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）块的情形，Ａ＝αＩ＋Ｎ．

由对数函数的幂级数

ｌｎ（１＋ｘ）＝∑
∞

ｊ＝１

（－１）ｊ＋１

ｊ
ｘｊ，　｜ｘ｜＜１ （３１３２）

的启发，我们令

Ｂ＝ｌｎ（α）Ｉ＋∑
ｎ－１

ｊ＝１

（－１）ｊ＋１

ｊαｊ
Ｎｊ　　　　　　　

＝

ｌｎ（α）
１
α

－１
２α２

…
（－１）ｎ

（ｎ－１）αｎ－１

ｌｎ（α）
１
α

 

ｌｎ（α） 
－１
２α２


１
α
ｌｎ（α



























）

． （３１３３）

由构造我们有ｅｘｐ（Ｂ） ＝Ａ．注意Ｂ不是唯一的，因为ｌｎ（α）的不同分支给出不同
的矩阵．此外，它可能是复的，即使 Ａ是实的．事实上，如果 Ａ有负特征值，则
ｌｎ（α）＝ｌｎ（｜α｜）＋ｉπ，从而ｌｎ（Ａ）是复的．我们取Ａ２的对数以避免这个情况．

引理３２０　矩阵Ａ有对数，当且仅当 ｄｅｔ（Ａ）≠０．此外，如果 Ａ是实的且所
有实特征值都是正的，则存在实对数．特别地，如果 Ａ是实的，则我们可以对 Ａ２
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求实对数．
证明　由于Ａ２的特征值是 Ａ的特征值的平方 （证明它），如果所有实特征值

是正的，剩下的只需证明Ｂ是实的．
在这些情形下只有若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）块对应于复特征值可能有问题．考虑实若

尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）标准形 （３１８），并注意对

Ｒ＝
Ｒｅ（α） ｌｍ（α）
－ｌｍ（α） Ｒｅ（α( )） ＝ｒｃｏｓ（φ） －ｓｉｎ（φ）

ｓｉｎ（φ） ｃｏｓ（φ( )） ，α＝ｒｅｉφ， （３１３４）

的对数为

ｌｎ（Ｒ）＝ｌｎ（ｒ）Ｉ＋
０ －φ
φ( )０

（３１３５）

现在将实若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）块ＲＩ＋Ｎ写为Ｒ（Ｉ＋Ｒ－１Ｎ）．于是我们可以验证

ｌｏｇ（ＲＩ＋Ｎ）＝ｌｏｇ（Ｒ）Ｉ＋∑
ｎ－１

ｊ＝１

（－１）ｊ＋１

ｊ
Ｒ－ｊＮｊ．

这就是我们所要求的对数． □
类似地，我们指出，预解式 （Ａ－ｚ）－１也可容易由若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）标准形计

算，因为对若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）块我们有

（Ｊ－ｚ）－１＝
１
α－ｚ

∑
ｎ－１

ｊ＝０

１
（ｚ－α）ｊ

Ｎｊ． （３１３６）

特别地，注意，预解式 （Ａ－ｚ）－１在每一个特征值有极点，其留数是到对应的广义
特征空间的投影算子．

为了后面应用我们也引入子空间

Ｅ±（Ａ）＝ 
｜αｊ｜±＞１

Ｋｅｒ（Ａ－αｊ）
ａｊ，

Ｅ０（Ａ）＝
｜αｊ｜＝１
Ｋｅｒ（Ａ－αｊ）

ａｊ， （３１３７）

其中αｊ是Ａ的特征值，ａｊ是对应的代数重次．子空间 Ｅ
－（Ａ），Ｅ＋（Ａ），Ｅ０ （Ａ）

分别称为Ａ的压缩子空间，膨胀子空间，和酉子空间．Ａ在这些子空间上的限制
分别记为Ａ＋，Ａ－，Ａ０．

问题３４１　用ｒ（Ａ）＝ｍａｘｊ｛｜αｊ｜｝记Ａ的谱半径．求证对每一个 ε＞０存在
范数‖．‖ε，使得

‖Ａ‖ε＝ ｓｕｐ
ｘ：‖ｘ‖ε＝１

‖Ａｘ‖ε≤ｒ（Ａ） ＋ε．

（提示：只需对若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）块 Ｊ＝αＩ＋Ｎ证明我们的论断 （为什么？）．现在
选择对角矩阵Ｑ＝ｄｉａｇ（１，ε，…，εｎ），并注意到Ｑ－１ＪＱ＝αＩ＋εＮ）．

问题３４２　假设Ａ（λ）是 Ｃｋ的且没有酉子空间．则映到压缩子空间，膨胀
子空间上的投影算子Ｐ±（Ａ（λ））是Ｃｋ的．（提示：利用公式

Ｐ－１（Ａ（λ））＝
１
２πｉ∫｜ｚ｜＝１

ｄｚ
ｚ－Ａ（λ）

，Ｐ＋（Ａ（λ））＝Ｉ－Ｐ－（Ａ（λ））．）
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第４章　复域中的微分方程

这一章要求读者具备一些复分析的基本知识．读者如果仅对动力系统有兴趣可
跳过这章和下一章直接阅读第６章．

４１　基本的存在唯一性结果

到现在为止，对要求的微分方程我们仅加上较弱的光滑性要求．另一方面，我
们遇到最多的例子事实上要求的方程是 （实）解析的．但是，迄今为止，我们还
没有用到这个附加信息．这一章我们将说明如何用复平面这个捷径对这些问题作更
深入的了解．

在这一章我们将考虑复域ΩＣｎ＋１中的微分方程．假设函数
ｆ：Ω→Ｃｎ，　（ｚ，ｗ） ｆ（ｚ，ｗ） （４１）

在Ω内解析 （复可微），并考虑微分方程

ｗ′＝ｆ（ｚ，ｗ），　ｗ（ｚ０）＝ｗ０． （４２）
这里的导数表示复微分

ｗ′（ｚ０）＝
ｄｗ（ｚ０）

ｄｚ
＝ｌｉｍ
ｚ→ｚ０

ｗ（ｚ）－ｗ（ｚ０）

ｚ－ｚ０
， （４３）

因此仅当ｗ（ｚ）解析时方程才有意义．
回忆复导数的存在性条件比实导数的存在性条件强得多．事实上，由它得知

ｗ（ｚ）可在ｚ０附近展开成收敛的幂级数：

ｗ（ｚ）＝∑
∞

ｊ＝０

ｗ（ｊ）（ｚ０）

ｊ！
（ｚ－ｚ０）

ｊ，　ｗ（ｊ）（ｚ０）＝
ｄｊｗ（ｚ０）

ｄｚｊ
． （４４）

设ｆ（ｗ） ＝ｆ（ｗ１，…，ｗｎ）依赖于多个变量，又若复偏导数

ｗｊ
ｆ（ｗ），　１≤ｊ≤ｎ （４５）

存在 （如同式 （４３），在复意义下定义），则称它是解析的．再次可以证明，ｆ（ｗ）
可展开成收敛的幂级数．但是我们在这里还不需要这个结果．只注意由这个定义得
知，如果ｆ（ｚ，ｗ）关于 ｎ＋１个变量 （ｚ，ｗ）解析，ｗ（ｚ）关于单个变量 ｚ解析，
则由链规则ｆ（ｚ，ｗ（ｚ））关于单个变量ｚ解析．

显然，第一个问题是要问解是否存在．很幸运，这可由实情形的相同方法回
答．我们只需指出其中的差别．



第一步是将式 （４２）写为

ｗ（ｚ）＝ｗ０＋∫
ｚ

ｚ０
ｆ（ζ，ｗ（ζ））ｄζ． （４６）

但是要注意，我们必须更加小心，因为现在的积分是沿着复平面的路径并且与

路径无关，但这看上去并不明显．另一方面，由于我们仅考虑围绕 ｚ０的小圆盘中
的ｚ值．而圆盘是单连通的，由柯西 （Ｃａｕｃｈｙ）积分定理得知上面的积分与路径无
关．接下来，我们需要适当的巴拿赫 （Ｂａｎａｃｈ）空间．由于解析函数序列的一致
极限仍是解析函数，如同在实情形，我们可以用ｓｕｐ范数

ｓｕｐ
｜ｚ－ｚ０｜＜ε

｜ｗ（ｚ）｜． （４７）

现在我们可如实数情形得到

定理４１　假设ｆ：Ω→Ｃ解析．则初值问题 （４２）有定义在ｚ０的充分小圆盘
内的唯一解．

接下来，我们定义最大解．很遗憾，这个问题比实情形更棘手．事实上，设
ｗ１（ｚ）和ｗ２（ｚ）是两个分别定义在区域 Ｕ１和 Ｕ２上的解．如果它们在点 ｚ１∈Ｕ１∩
Ｕ２重合，由我们的局部唯一性结果，它们也在 ｚ１的邻域内重合．因此，重合的区
域是开的．由ｗｊ（ｚ）的连续性它也是闭的 （在相对拓扑下），因此，这两个解在包

含ｚ１的Ｕ１∩Ｕ２的连通分支上重合．但一般地说，如下面例子显示，我们可以得出
的结论也仅有这些．

例　考虑

ｗ′＝
１
ｚ
，ｗ（１）＝０，ｚ∈Ｃ＼｛０｝． （４８）

其解是

ｗ（ｚ）＝ｌｎ（ｚ）＝ｌｎ｜ｚ｜＋ｉａｒｇ（ｚ）， （４９）
选择不同的分支分割 （即沿着半射线，ａｒｇ（ｚ）将跳过２π）得到不同的解．特别
地，注意没有唯一的最大定义域．

最后，我们指出，如何利用解的解析性来研究简单的微分方程．
例　考虑

ｗ′＋ｗ２＝ｚ，ｗ（０）＝ｗ０． （４１０）
这是里卡蒂 （Ｒｉｃｃａｔｉ）方程，我们已经知道它不可能求解，除非我们求得特解．但
是，经过尝试一段时间以后，你会同意看起来要找一个解不大可能，因此需要尝试

其他方法．由于知道在０附近解是解析的，因此我们至少可以将解写为

ｗ（ｚ）＝∑
∞

ｊ＝０
ｗｊｚ

ｊ，ｗ′（ｚ）＝∑
∞

ｊ＝０
ｊｗｊｚ

ｊ－１， （４１１）

将它们代入我们的方程得
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∑
∞

ｊ＝０
ｊｗｊｚ

ｊ－１ (＋ ∑
∞

ｊ＝０
ｗｊｚ)ｊ ２

＝ｚ． （４１２）

将乘积展开并整理ｚ的幂得

∑
∞

ｊ＝
(

０
（ｊ＋１）ｗｊ＋１＋∑

ｊ

ｋ＝０
ｗｋｗ )ｊ－ｋ ｚ

ｊ＝ｚ． （４１３）

比较ｚ的幂我们得到

ｗ１ ＝－ｗ
２
０，ｗ２ ＝ｗ

３
０＋
１
２
，ｗｊ＋１ ＝

－１
ｊ＋１∑

ｊ

ｋ＝０
ｗｋｗｊ－ｋ． （４１４）

从而，我们至少找到了解的幂级数系数的递推公式．但是，应该指出，如果包含ｗ
的ｆ太复杂，那就不能再工作．因此我们将仅进一步研究线性方程，不过，另一方
面我们可允许它的系数有极点，这在应用中通常是需要的．事实上，最后，允许我
们用特殊函数求解上面的方程 （问题４６）．

问题４１　对下面的方程求幂级数解．
（１）ｗ′＋ｗ＝ｚ，ｗ（０）＝ｗ０．
（２）ｗ′＋ｗ２＝ｚ２，ｗ（０）＝ｗ０．

（３）ｗ′＋ｗ＝
１
１－ｚ
，ｗ（０）＝ｗ０．

问题４２　用上面的幂级数方法尝试求解初值问题
ｗ″＝（ｚ２－１）ｗ，ｗ（０）＝１，ｗ′（０）＝０，

你能不能求这个解的封闭形式？第二个解是什么？（提示问题３２７（３））．
问题４３　对微分方程

ｚ２ｗ′＝ｗ－ｚ
作幂级数解猜测．所得级数的收敛半径是什么？

问题４４　考虑在ｚ０＝０时的式 （４２）．证明第ｎ次皮卡 （Ｐｉｃａｒｄ）迭代与直到
ｎ次的幂级数解相同．用它可推导有效的数值方法，例如熟知的 Ｓｏｃｈａｃｋｉ算法．
（提示：设ｗｎ （ｚ）是皮卡 （Ｐｉｃａｒｄ）迭代，又假设ｗ（ｚ）＝ｗｎ（ｚ）＋Ｏ（ｚ

ｎ＋１）．关于
ｆ（ｚ，ｗ（ｚ））和ｆ（ｚ，ｗｎ（ｚ））之间的关系你能得到什么样的利普布茨 （Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ）估
计？）．

４２　二阶方程的费罗贝尼斯 （Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ）方法

作为开始，我们将注意力局限于二阶线性方程

ｕ″＋ｐ（ｚ）ｕ′＋ｑ（ｚ）ｕ＝０， （４１５）
这在应用中是最重要的．显然，我们可将对实情形知道的一切 （例如叠加原理等）

转移到复情形，而且我们知道，当系数 ｐ（ｚ）和 ｑ（ｚ）解析时解也是解析的．但是，
在许多应用中系数有奇点．且我们的主要问题之一是了解解在这样的奇点附近的性
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态．这就是我们下面的课题．为记号方便起见，假设奇点是ｚ０＝０．
回忆函数ｕ（ｚ）在区域Ω＝｛ｚ∈Ｃ｜０＜｜ｚ｜＜ｒ｝内解析，它可以展开成 （收

敛的）洛朗 （Ｌａｕｒｅｎｔ）级数

ｕ（ｚ）＝∑
ｊ∈Ｚ
ｕｊｚ
ｊ，　ｚ∈Ω． （４１６）

如果所有的负系数ｕｊ，ｊ＜０为零，则它在ｚ＝０解析．如果只有有限个负系数为零，
就说ｕ（ｚ）有极点．对ｍ＞ｎ满足ｕ－ｍ＝０的最小ｎ称为极点的阶．反之，如果无穷
多个负系数不为零，则称ｚ＝０为本性奇点．

现在让我们开始考虑一个典型例子．
例　考虑Ｅｕｌｅｒ方程

ｕ″＋
ｐ０
ｚ
ｕ′＋
ｑ０
ｚ２
ｕ＝０，　ｚ∈Ｃ＼｛０｝． （４１７）

显然，系数在ｚ＝０有极点，因为Ｃ＼｛０｝不是单连通区域，解不可能对一切ｚ∈Ｃ
＼｛０｝有定义．因此我们沿着负实轴引入分支分割，并考虑单连通区域 Ω＝Ｃ＼
（－∞，０］．为了求解方程 （４１７），用变换

ζ＝ｌｎ（ｚ）＝ｌｎ｜ｚ｜＋ｉａｒｇ（ｚ），　－π＜ａｒｇ（ｚ）＜π （４１８）

将Ω映为带子 Ω
～
＝｛ｚ∈〗Ｃ｜－π＜ｌｍ（ｚ）＜π｝．在新坐标下这个方程化为
ｗ″＋（ｐ０－１）ｗ′＋ｑ０ｗ＝０，ω（ζ）＝ｕ（ｅζ）． （４１９）

由于它有常系数，按照定理３６，借助于特征值

α１，２＝
１
２
（１－ｐ０± （ｐ０－１）

２－４ｑ槡 ０） （４２０）

给出解的基．如果特征值相异，α１≠α２，我们有两个线性无关解
ｕ１（ｚ）＝ｚα１，ｕ２（ｚ）＝ｚα２； （４２１）

如果它们相等，α１＝α２，我们有两个线性无关解
ｕ１（ｚ）＝ｚα１，ｕ２（ｚ）＝ｌｎ（ｚ）ｚα２． （４２２）

现在我们回到一般情形．作为热身，先看一阶方程．
引理４２　一阶方程

ｕ′＋ｐ（ｚ）ｕ＝０ （４２３）
有形如

ｕ（ｚ）＝ｚαｈ（ｚ），　ｈ（ｚ）＝∑
∞

ｊ＝０
ｈｊｚ
ｊ，ｈ０ ＝１ （４２４）

的解，当且仅当ｐ（ｚ）有一阶极点．在这种情形下，我们有α＝－ｌｉｍ
ｚ→０
ｚｐ（ｚ）且ｈ（ｚ）的

幂级数的收敛半径与ｐ（ｚ）的洛朗 （Ｌａｕｒｅｎｔ）级数的收敛半径相同．

证明　如果ｐ（ｚ）＝
ｐ０
ｚ
＋ｐ１＋ｐ２ｚ＋…有一阶极点，则上面方程的解可明显地表
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示为 （问题１１３）

ｕ（ｚ） (＝ｅｘｐ －∫
ｚ

ｐ（ｔ）ｄ)ｔ ＝ｅｘｐ（－ｐ０ｌｎ（ｚ）＋ｃ－ｐ１ｚ＋…）

＝ｚ－ｐ０ｅｘｐ（ｃ－ｐ１ｚ＋…）． （４２５）
反之，我们有

ｐ（ｚ）＝－
ｕ′（ｚ）
ｕ（ｚ）

＝－
α
ｚ
－
ｈ′（ｚ）
ｈ（ｚ）

． （４２６）

□
现在我们准备好了来讨论我们的二阶方程．由这个例子启发，假设系数的形式

是

ｐ（ｚ）＝
１
ｚ∑

∞

ｊ＝０
ｐｊｚ
ｊ，　ｑ（ｚ）＝

１
ｚ２
∑
∞

ｊ＝０
ｑｊｚ
ｊ， （４２７）

我们求形如

ｕ（ｚ）＝ｚαｈ（ｚ） （４２８）

的解，其中ｈ（ｚ）在ｚ＝０附近解析，且满足ｈ（０）＝１．这是广义幂级数方法，或者
称为弗罗贝尼斯 （Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ）方法．

将这些代入式 （４１５）并比较系数得

（（α＋ｊ）（α＋ｊ－１）＋（α＋ｊ）ｐ０＋ｑ０）ｈｊ＋∑
ｊ

ｋ＝１
（α＋ｊ－ｋ）ｐｋ＋ｑｋｈｊ－ｋ ＝０．

（４２９）
由于ｈ０＝１，对ｊ＝０这给出特征方程

α２＋（ｐ０－１）α＋ｑ０＝０． （４３０）
因此可选择特征指数α：

α１，２＝
１
２
（１－ｐ０± （ｐ０－１）

２－４ｑ槡 ０）． （４３１）

这里我们取根的标准分支，使得Ｒｅ（α１）≥Ｒｅ（α２）．
在情形α＝α１，我们得到ｈｊ的递归公式

ｈｊ＝
－１

（α１－α２＋ｊ）ｊ
∑
ｊ

ｋ＝１
（（α１＋ｊ－ｋ）ｐｋ＋ｑｋ）ｈｊ－ｋ， （４３２）

这永远可解．在情形α＝α２我们得到

ｈｊ＝
－１

（α２－α１＋ｊ）ｊ
∑
ｊ

ｋ＝１
（（α２＋ｊ－ｋ）ｐｋ＋ｑｋ）ｈｊ－ｋ， （４３３）

当α１＝α２＋ｍ，ｍ∈Ｎ０时可能会存在问题．
在此情形下，由我们的选择 ｈ０＝１，则 ｈｊ，１≤ｊ≤ｍ－１唯一确定，对 ｊ＝ｍ我
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们有

０＝∑
ｍ

ｋ＝１
（（α１－ｋ）ｐｋ＋ｑｋ）ｈｍ－ｋ． （４３４）

如果这个方程满足，我们可以按我们的要求选择 ｈｍ，并保持 ｈｊ，ｊ＞ｍ仍是递归地
确定．否则不存在形如ｚα２ｈ（ｚ）的解．

因此，对最后这个情形需要用另外的方法．为了求第二个解的形式我们用常数
变易法猜测 （比较问题３３０）．设

ｕ２（ｚ）＝ｃ（ｚ）ｕ１（ｚ）＝ｃ（ｚ）ｚα１ｈ１（ｚ）． （４３５）
于是

ｃ″（ｚ）＋ ２
α１
ｚ
＋２
ｈ１′（ｚ）

ｈ１（ｚ）
＋ｐ（ｚ( )）ｃ′（ｚ）＝０， （４３６）

其中

２
α１
ｚ
＋２
ｈ１′（ｚ）

ｈ１（ｚ）
＋ｐ（ｚ( )） ＝１－α２＋α１ｚ

＋２ｈ１′（０）＋ｐ１＋…， （４３７）

因此，由引理４２，

ｃ′（ｚ）＝ｚα２－α１－１∑
∞

ｊ＝０
ｃｊｚ
ｊ，　ｃ０≠０． （４３８）

如果α１－α２Ｎ０，积分 （略去积分常数）得

ｃ（ｚ）＝ｚα２－α１∑
∞

ｊ＝０

ｃｊ
α２－α１＋ｊ

ｚｊ， （４３９）

如果α１－α２＝ｍ∈Ｎ０则得

ｃ（ｚ）＝ｚα２－α１∑
∞

ｊ＝０，ｊ≠ｍ

ｃｊ
α２－α１＋ｊ

ｚｊ＋ｃｍｌｎ（ｚ）． （４４０）

在后一情形ｃｍ可为零，除非ｍ＝０．
综上所述，我们有

定理４３　假设系数ｐ（ｚ）和ｑ（ｚ）分别 （至多）有一阶和二阶极点．那么，如
果α１，α２是特征指数，则可发生两种情形：

情形１．如果α１－α２Ｎ０，则基础解系是
ｕｊ（ｚ）＝ｚαｊｈ１（ｚ），　ｊ＝１，２， （４４１）

其中函数ｈｊ（ｚ）在ｚ＝０附近解析且满足ｈｊ（０）＝１．
情形２．如果α１－α２＝ｍ∈Ｎ０则基础解系是

ｕ１（ｚ）＝ｚα１ｈ１（ｚ），

ｕ２（ｚ）＝ｚα１ｈ２（ｚ）＋ｃｌｎ（ｚ）ｕ１（ｚ），
（４４２）

其中函数ｈｊ（ｚ）在ｚ＝０附近解析且满足ｈｊ（０）＝１．常数ｃ∈Ｃ可以为零，除非ｍ＝
０．
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此外，在这两个情形ｈ１（ｚ）和ｈ２（ｚ）的幂级数的收敛半径至少等于ｐ（ｚ）和ｑ（ｚ）
的收敛半径中较小的．

证明　由于ｕ１和ｕ２显然线性无关，只需证明 ｈ１（ｚ）的幂级数有非零的收敛半
径．设ｈｊ是由式 （４３２）定义的系数，令 Ｒ＞０小于 ｐ（ｚ）和 ｑ（ｚ）的收敛半径．我
们证明，对某个Ｃ＞０有｜ｈｊ｜Ｒ

ｊ≤Ｃ．
记

Ｐ＝∑
∞

ｊ＝１
｜ｐｊ｜Ｒ

ｊ，　Ｑ＝∑
∞

ｊ＝１
｜ｑｊ｜Ｒ

ｊ． （４４３）

于是存在ｊ０＞０，使得对ｊ＞ｊ０有
（｜α１｜＋ｊ）Ｐ＋Ｑ

（Ｒｅ（α１－α２）＋ｊ）ｊ
≤１． （４４４）

选取Ｃ＝ｍａｘ
０≤ｊ≤ｊ０

｜ｈｊ｜Ｒ
ｊ．则论断对ｊ≤ｊ０成立，且可由归纳法进行：假设它直到ｊ－１

成立，则由式 （４３２）我们得到

｜ｈｊ｜Ｒ
ｊ≤

１
（Ｒｅ（α１－α２）＋ｊ）ｊ

∑
ｊ

ｋ＝１
（（｜α１｜＋ｊ）｜ｐｋ｜＋｜ｑｋ｜）ＣＲ

ｋ

≤
（｜α１＋ｊ）Ｐ＋Ｑ

（Ｒｅ（α１－α２）＋ｊ）ｊ
Ｃ≤Ｃ， （４４５）

这就证明了我们的论断． □
进一步，关于ｐ和ｑ的条件是最佳的：
定理４４（富克斯 （Ｆｕｃｈｓ））　方程 （４１５）有如上一定理的两个解 ｕ１（ｚ）和

ｕ２（ｚ），当且仅当ｐ（ｚ）和ｚｑ（ｚ）至少有一阶极点．
证明　考虑ｖ（ｚ）＝（ｕ２（ｚ）／ｕ１（ｚ））′，并注意到它有形式 ｖ（ｚ）＝ｚβｋ（ｚ），其中

ｋ（ｚ）在ｚ＝０附近解析．
现在，直接计算显示

ｐ（ｚ）＝－
ｖ′（ｚ）
ｖ（ｚ）

－２
ｕ１′（ｚ）

ｕ１（ｚ）
， （４４６）

由于右端至多有一阶极点，故ｐ也是．
类似地，

ｑ（ｚ）＝－
ｕ１″（ｚ）

ｕ１（ｚ）
－ｐ（ｚ）

ｕ１′（ｚ）

ｕ１（ｚ）
（４４７）

至多有二阶极点． □
最后，注意这个特征也可用以对在ｚ０＝∞的奇点进行分类．为此作变量变换 ζ

＝
１
ｚ
，它将我们的方程变为

ｗ″＋（２ζ－１－ζ－２ｐ（ζ－１））ｗ′＋ζ－４ｑ（ζ）－１ｗ＝０，　ｗ（ζ）＝ｕ（ζ－１）． （４４８）
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特别地，这个方程是在ｚ０＝∞的富克斯 （Ｆｕｃｈｓ）型，当且仅当
ｚ２ｕ″＋ｚｕ′＋（ｚ２－ν２）ｕ＝０，　ν∈Ｃ． （４４９）

现在让我们看看如何将这个方法应用到具体的例子．这将额外证明上面所有的
情形都可出现．

例　考虑著名的贝塞尔 （Ｂｅｓｓｅｌ）方程
ｚ２ｕ″＋ｚｕ′＋（ｚ２－ν２）ｕ＝０，　ν∈Ｃ． （４５０）

不妨假设Ｒｅ（ν）≥０．Ａ０的特征值为α１，２＝±ν，因此有形如

ｕ１（ｚ）＝ｚν∑
∞

ｊ＝０
ｈ１，ｊｚ

ｊ，ｈ１，０ ＝１ （４５１）

的解．将它代入我们的方程得

ｚ２∑
∞

ｊ＝０
ｈ１，ｊ（ｊ＋ν－１）（ｊ＋ν）ｚ

ｊ＋ν－２＋ｚ∑
∞

ｊ＝０
ｈ１，ｊ（ｊ＋ν）ｚ

ｊ＋ν－１＋（ｚ２－ν２）∑
∞

ｊ＝０
ｈ１，ｊｚ

ｊ＋ν＝０，

（４５２）
两边乘上ｚ－ν并整理ｚ的幂得

∑
∞

ｊ＝０
（ｈ１，ｊ（ｊ＋ν－１）（ｊ＋ν）＋ｈ１，ｊ（ｊ＋ν）＋ｈ１，ｊ－２－ｈ１，ｊν

２）ｚｊ＝０， （４５３）

其中，对ｊ＜０我们令ｈ１，ｊ＝０．比较系数我们得到未知展开系数ｈ１，ｊ的递推关系
ｊ（ｊ＋２ν）ｈ１，ｊ＋ｈ１，ｊ－２＝０． （４５４）

特别地，对偶次系数ｈ１，２ｊ和奇次系数 ｈ１，２ｊ＋１，这可看作为两个独立的递推关系．容
易看出这个解是

ｈ１，２ｊ＝
（－１）ｊ

４ｊｊ！（ν＋１）
，　ｈ２ｊ＋１＝０， （４５５）

这里我们用了Ｐｏｃｈｈａｍｍｅｒ符号

（ｘ）０＝１，　（ｘ）ｊ＝ｘ（ｘ＋１）…（ｘ＋ｊ－１）＝
Γ（ｘ＋ｊ）
Γ（ｘ）

． （４５６）

具有不同规范化的这个解称为ν阶贝塞尔 （Ｂｅｓｓｅｌ）函数

Ｊν（ｚ）＝
ｕ１（ｚ）

２νΓ（ν＋１）
＝∑

∞

ｊ＝０

（－１）ｊ

ｊ！Γ（ν＋ｊ＋１）
ｚ( )２

２ｊ＋ν

． （４５７）

现在要问第二个解是什么？为此我们对 －ν研究这个方程．在上面的计算中以 －ν
代替ν，我们看到，只要对所有ｊ，有 （－ν＋１）ｊ≠０，这只能发生在 ν∈Ｎ０，这时

我们就可以求得第二个 （线性无关）解Ｊ－ν（ｚ）．因此即使对ν＝
２ｎ＋１
２
，其中α１－

α２＝２ν＝２ｎ＋１∈Ｎ，也不存在对数项．剩下的考虑 ν＝ｎ∈Ｎ的情形．这时候所有
的奇次系数必须为零，对偶次系数的递推关系在２ｊ＝２ｎ给出矛盾．因此剩下只可
能是对数解

ｕ２（ｚ）＝ｚ
－ｎｈ２（ｚ）＋ｃｌｎ（ｚ）ｕ１（ｚ）． （４５８）
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将此代入我们的方程得

ｊ（ｊ－２ｎ）ｈ２，ｊ＋ｈ２，ｊ－２＝－２ｃ（ｊ－ｎ）ｈ１，ｊ－２ｎ． （４５９）
又一次所有的奇次系数ｈ２，２ｊ＋１＝０．偶次系数ｈ２，２ｊ对ｊ＜ｎ如前可递推地确定

ｈ２，２ｊ＝
１

４ｊｊ！（ν－１）ｊ
，　ｊ＜ｎ． （４６０）

对ｊ＝２ｎ递推地得到ｈ２，２（ｎ－１）＝－２ｃｎ，由此得

ｃ＝
－２

４ｎｎ！（ｎ－１）！
． （４６１）

一旦我们选定了值ｈ２，２ｎ，剩下的系数现在由
４ｊ（ｊ＋ｎ）ｈ２，２ｊ＋２ｎ＋ｈ２，２（ｊ－１）＋２ｎ＝－２ｃ（２ｊ＋ｎ）ｈ１，２ｊ （４６２）

递推地得到．这是一阶线性非齐次递推关系式，其解 （见问题４．３，并注意齐次
方程的解是ｈ１，２ｊ）是

ｈ２，２ｊ＋２ｎ ＝ｈ１，２ｊ ｈ２，２ｎ－
ｃ
２∑

ｊ

ｋ＝１

２ｋ＋ｎ
ｋ（ｋ＋ｎ( )

）
． （４６３）

选取ｈ２，２ｎ＝
ｃ
２
Ｈｎ，其中

Ｈｊ＝∑
ｊ

ｋ＝１

１
ｋ

（４６４）

是调和数，我们得到

ｈ２，２ｎ＋２ｊ＝
（－１）ｊ（Ｈｊ＋ｎ＋Ｈｊ）

４ｊ＋ｎ（ｎ－１）！ｊ！（ｊ＋ｎ）！
． （４６５）

通常，将下面的线性组合

Ｙｎ（ｚ）＝－
２ｎ（ｎ－１）！

π
ｕ２（ｚ）＋

γ－ｌｎ（２）
２ｎ－１πｎ！

ｕ１（ｚ）　　　　　　

＝
２
π
γ＋ｌｎ

ｚ( )( )２
Ｊｎ（ｚ）－

１
π∑
ｎ－１

ｊ＝０

（－１）ｊ（ｎ－１）！
ｊ！（１－ｎ）ｊ

ｚ( )２
２ｊ－ｎ

－

　
１
π∑

∞

ｊ＝０

（－１）ｊ（Ｈｊ＋ｎ＋Ｈｊ）

ｊ！（ｊ＋ｎ）！
ｚ( )２

２ｊ＋ｎ

（４６６）

取为第二个无关解．这里γ＝ｌｉｍ
ｊ→∞
（Ｈｊ－ｌｎ（ｊ））是欧拉常数．

最后，我们注意，通常也用（汉克尔（Ｈａｎｋｅｌ）函数）

Ｙν（ｚ）＝
ｃｏｓ（πν）Ｊν（ｚ）－Ｊ－ν（ｚ）

ｓｉｎ（πν）
（４６７）

作为贝塞尔 （Ｂｅｓｓｅｌ）方程第二个解．对固定的 ｚ≠０，右端对 ν∈Ｎ０有奇点．但
是，由于

Ｊ－ｎ（ｚ）＝（－１）
ｎＪｎ（ｚ），ｎ∈Ｎ０， （４６８）
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它可以移去，且可证明其极限是第二个线性无关解 （问题４４），它与上面的一个
重合．

在你的袖珍 （式）计算器中可能找不到贝塞尔函数，它们可在 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ找
到．例如．这里是ν＝０阶贝塞尔 （Ｂｅｓｓｅｌ）和汉克尔 （Ｈａｎｋｅｌ）函数的图像．

Ｉｎ［ｉ］：＝Ｐｌｏｔ［｛ＢｅｓｓｅｌＪ［０，ｚ］，ＢｅｓｓｅｌＹ［０，ｚ］｝，｛ｚ，０，１２｝］
Ｏｕｔ［ｉ］＝

　　　　　　　　　　

问题４５　证明如果ｐ（ｚ）＝ｚ－１∑
∞

ｊ＝０
ｐｊ－ｋｚ

ｊ，那么引理４２中的ｈ（ｘ）的系数可由

ｈｊ＝
１
ｊ∑
ｊ－１

ｋ＝０
ｐｊ－ｋｈｋ

递推地给出．
问题４６　考虑一阶线性非齐次差分方程

ｘ（ｎ＋１）－ｆ（ｎ）ｘ（ｎ）＝ｇ（ｎ），ｆ（ｎ）≠０．
求证齐次方程 （ｇ＝０）的解是

ｘｈ（ｎ）＝ｘ（０）
∏
ｎ－１

ｊ＝０
ｆ（ｊ）， 对ｎ＞０，

１， 对ｎ＝０，

∏
－１

ｊ＝０
ｆ（ｊ）－１， 对ｎ＞０











 ．

．

对非齐次方程用常数变易法，并证明其解为

ｘ（ｎ）＝ｘｈ（ｎ）＋

ｘｈ（ｎ）∑
ｎ－１

ｊ＝０

ｇ（ｊ）
ｘｈ（ｊ＋１）

， 对ｎ＞０，

０， 对ｎ＝０，

－ｘｈ（ｎ）∑
－１

ｊ＝０

ｇ（ｊ）
ｘｈ（ｊ＋１）

， 对ｎ＜０











 ．

．

问题４７（汉克尔 （Ｈａｎｋｅｌ）函数）　对所有 ν，求证汉克尔 （Ｈａｎｋｅｌ）函数
是贝塞尔 （Ｂｅｓｓｅｌ）方程的第二个线性无关解，其方法如下：

（１）证明式 （４６８），并得知汉克尔 （Ｈａｎｋｅｌ）函数对所有的ν有定义，关于
变量ｚ和ν（对ｚ∈Ｃ＼（－∞，０］和Ｒｅ（ν） ＞０）解析．

（２）求证贝塞尔 （Ｂｅｓｓｅｌ）方程的两个解的修正朗斯基 （Ｗｒｏｎｓｋｙ）行列式
Ｗ（ｕ（ｚ），ｖ（ｚ））＝ｚ（ｕ（ｚ）ｖ′（ｚ）－ｕ′（ｚ）ｖ（ｚ））
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是常数．（提示：刘维尔 （Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ）公式）．证明

Ｗ（Ｊν（ｚ），Ｊ－ν（ｚ））＝
－２

Γ（ν）Γ（１－ν）
＝－
２
π
ｓｉｎ（πν）．

（提示：利用朗斯基 （Ｗｒｏｎｓｋｙ）行列式的常数性质，并在 ｚ＝０计算它．你不需要
对Γ函数去证明这个公式）．

（３）现在证明

Ｗ （Ｊν（ｚ），Ｙν（ｚ）） ＝
２
π
．

关于ｚ微分这个公式，并证明Ｙν（ｚ）满足贝塞尔 （Ｂｅｓｓｅｌ）方程．
问题４８　求证贝塞尔 （Ｂｅｓｓｅｌ）函数的下面性质．
（１）（ｚ±νＪν（ｚ））′＝±ｚ

±νＪν１（ｚ）．

（２）Ｊν＋１（ｚ）＋Ｊν－１（ｚ）＝
２ν
ｚ
Ｊν（ｚ）．

（３）Ｊν＋１（ｚ）－Ｊν－１（ｚ）＝２Ｊν（ｚ）′．
问题４９　求证

∫
ａ

０
Ｊν（ｚ）

２ｚｄｚ＝
ａ２

２
Ｊν′（ａ）

２＋
ａ２－ν２

２
Ｊν（ａ）

２，　ν≥０．

（提示：用ｕ′（ｚ）乘贝塞尔 （Ｂｅｓｓｅｌ）方程两边并证明所得结果是只差一项的全微
分）．

问题４１０　实际中出现的许多微分方程并不是标准形式 （４５０）．求证微分方
程

ｗ″＋
１－２ａ
ｚ
ｗ′＋ （ｂｃｚｃ－１）２＋

ａ２－ν２ｃ２

ｚ( )２ ｗ＝０

可通过变换ｗ（ｚ）＝ｚａｕ（ｂｚｃ）化为贝塞尔 （Ｂｅｓｓｅｌ）方程．
借助贝塞尔 （Ｂｅｓｓｅｌ）函数求

ｗ′＋ｗ２＝ｚ，
ｗ′＝ｗ２－ｚ２

的解．（提示：问题３２７（４））．
问题４１１（勒让德 （Ｌｅｇｅｎｄｒｅ）多项式）勒让德 （Ｌｅｇｅｎｄｒｅ）方程是

（１－ｚ２）ｗ″－２ｚｗ′＋ｎ（ｎ＋１）ｗ＝０．
在ｚ＝０作幂级数解猜测，如果 ｎ∈Ｎ０，求证存在多项式解 ｐｎ（ｚ）．ｐｎ（ｚ），其阶数
是什么？

问题４１２　（超几何方程）．超几何方程是
ｚ（１－ｚ）ｗ″＋（ｃ－（１＋ａ＋ｂ）ｚ）ｗ′－ａｂｗ＝０．

将所有奇点 （包括∞）进行分类．利用弗罗贝尼乌斯 （Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ）方法求证
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Ｆ（ａ，ｂ，ｃ；ｚ）＝∑
∞

ｊ＝０

（ａ）ｊ（ｂ）ｊ
（ｃ）ｊｊ！

ｚｊ，　 －ｃＮ０

是解．这是超几何函数．求证ｚ１－ｃｗ（ｚ）也是超几何方程的解但具有不同系数．利用
它证明Ｆ（ａ－ｃ＋１，ｂ－ｃ＋１，２－ｃ；ｚ）是对ｃ－２Ｎ０时的第二个解．这给出ｃ
Ｚ时的两个线性无关解．

问题４１３（汇合超几何方程）　汇合超几何方程是
ｚｗ″＋（ｃ－ｚ）ｗ′－ａｗ＝０．

将所有奇点 （包括∞）进行分类．利用弗罗贝尼乌斯 （Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ）方法证明

Ｋ（ａ，ｂ；ｚ）＝∑
∞

ｊ＝０

（ａ）ｊ
（ｃ）ｊｊ！

ｚｊ，　 －ｃＮ０

是解．这是汇合超几何函数，或者库默尔 （Ｋｕｍｍｅｒ）函数．
求证ｚ１－ｃｗ（ｚ）也是汇合超几何方程的解但具有不同系数．利用这个证明Ｋ（ａ－

ｃ＋１，２－ｃ；ｚ）是对ｃ－２Ｎ０时的第二个解．这给出ｃＺ时的两个线性无关解．
问题４１４　求证具有有限个富克斯 （Ｆｕｃｈｓ）型奇点 ｚ０，…，ｚｎ，∞的任何二

阶方程 （４１５）都有形式

ｐ（ｚ）＝∑
ｎ

ｊ＝０

ｐｊ
ｚ－ｚｊ

，ｑ（ｚ）＝∑
ｎ

ｊ＝０

ｑｊ
（ｚ－ｚｊ）

２
＋
ｒｊ
ｚ－ｚ( )

ｊ

，

其中ｐｊ，ｑｊ，ｒｊ∈Ｃ且必须满足

∑
ｎ

ｊ＝０
ｒｊ＝０．

证明如果另外有ｐ∞ ＝ｑ∞ ＝ｒ∞ ＝０，则没有∞奇点，其中

ｐ∞ ＝２－∑
ｎ

ｊ＝０
ｐｊ，　ｑ∞ ＝∑

ｎ

ｊ＝０
（ｑｊ＋ｒｊｚｊ），　ｒ∞ ＝∑

ｎ

ｊ＝０
ｚｊ（２ｑｊ＋ｒｊｚｊ）．

问题４１５（黎曼 （Ｒｉｅｍａｎｎ）方程）二阶方程称为 （黎曼Ｒｉｅｍａｎｎ方程），如
果它只有三个Ｆｕｃｈｓ型奇点 （包括∞）．黎曼 （Ｒｉｅｍａｎｎ）方程的解用黎曼 （Ｒｉｅ
ｍａｎｎ）符号

Ｐ

ｚ０ ｚ１ ｚ２
α１ β１ γ１ ｚ

α２ β２ γ{ }
２

，

表示，其中数ｚｊ是奇点，ｚｊ下面的数对应于特征指数．
我们回忆，对给定的点 ｚｊ，ｊ＝０，１，２，利用分式线性变换 （默比乌斯

（Ｍｏｂｉｕｓ）变换）

ζ（ｚ）＝
ａｚ＋ｂ
ｃｚ＋ｄ

，　ａｄ－ｂｃ≠０

将它们映为任何给定的其他点ζｊ＝ζ（ｚｊ），ｊ＝０，１，２．取ζ０＝０，ζ１＝１和 ζ２＝∞，
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并证明

Ｐ

ｚ０ ｚ１ ｚ２
α１ β１ γ１ ｚ

α２ β２ γ{ }
２

＝Ｐ

０ １ ∞

α１ β１ γ１
ａｚ＋ｂ
ｃｚ＋ｄ

α２ β２ γ




















２

．

对情形ｚ０＝０，ｚ１＝１和ｚ２＝∞，证明

ｐ（ｚ）＝
ｐ０
ｚ
＋
ｐ１
ｚ－１
，　ｑ（ｚ）＝

ｑ０
ｚ２
＋
ｒ０
ｚ
＋

ｑ１
（ｚ－１）２

－
ｒ０
ｚ－１
．

用特征指数表示ｐ（ｚ）和ｑ（ｚ）并证明
α１＋α２＋β１＋β２＋γ１＋γ２＝１．

所得的黎曼 （Ｒｉｅｍａｎｎ）方程由它的符号唯一确定．
最后，证明

ｚν（１－ｚ）μＰ

０ １ ∞
α１ β１ γ１ ｚ

α２ β２ γ
{ }

２

＝Ｐ

０ １ ∞
α１＋ν β１＋μ γ１－μ－ν ｚ

α２＋ν β２＋μ γ２－μ－
{ }

ν
，

由此得知任何一个黎曼 （Ｒｉｅｍａｎｎ）方程可以变为超几何方程

Ｐ
０ １ ∞
０ ０ ａ ｚ
１－ｃ ｃ－ａ－{ }ｂ ｂ

．

求证勒让德 （Ｌｅｇｅｎｄｒｅ）方程是黎曼 （Ｒｉｅｍａｎｎ）方程．求将它化为超几何方程的
变换．

４３　含有奇点的线性系统

现在我们要把上一节的结果推广到线性系统

ｗ′＝Ａ（ｚ）ｗ，　ｗ（ｚ０）＝ｗ０，　ｚ，ｚ０∈ΩＣ， （４６９）
其中Ａ（ｚ）是矩阵，其元素在Ω内解析．

如在实数情形，可以证明我们总可以将解延拓．但是，一般地，如同在例 （４
８）中看到的，沿着不同路径的延拓可得到不同的解．但如果Ω是单连通区域这个
问题就不会发生．

定理４５　假设ｗ′＝Ａ（ｚ）ｗ＋ｂ（ｚ）是线性方程，其中Ａ：Ω→Ｃｎ×ｎ和ｂ：Ω→Ｃｎ

在单连通区域ΩＣ内解析．则对每一点ｚ０∈Ω，对应的初值问题有定义在整个 Ω
上的唯一解．

特别地，每一个解的幂级数在以ｚ０为中心且包含在Ω内的最大圆盘内收敛．
证明　如果Ω是中心在 ｚ０的圆盘，定理结论由推论２６得知．对一般的 Ω，
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取ｚ∈Ω并令γ∶［０，１］→Ω为从ｚ０到ｚ的路径．围绕γ每一点，在半径与初始条
件和ｔ∈ ［０，１］无关的球内，我们有解．故我们可以沿着路径 γ利用解析延拓定
义ｗ（ｚ）的值．由于Ω是单连通的，这个值由单值定理唯一确定． □

这个结果有一个重要推论，即线性方程的解仅在方程系数有孤立奇点处才可能

有奇点 （极点，本性奇点，或者分支点）．就是说，奇点是固定的且不依赖于初始
条件．另一方面，非线性方程一般有可移奇点，作为简单例子，方程

ｗ′＝－ｗ２ （４７０）
的通解是

ｗ（ｚ）＝
１
ｚ－ｚ０

． （４７１）

仅有的可移奇点是极点的方程在应用中起着重要作用．可以证明一阶方程
ｗ′＝ｆ（ｚ，ｗ）， （４７２）

如果其右端是ｗ的有理函数，是ｚ的全纯函数，且是里卡蒂 （Ｒｉｃｃａｔｉ）型的，即 ｆ
（ｚ，ｗ）＝ｆ０（ｚ）＋ｆ１（ｚ）ｗ＋ｆ２（ｚ）ｗ

２，则可以化为二阶线性方程 （参看问题 ３２７
（４））．在二阶方程

ｗ″＝ｆ（ｚ，ｗ，ｗ′） （４７３）
的情形，它是ｗ，ｗ′的有理函数，ｚ的全纯函数，潘勒韦 （Ｐａｉｎｌｅｖé）与他的合作者
曾经证明存在６个方程不能线性化或用已知的特殊函数求解．这些就是现在大家知
道的 （潘勒韦 （Ｐａｉｎｌｅｖé）超越方程．例如，其中前两个方程是

ＰＩ：ｗ″＝６ｗ
２＋ｚ，

ＰＩＩ：ｗ″＝ｚｗ＋２ｗ
３＋α，α∈Ｃ．

（４７４）

它们在非线性物理学中起着如特殊函数 （如贝塞尔 （Ｂｅｓｓｅｌ）函数）一样的重要作
用．不过，这超出了我们介绍的范围，读者可参看例如 Ｉｎｃｅ［１６］的书．现在我
们回到线性方程．

又如在实数情形，叠加原理成立．因此我们可以找到主解矩陈Π （ｚ，ｚ０），使
得 （４６９）的解是

ｗ（ｚ）＝Π（ｚ，ｚ０）ｗ０． （４７５）
不难看出，我们也可将刘维尔 （Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ）公式 （３７４）推广到复数情形．

再次假设奇点在ｚ０＝０．为此我们从一个典型例子开始．系统

ｗ′＝
１
ｚ
Ａｗ，ｚ∈Ｃ＼｛０｝ （４７６）

称为欧拉 （Ｅｕｌｅｒ）系统．显然它在ｚ＝０有一阶极点．由于 Ｃ＼｛０｝不是单连通
的，解对所有ｚ∈Ｃ＼｛０｝可能没有定义．从而我们可以沿着负实轴引入分支分割
并考虑单连通区域Ω＝Ｃ＼（－∞，０］．为了求解 （４７６），用变换

ζ＝ｌｎ（ｚ）＝ｌｎ｜ｚ｜＋ｉａｒｇ（ｚ），　－π＜ａｒｇ（ｚ）＜π， （４７７）
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它将Ω映为长条区域 Ω
～
＝｛ｚ∈Ｃ｜－π＜ｌｍ（ｚ）＜π｝．在新坐标下这个方程化为
ｗ′＝Ａｗ，　ｗ（ζ）＝ｗ（ｅζ）． （４７８）

因此基础解系为

Ｗ（ｚ）＝ｚＡ＝ｅｘｐ（ｌｎ（ｚ）Ａ）， （４７９）
其中最后一个表达式理解为ｚＡ的定义．通常，如果Ａ是若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）标准形，
则ｚＡ可容易计算．特别地，对若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）块Ｊ我们得到

ｚＪ＝ｚα

１ ｌｎ（ｚ）
ｌｎ（ｚ）２

２！
…

ｌｎ（ｚ）ｎ－１

（ｎ－１）！
１ ｌｎ（ｚ）  

１ 
ｌｎ（ｚ）２

２！
 ｌｎ（ｚ）





















１

． （４８０）

因此解是由形如ｚαｌｎ（ｚ）ｋ的项组成，其中 α是 Ａ的特征值，ｋ是非负整数．注意，
对数项仅在Ａ不可对角化时才出现．

如下面结果所示，这个性质事实上是任何孤立奇点附近的典型性质．
定理４６　假设Ａ（ｚ）在Ω＝｛ｚ∈Ｃ｜０＜｜ｚ－ｚ０｜＜ε｝内解析，则ｗ′＝Ａ（ｚ）ｗ的基

础解系有形式

Ｗ（ｚ）＝Ｕ（ｚ）（ｚ－ｚ０）
Ｍ， （４８１）

其中Ｕ（ｚ）在Ω内解析．
证明　再次利用我们的变换ζ＝ｌｎ（ｚ）得到

ｗ′＝ｅζＡ（ｅζ）ｗ，　Ｒｅ（ζ）＜ｌｎ（ｚ）． （４８２）
但是这个系统是周期系统，周期为２πｉ，因此定理结论可如弗洛凯 （Ｆｌｏｑｕｅｔ）定理
（定理３．１２）的证明得到．

□

注意到任何其他的基础解系 Ｗ
～
（ｚ）可以写为

Ｗ
～
（ｚ）＝Ｗ（ｚ）Ｃ＝Ｕ（ｚ）Ｃ（ｚ－ｚ０）

Ｃ－１ＭＣ，　ｄｅｔ（Ｃ）≠０ （４８３）

因此，我们有表达式 Ｗ
～
（ｚ）＝Ｕ

～
（ｚ）（ｚ－ｚ０）

Ｍ
～
，其中 Ｍ

～
线性地等价于Ｍ．

请注意这个定理并不是说，所有的坏项都在 （ｚ－ｚ０）
Ｍ内．事实上，Ｕ（ｚ）在ｚ０

有本性奇点．但是，如果不是，奇点称为正则的且我们可容易地用
Ｗ（ｚ）＝Ｕ（ｚ）（ｚ－ｚ０）

ｍ （ｚ－ｚ０）
Ｍ－ｍＩ． （４８４）

将 （ｚ－ｚ０）
Ｍ中Ｕ（ｚ）的极点吸收掉．但什么时候才可以这样做呢？我们希望当 Ａ
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的本性奇点不是太坏时有这可能．但是，方程ｗ′＝
１
ｚ２
ｗ有解ｗ（ｚ）＝ｅｘｐ －

１( )ｚ，它
在０有本性奇点．因此我们仅希望留下的是一阶极点．我们说 ｚ０是我们系统的简
单奇点，如果Ａ（ｚ）在ｚ０ （至多）有一阶极点．

定理４７　假设Ａ（ｚ）在 Ω＝｛ｚ∈Ｃ｜０＜｜ｚ－ｚ０｜＜ε｝内解析，且在 ｚ０有简单奇
点．则Ｗ（ｚ）的形式如式 （４８１），且Ｕ（ｚ）可在 ｛ｚ∈Ｃ‖ｚ－ｚ０｜＜ε｝内被选择为
解析．

证明　不妨考虑ｚ０＝０，只需证明 Ｕ（ｚ）至多有一个极点．设 ｗ（ｚ）是任一解．

此外，对给定ｒ０＞０我们可以找到数ｍ，使得对｜ｚ｜≤ｒ０有‖Ａ（ｚ）‖≤
ｍ
｜ｚ｜

．利

用极坐标ｚ＝ｒｅｉφ，对０＜ｒ≤ｒ０我们有

｜ｗ（ｒｅｉφ） ｜＝｜ｗ（ｒ０ｅ
ｉφ）＋∫

ｒ０

ｒ
Ａ（ｓｅｉφ）ｗ（ｓｅｉφ）ｅｉφｄｓ｜

≤｜ｗ（ｒ０ｅ
ｉφ）｜＋∫

ｒ０

ｒ

ｍ
ｓ
｜ｗ（ｓｅｉφ）｜ｄｓ． （４８５）

应用格朗沃尔 （Ｇｒｏｎｗａｌｌ）不等式，并对所有的φ取最大值，得

｜ｗ（ｚ）｜≤ ｓｕｐ
ζ∶｜ζ｜＝ｒ０

｜ｗ（ζ）｜
ｒ０
ｚ

ｍ

， （４８６）

这是我们所要求的估计． □
这个结果的逆一般不成立 （除了一维情形）．但是我们有
引理４８　如果ｚ０是正则奇点，则Ａ（ｚ）至多在ｚ０有极点．
证明　这由

Ａ（ｚ）＝Ｕ′（ｚ）Ｕ（ｚ）－１＋
１
ｚ－ｚ０

Ｕ（ｚ）ＭＵ（ｚ）－１ （４８７）

得知．因为ｄｅｔ（Ｕ（ｚ））至多可以有 ｍ阶零点，因此 Ｕ（ｚ）－１的元素至多有 ｍ阶极
点． □

由下面的例子看到，这个结果是最佳的．
例

Ａ（ｚ）＝
１
ｚ
０ ｚ－ｍ

ｚｍ( )ｍ ，　Ｕ（ｚ）＝
１ ０
０ ｚ( )ｍ ，　Ｍ＝ ０ １( )１ ０

（４８８）

问题４１６　设ｚ０是简单奇点，Ｗ（ｚ）是如 （４８１）中的基础解系．求证

ｄｅｔ（Ｗ（ｚ））＝（ｚ－ｚ０）
ｔｒ（Ａ０）ｄ（ｚ），　ｄ（ｚ０）≠０，

其中ｄ（ｚ）在ｚ０附近解析，以及 Ａ０＝ｌｉｍｚ→ｚ０
（ｚ－ｚ０）Ａ（ｚ）．此外，得到 ｔｒ（Ａ０－Ｍ）

∈Ｚ．（提示：对行列式利用Ａｂｅｌ恒等式 （３７４））．
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４４　弗洛贝尼乌斯 （Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ）方法

在这一节我们继续研究简单奇点．不失一般性令 ｚ０＝０．由于我们从定理４７

知道基础解系是什么样子，因此可以假设

Ｗ（ｚ）＝Ｕ（ｚ）ｚＭ，Ｕ（ｚ）＝∑
∞

ｊ＝０
Ｕｊｚ

ｊ，　Ｕ０≠０． （４８９）

利用

Ａ（ｚ）＝
１
ｚ∑

∞

ｊ＝０
Ａｊｚ

ｊ （４９０）

并将它们代入我们的微分方程，得到系数Ｕｊ的递推关系

Ｕｊ（ｊ＋Ｍ）＝∑
ｊ

ｋ＝０
ＡｋＵｊ－ｋ． （４９１）

但是，由于我们并不知道 Ｍ，这对我们并没有多少帮助．由式 （４７９）你可以猜
想我们刚好有Ｍ＝Ａ０和Ｕ０＝Ｉ．事实上，如果我们假设ｄｅｔ（Ｕ０）≠０，对ｊ＝０我们
得到Ｕ０Ｍ＝Ａ０Ｕ０，因此，Ｗ（ｚ）Ｕ

－１
０ ＝Ｕ（ｚ）Ｕ

－１
０ ｚ

Ａ０是预期的形式．遗憾的是，我们
并不知道ｄｅｔ（Ｕ０）≠０，甚至更坏地，一般这是不对的 （见下面例子）．

所以．我们还是不要期望太高而先找简单解．如果 μ是 Ｍ的特征值，对应的
特征向量是ｕ０，则

ｗ０（ｚ）＝Ｗ（ｚ）ｕ０＝ｚμＵ（ｚ）ｕ０ （４９２）
是下面形式的解

ｗ０（ｚ）＝ｚαｕ０（ｚ），　ｕ０（ｚ）＝∑
∞

ｊ＝０
ｕ０，ｊｚ

ｊ，　ｕ０，０≠０，　α＝μ＋ｍ． （４９３）

其中选择ｍ∈Ｎ０使得ｕ０ （０） ＝ｕ０，０≠０．将这个假设解代入我们的微分方程，分
别地得到

（α＋ｊ）ｕ０，ｊ＝∑
ｊ

ｋ＝０
Ａｋｕ０，ｊ－ｋ， （４９４）

和

（Ａ０－α－ｊ）ｕ０，ｊ＋∑
ｊ

ｋ＝１
Ａｋｕ０，ｊ－ｋ ＝０． （４９５）

特别地，对ｊ＝０有
（Ａ０－α）ｕ０，０＝０， （４９６）

由此，我们看到α必须是Ａ０的特征值！
现在，μ对应于ｎ＞１的非平凡若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）块的情形是什么？由式 （４

８０），我们有对应的广义特征向量集ｕｌ，１≤ｌ≤ｎ，使得
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ｗｌ（ｚ）＝Ｗ（ｚ）ｕｌ＝ｚα ｕｌ（ｚ）＋ｌｎ（ｚ）ｕｌ－１（ｚ）＋…＋
ｌｎ（ｚ）ｌ

ｌ！
ｕ０（ｚ( )），　１≤ｌ≤ｎ

（４９７）
是ｎ个解．其中

ｕｌ（ｚ）＝ｚμ
－αＵ（ｚ）ｕｌ＝∑

∞

ｊ＝ｍｌ

ｕｌ，ｊｚ
ｊ，　ｕｌ，ｍｌ≠０，　１≤ｌ≤ｎ． （４９８）

如前，选择ｍｌ∈Ｚ使得ｕｌ，ｍｌ≠０（注意，ｍｌ≥μ－α＝－ｍ）．为后面记号方便起见，
对ｊ＜ｍｌ我们令ｕｌ，ｊ＝０，以及ｕ－１，ｊ＝０．

再次，将这假设解代入我们的微分方程，得到

ｕｌ－１，ｊ＝０，ｊ＜ｍｌ （４９９）
以及

（α＋ｊ）ｕｌ，ｊ＋ｕｌ－１，ｊ＝∑
ｊ－ｍｌ

ｋ＝１
Ａｋｕｌ，ｊ－ｋ，　ｊ≥ｍｌ． （４１００）

由第一部分得ｍｌ－１≥ｍｌ，特别地，ｍｌ≤ｍ０＝０．由第二部分得到

（Ａ０－α－ｊ）ｕｌ，ｊ＋∑
ｊ

ｋ＝１
Ａｋｕｌ，ｊ－ｋ＝ｕｌ－１，ｊ，　ｊ≥ｍｌ． （４１０１）

进一步，对ｊ＝ｍｌ我们得到
（Ａ０－α－ｍｌ）ｕｌ，ｍｌ＝ｕｌ－１，ｍｌ． （４１０２）

因此存在两种情况，ｍｌ＝ｍｌ－１和 （Ａ０－α－ｍｌ）ｕｌ，ｍｌ＝ｕｌ－１，ｍｌ－１，即 α＋ｍｌ－１对应于
Ａ０的非平凡若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）块．或者，ｍｌ＜ｍｌ－１和 （Ａ０－α－ｍｌ）ｕｌ，ｍｌ＝０，即 α
＋ｍｌ是Ａ０的其他特征值．
综上所述，我们得到

定理４９　假设Ａ（ｚ）在ｚ０＝０有简单极点，其留数为Ａ０，则ｗ′＝Ａ（ｚ）ｗ的每一
个解具有形式

ｗ（ｚ）＝ｚα∑
ｌ

ｋ＝０
ｕｌ－ｋ（ｚ）

ｌｎ（ｚ）ｋ

ｋ！
，　ｕｌ（ｚ）＝∑

∞

ｊ＝ｍｌ

ｕｌ，ｊｚ
ｊ，　ｕｌ，ｍｌ≠０， （４１０３）

其中－ｍｌ∈Ｎ０以及ｍｌ＝ｍｌ－１ （令ｍ－１＝０）．如果ｍｌ＝ｍｌ－１ （令ｍ－１＝０），则向量
ｕｌ，ｍｌ是特征向量，（Ａ０－α＋ｍｌ）ｕｌ，ｍｌ＝０，或者，若 ｍｌ＜ｍｌ－１，它们是广义特征向
量，（Ａ０－α＋ｍｌ）ｕｌ，ｍｌ＝ｕｌ，ｍｌ－１．

特别地，Ｍ和Ａ０的若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）结构的联系如下：
定理４１０　对Ｍ的每一个特征值 μ，必须存在 Ａ０的特征值 α＝μ＋ｍ，ｍ∈

Ｎ０．对μ的每个若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）块存在α对应的若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）块，它可能小
于或者等于前者．如果小于，则必须存在Ａ０的特征值αｊ＝α＋ｍｊ，－ｍｊ∈Ｎ，对应
的若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）块补足失去的部分．

如果Ａ０的两个特征值相差不是整数，则Ａ０和Ｍ是相似的．
因此，我们找到了我们的微分方程在奇点 ｚ＝０邻域内解的可能形式的非常完
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整的图像，现在我们可以尝试求它的逆问题．给定微分方程系统的解 （４１０１），其
中α是Ａ０的特征值，我们通过 （４９７）来得到微分方程的解，只要我们能够证明
这个级数收敛．

但是在讨论收敛性问题之前，我们想想如何求解方程组 （４１０１）．如果数α＋ｊ
不是Ａ０对ｊ＞０时的特征值，则可以用 （Ａ０－α－ｊ）

－１乘 （４１０１），而ｕｌ，ｊ是由ｕｌ，ｊ－１
唯一确定的．这可能不是永远能够办得到的，但至少对ｊ＞ｊ０，ｊ０充分大时成立．因
此，我们可对前面的系数ｕｌ，ｊ，０≤ｌ≤ｎ，０≤ｊ≤ｊ０的有限系统先解．然后所有余下
的系数用递推方式唯一确定．

定理４１１　假设ｕｌ，ｊ是方程 （４１０１）的解，则由幂级数 （４９８）定义的ｕｌ（ｚ）
与ｚＡ（ｚ）的围绕ｚ＝０的幂级数的收敛半径相同．另外，通过 （４９７）定义的ｗｌ（ｚ）
是ｗ′＝Ａ（ｚ）ｗ的解．

证明　假设δ小于ｚＡ（ｚ）围绕ｚ＝０的幂级数的收敛半径，记

Ｍ ＝∑
∞

ｊ＝０
‖Ａｊ‖δ

ｊ＜∞． （４１０４）

对向量值的展开系数ｕ＝（ｕｊ）ｊ∈Ｎ０的空间赋予范数 （问题４１７）

‖ｕ‖ ＝∑
∞

ｊ＝０
｜ｕｊ｜δ

ｊ． （４１０５）

我们的思想是把导致麻烦的前面ｊ０项去掉，而视其余的为上面的巴拿赫 （Ｂａｎａｃｈ）
空间中的不动点方程．设

Ｋｕｊ＝
０， ｊ≤ｊ０，

１
γ＋ｊ∑

ｊ

ｋ＝０
Ａｋｕｊ－ｋ， ｊ＞ｊ０{ ，

（４１０６）

则

‖Ｋｕ‖≤
１

ｊ０－｜Ｒｅ（γ）｜
∑
∞

ｊ＝０
∑
ｊ

ｋ＝０
‖Ａｋ‖｜ｕｊ－ｋ｜δ

ｊ

＝∑
∞

ｊ＝０
∑
ｊ

ｋ＝０
‖Ａｋ‖｜ｕｊ｜δ

ｊ＝
Ｍ

ｊ０－｜Ｒｅ（γ）｜
‖ｕ‖．（４１０７）

因此，对充分大的ｊ０，和任何固定的ｖｊ，由压缩原理，方程 ｕｊ＝ｖｊ＋Ｋｕｊ有唯一解．
现在令ｕｌ，ｊ是方程 （４１００）的解

ｕｌ，ｍｉ＋ｊ＝
１

α＋ｍｌ＋ｊ
∑
ｊ

ｋ＝１
Ａｋｕｌ，ｍｌ＋ｊ－ｋ－

１
α＋ｍｌ＋ｊ

ｕｌ－１，ｍｌ＋ｊ， （４１０８）

并分别地对 ｊ≤ｊ０选取 γ＝α＋ｍｌ和 ｖｊ＝ｕｌ，ｍｌ＋ｊ，以及对 ｊ＞ｊ０选取 ｖｊ＝－
１

α＋ｍｌ＋ｊ
ｕｌ－１，ｍｌ＋ｊ．于是由构造我们的不动点问题的解ｕｊ与方程 （４１０１）的解ｕｌ，ｍｌ＋ｊ重合．

□
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综上所述，我们得到下面的求线性无关解的完整集合的过程：

对Ａ０的所有特征值α，α＋ｊ不是对所有 ｊ∈Ｎ０时的特征值，取对应的广义特
征函数ｕ０，ｌ≠０，（Ａ０－α）ｕ０，ｌ＝ｕ０，ｌ－１．则如在 （４９７）中定义的ｗｌ（ｚ），其中ｍｌ＝
０，

ｕｌ，ｊ＝（Ａ０－α－ｊ）
－ (１ ｕｌ－１，ｊ－∑

ｊ

ｋ＝１
ａｋｕｌ， )ｊ－ｋ （４１０９）

是线性无关解．

对所有其他的特征值 α
～
＝α＋ｍｊ，存在两个情形．首先，如同在前面情形对 α

～

尝试求得足够数量的解，直到不再可能再求解 （即方程 （４１０１）没有非平凡解）
为止．接下来，在预设解 （４９７）中对 α加入其他项使得直到足够数量的解被找
到．这是填满线性无关解集的过程．

这个求在简单奇点附近的一般解的过程就是熟知的弗洛贝尼乌斯 （Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ）
方法．Ａ０的特征值也称为特征指数．注意，“奇点是简单的”这个要求至关重要，
因为它保证代数方程组的系数可递推地求得．

显然我们也可以尝试应用这个方法得到围绕无穷远点的幂级数．为此，作坐标

变换ζ＝
１
ｚ
，于是我们的系统变成

ｗ＝－
１

ζ２
Ａ
１( )ζｗ，　ｗ（ｚ）＝ｗ １( )ｚ． （４１１０）

特别地，∞是简单奇点，当且仅当Ａ（ｚ）在∞ （至少）有一阶零点，即

Ａ（
１
ζ
）＝ζ∑

∞

ｊ＝０
Ａｊζ

ｊ． （４１１１）

系统称为富克斯 （Ｆｕｃｈｓ）系统，如果它仅有有限多个奇点，包括无穷远点，且都
是简单的．

引理４１２　每一个富克斯 （Ｆｕｃｈｓ）系统都具形式

Ａ（ｚ）＝∑
ｋ

ｊ＝１

Ａｊ
ｚ－ｚｊ

． （４１１２）

证明　考虑

Ｂ（ｚ）＝Ａ（ｚ）－∑
ｋ

ｊ＝１

Ａｊ
ｚ－ｚｊ

， （４１１３）

其中Ａｊ＝ｌｉｍｚ→ｚｊ
（ｚ－ｚｊ）Ａ（ｚ）．于是由构造，Ｂ（ｚ）在整个 Ｃ上解析．此外，由于 Ａ

（ｚ）在∞为零，故Ｂ（ｚ）也是，再由刘维尔 （Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ）定理Ｂ（ｚ）为零 （每一个有界

的解析函数为常数）． □

注意，富克斯 （Ｆｕｃｈｓ）系统在∞是正则的，当且仅当∑
ｋ

ｊ＝１
Ａｊ＝０．因此每一
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个非平凡 （Ａ（ｚ）≠０）富克斯 （Ｆｕｃｈｓ）系统至少有两个奇点．
最后，我们注意，对系统的所有结果都可用到ｎ阶线性方程

ｕ（ｎ）（ｚ）＋ｑｎ－１（ｚ）ｕ
（ｎ－１）（ｚ）＋…＋ｑ１（ｚ）ｕ′（ｚ）＋ｑ０（ｚ）ｕ（ｚ）＝０． （４１１４）

如通常，由变换将这个方程化为方程组显示，如果系数 ｑｊ（ｚ），０≤ｊ≤ｎ－１至多有
一阶极点，则ｚ０＝０是简单奇点．但是，我们甚至可以做得更好一点．引入

ｗ（ｚ）＝（ｕ（ｚ），ｚｕ′（ｚ），…，ｚｎ－１ｕ（ｎ－１）（ｚ））， （４１１５）
得

Ａ（ｚ）＝
１
ｚ

０ １
１ １

２ １
 

 １
－ｚｎｑ０ －ｚｎ－１ｑ１ … … －ｚ２ｑｎ－２ ｎ－１－ｚｑｎ

















－１

， （４１１６）

如果ｑｊ（ｚ），０≤ｊ≤ｎ－１在ｚ＝０至多有ｎ－ｊ阶极点，则它在ｚ＝０有简单奇点．
例如，变换方程 （４１５），我们得到系统

ｗ′＝Ａ（ｚ）ｗ，Ａ（ｚ）＝
０

１
ｚ

－ｚｑ（ｚ）
１
ｚ
－ｐ（ｚ












）

． （４１１７）

问题４１７　设ｗｊ＞０，ｊ∈Ｎ０给定．求证所有序列 ｕ＝ （ｕｊ）ｊ∈Ｎ０，ｕｊ∈Ｃ
ｎ的集

合构成一个巴拿赫 （Ｂａｎａｃｈ）空间，其中范数

‖ｕ‖ ＝∑
∞

ｊ＝０
｜ｕｊ｜ｗｊ

为有限．
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第５章　边 值 问 题

５１　引言

边值问题在物理学中有其基本重要性．但是，解决这类问题通常要通过常微分
方程，泛函分析，复变函数以及测度论诸方法的结合．由于后面几章并不要依赖
它，你可以跳过它而直接进到第６章．

为了启发边值问题的研究，我们先从物理学看一个典型例子．弦的振动可以由
在点ｘ和时间ｔ的位移ｕ（ｔ，ｘ）来描述．这个系统的运动方程是一维波动方程

１
ｃ２
２

ｔ２
ｕ（ｔ，ｘ）＝

２

ｘ２
ｕ（ｔ，ｘ）， （５１）

其中ｃ是声音在弦中的传播速度．此外，假设弦固定在两个端点上，就是说，ｘ∈
［０，１］和ｕ（ｔ，０） ＝ｕ（ｔ，１） ＝０，另外，初始位移ｕ（０，ｘ） ＝ｕ（ｘ）和初始速

度
ｕ
ｔ
（０，ｘ） ＝ｖ（ｘ）已知．

遗憾的是，这是一个偏微分方程，因此我们所找到的方法没有一个能够用得

上．特别地，我们不清楚如何去求解所提的问题．因此不妨先尝试找方程 （５１）
的某些解．为了使得它稍微容易一点，我们尝试求 ｕ（ｔ，ｘ）为两个函数的乘积，
其中每一个仅依赖于一个变量，即假设

ｕ（ｔ，ｘ）＝ｗ（ｔ）ｙ（ｘ）． （５２）

这个方法称为分离变量．将这些代入波动方程，并分别将所有依赖于 ｔ以及 ｘ的项
放在左右两端，得到

１
ｃ２
ｗ（ｔ）
ｗ（ｔ）

＝
ｙ″（ｘ）
ｙ（ｘ）

． （５３）

现在，如果这个方程对所有的 ｔ和 ｘ成立，其商必须等于常数 －λ．即我们得到方
程

－
１
ｃ２
ｗ（ｔ）＝λｗ（ｔ） （５４）

和



－ｙ″（ｘ）＝λｙ（ｘ），　ｙ（０）＝ｙ（１）＝０， （５５）

它们容易求解．第一个方程的解是

ｗ（ｔ）＝ｃ１ｃｏｓ（槡λｔ）＋ｃ２ｓｉｎ（槡λｔ）， （５６）

第二个方程的解是

ｙ（ｘ）＝ｃ３ｃｏｓ（槡λｔ）＋ｃ４ｓｉｎ（槡λｔ）． （５７）

但是，ｙ（ｘ）必须满足边界条件 ｙ（０） ＝ｙ（１） ＝０，如果 ｃ３＝０则第一个条件 ｙ

（０） ＝０满足，由第二个条件，得知 （ｃ４可由ｗ（ｔ）吸收）

ｓｉｎ（槡λ）＝０， （５８）

当λ＝（πｎ）２，ｎ∈Ｎ时它成立．总之，我们得到解

ｕ（ｔ，ｘ）＝（ｃ１ｃｏｓ（ｃｎπｔ）＋ｃ２ｓｉｎ（ｃｎπｔ））ｓｉｎ（ｎπｘ），　ｎ∈Ｎ． （５９）

特别地，弦只对某些固有频率有振动！

这样我们找到了许多解，但是还没有满足我们的初始条件．这可用叠加原理来
进行，因为我们的方程是线性的，这可以办到．事实上，选择

ｕ（ｔ，ｘ）＝∑
∞

ｎ＝１
ｃ１，ｎｃｏｓ（ｃｎπｔ）＋

ｃ２，ｎ
ｃｎπ
ｓｉｎ（ｃｎπｔ( )）ｓｉｎ（ｎπｘ）， （５１０）

其中系数ｃ１，ｎ和ｃ２，ｎ很快衰减，我们得到了方程的进一步解．此外，这些解满足

ｕ（０，ｘ）＝∑
∞

ｎ＝１
ｃ１，ｎｓｉｎ（ｎπｘ），　


ｔ
ｕ（０，ｘ）＝∑

∞

ｎ＝１
ｃ２，ｎｓｉｎ（ｎπｘ）． （５１１）

为此，将初始条件展开为Ｆｏｕｒｉｅｒ级数

ｕ（ｘ）＝∑
∞

ｎ＝１
ｕｎｓｉｎ（ｎπｘ），　ｖ（ｘ）＝∑

∞

ｎ＝１
ｖｎｓｉｎ（ｎπｘ）， （５１２）

我们看到，如果我们选择ｃ１，ｎ＝ｕｎ和ｃ２，ｎ＝ｖｎ，则原来方程的解由式 （５１０）给出．
一般地，不同领域中的大量问题，导致研究下面的问题

Ｌｙ（ｘ）＝λｙ（ｘ），　Ｌ＝
１
ｒ（ｘ）

－
ｄ
ｄｘ
ｐ（ｘ）

ｄ
ｄｘ
＋ｑ（ｘ( )）， （５１３）

使得它满足边界条件

ｃｏｓ（α）ｙ（α）＝ｓｉｎ（α）ｐ（ａ）ｙ′（ａ），ｃｏｓ（β）ｙ（ｂ）＝ｓｉｎ（β）ｐ（ｂ）ｙ′（ｂ）， （５１４）
其中α，β∈Ｒ．这样的问题称为施图姆刘维尔 （ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ）边值问题．这
个例子显示，我们应该证明关于施图姆刘维尔 （ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ）问题的下面事
实：

（１）（ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ）问题有可数多个特征值 Ｅｎ，对应的特征函数是 ｕｎ（ｘ），
即ｕｎ（ｘ）满足边值条件和Ｌｕｎ（ｘ） ＝Ｅｎｕｎ（ｘ）．
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（２）特征函数 ｕｎ是完全的，即任何一个好函数 ｕ（ｘ）可以展为广义傅里叶
（Ｆｏｕｒｉｅｒ）级数

ｕ（ｘ）＝∑
∞

ｎ＝１
ｃｎｕｎ（ｘ）．

这个问题非常类似于矩阵的特征值问题．但是，现在我们的线性算子是作用在
某个函数空间上，它不是有限维的．尽管如此，可以对这样的函数空间赋予一个数
量积

〈ｆ，ｇ?＝∫ｂａｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｄｘ， （５１５）
这里表示复共轭．事实上，对我们的问题它是严格意义下的希尔伯特 （Ｈｉｌｂｅｒｔ）
空间，因此在我们继续进行讨论之前，在下一节先回忆希尔伯特 （Ｈｉｌｂｅｒｔ）空间的
某些事实．

问题５１　求ｕ（ｘ）和 ｖ（ｘ）的始值条件，使得式 （５１０）实际上是解．特别
地，分别求对ｃ１，ｎ和ｃ２，ｎ的条件使得 （５１０）是在 Ｃ２ （Ｒ２）中，且使得允许交换求
和与微分的次序．此外，求 ｕ（ｘ）和 ｖ（ｘ）的一类初值条件使得相应的傅里叶
（Ｆｏｕｒｉｅｒ）系数ｕｎ和ｖｎ满足这些条件．（提示：傅里叶 （Ｆｏｕｒｉｅｒ）系数的衰减与函
数的光滑性有关）．

问题５２　求证

ｑ２（ｘ）ｙ″＋ｑ１（ｘ）ｙ′＋ｑ０（ｘ）ｙ

可以写为

１
ｒ（ｘ）

－（ｐ（ｘ）ｙ′）′＋ｑ（ｘ）( )ｙ．

并借助于ｑ０，ｑ１，ｑ２求ｒ，ｐ，ｑ．
将贝塞尔 （Ｂｅｓｓｅｌ）方程和勒让德 （Ｌｅｇｅｎｄｒｅ）方程 （问题４１１）写为上面这

个形式．
问题５３（悬挂式电缆）　考虑悬挂在ｘ＝１的电缆的振动．以 ｕ（ｔ，ｘ）记位

移．则运动由方程

２

ｔ２
ｕ（ｔ，ｘ）＝ｇ


ｘ
ｘ

ｘ
ｕ（ｔ，ｘ）

和边值条件ｕ（ｔ，１） ＝０所刻画．求形如 ｕ（ｔ，ｘ） ＝ｗ（ｔ）ｙ（ｘ）的所有解．（提
示：问题４１０）

问题５４（一维调和晶体）　假设你有彼此用弹簧连接相同质点耦的线性链．
则运动方程是

ｍ
ｄ２

ｄｔ２
ｕ（ｔ，ｎ） ＝ｋ（ｕ（ｔ，ｎ＋１） －ｕ（ｔ，ｎ）） ＋ｋ（ｕ（ｔ，ｎ－１） －ｕ（ｔ，ｎ）），
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其中ｍ＞０是质点的质量，ｋ＞０是弹簧系数．（这是无穷多个微分方程的系统，我
们的理论对它不可应用！）．借助于贝塞尔 （Ｂｅｓｓｅｌ）函数ｃ（ｔ，ｎ） ＝Ｊａｎ （ｂｔ）求解

（提示：问题４８）．证明ｓ（ｔ，ｎ）＝∫
ｔ

０
ｃ（ｓ，ｎ）ｄｓ是第二个解．如果 ｕ（ｎ）和 ｖ（ｎ）

衰减得足够地快，你能不能给出满足初始值ｕ（０，ｎ）＝ｕ（ｎ）和
ｄｕ
ｄｔ
（０，ｎ）＝ｖ（ｎ）的解？

５２　紧对称算子

假设Ｈ０是一个向量空间．映射 〈·，··?∶Ｈ０×Ｈ０→Ｃ称为反线性形，如

果它对第一个元线性共轭，对第二个元线性，即

〈λ１ｆ１＋λ２ｆ２，ｇ?＝λ１〈ｆ１，ｇ?＋λ２〈ｆ２，ｇ?，

〈ｆ，λ１ｇ１＋λ２ｇ２?＝λ１〈ｆ，ｇ１?＋λ２〈ｆ，ｇ２?，λ１，λ２∈Ｃ．
（５１６）

满足要求

（１）〈ｆ，ｆ? ＞０对ｆ≠０
（２）〈ｆ，ｇ? ＝〈ｇ，ｆ?

的反线性形称为内积或数量积．与每个数量积相对应的是范数

‖ｆ‖＝ 〈ｆ，ｆ槡 ?． （５１７）

（后面我们将证明这事实上是范数）．偶 （Ｈ０，〈·，··?）称为内积空间．
如果Ｈ０关于上述范数是完备的，就称它为希尔伯特 （Ｈｉｌｂｅｒｔ）空间．通常我们不
妨假设Ｈ０是完备的，因为我们可容易地将Ｈ完备化．但是为了我们的目的这没有
必要，因此，我们在这里不做这个以避免在后面带来技术上的复杂化．

向量ｆ∈Ｈ０称为已经规范化或者单位向量，如果‖ｆ‖ ＝１．如果 〈ｆ，ｇ? ＝０
则称两个向量ｆ，ｇ∈Ｈ０为正交或者垂直 （记为 ｆ⊥ｇ），称它们平行，如果一个是
另一个倍数．

如果ｆ和ｇ正交，则我们有毕达歌拉斯 （Ｐｙｔｈａｇｏｒｅａｎ）定理：
‖ｆ＋ｇ‖２＝‖ｆ‖２＋‖ｇ‖２，若ｆ⊥ｇ， （５１８）

这可直接计算得到．
假设ｕ是单位向量，则ｆ在ｕ方向上的投影是

ｆ‖ ＝〈ｕ，ｆ?ｕ （５１９）

以及ｆ⊥由

ｆ⊥ ＝ｆ－〈ｕ，ｆ?ｕ （５２０）

定义，它垂直于ｕ，因为 〈ｕ，ｆ⊥? ＝ 〈ｕ，ｆ－ 〈ｕ，ｆ?ｕ? ＝ 〈ｕ，ｆ? － 〈ｕ，
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ｆ?〈ｕ，ｕ? ＝０．

取任何其他平行于ｕ的向量αｕ，容易看到

‖ｆ－αｕ‖２＝‖ｆ⊥ ＋（ｆ‖ －αｕ）‖
２＝‖ｆ⊥‖

２＋｜〈ｕ，ｆ?－α｜２， （５２１）

因此，ｆ‖ ＝〈ｕ，ｆ?ｕ平行于ｕ，且是最接近于ｆ的唯一向量．
作为第一个结论，我们得到柯西施瓦茨本杰科夫斯基 （ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｚ

Ｂｕｎｊａｋｏｗｓｋｉ）不等式 （又称柯西施瓦茨 （ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｚ）不等式）：
定理５１（柯西施瓦茨本杰科夫斯基 （ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｚＢｕｎｊａｋｏｗｓｋｉ））　设Ｈ０

是内积空间，则对每一个ｆ，ｇ∈Ｈ０我们有

｜〈ｆ，ｇ?｜≤‖ｆ‖‖ｇ‖， （５２２）

等号成立，当且仅当ｆ和ｇ平行．
证明　只需证明‖ｇ‖＝１的情形．然后由‖ｆ‖２＝｜〈ｇ，ｆ? ｜２＋‖ｆ⊥‖

２得

定理结论． □
注意，由柯西施瓦茨 （ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｚ）不等式得知数量积对两个变量都连

续，即，如果ｆｎ→ｆ以及ｇｎ→ｇ，则有 〈ｆｎ，ｇｎ?→ 〈ｆ，ｇ?．
作为另一个结论，我们得知映射‖．‖事实上是范数．

‖ｆ＋ｇ‖２＝‖ｆ‖２＋〈ｆ，ｇ?＋〈ｇ，ｆ?＋‖ｇ‖２≤（‖ｆ‖＋‖ｇ‖）２． （５２３）

下面我们将投影推广到多于一个向量的情形．向量集 ｛ｕｊ｝称为规范正交集，如果
对ｊ≠ｋ有 〈ｕｊ，ｕｋ? ＝０且 〈ｕｊ，ｕｊ? ＝１．

引理５２　假设｛ｕｊ｝
ｎ
ｊ＝０是规范正交集．则每一个ｆ∈Ｈ０可写为

ｆ＝ｆ‖ ＋ｆ⊥，　ｆ‖ ＝∑
ｎ

ｊ＝０
〈ｕｊ，ｆ?ｕｊ， （５２４）

其中ｆ‖和ｆ⊥正交．此外，对所有１≤ｊ≤ｎ有 〈ｕｊ，ｆ⊥? ＝０．特别地，

‖ｆ‖２ ＝∑
ｎ

ｊ＝０
｜〈ｕｊ，ｆ?｜

２＋‖ｆ⊥ ‖
２． （５２５）

此外，每一个由 ｛ｕｊ｝
ｎ
ｊ＝０张成的珓ｆ满足

‖ｆ－ｆ
～
‖≥‖ｆ⊥‖ （５２６）
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等号成立，当且仅当 ｆ
～
＝ｆ‖．换句话说，ｆ‖是唯一刻画的由 ｛ｕｊ｝

ｎ
ｊ＝０张成并最接近

于ｆ的向量．
证明　直接计算显示 〈ｕｊ，ｆ－ｆ‖? ＝０，因此 ｆ‖和 ｆ⊥ ＝ｆ－ｆ‖垂直．对范数的

公式可重复应用式 （５１８）得到．
现在，固定由 ｛ｕｊ｝

ｎ
ｊ＝０张成的向量

ｆ
∧

＝∑
ｎ

ｊ＝０
ｃｊｕｊ． （５２７）

于是，经计算得

‖ｆ－ｆ
∧

‖２ ＝‖ｆ‖ ＋ｆ⊥ －ｆ
∧

‖２＝‖ｆ⊥‖
２＋‖ｆ‖ －ｆ

∧

‖２

＝‖ｆ⊥ ‖
２＋∑

ｎ

ｊ＝０
｜ｃｊ－〈ｕｊ，ｆ?｜

２， （５２８）

由此得最后一个结论． □
由式 （５２５）得贝塞尔 （Ｂｅｓｓｅｌ）不等式

∑
ｎ

ｊ＝０
｜〈ｕｊ，ｆ?｜

２≤‖ｆ‖２， （５２９）

等号成立，当且仅当ｆ由 ｛ｕｊ｝
ｎ
ｊ＝０张成．

特别地，贝塞尔 （Ｂｅｓｓｅｌ）不等式显示我们也可手算规范正交集 （参考问题

５６）．一个规范正交集称为规范正交基，如果对所有ｆ∈Ｈ０有

‖ｆ‖２ ＝∑
ｊ
｜〈ｕｊ，ｆ?｜

２． （５３０）

显然这等价于对每个ｆ∈Ｈ０有

ｆ＝∑
ｊ
〈ｕｊ，ｆ?ｕｊ． （５３１）

线性算子是线性映射

Ａ：Ｄ（Ａ）→Ｈ０， （５３２）

其中Ｄ （Ａ）是Ｈ０的线性子空间，称为Ａ的定义域．线性算子Ａ称为对称的，如
果它的定义域稠密 （即它的闭包是Ｈ０），且

〈ｇ，Ａｆ?＝〈Ａｇ，ｆ?，　ｆ，ｇ∈Ｄ（Ａ）． （５３３）

数ｚ∈Ｚ称为是Ａ的特征值，如果存在非零向量ｕ∈Ｄ （Ａ）使得

Ａｕ＝ｚｕ． （５３４）

这时向量ｕ称为对应的特征向量．对应于ｚ的所有特征向量的集合称为对应ｚ的特
征空间
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Ｋｅｒ（Ａ－ｚ）． （５３５）

这里对Ａ－ｚＩ我们用了简短记号 Ａ－ｚ．特征值称为是单的，如果仅存在一个线性
无关的特征向量．

定理５３　设Ａ是对称的．则所有的特征值是实数，且对应于不同特征值的特
征向量正交．

证明　假设 λ是特征值，对应的规范化特征向量 ｕ．则 λ＝ 〈ｕ，Ａｕ? ＝
〈Ａｕ，ｕ? ＝λ，这证明λ是实数．进一步，如果Ａｕｊ＝λｊｕｊ，ｊ＝１，２，则有

（λ１－λ２）〈ｕ１，ｕ２?＝〈Ａｕ１，ｕ２?－〈ｕ１，Ａｕ２?＝０

证明完毕． □
定义在Ｄ （Ａ） ＝Ｈ０上的线性算子称为有界的，如果

‖Ａ‖＝ ｓｕｐ
ｆ∶‖ｆ‖＝１

‖Ａｆ‖ （５３６）

有限．不难看到，这实际上是有界线性算子空间上的范数 （问题５７）．由构造，
有界算子是Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的，且

‖Ａｆ‖≤‖Ａ‖‖ｆ‖， （５３７）

因此连续．
此外，定义在Ｄ （Ａ） ＝Ｈ０上的线性算子Ａ称为紧的，如果当ｆｎ有界时每个

序列Ａｆｎ都有收敛子序列．每个紧线性算子都有界，且有界算子和紧算子的积仍是
紧的 （问题５８）．

定理５４　紧对称算子有满足｜α０｜＝‖Ａ‖的特征值α０．
证明　我们令α＝‖Ａ‖，不失一般性，假设α≠０（即Ａ≠０）．由于

‖Ａ‖２＝ ｓｕｐ
ｆ∶‖ｆ‖＝１

‖Ａｆ‖２＝ ｓｕｐ
ｆ∶‖ｆ‖＝１

〈Ａｆ，Ａｆ?＝ ｓｕｐ
ｆ∶‖ｆ‖＝１

〈ｆ，Ａ２ｆ?，

且存在规范化序列ｕｎ使得

ｌｉｍ
ｎ→∞
〈ｕｎ，Ａ

２ｕｎ?＝α
２．

由于Ａ是紧的，不妨假设Ａ２ｕｎ收敛，ｌｉｍｎ→∞Ａ
２ｕｎ＝α

２ｕ．现在由

‖（Ａ２－α２）ｕｎ‖
２ ＝‖Ａ２ｕｎ‖

２－２α２〈ｕｎ，Ａ
２ｕｎ?＋α

４

≤２α２（α２－〈ｕｎ，Ａ
２ｕｎ?）

（其中我们用了‖Ａ２ｕｎ‖≤‖Ａ‖‖Ａｕｎ‖≤‖Ａ‖
２‖ｕｎ‖ ＝α

２）得知ｌｉｍ
ｎ→∞
（Ａ２ｕｎ－

α２ｕｎ）＝０，因此ｌｉｍｎ→∞ｕｎ＝ｕ．此外，ｕ是 Ａ
２的规范化特征向量，因为（Ａ２－α２）ｕ＝０．分

解最后一个方程为（Ａ－α）ｕ＝ｖ和（Ａ＋α）ｖ＝０，这证明或者ｖ≠０是对应于－α的特
征向量，或者ｖ＝０，从而ｕ≠０是对应于α的特征向量． □
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书书书

注意，对有界算子Ａ，不可能存在绝对值大于 Ａ的特征值，就是说，特征值
的集合囿于 Ａ （问题５９）

现在考虑具有特征值α０ （如上）的紧对称算子 Ａ，以及对应的规范化特征向
量ｕ０令

Ｈ（１）０ ＝｛ｆ∈Ｈ０｜〈ｕ０，ｆ〉＝０｝， （５３８）
注意到Ｈ（１）０ 是线性闭子空间，因此它自己是内积空间此外，我们可以限制 Ａ于
Ｈ（１）０ ，因为由ｆ∈Ｈ

（１）
０ 得〈Ａｆ，ｕ０〉＝α０〈ｆ，ｕ０〉＝０，故 Ａｆ∈Ｈ

（１）
０ 记这个限制为 Ａ１

显然它从Ａ继承了对称性和紧性 （验证它！）因此可用定理５４重复地得到特征
值序列αｊ，对应的规范化特征向量为ｕｊ此外，由构造，对ｋ＜ｊ，ｕｊ正交于所有的
ｕｋ，从而，特征向量 ｛ｕｊ｝组成规范正交集这个过程一直可进行下去不停止，除
非Ｈ０是有限维但是要注意，如果Ａｎ＝０，对ｊ≥ｎ有可能发生αｊ＝０

定理５５　（紧对称算子的谱定理）　假设Ｈ０是内空间积，Ａ：Ｈ０→Ｈ０是紧对
称算子则存在收敛于０的实特征值序列αｊ对应的规范化特征向量ｕｊ组成规范正
交集，且每一个ｆ∈Ｒａｎ（Ａ）＝｛Ａｇ｜ｇ∈Ｈ０｝可写为

ｆ＝∑
∞

ｊ＝０
〈ｕｊ，ｆ〉ｕｊ． （５３９）

如果Ｒａｎ（Ａ）稠密，则特征向量组成规范正交基
证明　特征值αｊ以及对应的特征向量的存在性我们已经建立如果特征值不

收敛于零，则存在子序列使得ｖｋ＝α
－１
ｊｋ ｕｊｋ是有界序列，对此 Ａｖｋ没有收敛的子序

列，因为 Ａｖｋ－Ａｖｌ
２＝ ｕｊｋ－ｕｊｌ

２＝２
接下来，令ｆ＝Ａｇ∈Ｒａｎ（Ａ）设

ｆｎ ＝∑
ｎ

ｊ＝０
〈ｕｊ，ｆ〉ｕｊ，　ｇｎ ＝∑

ｎ

ｊ＝０
〈ｕｊ，ｇ〉ｕｊ，

注意到

ｆｎ ＝∑
ｎ

ｊ＝０
〈ｕｊ，Ａｇ〉ｕｊ＝∑

ｎ

ｊ＝０
〈Ａｕｊ，ｇ〉ｕｊ＝∑

ｎ

ｊ＝０
αｊ〈ｕｊ，ｇ〉ｕｊ＝Ａｇｎ

从而，由于ｇ－ｇｎ∈Ｈ
（ｎ＋１）
０ ，我们有

ｆ－ｆｎ ＝ Ａ（ｇ－ｇｎ） ＝ Ａｎ＋１（ｇ－ｇｎ）≤ αｎ＋１ ｇ－ｇｎ ≤ αｎ＋１ ｇ
令ｎ→∞，显示ｆｎ→ｆ，这证明了在情形ｆ∈Ｒａｎ（Ａ）的式 （５３９）

下面，设ｆ∈Ｈ０任意且假设Ｒａｎ（Ａ）稠密对固定的ε＞０，存在ｆ
～

ε∈Ｒａｎ（Ａ）

使得 ｆ－ｆ
～

ε ＜
ε
２此外，由前一部分，对某个充分大的ｎ，存在由 ｕ{ }ｊ

ｎ
ｊ＝０张成的 ｆ^ε

使得 ｆ
～

ε－^ｆε ＜
ε
２即 ｆ－^ｆε ＜ε，以及由引理５２，ｆｎ是 ｕ{ }ｊ

ｎ
ｊ＝０张成的最佳逼近，

对充分大的ｎ我们甚至有 ｆ－ｆｎ ≤ ｆ－^ｆε ＜ε □
这些是我们所需要的一切，下面我们就用这些结果到施图姆刘维尔
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（ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ）算子上去
问题５５　对ｆ，ｇ∈Ｈ０，证明平行四边形定律

ｆ＋ｇ２＋ ｆ－ｇ２ ＝２ｆ２＋２ｇ２
问题５６　设 ｕ{ }ｊ

∞
ｊ＝０Ｈ０是可数规范正交集以及ｆ∈Ｈ０求证

ｆｎ ＝∑
ｎ

ｊ＝０
〈ｕｊ，ｆ〉ｕｊ

是Ｃａｕｃｈｙ序列
问题５７　求证式 （５３６）实际上是范数证明两个有界算子的积仍有界，满

足 ＡＢ≤ Ａ Ｂ
问题５８　求证每一个紧线性算子有界，以及有界算子与紧算子的积是紧的

（紧算子构成算子理想）

问题５９　求证如果Ａ有界，则每一个特征值α满足 α≤ Ａ

５３　正则施图姆刘维尔 （ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ）问题

现在我们应用内积空间的理论去研究施图姆刘维尔 （ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ）问题
但是我们先考虑对ｙ∈Ｃ２（Ｉ，瓘）相应的微分方程

－（ｐ（ｘ）ｙ′）′＋（ｑ（ｘ）－ｚｒ（ｘ））ｙ＝０，　ｚ∈瓕，　ｘ∈Ｉ＝（ａ，ｂ），（５４０）
它等价于一阶系统

ｙ′＝ １
ｐ（ｘ）ｗ，

ｗ′＝（ｑ（ｘ）－ｚｒ（ｘ））ｙ，
（５４１）

其中ｗ（ｘ）＝ｐ（ｘ）ｙ′（ｘ）由此我们看到，如果ｐ－１（ｘ），ｑ（ｘ）和ｒ（ｘ）在Ｉ上连续，则
存在唯一解事实上，正如我们早先指出的，这甚至只需假设 ｐ－１（ｘ），ｑ（ｘ）和
ｒ（ｘ）在Ｉ的每个紧子区间上可积就够了我要说明的是，本质上下面你所有要做的
是用绝对连续代替可微 （相应的是在弱意义下的可微性）但是，在这一章的后
面，我们将假设

ｒ，ｑ∈Ｃ０（［ａ，ｂ］，瓗），　ｐ∈Ｃ１（［ａ，ｂ］，瓗），　ｐ（ｘ），ｒ（ｘ）＞０，　ｘ∈［ａ，ｂ］，
（５４２）

并称在这个情形下的微分方程 （５４０）为正则的
记方程 （５４１）的主解矩阵为

Π（ｚ，ｘ，ｘ０）＝
ｃ（ｚ，ｘ，ｘ０） ｓ（ｚ，ｘ，ｘ０）

ｐ（ｘ）ｃ（ｚ，ｘ，ｘ０） ｐ（ｘ）ｓ′（ｚ，ｘ，ｘ０( )），　ｚ∈瓘， （５４３）

其中ｃ（ｚ，ｘ，ｘ０）是式 （５４０）对应于初始条件ｃ（ｚ，ｘ０，ｘ０）＝１，ｐ（ｘ０）ｃ′（ｚ，ｘ０，ｘ０）＝０
的解，类似地，ｓ（ｚ，ｘ，ｘ０）是对应于初始条件ｓ（ｚ，ｘ０，ｘ０）＝０，ｐ（ｘ０）ｓ′（ｚ，ｘ０，ｘ０）＝１
的解
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我们知道，由定理２９，Π（ｚ，ｘ，ｘ０）关于ｘ和ｘ０连续但对 ｚ有更强的结果成
立

引理５６　对每个固定的（ｘ，ｘ０）∈Ｉ×Ｉ，主解矩阵Π（ｚ，ｘ，ｘ０）关于ｚ解析
证明　如果初始条件是常数，则只需证明每一个解在ｘ０的邻域内关于ｚ∈瓘解

析这时候每一个迭代 （２１４）关于ｚ∈瓘解析 （事实上，它甚至可以是多项式）．
此外，对紧集中的 ｚ，利普希茨 （Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ）常数可选择与 ｚ无关，因此，迭代的
级数对紧集中的ｚ一致收敛，由魏尔斯特拉斯 （Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ）收敛定理其极限仍是
解析的 □

此外，由刘维尔 （Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ）公式 （３７４），如果 ｕ（ｘ）和 ｖ（ｘ）是方程 （５４０）
的解，对同一ｚ∈瓘修改了的朗斯基 （Ｗｒｏｎｓｋｙ）行列式

Ｗｘ（ｕ，ｖ）＝ｕ（ｘ）ｐ（ｘ）ｖ′（ｘ）－ｐ（ｘ）ｕ′（ｘ）ｖ（ｘ） （５４４）
与ｘ无关特别，ｄｅｔΠ（ｚ，ｘ，ｘ０）＝１

现在我们求适当的数量积考虑

〈ｆ，ｇ〉＝∫Ｉｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｒ（ｘ）ｄｘ， （５４５）

并以Ｈ０记具有这个内积的空间Ｃ（［ａ，ｂ］，瓘）
接下来考虑作为Ｈ０中算子

Ｌ＝ １
ｒ（ｘ） －

ｄ
ｄｘｐ（ｘ）

ｄ
ｄｘ＋ｑ（ｘ( )） ． （５４６）

的施图姆刘维尔 （ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ）方程由于在 Ｈ０中存在有不可微的函数，我
们不能利用它到Ｈ０中的任何函数因此需要适当的定义域

Ｄ（Ｌ）＝｛ｆ∈Ｃ２（［ａ，ｂ］，瓘）｜ＢＣａ（ｆ）＝ＢＣｂ（ｆ）＝０｝， （５４７）
其中

ＢＣａ（ｆ）＝ｃｏｓ（α）ｆ（ａ）－ｓｉｎ（α）ｐ（ａ）ｆ′（ａ），

ＢＣｂ（ｆ）＝ｃｏｓ（β）ｆ（β）－ｓｉｎ（β）ｐ（ｂ）ｆ′（ｂ）
（５４８）

换句话说，我们允许将边界值ｆ（ａ）和ｆ′（ａ）（对应地 ｆ（ｂ）和 ｆ′（ｂ））的任意线性
组合作为边界条件这种选择保证Ｄ（Ｌ）是Ｈ０的线性子空间，而且我们甚至可以
证明它是稠密的 （问题５１２）

两个最重要的情形是α＝０（即 ｕ（ａ）＝０）和 α＝π／２（即 ｕ′（ａ）＝０）条件
ｕ（ａ）＝０称为在ａ的狄利克雷 （Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ）边界条件，条件ｕ′（ａ）＝０称为在ａ的诺
伊曼 （Ｎｅｕｍａｎｎ）边界条件

显然，我们要求Ｌ是对称的对ｆ，ｇ∈Ｃ２（［ａ，ｂ］，瓘），利用分部积分直接证明
拉格朗日 （Ｌａｇｒａｎｇｅ）恒等式

∫Ｉｇ（Ｌｆ）ｒｄｘ＝Ｗａ（ｇ，ｆ）－Ｗｂ（ｇ，ｆ）＋∫Ｉ（Ｌｇ）ｆｒｄｘ （５４９）

此外，如果 ｆ，ｇ∈Ｄ（Ｌ），则上面两个朗斯基 （Ｗｒｏｎｓｋｙ）行列式为零 （问题
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５１３），因此
〈ｇ，Ｌｆ〉＝〈Ｌｇ，ｆ〉，　ｆ，ｇ∈Ｄ（Ｌ）， （５５０）

这证明Ｌ是对称的
当然下面我们要利用定理５５，为此我们需要证明 Ｌ是紧的遗憾的是，Ｌ甚

至不有界 （问题５１０），看来我们运气不佳但是，还存在最后的机会：Ｌ的逆可
以是紧的，所以我们可以对它利用定理５５

由于Ｌ可能不是单射 （０可能是特征值），对某个固定的ｚ∈瓘考虑Ｌ－ｚ为了
计算Ｌ－ｚ的逆我们需要求解非齐次方程（Ｌ－ｚ）ｆ＝ｇ这可取齐次方程的两个线性无
关解ｕ＋和ｕ－以及利用常数变易公式 （３８３）容易地办到此外，除了ｆ是微分方
程（Ｌ－ｚ）ｆ＝ｇ的解外，它还必须在 Ｌ的定义域内，就是说它必须满足边界条件
因此在常数变易公式中必须选择初始条件使得边界条件得到满足

由问题３２７，非齐次方程（Ｌ－ｚ）ｆ＝ｇ的解可以写为

ｆ（ｘ）＝
ｕ＋（ｚ，ｘ）

Ｗ（ｕ＋（ｚ），ｕ－（ｚ））
ｃ１＋∫

ｘ

ａ
ｕ－（ｚ，ｔ）ｇ（ｔ）ｒ（ｔ）ｄ( )ｔ＋

ｕ－（ｚ，ｘ）
Ｗ（ｕ＋（ｚ），ｕ－（ｚ））

ｃ２＋∫
ｂ

ｘ
ｕ＋（ｚ，ｔ）ｇ（ｔ）ｒ（ｔ）ｄ( )ｔ， （５５１）

由此得知

ｆ′（ｘ）＝
ｕ′＋（ｚ，ｘ）

Ｗ（ｕ＋（ｚ），ｕ－（ｚ））
ｃ１＋∫

ｘ

ａ
ｕ－（ｚ，ｔ）ｇ（ｔ）ｒ（ｔ）ｄ( )ｔ＋

ｕ′－（ｚ，ｘ）
Ｗ（ｕ＋（ｚ），ｕ－（ｚ））

ｃ２＋∫
ｂ

ｘ
ｕ＋（ｚ，ｔ）ｇ（ｔ）ｒ（ｔ）ｄ( )ｔ （５５２）

现在我们选择ｃ１＝０，于是ｆ（ａ）＝ｃｕ－（ａ）和ｆ′（ａ）＝ｃｕ′－（ａ）其中ｃ＝
〈ｕ＋，ｇ〉
Ｗ（ｕ＋，ｕ－( )）．

所以选择的ｕ－（ｚ，ｘ）满足ＢＣａ（ｕ－（ｚ））＝０，故我们得到ＢＣａ（ｆ）＝０类似地，选择ｃ２
＝０以及ｕ＋（ｚ，ｘ）使得ＢＣｂ（ｕ＋（ｚ））＝０，我们得到ＢＣｂ（ｆ）＝０但是，可不可以永远
这样做呢？可以，利用初始条件

ｕ－（ｚ，ａ）＝ｓｉｎ（α），　ｐ（ａ）ｕ′－（ｚ，ａ）＝ｃｏｓ（α），

ｕ＋（ｚ，ａ）＝ｓｉｎ（β），　ｐ（ｂ）ｕ′＋（ｚ，ｂ）＝ｃｏｓ（β），
（５５３）

我们有两个所求类型的解，除了朗斯基 （Ｗｒｏｎｓｋｙ）行列式Ｗ（ｕ＋（ｚ），ｕ－（ｚ））可能
为零这个朗斯基 （Ｗｒｏｎｓｋｙ）行列式的零点有什么特殊性？因为由 Ｗ（ｕ＋（ｚ），
ｕ－（ｚ））＝０，得知 ｕ＋（ｚ）和 ｕ－（ｚ）线性相关，故 ｕ＋（ｚ，ｘ）＝ｃｕ－（ｚ，ｘ），因此
ＢＣａ（ｕ＋（ｚ））＝ｃＢＣａ（ｕ－（ｚ））＝０，这显示ｚ是对应于特征函数ｕ＋（ｚ）的特征值特
别地，ｚ必须是实数，因为Ｌ对称此外，因为由引理５６，Ｗ（ｕ＋（ｚ），ｕ－（ｚ））是
瓘中的解析函数，其零点必须是离散的

引入算子 （Ｌ的预解式）

ＲＬ（ｚ）ｇ（ｘ）＝∫
ｂ

ａ
Ｇ（ｚ，ｘ，ｔ）ｇ（ｔ）ｒ（ｔ）ｄｔ， （５５４）
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其中

Ｇ（ｚ，ｘ，ｔ）＝ １
Ｗ（ｕ＋（ｚ），ｕ－（ｚ））

ｕ＋（ｚ，ｘ）ｕ－（ｚ，ｘ），　ｘ≥ｔ，

ｕ＋（ｚ，ｘ）ｕ－（ｚ，ｘ），　ｘ≤
{ ｔ

（５５５）

称为 Ｌ的格林 （Ｇｒｅｅｎ）函数注意，Ｇ（ｚ，ｘ，ｙ）关于 ｚ∈瓘全纯，它的极点就是
Ｗ（ｕ＋（ｚ），ｕ－（ｚ））的零点，且满足Ｇ（ｚ，ｘ，ｔ） ＝Ｇ（ｚ，ｘ，ｔ）（问题５１４），相应地，
有Ｇ（ｚ，ｘ，ｔ）＝Ｇ（ｚ，ｔ，ｘ）于是，由构造，我们有
ＲＬ（ｚ）：Ｈ０→Ｄ（Ｌ）以及

（Ｌ－ｚ）ＲＬ（ｚ）ｇ＝ｇ，　ＲＬ（ｚ）（Ｌ－ｚ）ｆ＝ｆ，　ｇ∈Ｈ０，ｆ∈Ｄ（Ｌ） （５５６）
换句话说，ＲＬ（ｚ）是Ｌ－ｚ的逆下面的引理显示ＲＬ（ｚ）是紧的

引理５７　算子ＲＬ（ｚ）是紧的此外，对ｚ∈瓗它也是对称的
证明　固定ｚ，并注意到 Ｇ（ｚ，·，··）在［ａ，ｂ］×［ａ，ｂ］上连续，因此一致连

续 特别地，对每一个 ε＞０可以找到 δ＞０，使得当 ｙ－ｘ≤δ时，有
Ｇ（ｚ，ｙ，ｔ）－Ｇ（ｚ，ｘ，ｔ）≤ε设ｇ（ｘ）＝ＲＬ（ｚ）ｆ（ｘ），则当 ｙ－ｘ≤δ时有

ｇ（ｘ）－ｇ（ｙ）≤∫
ｂ

ａ
Ｇ（ｚ，ｙ，ｔ）－Ｇ（ｚ，ｘ，ｔ）ｆ（ｔ） ｒ（ｔ）ｄｔ

≤ε∫
ｂ

ａ
ｆ（ｔ）ｒ（ｔ）ｄｔ≤ε１ ｆ

因此，如果ｆｎ（ｘ）是Ｈ０中的有界序列，则ｇｎ（ｘ）＝ＲＬ（ｚ）ｆｎ（ｘ）等度连续，由Ａｒｚｅｌａ
Ａｓｃｏｌｉ定理 （定理２１７），存在一致收敛的子序列但是，一致收敛序列在由内积
诱导的范数下也收敛，因为

ｆ≤ 槡ｂ－ａｓｕｐｘ∈［ａ，ｂ］
ｆ（ｘ）

从而ＲＬ（ｘ）是紧的
如果λ∈瓗，我们有Ｇ（λ，ｔ，ｘ） ＝Ｇ（λ，ｘ，ｔ）＝Ｇ（λ，ｔ，ｘ），由此得知ＲＬ（λ）的

对称性 □
因此利用定理５５我们得到
定理５８　正则施图姆刘维尔 （ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ）问题有可数多个仅在∞凝聚

的离散的单特征值Ｅｎ对应的规范特征函数ｕｎ组成Ｈ０的正交基，即每一个ｆ∈Ｈ０
可以写为

ｆ（ｘ）＝∑
∞

ｎ＝０
〈ｕｎ，ｆ〉ｕｎ（ｘ） （５５７）

此外，对ｆ∈Ｄ（Ｌ）这个级数一致收敛
证明　取值λ∈瓗使得ＲＬ（λ）存在由定理５５存在ＲＬ（λ）对应于特征函数ｕｎ

的特征值αｎ此外，ＲＬ（λ）ｕｎ＝αｎｕｎ等价于Ｌｕｎ＝ λ＋
１
α( )
ｎ
ｕｎ，这证明Ｅｎ＝λ＋

１
αｎ
是

对应于特征函数ｕｎ的特征值
因此，由定理５５得知前面两个结论 （注意Ｒａｎ（ＲＬ）＝Ｄ（Ｌ）稠密）成立，除了
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特征值是单的以外为了证明这点，注意到如果ｕｎ和ｖｎ是对应于Ｅｎ的两个不同的
特征函数，则由ＢＣａ（ｕｎ）＝ＢＣａ（ｕｎ）＝０得Ｗａ（ｕｎ，ｖｎ）＝０，因此ｕｎ和ｖｎ线性相关

为了证明当 ｆ∈Ｄ（Ｌ）时式 （５５７）一致收敛，我们开始记 ｆ＝ＲＬ（λ）ｇ，
ｇ∈Ｈ０，得知

∑
∞

ｎ＝０
〈ｕｎ，ｆ〉ｕｎ（ｘ）＝∑

∞

ｎ＝０
αｎ〈ｕｎ，ｇ〉ｕｎ（ｘ）

此外，由柯西施瓦茨 （ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｚ）不等式得

∑
ｎ

ｊ＝ｍ
αｊ〈ｕｊ，ｇ〉ｕｊ（ｘ）

２≤∑
ｎ

ｊ＝ｍ
〈ｕｊ，ｇ〉

２∑
ｎ

ｊ＝ｍ
αｊｕｊ（ｘ）

２

现在，由式 （５３０），∑
∞

ｊ＝０
〈ｕｊ，ｇ〉

２ ＝ ｇ２，因此第一项是收敛级数的一部分类

似地，第二项可以与ｘ独立估计，因为由

αｎｕｎ（ｘ）＝ＲＬ（λ）ｕｎ（ｘ）＝∫ＩＧ（λ，ｘ，ｔ）ｕｎ（ｔ）ｒ（ｔ）ｄｔ＝〈ｕｎ，Ｇ（λ，ｘ，·）〉，
再根据式 （５３０）得

∑
ｎ

ｊ＝ｍ
αｊｕｊ（ｘ）

２≤∑
∞

ｊ＝０
〈ｕｊ，Ｇ（λ，ｘ，·）〉

２ ＝∫Ｉ Ｇ（λ，ｘ，ｔ）２ｒ（ｔ）ｄｔ □

这看上去像定理 ５８回答了施图姆刘维尔 （ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ）问题的所有问
题．遗憾的是，这是不对的，因为加在系数上的假设通常对实际应用限制得太多
了！首先，正如早先指出的，只需假设 ｒ（ｘ），ｐ（ｘ）－１，ｑ（ｘ）在 Ｉ上可积但是，
这还是小的，更重要的是，在大多数情况下至少有一个系数在端点之一有奇点

（不可积），或者积分可能为无穷 例如，出现在区间 Ｉ＝（－１，１）上的勒让德
（Ｌｅｇｅｎｄｒｅ）方程 （问题４１１），在其上ｐ（ｘ）－１＝（１－ｘ２）－１不可积

在这种情况下，解可能不再可延拓到边界点，从而使边界条件 （５４７）没有意
义但是，在这情形下仍可求两个解ｕ－（ｚ０，ｘ）和ｕ＋（ｚ０，ｘ）（至少对ｚ０∈瓘＼瓗），
它们在ａ，ｂ附近平方可积且分别满足 ｌｉｍ

ｘ→ａ＋
Ｗｘ（ｕ－（ｚ０），ｕ－（ｚ０））＝０，和ｌｉｍ

ｘ→ｂ－
Ｗｘ

（ｕ＋（ｚ０），ｕ＋（ｚ０））＝０引入边界条件
ＢＣａ（ｆ）＝ｌｉｍ

ｘ→ａ＋
Ｗｘ（ｕ－（ｚ０），ｆ）＝０，

ＢＣｂ（ｆ）＝ｌｉｍ
ｘ→ｂ－
Ｗｘ（ｕ＋（ｚ０），ｆ）＝０

（５５８）

我们又一次得到对称算子逆ＲＬ（ｚ）可如前计算但是解 ｕ±（ｚ，ｘ）对 ｚ∈瓗可不存
在，它们在整个复平面内可能不是解析的

如果

∫
ｂ

ａ∫
ｂ

ａ
Ｇ（ｚ，ｘ，ｙ）２ｒ（ｘ）ｒ（ｙ）ｄｘｄｙ＜∞， （５５９）

可以证明引理５７（从而定理５８）仍成立这可以办到的，例如在勒让德 （Ｌｅｇ
ｅｎｄｒｅ）方程情形，利用在奇点±１附近解的明显性态由弗洛贝尼乌斯 （Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ）
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方法得知
但是，即使对在Ｉ＝瓗上如 ｒ（ｘ）＝ｐ（ｘ）＝１，ｑ（ｘ）＝０如此简单的情形，这个

推广仍还不够！事实上，不难看出，在这种情形下根本就不存在特征函数为了研
究这类问题，必须要有测度论和泛函分析的背景，它超出了本书的范围我们在此
仅指出，如果特征函数的展开由关于Ｂｏｒｅｌ测度的积分变换代替，类似的结果仍成
立例如，在Ｉ＝瓗上 ｒ（ｘ）＝ｐ（ｘ）＝１，ｑ（ｘ）＝０的情形，导致在瓗上的傅里叶
（Ｆｏｕｒｉｅｒ）变换

问题５１０　直接求证在Ｉ＝（０，π）上满足狄利克雷 （Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ）边界条件的Ｌ＝

－ｄ
２

ｄｘ２
是无界的（提示：考虑ｆ（ｘ）＝ｓｉｎ（ｎｘ））

问题５１１　求证Ｄ（Ｌ）在复共轭下是线性不变子空间
问题５１２　求证具有紧支撑 Ｃ２ｃ（Ｉ）的二次可微函数集在 Ｈ０内稠密（提示：

求证每一个连续函数可以用逐段多项式函数逼近）
问题５１３　求证如果ｆ和ｇ都满足ＢＣａ（ｆ）＝ＢＣ１（ｇ）＝０，则Ｗａ（ｆ，ｇ）＝０
问题５１４　求证ｕ±（ｚ，ｘ） ＝ｕ±（ｚ，ｘ）
问题５１５　（周期边界条件）　求证定义在
Ｄ（Ｌ）＝｛ｆ∈Ｃ２（［ａ，ｂ］，瓘）｜ｆ（ａ）＝ｆ（ｂ），ｐ（ａ）ｆ′（ａ）＝ｐ（ｂ）ｆ′（ｂ）｝

（５６０）
上的Ｌ是对称的

问题５１６　（刘维尔 （Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ）规范形）　求证利用变换

ｙ（ｘ）＝∫
ｘ

ａ

ｒ（ｘ）
ｐ（ｘ槡 ）

ｄｘ，　ｖ（ｙ）＝ ４ｒ（ｘ（ｙ））ｐ（ｘ（ｙ槡 ））ｕ（ｘ（ｙ））

可将微分方程 （５４０）变成ｒ＝ｐ＝１的方程于是
－（ｐｕ′）′＋ｑｕ＝ｒλｕ

可变换成

－ｖ″＋Ｑｖ＝λｖ，
其中

Ｑ＝ｑ－（ｐｒ）
１／４

ｒ （ｐ（（ｐｒ）－１／４）′）′

此外，

∫
ｂ

ａ
ｕ（ｘ）２ｒ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｃ

０
ｖ（ｙ）２ｄｙ，　ｃ＝∫

ｂ

ａ

ｒ（ｔ）
ｐ（ｔ）ｄｔ

问题５１７　假设ｕ（ｘ）满足
ｕ″（ｘ）＋ｇ（ｘ）ｕ′（ｘ）＋ｆ（ｘ）ｕ（ｘ）＝ｈ（ｘ）

求证

ｖ（ｘ）＝ｅ
１
２∫ｘｇ（ｙ）ｄｙｕ（ｘ）
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满足

ｖ″（ｘ）＋ ｆ（ｘ）－１２ｇ′（ｘ）－
１
４ｇ（ｘ）( )２ ｖ（ｘ）＝ｅ１２∫ｘｇ（ｙ）ｄｙｈ（ｘ）

５４　振动理论

在这一节我们进一步考察施图姆刘维尔 （ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ）方程的特征函数的
零点

设ｕ和ｖ分别是Ｌｕ＝λ０ｕ和 Ｌｖ＝λｖ对某 λ０，λ∈瓘的任意 （非零）解则我
们有

Ｗ′（ｕ，ｖ）＝（λ０－λ）ｒｕｖ， （５６１）
或者，等价地对ｃ，ｄ∈Ｉ有

Ｗｄ（ｕ，ｖ）－Ｗｃ（ｕ，ｖ）＝（λ０－λ）∫
ｄ

ｃ
ｕ（ｔ）ｖ（ｔ）ｒ（ｔ）ｄｔ （５６２）

为了对问题有更好的了解，我们现在引入由

ｕ（ｘ）＝ρｕ（ｘ）ｓｉｎ（θｕ（ｘ）），　ｐ（ｘ）ｕ′（ｘ）＝ρｕ（ｘ）ｃｏｓ（θｕ（ｘ）） （５６３）
定义的普吕弗 （Ｐｒüｆｅｒ）变量

如果（ｕ（ｘ），ｐ（ｘ）ｕ′（ｘ））永不为（０，０）且ｕ可微，则

ρｕ（ｘ）＝ ｕ（ｘ）２＋（ｐ（ｘ）ｕ′（ｘ））槡
２ （５６４）

是正的，以及由要求θｕ连续，当θｕ（ｘ０）的值选定时

θｕ（ｘ）＝ａｒｃｔａｎ
ｕ（ｘ）

ｐ（ｘ）ｕ′（ｘ( )） ＝ａｒｃｃｏｔ（
ｐ（ｘ）ｕ′（ｘ）
ｕ（ｘ） ） （５６５）

是唯一确定的
ｕ满足Ｌｕ＝λｕ现在等价于系统 （问题５１８）

θ′ｕ＝
ｃｏｓ（θｕ）

２

ｐ ＋（λｒ－ｑ）ｓｉｎ（θｕ）
２，

ρ′ｕ＝ρｕ
１
ｐ＋ｑ－λ( )ｒｓｉｎ（θｕ）ｃｏｓ（θｕ）

（５６６）

利用容易的上解参数，我们看到 （问题５１９）
引理５９　设Ｌｊ，ｊ＝０，１是两个与ｐｊ，ｑｊ，ｒｊ相应的算子，ｕｊ是Ｌｊｕｊ＝λｊｕｊ的解假

设ｐ１≤ｐ０和λ０ｒ０－ｑ０≤λ１ｒ１－ｑ１
如果对某个 ｃ∈（ａ，ｂ）有 θｕ１（ｃ）≥θｕ０（ｃ），则对所有 ｘ∈（ｃ，ｂ）有 θｕ１（ｘ）≥

θｕ０（ｘ）．如果第一个不等式是严格不等式，则第二个也是
此外，如果对某个ｃ∈（ａ，ｂ）有θｕ１（ｃ）＝θｕ０（ｃ），以及对某 ｄ∈（ｃ，ｄ）有 θｕ１（ｄ）

＝θｕ０（ｄ），则在（ｃ，ｄ）内有ｐ１＝ｐ０和λ０ｒ０－ｑ０＝λ１ｒ１－ｑ１
另外，注意到

·６０１· 第１部分　古 典 理 论



Ｗｘ（ｕ，ｖ）＝ρｕ（ｘ）ρｖ（ｘ）ｓｉｎ（θｕ（ｘ）－θｖ（ｘ）） （５６７）
因此得：

引理５１０　假设（ｕ，ｐｕ′）和（ｖ，ｐｖ′）永不为（０，０）则 ｕ（ｘ０）为零，当且仅当
θｕ（ｘ０）≡０ｍｏｄπ，以及Ｗｘ０（ｕ，ｖ）为零，当且仅当θｕ（ｘ０）≡θｖ（ｘ０）ｍｏｄπ

联系到普吕弗 （Ｐｒｕｆｅｒ）变量于ｕ的零点个数，观察 θｕ（ｘ０）≡０ｍｏｄπ的重要
作用，得知

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｕ（ｘ）
ｘ－ｘ０

＝ｕ′（ｘ０）　　ｌｉｍｘ→ｘ０
ρｕ（ｘ）ｓｉｎ（θｕ（ｘ））

ｘ－ｘ０
＝ρｕ（ｘ０）

ｃｏｓ（θｕ（ｘ０））
ｐ（ｘ０）

．

（５６８）
因此，我们有

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｓｉｎ（θｕ（ｘ））
ｘ－ｘ０

＝
ｃｏｓ（θｕ（ｘ０））
ｐ（ｘ０）

． （５６９）

利用ｓｉｎ（θｕ（ｘ））＝ｃｏｓ（θｕ（ｘ０））ｓｉｎ（θｕ（ｘ）－θｕ（ｘ０）），进一步我们看到
１
ｐ（ｘ０）

＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｓｉｎ（θｕ（ｘ）－θｕ（ｘ０））
ｘ－ｘ０

　　　　　　　

＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｓｉｎ（θｕ（ｘ）－θｕ（ｘ０））
θｕ（ｘ）－θｕ（ｘ０）

θｕ（ｘ）－θｕ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

θｕ（ｘ）－θｕ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

 （５７０）

同样的结果也由式 （５６６）得到，但是现在的证明不要求ｕ是我们微分方程的解
于是我们证明了：

引理５１１　如果ｕ是在（ａ，ｂ）上满足（ｕ（ｘ），ｐ（ｘ）ｕ′（ｘ））≠（０，０）的任何 Ｃ１函
数，又如果θｕ（ｘ０）≡０ｍｏｄπ，则有

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

θｕ（ｘ）－θｕ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

＝ １
ｐ（ｘ０）

 （５７１）

按照完全相同的方法，我们有：

引理５１２　设λ０＜λ１，以及ｕ，ｖ是Ｌｕ＝λ０ｕ，Ｌｖ＝λ１ｖ解引入
Δｕ，ｖ（ｘ）＝θｖ（ｘ）－θｕ（ｘ） （５７２）

则，若Δｕ，ｖ（ｘ０）≡０ｍｏｄπ，但θｕ（ｘ０）不≡０ｍｏｄπ，则有

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

Δｕ，ｖ（ｘ）－Δｕ，ｖ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

＝（λ１－λ０）ｒ（ｘ０）ｓｉｎ（θｕ（ｘ０））
２ ＞０ （５７３）

以及，若Δｕ，ｖ（ｘ０）≡０ｍｏｄπ，但θｕ（ｘ０）≡０ｍｏｄπ，则有

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

Δｕ，ｖ（ｘ）－Δｕ，ｖ（ｘ０）
（ｘ－ｘ０）

３ ＝
（λ１－λ０）ｒ（ｘ０）
３ｐ（ｘ０）

２ ＞０ （５７４）

证明　如果Δｕ，ｖ（ｘ０）≡０ｍｏｄπ以及θｕ（ｘ０）０ｍｏｄπ，则由式 （５６７）得

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ρｕ（ｘ）ρｖ（ｘ）ｓｉｎ（Δｕ，ｖ（ｘ））
ｘ－ｘ０

＝Ｗ′ｘ０（ｕ，ｖ），
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由此得到第一个论断如果Δｕ，ｖ（ｘ０）≡０ｍｏｄπ以及θｕ（ｘ０）≡θｖ（ｘ０）≡０ｍｏｄπ，则
（用洛必达法则和再一次用式 （５６７））得

　ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ρｕ（ｘ）ρｖ（ｘ）ｓｉｎ（Δｕ，ｖ（ｘ））
（ｘ－ｘ０）

３ ＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

－Ｗ′ｘ（ｕ，ｖ）
３（ｘ－ｘ０）

２　　　　

＝
（λ－λ０）ｒ（ｘ０）ρｕ（ｘ０）ρｖ（ｘ０）

３ ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｓｉｎ（θｕ（ｘ））ｓｉｎ（θｖ（ｘ））
（ｘ－ｘ０）

２ ，

由式 （５６９）得引理结论 □
另外，由最后两个引理得知，θｕ（ｘ）／π和Δｕ，ｖ（ｘ）／π的整数部分是递增的
引理５１３　设λ０＜λ１以及ｕ，ｖ为Ｌｕ＝λ０ｕ，Ｌｖ＝λ１ｖ的解记＃（ｕ，ｖ）为Ｗ（ｕ，ｖ）

在区间（ａ，ｂ）内的零点个数则
＃（ｕ，ｖ）＝「Δｕ，ｖ（ｘ）／π?－?Δｕ，ｖ（ｘ）／π」－１， （５７５）

其中?ｘ」＝ｍａｘ｛ｎ∈瓕｜ｎ≤ｘ｝，「ｘ?＝ｍｉｎ｛ｎ∈瓕｜ｎ≥ｘ｝分别表示下，上取整函数
此外，令＃（ｕ）是ｕ在（ａ，ｂ）内的零点个数则

＃（ｕ）＝「θｕ（ｘ）／π?－?θｕ（ｘ）／π」－１ （５７６）
证明　我们从不含Ｗ（ｕ，ｖ）的零点的区间［ｘ０，ｘ１］开始因此?Δｕ，ｖ（ｘ０）／π」＝

?Δｕ，ｖ（ｘ１）／π」现在令ｘ０→ａ
＋，ｘ１→ｂ

－，并利用引理５１０和引理５１２得第一个论
断．第二个论断证明类似 □

现在我们来讨论施图姆 （Ｓｔｕｒｍ）比较定理
定理５１４　（施图姆（Ｓｔｕｒｍ））　设Ｌｊ，ｊ＝０，１，是两个与ｐｊ，ｑｊ，ｒｊ相应的算子，ｕｊ

是Ｌｊｕｊ＝λｊｕｊ的解假设ｐ１≤ｐ０和λ０ｒ０－ｑ０≤λ１ｒ１－ｑ１
如果在（ｃ，ｄ）（ａ，ｂ）的每一个端点，Ｗ（ｕ１，ｕ０）＝０，或者ｕ０＝０，则ｕ１必须在

（ｃ，ｄ）内等于零，除非ｕ１和 ｕ０相等且等于常数（后一个情形只有在 Ｌ０－λ０＝Ｌ１
－λ１才发生）
证明　不失一般性 （也许在改变ｕ０和ｕ１的符号以后），我们可以假设θｕ０（ｃ），

θｕ１（ｃ）∈［０，π）由于我们假设，θｕ０（ｃ）＝０或者 θｕ０（ｃ）＝θｕ１（ｃ），故我们有 θｕ０（ｃ）
≤θｕ１（ｃ）因此由引理５９得知θｕ０（ｄ）≤θｕ１（ｄ）现在或者θｕ０（ｄ）＝０ｍｏｄπ，因此
有π≤θｕ０（ｄ）≤θｕ１（ｄ），或者 θｕ０（ｄ）＝θｕ１（ｄ）ｍｏｄπ，因此有 π≤θｕ０（ｄ）＋π≤
θｕ１（ｄ），除非θｕ０（ｄ）＝θｕ１（ｄ），而这只当Ｌ０－λ０＝Ｌ１－λ１时才会发生 □

到此为止，ｕ本质上是任意的 现在我们取式 （５５３）中定义的解 ｕ（ｘ）＝
ｕ±（λ，ｘ），并研究对应的普吕弗 （Ｐｒüｆｅｒ）角关于参数 λ∈瓗的依赖性作为预备
我们证明

引理５１５　设λ∈瓗则

Ｗｘ（ｕ±（λ），ｕ±（λ））＝
∫
ｂ

ｘ
ｕ＋（λ，ｔ）

２ｒ（ｔ）ｄｔ，

－∫
ｘ

ａ
ｕ－（λ，ｔ）

２ｒ（ｔ）ｄｔ{ ，

， （５７７）
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其中的点表示关于λ的导数
证明　由式 （５６２）我们知道

Ｗｘ（ｕ±（λ），ｕ±（珘λ））＝（珘λ－λ）
∫
ｂ

ｘ
ｕ＋（λ，ｔ）ｕ＋（珘λ，ｔ）ｒ（ｔ）ｄｔ，

－∫
ｘ

ａ
ｕ－（λ，ｔ）ｕ－（珘λ，ｔ）ｒ（ｔ）ｄ

{ ｔ．

现在利用这个去计算极限

ｌｉｍ
珘λ→λ
Ｗｘ ｕ±（λ），

ｕ±（λ）－ｕ±（珘λ）
λ－珘( )λ

 □

现在由于式 （５６５），我们有

θｕ（ｘ）＝－
Ｗｘ（ｕ，ｕ）
ρｕ（ｘ）

２ ， （５７８）

故由方程 （５７７）立刻得

θ＋（λ，ｘ）＝－
∫
ｂ

ｘ
ｕ＋（λ，ｔ）

２ｒ（ｔ）ｄｔ

ρ＋（λ，ｘ）
２ ＜０，　θ－（λ，ｘ）＝

∫
ｘ

ａ
ｕ－（λ，ｔ）

２ｒ（ｔ）ｄｔ

ρ－（λ，ｘ）
２ ＞０，

（５７９）
其中我们记ρ±（λ，ｘ）＝ρｕ±（λ）（ｘ）和θ±（λ，ｘ）＝θｕ±（λ）（ｘ）接下来我们选取

θ－（λ，ａ）＝α∈［０，π），　 －θ＋（λ，ｂ）＝π－β∈［０，π） （５８０）
以及由于±θ±（，ｘ）≥０是递减的，极限

θ±（ｘ）＝ ｌｉｍ
λ→－∞
θ±（λ，ｘ）≥０ （５８１）

存在事实上，下面引理成立
引理５１６　我们有

θ＋（ｘ）＝０，ｘ∈［ａ，ｂ），　θ－（ｘ）＝０，ｘ∈（ａ，ｂ］ （５８２）
证明　我们仅对θ－（ｘ）证明固定ｘ０∈（ａ，ｂ］并对小的 ε＞０考虑 ｗ（ｘ）＝π－

（π－ε）ｘ－ａｘ０－ａ
于是对充分小的λ，当ｘ∈［ａ，ｘ０］时，我们有

１
ｐｃｏｓ（ｗ）

２－（ｑ－λ）ｓｉｎ（ｗ）２≤ １ｐ－（ｑ－λ）ｓｉｎ（ε）
２ ＜ｗ′，

这说明ｗ是上解因此，由引理１１，对任何ε，我们得到０≤θ－（ｘ０） □
现在，注意到ｕ－（λ）是特征函数，当且仅当它在 ｂ满足边界条件，就是说，

当且仅当θ－（λ，ｂ）＝βｍｏｄπ这证明当λ→ －∞时 ｕ－（λ）最终在 ｂ不再能满足边
界条件因此存在最小特征值Ｅ０我们指出：

引理５１７　正则施图姆刘维尔 （ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ）问题的特征值可按Ｅ０＜Ｅ１＜
…次序排列

有了这些准备工作以后，现在我们容易建立几个漂亮而且重要的结果
定理５１８　假设Ｌ在 ｂ满足狄利克雷 （Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ）边界条件 （即 ｕ（ｂ）＝０）
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则我们有

＃（－∞，λ）（Ｌ）＝＃（ｕ－（λ））， （５８３）
其中＃（ｕ）是ｕ在（ａ，ｂ）内的零点个数，＃（λ０，λ１）（Ｌ）是Ｌ在（λ０，λ１）内的特征值个数
同样地，假设Ｌ在ａ满足狄利克雷 （Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ）边界条件则我们有

＃（－∞，λ）（Ｌ）＝＃（ｕ＋（λ）） （５８４）
证明　对小的λ，由引理５１６，ｕ－（λ）没有零点因此对小的λ结果成立当

λ增加时，θ－（λ，ｂ）增加且等于０ｍｏｄπ，当且仅当λ是Ｌ的特征值 （引理５１０）．
证明完毕 □

与施图姆 （Ｓｔｕｒｍ）比较定理 （定理５１４）同样的证明得知
定理５１９　假设特征值是按Ｅ０＜Ｅ１＜…次序排列则对应于Ｅｎ的特征函数ｕｎ

在区间（ａ，ｂ）内恰有ｎ个零点，且ｕｎ＋１的零点与ｕｎ的零点交错就是说，如果 ｘｎ，ｊ
是ｕｎ在（ａ，ｂ）内的零点，则

ａ＜ｘｎ＋１，１ ＜ｘｎ，１ ＜ｘｎ＋１，２ ＜… ＜ｘｎ＋１，ｎ＋１ ＜ｂ （５８５）
用完全同样的方法，我们可证明：

定理５２０　对λ０＜λ１，我们有
＃（λ０，λ１）（Ｌ）＝＃（ｕ－（λ０），＃ｕ＋（λ１））＝＃（ｕ＋（λ０），ｕ－（λ１））， （５８６）

其中＃（ｕ，ｖ）是Ｗ（ｕ，ｖ）在（ａ，ｂ）内的零点个数，＃（λ０，λ１）（Ｌ）是Ｌ在（λ０，λ１）内的特征
值个数

证明　我们仅对＃（ｕ－（λ０），ｕ＋（λ１））情形证明 记 Δ（λ１，ｘ）＝Δｕ－（λ０），ｕ＋（λ１）
（ｘ）．由于对λ１＝λ０，朗斯基 （Ｗｒｏｎｓｋｙ）行列式为常数，我们的论断对接近于 λ０
的λ１成立此外，由于Δ（λ１，ｂ）＝β－Θ－（λ０，ｂ）与λ１无关，由引理５１３只需考
虑Δ（λ１，ａ）当λ１≥λ０增加时，由 （５７９），－Δ（λ１，ａ）增加为０ｍｏｄπ，当且仅当
λ１是Ｌ的特征值 （引理５１０）证明完毕 □

问题５１８　证明方程 （５６６）
问题５１９　证明引理５９（提示：引理１１）
问题５２０　考虑方程－ｕ″＋ｑｕ＝０并假设 ｑ０≤ｑ（ｘ）≤ｑ１＜０求证对 ｕ（ｘ）的两

个相继零点ｘｋ和ｘｋ＋１，我们有
π
－ｑ槡 ０

≤ｘｋ＋１－ｘｋ≤
π
－ｑ槡 １



问题５２１　假设ｑ（ｘ）＞０以及－（ｐｕ′）＋ｑｕ＝０求证在 ｕ′（ｘ）的两个相继零点
ｘｋ和ｘｋ＋１我们有

ｕ（ｘｋ）≤ ｕ（ｘｋ＋１），　若（ｐｑ）′≥０
提示：考虑

ｕ２－１ｐｑ（ｐｕ′）
２

问题５２２　考虑我们的施图姆刘维尔 （ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ）问题的有序特征值
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Ｅｎ（α）为有界参数α的函数证明对应于不同的参数的特征值是交错的就是说，
假设０＜α１＜α２≤π，证明Ｅｎ（α１）＜Ｅｎ（α２）＜Ｅｎ＋１（α１）

５５　周期算子

现在我们假设ｒ（ｘ），ｐ（ｘ）和ｑ（ｘ）是ｌ周期函数
记

Π（ｚ，ｘ，ｘ０）＝
ｃ（ｚ，ｘ，ｘ０） ｓ（ｚ，ｘ，ｘ０）

ｐ（ｘ）ｃ′（ｚ，ｘ，ｘ０） ｐ（ｘ）ｓ′（ｚ，ｘ，ｘ０( )）
（５８７）

是方程 （５４１）的主解矩阵因此ｃ（ｚ，ｘ，ｘ０）和ｓ（ｚ，ｘ，ｘ０）是方程 （５４１）对应于初
始条件ｃ（ｚ，ｘ０，ｘ０）＝ｐ（ｘ０）ｓ′（ｚ，ｘ０，ｘ０）＝１，ｓ（ｚ，ｘ０，ｘ０）＝ｐ（ｘ０）ｃ′（ｚ，ｘ０，ｘ０）＝０的基
础解系由于基点不起重要作用，我们将令它等于ｘ０＝０，并写为 ｃ（ｚ，ｘ）＝ｃ（ｚ，ｘ，
０），ｓ（ｚ，ｘ）＝ｓ（ｚ，ｘ，０）

在３５节我们已经引入单值矩阵Ｍ（ｚ）＝Π（ｚ，ｘ０＋ｌ，ｘ０）以及它的特征值，弗洛
凯 （Ｆｌｏｑｕｅｔ）乘子为

ρ±（ｚ）＝Δ（ｚ）± Δ（ｚ）２－槡 １，　ρ＋（ｚ）ρ－（ｚ）＝１ （５８８）
我们将选取平方根的一个分支，使得 ρ＋（ｚ）≤１其中弗洛凯 （Ｆｌｏｑｕｅｔ）判别式
是

Δ（ｚ）＝ｔｒ（Ｍ（ｚ））２ ＝ｃ（ｚ，ｌ）＋ｐ（ｌ）ｓ′（ｚ，ｌ）２ ， （５８９）

此外，我们已经找到了两个称为弗洛凯 （Ｆｌｏｑｕｅｔ）解的解
ｕ±（ｚ，ｘ）＝ｃ（ｚ，ｘ）＋ｍ±（ｚ）ｓ（ｚ，ｘ）， （５９０）

它们满足

ｕ±（ｚ，ｌ）

ｐ（ｌ）ｕ′±（ｚ，ｌ( )） ＝ρ±（ｚ） ｕ±（ｚ，０）

ｐ（０）ｕ′±（ｚ，０( )） ＝ρ±（ｚ）　１ｍ±（ｚ( )
）
 （５９１）

其中

ｍ±（ｚ）＝
ρ±（ｚ）－ｃ（ｚ，ｌ）

ｓ（ｚ，ｌ） ＝ ｓ（ｚ，ｌ）
ρ±（ｚ）－ｃ（ｚ，ｌ）

（５９２）

是Ｗｅｙｌｍ函数注意，在点ｚ满足ｓ（ｚ，ｌ）＝０，因此，函数ｍ±（ｚ）没有定义以及
进一步ｕ±（ｚ，ｘ）也没有定义这是由于我们的规范化条件 ｕ±（ｚ，０）＝１，在单值矩
阵的特征向量的第一个分量为零时不可能成立的缘故

ｕ＋和ｕ－的朗斯基 （Ｗｒｏｎｓｋｙ）行列式是

Ｗ（ｕ－（ｚ），ｕ＋（ｚ））＝ｍ＋（ｚ）－ｍ－（ｚ）＝
２ Δ（ｚ）２－槡 １
ｓ（ｚ，ｌ） ， （５９３）

因此，如果Δ（ｚ）≠±１，那它们线性无关而当 Δ（ｚ）＝±１时这两个函数显然相
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等．
当 ρ＋（ｚ） ＜１且 ｘ→ ±∞时函数 ｕ±（ｚ，ｘ）指数式衰减，即 Δ（ｚ） ＞１，且当

ρ＋（ｚ） ＝１时它有界，即 Δ（ｚ）≤１稳定集
Σ＝｛λ∈瓗 Δ（λ）≤１｝ （５９４）

也称为谱我们的目的是弄清楚稳定集的情况它的临界作用是由满足 Δ（λ）＝
±１的点给出，它们正是与式 （５４０）和下面的定义域相应的周期算子Ｌ＋和反周期
算子Ｌ－的谱，
Ｄ（Ｌ±）＝｛ｆ∈Ｃ

２（［０，ｌ］，瓘） ｆ（ｌ）＝±ｆ（０），ｐ（ｌ）ｆ′（ｌ）＝±ｐ（０）ｆ′（０）｝

（５９５）
定理５２１　Ｌ±的谱是

σ（Ｌ±）＝｛λ∈瓗｜Δ（λ）＝±１｝， （５９６）
且是由没有有限聚点的实特征值序列所组成

证明　由Ｄ（Ｌ±）的边界条件的定义看到，ｚ∈瓘是Ｌ±的特征值，当且仅当±１
是单值矩阵的特征值，即当且仅当Δ（ｚ）＝±１如同在５３节，我们可以证明Ｌ±是
具有紧预解式的对称算子 （问题５２２），因此结论成立 □

注意，如果单值矩阵恰有一个特征值，则 Ｌ±的特征值是单的，以及如果单值
矩阵有两个线性无关的特征向量，则它是二次退化的

首先注意，Ｌ±没有小于某λ０的特征值
引理５２２　对λ＜λ０我们有Δ（λ）＞１，其中

λ０ ＝ ｍｉｎｘ∈［０，ｌ］

ｑ（ｘ）
ｒ（ｘ） （５９７）

证明　设 λ＜λ０，则 ｑ－λｒ＞０，且式 （５４０）任何满足 ｚ＝λ的解 ｕ满足
（ｐｕ′）′＝ｑ－λｒ＞０因此 ｐｕ′是递增的，即对 ｘ＞０有 ｐ（ｘ）ｕ′（ｘ）＞ｐ（０）ｕ′（０）此
外，如果ｐ（０）ｕ′（０）≥０，则 ｕ也是递增的，就是说，对 ｘ＞０有 ｕ（ｘ）＞ｕ（０）特
别地，ｃ（λ，ｘ）≥ｃ（λ，０）＝１，以及对ｘ＞０有ｐ（ｘ）ｓ′（λ，ｘ）≥ｐ（０）ｓ′（λ，０）＝１ □

为了研究在使得Δ（ｚ）＝±１的点Δ（ｚ）的导数，我们先推导Δ（ｚ）的一个很实用
的公式

引理５２３　我们有

Δ（ｚ）＝－ｓ（ｚ，ｌ）２ ∫
ｌ

０
ｕ＋（ｚ，ｘ）ｕ－（ｚ，ｘ）ｒ（ｘ）ｄｘ

＝１２∫
ｌ

０
（ｐ（ｌ）ｃ′（ｚ，ｌ）ｓ（ｚ，ｘ）２＋（ｃ（ｚ，ｌ）－ｐ（ｌ）ｓ′（ｚ，ｌ））ｓ（ｚ，ｘ）ｃ（ｚ，ｘ）－

　ｓ（ｚ，ｌ）ｃ（ｚ，ｘ）２）ｒ（ｘ）ｄｘ， （５９８）
其中的点表示关于ｚ的导数

证明　设ｕ（ｚ，ｘ），ｖ（ｚ，ｘ）是 τｕ＝ｚｕ的两个光滑解，于是积分 （５６２），其中 ｕ
＝ｕ（ｚ０）和ｖ＝ｖ（ｚ），两端除ｚ０－ｚ，并取ｚ０→ｚ得
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Ｗｌ（ｕ（ｚ），ｖ（ｚ））－Ｗ０（ｕ（ｚ），ｖ（ｚ））＝∫
ｌ

０
ｕ（ｚ，ｔ）ｖ（ｚ，ｔ）ｒ（ｔ）ｄｔ （５９９）

（利用朗斯基 （Ｗｒｏｎｓｋｙ）行列式 Ｗｌ（ｕ（ｚ），ｖ（ｚ））－Ｗ０（ｕ（ｚ），ｖ（ｚ））＝０的不变性，
我们看到，左边事实上是导数）现在选择ｕ（ｚ）＝ｕ＋（ｚ）和ｖ（ｚ）＝ｕ－（ｚ），并由计
算朗斯基 （Ｗｒｏｎｓｋｙ）行列式

Ｗｌ（ｕ＋（ｚ），ｕ－（ｚ））－Ｗ０（ｕ＋（ｚ），ｕ－（ｚ））＝ρ＋（ｚ）ρ－（ｚ）Ｗ（ｕ＋（ｚ），ｕ－（ｚ））

＝－ Δ（ｚ）
Δ（ｚ）２－槡 １

Ｗ（ｕ－（ｚ），ｕ＋（ｚ））

得到第一个公式第二个公式由式 （５９０）和朗斯基 （Ｗｒｏｎｓｋｙ）行列式 ｃ（ｚ，ｌ）ｐ
（ｌ）ｓ′（ｚ，ｌ）－ｐ（ｌ）ｃ′（ｚ，ｌ）ｓ（ｚ，ｌ）＝１的不变性得到 □

推论５２４　对λ∈Σ我们有

Δ（λ）＝－ｓ（λ，ｌ）２ ∫
ｌ

０
ｕ±（λ，ｘ）

２ｒ（ｘ）ｄｘ， （５１００）

它在Σ的内部不为零
证明　对λ∈Σ我们有 ρ－（λ）＝ρ＋（λ），因此也有 ｕ－（λ）＝ｕ＋（λ，ｘ）此外，

如果ｓ（λ，ｌ）＝０，那么ｓ（λ，ｘ）是对应于实值乘子ｓ′（λ，ｌ）的弗洛凯 （Ｆｌｏｑｕｅｔ）解
因此ｓ（λ，ｌ）在Σ的内部不为零，因为两个 （Ｆｌｏｑｕｅｔ）乘子在那里都不是实数□

引理５２５　在使得Δ（Ｅ）＝±１的点Ｅ∈瓗处有Δ（Ｅ）＝０，当且仅当ｓ（Ｅ，ｌ）＝
ｐ（ｌ）ｃ′（Ｅ，ｌ）＝０，即当且仅当Ｍ（Ｅ）＝±Ｉ此外，在这情形下我们有Δ（Ｅ）Δ（Ｅ）
＜０
证明　为记号方便起见我们不表出ｚ利用ｃ（ｌ）ｐ（ｌ）ｓ′（ｌ）－ｐ（ｌ）ｃ′（ｌ）ｓ（ｚ，ｌ）

＝１，我们看到

Δ２－１＝ ｃ（ｌ）＋ｐ（ｌ）ｓ′（ｌ）( )２
２
－ｃ（ｌ）ｐ（ｌ）ｓ′（ｌ）＋ｐ（ｌ）ｃ′（ｌ）ｓ（ｚ，ｌ）

＝ ｃ（ｌ）－ｐ（ｌ）ｓ′（ｌ）( )２
２
＋ｐ（ｌ）ｃ′（ｌ）ｓ（ｌ）

因此，在使得Δ（Ｅ）＝±１的点ｚ＝Ｅ处，我们有

ｃ（ｌ）－ｐ（ｌ）ｓ′（ｌ）( )２
２
＝－ｐ（ｌ）ｃ′（ｌ）ｓ（ｌ）

从而，如果ｓ（Ｅ，ｌ）＝ｐ（ｌ）ｃ′（Ｅ，ｌ）＝０，则式 （５９８）显示Δ（Ｅ）＝０
反之，假设Δ（Ｅ）＝±１和Δ（Ｅ）＝０，但ｓ（Ｅ，ｌ）≠０则我们可以对式 （５９８）

乘上ｓ（Ｅ，ｌ）得到

０＝∫
ｔ

０
ｓ（ｌ）ｃ（ｘ）＋ｃ（ｌ）－ｐ（ｌ）ｓ′（ｌ）２ ｓ（ｘ( )）２

ｒ（ｘ）ｄｘ
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由此得知该积分为 ０，又由于 ｓ（ｘ）和 ｃ（ｘ）线性无关，我们必须有 ｓ（ｌ）＝
ｃ（ｌ）－ｐ（ｌ）ｓ′（ｌ）

２ ＝０，与假设矛盾类似地，对式 （５９８）乘上 ｐ（ｌ）ｃ′（Ｅ，ｌ），

我们看到ｐ（ｌ）ｃ′（Ｅ，ｌ）＝０
现在微分式 （５９８），并在满足Ｍ（Ｅ）＝±Ｉ的点ｚ＝Ｅ计算显示

Δ＝１２∫
ｌ

０
（ｐ（ｌ）ｃ′（ｌ）ｓ（ｘ）２＋（ｃ（ｌ）－ｐ（ｌ））ｓ′（ｘ）ｓ（ｘ）ｃ（ｘ）－ｓ（ｌ）ｃ（ｘ）２）ｒ（ｘ）ｄｘ

进一步，在式 （５９９）中选择ｕ＝ｖ＝ｓ得

Ｗｌ（ｓ，ｓ）＝∫
ｔ

０
ｓ（ｘ）２ｒ（ｘ）ｄｘ， （５１０１）

由ｓ（ｌ）＝０，ｓ′（ｌ）＝±１，我们有

ｓ（ｌ）＝±∫
ｌ

０
ｓ（ｘ）２ｒ（ｘ）ｄｘ

类似地，我们得到

ｐ（ｌ）ｃ′（ｌ）＝∫
ｌ

０
ｃ（ｘ）２ｒ（ｘ）ｄｘ，　ｃ（ｌ）＝－ｐ（ｌ）ｓ′（ｌ）＝±∫

ｌ

０
ｓ（ｘ）ｃ（ｘ）ｒ（ｘ）ｄｘ

因此

ΔΔ＝ ∫
ｌ

０
ｓ（ｘ）ｃ（ｘ）ｒ（ｘ）ｄ( )ｘ２

－∫
ｌ

０
ｓ（ｘ）２ｒ（ｘ）ｄ( )ｘ ∫

ｌ

０
ｃ（ｘ）２ｒ（ｘ）ｄ( )ｘ，

由于在柯西施瓦茨 （ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｚ）不等式中的等号仅在 ｃ（ｘ）和 ｓ（ｘ）线性相关
时才出现，故右边是严格为负的 □

综上所述，这些结果建立了Δ（ｚ）的下面这些性态：由引理５２２，Δ（λ）将首先在
某点Ｅ０碰到＋１在这点我们必须有Δ（Ｅ）＜０事实上，由Δ（Ｅ）＝０和引理５２５得

Δ（Ｅ）＜０，这和它从上面与直线＋１相交矛盾由引理５２４，Δ（λ）不可能转向直到
它在某点Ｅ１＞Ｅ２交于－１现在它或者穿过（Δ（Ｅ１）＜０）或者转向（Δ（Ｅ１）＝０，Δ（Ｅ１）
＞０）在第一个情形，它将在后面某个点Ｅ２再次碰到－１，在后一情形，我们刚好可
令Ｅ２＝Ｅ１ （这时Ｅ１＝Ｅ２是Ｌ－的二次退化特征值）由于存在无穷多个周期 （反周

期）特征值 （问题５２３），这个过程可永远不停止，于是我们得到：
定理５２６　存在趋于∞的实数序列

Ｅ０ ＜Ｅ１≤Ｅ２ ＜Ｅ３≤Ｅ４… （５１０２）

使得

Σ＝∪
∞

ｎ＝０
［Ｅ２ｎ，Ｅ２ｎ＋１］ （５１０３）

此外，

σ（Ｌ＋）＝｛Ｅ０ ＜Ｅ３≤Ｅ４ ＜Ｅ７≤Ｅ８ ＜…｝ （５１０４）
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且

σ（Ｌ－）＝｛Ｅ１≤Ｅ２ ＜Ｅ５≤Ｅ６ ＜…｝ （５１０５）

就是说，谱是由无穷序列带组成，其中有些可能会接触事实上，如果 ｑ＝０，

我们得到Δ（ｚ）＝ｃｏｓ（槡ｚ），所有带都接触，故Σ＝［０，∞）典型判别式描述如下

图　５２

与 （５４０）和下面的定义域相应的算子Ｌα的谱甚至存在进一步的联系

Ｄ（Ｌα）＝｛ｆ∈Ｃ
２（［０，ｌ］，瓘）｜ｃｏｓ（α）ｆ（０）－ｓｉｎ（α）ｐ（０）ｆ′（０）

＝ｃｏｓ（α）ｆ（ｌ）－ｓｉｎ（α）ｐ（ｌ）ｆ′（ｌ）＝０｝ （５１０６）

作为准备，我们证明：

引理５２７　如下结论成立

ｍ±（ｚ）＝－∫
±∞

０
ｕ±（ｚ，ｘ）

２ｒ（ｘ）ｄｘ，　ｚ∈瓘＼Σ （５１０７）

证明　在式 （５６２）中选择ｕ＝ｕ±（ｚ０），ｖ＝ｕ±（ｚ），分别令ｃ＝０和ｄ→±∞得

－Ｗ０（ｕ±（ｚ０），ｕ±（ｚ０））＝（ｚ０－ｚ）∫
±∞

０
ｕ±（ｚ０，ｘ）ｕ±（ｚ，ｘ）ｒ（ｘ）ｄｘ

两边除ｚ－ｚ０，得
１
ｚ０－ｚ

Ｗ０（ｕ±（ｚ０），ｕ±（ｚ））＝Ｗ０
ｕ±（ｚ０）－ｕ±（ｚ）

ｚ０－ｚ
，ｕ±（ｚ( )）

＝－∫
±∞

０
ｕ±（ｚ０，ｘ）ｕ±（ｚ，ｘ）ｒ（ｘ）ｄｘ，

令ｚ０→ｚ，得

Ｗ０（ｕ±（ｚ），ｕ±（ｚ））＝－∫
±∞

０
ｕ±（ｚ，ｘ）

２ｒ（ｘ）ｄｘ

现在Ｗ０（ｕ±（ｚ），ｕ±（ｚ））＝ｍ±（ｚ），证毕 □
定理５２８　记Ｌα，α∈［０，π）的谱为

σ（Ｌα）＝｛λ０（α）＜λ１（α）＜…｝，　α≠０ （５１０８）
以及

σ（Ｌ０）＝｛λ１（０）＜λ２（０）＜…｝． （５１０９）
则对Ｅ２ｊ－１＜Ｅ２ｊ，在（－∞，Ｅ０］和∪α∈（０，π）λ０（α）相应地［Ｅ２ｊ－１，Ｅ２ｊ］和∪α∈［０，π）λｊ（α）
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之间存在一一对应如果Ｅ２ｊ－１＝Ｅ２ｊ，则对所有α∈［０，π），我们有λｊ（α）＝Ｅ２ｊ－１＝
Ｅ２ｊ

证明　首先注意 λ∈σ（Ｌα）当且仅当 ｍ＋（λ）＝ｃｏｔ（α）或者 ｍ－（λ）＝ｃｏｔ（α），
因为对应的特征函数给出单值矩阵的特征向量，反之亦然

因此，只需证明当λ从Ｅ２ｊ－１跑到Ｅ２ｊ时ｍ－（λ）和ｍ＋（λ）穿过瓗∪｛∞｝内的所
有值本质上，这由ｍ±（λ）在这些区域的单调性 （引理５２７）以及它们必须在边
界点相等这些事实得知乍一看似乎有矛盾 （如果两个从同一点开始，一个增加，

另一个减少，它们永远不可能再相遇），这完全不是这么回事，因为ｍ±可以 （将）

有极点！事实上，由式 （５１０１）我们看到在满足ｓ（μ，ｘ）＝０的点ｚ＝μ处有

ｓ（μ，ｘ）＝ １
ｓ′（μ，ｘ）∫

ｌ

０
ｓ（μ，ｔ）２ｒ（ｔ）ｄｔ≠０，

因此ｍ±（λ）在ｚ＝μ∈（Ｅ２ｊ－１，Ｅ２ｊ）有简单极点
典型情况描述如下

图　５３

我们的目的是证明这个图像永远看上去如此
我们从λ∈（－∞，Ｅ０）开始对λ＜λ０，引理５２２的证明显示ｓ（λ，ｌ）＞０，因

此ｍ－（λ）＜ｍ＋（λ）现在当λ增加时，ｍ－（λ）增加而ｍ＋（λ）减少由于它们在λ
＝Ｅ０之前不可能相交（由ｕ＋（λ，ｘ）和ｕ－（λ，ｘ）线性无关性得知），它们将在λ＝Ｅ０
相交为看到这点，当 λ→ －∞时 ｍ±（λ）→ ±∞，注意到 ｍ±（λ）＝ｃｏｔ（θ±（λ，
０）），其中θ±（λ，ｘ）是ｕ±（λ，ｘ）的Ｐｒüｆｅｒ角如在引理５１６的证明，我们证明θ±
（λ，ｘ）收敛于π的倍数，这就完成了情形λ∈（－∞，Ｅ０）的证明

如果Ｅ２ｊ－１＝Ｅ２ｊ，所有解是 （反）周期的，因此在０满足边界条件的任何解在ｌ
也满足相同的边界条件换句话说，对所有α∈［０，π）有λｊ（α）＝Ｅ２ｊ－１＝Ｅ２ｊ

如果 λ∈（Ｅ２ｊ－１，Ｅ２ｊ），存在两种情形，或者 ｍ－（λ）＜ｍ＋（λ）（若 ｓ（λ，ｌ）＞
０），或者ｍ－（λ）＜ｍ＋（λ）（若ｓ（λ，ｌ）＜０）情形ｓ（λ，ｌ）＝０总可以用稍微移动
λ一点来避免．我们仅讨论第一个情形 ｍ－（λ）＜ｍ＋（λ），由于第二个情形完全
类似当 λ增加时，ｍ－（λ）增加而 ｍ＋（λ）减少，两个在 Ｅ２ｊ相遇当 λ减少时，
ｍ－（λ）减少而 ｍ＋（λ）增加现在如果在（Ｅ２ｊ－１，λ）内没有极点，它们不可能在有
限值 ｍ－（Ｅ２ｊ－１）＝ｍ＋（Ｅ２ｊ－１）相遇，因此 Ｅ±（Ｅ２ｊ－１）＝∞，即 ｓ（Ｅ２ｊ－１，ｌ）＝０否
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则，它们中的一个存在极点 （它们不可能都有极点，因为在那种情形下产生 Ｌ０
的两个线性无关的特征函数，但是 Ｌ０的特征值是单的），在这个极点以后我们有
ｍ－＞ｍ＋由于它们不可能相交，故不可能存在另外的极点，因此它们必须在
Ｅ２ｊ－１的有限值相交 □

作为简单的结论我们有

定理５２９　最小周期特征值 Ｅ０是单的，对应的特征函数 ｕ（Ｅ０，ｘ）没有零点
反周期特征函数ｕ（Ｅ４ｊ－３，ｘ），ｕ（Ｅ４ｊ－２，ｘ）在［０，ｌ）内有２ｊ－１个零点，周期特征函数
ｕ（Ｅ４ｊ－１，ｘ），ｕ（Ｅ４ｊ，ｘ）在［０，ｌ）内有２ｊ个零点

证明　首先注意，周期特征函数必须有偶数个零点，反周期特征函数必须有奇
数个零点 （为什么？）此外，由定理５１８，对应于 λｊ（０）的特征函数刚好有 ｊ－１
个零点

由施图姆 （Ｓｔｕｒｍ）比较定理 （定理５１４）得知，任何满足 λｊ（０）≤λ≤λｊ＋１
（０）的解ｕ（λ，ｘ）至少有ｊ－１个和至多ｊ个零点由 λｊ（０）≤Ｅ２ｊ－１＜Ｅ２ｊ≤λｊ＋１（０）得
知关于零点个数的结论

如果Ｅ０是二次退化，为了得到在０等于零的特征函数，我们可以取两个线性
无关的特征函数的线性组合由周期性这个函数在ｌ也必须等于零因此，它是Ｌ０
的特征函数，由此得知λ１（０）＝Ｅ０，但这与Ｅ０＜Ｅ１≤λ１（０）矛盾 □

问题５２３　（周期和反周期谱）
（１）求证Ｌ±是对称的
（２）求证对应的格林 （Ｇｒｅｅｎ）函数是

Ｇ±（ｚ，ｘ，ｙ）＝

１
１ρ＋（ｚ）

ｕ＋（ｚ，ｘ）ｕ－（ｚ，ｙ）＋
１

１ρ－（ｚ）
ｕ－（ｚ，ｘ）ｕ＋（ｚ，ｙ），　ｙ＜ｘ，

ρ＋（ｚ）
１ρ＋（ｚ）

ｕ＋（ｚ，ｘ）ｕ－（ｚ，ｙ）＋
ρ－（ｚ）

１ρ－（ｚ）
ｕ－（ｚ，ｘ）ｕ＋（ｚ，ｙ），　ｙ＞ｘ

{ 

故周期和反周期特征值组成收敛于∞的实数序列．
（３）用例子证明周期，反周期特征值不必是单的．（提示：ｒ＝ｐ＝１和ｑ＝０）．
问题５２４　（反射对称）　假设ｑ是周期函数 ｑ（ｔ＋ｌ）＝ｑ（ｔ）且是对称的 ｑ（－

ｘ）＝ｑ（ｘ）（令ｒ（ｘ）＝ｐ（ｘ）＝１）证明
（１）ｃ（ｚ，－ｘ）＝ｃ（ｚ，ｘ）和ｓ（ｚ，－ｘ）＝－ｓ（ｚ，ｘ），
（２）ｃ（ｚ，ｘ±ｌ）＝ｃ（ｚ，ｌ）ｃ（ｚ，ｘ）±ｃ′（ｚ，ｌ）ｓ（ｚ，ｘ）和ｓ（ｚ，ｘ±ｌ）＝±ｓ（ｚ，ｌ）ｃ（ｚ，

ｘ）＋ｓ′（ｚ，ｌ）ｓ（ｚ，ｘ），
（３）ｃ（ｚ，ｌ）＝ｓ（ｚ，ｌ）
问题５２５　电子在晶体中的简单量子力学模型导致研究方程

－ｕ″＋ｑ（ｘ）ｕ＝λｕ，　其中ｑ（ｘ＋１）＝ｑ（ｘ）．

参数λ∈瓗对应于电子的能量仅当能量使得方程是稳定时才被允许，因此集合 Σ
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＝｛λ∈瓗 Δ（λ）≤１｝称为晶体的谱由于Δ（λ）关于 λ连续，谱是由带之间具有
缝隙的带组成

考虑明显的情形

ｑ（ｘ）＝ｑ０，　０≤ｘ＜
１
２，　ｑ（ｘ）＝０，　

１
２≤ｘ＜１

求证在某个 λ值的下面不存在谱带证明如果 ｑ０≠０则存在无穷多个缝隙ｑ０＝０
时存在多少个缝隙？（提示：在 Δ（λ）的表达式中令 λ－ｑ０→（ａ－ε）

２和 λ→（ａ＋
ε）２如果ｑ０→０，你期望在哪里出现缝隙？选择这些ａ值并考虑ａ→∞的情形）
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第２部分　动 力 系 统

第６章　动 力 系 统

６１　动力系统

你可以想象动力系统为某个物理系统的时间发展，例如某些行星在万有引力作

用下的运动通常你希望知道系统在长时间内的命运，例如行星们最终将是碰撞在
一起，还是系统对所有时间维持现状？

对某些系统 （例如，两个行星的系统），这些问题的回答相对比较简单，因为

系统的运动是正则并收敛，例如收敛到平衡态
但是，许多有趣的系统并不是正则的！事实上，对许多系统，即使初始条件非

常接近，其轨线也可能在短时间内分开很远例如，你或许听到过关于蝴蝶运动，
它可在雷暴以后几个星期产生大气紊动

我们从定义开始：动力系统是作用在空间Ｍ上的半群Ｇ就是说，存在映射
Ｔ：Ｇ×Ｍ→Ｍ
（ｇ，ｘ） Ｔｇ（ｘ） （６１）

使得

ＴｇＴｈ ＝Ｔｇｈ （６２）
如果Ｇ是群，我们就说它是可逆动力系统

我们的主要兴趣是离散动力系统，其中

Ｇ＝瓔０　或　Ｇ＝瓕 　 （６３）
和连续动力系统，其中

Ｇ＝瓗＋　或Ｇ＝瓗 （６４）
当然这个定义非常抽象，所以让我们先看几个例子

例　离散动力系统的典型例子是迭代映射设ｆ映区间Ｉ到它自己，并考虑
Ｔｎ＝ｆｎ＝ｆｆｎ－１＝ｆ…{ ｆ

ｎ次

，　Ｇ＝瓔０ （６５）

显然，如果ｆ可逆，又如果我们按通常方法把这个定义推广到 ｎ∈瓕，则动力系统



可逆你可能会怀疑这样的系统的任何兴趣是否太简单了不过我们将会看到，情
况恰恰相反，如此简单的系统恰给我们带来非常丰富的数学结构，其中还有许多尚

未解决的问题
例　连续动力系统的典型例子是自治微分方程的流

Ｔｔ＝Φｔ，　Ｇ＝瓗， （６６）
我们将在下一节考虑它

６２　自治方程的流

现在我们将靠近地观察自治系统

ｘ＝ｆ（ｘ），　ｘ（０）＝ｘ０ （６７）
的解整个这一节将假设ｆ∈Ｃｋ（Ｍ，瓗ｎ），ｋ≥１，其中Ｍ是瓗ｎ的开子集

这样的系统可以视为瓗ｎ上的向量场解是 Ｍ瓗ｎ中的曲线，在每一点它与

这个向量场相切因此，为了得到解的图像的几何概念，我们可以简单地画出对应
的向量场

例　利用Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ于数学摆的向量场ｆ（ｘ，ｙ）＝（ｙ，－ｓｉｎ（ｘ）），可作图如下：
Ｉｎ［１］：＝Ｎｅｅｄｓ［”ＶｅｃｔｏｒＦｉｅｌｄＰｌｏｔｓ”］；
Ｉｎ［２］：＝ＶｅｃｔｏｒＦｉｅｌｄＰｌｏｔ［｛ｙ，－ｓｉｎ［ｘ］｝，｛ｘ，－２π，２π｝，｛ｙ，－５５｝，

　　　　Ｆｒａｍｅ→Ｔｒｕｅ，ＰｌｏｔＰｏｉｎｔｓ→１０］

Ｏｕｔ［２］＝

图　６１

在６７节我们将回到这个例子
特别地，ＩＶＰ（６７）的解也称为积分曲线或轨线如果 满足 （０）＝０，我

们就说是在ｘ０的积分曲线，

　通常将微分方程的解在相空间瓗ｎ中的曲线称为相轨线或轨线，而称它在空间瓗ｎ＋１ （包括时间变量

ｔ）中的曲线为积分曲线，与积分曲线相应的轨线是积分曲线在相空间中的投影译者注

由定理２１２，对每一点 ｘ，存在定义在最大区间 Ｉｘ＝（Ｔ－（ｘ），Ｔ＋（ｘ））上的
（唯一）最大积分曲线ｘ
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引入集合

Ｗ ＝∪
ｘ∈Ｍ
Ｉｘ×｛ｘ｝瓗 ×Ｍ， （６８）

我们定义微分方程的流为映射

Φ：Ｗ→Ｍ，　（ｔ，ｘ） （ｔ，ｘ）， （６９）
其中（ｔ，ｘ）是在ｘ的最大积分曲线有时候我们也用记号 Φｘ（ｔ）＝Φ（ｔ，ｘ）和 Φｔ
（ｘ）＝Φｔ（ｔ，ｘ）

如果（）是在ｘ的积分曲线，则（＋ｓ）是在 ｙ＝（ｓ）的积分曲线它分别
定义在ｘ和在ｙ的积分曲线之间的双射进一步，它映最大积分曲线为最大积分曲
线，因此我们推断有Ｉｘ＝ｓ＋Ｉｙ从而，对ｘ∈Ｍ和ｓ∈Ｉｘ以及对所有ｔ∈ＩΦ（ｓ，ｘ）＝Ｉｘ－
ｓ，我们有

Φ（ｓ＋ｔ，ｘ）＝Φ（ｔ，Φ（ｓ，ｘ）） （６１０）
定理６１　假设ｆ∈Ｃｋ则对所有ｘ∈Ｍ存在包含０的区间 ＩｘＭ，以及在 ｘ对

应的唯一最大积分曲线Φ（，ｘ）∈Ｃｋ（Ｉｘ，Ｍ）此外，由式 （６８）定义的集合 Ｗ是
开的，且Φ∈Ｃｋ（Ｗ，Ｍ）是Ｍ上的 （局部）流，即

Φ（０，ｘ）＝ｘ，
Φ（ｓ＋ｔ，ｘ）＝Φ（ｔ，Φ（ｓ，ｘ）），　ｘ∈Ｍ，ｓ，ｔ＋ｓ∈Ｉｘ

（６１１）

证明　剩下要证明Ｗ是开的，且 Φ∈Ｃｋ（Ｗ，Ｍ）固定点（ｔ０，ｘ０）∈Ｗ（得 ｔ０∈
Ｉｘ０）并令γ＝Φｘ０（［０，ｔ０］）由定理２１０，围绕每一点 ｘ∈γ，存在（０，ｘ）的开邻域

（－ε（ｘ），ε（ｘ））×Ｕ（ｘ），使得Φ在这个邻域内有定义且是Ｃｋ的由于γ是紧的，
有限个这样的邻域覆盖了｛０｝×γ，因此我们可以求得ε＞０以及γ的开邻域Ｕ０，使

得Φ在（－ε，ε）×Ｕ０上有定义接下来取ｍ∈瓔足够大，满足
ｔ０
ｍ＜ε，使得Ｋ∈Ｃ

ｋ

（Ｕ０），其中 Ｋ：Ｕ０→Ｍ，Ｋ（ｘ） ＝Φｔ０
ｍ
进一步，对任何 ０≤ｊ≤ｍ，有 Ｋｊ＋１∈Ｃｋ

（Ｕｊ），其中Ｕｊ＝Ｋ
－ｊ（Ｕ０）Ｕ０是开的因为ｘ０＝Ｋ

－ｊ（Φ（ｊｍｔ０，ｘ））我们甚至有ｘ０∈

Ｕｊ，就是说Ｕｊ是非空的特别地，

Φ（ｔ，ｘ）＝Φ（ｔ－ｔ０，Φ（ｔ０，ｘ））＝Φ（ｔ－ｔ０，Ｋ
ｍ（ｘ）） （６１２）

对所有（ｔ，ｘ）∈（ｔ０－ε，ｔ０＋ε）×Ｕｍ有定义且是Ｃ
ｋ的 □

特别地，在式 （６１１）分别选取ｓ＝－ｔ和ｔ＝－ｓ显示Φｔ（）＝Φ（ｔ，）是局部
同胚，其逆是Φ－ｔ（）注意，如果我们代替ｆ→－ｆ，则有Φ（ｔ，ｘ）＝Φ（－ｔ，ｘ）

例　设Ｍ＝瓗和ｆ（ｘ）＝ｘ３则Ｗ＝｛（ｔ，ｘ）｜２ｔｘ２＜１｝，以及Φ（ｔ，ｘ）＝ ｘ
１－２ｘ２槡 ｔ



Ｔ－（ｘ）＝－∞和Ｔ＋（ｘ）＝１／（２ｘ
２）

满足ｆ（ｘ０）＝０的点ｘ０称为不动点除了这种点，所有向量场局部地看上去是
相同的
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引理６２　（向量场的直化）　假设 ｆ（ｘ０）≠０则存在局部坐标变换 ｙ＝φ（ｘ），
使得ｘ＝ｆ（ｘ）变换成

ｙ＝（１，０，…，０）． （６１３）
证明　不妨假设ｘ０＝０我们看到，经过线性变换后不妨也假设 ｆ（０）＝（１，０，

…，０）
考虑从平面ｘ１＝０上开始的所有点于是我们要找的变换φ应该映点Φ（ｔ，（０，

ｘ２，…，ｘｎ））到点（０，ｘ２，…，ｘｎ）＋ｔ（１，０，…，０）＝（ｔ，ｘ２，…，ｘｎ）

图　６２

因此，φ应该是
ψ（ｘ）＝Φ（ｘ１，（０，ｘ２，…，ｘｎ）） （６１４）

的逆，它在０的邻域内有定义在０的雅可比 （Ｊａｃｏｂｉ）的行列式为

ｄｅｔψｉ
ｘｊ ｘ＝０

＝ｄｅｔΦ
ｔ
，
Φ
ｘ２
，…，

Φ
ｘ( )
ｎ ｔ＝０，ｘ＝０

＝ｄｅｔＩｎ ＝１， （６１５）

因为由假设Φ／ｘ ｔ＝０，ｘ＝０＝Ｉｎ以及Φ／ｔｔ＝０，ｘ＝０＝ｆ（０）＝（１，０，…，０）由反函数定
理可以假设ψ是局部微分同胚，因此可以考虑新坐标 ｙ＝ψ－１（ｘ）由于ψｊ／ｘ１＝ｆｊ
（ψ（ｘ）），即（ψｊ／ｘｊ）δ１，ｉ＝ｆｊ（ψ（ｘ）），在新坐标下我们的系统化为

ｙｊ＝
ψｊ
ｘ( )
ｉ

－１

ψ－１（ｘ）

ｆｉ（ｘ）＝δ１，ｊ， （６１６）

这是我们所要求的形式 □
问题６１　向量

（ｔ）＝
ｓｉｎ（ｔ）
ｓｉｎ（２ｔ( )

）

能否是自治系统ｘ＝ｆ（ｘ）的解？（提示：画出轨道）能否是ｘ＝ｆ（ｔ，ｘ）的解？
问题６２　对ｆ（ｘ）＝ｘ２，计算定义在Ｍ＝瓗上的流
问题６３　寻找定义在Ｍ＝瓗上，并直化ｘ＝ｘ的流的变换
问题６４　求证Φ（ｔ，ｘ）＝ｅｔ（１＋ｘ）－１是流 （即满足 （６１１））你能否求与

这个流相应的自治系统？

问题６５　假设Φ（ｔ，ｘ）可微且满足式 （６１１）求证Φ是向量场
ｆ（ｘ）＝Φ（０，ｘ）
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的流

６３　轨道与不变集

ｘ的轨道定义为
γ（ｘ）＝Φ（Ｉｘ，ｘ）Ｍ （６１７）

注意，由ｙ∈γ（ｘ）得 ｙ＝Φ（ｔ，ｘ），从而由式 （６１１）得 γ（ｘ）＝γ（ｙ）特别地，不
同的轨道是不相交的 （即在Ｍ上我们有下面的等价关系：若γ（ｘ）＝γ（ｙ）则ｘｙ）
如果γ（ｘ）＝｛ｘ｝，则 ｘ称为 Φ的不动点 （也称为奇点，驰定点，平衡点）否
则，ｘ称为正则点，Φ（，ｘ）：Ｉｘ→Ｍ是浸入

类似地，我们引入ｘ的向前轨道和向后轨道
γ±（ｘ）＝Φ（（０，Ｔ±（ｘ）），ｘ） （６１８）

显然，γ（ｘ）＝γ－（ｘ）∪｛ｘ｝∪γ＋（ｘ）我们说 ｘ∈Ｍ是 Φ的周期点，如果存在 Ｔ＞
０，使得Φ（Ｔ，ｘ）＝ｘｘ的这种Ｔ（ｘ）（简记为Ｔ）的下界即Ｔ（ｘ）＝ｉｎｆ｛Ｔ＞０｜Φ（Ｔ，
ｘ）＝ｘ｝称为ｘ的周期．由Φ的连续性与由流的性质 Φ（ｔ＋Ｔ（ｘ），ｘ）＝Φ（ｔ，ｘ），我
们有Φ（Ｔ（ｘ），ｘ）＝ｘ特别，一个轨道称为周期轨道，如果轨道上的一点 （因而所

有的点）是周期的
不难看到 （问题６８），ｘ是周期的，当且仅当γ＋（ｘ）∩γ－（ｘ）≠，因此周期

轨道又称为闭轨道由此我们可以将ｆ的轨道分类如下：
（１）不动点轨道 （对应于周期为零的周期点）

（２）正则周期轨道 （对应于具正周期的周期点）

（３）非闭轨道 （不对应于周期点）

上一节定义的量Ｔ＋（ｘ）＝ｓｕｐＩｘ （相应的 Ｔ－（ｘ）＝ｉｎｆＩｘ）称为 ｘ的正 （相应的

负）生命时间点ｘ∈Ｍ称为σ完全，σ∈｛±｝，如果 Ｔσ（ｘ）＝σ∞．点 ｘ称为完
全的，如果它既是＋完全又是－完全 （即如果Ｉｘ＝瓗）

推论２１４给了我们判别什么时候点ｘ∈Ｍ是σ完全的有用准则
引理６３　设ｘ∈Ｍ，且假设ｘ的向前 （相应的向后）轨道位于 Ｍ的紧子集 Ｃ

内则ｘ是＋（相应的－）完全的
显然周期点是完全的如果所有点完全，则向量场称为完全因此ｆ是完全的

意味着Φ大范围定义，即Ｗ＝瓗×Ｍ
集合ＵＭ称为σ不变，σ∈｛±｝，如果

γσ（ｘ）Ｕ，　ｘ∈Ｕ， （６１９）
称它是不变的，如果它是±不变，即如果γ（ｘ）Ｕ

如果ＣＭ是紧σ不变集，则由引理６３得知Ｃ中的所有点是σ完全的
引理６４　σ不变集的任意交和并是σ不变的此外，σ不变集的闭包仍是 σ

不变的
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证明　只有最后一个论断是非平凡的设Ｕ是 σ不变，回忆 ｘ∈Ｕ，则存在序
列ｘｎ∈Ｕ使得ｘｎ→ｘ固定ｔ∈Ｉｘ于是 （由于Ｗ是开的）对充分大的Ｎ，我们有ｔ∈
Ｉｘｎ，ｎ≥Ｎ以及Φ（ｔ，ｘ）＝ｌｉｍｎ→∞Φ（ｔ，ｘｎ）∈Ｕ □

我们主要目的之一是刻画解的长时间渐近性为此我们在下面引入一个轨道最
终凝聚在那里的集合

点ｘ∈Ｍ的ω±－极限集ω±（ｘ），是点ｙ∈Ｍ的集合，对此存在序列ｔｎ→±∞满
足Φ（ｔｎ，ｘ）→ｙ

显然ω±（ｘ）是空的，除非 ｘ是 ±完全的注意到，如果 ｙ∈γ（ｘ）则 ω±（ｘ）＝
ω±（ｙ）（如果ｙ＝Φ（ｔ，ｘ）我们有Φ（ｔｎ，ｙ）＝Φ（ｔｎ，Φ（ｔｎ，ｘ））＝Φ（ｔｎ＋ｔ，ｘ））此外，

引理６５　集合ω±（ｘ）是闭不变集
证明　为了看到 ω±（ｘ）是闭的，设 ｙ在它的闭包内，选择 ｙｎ∈ω±（ｘ）使得

ｙ－ｙｎ ＜（２ｎ）
－１，以 及 ｔｎ→ ±∞ 使 得 Φ（ｔｎ，ｘ）－ｙｎ ＜（２ｎ）

－１于 是
Φ （ｔｎ，ｘ） －ｙ＜ｎ

－１，从而ｙ∈ω±（ｘ）
集合ω±（ｘ）是不变的，因为如果Φ（ｔｎ，ｘ）→ｙ，则有Φ（ｔｎ＋ｔ，ｘ）＝Φ（ｔ，Φ（ｔｎ，

ｘ））→Φ（ｔ，ｙ） □
例　对方程ｘ＝－ｘ，和每个 ｘ∈瓗我们有 ω＋（ｘ）＝｛０｝，因为 ｔ→∞时每个解

收敛于０此外对ｘ≠０有ω－（ｘ）＝以及ω－（０）＝｛０｝
特别地，即使对完全的ｘ，集合ω±（ｘ）还可以是空的因此，为了保证这个情

况不发生，我们还需要某些进一步假设
引理６６　如果γσ（ｘ）包含在紧集Ｃ内，则ωσ（ｘ）是非空，紧，且连通
证明　由引理６３，ｘ是σ完全的，且我们可以选择ｔｎ→σ∞的序列 Φ（ｔｎ，ｘ）

由紧性可选取收敛子序列，因此ωσ（ｘ）非空且紧 （由于紧集的闭子集仍是紧的）
如果ωσ（ｘ）不连通，我们可将它分为两个不相交的闭集ω１，２设δ＞０是ω１和ω２之

间的最小距离取距离 ω１，２至多
δ
２的所有点，分别得到 ω１，２的两个不相交的邻域

Ｕ１，２现在选择严格的单调序列ｔｎ→σ∞使得 Φ（ｔ２ｍ＋１，ｘ）∈Ｕ１和 Φ（ｔ２ｍ，ｘ）∈Ｕ２由

Φ（（ｔ２ｍ，ｔ２ｍ＋１），ｘ）的连通性，我们可以找到Φ（ｔ
～
ｍ，ｘ）∈Ｃ＼（Ｕ１∪Ｕ２），其中ｔ２ｍ＜ｔ

～
ｍ

＜ｔ２ｍ＋１由于Ｃ＼（Ｕ１∪Ｕ２）是紧的，我们可以假定 Φ（ｔ
～
ｍ，ｘ）→ｙ∈Ｃ＼（Ｕ１∪Ｕ２）但

是ｙ也必须在ωσ（ｘ）中，矛盾 □
现在我们考虑一个例子，它说明紧性的要求事实上是必须的
例　设Ｍ＝瓗２，并考虑向量场

ｆ（ｘ）＝
ｃｏｓ（ｘ１）

２（ｓｉｎ（ｘ１）－ｘ２ｃｏｓ（ｘ１））

ｓｉｎ（ｘ１）＋ｘ２ｃｏｓ（ｘ１
( )

）
， （６２０）

由于ｆ有界，由定理２１６它是完全的奇点是（瓕π，０）进一步验证，对ｘ∈（－π／２，
π／２）×瓗，我们有
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Φ（ｔ，ｘ）＝
ａｒｃｔａｎ（ｒｅτ（ｔ）ｃｏｓ（τ（ｔ）＋θ））

ｒｅτ（ｔ）ｓｉｎ（τ（ｔ）＋θ( )
）

， （６２１）

其中（ｒ，θ）是（ｔａｎ（ｘ１），ｘ２）的极坐标，以及

ｒ（ｔ）＝ １
１＋ｒ２ｅ２ｒ（ｔ）ｃｏｓ（τ（ｔ））槡

２
，　τ（０）＝０ （６２２）

显然，τ∈Ｃ∞（瓗，瓗）是微分同胚，因此，如果 ｘ≠（０，０），则 ω－（ｘ）＝（０，０）且
ω＋（ｘ）＝｛±π｝×瓗此外，

Φ ｔ，（±π２，ｘ２( )） ＝ ±π２

ｘ２









±ｔ
， （６２３）

因此，ω－ ±
π
２，( )０ ＝ω＋ ±π２，( )０ ＝

因此Φ仅对ｘ∈ －π２，
π[ ]２ ×瓗给出对平面余下的部分可用变换（ｔ，ｘ１，ｘ２）

→（－ｔ，ｘ１±π，ｘ２）研究
非空，紧，σ不变集Ｃ称为极小的，如果它包含具有这三个性质的非真 σ不

变子集注意，对这样的极小集，和每一点ｘ∈Ｃ，我们有Ｃ＝ω＋（ｘ）＝ω－（ｘ）这
种极小集的一个例子是周期轨道事实上，在二维这是唯一的例子 （推论８４）
但是，在三维或更高维，轨道可以在紧超曲面上稠密，这时超曲面不能再分裂为更

小的闭不变子集
引理６７　每一个非空，紧（σ）不变集ＣＭ包含极小（σ）不变集
此外，如果Ｃ同胚于闭ｍ－维圆盘 （其中 ｍ不必要是 Ｍ的维数），则它包含

不动点
证明　第一部分是一般拓扑学中的标准论述 （例如参看文献 ［１８］）考虑 Ｃ

的所有紧（σ）不变子集族 Ｆ由紧集的有限交性质，Ｆ中每一个套有极小数故由
极小原理，存在Ｆ的极小数

　极小原理：设Ｓ是一个非空集簇，若对Ｓ中由关系组成的每个链 Ｃ，∩Ｃ在 Ｓ中，则 Ｓ按关系
有极小元素译者注

现在设Ｃ同胚于圆盘，为简单起见，选定σ＝＋取序列Ｔｊ→０由Ｂｒｏｕｗｅｒ定
理，Φ（Ｔｊ，）：Ｃ→Ｃ有不动点ｘｊ由于Ｃ是紧的，我们可以通过选取子序列以后假
设ｘｊ→ｘ固定ｔ＞０，并取ｎｊ∈瓔０，使得０≤ｔ－ｎｊＴｊ＜Ｔｊ于是

Φ（ｔ，ｘ）＝ｌｉｍ
ｊ→∞
Φ（ｎｊＴｊ，ｘｊ）＝ｌｉｍｊ→∞ｘｊ＝ｘ （６２４）

故ｘ是不动点 □
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问题６６　考虑瓗１中的一阶自治系统假设ｆ（ｘ）可微，ｆ（０）＝ｆ（１）＝０，以及
对ｘ∈（０，１）有ｆ（ｘ）＞０若ｘ∈［０，１］，试确定轨道γ（ｔ）和ω±（ｘ）

问题６７　设（ｔ）是一阶自治系统的解假设 ｌｉｍ
ｔ→∞
（ｔ）＝ｘ∈Ｍ求证ｘ是不动

点且ｌｉｍ
ｔ→∞
（ｔ）＝０

问题６８　（周期点）　设Φ是某一阶自治系统的流
（１）求证如果Ｔ满足Φ（Ｔ，ｘ）＝ｘ，则对Ｔ的任何整数倍，此式也成立此外，

如果Ｔ（ｘ）≠０则对某ｎ∈瓕，我们必须有Ｔ＝ｎＴ（ｘ）
（２）求证点ｘ是不动点，当且仅当Ｔ（ｘ）＝０
（３）求证ｘ是周期点，当且仅当 γ＋（ｘ）∩γ－（ｘ）≠，这时对所有 ｔ∈瓗，有

γ＋（ｘ）＝γ－（ｘ）和Φ（ｔ＋Ｔ（ｘ），ｘ）＝Φ（ｔ，ｘ）特别地，在同一轨道上所有点的周期
是相同的

问题６９　点ｘ∈Ｍ称为是非游荡点，如果对 ｘ的每一个邻域 Ｕ，存在正时间
序列ｔｎ→∞，使得对所有ｔｎ有Φｔｎ（Ｕ）∩Ｕ≠非游荡点集记为Ω（ｆ）

（１）Ω（ｆ）是闭不变集 （提示：证明它是开集的补集）
（２）Ω（ｆ）包含所有的周期轨道 （包括所有的不动点）
（３）对所有ｘ∈Ｍ有ω＋（ｘ）Ω（ｆ）

对系统ｆ（ｘ，ｙ）＝（ｙ，－ｘ）求非游荡点集Ω（ｆ）
问题６１０　用ｄ（ｘ，Ａ）＝ｉｎｆ

ｙ∈Ａ
｜ｘ－ｙ｜表示点 ｘ∈瓗ｎ和集合 Ａ瓗ｎ之间的距离

求证

ｄ（ｘ，Ａ）－ｄ（ｚ，Ａ）≤ ｘ－ｚ． 

特别地，ｘ ｄ（ｘ，Ａ）是连续的
问题６１１　假设γσ（ｘ）包含在紧集内求证ｌｉｍｔ→∞ｄ（Φ（ｔ，ｘ），ωσ（ｘ））＝０

６４　庞加莱 （Ｐｏｉｎｃａｒé）映射

回忆集合Σ瓗ｎ称为余维１子流形 （即它的维数是ｎ－１），如果它可写为

Σ＝｛ｘ∈Ｕ｜Ｓ（ｘ）＝０｝， （６２５）

其中Ｕ瓗ｎ是开的，Ｓ∈Ｃｋ（Ｕ）以及对所有ｘ∈Σ，Ｓ／ｘ≠０子流形Σ称为与向
量场ｆ横截，如果对一切ｘ∈Σ有（Ｓ／ｘ）≠０

引理６８　假设ｘ∈Ｍ以及Ｔ∈Ｉｘ设Σ是与ｆ横截的余维１子流形，使得Φ（Ｔ，
ｘ）∈Σ则存在ｘ的邻域Ｕ和τ∈Ｃｋ（Ｕ），使得τ（ｘ）＝Ｔ以及对一切ｙ∈Ｕ有

Φ（τ（ｙ），ｙ）∈Σ． （６２６）
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证明　考虑对（Ｔ，ｘ）成立的方程Ｓ（Φ（ｔ，ｙ））＝０由横截性，对（Ｔ，ｘ）的邻域 Ｉ
×Ｕ中的（ｔ，ｙ）有


ｔ
Ｓ（Φ（ｔ，ｙ））＝Ｓｔ

（Φ（ｔ，ｙ））ｆ（Φ（ｔ，ｙ））≠０ （６２７）

故由隐函数定理 （也许要对Ｕ有所限制），存在函数 τ∈Ｃｋ（Ｕ），使得对一切 ｙ∈
Ｕ，我们有Ｓ（Φ（τ（ｙ），ｙ）＝０，就是说Φ（τ（ｙ），ｙ）∈Σ □

如果ｘ是周期点，Ｔ＝Ｔ（ｘ）是它的周期，则
ＰΣ（ｙ）＝Φ（τ（ｙ），ｙ） （６２８）

称为Ｐｏｉｎｃａｒé映射它映Σ为它自己，以及，每个不动点对应于周期轨道这将
得到研究周期轨道的一个重要工具

问题６１２　下面几个方程哪一个确定瓗２的余维１子流形？
（１）ｘ＝０
（２）ｘ２＋ｙ２＝１
（３）ｘ２－ｙ２＝１
（４）ｘ２＋ｙ２＝０

它们之中哪一个与向量场ｆ（ｘ，ｙ）＝（ｘ，－ｙ），ｆ（ｘ，ｙ）＝（１，０）或者 ｆ（ｘ，ｙ）＝（０，１）分
别横截？

问题６１３　在哪一点，Σ＝｛（ｘ，ｙ）∈瓗２｜ｘ２＋ｙ２＝１｝与向量场 ｆ（ｘ，ｙ）＝（ｙ，
－２ｘ）横截？
问题６１４　向量场ｆ（ｘ，ｙ）＝（－ｙ，ｘ）有周期解（ｃｏｓ（ｔ），ｓｉｎ（ｔ）），计算对应于Σ

＝｛（ｘ，ｙ）∈瓗２｜ｘ＞０，ｙ＝０｝的Ｐｏｉｎｃａｒé映射

６５　不动点的稳定性

我们早先已经指出过，关键问题之一是动力系统 （６７）的长时间性态特别
地，我们通常要知道解是否稳定当然首先我们需要定义稳定性的意义通常观察
一个不动点，要知道如果解开始接近它以后会发生什么情况因此我们作下面的定
义：

ｆ（ｘ）的不动点ｘ０称为是稳定的，如果对给定的邻域 Ｕ（ｘ０），存在另外的邻域
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Ｖ（ｘ０）Ｕ（ｘ０），使得对一切ｔ≥０，从Ｖ（ｘ０）中开始的任何解都停留在Ｕ（ｘ０）内
类似地，ｆ（ｘ）的不动点ｘ０称为渐近稳定，如果它稳定，且存在领域Ｕ（ｘ０）

使

得

　通常这里的邻域与稳定性中的邻域是不同的译者注

ｌｉｍ
ｔ→∞
（ｔ，ｘ）－ｘ０ ＝０，　对一切ｘ∈Ｕ（ｘ０） （６２９）

注意，由式 （６２９）不能自动得出稳定性 （问题６１５）
例如，考虑瓗１中的ｘ＝ａｘ则ｘ０＝０稳定，当且仅当ａ≤０，以及渐近稳定，当

且仅当ａ＜０更一般地，假设瓗１中的 ｘ＝ｆ（ｘ）有不动点 ｘ０那么不难看出 （比较

１５节），若对某个邻域Ｕ（ｘ０）有
ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

≤０，　ｘ∈Ｕ（ｘ０）＼｛ｘ０｝， （６３０）

则ｘ０稳定，若严格不等式成立，则不动点渐近稳定特别地，如果 ｆ′（ｘ０）≠０则
稳定性可单独从ｆ在ｘ０的导数得出但是，如果ｆ′（ｘ０）＝０，则非线性系统的稳定
性不能由线性系统提供任何信息，这可从例子

ｘ＝μｘ３ （６３１）
看出

在瓗ｎ，ｎ＞１，方程ｘ＝ｆ（ｘ）一般不能明显求解，就需要好的稳定性准则这是
这一章余下部分的主题

但在这之前，我们指出，微分方程关于参数的改变也是有意义的 由定理
２１１，流光滑依赖于参数μ（如果 ｆ光滑依赖于 μ）不过，参数的很小的改变也
会引起解的定性性态大的变化对这些现象的系统研究就是熟知的分支理论我们
不准备对此作详细说明，而仅给出几个典型的例子进行说明

系统

ｘ＝μｘ－ｘ３ （６３２）
当μ≤０时有一个稳定不动点，它在μ＝０变成不稳定且分裂成两个稳定不动点这
是熟知的叉分支

系统

ｘ＝μｘ－ｘ２ （６３３）
对μ≠０有两个稳定不动点，它们在μ＝０合并且改变其稳定性这是熟知的超临界
分支

系统

ｘ＝μ＋ｘ２ （６３４）
对μ＜０有一个稳定和一个不稳定不动点，它们在μ＝０重合并消失这是熟知的鞍
结点分支

如果ｆ（ｘ０，μ０）＝０和
ｆ
ｘ
（ｘ０，μ０）＝０，由隐函数定理不动点数目在（ｘ０，μ０）可仅
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局部地改变
问题６１５　考虑系统

ｘ＝ｘ－ｙ－ｘ（ｘ２＋ｙ２）＋ ｘｙ
ｘ２＋ｙ槡

２
，

ｘ＝ｘ＋ｙ－ｘ（ｘ２＋ｙ２）－ ｘｙ
ｘ２＋ｙ槡

２


（６３５）

求证 （１，０）不稳定，即使它满足式 （６２９）（提示：求证其极坐标系统是ｒ＝ｒ
（１－ｒ２），θ＝２ｓｉｎ（θ／２）２）

问题６１６　画出上面三个系统作为 μ函数的相图，并证明上面所述的所有论
断

６６　李雅普诺夫 （Ｌｉａｐｕｎｏｖ）方法稳定性

取ｆ的不动点ｘ０和ｘ０的开邻域 Ｕ（ｘ０）李雅普诺夫 （Ｌｉａｐｕｎｏｖ）函数是连续

函数

Ｌ：Ｕ（ｘ０）→瓗， （６３６）
它在ｘ０为零，对ｘ≠ｘ０为正，且对任何解（ｔ）满足

Ｌ（（ｔ０））≥Ｌ（（ｔ１）），　ｔ０ ＜ｔ１，　（ｔｊ）∈Ｕ（ｘ０）＼｛ｘ０｝ （６３７）
如果式 （６３７）中的等号永不出现，则称它为严格李雅普诺夫 （Ｌｉａｐｕｎｏｖ）函数
注意，如果Ｌ是严格的，则Ｕ（ｘ０）＼｛ｘ０｝可以不包含周期轨道 （为什么？）

由于函数Ｌ沿着积分曲线递减，我们希望 Ｌ的等位集是正向不变的设 Ｓδ是
包含ｘ０的｛ｘ∈Ｕ（ｘ０）｜Ｌ（ｘ）≤δ｝的连通分支注意，一般Ｓδ可以不是闭的，因为它
可以与Ｕ（ｘ０）有公共的边界在这时候，轨道可以通过这个边界的这个部分而离
开，因此为了避免这个情况，我们需要假设Ｓδ是闭的

引理６９　如果Ｓδ是闭的，则它是正向不变集
证明　假设（ｔ）在ｔ０离开Ｓδ，令ｘ＝（ｔ０）由于 Ｓδ是闭的，ｘ∈ＳδＵ（ｘ０），

对小的ε＞０存在满足（ｔ０＋ε）∈Ｂｒ（ｘ）＼Ｂδ的球 Ｂｒ（ｘ）Ｕ（ｘ０）故有 Ｌ（（ｔ０＋
ε））＞δ＝Ｌ（ｘ），这与式 （６３７）矛盾 □

此外，Ｓδ是ｘ０的邻域，当δ→０时它收缩到一点
引理６１０　对每一个δ＞０，存在ε＞０使得

ＳεＢδ（ｘ０）　和　Ｂε（ｘ０）Ｓδ （６３８）
证明　假设式 （６３８）中的第一个结论不成立则对每一个 ｎ∈瓔存在 ｘｎ∈

Ｓ１／ｎ，使得 ｘｎ－ｘ０ ≥δ由于 Ｓ１／ｎ是连通的，我们甚至可以要求 ｘｎ－ｘ０ ＝δ由球
的紧性，可以取收敛子序列ｘｎｍ→ｙ由Ｌ的连续性，我们有Ｌ（ｙ）＝ｌｉｍｍ→∞Ｌ（ｘｎｍ）＝０，

故ｙ＝ｘ０这与 ｙ－ｘ０ ＝δ＞０矛盾
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如果式 （６３８）中的第二个结论不成立，则我们可以找到序列 ｘｎ，使得
ｘｎ－ｘ０ ≤１／ｎ且Ｌ（ｘｎ）≥δ但这样一来，δ≤ｌｉｍｎ→∞Ｌ（ｘｎ）＝Ｌ（ｘ０）＝０，又得知矛
盾 □

因此，任给邻域Ｖ（ｘ０），我们可以找到 ε，使得 ＳεＶ（ｘ０）是正向不变的换
句话说，ｘ０稳定

定理６１１　李雅普诺夫 （Ｌｉａｐｕｎｏｖ）　假设ｘ０是ｆ的不动点如果存在李雅普
诺夫 （Ｌｉａｐｕｎｏｖ）函数Ｌ，则ｘ０稳定

但是，我们甚至还可以多说几句对满足 （ｔ，ｘ）∈Ｕ（ｘ０），ｔ≥０的每一点 ｘ，
由单调性极限

ｌｉｍ
ｔ→∞
Ｌ（（ｔ，ｘ））＝Ｌ０（ｘ） （６３９）

存在此外，对每一点ｙ∈ω＋（ｘ）我们有某个序列ｔｎ→∞使得（ｔｎ，ｘ）→ｙ，因此 Ｌ
（ｙ）＝ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｌ（（ｔｎ，ｘ））＝Ｌ０（ｘ）从而，如果Ｌ在Ｕ（ｘ０）＼｛ｘ０｝中的任何轨道上不是常

数，我们必须有ω＋（ｘ）＝｛ｘ０｝特别地，这对每一点 ｘ∈Ｓε成立，因此 ｘ０渐近稳
定

综上所述，我们已经证明了

定理６１２　 （ＫｒａｓｏｖｓｋｉｉＬａＳａｌｌｅ原理）　假设ｘ０是ｆ的不动点如果存在Ｌｉａ
ｐｕｎｏｖ函数Ｌ，它在整个地位于Ｕ（ｘ０）＼｛ｘ０｝内的任何轨道上不为常数，则 ｘ０渐近
稳定这是Ｌ为严格Ｌｉａｐｕｎｏｖ函数情形的例子此外，每条整个位于Ｕ（ｘ０）的轨道
都收敛于ｘ０

同样也可证明

定理６１３　设Ｌ：Ｕ→瓗连续如果对某个解（ｔ，ｘ）有
Ｌ（（ｔ０，ｘ））≥Ｌ（（ｔ１，ｘ）），　ｔ０ ＜ｔ１， （６４０）

则在ω±（ｘ）∩Ｕ上Ｌ是常数
大部分李雅普诺夫 （Ｌｉａｐｕｎｏｖ）函数事实上是可微的这时式 （６３７）成立，

当且仅当

ｄ
ｄｔＬ（（ｔ，ｘ））＝ｇｒａｄ（Ｌ）（（ｔ，ｘ））（ｔ，ｘ）＝ｇｒａｄ（Ｌ）（（ｔ，ｘ））ｆ（（ｔ，ｘ））≤０

（６４１）
出现在上面方程中的表达式

ｇｒａｄ（Ｌ）（ｘ）ｆ（ｘ） （６４２）
是Ｌ沿着向量场ｆ熟知的Ｌｉｅ导数李 （Ｌｉｅ）导数为零的函数在每一个轨道上为
常数，因此称为常数运动

　对给定函数ｆ：Ｍ 瓗和Ｍ上的向量场Ｘ，ｆ在点 ｐ∈Ｘ的 Ｌｉｅ导数是函数 ｆ沿着向量场 Ｘ的方向导

数：ＬＸｆ（ｐ）＝ΔＸｆ（ｐ）＝（ｆ／ｘ１Ｘ１＋…＋ｆ／ｘｎＸｎ） ｐ译者注

由定理６１３得知所有的ω±极限集都包含Ｌｉｅ导数为零的点集
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问题６１７　求证Ｌ（ｘ，ｙ）＝ｘ２＋ｙ２是系统
ｘ＝ｙ，　ｙ＝－ηｙ－ｘ

的李雅普诺夫 （Ｌｉａｐｕｎｏｖ）函数，其中η≥０，研究（ｘ０，ｙ０）＝（０，０）的稳定性
问题６１８　（梯度系统）　下面类型的系统

ｘ＝ｆ（ｘ），　ｆ（ｘ）＝－ｇｒａｄＶ（ｘ）
称为梯度系统研究其不动点的稳定性（提示：计算Ｖ的Ｌｉｅ导数）

问题６１９　证明定理６１３

６７　一维Ｎｅｗｔｏｎ方程

最后我们来看一个特殊例子，用它阐述本章的一些结果
我们已经在引论中学过，质点在外力场ｆ（ｘ）作用下的一维运动是由牛顿方程

ｘ＝ｆ（ｘ） （６４３）
刻画物理学家通常称Ｍ＝瓗２为相空间，（ｘ，ｘ）为相点，称解为相曲线于是定
理２２说，通过每一个相点恰有一条相曲线通过

动能是二次型

Ｔ（ｘ）＝ｘ
２

２， （６４４）

势能是函数

Ｕ（ｘ）＝－∫
ｘ

ｘ０
ｆ（ξ）ｄξ， （６４５）

对它仅确定到相差一个常数，常数可任意选择动能和势能的和称为系统的总能
Ｅ＝Ｔ（ｘ）＋Ｕ（ｘ） （６４６）

它沿着解是常数，因为

ｄ
ｄｔＥ＝ｘｘ＋Ｕ′（ｘ）ｘ＝ｘ（ｘ－ｆ（ｘ））＝０． （６４７）

因此，对ｘ求解方程 （６４６），对应于初始条件 ｘ（０）＝ｘ０，ｘ（０）＝ｘ１的解可明显地
给出为

ｓｉｇｎ（ｘ１）∫
ｘ

ｘ０

ｄξ
２（Ｅ－Ｕ（ξ槡 ）

＝ｔ，　Ｅ＝
ｘ２１
２＋Ｕ（ｘ０） （６４８）

如果ｘ１＝０则ｓｉｇｎ（ｘ１）必须用－ｓｉｇｎ（Ｕ′（ｘ０））代替运动方程 （６４３）的不动点是ｘ
＝０，Ｕ′（ｘ）＝ｆ（ｘ）＝０的解，因此它对应于势能的极值点此外，如果 Ｕ（ｘ）在 ｘ０
有局部极小值，则能量函数 （确切地说是 Ｅ－Ｕ（ｘ０））可作为李雅普诺夫 （Ｌｉａ
ｐｕｎｏｖ）函数如果Ｕ（ｘ）在Ｕ（ｘ０）有局部极小，则ｘ０稳定概括地说，我们有：

定理６１４　牛顿 （Ｎｅｗｔｏｎ）方程有不动点，当且仅当在这点有ｘ＝０和 Ｕ′（ｘ）
＝０此外，如果Ｕ（ｘ）在这点有局部极小，则不动点稳定
注意，这个不动点不可能是渐近稳定的 （为什么？）
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现在我们研究某些例子首先我们看由
ｘ＝－ｓｉｎ（ｘ） （６４９）

给出的所谓数学摆这里ｘ描述从静止位置 （ｘ＝０）开始测量的角位移特别地，
ｘ应该理解为ｍｏｄ２π势能是Ｕ（ｘ）＝１－ｃｏｓ（ｘ）为了更好地理解这个系统，我们
来看对应于不同初始条件的解这是通常考虑的系统的相图用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ画出
这些解下面的编码就是为我们计算的
Ｉｎ［３］：＝ＰｈａｓｅＰｌｏｔ［ｆ－，ｉｃ－，ｔｍａｘ－，ｏｐｔｓ－－－－］：＝
　　　　　Ｂｌｏｃｋ［｛ｉ，ｎ＝Ｌｅｎｇｔｈ［ｉｃ］，ｆｆ，ｉｖｐ，ｓｏｌ，ｐｈａｓｅｐｏｔ｝，
　　　　　　ｆｆ＝ｆ／｛ｘ→ｘ［ｔ］，ｙ→ｙ（ｔ）｝｝；
　　　　　　Ｏｆｆ［ＰａｒａｍｅｒｔｒｉｃＰｌｏｔ：：“ｐｐｃｏｍ”］；
　　　　　　Ｄｏ［
　　　　　　　　ｉｖｐ＝｛ｘ’［ｔ］＝＝ｆｆ［［１］］，ｙ’［ｔ］＝＝ｆｆ［［２］］，
　　　　　　　　ｘ［０］＝＝ｉｃ［［Ｉ，ｉ］］，ｙ［０］＝＝ｉｃ［［Ｉ，２］］｝；
　　　　　　　　ｓｏｌ＝ＤＮＳｏｌｖｅ［ｉｖｐ，｛ｘ［ｔ］，ｙ［ｔ］｝，｛ｔ，－ｔｍａｘ，ｔｍａｘ｝］；
　　　　　　　　ｐｈａｓｅｐｌｏｔ［ｉ］＝
　　　　　　　　　ＰａｒａｍｅｔｒｉｃＰｌｏｔ［｛ｘ［ｔ］，ｙ［ｔ］｝／ｓｏｌ，｛ｔ－ｔｍａｘ，ｔｍａｘ｝，］
　　　　　　　　，｛Ｉ，１，ｎ｝］；
　　　　　　　Ｏｎ［ＰａｒａｍｅｔｒｉｃＰｌｏｔ：：“ｐｐｃｏｍ”］；
　　　　　　　Ｓｈｏｗ［ｔａｂｌｅ［ｐｈａｓｅｐｌｏｔ［ｉ］，｛Ｉ，１ｎ｝，ｏｐｔｓ］
　　　　　　］；

接下来，我们定义势函数

Ｉｎ［４］：＝Ｕ［ｘ＿］＝１－ｃｏｓ［ｘ］；
　　　　　　Ｐｌｏｔ［Ｕ［ｘ］，｛ｘ，－２π，２π｝，Ｔｉｃｋｓ→Ｆａｌｓｅ］

Ｏｕｔ［４］＝

图　６３

画出相图

Ｉｎ［５］：＝ＰｈａｓｅＰｌｏｔ［｛ｙ，Ｕ’［ｘ］｝，｛｛０，０２｝，｛０，１｝，｛－２π，０２｝，｛－２π，１｝，
　　　　　　｛２π，０２｝，｛２π，１｝，｛０，２｝，｛２π，－２｝，｛２π，２｝，｛－２π，－２｝，
　　　　　　｛－２π，２｝，｛０，－２｝，｛０，２５｝，｛０，－２５｝，｛０，３｝，｛０，－３｝｝，
　　　　　　２π，Ｐｌｏｔ→Ｒａｎｇｅ｛｛－２π，２π｝，｛－３，３｝，Ｔｉｃｋｓ→Ｆａｌｓｅ］
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Ｏｕｔ［５］＝

图　６４

现在我们开始严格研究它并把注意力局限于区间 ｘ∈（－π，π］不动点是 ｘ
＝０和ｘ＝π由于势能在 ｘ＝０有极小值，它是稳定的接下来，如前指出，等位
集Ｅ（ｘ，ｘ）＝常数是不变的Ｅ＝０对应的等位集是平衡点位置（ｘ，ｘ）＝（０，０）对０
＜Ｅ＜２，等位集同胚于圆周由于圆周上不含不动点，它是正则周期轨道接下
来，Ｅ＝２的等位集是由不动点π和两条连接－π和π的通常称它为分界线的非闭
轨线所组成Ｅ＞２的等位集又是闭轨道 （因为我们在每个地方考虑ｍｏｄ２π）

在平衡点位置ｘ＝０的邻域内，系统由ｓｉｎ（ｘ）＝ｘ＋Ｏ（ｘ２）的线性化近似给出调
和振子

ｘ＝－ｘ （６５０）

由于能量为Ｅ＝ｘ
２

２＋
ｘ２
２，相图是由中心在０的圆周所组成更一般地，如果

Ｕ′（ｘ０）＝０，　Ｕ″（ｘ０）＝
ω２
２ ＞０， （６５１）

我们的系统应该由

ｙ＝－ω２ｙ，　ｙ（ｔ）＝ｘ（ｔ）－ｘ０ （６５２）
近似

显然，这个方程可按照时间尺度化ｔ→
ｔ
ω
化为式 （６５０）

最后，注意，我们经常用矩ｐ＝ｘ（已经选择单位使得质量为１）和位置 ｑ＝ｘ
作为坐标能量称为哈密顿 （Ｈａｍｉｌｔｏｎ）方程

Ｈ（ｐ，ｑ）＝ｐ
２

２＋Ｕ（ｑ）， （６５３）

运动方程这时写为 （比较问题８２）

ｑ＝Ｈ（ｐ，ｑ）
ｐ

，　ｐ＝－Ｈ（ｐ，ｑ）
ｑ

 （６５４）

这种形式称为哈密顿 （Ｈａｍｉｌｔｏｎ）力学，这对多于一个自由度的系统也有用在
９３节我们将回到这个问题

问题６２０　考虑数学摆如果Ｅ＝２，什么时候摆从ｘ＝０运动到ｘ＝π？
问题６２１　研究势能Ｕ（ｘ）＝ｘ２－２ｘ３

Ｉｎ［６］：＝Ｕ［ｘ＿］＝ｘ２－２ｘ３；
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　　　　Ｐｌｏｔ［Ｕ［ｘ］，｛ｘ，－０５，１｝，ＴｉｃｋｓＦａｌｓｅ］

Ｏｕｔ［６］＝

图　６５

这里你开始得到一些有趣的相曲线
Ｉｎ［７］：＝ＰｈａｓｅＰｌｏｔ［｛ｙ，Ｕ’［ｘ］｝，｛｛－０５，０｝，｛－０３｝，｛－１／６，６｝，｛－１／６，０｝，

｛０１，０｝
　　　　　　｛０３４，０｝，｛０６，０｝｝，４，
　　　　　　ＰｌｏｔＲａｎｇｅ→｛｛－０６，１２｝，｛－２，２｝｝，Ｔｉｃｋｓ→Ｆａｌｓｅ］

Ｏｕｔ［７］＝

图　６６

问题６２２　如果 ｌｉｍ
ｘ→∞
Ｕ（ｘ）＝＋∞，求证所有解都是周期的

问题６２３　具有摩擦力的数学摆是由
ｘ＝－ηｘ－ｓｉｎ（ｘ），　η＞０

描述的在这情形下能量是否仍守恒？证明能量可作为李雅普诺夫 （Ｌｉａｐｕｎｏｖ）函
数并证明不动点（ｘ，ｘ）＝（０，０）（渐近）稳定相图如何变化？

问题６２４　考虑更一般的具摩擦力的系统
ｘ＝－η（ｘ）ｘ－Ｕ′（ｘ），　η（ｘ）＞０

（１）利用能量证明不存在正则周期解 （比较问题８３）
（２）证明Ｕ（ｘ）的极小点是渐近稳定的
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第７章　不动点附近的局部性态

７１　线性系统的稳定性

这一章我们的目的是证明在不动点附近流的许多信息，可以从不动点附近的线

性化系统得到首先我们需要讨论线性自治系统
ｘ＝Ａｘ （７１）

的稳定性显然，在６５节的稳定性定义在线性坐标变换下不变因此不妨假设矩
阵Ａ是Ｊｏｒｄａｎ标准形

此外，从若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）块 Ｊ的 ｅｘｐ（ｔＪ）的显式 （３３２）得知，线性系统的
长时间性态由特征值的实部确定一般它依赖于初始条件，且存在两个线性流形
Ｅ＋（ｅＡ）和Ｅ－（ｅＡ），使得如果我们的解ｘ（ｔ）从Ｅ＋（ｅＡ）（相应地Ｅ－（ｅＡ））出发，则
当ｔ→∞ （相应地，ｔ→－∞）时ｘ（ｔ）→０

线性流形Ｅ＋（ｅＡ）（相应地Ｅ－（ｅＡ））称为稳定 （相应地，不稳定）流形，它是

由对应于具有负 （相应地，正）实部的特征值的广义特征向量所张成

Ｅ±（ｅＡ）＝
!

±Ｒｅ（αｊ）＜０
Ｋｅｒ（Ａ－αｊ）

ａｊ （７２）

类似地，我们可以定义对应于具有零实部的特征值的中心流形 Ｅ０（ｅＡ）但是
由于中心流形一般在小扰动下不稳定，我们通常假设它是空的因而，将所有特征
值都具有非零实部的系统取个专门名字，叫双曲系统

现在从所有特征值具有负实部的情形开始
定理７１　以αｉ，１≤ｊ≤ｍ记Ａ的特征值，对应的代数重次和几何重次分别以ａｊ

和ｇｊ记之
系统ｘ＝Ａｘ大范围稳定，当且仅当Ｒｅ（αｊ）≤０，且当Ｒｅ（αｊ）＝０时ａｊ＝ｇｊ
系统ｘ＝Ａｘ大范围渐近稳定，当且仅当对一切 ｊ，有 Ｒｅ（αｊ）＜０此外，在此

情形对每一个α＜ｍｉｎ｛－Ｒｅ（αｊ）｝
ｍ
ｊ＝１存在常数Ｃ，使得

ｅｘｐ（ｔＡ）≤Ｃｅ－ｔα （７３）
证明　如同我们早先指出的，（渐近）稳定性定义是一个拓扑性质，因此在连

续变换下不变此外，由于 Ｕｅｘｐ（ｔＪ）Ｕ－１ ≤ Ｕｅｘｐ（ｔＪ） Ｕ－１ ，不妨假设 Ａ是
若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）标准形现在由式 （３３２），第一个论断是显然的对第二个论
断，注意到 ｅｘｐ（ｔＡ） ＝ｅ－ｔα ｅｘｐ（ｔ（Ａ＋α））由于 Ｒｅ（αｊ＋α）＜０，由式 （３３２）
看到，矩阵ｅｘｐ（ｔ（Ａ＋α））的所有元素有界因此，ｅｘｐ（ｔ（Ａ＋α））有界证明完



毕． □
最后，我们考虑双曲情形另外，由我们前面的定理以及稳定和不稳定流形关

于Ａ（因此关于ｅｘｐ（ｔＡ））不变的事实，立刻得到下面的结果
定理７２　线性稳定和不稳定流形Ｅ±在流作用下不变，从Ｅ±开始的每个解当

ｔ→±∞时指数式趋于０事实上，对任何α＜ｍｉｎ｛Ｒｅ（αｊ）αｊ∈σ（Ａ），±Ｒｅ（αｊ）＜
０｝，以及依赖于α的常数Ｃ，我们有

｜ｅｘｐ（ｔＡ）ｘ±｜≤Ｃｅ
ｔα ｘ± ，　 ±ｔ＞０，　ｘ±∈Ｅ± （７４）

证明　如前，我们可以假设Ａ是若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）标准形为了看到估计 （７
４）考虑 “＋”的情形并令ε＝ｍｉｎ｛Ｒｅ（αｊ）αｊ∈σ（Ａ），Ｒｅ（αｊ）＜０｝－α＞０于是
对于任何满足Ｒｅ（αｊ）＜０的特征值 αｊ，存在大小为 ｎ的对应 Ｊｏｒｄａｎ块以及最大元
素，它们可用

ｔｎｅαｊｔ≤ ｔｎｅ－εｔｅ－αｔ≤ ｎ
ｅ( )ε

ｎ
ｅ－αｔ

估计 □
其余的是直接的
为了我们进一步的研究，引入对应于实部小于／大于α的特征值的所有广义

特征向量张成的空间也是有用的，

Ｅ±，α（ｅＡ）＝
!

Ｒｅ（αｊ）＞α
Ｋｅｒ（Ａ－αｊ）

ａｊ＝Ｅ±（ｅＡ±α） （７５）

等价地，

Ｅ±，α（ｅＡ）＝｛ｘ｜ｌｉｍ
ｔ→±∞
ｅ±αｔｅｘｐ（ｔＡ） ＝０｝ （７６）

是对某个给定的指数率α＞０由所有收敛于０的初始条件所张成的空间注意 Ｅ±，α

是在α等于Ａ的某个特征值的实部时跳跃的分段常数
问题７１　对问题３８中的矩阵如果系统是双曲的，确定原点的稳定性，并

求对应的稳定和不稳定流形
问题７２　设Ａ是２×２矩阵，令

ＸＡ（ｚ）＝ｚ
２－Ｔｚ＋Ｄ＝０，　Ｔ＝ｔｒ（Ａ），　Ｄ＝ｄｅｔ（Ａ），

为它的特征多项式求证如果ＴＤ≠０，则Ａ是双曲的此外，Ａ渐近稳定，当且仅
当Ｄ＞０和Ｔ＜０（提示：Ｔ＝α１＋α２，Ｄ＝α１α２）

设Ａ是３×３矩阵，且令
ＸＡ（ｚ）＝ｚ

３－Ｔｚ２＋Ｍｚ－Ｄ＝０
是它的特征多项式求证，如果（ＴＭ－Ｄ）Ｄ≠０，则 Ａ是双曲的此外，Ａ是渐近
稳定的，当且仅当Ｄ＜０，Ｔ＜０且 ＴＭ＜Ｄ（提示：Ｔ＝α１＋α２＋α３，Ｍ＝α１α２＋
α２α３＋α１α３，Ｄ＝α１α２α３，以及ＴＭ－Ｄ＝（α１＋α２）（α１＋α３）（α２＋α３））

问题７３　假设 Ａ所有的特征值满足 Ｒｅ（αｊ）＜０求证，如果 ｌｉｍｔ→∞ ｇ（ｔ） ＝０，

则式 （３３３）的每个解满足
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ｌｉｍ
ｔ→∞
ｘ（ｔ）＝０

（提示：式 （３３４））如果ｌｉｍ
ｔ→∞
ｇ（ｔ）＝ｇ０那解有什么性质？

７２　稳定流形和不稳定流形

在这一节我们将上一节的某些结果转移到非线性方程我们定义不动点 ｘ０的

稳定集和不稳定集为当ｔ→∞，和ｔ→－∞时趋于ｘ０的所有点的集合，即

Ｗ±（ｘ０）＝｛ｘ∈Ｍ ｌｉｍ
ｔ→±∞

Φ（ｔ，ｘ）－ｘ０ ＝０｝ （７７）

这两个集合显然在流作用下是不变的这一节我们的目的就是求这些集合
任何在ｘ０＝０为零的函数ｆ∈Ｃ

１可分解为

ｆ（ｘ）＝Ａｘ＋ｇ（ｘ） （７８）

其中Ａ是ｆ在０的雅可比 （Ｊａｃｏｂｉ）矩阵，以及 ｇ（ｘ）＝ｏ（ｘ）显然，对小的 ｘ，
我们希望非线性方程的解由线性方程的解刻画由定理２８这对小的ｔ成立，但当
ｔ→∞时情况如何呢？在６５节我们对 ｎ＝１已经看到，如果 ｆ′（０）≠０，稳定性
可以从Ａ＝ｆ′（０）得到在这一节我们将这个结果推广到高维

称不动点ｘ０是双曲的，如果它的线性系统是双曲的，即 Ａ的特征值没有一个
具有零实部

由于我们的结果是局部性质的，固定ｘ０的邻域Ｕ（ｘ０），定义
Ｍ±，α（ｘ０）＝｛ｘγ±（ｘ）Ｕ（ｘ０）和ｓｕｐ±ｔ≥０ｅ

±αｔΦ（ｔ，ｘ）－ｘ０ ＜∞｝ （７９）

为以某个指数率α＞０收敛于ｘ０的所有点的点集这是由 Ａ对应于实部小于／大于

α的特征值的所有特征向量所张成空间 Ｅ±，α的像现在我们定义不动点 ｘ０的局
部稳定流形 （相应地，不稳定流形）为所有当 ｔ→∞ （相应地，ｔ→ －∞）时指数
式收敛于ｘ０的集合，即

Ｍ±（ｘ０）＝∩
α＞０
Ｍ±，α（ｘ０） （７１０）

由构造，这两个集合在流作用下是±不变的
在线性情形，显然我们有 Ｍ±（０）＝Ｅ±我们的目的是证明作为定理７２的推

广，集合Ｍ±（ｘ０）事实上是 （光滑）流形，且Ｅ±在０切于Ｍ±（ｘ０），如图７１所示
最后，证明在双曲情形有Ｍ±（ｘ０）＝Ｗ

±（ｘ０）
下面假设ｘ０＝０是双曲不动点我们的关键思想是将问题再次叙述为积分方程

以便用迭代求解由于我们已经知道线性系统的解的性态，就可用常数变易公式
（３８３）把方程写为

ｘ（ｔ）＝ｅｔＡｘ０＋∫
ｔ

０
ｅ（ｔ－ｒ）Ａｇ（ｘ（ｒ））ｄｒ （７１１）
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现在用 Ｐ±记在 ｅｘｐ（Ａ）的稳定，不稳定子空间 Ｅ±上的投影 此外，记 ｘ± ＝
Ｐ±ｘ（０）和ｇ±（ｘ）＝Ｐ

±ｇ（ｘ）

图７１　具有双曲不动点 （１，１）和稳定／不稳定流形 （粗线）

以及它们的线性像 （虚线）的相图

要使得ｘ（ｔ）保持有界，对 ｘ（０）＝ｘ＋＋ｘ－需要什么条件显然，如果 ｇ（ｘ）＝
０，这个条件是ｘ－＝０在一般情形，我们仍可尝试表达ｘ－＝ｈ

＋（ｘ＋）为此，将积
分方程的不稳定部分投影在一旁，而对ｘ－求解

ｘ－＝ｅ
－ｔＡｘ－（ｔ）－∫

ｔ

０
ｅｓＡｇ－（ｘ（ｓ））ｄｓ， （７１２）

这里ｘ±（ｔ）＝Ｐ
±ｘ（ｔ）假设对ｔ≥０， ｘ（ｔ）有界，我们可以令ｔ→∞，得

ｘ－＝－∫
∞

０
ｅ－ｒＡｇ－（ｘ（ｒ））ｄｒ， （７１３）

其中积分绝对收敛，因为积分指数式衰减将它代回到我们的方程，得到

ｘ（ｔ）＝ｅｔＡｘ＋＋∫
ｔ

０
ｅ（ｔ－ｒ）Ａｇ＋（ｘ（ｒ））ｄｒ－∫

∞

ｔ
ｅ（ｔ－ｒ）Ａｇ－（ｘ（ｒ））ｄｒ （７１４）

引入Ｐ（ｔ）＝Ｐ＋，ｔ＞０，相应地，Ｐ（ｔ）＝－Ｐ－，ｔ≤０，这可以写为更紧凑的形式

ｘ（ｔ）＝Ｋ（ｘ）（ｔ），　Ｋ（ｘ）（ｔ）＝ｅｔＡｘ＋＋∫
∞

０
ｅ（ｔ－ｒ）ＡＰ（ｔ－ｒ）ｇ（ｘ（ｒ））ｄｒ（７１５）

综上所述，若Ａ是双曲的，则每个有界解可从式 （７１５）求解，因此可用类似于
２１节的不动点方法建立解的存在性这将证明在双曲不动点切于稳定流形的线性
像的稳定流形的存在性不稳定流形可用时间的逆变换ｔ→－ｔ得到

事实上，我们甚至还可以得到更好的结果
定理７３　假设　ｆ∈Ｃｋ有不动点ｘ０，对应的雅可比 （Ｊａｃｏｂｉ）矩阵为 Ａ则如

果α＞０以及Ａ＋αＩ是双曲的，那么存在邻域Ｕ（ｘ０）＝ｘ０＋Ｕ和函数ｈ
＋，α∈Ｃｋ（Ｅ＋，α

∩Ｕ，Ｅ－，α），使得
Ｍ＋，α（ｘ０）∩Ｕ（ｘ０）＝｛ｘ０＋ａ＋ｈ

＋，α（ａ）｜ａ∈Ｅ＋，α（ａ）∩Ｕ｝ （７１６）
两个ｈ＋，α以及它们的雅可比 （Ｊａｃｏｂｉ）行列式在０为零，即 Ｍ＋，α（ｘ０）在 ｘ０切于它
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的线性像Ｅ＋，α
对α１≤α２我们有Ｍ

＋，α２（ｘ０）Ｍ
＋，α１（ｘ０）以及当Ｅ

＋，α２＝Ｅ＋，α１时有 Ｍ＋，α２（ｘ０）＝
Ｍ＋，α１（ｘ０）

证明　假设ｘ０＝０并先假设Ａ是双曲的使得可以选择α＝０我们的底空间巴拿
赫 （Ｂａｎａｃｈ）空间是赋予上确界范数

ｘ＝ｓｕｐ
ｔ≥０
ｘ（ｔ）

的Ｃ（［０，∞），瓗ｎ）为了用迭代求解方程 （７１５），假设 ｘ（ｔ）≤δ于是由于 ｇ在
０的雅可比 （Ｊａｃｏｂｉ）矩阵为零，我们有

ｇ（ｘ（ｔ）－ｇ（ｙ（ｔ））≤εｘ（ｔ）－ｙ（ｔ）， （７１７）
其中选择δ充分小使得 ε可任意小此外，对 α＜ｍｉｎ｛Ｒｅ（α）α∈σ（Ａ）｝由式
（７４）我们有

ｅ（ｔ－ｒ）ＡＰ（ｔ－ｒ）≤Ｃｅ－α｜ｔ－ｒ｜
结合式 （７１７）我们得到

Ｋ（ｘ）－Ｋ（ｙ） ＝ ∫
∞

０
ｅ（ｔ－ｒ）ＡＰ（ｔ－ｒ）（ｇ（ｘ（ｒ））－ｇ（ｙ（ｒ）））ｄｒ

≤Ｃ∫
∞

０
ｅ－α｜ｔ－ｒ｜ ｇ（ｘ（ｒ））－ｇ（ｙ（ｒ））ｄｒ

≤Ｃεｘ－ｙｓｕｐ
ｔ≥０∫

∞

０
ｅ－α｜ｔ－ｒ｜ｄｒ＝２Ｃε

α ｘ－ｙ，

又如果ε＜α／（２Ｃ）则由压缩映射原理 （定理２１）存在唯一解ψ（ｔ，ｘ＋）此外由定
理７１９（见７４节下面）当ｆ关于ｘ＋是Ｃ

ｋ时解ψ（ｔ，ｘ＋）关于ｘ＋也是Ｃ
ｋ

显然我们有ψ（ｔ，０）＝０引入函数ｈ＋（ａ）＝Ｐ－ψ（０，ａ）我们得到非线性系统在０
的邻域Ｕ（０）内稳定流形的好候选者｛ａ＋ｈ＋（ａ）｜ａ∈Ｅ＋∩Ｕ（０）｝

此外，我们希望Ｍ＋在０切于Ｅ＋从定理７１９的证明得到φ（ｔ，ｘ＋）＝

ｘ＋
ψ（ｔ，

ｘ＋）满足

φ（ｔ，ｘ＋）＝ｅ
ｔＡＰ＋＋∫

∞

０
ｅ（ｔ－ｒ）ＡＰ（ｔ－ｒ）ｇｘ（ψ（ｒ，ｘ＋））φ（ｒ，ｘ＋）ｄｒ （７１８）

在（ｔ，ｘ＋）＝（０，０）计算这个方程，我们看到φ（０，０）＝Ｐ
＋等价于


ａ
ｈ＋（ａ）

ａ＝０
＝０， （７１９）

这就是说，我们的候选者在０切于线性稳定流形Ｅ＋

为了看一般情形，作坐标变换 ｘ～＝ｅｘｐ（αｔ）ｘ（ｔ），它将 Ａ变换成 Ａ
～
＝Ａ＋αＩ以

及ｇ（ｘ）变成 ｇ～（ｔ，ｘ～）＝ｅｘｐ（αｔ）ｇ（ｅｘｐ（－αｔ）ｘ～）由于 Ａ
～
和 ｇ～满足相同假设，由

ｓｕｐｔ≥０ ｘ
～
（ｔ）≤δ，得到ｓｕｐｔ≥０ ｘ（ｔ）≤δｅｘｐ（－αｔ）由积分方程在 ｘ０的充分小邻

域内解的唯一性我们得到式 （７１６）
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对最后一个论断我们设ｘ∈Ｍ＋，α２（ｘ０）Ｍ
＋，α１（ｘ０），于是对 ａ∈Ｅ

＋，α１＝Ｅ＋，α２有
ｘ＝ｘ０＋ａ＋ｈ

＋，α２（ａ）＝ｘ０＋ａ＋ｈ
＋，α１（ａ），从而得到ｈ＋，α２（ａ）＝ｈ＋，α１（ａ） □

作为第一个结论，即使在非双曲情形，我们得到稳定和不稳定流形的存在性，

因为对使得Ｅ＋＝Ｅ＋，ε的小的ε＞０有Ｍ＋（ｘ０）＝Ｍ
＋，ε（ｘ０）

定理７４　（稳定流形）　假设 ｆ∈Ｃｋ有不动点 ｘ０，对应的雅可比 （Ｊａｃｏｂｉ）矩
阵为Ａ则存在邻域Ｕ（ｘ０）＝ｘ０＋Ｕ和函数ｈ

±∈Ｃｋ（Ｅ±，Ｅ）使得
Ｍ±（ｘ０）∩Ｕ（ｘ０）＝｛ｘ０＋ａ＋ｈ

±（ａ）｜ａ∈Ｅ±∩Ｕ｝ （７２０）
两个ｈ±以及它们的雅可比 （Ｊａｃｏｂｉ）矩阵在 ｘ０为零，即 Ｍ

±（ｘ０）在 ｘ０切于它们对
应的线性像Ｅ±此外，对任何α＜ｍｉｎ｛Ｒｅ（αｊ）αｊ∈σ（Ａ），Ｒｅ（αｊ）≠０｝，以及依
赖于α的某个Ｃ＞０，有

Φ（ｔ，ｘ）－ｘ０ ≤Ｃｅ
ｔα，　 ±ｔ≥０，　ｘ∈Ｍ±． （７２１）

我们甚至可以证明中心子空间Ｅ０的非线性像也存在但是，这样的中心流形
可以不唯一 （问题７１０）

在双曲情形，我们甚至还可多说一点
定理７５　假设 ｆ∈Ｃｋ有双曲不动点 ｘ０则存在邻域 Ｕ（ｘ０），使得 γ±（ｘ）

Ｕ（ｘ０），当且仅当ｘ∈Ｍ
±（ｘ０）特别地，

Ｗ±（ｘ０）＝｛Φ（ｔ，ｘ）｜ｘ∈Ｍ
±（ｘ０），±ｔ≥０｝ （７２２）

证明　因为我们已经证明，初始条件充分接近于 ｘ０的任何解可从解 （７１４）
得到因此，由解的唯一性 （在ｘ０的充分小邻域内）得知初始值必须位于Ｍ

＋（ｘ０）
内 □

可能发生从一个不动点ｘ０的不稳定流形出发的轨道终止于另一个不动点 ｘ１的
稳定流形当 ｘ０≠ｘ１时这种轨道称为异宿轨道，当 ｘ０＝ｘ１时这种轨道称为同宿轨
道例子见问题

此外，我们得到另一个结论：

推论７６假设ｆ∈Ｃｋ，ｆ（ｘ０）＝０，以及令ｆ在 ｘ０的雅可比 （Ｊａｃｏｂｉ）矩阵的所
有特征值有负实部则点ｘ０是渐近稳定的

我们也得到，如果ｆ的不动点 ｘ０是双曲的，且 Ａ至少有一个特征值具有正实
部，则ｘ０不稳定 （为什么？）

最后，也可能包括ｆ依赖于参数λ∈Λ的情形设ｘ０是ｆ（ｘ，０）的双曲不动点，
则由隐函数定理，对充分小λ存在不动点ｘ０（λ）（它仍是双曲的）特别地，我们
有

ｆ（ｘ，λ）＝Ａ（λ）（ｘ－ｘ０（λ））＋ｇ（ｘ，λ）， （７２３）
其中Ａ（λ）是 ｆ（，λ）在 ｘ０（λ）的雅可比（Ｊａｃｏｂｉ）矩阵 由定理 ３４２，投影算子
Ｐ±（λ）＝Ｐ±（Ａ（λ））关于 λ光滑变化，我们可如前进行而得到 （比较问题７１３）
下面的
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定理７７　假设ｆ∈Ｃｋ以及ｘ（λ）如上则存在邻域Ｕ（ｘ０）和函数ｈ
±∈Ｃｋ（Ｅ±×

Λ，Ｅ），使得
Ｍ±（ｘ０（λ））∩Ｕ（ｘ０）＝｛ｘ（λ）＋Ｐ

±（λ）ａ＋ｈ±（ａ，λ）｜ａ∈Ｅ±∩Ｕ｝

（７２４）
问题７４　对

Ａ＝
１ ０ ０
０ －１ ０
０ ０ －









２

求Ｅ±，α并计算Ｐ±
问题７５　求

ｆ（ｘ）＝（ｘ２，－ｓｉｎ（ｘ１））
的线性化，如果可能，再确定ｘ＝０的稳定性
问题７６　（达芬 （Ｄｕｆｆｉｎｇ）方程）　研究达芬 （Ｄｕｆｆｉｎｇ）方程

ｘ＝－δｘ＋ｘ－ｘ３，　δ≥０
由线性化确定不动点的稳定性求在情形δ＝０原点的稳定和不稳定流形

问题７７　考虑系统
ｆ（ｘ）＝（－ｘ１，ｘ２＋ｘ

２
１）

求流（提示：从对ｘ１的方程开始）接下来求稳定和不稳定流形画出相图并与
它的线性化进行比较

问题７８　（异宿轨道）　由线性化确定摆 （６４９）的不动点的稳定性求稳定
和不稳定流形以及异宿轨道

问题７９　（同宿轨道）　由线性化确定问题６２１中的系统的不动点的稳定性
求稳定和不稳定流形以及同宿轨道

问题７１０　考虑系统
ｘ＝－ｘ，　ｙ＝ｙ２

求所有形如｛（ｈ（ａ），ａ）｜ａ∈瓗｝的光滑不变流形，它们都切于Ｅ０
问题７１１　考虑系统

ｆ（－ｘ１－ｘ
２
２，ｘ２＋ｘ

２
１）

利用计算（７，１４）的几次迭代求稳定流形的近似（数值）画出相图并与线性化进
行比较

问题７１２　对洛伦兹 （Ｌｏｒｅｎｚ）方程
ｆ（ｘ）＝（ｘ２－ｘ１，ｒｘ１－ｘ２－ｘ１ｘ３，ｘ１ｘ２－ｘ３），　ｒ＞０

的不动点按稳定性分类在ｒ的什么值不动点的个数发生变化？
问题７１３　假设矩阵Ａ（λ）在某紧集上关于 λ是 Ｃｋ又假设存在０＜α０＜ｍｉｎ

｛Ｒｅ（α）α∈σ（Ａ（λ））｝则
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ｄ
ｄ( )λ

ｎ
ｅｔＡ（λ）Ｐ（λ，ｔ）≤Ｃｎ（１＋ ｔｎ）ｅ

－α０ ｔ，　ｎ≤ｋ

（提示：从Ａ（λ）是纯量情形开始，对一般情形可对指数的幂级数求导数问题是
Ａ（λ）和它的导数可能不可交换但是一旦取范数后…）

图７２　具有双曲不动点（１，１）的平面系统的相图和它的线性化的相图

７３　ＨａｒｔｍａｎＧｒｏｂｍａｎ定理

上一节的结果只告诉我们在稳定和不稳定流形上轨道的某些信息这一节我们
要证明一个较强的结果，它显示双曲不动点附近的轨道局部地正好是它们的线性像

的连续变形如图７２所示
如果我们假设 Ａ没有特征值在单位圆上，我们可以利用瓗ｎ＝Ｅ－（Ａ）

!

Ｅ＋

（Ａ）将Ａ划分为压缩部分和伸长部分 Ａ＝Ａ－! Ａ＋，其中 Ａ± ＝Ａ Ｅ±（Ａ）由构造，
Ａ＋的所有特征值位于单位圆的内部，Ａ－的所有特征值位于单位圆的外部因此由
问题３４１我们可以求得范数使得 Ａ＋ ＜１

我们从对映射的下面的引理开始
引理７８　假设Ａ是没有特征值在单位圆上的可逆矩阵，选择范数使得 α＝

ｍａｘ（Ａ－１－ ，Ａ＋ ）＜１则对每个满足

ｇ（ｘ）－ｇ（ｙ）≤εｘ－ｙ，　ε＜
１－α
２ （７２５）

的有界函数ｇ存在唯一连续映射φ（ｘ）＝ｘ＋ｈ（ｘ），ｈ为有界函数，使得
φＡ＝ｆφ，　ｆ＝Ａ＋ｇ， （７２６）

如果ｆ可逆 （例如，如果εＡ－１ ＜１），则φ是一个同胚，如果另外有ｇ（０）＝０则
φ（０）＝０

证明　条件 （７２６）等价于
ｈ（Ａｘ）－Ａｈ（ｘ）＝ｇ（ｘ＋ｈ（ｘ）） （７２７）

我们将在赋予上确界范数的连续函数的巴拿赫 （Ｂａｎａｃｈ）空间 Ｃ（瓗ｎ，瓗ｎ）上研究

这个方程首先注意由（Ｕｈ）（ｘ）＝ｈ（Ａｘ）给出的线性算子 Ｕ：Ｃ（瓗ｎ，瓗ｎ）→Ｃ（瓗ｎ，
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瓗ｎ）是可逆的 （因为Ａ是可逆的）且范数保持显然我们也可以视 Ａ为由（Ａｈ）
（ｘ）＝Ａｈ（ｘ）给出的线性算子

Ａ：Ｃ（瓗ｎ，瓗ｎ）→Ｃ（瓗ｎ，瓗ｎ）
引入Ｌ＝Ｕ－Ａ可以将式 （７２７）写为Ｌｈ（ｘ）＝ｇ（ｘ＋ｈ（ｘ））为了得到不动点

方程需要Ｌ的逆分解Ｃ（瓗ｎ，瓗ｎ）＝Ｃ（瓗ｎ，Ｅ－（ｅＡ））
!

Ｃ（瓗ｎ，Ｅ＋（ｅＡ）），对应的
有分解Ａ＝Ａ－!Ａ＋，Ｕ＝Ｕ－!Ｕ＋和Ｌ＝Ｌ－!Ｌ＋

由Ｌ－＝－Ａ－（Ｉ－Ａ
－１
－Ｕ－），我们看到 Ｌ

－１
－ ＝－（Ｉ－Ａ

－１
－Ｕ－）

－１Ａ－１－，其中（Ｉ－
Ａ－１－Ｕ－）可逆，其逆由诺伊曼 （Ｎｅｕｍａｎｎ）级数 （问题７１４）

（Ｉ－Ａ－１－ Ｕ－）
－１ ＝∑

∞

ｎ＝０
（Ａ－１－ Ｕ－）

ｎ （７２８）

给出因为 Ａ－１－Ｕ－ ≤α特别， Ｌ－１－ ≤
１
１－α

类似地，Ｌ－１＋ ＝（Ｉ－Ｕ
－１
＋Ａ＋）

－１Ｕ－１＋，

其中 Ｌ－１＋ ≤
１
１－α



综上所述，Ｌ－１＝（Ｕ－－Ａ－）
－１
!

（Ｕ＋ －Ａ＋）
－１存在且 Ｌ－１ ≤ ２

１－α
因此，余

下的要求解不动点方程

ｈ（ｘ）＝Ｌ－１ｇ（ｘ＋ｈ（ｘ）） （７２９）
因为右端的算子是压缩的，故我们有

　 Ｌ－１ｇ（ｘ＋ｈ１（ｘ））－Ｌ
－１ｇ（ｘ＋ｈ２（ｘ））

≤ ２
１－αｇ（ｘ＋ｈ１（ｘ））－ｇ（ｘ＋ｈ２（ｘ））

≤ ２ε
１－αｈ１－ｈ２

， （７３０）

于是压缩原理 （定理２１）保证了唯一解的存在性
现在假设ｆ可逆，则存在映射（ｘ）＝ｘ＋ｋ（ｘ）使得 Ａ＝ｆ事实上，如

前，但用Ｕ（ｋ）（ｘ）＝ｋ（ｆ（ｘ））定义 Ｌ我们看到最后这个方程等价于 Ｌ（ｋ）（ｘ）＝
－ｇ（ｘ），又用如上相同的论述证明 Ｌ是可逆的，于是我们得到 ｋ（ｘ）＝－Ｌ－１（ｇ）
（ｘ）因此Ａφ＝ｆφ＝φＡ，由我们结果的唯一性部分 （在情形 ｇ
≡０）得φ＝Ｉ类似地，由Ａ－１φ＝φＡ－１，得 φ＝Ｉ，因此 φ
是同胚．

为了证明 φ（０）＝０，计算在 ｘ＝０的 Ａφ－１（ｘ）＝φ－１（ｆ（ｘ）），得 Ａφ－１（０）＝
φ－１（０）但这个方程只有解φ－１（０）＝０ □

推论７９　设Ａ是前面引理中的Ａ而ｆ任意假设存在同胚 φ（ｘ）＝ｘ＋ｈ（ｘ），
ｈ有界，使得

φＡ＝ｆφ， （７３１）
则φ是唯一的
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证明　假设存在两个这样的映射 φ１和 φ２注意到逆 φ
－１
ｊ 是相同类型 （问题

７１５）则由ｆ＝φ１Ａφ
－１
１ ＝φ２Ａφ

－１
２ 得知Ａ（φ

－１
１ φ）＝（φ

－１
１ φ）Ａ，再由上面引理的ｇ≡

０情形，得知φ１φ
－１
２ ＝Ｉ □

现在可以证明我们期望的结果
定理７１０　（ＨａｒｔｍａｎＧｒｏｂｍａｎ）　假设ｆ是可微向量场，它有双曲不动点０记

Φ（ｔ，ｘ）为对应的流，Ａ＝ｄｆ０为ｆ在０的Ｊａｃｏｂｉ矩阵则存在同胚φ（ｘ）＝ｘ＋ｈ（ｘ），
ｈ有界，使得在０的充分小邻域内有

φｅｔＡ ＝Φｔφ （７３２）
证明　我们的方法是应用引理７８去求φ，使它在固定的ｔ，譬如在 ｔ＝１公式

成立然后验证它实际上对所有的ｔ都成立
首先我们需要去控制

Π（ｔ，ｘ）＝ｘΦ
（ｔ，ｘ） （７３３）

由

Φ（ｔ，ｘ）＝ｆ（Φ（ｔ，ｘ）），　Φ（０，ｘ）＝ｘ （７３４）
得到

Π（ｔ，ｘ）＝ｆｘ
（Φ（ｔ，ｘ））Π（ｔ，ｘ），　Π（０，ｘ）＝Ｉ， （７３５）

令ｘ＝０得
Π（ｔ，０）＝ｅｔＡ （７３６）

因此

Φ１（ｘ）＝ｅ
Ａｘ＋Ｇ（ｘ）， （７３７）

其中式 （７２５）至少在充分接近于我们的不动点时成立为了确认它永远成立，我
们将对ｆ作点修改

设：［０，∞）→瓗是光滑碰撞函数，使得对０≤ｘ≤１有 （ｘ）＝０，对 ｘ≥２有

（ｘ）＝１用函数 ｆ
～
（ｘ）＝Ａｘ＋（１－（ｘ／δ））ｇ（ｘ）代替 ｆ（ｘ）＝Ａｘ＋ｇ（ｘ），对

ｘ≥２δ不妨考虑满足ｆ＝Ａ的大范围问题注意我们可以选择δ很小使得
ｇ～

ｘ
（ｘ）≤Ｃｓｕｐ

｜ｘ｜≤２δ

ｇ
ｘ
（ｘ）

充分小 （证明这个！）此外，注意对充分大的 ｘ（例如，对 ｘ≥２δｅα，其中α是

对Ａ所有特征值αｊ满足α≥ －Ｒｅ（αｊ）的某个非负数）Ｇ
～
（ｘ）为０从现在起我们将

用 ｆ
～
，为了记号简单起见去掉上面的小波纹
为了能够应用引理７８，需要证明由

Π（ｔ，ｘ）＝ｅｔＡ＋ｚ（ｔ，ｘ） （７３８）
定义的ｚ（１，ｘ）可任意小，只要选择δ足够小将它代入式 （７３５）得到
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ｚ（ｔ，ｘ）＝∫
ｔ

０

ｇ
ｘ
（Φ（ｓ，ｘ））ｅｓＡｄｓ＋∫

ｔ

０

ｆ
ｘ
（Φ（ｓ，ｘ））ｚ（ｓ，ｘ）ｄｓ． （７３９）

如上选择足够小δ使得ｇｘ
任意小，并应用格朗沃尔 （Ｇｒｏｎｗａｌｌ）不等式得到定理结

论
因此，存在φ使得 （７３２）至少对ｔ＝１成立进一步，映射φｓ＝Φｓφｅ

－ｓＡ

对ｔ＝１也满足式 （７３２）
φｓｅ

Ａ ＝Φｓφｅ
Ａｅ－ｓＡ ＝ΦｓΦ１φｅ

－ｓＡ ＝Φ１φｓ （７４０）
因此，如果我们能证明φｔ（ｘ）＝ｘ＋ｈｔ（ｘ），ｈｔ有界，则推论７９将告诉我们φ＝φｔ，
而这正是式 （７３２）现在考察

ｈｔ＝Φｔφｅ
－ｔＡ－Ｉ＝（Φｔ－ｅ

ｔＡ）ｅ－ｔＡ＋Φｔｈｅ
－ｔＡ， （７４１）

其中第一项有界，因为对充分大的ｘ（例如前面指出的 ｘ≥２δ）Φｔ（ｘ）＝ｅ
ｔＡｘ有界．

第二项由于ｈ有界而有界 □
两个向量场ｆ，ｇ的系统和它们相应的流Φｆ，Φｇ称为是拓扑共轭，如果存在同

胚φ使得
φΦｆ，ｔ＝Φｇ，ｔφ （７４２）

注意，流的拓扑共轭是一个等价关系
因此，ＨａｒｔｍａｎＧｒｏｂｍａｎ定理叙述为，ｆ在双曲不动点局部共轭于它的线性化

系统事实上甚至存在更强的结果，就是说，两个向量场在双曲不动点附近局部共
轭，当且仅当它们相应的稳定子空间和不稳定子空间的维数相同

为证明这点，只需证明对线性系统这个结果成立再由等价关系的传递性和
ＨａｒｔｍａｎＧｒｏｂｍａｎ定理得知

定理７１１　假设Ａ和Ｂ是两个没有特征值在虚轴上的矩阵如果对它们的流，
相应的稳定和不稳定子空间的维数相同则它们的流拓扑共轭

证明　首先，不妨假设瓗ｎ＝瓗ｓ
!瓗ｕ，其中瓗ｓ和瓗ｕ是对应这两个流，相应

的稳定和不稳定子空间 （事实上，我们甚至利用线性共轭，可假设两个矩阵是Ｊｏｒ
ｄａｎ标准形）我们分开地处理两个部分，即只需证明 ｓ＝ｎ和 ｕ＝ｎ两个情形此
外，甚至只需对情形ｓ＝ｎ证明，因为另外一个情形由考虑Ａ－１，Ｂ－１得知

所以，我们假设ｓ＝ｎ，就是说，所有的特征值具有负实部因此，存在范数使
得对一切ｔ≥０和某个小数α有 ｅｘｐ（ｔＡ）ｘＡ≤ｅｘｐ（－ｔα）ｘＡ （问题３４１）作变
换ｔ→－ｔ和ｘ→ｅｘｐ（ｔＡ）ｘ，我们也得到，对一切 ｔ≤０有 ｅｘｐ（ｔＡ）ｘＡ≥ｅｘｐ（－ｔα）
ｘＡ因此对ｔ≥０有

ｄ
ｄｔｘ（ｔ）Ａ ＝ｌｉｍｓ→０

ｅｘｐ（ｓＡ）ｘ（ｔ）Ａ－ ｘ（ｔ）Ａ

ｓ 　　　　

≤ｌｉｍ
ｓ→０

ｅｘｐ（－ｓα）－１
ｓ ｘ（ｔ）Ａ ＝－αｘ（ｔ）Ａ． （７４３）
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从而，存在唯一时间 τＡ（ｘ），使得对 ｘ（ｔ）｜Ａ＞１有 ｅｘｐ（τ（ｘ）Ａ）ｘＡ＝１类似地，

对ｔ≤０有ｄｄｔｘ（ｔ）Ａ≥－αｘ（ｔ）Ａ，以及也存在唯一的时间τＡ（ｘ）＜０，使得对０＜

ｘ（ｔ）Ａ≤１有 ｅｘｐ（τ（ｘ）Ａ）ｘＡ＝１此外，单位球面 ｘＡ＝１是横截的，以及由引
理６８，τＡ是光滑函数注意τＡ（ｅｘｐ（ｔＡ）ｘ）＝τＡ（ｘ）－ｔ类似地可对Ｂ进行考虑

于是，函数ｈＡＢ（ｘ）＝ｘ／ｘＢ将对 Ａ的单位球连续映为对 Ｂ的单位球此外，
由ｈＢＡ（ｘ）＝ｘ／ｘＡ给出逆，故它是同胚现在考虑映射

ｈ（ｘ）＝ｅｘｐ（－τＡ（ｘ）Ｂ）ｈＡＢ（ｅｘｐ（τＡ（ｘ）Ａ）ｘ），　ｘ≠０， （７４４）
它是从瓗ｎ＼｛０｝到它自身的同胚事实上，它的逆是

ｈ－１（ｘ）＝ｅｘｐ（－τＢ（ｘ）Ａ）ｈＢＡ（ｅｘｐ（τＢ（ｘ）Ｂ）ｘ），　ｘ≠０， （７４５）
这是容易得到的，因为若 ｙ＝ｈ（ｘ），则 τＢ（ｘ）＝τＡ（ｙ）进一步，由于当 ｘ→０时 τ
（ｘ）→－∞，故当ｘ→０时我们有 ｈ（ｘ）≤ｃｅｘｐ（－τ（ｘ）Ｂ）→０由此，令ｈ（０）＝
０，我们就可将ｈ扩展为瓗ｎ到它自己的同胚

最后，ｈ是拓扑共轭的，因为
ｈ（ｅｘｐ（ｔＡ）ｘ）＝ｅｘｐ（（ｔ－τＡ（ｘ））Ｂ）ｈＡＢ（ｅｘｐ（（τＡ（ｘ）－ｔ）Ａ）ｅｘｐ（ｔＡ）ｘ）

＝ｅｘｐ（ｔＢ）ｈ（ｘ）， （７４６）
这里我们用了τＡ（ｅｘｐ（ｔＡ）ｘ）＝τＡ（ｘ）－ｔ □

问题７１４　设Ｘ是巴拿赫 （Ｂａｎａｃｈ）空间，Ａ：Ｘ→Ｘ是线性算子令
Ａ ＝ ｓｕｐ

ｘ＝１
Ａｘ

求证这定义了一个范数此外，证明
ＡＢ≤ Ａ Ｂ

且如果 Ａ ＜１则Ｉ＋Ａ可逆，它的逆由诺伊曼 （Ｎｅｕｍａｎｎ）级数

（Ｉ－Ａ）－１ ＝∑
∞

ｎ＝０
Ａｎ

给出进一步， （Ｉ－Ａ－１）≤ （１－ Ａ）－１

问题７１５　设φ：瓗ｎ→瓗ｎ是形如φ（ｘ）＝ｘ＋ｈ（ｘ）的同胚，其中 ｈ有界求证
φ－１（ｘ）＝ｘ＋ｋ（ｘ），其中ｋ（ｘ）也有界 （有相同上界）

问题７１６　设

Ａ＝ α β
－( )β α

，　Ｂ＝ １ ０( )０ １
　α＞０

计算定理７１１证明中所得到的明显共轭

７４　附录：积分方程

我希望经过上面几节讨论以后，你到如今会确信积分方程是研究微分方程的一

个重要工具下面一些技巧性的结果在初读时可以省略掉
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主要工具还是不动点定理但是，我们现在需要的不动点方程是依赖于另外的
参数λ∈Λ的情形，其中Λ是某个巴拿赫 （Ｂａｎａｃｈ）空间的子集

定理７１２　（一致压缩原理）　设Ｃ是巴拿赫 （Ｂａｎａｃｈ）空间Ｘ的 （非空）闭

子集，Λ是另一个巴拿赫 （Ｂａｎａｃｈ）空间的子集假设 Ｋλ：Ｃ→Ｃ是一致压缩的，
即

Ｋλ（ｘ）－Ｋλ（ｙ）≤θｘ－ｙ，　ｘ，ｙ∈Ｃ，　０≤θ＜１，　λ∈Λ，（７４７）

且Ｋλ（ｘ）关于λ∈Λ和每一个ｘ∈Ｃ连续则唯一不动点ｘ（λ）连续依赖于λ
此外，如果λｎ→λ，则

ｘｎ＋１ ＝Ｋλｎ（ｘｎ）→ｘ（λ） （７４８）
证明　首先，证明ｘ（λ）连续由三角不等式我们有
　 ｘ（λ）－ｘ（η） ＝ Ｋλ（ｘ（λ））－Ｋη（ｘ（η））

≤θｘ（λ）－ｘ（η）＋ Ｋλ（ｘ（η））－Ｋη（ｘ（η））， （７４９）
因此

ｘ（λ）－ｘ（η）≤
１
１－θＫλ（ｘ（η））－Ｋη（ｘ（η））

 （７５０）

由于当λ→η时上式右端收敛于零，故左端也是，因此ｘ（λ）连续
记Δｎ＝ ｘｎ－ｘ（λ），εｎ＝ ｘ（λｎ）－ｘ（λ），考虑

Δｎ＋１≤ ｘｎ＋１－ｘ（λｎ）＋ ｘ（λｎ）－ｘ（λ）≤θｘｎ－ｘ（λｎ）＋εｎ
≤θΔｎ＋（１＋θ）εｎ （７５１）

因此，由于εｎ收敛于０，

Δｎ≤θ
ｎΔ０＋（１＋θ）∑

ｎ

ｊ＝１
θｎ－ｊεｊ－１ （７５２）

收敛于０（证明这个结论） □
也存在定理２４的一致形式
定理７１３　设Ｃ是巴拿赫 （Ｂａｎａｃｈ）空间Ｘ的 （非空）闭子集，Λ是另一个

巴拿赫 （Ｂａｎａｃｈ）空间的子集假设Ｋλ：Ｃ→Ｃ对每一点ｘ∈Ｃ关于λ连续，且满足

Ｋλｎ…Ｋλ１（ｘ）－Ｋλｎ…Ｋλ１（ｙ）≤θｎ ｘ－ｙ，　ｘ，ｙ∈Ｃ，　λｊ∈Λ，

（７５３）

其中∑
∞

ｎ＝１
θｎ ＜∞则其唯一不动点ｘ（λ）关于λ连续

此外，如果λｎ→λ，则
ｘｎ＋１ ＝Ｋλｎ（ｘｎ）→ｘ（λ） （７５４）

证明　首先证明，Ｋλ＝Ｋλｎ…Ｋλ１，λ＝（λ１，…，λｎ）对固定的ｘ∈Ｃ关于λ∈

Λｎ连续由假设，定理结论对ｎ＝１成立余下要证明，只要它对ｎ－１成立就对ｎ
成立但这可由下面得知
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　　 ＫλｎＫλ（ｘ）－ＫηｎＫη（ｘ）
≤ ＫλｎＫλ（ｘ）－ＫλｎＫη（ｘ）＋ ＫλｎＫη（ｘ）－ＫηｎＫη（ｘ）
≤θ１ Ｋλ（ｘ）－Ｋη（ｘ）＋ ＫλｎＫη（ｘ）－ＫηｎＫη（ｘ） （７５５）

其中λ＝（λ１，…，λｎ－１）和η＝（η１，…，ηｎ－１）
现在注意到，对充分大ｎ有θｎ＜１，因此Ｋλ是一致压缩的，对此我们可用定理

７１２特别地，选择 λｊ＝（λｊ，…，λｊ＋ｎ－１），我们有 ｘｎ（ｊ＋１）＋ｌ＝Ｋλｊ（ｘｎｊ＋１）收敛于
Ｋ（λ，…，λ）的唯一不动点，它就是ｘ（λ）因此对每一个０≤ｌ≤ｎ－１有ｌｉｍｊ→∞ｘｎｊ＋ｌ＝ｘ（λ），

故得ｌｉｍ
ｊ→∞
ｘｊ＝ｘ（λ） □

现在我们已经准备好把这些结果用到积分方程上去但是，证明要求积分理论
的某些结果，我们先来叙述它们考虑函数 ｆ：Ｕ瓗ｍ→瓗ｎ，可积函数是指黎曼

（Ｒｉｅｍａｎｎ）（或勒贝格 （Ｌｅｂｅｓｇｕｅ））积分，对此∫ｆ（ｘ）ｄｘ是有限的
定理７１４　（控制收敛性）　假设 ｆｎ（ｘ）是逐点收敛于可积函数 ｆ（ｘ）的可积函

数序列如果存在控制函数ｇ（ｘ），即ｇ（ｘ）可积并满足
ｆｎ（ｘ）≤ｇ（ｘ）， （７５６）

则

ｌｉｍ
ｎ→∞∫ｆｎ（ｘ）ｄｘ＝∫ｆ（ｘ）ｄｘ （７５７）

证明见任何一本实分析或者测度理论的书
这个结果有两个直接的推论，我们在后面将要用到它们
推论７１５　假设逐点有ｆｎ（ｘ）→ｆ（ｘ）和ｄｆｎ（ｘ）→ｇ（ｘ）如果对 ｄｆｎ（ｘ）（局部）

存在控制函数，则ｆ（ｘ）可微且ｄｆ（ｘ）＝ｇ（ｘ）
证明　只需对ｆ是一维情形证明利用

ｆｎ（ｘ）＝ｆｎ（ｘ０）＋∫
ｘ

ｘ０
ｆ′ｎ（ｔ）ｄｔ （７５８）

两边取极限得结果 □
推论７１６　假设ｆ（ｘ，λ）对任何λ关于ｘ可积，对任何ｘ关于λ连续可微如

果存在控制函数ｇ（ｘ）使得
ｆ
λ
（ｘ，λ）≤ｇ（ｘ）， （７５９）

则函数

Ｆ（λ）＝∫ｆ（ｘ，λ）ｄｘ （７６０）

连续可微，且导数为

Ｆ
λ
（λ）＝∫ｆλ（ｘ，λ）ｄｘ （７６１）

证明　再次只需考虑ｆ是一维的情形由于
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ｆ（ｘ，λ＋ε）－ｆ（ｘ，λ）＝ε∫
１

０
ｆ′（ｘ，λ＋εｔ）ｄｔ， （７６２）

我们有

Ｆ（λ＋ε）－Ｆ（λ）
ε

＝∫∫
１

０
ｆ′（ｘ，λ＋εｔ）ｄｔｄｘ （７６３）

此外，由于 ｆ′（ｘ，λ＋εｔ）≤ｇ（ｘ），由控制收敛性定理有

ｌｉｍ
ε→０∫

１

０
ｆ′（ｘ，λ＋εｔ）ｄｔ＝ｆ′（ｘ，λ） （７６４）

再用控制收敛定理，注意到 ∫
１

０
ｆ′（ｘ，λ＋εｔ）ｄｔ≤ｇ（ｘ），得知结论 □

现在我们转到积分方程如在２２节我们赋予连续函数集合Ｃ（Ｕ，瓗ｎ）（其中

Ｕ瓗ｍ）上确界范数 ｆ＝ｓｕｐｘ∈Ｕ ｆ（ｘ），使得 Ｃ（Ｕ，瓗
ｎ）成为一个巴拿赫 （Ｂａ

ｎａｃｈ）空间
假设Ｕ是瓗ｎ的开子集，考虑下面的 （非线性）沃尔泰拉 （Ｖｏｌｔｅｒｒａ）积分方

程

Ｋλ（ｘ）（ｔ）＝ｋ（ｔ，λ）＋∫
ｔ

０
Ｋ（ｓ，ｘ（ｓ），λ）ｄｓ， （７６５）

其中

ｋ∈Ｃ（Ｉ×Λ，Ｕ），　Ｋ∈Ｃ（Ｉ×Ｕ×Λ，瓗ｎ）， （７６６）
这里Ｉ＝［－Ｔ，Ｔ］和Λ瓗ｎ为紧集我们要求存在常数Ｌ（与ｔ和λ无关），使得

Ｋ（ｔ，ｘ，λ）－Ｋ（ｔ，ｙ，λ）≤Ｌｘ－ｙ，　ｘ，ｙ∈Ｕ （７６７）
由定理７１２知道，存在唯一解 ｘ（ｔ，λ）关于 λ连续下面的结果甚至可推出，

如果ｋ和Ｋ可微，这个解也可微
定理７１７　设 Ｋλ满足上面的要求式 （７６６）和式 （７６７），并令 Ｔ０＝ｍｉｎ

Ｔ，δ( )Ｍ ，其中δ＞０使得
Ｃδ＝｛Ｂδ（ｋ（ｔ，λ））（ｔ，λ）∈［Ｔ，Ｔ］×Λ｝Ｕ （７６８）

以及

Ｍ ＝ ｓｕｐ
（ｔ，ｘ，λ）∈［－Ｔ，Ｔ］×Ｂδ（０）×Λ

Ｋ（ｔ，ｋ（ｔ，λ）＋ｘ，λ） （７６９）

则积分方程Ｋλ（ｘ）＝ｘ有唯一解ｘ（ｔ，λ）∈Ｃ（［－Ｔ０，Ｔ０］×Λ，Ｕ）满足

ｘ（ｔ，λ）－ｋ（ｔ，λ）≤ｅＬＴ０ｓｕｐ
λ∈Λ∫

Ｔ０

－Ｔ０
Ｋ（ｓ，ｋ（ｓ，λ），λ）ｄｓ （７７０）

此外，如果ｋ（ｔ，λ）和Ｋ（ｔ，ｘ，λ）关于 λ和 ｘ的所有直到 ｒ阶的偏导数都连续，
则ｘ（ｔ，λ）关于λ的直到ｒ阶的所有偏导数也都连续

证明　首先注意到由改变Ｋ（ｔ，ｘ，λ）和Ｕ，不妨假设ｋ（ｔ，λ）≡０则如同上一节
由定理２４得知解的存在并有界由控制收敛性定理，对固定的 ｘ（ｔ），Ｋλ（ｘ）关于
λ连续因此
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ｘ（ｔ，λ）－ｘ（ｓ，η）≤ ｘ（ｔ，λ）－ｘ（ｓ，λ）＋ ｘ（ｓ，λ）－ｘ（ｓ，η） （７７１）
中的第二项当（ｔ，λ）→（ｓ，η）时趋于零第一项由于

ｘ（ｔ，λ）－ｘ（ｓ，λ）≤ ∫
ｔ

ｓ
Ｋ（ｒ，ｘ（ｒ，λ），λ）ｄｒ≤Ｍ ｔ－ｓ （７７２）

也趋于零

现在转到第二个论断假设ｘ（ｔ，λ）∈Ｃ１，则ｙ（ｔ，λ）＝λ
ｘ（ｔ，λ）是不动点方程

Ｋ
～

λ（ｘ（λ），ｙ）＝ｙ的解，其中

Ｋ
～

λ（ｘ，ｙ）（ｔ）＝∫
ｔ

０
Ｋλ（ｓ，ｘ（ｓ），λ）ｄｓ＋∫

ｔ

０
Ｋｘ（ｓ，ｘ（ｓ），λ）ｙ（ｓ）ｄｓ， （７７３）

其中下标表示偏导数这个积分算子关于 ｙ是线性的，于是由中值定理和 （７６７）
我们有

Ｋｘ（ｔ，ｘ，λ）≤Ｌ （７７４）

因此，由第一部分得知Ｋ
～

λ（ｘ（λ），ｙ）＝ｙ的连续解ｙ（ｔ，λ）的存在性余下的我们要
证明它事实上就是ｘ（λ）的偏导数

固定λ，从（ｘ０（ｔ），ｙ０（ｔ））＝（０，０）开始我们得到序列（ｘｎ＋１，ｙｎ＋１）＝（Ｋλ（ｘｎ），

Ｋ
～

λ（ｘｎ，ｙｎ））满足ｙｎ（ｔ）＝

λ
ｘｎ（ｔ）由于 Ｋ

～

λ关于 ｘ连续 （问题７１８），由定理７１３

得知（ｘｎ，ｙｎ）→（ｘ（λ），ｙ（λ））此外，由于（ｘｎ，ｙｎ）关于 λ是一致有界的，由推论
７１５得知，ｙ（λ）事实上是ｘ（λ）的导数

这是ｒ＝１的情形现在假设论断对ｒ－１成立由于ｙ的方程与 ｘ的方程有相
同形式，又由于ｋλ，Ｋλ，Ｋｘ∈Ｃ

ｒ－１，得知ｙ∈Ｃｒ－１，因此ｘ∈Ｃｒ □
推论７１８　如果除了定理７１７的要求以外，ｋ∈Ｃｒ（Ｉ×Λ，Ｖ）和Ｋ∈Ｃｒ（Ｉ×Ｖ×

Λ，瓗ｎ），则ｘ（ｔ，λ）∈Ｃｒ（Ｉ×Λ，Ｖ）
证明　情形ｒ＝０由上面定理得知现在假设ｒ＝１关于ｔ微分不动点方程，我

们看到

ｘ（ｔ，λ）＝ｋ（ｔ，λ）＋Ｋ（ｔ，ｘ（ｔ，λ），λ） （７７５）
连续与上面结果一起，得知所有偏导数存在且连续，故ｘ∈Ｃ１对一般的ｒ，如上
面定理的证明由归纳法得知 □

下面我们转到在７２节遇到的哈默斯坦 （Ｈａｍｍｅｒｓｔｅｉｎ）积分方程

Ｋλ（ｘ）（ｔ）＝ｋ（ｔ，λ）＋∫
∞

０
κ（ｓ－ｔ，λ）Ｋ（ｓ，ｘ（ｓ），λ）ｄｓ， （７７６）

其中

ｋ，κ∈Ｃ（［０，∞）×Λ，瓗ｎ），　Ｋ∈Ｃ（［０，∞）×Ｕ×Λ，瓗ｎ）， （７７７）
其中Λ瓗ｎ为紧集现在我们证明，对这个方程我们有与在７２节用过的定理
７１７类似的定理
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对每一个紧集ＣＵ，假设ｋ和Ｋ一致连续且有界：
ｋ（ｔ，λ）≤ｍ，　 Ｋ（ｔ，ｘ，λ）≤Ｍ，　（ｔ，ｘ，λ）∈［０，∞）×Ｃ×Λ，（７７８）

且存在控制函数α（ｓ），使得

κ（ｓ＋ｔ，λ）≤α（ｓ）　对 ｔ≤ε （７７９）
此外，假设

Ｋ（ｓ，ｘ，λ）－Ｋ（ｓ，ｙ，λ）≤Ｌｘ－ｙ，　ｘ，ｙ∈Ｕ， （７８０）
其中Ｌ与λ无关，以及

Ｌ∫
∞

－∞
κ（ｓ，λ）ｄｓ≤θ＜１ （７８１）

定理７１９　假设Ｋλ满足上面的要求式 （７７７）和式 （７８１）则不动点方程
Ｋλ（ｘ）＝ｘ有唯一解

ｘ（ｔ，λ）∈Ｃ（［０，∞）×Λ，Ｕ）
此外，假设ｋ（ｔ，λ），κ（ｓ，λ）和Ｋ（ｓ，ｘ，λ）关于 λ和 ｘ的所有直到 ｒ阶的偏导数

都连续进一步，κ（ｓ，λ）关于λ的直到ｒ阶的所有偏导数存在如式 （７７９）中的控
制函数，以及当ｘ如在式 （７７８）中限制在紧集上时，Ｋ（ｓ，ｘ，λ）关于 λ和 ｘ的直
到ｒ阶的所有偏导数一致连续且有界则ｘ（ｔ，λ）关于λ的直到ｒ阶的所有偏导数都
连续

证明　如同定理７１７，不妨假设ｋ（ｔ，λ）≡０选择
δ＝（１－θ）－１ Ｋλ（０）， （７８２）

则由 ｘ≤δ得

Ｋλ（ｘ）≤∫
∞

０
κ（ｓ－ｔ，λ）（Ｋ（ｓ，０，λ）＋ Ｋ（ｓ，ｘ（ｓ），λ）－Ｋ（ｓ，０，λ））ｄｓ

≤ Ｋλ（０）＋θｘ≤δ， （７８３）
因此，Ｋλ映Ｃ（［０，∞），Ｂδ（０））为它自己此外，由假设 Ｋλ是压缩，压缩常数为
θ，可得知存在唯一解ｘ（λ，ｔ）

接下来，我们要证明Ｋλ（ｘ）关于λ连续，

Ｋλ（ｘ）（ｔ）－Ｋη（ｘ）（ｔ）≤∫
∞

０
κ（ｓ－ｔ，λ） Ｋ（ｓ，ｘ（ｓ），λ）－Ｋ（ｓ，ｘ（ｓ），η）ｄｓ

∫
∞

０
κ（ｓ－ｔ，λ）－κ（ｓ－ｔ，η） Ｋ（ｓ，ｘ（ｓ），η）ｄｓ

（７８４）
由Ｋ的一致连续性，对每个 ε＞０我们有 Ｋ（ｓ，ｘ，λ）－Ｋ（ｓ，ｘ，η）≤ε，只要

λ－η充分地小，因此

Ｋλ（ｘ）（ｔ）－Ｋη（ｘ）（ｔ）≤
εθ
Ｌ＋Ｍ∫

∞

－∞
κ（ｓ－ｔ，λ）－κ（ｓ－ｔ，η）ｄｓ

（７８５）
由于可选取 λ－η很小使得上面右端任意小 （控制收敛性），论断得证
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现在我们可以证明ｘ连续按照我们前面的考虑，当（ｔ，λ）→（ｓ，η）时
ｘ（ｔ，λ）－ｘ（ｓ，η）≤ ｘ（ｔ，λ）－ｘ（ｔ，η）＋ ｘ（ｔ，η）－ｘ（ｓ，η） （７８６）

中右端的第一项收敛于零，又由于

ｘ（ｔ，η）－ｘ（ｓ，η）≤∫
∞

０
κ（ｒ－ｔ，η）－κ（ｒ－ｓ，η） Ｋ（ｒ，ｘ（ｒ，η），η）ｄｒ

≤Ｍ∫
∞

０
κ（ｒ－ｔ，η）－κ（ｒ－ｓ，η）ｄｒ， （７８７）

第二项也收敛于零从而对情形ｒ＝０完成了证明

现在我们转到第二个论断假设ｘ（ｔ，λ）∈Ｃ１，则ｙ（ｔ，λ）＝λ
ｘ（ｔ，λ）是不动点

方程Ｋ
～

λ（ｘ（λ），ｙ）＝ｙ的解其中

Ｋ
～

λ（ｘ，ｙ）（ｔ）＝∫
∞

０
κλ（ｓ－ｔ，λ）Ｋ（ｓ，ｘ（ｓ），λ）ｄｓ＋∫

∞

０
κ（ｓ－ｔ，λ）Ｋλ（ｓ，ｘ（ｓ），λ）ｄｓ＋

∫
∞

０
κ（ｓ－ｔ，λ）Ｋｘ（ｓ，ｘ（ｓ），λ）ｙ（ｓ）ｄｓ， （７８８）

这里的下标表示偏导数余下部分如定理７１７的证明得知为证明 Ｋ
～

λ（ｘ，ｙ）连续
依赖于ｘ，需要用Ｋ和它的导数的一致连续性 □

问题７１７　假设Ｋ：ＣＸ→Ｃ是压缩的，且
ｘｎ＋１ ＝Ｋ（ｘｎ）＋ｙｎ，　 ｙｎ ≤αｎ＋βｎ ｘｎ ，

其中 ｌｉｍ
ｎ→∞
αｎ＝ｌｉｍｎ→∞βｎ＝０则 ｌｉｍｎ→∞ｘｎ＝ｘ

问题７１８　假设Ｋ（ｔ，ｘ，ｙ）是连续函数，求证映射

Ｋｘ（ｙ）（ｔ）＝∫
ｔ

０
Ｋ（ｓ，ｘ（ｓ），ｙ（ｓ））ｄｓ

关于ｘ∈Ｃ（Ｉ，瓗ｎ）连续，以及式 （７７３）关于 ｘ∈Ｃ（Ｉ，瓗ｎ）连续（提示：利用控
制收敛定理）
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书书书

第８章　平面动力系统

８１　ＰｏｉｎｃａｒéＢｅｎｄｉｘｓｏｎ定理

这一节讨论Ｍ是Ｒ２的开子集的情形．Ｒ２中的流由于有若尔当（Ｊｏｒｄａｎ）曲线
定理而特别简单．这个定理说，每一条若尔当（Ｊｏｒｄａｎ）曲线 Ｊ（即圆周 Ｓ１的同胚
像）把Ｒ２分为两个连通区域．特别地，Ｒ２＼Ｊ有两个分支．

　　　若尔当（Ｊｏｒｄａｎ）曲线定理看起来似乎很简单，但是由于圆周的同胚像的形状可以很复杂，因此严格证

明这条定理相当困难．最近还有人如Ｈａｌｅｓ在２００５年用形式证法花了６００，０００行字证明这条定理，同

年国际数学家团队用Ｍｉｚａｒ系统花了６，５００行字证明它．此外还有人用其他方法如拓扑方法证明的．

译者注．

我们用的弧ΣＲ２是指由光滑映射ｔ→ｓ（ｔ）给出的一维子流形，其中 ｓ≠０．利
用这个映射，Σ上的点可以有序．此外，对每一个正则点ｘ∈Ｍ（即 ｆ（ｘ）≠０），可以
找到包含ｘ的弧Σ，它与ｆ横截相交（即ｓ１（ｔ）ｆ２（ｓ（ｔ））－ｓ２（ｔ）ｆ１（ｓ（ｔ））≠０）．

引理８１　设 ｘ０∈Ｍ是正则点，Σ是包含 ｘ０的横截弧．以 ｘｎ＝ｘ（ｔｎ），ｎ≥１
记γσ（ｘ０）与Σ的有序（关于ｔｎ）交点序列（可能有限）．则ｘｎ（关于Σ的次序）是单调
的．

证明　我们仅考虑σ＝＋的情形．如果ｘ０＝ｘ１，这已经是有序的了．否则，考虑
从ｘ０沿着γ＋（ｘ０）到ｘ１，再从ｘ１沿着Σ回到ｘ０．这条曲线Ｊ是从Ｓ

１到Ｊ的连续双射
的像．由于Ｓ１是紧的，它是一个同胚．因此，Ｊ是Ｊｏｒｄａｎ曲线，且Ｍ＼Ｊ＝Ｍ１∪Ｍ２．

现在设 槇ΣΣ是沿着Σ从ｘ０到ｘ１的弧．于是ｆ的方向总是指向Ｍ１或Ｍ２，因为

图８１　引理８１的证明

由Σ的横截性它不可能改变方向．因此，或者 γ＋
（ｘ１）Ｍ１，或者 γ＋（ｘ１）Ｍ２．此外，如果 ｘ０＜ｘ１，
则γ＋（ｘ１）必须停留在包含所有点 ｘ∈Σ，ｘ１＜ｘ的分
支内，如果ｘ０＞ｘ１，则 γ＋（ｘ１）必须停留在包含所有
点ｘ∈Σ，ｘ１＞ｘ的分支内（比较图８１）．重复这个步
骤就证明了我们的论断． □

接下来，注意到如果ｙ∈Σ∩ωσ（ｘ），则可以用序
列ｘｎ∈Σ∩γσ（ｘ）逼近 ｙ．事实上，选择 ｔｎ→σ∞使得
ｘｎ＝Φ（ｔｎ，ｘ）→ｙ．于是，由引理６８（其中ｘ＝ｙ，和Ｔ

＝０），我们可以用 槇ｔｎ＝ｔｎ＋τ（ｘｎ）去得到所求类型的序列Φ（槇ｔｎ，ｘ）→ｙ．



推论８２　设Σ是横截弧，则ωσ（ｘ）与Σ至多相交于一点．
证明　假设存在两个交点ｙ１和ｙ２．则分别存在收敛于ｙ１，ｙ２的序列ｘ１，ｎ，ｘ２，ｎ∈

Σ∩γσ（ｘ）．但由引理８１知这是不可能的，因为两个都是单调序列ｘｎ的子序列．□
推论８３　假设ωσ（ｘ）∩γσ（ｘ）≠．则ｘ是周期的，因此，ω＋（ｘ）＝ω－（ｘ）＝

γ（ｘ）．
证明　由假设存在某个ｙ∈ωσ（ｘ）∩γσ（ｘ）．如果ｙ是不动点则我们有γσ（ｘ）＝

｛ｙ｝，这没有什么要做的．所以我们假设ｙ不是不动点，取包含ｙ的横截弧Σ以及收
敛于ｙ的序列ｘｎ∈Σ∩γσ（ｘ）Σ∩ωσ（ｘ）．由上一个推论我们必须有ｘｎ＝ｙ，因此γ
（ｙ）＝γ（ｘ）是周期的． □

推论８４　极小紧σ不变集Ｃ是周期轨道．
证明　取ｘ∈Ｃ．则由极小性ωσ（ｘ）＝Ｃ，因此ωσ（ｘ）∩γσ（ｘ）≠．从而由上一

个推论，ｘ是周期的． □
有了这一系列推论以后，现在我们可以着手研究ω±极限集．
引理８５　如果ωσ（ｘ）≠是紧的且不包含不动点，则 ωσ（ｘ）是正则周期轨

道．

　　　平面上的孤立周期轨道通常称为极限环．译者注．

证明　设ｙ∈ωσ（ｘ）．取ｚ∈ωσ（ｙ）ωσ（ｘ），由假设它不是不动点．取包含ｚ的
横截弧Σ以及序列ｙｎ→ｚ，其中ｙｎ∈Σ∩γσ（ｙ）．由于由推论８２有Σ∩γσ（ｙ）Σ∩
ωσ（ｙ）＝｛ｚ｝，故得ｙｎ＝ｚ，因此ωσ（ｘ）是正则周期道． □

引理８６　假设 ωσ（ｘ）连通，且包含一条正则周期轨道 γ（ｙ）．则 ωσ（ｘ）＝
γ（ｙ）．

证明　如果ωσ（ｘ）＼γ（ｙ）非空，由连通性，存在点 槇ｙ∈γ（ｙ），使得我们可以找到

任意接近于 槇ｙ的点 ｚ∈ωσ（ｘ）＼γ（ｙ）．取包含 槇ｙ的横截弧 Σ．由引理６．８可以求得
τ（ｚ），使得Φ（τ（ｚ），ｚ）∈Σ．但是这样一来，我们甚至有Φ（τ（ｚ），ｚ）∈Σ∩ωσ（ｘ）＝

｛槇ｙ｝（由推论８２），因此ｚ∈γ（ｙ），但这与假设矛盾． □
引理８７　设ｘ∈Ｍ，σ∈｛±｝，又假设ωσ（ｘ）是紧的．ｘ±∈ωσ（ｘ）是两个不同

的不动点．则至多存在一条轨道γ（ｙ）ωσ（ｘ），使得ω±（ｙ）＝ｘ±．
证明　假设存在两条轨道 γ（ｙ１，２）．由于 ｌｉｍ

ｔ→±∞
Φ（ｔ，ｙ１，２）＝ｘ±，我们可以用

Φ（±∞，ｙ１，２）＝ｘ±将 Φ（ｔ，ｙ１，２）扩展成在 Ｒ∪｛±∞｝上的连续函数．因此，沿着
γ（ｙ１）从ｘ－到ｘ＋，再沿着γ（ｙ２）从ｘ＋回到ｘ－的曲线Ｊ是若尔当（Ｊｏｒｄａｎ）曲线．记Ｍ
＼Ｊ＝Ｍ１∪Ｍ２，我们可以假定ｘ∈Ｍ１（因为由推论８３，ｘ∈Ｊ是不允许的）．分别取包
含ｙ１，２的两条横截弧Σ１，２（比较图８２）．于是γσ（ｘ）分别交Σ１，２于某两点ｚ１，２．不失一
般性，可以假设在ｚ１和 ｚ２之间不再存在 γ（ｘ）与 Σ１和 Σ２的进一步的交点．现在
（沿着Σ１，γσ（ｘ），Σ２，γ（ｙ２）和γ（ｙ１））考虑从ｙ１依次到ｚ１，ｚ２，ｙ２再到ｘ＋，并回到ｙ１
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的若尔当（Ｊｏｒｄａｎ）曲线．它把Ｍ分成两部分Ｎ１，Ｎ２，使得γσ（ｚ１）或者γσ（ｚ２）必须留
在Ｎ１，Ｎ２之一，譬如留在Ｎ２（如引理８１的证明）．但是现在γσ（ｘ）就不能够回来
接近于γ（ｙ１，２）∩Ｎ１的点，这与假设矛盾． □

图８２　引理８７的证明

有了这些准备工作以后，我们就可得到下面的定理：

定理８８（ＰｏｉｎｃａｒéＢｅｎｄｉｘｓｏｎ）　设Ｍ是Ｒ２的一个开子集，ｆ∈Ｃ１（Ｍ，Ｒ２）．固
定ｘ∈Ｍ，σ∈｛±｝，又假设ωσ（ｘ）≠是紧，连通，且仅包含有限多个不动点．则下
面情形之一成立：

（１）ωσ（ｘ）是不动点轨道．
（２）ωσ（ｘ）是正则周期轨道．
（３）ωσ（ｘ）是由（有限个）不动点｛ｘｊ｝和满足 ω±（ｙ）∈｛ｘｊ｝的唯一非闭轨线

γ（ｙ）所组成．
证明　如果ωσ（ｘ）不包含不动点，由引理８５，它是正则周期轨道．如果ωσ（ｘ）

至少包含一个不动点ｘ１，但没有正则点，由于不动点孤立，而 ωσ（ｘ）连通，故我们
有ωσ（ｘ）＝｛ｘ１｝．

假设ωσ（ｘ）既包含不动点又包含正则点．设ｙ∈ωσ（ｘ）是正则点．我们需要证明
ω±（ｙ）由一个不动点组成．因此只需证明它不可能包含正则点．设 ｚ∈ω±（ｙ）是正
则点，取包含ｚ的横截弧Σ，以及序列ｙｎ→ｚ，ｙｎ∈γ（ｙ）∩Σ．由推论８２，γ（ｙ）只可
能在ｙ与Σ相交．因此ｙｎ＝ｚ，γ（ｙ）是正则周期轨道．现在由引理８６，得 γ（ｙ）＝
ωσ（ｘ），这是不可能的，因为ωσ（ｘ）包含不动点． □

最后，我们注意，由周期轨道所围的区域是不变的．于是，由引理６．７得
引理８９　每一个周期轨道的内部必须含有不动点．
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问题８１　寻找并证明Ｒ１中的“ＰｏｉｎｃａｒéＢｅｎｄｉｘｓｏｎ定理 ”
问题８２　假设在某个单连通区域内有 ｄｉｖｆ＝０．证明存在函数 Ｆ（ｘ）使得

ｆ１（ｘ）＝
Ｆ（ｘ）
ｘ２

和ｆ２（ｘ）＝－
Ｆ（ｘ）
ｘ１

．求证存在函数 Ｆ（ｘ）满足 ｆ１（ｘ）＝
Ｆ（ｘ）
ｘ２

和ｆ２（ｘ）

＝－Ｆ（ｘ）
ｘ１

．并证明对每个轨道γ（ｘ）满足 Ｆ（γ（ｘ））＝常数．应用这个结果到 Ｒ中

的牛顿（Ｎｅｗｔｏｎ）方程ｘ＝ｆ（ｘ）．
问题８３（Ｂｅｎｄｉｘｓｏｎ准则）　假设ｄｉｖｆ在单连通区域ＵＭ内不改变符号，且

不恒等于零．求证不存在（整个地）含在 Ｕ内的周期轨道．（提示：假设存在一条周
期轨道，考虑沿着这条曲线ｆ的线积分并回忆Ｒ２中的高斯（Ｇａｕｓｓ）定理）．

利用这个结果，证明当ｐ（ｘ）＞０时

ｘ＋ｐ（ｘ）ｘ＋ｑ（ｘ）＝０

没有正则周期解．
问题８４（Ｄｕｌａｃ准则）　求证下面的Ｂｅｎｄｉｘｓｏｎ准则的推广．假设存在数量函数

α（ｘ）使得ｄｉｖ（αｆ）在单连通区域ＵＭ内不改变符号且不恒等于零，则系统没有（整
个地）含在Ｕ内的周期轨道．

　　　满足Ｄｕｌａｃ准则的函数α（ｘ）通常称为Ｄｕｌａｃ函数．Ｄｕｌａｃ准则是证明平面系统不存在极限环的一个重

要方法．译者注．

问题８５　如果交ω＋（ｘ）∩ω－（ｘ）≠包含正则点，则ｘ是周期的．

８２　生态学中的例子

在这一节我们考虑来自生态学中的模型．它描述两个种群，一个是捕食种群 ｙ，
另一个是被捕食种群 ｘ．假设没有捕食者时被捕食者的增长率为 Ａ（比较问题
１１６）．如果出现捕食者，则被捕食者增长率减少，假设其减少数与捕食者数量成比
例，就是说

ｘ＝（Ａ－Ｂｙ）ｘ，　Ａ，Ｂ＞０． （８１）

类似地，如果没有被捕食者，捕食者的数量以速率 －Ｄ减少．如果出现被捕食者，
假设捕食者的增长率正比于被捕食者的数量，即

ｙ＝（Ｃｘ－Ｄ）ｙ，　Ｃ，Ｄ＞０． （８２）

尺度化ｘ，ｙ和ｔ得系统

ｘ＝（１－ｙ）ｘ，　　　　　　

ｙ＝α（ｘ－１）ｙ，　α＞０． （８３）

这是Ｖｏｌｔｅｒｒａ和Ｌｏｔｋａ的捕食被捕食方程．
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这个系统有两个不动点．第一个（０，０）是双曲鞍点，它的稳定流形是ｘ＝０，不
稳定流形是ｙ＝０．特别地，第一象限Ｑ＝｛（ｘ，ｙ）｜ｘ＞０，ｙ＞０｝是不变集．这是一个
我们感兴趣的区域．第二个不动点（１，１）不是双曲的，因此它的稳定性不能由线性
化得到．

因此，为了求轨道方程我们尝试从我们的微分方程组中消去 ｔ而得到单个一阶
方程．记轨道方程为ｙ＝ｙ（ｘ），由链规则得

ｄｙ
ｄｘ
＝
ｄｙ
ｄｔ
ｄｘ
ｄ( )ｔ

－１

＝α
（ｘ－１）ｙ
（１－ｙ）ｘ

． （８４）

这个方程是变量分离的，求解得轨道的隐式方程

Ｌ（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｙ）＋αｆ（ｘ）＝常数，　ｆ（ｘ）＝ｘ－１－ｌｎ（ｘ）． （８５）
函数ｆ不能用初等函数求其逆．但是，ｆ（ｘ）是上凹的，在ｘ＝１有大范围极小，当ｘ→
０和ｘ→∞时它趋于∞．因此等位集是紧的，且每条轨道都是围绕不动点（１，１）的周
期轨道．

定理８１０　ＶｏｌｔｅｒｒａＬｏｔｋａ方程（８３）在Ｑ内的所有轨道都是闭的，且仅围绕不

图８３　ＶｏｌｔｅｒｒａＬｏｔｋａ系统的相图

动点（１，１）．
相图如图８３所示．
下面，我们假设在这个模型中，两个物种的

增长受到限制 （再次比较问题１．１５）．对应的系
统为

ｘ＝（１－ｙ－λｘ）ｘ，　　　　　　
ｙ＝α（ｘ－１－μｙ）ｙ，　α，λ，μ＞０．（８６）

不动点（０，０）又是双曲鞍点，它的稳定流形是 ｘ
＝０，不稳定流形是ｙ＝０．
首先看λ≥１的情形，这时在 Ｑ内另外的不动点只有一个，即（λ－１，０）．如果

λ＞１它是双曲汇，如果λ＝１，则一个特征值是零．很遗憾，对轨道这个方程不再是
可分离变量 ，因此，我们必须通过更多的研究才能得到轨道的完整图像．

我们的关键思想是将Ｑ划分成几个区域，使得在每个区域内ｘ和ｙ有确定的符
号，然后利用下面的基本观察 （问题８６）．

引理８１１　设（ｔ）＝（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ））是平面系统的解．假设 Ｕ是开集，Ｕ是紧
集．如果ｘ（ｔ）和ｙ（ｔ）在Ｕ内严格单调，则或者 （ｔ）在某个有限时间 ｔ＝ｔ０碰到边
界，或者（ｔ）收敛于不动点（ｘ０，ｙ０）∈Ｕ．

现在让我们来看如何将它用到我们的情形．ｘ和 ｙ有固定符号的区域是由两条
直线

Ｌ１＝｛（ｘ，ｙ）｜ｙ＝１－λｘ｝，　Ｌ２＝｛（ｘ，ｙ）｜μｙ＝ｘ－１｝ （８７）
分开．对α＝μ＝１，λ＝２的典型情况如图８４所示．

从这个图看，所有的轨道似乎都收敛于不动点（λ－１，０）．现在我们尝试去证明
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这点．由这两条直线将Ｑ所分的区域 （从左到右）记为Ｑ１，Ｑ２和 Ｑ３．直线 Ｌ２和 Ｌ１
是横截的，因此轨线只能分别从Ｑ３→Ｑ２和Ｑ２→Ｑ１的方向穿过．

图８４　具有极限增长率的捕食
被捕食模型的相图

图８５　具有极限增长的捕食
被捕食模型的相图

假设我们从点（ｘ０，ｙ０）∈Ｑ３开始．于是，
对Ｑ３加上限制 ｘ≤ｘ０以后，我们就可应用
引理 ８１１，得到进入 Ｑ２的轨线或者通过
Ｌ２，或者收敛于 Ｑ３中的不动点．后者仅当
（λ－１，０）∈Ｑ３即当 λ＝１时才有可能．类似
地，从Ｑ２中出发的轨线将通过 Ｌ１进入 Ｑ１，
或者收敛于（λ－１，０）．最后，如果从 Ｑ１开
始，轨线只可能收敛于（λ－１，０）．

综上所述，我们已经证明了，对 λ≥１，
Ｑ中的每条轨线都收敛于（λ－１，０）．

现在考虑剩下情形 ０＜λ＜１．这时
（λ－１，０）是双曲鞍点，存在第二个不动点
１＋μ
１＋μλ

，
１－μ
１＋( )μλ，它是涵．α＝μ＝１，λ＝１２

时的相图如图８５所示．
又一次看上去中间的所有轨线都收敛于

汇．我们用与前面相同的方法证明．现在直
线Ｌ１和Ｌ２将Ｑ分成四个区域Ｑ１，Ｑ２，Ｑ３和Ｑ４（其中Ｑ４是新的）．如前，可以证明轨
线是按照次序Ｑ４→Ｑ３→Ｑ２→Ｑ１→Ｑ４通过这些集合，除非它们被中间的汇吸收．注

意，由于（λ－１，０）的稳定流形仍是 ｙ＝０，Ｑ中没有轨线可收敛于它．但是现在的情
形与前面的情形有很大的区别：从Ｑ４中开始的轨线可以回到 Ｑ４，因此可能存在周
期轨道．

为了排除周期轨道，我们尝试找李雅普诺夫（Ｌｉａｐｕｎｏｖ）函数．由式（８５）的启

发，我们尝试尺度化ｘ和ｙ使得极小点在不动点（ｘ０，ｙ０）＝
１＋μ
１＋μλ

，
１－μ
１＋( )μλ．引入

函数

Ｌ（ｘ，ｙ）＝γ１ｆ
ｙ
ｙ( )
０
＋αγ２ｆ

ｘ
ｘ( )
０
， （８８）

其中常数γ１，γ２＞０待定．利用

ｘ＝（－ｙ－λｘ）ｘ，　ｙ＝α（ｘ－μｙ）ｙ，　ｘ＝ｘ－ｘ０，　ｙ＝ｙ－ｙ０ （８９）
计算得

Ｌ＝
Ｌ
ｘ
ｘ＋

Ｌ
ｙ
ｙ＝－α

λγ２
ｘ０
ｘ２＋
μγ１
ｙ０
ｙ２＋

γ２
ｘ０
－
γ１
ｙ( )
０

( )ｘｙ． （８１０）
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如果我们选择 γ１＝ｙ０和 γ２＝ｘ０使得右端第三项等于零则右端是负的．因此我们又
一次看到，从Ｑ中出发的所有轨道都收敛于（ｘ０，ｙ０）．

定理８１２　假设λ≥１，则方程（８６）在Ｑ中不存在不动点，Ｑ中的所有轨线都
收敛于点（λ－１，０）．

如果０＜λ＜１，在 Ｑ中只存在一个不动点
１＋μ
１＋μλ

，
１－μ
１＋( )μλ．它是渐近稳定的，

所有轨线都收敛于这点．
对我们原来的模型，这意味着，当捕食者的增长率在被捕食者的极限种群 λ－１

是正时捕食者才可幸存．
问题８６　证明引理８１１．
问题８７（Ｖｏｌｔｅｒｒａ原理）　求证对ＶｏｌｔｅｒｒａＬｏｔｋａ系统（８３）的任何轨道，在一个

周期上时间的平均

１
Ｔ∫

Ｔ

０
ｘ（ｔ）ｄｔ＝１，　

１
Ｔ∫

Ｔ

０
ｙ（ｔ）ｄｔ＝１

与轨道无关． 提示：在一个周期上积分
ｄ
ｄｔ
ｌｎ（ｘ（ｔ( )））．

问题８８　求证坐标变换ｘ＝ｅｘｐ（ｑ），ｙ＝ｅｘｐ（ｐ）将ＶｏｌｔｅｒｒａＬｏｔｋａ系统 （８３）变
成哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）系统，哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）函数为 Ｈ（ｐ，ｑ）＝Ｌ（ｅｘｐ（ｑ），
ｅｘｐ（ｐ））．

此外，利用相同的坐标变换于式（８６）．再用 Ｂｅｎｄｉｘｓｏｎ准则（问题８３）证明它
没有周期轨道．

问题８９　如果μλ≥１，求证式（８６）在情形λ＜１时没有周期轨道，证明如下：
如果存在周期轨道，它必须包含Ｌ１上的点（ｘ０，ｙ０），此点满足

１＋μ
１＋μλ

＜ｘ０＜
１
λ
，　ｙ０＝１－λｘ０． （８１１）

进入Ｑ１的轨线在Ｑ１中满足ｘ（ｔ）＜ｘ０，因为在那里 ｘ（ｔ）递减．因此当它与 Ｌ２相交

时必须有ｙ（ｔ）＜ｙ１＝
ｘ０－１
μ
．现在，我们进入Ｑ２，那里ｙ（ｔ）递减，当它与 Ｌ１相交时

必须有ｘ（ｔ）＜ｘ１＝
１－ｙ１
λ
．这个过程进行下去，最后，当我们回到 Ｌ１时，我们看到

ｙ（ｔ）＞ｙ２＝
ｘ１－１
μ
．如果ｙ２≥ｙ０，即如果

（１＋μ）（１－μλ）≥（１－（μλ）２）ｘ０， （８１２）
轨线向内盘旋，这与我们假设它是周期轨道相矛盾．这是μλ≥１的情形．

问题８１０（竞争物种）　假设有两个种群ｘ和 ｙ，使得一个抑制另一个的增长．
描述这种情况的简单模型是

·９５１·第８章　平面动力系统



ｘ＝（Ａ－Ｂｙ）ｘ，　　　　　　
ｙ＝（Ｃ－Ｄｘ）ｙ，　Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ＞０．

找出这个系统尽可能多的有关信息．
问题８１１（具有极限增长的竞争物种）　考虑上面同样的问题，但现在种群具

有极限增长．这种方程是
ｘ＝（１－ｙ－λｘ）ｘ，
ｙ＝α（１－ｘ－μｙ）ｙ，　α，λ，μ＞０．　　　　　　

再次求出这个系统尽可能多的信息．

８３　电路工程中的例子

这一节我们回到我们曾经在３．３节考虑过的电路．我们仍考虑回路中有一个电
感器，一个电容器和一个电阻器的情形．但现在考虑的电阻具有任意特性

ＶＲ＝Ｒ（ＩＲ）． （８１３）
由于如果没有电流通过就没有电位差，故我们必须有Ｒ（０）＝０．对经典电阻我们有
Ｒ（Ｉ）＝ＲＩ，其中电阻Ｒ是常数（Ｏｈｍ定律），但是对混杂元件如半导体这就不成立．
例如二极管的特征是

Ｖ＝
ｋＴ
ｑ
ｌｎ１＋

Ｉ
Ｉ( )
Ｌ
， （８１４）

其中ＩＬ是渗漏电流，ｑ是电子负荷，ｋ是波尔兹曼（Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ）常数，Ｔ是绝对温度．
在正方向你只需非常小的电压就得到大的电流，但在另一个方向，即使有相当

大的电压，你甚至几乎得不到电流．因此我们说二极管仅让电流按一个方向通过．
基尔霍夫（Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ）定律告诉我们ＩＲ＝ＩＬ＝ＩＣ以及 ＶＲ＋ＶＬ＋ＶＣ＝０．应用我们

三个元件的性质，并消去例如ＩＣ，ＩＲ，ＶＬ，ＶＲ，得到系统

ＬＩＬ＝－ＶＣ－Ｒ（ＩＬ），

ＣＶＣ＝ＩＬ，　　　　　　Ｒ（０）＝０，Ｌ，Ｃ＞０．
（８１５）

此外，注意在每个元件中的能量改变是ＩＶ．由基尔霍夫（Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ）定律，我们有
ＩＬＶＬ＋ＩＣＶＣ＋ＩＲＶＲ＝０， （８１６）

将它重写为

ｄ
ｄｔ
Ｌ
２
Ｉ２Ｌ＋
Ｃ
２
Ｖ２( )Ｌ ＝－ＩＲＲ（ＩＲ）． （８１７）

就是说，在电阻器中的能量耗散来自电感和电容．
最后，尺度化ＶＣ和ｔ，得到李纳（Ｌｉｅｎａｒｄ）方程（比较问题８１２）

ｘ＝ｙ－ｆ（ｘ），
ｙ＝－ｘ，　　　　　ｆ（０）＝０．

（８１８）
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方程（８１７）现在化为
ｄ
ｄｔ
Ｗ（ｘ，ｙ）＝－ｘｆ（ｘ），　Ｗ（ｘ，ｙ）＝

ｘ２＋ｙ２

２
． （８１９）

方程（８１８）是我们这一节余下的主题．首先，它只有一个不动点（０，０）．如果
在ｘ＝０的邻域内有 ｘｆ（ｘ）＞０，则 Ｗ是李雅普诺夫（Ｌｉａｐｕｎｏｖ）函数，因此（０，０）稳
定．此外，我们甚至有：

定理８１３　假设对一切ｘ∈Ｒ有ｘｆ（ｘ）≥０，对０＜｜ｘ｜＜ε有ｘｆ（ｘ）＞０．则李纳
（Ｌｉｅｎａｒｄ）方程（８１８）的每一条轨线都收敛于（０，０）．

证明　如果在轨道上Ｗ（ｘ，ｙ）是常数，譬如Ｗ（ｘ，ｙ）＝Ｒ２／２，则轨道必须是半
径为Ｒ的圆周．因此对０≤｜ｘ｜≤Ｒ我们必须有Ｗ＝－ｘｆ（ｘ）＝０，再由ＫｒａｓｏｖｓｋｉｉＬａ
Ｓａｌｌｅ原理 （定理６．１２）得结论． □

反之，注意，如果对０＜｜ｘ｜＜ε，有ｘｆ（ｘ）＜０，则（０，０）不稳定．
我们现在证明，如果ｆ是奇函数，且若对小的ｘ，ｘｆ（ｘ）为负，对大的ｘ，ｘｆ（ｘ）为

正，则李纳（Ｌｉｅｎａｒｄ）方程有周期轨道．更确切地说，我们需要下面的假设．
（１）ｆ是奇函数，即ｆ（－ｘ）＝－ｆ（ｘ）．
（２）对０＜ｘ＜α有ｆ（ｘ）＜０（不妨设ｆ（α）＝０）．
（３）ｌｉｍｉｎｆ

ｘ→∞
ｆ（ｘ）＞０，特别地，对ｘ＞β，ｆ（ｘ）＞０（不妨设ｆ（β）＝０）．

图８６　李纳（Ｌｉｅｎａｒｄ）方程中的典型ｆ

（４）对ｘ＞α，ｆ（ｘ）单调递增（即α＝β）．
ｆ的典型图像如图８６所示．
进一步，记 Ｑ± ＝｛（ｘ，ｙ）｜±ｘ＞０｝和 Ｌ± ＝

｛（ｘ，ｙ）｜ｘ＝０，±ｙ＞０｝．我们的对称性要求（１）
将允许我们把注意力限制在 Ｑ＋，因为对 Ｑ－的
对应结果可通过变换（ｘ，ｙ）→（－ｘ，－ｙ）得到，
这个变换将Ｑ＋变为Ｑ－，并当ｆ是奇函数时微分
方程（８１８）不变．

首先我们注意到：

引理８１４　李纳（Ｌｉéｎａｒｄ）方程（８１８）的每一条轨线在 Ｑ＋中与 ｆ（ｘ）的图像至
多相交一次．

证明　如果ｆ可微，这是显然的，因为 ｆ的图像与向量场横截相交，除了（０，
０）．在一般情形，我们可以论证如下：

假设轨线从ｆ图像的下方出发，即ｙ０＜ｆ（ｘ０）．我们需要证明它不可能再到图像
上方．假设在某个时间ｔ１轨线穿过ｆ的图像．则对充分小ε，δ＞０有ｙ（ｔ１－δ）＜ｆ（ｘ
（ｔ１－δ））和ｙ（ｔ１＋ε）＞ｆ（ｘ（ｔ１＋ε））．此外，由我们的微分方程，必须也有ｘ（ｔ１－δ）
＞ｘ（ｔ１）和ｘ（ｔ１＋ε）＞ｘ（ｔ１）．特别地，可以求得 ε和 δ，使得 ｘ（ｔ１－δ）＝ｘ（ｔ１＋ε），
故

ｙ（ｔ１＋ε）＞ｆ（ｘ（ｔ１＋ε））＝ｆ（ｘ（ｔ１－δ））＞ｙ（ｔ１－δ）． （８２０）
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这与ｙ（ｔ）递减相矛盾（因为ｘ（ｔ）＞０）． □
接下来我们证明：

引理８１５　假设ｆ满足要求（２）和（３）．则Ｑ＋中在 ｆ的图像上方开始的每条轨
线将在有限正时间最终与该图像相交．类似地，从Ｑ＋中ｆ图像下方开始的每条轨线
将在有限正时间与Ｌ－相交．最后，从该图像上开始的每条轨线在有限负时间与 Ｌ＋
相交．

证明　假设我们从某点（０，ｙ０），ｙ０＞０开始．选取某个 Ｃ＜ｍｉｎｆ（ｘ）和 Ｒ＞０充
分大使得（ｘ０，ｙ０）位于圆盘 ｘ

２＋（ｙ－Ｃ）２≤Ｒ２内．于是由于圆弧 ｘ２＋（ｙ－Ｃ）２＝Ｒ２

与向量场横截且向量场的向量指向圆内，由引理８１１，轨线必须停留在圆内直到它
分别与ｆ的图像和Ｌ－相交（因为不动点（０，０）是排斥的故它不可能收敛于唯一不动
点）．这就证明了前面两个论断．

为看到最后一个论断，选择Ｍ＞ ｍａｘ
ｘ∈［０，ｘ０＋ε］

ｆ（ｘ）并考虑由 ｆ的图像，水平线 ｙ＝ｙ０

＋ε，圆ｘ２＋（ｙ－Ｍ）２＝（ｙ０＋ε）
２以及Ｌ＋所围的有界区域，其他论述如前． □

图８７　李纳（Ｌｉéｎａｒｄ）方程的庞加菜（Ｐｏｉｎｃａｒé）
映射Ｐ（ｙ０）的定义

现在假设 ｆ满足（１）～（３）．从（ｘ
（０），ｙ（０））＝（０，ｙ０）∈Ｌ＋出发的轨线与
Ｌ－的交点记为（ｘ（Ｔ），ｙ（Ｔ））＝（０，
Ｐ（ｙ０））（参看图８７）．于是，每条周期轨
道必须围绕（０，０）且满足 Ｐ（ｙ０）＝－ｙ０．
因此，每条周期轨道对应于函数

Δ（ｙ０）＝Ｗ（０，Ｐ（ｙ０））－Ｗ（０，ｙ０）

＝－∫
Ｔ

０
ｘ（ｔ）ｆ（ｘ（ｔ））ｄｔ （８２０）

的零点．现在对这个函数我们能够说些什
么？显然，对 ｙ０＜α，我们有 Δ（ｙ０）＞０．
因此，只需证明当ｙ０→∞时Δ（ｙ０）变成负
的．

由引理８１５的最后部分，存在数 ｒ＞０，使得从（０，ｒ）出发的轨线在（β，０）与 ｆ
的图像相交．故对ｙ０＞ｒ，我们的轨线与直线ｘ＝β相交于ｔ１和ｔ２．进一步，由于与ｆ
的交点只对ｔ∈（ｔ１，ｔ２）才有可能，故对０≤ｔ≤ｔ１有ｙ（ｔ）＞ｆ（ｘ（ｔ）），和对ｔ２≤ｔ≤Ｔ有
ｙ（ｔ）＜ｆ（ｘ（ｔ））．现在我们用分开在 ｔ１和 ｔ２的积分，把 Δ分为三个部分．对第一部
分我们有

Δ１（ｙ０）＝－∫
ｔ１

０
ｘ（ｔ）ｆ（ｘ（ｔ））ｄｔ＝∫

β

０

－ｘｆ（ｘ）
ｙ（ｘ）－ｆ（ｘ）

ｄｘ． （８２１）

由于当ｙ０增加时ｙ（ｘ）增加（轨道不可能相交），Δ１（ｙ０）中的积分的绝对值减少．此
外，由于ｙ０→∞时ｙ（ｔ１）→∞，我们有 ｌｉｍｙ０→∞

Δ１（ｙ０）＝０．第二部分是
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Δ２（ｙ０）＝－∫
ｔ２

ｔ１
ｘ（ｔ）ｆ（ｘ（ｔ））ｄｔ＝－∫

ｙ（ｔ１）

ｙ（ｔ２）
ｆ（ｘ（ｙ））ｄｙ＜０． （８２２）

由（３），这一部分不可能趋于０．末了，最后部分

Δ３（ｙ０）＝－∫
Ｔ

ｔ２
ｘ（ｔ）ｆ（ｘ（ｔ））ｄｔ＝∫

０

β

－ｘｆ（ｘ）
ｙ（ｘ）－ｆ（ｘ）

ｄｘ （８２３）

中的积分绝对值也递减，如同对Δ１情形，可类似论证．
此外，我们期望Δ（ｙ０）最终变为负值．如在 Δ１情形，如果 ｙ（ｔ２）→ －∞则 Δ３

（ｙ０）→０，论断成立．否则，如果ｙ（ｔ２）→ｙ２＜０，则通过（β，ｙ），ｙ≤ｙ２的每个轨道对
所有负时间由引理８１５必须位于ｆ的下方．因此我们必须有ｆ（ｘ）→∞（因为它必须
位于任何此种解的上方）．但如果这样，Δ２（ｙ０）→－∞（证明这个），论断仍成立．

如果另外（４）成立，不妨假设α＝β，对ｙ０＞ｒ，我们得知Δ（ｙ０）单调减少．由于
我们也必须有α＞ｒ，在这情形刚好存在一个零点．这就证明了

定理８１６　假设ｆ满足要求（１）～（３）．则李纳（Ｌｉéｎａｒｄ）方程（８１８）至少有一
条周期轨道围绕（０，０）．

如果另外（４）成立，则这个周期轨道唯一，每一条其他轨线（除了（０，０））当ｔ→
∞时都收敛于这个轨道．

图８８　范德波尔（ｖａｎｄｅｒＰｏｌ）
方程的相图

　
　

证明　剩下的要证明所有的轨道除了（０，０）都收敛于由上面我们得到的 ｙ＝Ｐ
（ｙ）所确定的唯一周期轨道．由于由引理８１５从任何初始条件出发的轨道都到达
Ｌ＋，故我们可把我们的注意力限制从Ｌ＋开始的轨道．对ｙ＜０令 Ｐ（ｙ）＝－Ｐ（－ｙ）
并考虑点列ｙｎ＝Ｐ

ｎ（ｙ０）（即 ｙ２ｍ＋１是轨道与 Ｌ－的交点序列，ｙ２ｍ是轨道与 Ｌ＋的交点
序列）．由于对ｙ＜ｙ，Δ（ｙ）为正，对ｙ＜ｙ它为负，序列（－１）ｎｙｎ对ｙ０＞ｙ为严格递
减，对ｙ０＜ｙ严格递增，因此它收敛于唯一不动点ｙ．由流的连续性在ｙｎ与ｙｎ＋１之间
的轨道上的点也必须收敛于γ（ｙ）． □

这个定理的一个经典应用是对ｖａｎｄｅｒＰｏｌ方程
ｘ－μ（１－ｘ２）ｘ＋ｘ＝０，　μ＞０， （８２４）

它模拟三极管电路．由问题 ８１２，它等价于李纳

（Ｌｉéｎａｒｄ）方程，其中ｆ（ｘ）＝μ
ｘ３

３
－( )ｘ．定理８１６中

的所有要求都满足，因此范德波尔（ｖａｎｄｅｒＰｏｌ）方程
有唯一周期轨道，此外，所有轨线当 ｔ→∞时都趋于
这个轨道．

μ＝１时的相图如图８８所示．
考虑ｆμ（ｘ）＝ｘ

３－μｘ的李纳（Ｌｉｅｎａｒｄ）方程族也是
有兴趣的．对μ≤０，它有稳定不动点（０，０），由定理
８１３它是大范围吸引的．对 μ＞０这个不动点变成不
稳定，这时产生唯一的大范围吸引周期轨道．这是庞
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加菜—安德罗诺夫—霍普夫（ＰｏｉｎｃａｒｅＡｎｄｒｏｎｏｖＨｏｐｆ）分支的一个典型例子．
问题８１２　方程

ｘ＋ｇ（ｘ）ｘ＋ｘ＝０
通常也称为李纳（Ｌｉｅｎａｒｄ）方程．求证如果令 ｙ＝ｘ＋ｆ（ｘ），它等价于（８１８），其中

ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｇ（ｔ）ｄｔ．

问题８１３　求证方程
ｚ＝ｚ（μ－（α＋ｉβ）｜ｚ｜２），　μ∈Ｒ，α，β＞０

在μ＝０具有霍普夫（Ｈｏｐｆ）分支，其中 ｚ（ｔ）＝ｘ（ｔ）＋ｉｙ（ｔ）．（提示：用极坐标 ｚ＝
ｒｅｉφ．）
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第９章　高维动力系统

９１　吸引集

在大部分应用中，主要兴趣是研究微分方程流的长时间性态 （为简单起见，从

现在起假设它 σ完全）．在这方面，了解某个集合 Ｘ中所有点的命运是重要的．因
此，首先要将我们前面的某些定义推广到集合．

给定一个集合ＸＭ，我们总可以考虑

γ±（Ｘ）＝∪±ｔ≥０Φ（ｔ，Ｘ）＝∪ｘ∈Ｘγ±（ｘ） （９１）

而得到σ不变集．取闭包γσ（Ｘ），由引理６４我们甚至得到闭σ不变集．此外，Ｘ的
ω±－极限集ω±（Ｘ）是所有点ｙ∈Ｍ的集合，对此存在序列ｔｎ→±∞，和ｘｎ∈Ｘ，满
足Φ（ｔｎ，ｘｎ）→ｙ．

注意我们有

∪
ｘ∈Ｘ
ω＋（ｘ）ω＋（Ｘ）， （９２）

但从下面的例子看到，其中等号一般并不成立．
例　考虑

ｘ＝ｘ（１－ｘ２），　ｙ＝－ｙ． （９３）

ｘ方向上有两个稳定不动点ｘ＝±１和一个不稳定不动点ｘ＝０．类似地，ｙ方向上只
有一个稳定不动点ｙ＝０．因此不难看到

ω＋（Ｂｒ（０））＝［－１，１］×｛０｝，　ｒ＞０． （９４）

另一方面，

∪
ｘ∈Ｂｒ（０）

ω＋（ｘ）＝｛（－１，０），（０，０），（１，０）｝． （９５）

特别地，ω＋（Ｂｒ（０））包含三个不动点加上它们的不稳定流形．就是说，所有的轨道
整个地位于Ｂｒ（０）内．从下面的定理９３看出这在一般情形也成立．

下面的两个引理与引理６５和引理６６类似．
引理９１　集合ω＋（Ｘ）是闭不变集，它由

ω＋（Ｘ）＝∩
σｔ≥０
Φ（ｔ，γσ（Ｘ））＝∩σｔ≥０ ∪σ（ｓ－ｔ）≥０Φ（ｓ，Ｘ） （９６）

给出．
证明　由于由引理６４闭不变集的交仍是闭不变集，故只需证明式（９６）．



我们仅证明σ＝＋的情形．首先注意由于Φ（ｔ，．）是微分同胚，我们有
Φ（ｔ，γ＋（Ｘ））＝Φ（ｔ，γ＋（Ｘ）＝∪ｓ≥ｔΦ（ｓ，Ｘ）． （９７）

为了看到∩ｔ≥０Φ（ｔ，γ＋（Ｘ））ω＋（Ｘ），我们选择某个ｙ∈∩ｔ≥０Φ（ｔ，γ＋（Ｘ））．于是

对每个ｎ∈Ｎ可以找到某个ｙｎ＝Φ（ｎ＋ｓｎ，ｘｎ）∈Φ（ｎ，γ＋（Ｘ））使得｜ｙ－ｙｎ｜＜
１
ｎ
．

令ｔｎ＝ｎ＋ｓｎ，我们找到序列ｔｎ→∞和点列ｘｎ∈Ｘ使得Φ（ｔｎ，ｘｎ）→ｙ，即ｙ∈ωσ（Ｘ）．
反之，为了证明ω＋（Ｘ）∩ｔ≥０Φ（ｔ，γ＋（Ｘ）），我们选择某个ｙ∈ω＋（Ｘ）．于是

存在ｔｎ→∞和点列ｘｎ∈Ｘ使得ｙｎ＝Φ（ｔｎ，ｘｎ）→ｙ．由此得知对ｔｎ＞ｔ有ｙｎ∈Φ（ｔ，γ＋
（Ｘ）），因此对每个ｔ≥０有ｙ∈Φ（ｔ，γ＋（Ｘ））． □

为记号简单起见从现在起我们仅考虑情形σ＝＋１．由于式（９６）中的最后一个
等式，集合Φ（ｔ，γσ（Ｘ））是递减的，故我们有

ω＋（Ｘ）＝∩ｔ≥０Φ（ｔ，γ＋（Ｘ））＝∩ｎ∈ＮΦ（ｎ，γ＋（Ｘ））． （９８）

所以，如果γ＋（Ｘ）≠是紧的，则 ω＋（Ｘ）是可数多个非空紧套集的交，由紧集的有
限交性质，它也是非空紧的．

引理９２　假设Ｘ非空．若集合γσ（Ｘ）是紧的，则ωσ（Ｘ）是非空且紧．此外，若

γσ（Ｘ）连通（例如，如果Ｘ连通），则ωσ（Ｘ）也连通．
证明　余下我们证明，Λ＝ω＋（Ｘ）连通．假设它不连通，则它可分为两个非空

的不相交的闭集之并，Λ＝Λ０∪Λ１．由于Ｒ
ｎ是正规的，存在不相交的开集Ｕ０和Ｕ１，

使得Λ０Ｕ０和Λ１Ｕ１．此外，集合 Ｖｎ＝Φ（ｎ，γ＋（Ｘ））＼（Ｕ０∪Ｕ１）是紧的．因此，
或者Ｖ＝∩ｎＶｎ是非空，或者Ｖｎ最终是空集．在第一个情形，我们必须有ＶΛ，这
是不可能的，因为Ｖ∩（Ｕ０∪Ｕ１）＝．反之，如果Ｖｎ最终是空集，则（ｎ，γ＋（Ｘ））
最终必须在Ｕ０或Ｕ１之内（因为（ｎ，γ＋（Ｘ））连通），由此分别得知，ΛＵ０和 Λ
Ｕ１．仍得矛盾． □

定理９３　集合ω＋（Ｘ）是所有整个位于γ＋（Ｘ）中的完全轨道的并．
证明　设γ（ｙ）是这样的轨道，则γ（ｙ）γ＋（Ｘ），又由γ（ｙ）的不变性，得知对

所有的ｔ有γ（ｙ）Φ（ｔ，γ＋（Ｘ）），因此γ（ｙ）ω＋（Ｘ）．反之，设ｙ∈ω＋（Ｘ）．则由

γ＋（Ｘ）的不变性得γ（ｙ）ω＋（Ｘ）γ＋（Ｘ）． □
对给定的集合ΛＭ，集合

Ｗ±（Λ）＝｛ｘ∈Ｍ｜ｌｉｍ
ｔ→±∞
ｄ（Φｔ（ｘ），Λ）＝０｝ （９９）

分别是Λ的稳定集与不稳定集．这里ｄ（ｘ，Ａ）＝ｉｎｆ｛｜ｘ－ｙ｜｜ｙ∈Ａ｝表示 ｘ和 ＡＲｎ

之间的距离（参考问题６１０）．
不变集Λ称为吸引的，如果 Ｗ＋（Λ）是 Λ的邻域．这时集合 Ｗ＋（Λ）也称为 Λ

的定义域或吸引盆．此外，对任何正不变邻域Ｕ我们有
Ｗ＋（Λ）＝∪

ｔ＜０
Φｔ（Ｕ）． （９１０）
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但是，我们如何才能够找到这样的集合呢？很幸运，利用上面我们的考虑，有一个

容易的方法做到这一点．一个其闭包是紧的开连通集Ｅ称为流的捕获区域，如果对
　ｔ＞０　有　Φｔ（Ｅ）Ｅ．

引理９４　设Ｅ是捕获区域，则

Λ＝ω＋（Ｅ）＝∩ｔ≥０Φ（ｔ，Ｅ） （９１１）

是非空，紧的连通吸引集．
证明　首先注意，由Φ（ｔ＋ε，Ｅ）Φ（ｔ，Ｅ）Φ（ｔ，Ｅ）我们有

∩
ｔ≥０
Φ（ｔ，Ｅ）＝∩

ｔ≥０
Φ（ｔ，珔Ｅ）＝∩

ｔ≥０
Φ（ｔ，γ＋（Ｅ））＝ω＋（Ｅ）． （９１２）

进一步，由引理９２得知Λ是非空，紧且连通的．
为了看到Λ是吸引的，假设存在ｘ∈Ｅ以及序列ｔｎ→∞使得ｄ（Φ（ｔｎ，ｘ），Λ）≥

ε＞０．则由于Φ（ｔｎ，ｘ）保持在紧集Ｅ中，我们可以假设经过取子序列以后有Φ（ｔｎ，
ｘ）→ｙ．但是由式（９２）我们有ｙ∈ω＋（ｘ）ω＋（Ｅ），矛盾． □

遗憾的是，吸引集的这个定义并不总够满意．在我们的例子（９３）中，任何半径
为ｒ＞１的球Ｂｒ（０）是捕获区域．但是，那里只有两个不动点（±１，０）是真正吸引
的，对应的吸引集Λ也包含有排斥不动点（０，０）加上它的不稳定流形．特别地，两
个吸引不动点的吸引域Ｗ＋（｛（－１，０），（１０）｝）＝｛（ｘ，ｙ）∈Ｒ２｜ｘ＝０｝与 Ｗ＋（Λ）
＝Ｒ２只差一个零测度集是相同的．
事实上，吸引集总包含它所有点的不稳定流形．
引理９５　设Ｅ是捕获区域，则

Ｗ－（ｘ）ω＋（Ｅ），　ｘ∈ω＋（Ｅ）． （９１３）

证明　设ｙ∈Ｗ－（ｘ），即 ｌｉｍ
ｔ→－∞
Φ（ｔ，ｙ）＝ｘ∈Ｅ．由于 Ｅ是开的存在某个 ｔ０使得

γ－（Φ（ｔ０，ｙ））Ｅ．又由于Ｅ是正不变集，我们甚至得到γ（ｙ）＝γ（Φ（ｔ０，ｙ））Ｅ
＝γ＋（Ｅ），于是引理结论由定理９３得知． □
为了排除这些情况，必须保证吸引集不能够分裂为更小的不变集．一种可能是

定义吸引子为拓扑传递的吸引集．这里，闭不变集Λ称为拓扑传递的，如果对任何
两个开集Ｕ，ＶΛ，存在某个ｔ∈Ｒ，使得Φ（ｔ，Ｕ）∩Ｖ≠．特别地，一个吸引子不
可能分裂为更小的吸引集．注意，Λ是拓扑传递的，如果它包含稠密轨道（问题
９１）．

对上面的例子，由此得知只有集合｛（－１，０）｝或｛（１，０）｝是吸引子．它们的吸
引域是

Ｗ＋（｛（±１，０）｝）＝｛（ｘ，ｙ）∈Ｒ２｜±ｘ＞０｝．

例　作为另一个例子，我们考虑问题７６中的达芬（Ｄｕｆｆｉｎｇ）方程

ｘ＝－δｘ＋ｘ－ｘ３，　δ≥０， （９１４）
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它有汇（－１，０），双曲鞍点（０，０），以及在（１，０）的汇．汇（－１，０）的吸引盆由双
曲鞍点（０，０）的稳定流形所围．对δ＝０３的这个情况如图９１所示．

图９１　达芬（Ｄｕｆｆｉｎｇ）方程的
不动点（－１，０）的吸引盆

例　对范德波尔（ｖａｎｄｅｒＰｏｌ）方程（８２４）．唯
一的周期轨道是吸引子，它的吸引盆是 Ｒ２＼｛０｝．
但是，我们将在下一节的例中看到，所有的吸引子

并不都是不动点或周期轨道．
问题９１　求证具有稠密轨道的闭不变集是拓

扑传递的．
问题 ９２　假设 Ｅ是捕获区域并设 Λ＝ω＋

（Ｅ）．则
Ｗ＋（Λ）＝｛ｘ∈Ｍ｜ω＋（ｘ）Λ，　ω＋（ｘ）≠｝．

（提示：问题６１１）

９２　洛伦兹（Ｌｏｒｅｎｚ）方程

具有混沌性态的最著名的动力系统之一是Ｌｏｒｅｎｚ方程
ｘ＝－σ（ｘ－ｙ），
ｙ＝ｒｘ－ｙ－ｘｚ，
ｚ＝ｘｙ－ｂｚ，

（９１５）

其中σ，ｒ，ｂ＞０．洛伦兹（Ｌｏｒｅｎｚ）在模拟两个平板之间在不同温度的二维流元时得
到这些方程的．对应的情形是由复杂的非线性偏微分方程系统所描述．为了简化这
个问题，他将未知函数关于空间坐标展开成傅里叶（Ｆｏｕｒｉｅｒ）级数，并将所有的系数
除了三个外都令它们为零，所得到的三个依赖于时间的系数的方程就是式（９１５）．
变量ｘ正比与对流运动的强度，ｙ正比与气流上升与下降之间的温差，ｚ正比与铅直
温度剖面的线性畸变．

我们开始研究这个系统．首先看到这个系统在变换
（ｘ，ｙ，ｚ）→（－ｘ，－ｙ，ｚ） （９１６）

下不变．其次，ｚ轴是不变流形，因为
ｘ（ｔ）＝０，　ｙ（ｔ）＝０，　ｚ（ｔ）＝ｚ０ｅ

－ｂｔ （９１７）
是我们系统的解．

但是现在我们要讨论某些更深入的结果．我们先说明，如果 ｒ≤１，则这个动力
学非常简单．因为若ｒ≤１，这个向量场只有在原点一个不动点．它的线性化矩阵是

－σ σ ０
ｒ －１ ０
０ ０ －









ｂ
， （９１８）

对应的特征值是
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－ｂ，　－
１
２
（１＋σ± （１＋σ）２＋４（ｒ－１）槡 σ）． （９１９）

因此，ｒ＜１时原点渐近稳定．但是我们甚至可以做得更好一点．为此，猜测 Ｌｉａ
ｐｕｎｏｖ函数为

Ｌ（ｘ，ｙ，ｚ）＝αｘ２＋βｙ２＋γｚ２，　α，β，γ＞０， （９２０）
直接计算得

Ｌ＝－２ασｘ２＋２（ασ＋βｒ）ｘｙ－２βｙ２－２γｚ２＋２（γ－β）ｘｙｚ． （９２１）
为了去掉ｘｙｚ项我们选择γ＝β．由于不可能选择α，β＞０直接使得ｘｙ消失，我们需
要利用２ｘｙ＝－（ｘ－ｙ）２＋ｘ２＋ｙ２来吸收它，于是有

Ｌ＝－（ασ－βｒ）ｘ２－（ασ＋βｒ）（ｘ－ｙ）２－（（２－ｒ）β－ασ）ｙ２－２βｚ２．．（９２２）
因此我们需得选择α，β＞０使得ασ－βｒ＞０与（２－ｒ）β－ασ≥０．例如取α＝ｒ和β＝
σ使得第三项为零，以及对０≤ｒ≤１第一项变为２（１－ｒ）σ≥０．总之，对

Ｌ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｒｘ２＋σｙ２＋σｚ２， （９２３）
我们有

Ｌ（ｘ，ｙ，ｚ）＝－２σ（ｒ（ｘ－ｙ）２＋（１－ｒ）ｙ２＋ｂｚ２）． （９２４）
于是由定理６１２容易得到下面的引理（问题９３）．

引理９６　假设ｒ≤１，则洛伦兹（Ｌｏｒｅｎｚ）系统只有在原点的一个不动点，当ｔ→
∞时所有解都收敛于原点．

如果ｒ大于１，则存在两个新的不动点

（ｘ，ｙ，ｚ）＝（± ｂ（ｒ－１槡 ），± ｂ（ｒ－１槡 ），ｒ－１）， （９２５）
线性化给出

－σ σ ０

１ －１  ｂ（ｒ－１槡 ）

± ｂ（ｒ－１槡 ） ± ｂ（ｒ－１槡 ） －









ｂ

． （９２６）

我们可以再次计算特征值，但其结果几乎要占一整页．不过，由式（９１６），这两个
不动点的特征值是相同的．由式（９１９）得知，现在出现的一个特征值是正的，因此
原点不再稳定．可以证明当１＜ｒ＜４７０／１９＝２．７４时这两个新不动点渐近稳定．

接下来，我们尝试用Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ画出某些解．
Ｉｎ［１］：＝σ＝１０；ｒ＝２８；ｂ＝８／３；

ｓｏｌ＝ＮＤＳｏｌｖｅ［｛ｘ’［ｔ］＝＝－σ（ｘ［ｔ］－ｙ［ｔ］），
ｙ’［ｔ］＝＝－ｘｚ［ｔ］＋ｒｘ［ｔ］－ｙ［ｔ］，
ｘ［０］＝＝３０，ｙ［０］＝＝１０，ｚ［０］＝＝４０｝，
｛ｘ，ｙ，ｚ｝，｛ｔ，０，２０｝，ＭａｘＳｔｅｐｓ→５０００］；

　　　ＰａｒａｍｅｔｒｉｃＰｌｏｔ３Ｄ［Ｅｖａｌｕｔｅ［｛ｘ［ｔ］，ｙ［ｔ］，ｚ［ｔ］｝／．ｓｏｌ］，｛ｔ，０，２０｝
　　　　　ＰｌｏｔＰｏｉｎｔｓ→２０００，Ａｘｅｓ→Ｆａｌｓｅ，ＰｌｏｔＲａｎｇｅ→Ａｌｌ］；
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我们看到，所有的轨线先向内运动，然后以优美的不规则方式围绕两个不动点

图　９２

运动．
为了更好地理解解的性态，我们证明存在一

个椭球Ｅε，所有轨线最终进入它并永远不再离开．
为此，考虑上面的李雅普诺夫（Ｌｉａｐｕｎｏｖ）函数的一
个小修改

Ｌ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｒｘ２＋σｙ２＋σ（ｚ－２ｒ）２，
（９２７）

直接计算显示

Ｌ（ｘ，ｙ，ｚ）＝－２σ（ｒｘ２＋ｙ２＋ｂ（ｚ－ｒ）２－ｂｒ２）．
（９２８）

现在令Ｅ是由Ｅ＝｛（ｘ，ｙ，ｚ）｜Ｌ（ｘ，ｙ，ｚ）≥０｝定义

的椭球，并令Ｍ＝ ｍａｘ
（ｘ，ｙ，ｚ）∈Ｅ

Ｌ（ｘ，ｙ，ｚ）．定义Ｅ１＝｛（ｘ，ｙ，ｚ）｜Ｌ（ｘ，ｙ，ｚ）≤Ｍ＋１｝．位

于Ｅ１外的任何点也位于 Ｅ外，因此，对这种点有 Ｌ≤ －δ＜０．就是说，对 ｘ∈Ｒ
３＼

Ｅ１，Ｌ沿着系统轨线的值严格递减，因此它必须经过有限时间以后进入Ｅ１．
此外，Ｅ１是洛伦兹（Ｌｏｒｅｎｚ）系统的捕获区域，并存在对应的吸引集

Λ＝ω＋（Ｅ１）， （９２９）
称它为洛伦兹（Ｌｏｒｅｎｚ）方程的吸引子．特别地，我们看到，解对所有正时间都存在．
也注意到，Ｗ＋（Λ）＝Ｒ３．所有的不动点加上它们的不稳定流形（如果有）也必须包
含在Λ中．此外，我们甚至期望 Λ的勒贝格（Ｌｅｂｅｓｇｕｅ）测度为零．为看到这一点，
我们需要刘维尔（Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ）公式（３７４）的广义形式．

引理９７　设ｘ＝ｆ（ｘ）是Ｒｎ上的动力系统，对应的流是Φ（ｔ，ｘ）．设Ｍ是Ｒｎ的

有界开子集，Ｖ＝∫Ｍｄｘ是它的体积．分别简单记Ｍ（ｔ）＝Φ（ｔ，Ｍ）和Ｖ（ｔ）＝∫Ｍ（ｔ）ｄｘ，
则

Ｖ（ｔ）＝∫Ｍ（ｔ）ｄｉｖ（ｆ（ｘ））ｄｘ． （９３０）

证明　由变量变换公式，我们有

Ｖ（ｔ）＝∫Ｍ（ｔ）ｄｘ＝∫Ｍｄｅｔ（ｄΦｔ（ｘ））ｄｘ． （９３１）

由于Πｘ（ｔ）＝ｄΦｔ（ｘ）满足第一变分方程

Πｘ（ｔ）＝ｄｆ（Φｔ（ｘ））Πｘ（ｔ）， （９３２）
由线性系统的Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ公式（３７４）得

ｄｅｔ（ｄΦｔ（ｘ））＝ｅｘｐ∫
ｔ

０
ｄｉｖ（ｆ（Φｓ（ｘ）））ｄ( )ｓ （９３３）

（回忆ｔｒ（ｄｆ（ｘ））＝ｄｉｖ（ｆ（ｘ）））．因此
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Ｖ（ｔ）＝∫Ｍｄｉｖ（ｆ（Φｔ（ｘ）））ｄｅｔ（ｄΦｔ（ｘ））ｄｘ， （９３４）

再次应用变量变换公式完成引理证明． □
应用这条引理到洛伦兹（Ｌｏｒｅｎｚ）方程，我们得到

Ｖ（ｔ）＝Ｖｅ－（１＋σ＋ｂ）ｔ， （９３５）
因为

ｄｉｖ（ｆ）＝－（１＋σ＋ｂ）． （９３６）
特别地，我们看到，Φ（ｔ，Ｅ１）的测度指数式递减，Λ的测度必须为零．注意，由这个
结果也可以得出三个不动点没有一个可为源．

我们上面的数值实验显示，Λ看上去是很复杂的集合．这就是为什么称它为
Ｌｏｒｅｎｚ系统的奇怪吸引子．

但是，这显然没有满足奇怪吸引子的数学定义．一个集合Λ可称得上是奇怪吸
引子的，如果由时间１映射

Φ１：Λ→Λ （９３７）
生成的动力系统是混沌的，且 Λ是分形集．按照这个定义的意义我们仍不知道
Ｌｏｒｅｎｚ吸引子是否是奇怪的．有关结果的综合见Ｓｐａｒｒｏｗ的书［２９］．

我们不想对这点作进一步详细论述．在１１３和１１６节我们将看到这些名词分
别是如何定义的．但是，我希望从这个例子显示，即使Ｒ３中一个很简单的系统也可
能具有非常复杂的动力学．我也希望你现在可以好好感谢 ＰｏｉｎｃａｒｅＢｅｎｄｉｘｓｏｎ定理，
它排除了Ｒ２中这样的奇怪性态．

问题９３　证明引理９６．
问题９４　对情形σ＝０求解洛伦兹（Ｌｏｒｅｎｚ）方程．
问题９５　对洛伦兹（Ｌｏｒｅｎｚ）系统的ｒ＝∞情形研究如下．首先引入ε＝ｒ－１．然

后利用坐标变换（ｔ，ｘ，ｙ，ｚ） （τ，ξ，η，ζ），其中 τ＝ε－１ｔ，ξ＝εｘ，η＝σε２ｙ，ζ＝
σ（ε２ｚ－ε）．

求证对ε＝０所得系统由
ξ′＝η，　η′＝－ξζ，　ζ′＝ηξ

给出，它有两个保守量

ξ２－２ξ＝２α，　η２＋ζ２＝β．

推导对应的单个三阶方程ξ＝－
３
２
ξ２－( )αξ′．积分这个方程一次，注意所得结果是

牛顿（Ｎｅｗｔｏｎ）型的（见６７节）．现在你对解能说些什么？（提示：问题６２２）．

９３　哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）力学

在上面几节，我们已经看到，三维中即使看上去一个简单的动力系统也可能是
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非常复杂的．在这一章的余下部分，我们要证明，如果系统具有某些特殊结构，那
仍可能得到一些进一步的见识．为此，我们再次观察出现在经典力学中的系统．

经典力学的出发点通常是哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）原理．假设一个力学系统有由坐标
ｑ∈ＵＲｎ描述的ｎ个自由度．与这个系统相应的是拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）函数

Ｌ（ｖ，ｑ），　ｖ＝ｑ， （９３８）
和积分曲线ｑ（ｔ），对此，满足边值条件ｑ（ｔ０）＝ｑ０，ｑ（ｔ１）＝ｑ１的作用积分

Ｉ（ｑ）＝∫
ｔ１

ｔ０
Ｌ（ｑ（ｔ），ｑ（ｔ））ｄｔ （９３９）

取极值．
如果Ｌ可微，可令Ｉ的加托（Ｇａｔｅａｕｘ）导数为零以求得极值曲线．即令

ｑε（ｔ）＝ｑ（ｔ）＋εｒ（ｔ）， （９４０）
我们看到，对ｑ取极值的必要条件是

ｄ
ｄε
Ｉ（ｑε）｜ε＝０＝０． （９４１）

利用分部积分立刻得到（问题９６）对应的欧拉—拉格朗日（Ｅｕｌｅｒ－Ｌａｇｒａｎｇｅ）方程
Ｌ
ｑ
－
ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｖ
＝０． （９４２）

当质点系在某力系作用下时，我们有

Ｌ（ｖ，ｑ）＝
１
２
ｖＭｖ－Ｕ（ｑ）， （９４３）

其中Ｍ为元素是质点系质量的正对角矩阵，Ｕ是对应力系的势．相应的欧拉—拉格
朗日（ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ）方程正好是牛顿（Ｎｅｗｔｏｎ）方程

Ｍｑ＝－ｇｒａｄＵ（ｑ）． （９４４）
如果对固定的ｑ矩

ｐ（ｖ，ｑ）＝
Ｌ
ｖ
（ｖ，ｑ） （９４５）

是微分同胚，且因此

ｄｅｔ
２Ｌ
ｖ２
≠０， （９４６）

则我们可以考虑Ｌ的勒让德（Ｌｅｇｅｎｄｒｅ）变换
Ｈ（ｐ，ｑ）＝ｐｖ－Ｌ（ｖ，ｑ），　ｖ＝ｖ（ｐ，ｑ）， （９４７）

这是熟知系统的哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）函数．相应的变分原理是满足边界条件 ｑ（ｔ０）＝
ｑ０，ｑ（ｔ１）＝ｑ１的积分

Ｉ（ｐ，ｑ）＝∫
ｔ１

ｔ０
（ｐ（ｔ）ｑ（ｔ）－Ｈ（ｐ（ｔ），ｑ（ｔ）））ｄｔ （９４８）

取极值．对应的欧拉—拉格朗日（ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ）方程是哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）方程
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ｑ＝
Ｈ（ｐ，ｑ）
ｐ

，　ｐ＝－
Ｈ（ｐ，ｑ）
ｑ

． （９４９）

这个形式称为是哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）力学．
在某些质点的特殊情形，我们有

ｐ＝Ｍｖ，　Ｈ（ｐ，ｑ）＝
１
２
ｐＭ－１ｐ＋Ｕ（ｑ）， （９５０）

以及对应系统总能量的哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）函数．
引入辛矩阵

Ｊ＝
０ Ｉ
－Ｉ( )０，　Ｊ－１＝ＪＴ＝－Ｊ， （９５１）

哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）方程也可以写为
ｄ
ｄｔ( )ｐｑ＝－ｇｒａｄｓＨ（ｐ，ｑ）， （９５２）

其中ｇｒａｄｓ＝－Ｊｇｒａｄ称为辛梯度．
直接计算显示，Ｈ是常数运动，即

ｄ
ｄｔ
Ｈ（ｐ（ｔ），ｑ（ｔ））＝

Ｈ
ｐ
ｐ＋

Ｈ
ｑ
ｑ＝－

Ｈ
ｐ
Ｈ
ｑ
＋
Ｈ
ｑ
Ｈ
ｐ
＝０． （９５３）

更一般地，可微函数Ｉ（ｐ，ｑ）沿着轨线的变化由Ｌｉｅ导数（比较式（６４２））给出
ｄ
ｄｔ
Ｉ（ｐ（ｔ），ｑ（ｔ））＝｛Ｈ（ｐ（ｔ），ｑ（ｔ）），Ｉ（ｐ（ｔ），ｑ（ｔ））｝， （９５４）

其中

｛Ｈ，Ｉ｝＝
Ｈ
ｐ
Ｉ
ｑ
－
Ｈ
ｑ
Ｉ
ｐ

（９５５）

称为泊松（Ｐｏｉｓｓｏｎ）括号．这应该与问题３３１中的海森伯（Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ）方程进行比
较．

如果函数Ｉ（ｐ，ｑ）沿着轨线的变化是常数，即如果
｛Ｉ，Ｈ｝＝０， （９５６）

则称Ｉ（ｐ，ｑ）为首次积分．但是，如何能够求首次积分？一个来源是对称性．
定理９８诺特（Ｎｏｅｔｈｅｒ）　设Φ（ｔ，ｑ）是由 ｆ（ｑ）生成的流．如果 Φ使得拉格朗

日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）不变，则

Ｉ（ｖ，ｑ）＝
Ｌ（ｖ，ｑ）
ｖ

ｆ（ｑ） （９５７）

是常数运动．
证明　记ｑｓ（ｔ）＝Φ（ｓ，ｑ（ｔ））．由Ｌ（ｖ，ｑ）的不变性得

０＝
ｄ
ｄｓ
Ｌ（ｑｓ（ｔ），ｑｓ（ｔ））｜ｓ＝０　　　　　　　　　　　　　　　
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＝
Ｌ
ｖ
（ｑ（ｔ），ｑ（ｔ））

ｆ
ｑ
（ｑ（ｔ））ｑ（ｔ）＋

Ｌ
ｑ
（ｑ（ｔ），ｑ（ｔ））ｆ（ｑ（ｔ））， （９５８）

因此，由欧拉—拉格朗日（ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ）方程得
ｄ
ｄｔ
Ｉ（ｑ（ｔ），ｑ（ｔ））＝

ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｖ
（ｑ，ｑ( )）ｆ（ｑ）＋Ｌｖ（ｑ，ｑ）ｆｑ（ｑ）ｑ

＝
ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｖ
（ｑ，ｑ）－

Ｌ
ｖ
（ｑ，ｑ( )）ｆ（ｑ）＝０． （９５９）

□
例如，如果 （９４３）中的Ｌ（ｖ，ｑ）与第ｊ个坐标ｑｊ（对固定的ｊ）无关，则它显然在

Φ（ｓ，ｑ）＝ｑ＋ｓδｊ作用下不变，其中δｊ是第ｊ个方向的单位向量．因此，在这情形下，
由诺特（Ｎｏｅｔｈｅｒ）定理，第ｊ个矩

ｐｊ＝
Ｌ（ｖ，ｑ）
ｖｊ

（９６０）

是保守的．另外的例子见问题９１１．
哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）系统另一个重要性质是它们保持体积．这由引理９７立刻得

知，因为哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）向量场的散度等于零．
定理９９（刘维尔（Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ））　相空间的体积在哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）流作用下得

到保持．
由庞加菜（Ｐｏｉｎｃａｒé）回归定理，这个性质通常可给出所考虑运动的重要信息．
定理９１０（庞加菜（Ｐｏｉｎｃａｒé））　假设 Φ是保持有界区域 ＤＲｎ体积的双射．

则在任何邻域ＵＤ内存在回到Ｕ的点ｘ，即对某ｎ∈Ｎ有Φｎ（ｘ）∈Ｕ．
证明　考虑序列Φｎ（Ｕ）Ｄ．存在两个数ｌ，ｋ，使得 Φｌ（Ｕ）∩Φｋ（Ｕ）≠，因

为否则，它们的体积为无穷．因此，Ｕ∩Φｋ－ｌ（Ｕ）≠．如果ｙ是交点，我们就有ｙ＝
Φｋ－ｌ（ｘ），这就证明了我们的论断． □

问题９６　推导欧拉—拉格朗日（ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ）方程（９４２）．
问题９７（勒让德（Ｌｅｇｅｎｄｒｅ）变换）　设Ｆ（ｖ）满足

ｄｅｔ
２Ｆ
ｖ２
（ｖ０）≠０，

求证函数ｐ（ｖ）＝
Ｆ
ｖ
（ｖ）是ｖ０附近的局部微分同胚，且勒让德（Ｌｅｇｅｎｄｒｅ）变换

Ｇ（ｐ）＝ｐｖ（ｐ）－Ｆ（ｖ（ｐ））
有定义．再证

ｐ＝
Ｆ
ｖ
（ｖ）　　ｖ＝

Ｇ
ｐ
（ｐ），

由此得知，勒让德（Ｌｅｇｅｎｄｒｅ）变换是对合的．
问题９８　求证泊松（Ｐｏｉｓｓｏｎ）括号是满足雅可比（Ｊａｃｏｂｉ）恒等式
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｛Ｉ，｛Ｊ，Ｋ｝｝＋｛Ｊ，｛Ｋ，Ｉ｝｝＋｛Ｋ，｛Ｉ，Ｊ｝｝＝０
和莱布尼茨（Ｌｅｉｂｎｉｚ）规则

｛Ｉ，ＪＫ｝＝Ｊ｛Ｉ，Ｋ｝＋Ｋ｛Ｉ，Ｊ｝
的反对称双线性型．

问题９９　假设Ｄ是在保积流作用下的有界正向不变集．则 Ｄ属于非游荡点
集．（提示：Ｐｏｉｎｃａｒé的回归定理和问题６９）．

问题９１０（相对论力学）　爱因斯坦（Ｅｉｎｓｔｅｉｎ）方程说，相对论的质点的动能是

Ｔ（ｖ）＝ｍ（ｖ）ｃ２，　ｍ（ｖ）＝ｍ０ １＋
ｖ２

ｃ槡 ２，

其中ｃ是光速，ｍ０是质点的（剩余）质量．利用拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）函数 Ｌ（ｖ，ｑ）＝
Ｔ（ｖ）－Ｕ（ｑ）的哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）原理推导运动方程．并推导对应的哈密顿（Ｈａｍｉｌ
ｔｏｎ）方程．

问题９１１　考虑Ｒ３中（９３６）的Ｌ（ｖ，ｑ），其中Ｍ＝ｍＩ３，假设Ｕ（ｑ）＝Ｕ（ ｑ）
是旋转不变的．求证在这情形下角动量

ｌ＝ｘ∧ｐ
是保守的．这里∧表示Ｒ３中的叉积．

９４　完全可积的哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）系统

最后，我们证明在某些环境下也存在哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）系统的典则形式．为此，
我们需要用一种方法把我们的系统变换成保持哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）结构的系统．确切
地说，如果我们的变换是

（Ｐ，Ｑ）＝φ（ｐ，ｑ），　（ｐ，ｑ）＝ψ（Ｐ，Ｑ）， （９６１）
则我们有

Ｐ
Ｑ( ) ＝ｄφｐｑ( ) ＝－ｄφＪｇｒａｄＨ（ｐ，ｑ）＝－（ｄφＪｄφＴ）ｇｒａｄＫ（Ｐ，Ｑ）， （９６２）

其中Ｋ＝Ｈ ○ φ是变换后的哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）系统．因此，我们必须要求φ的Ｊａｃｏｂｉ
矩阵是辛矩阵，即

ｄφ∈Ｓｐ（２ｎ）＝｛Ｍ∈Ｇ１（２ｎ）｜ＭＪＭＴ＝Ｊ｝， （９６３）
其中Ｓｐ（２ｎ）是辛群．这样的映射称为辛映射．这时φ也称为典则变换．另外，它们
也可以被描述为这样的变换，它们允许辛２型

ω（（ｐ１，ｑ１），（ｐ２，ｑ２））＝（ｐ１，ｑ１）Ｊ（ｐ２，ｑ２）＝ｐ１ｑ２－ｐ２ｑ１ （９６４）
不变．

为了求典则变换，回忆我们从变分原理式（９４８）推导哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）方程的
过程．因此，我们的变换是典则的，如果式（９４８）的积分与
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槇Ｉ（Ｐ，Ｑ）＝∫
ｔ１

ｔ０
Ｐ（ｔ）Ｑ（ｔ）－Ｋ（Ｐ（ｔ），Ｑ（ｔ））ｄｔ （９６５）

仅差一个全微分．由Ｈ（ｐ，ｑ）＝Ｋ（Ｐ，Ｑ），我们得到
ｐｄｑ－ＰｄＱ＝ｄＳ， （９６６）

其中ｄｑ必须理解为对给定曲线ｑ（ｔ）有ｄｑ（ｔ）＝ｑ（ｔ）ｄｔ．函数Ｓ称为生成函数，它可
依赖于四个变量ｐ，ｑ，Ｐ和Ｑ．但是，一般地，由于其中只有两个是独立的，由其中
两个表达另外两个更自然．

例如，我们可以用

Ｓ＝Ｓ１（ｑ，Ｑ） （９６７）
和

ｐｄｑ－ＰｄＱ＝
Ｓ１
ｑ
ｄｑ＋

Ｓ１
Ｑ
ｄＱ （９６８）

显示

ｐ＝
Ｓ１
ｑ
，　Ｐ＝－

Ｓ１
Ｑ
， （９６９）

因为上面的方程对所有曲线ｑ（ｔ）和Ｑ（ｔ）必须成立．此外，如果要求

ｄｅｔ
Ｓ１
ｑＱ

≠０， （９７０）

我们可以对Ｑ＝Ｑ（ｐ，ｑ）局部地求解ｐ＝
Ｓ１（ｑ，Ｑ）
ｑ

，因此，我们的典则变换由

（Ｐ，Ｑ）＝
Ｓ１
Ｑ
（ｑ，Ｑ（ｐ，ｑ）），Ｑ（ｐ，ｑ( )） （９７１）

给出．
类似地，可选择

Ｓ＝－ＰＱ＋Ｓ２（Ｐ，ｑ） （９７２）
其中

ｐｄｑ－ＰｄＱ＝－ＱｄＰ－ＰｄＱ＋
Ｓ２
Ｐ
ｄＰ＋

Ｓ２
Ｑ
ｄＱ， （９７３）

由此得知

Ｑ＝
Ｓ２
Ｐ
，　ｐ＝

Ｓ２
ｑ
． （９７４）

如果再次要求

ｄｅｔ
Ｓ２
Ｐｑ

≠０， （９７５）

得到典则变换
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（Ｐ，Ｑ）＝（Ｐ（ｐ，ｑ），
Ｓ２
Ｐ
（Ｐ（ｐ，ｑ），ｑ））． （９７６）

剩下的两个情形

Ｓ＝ｑｐ＋Ｓ３（Ｑ，ｐ）　和　Ｓ＝ｑｐ－ＰＱ＋Ｓ４（Ｐ，ｐ） （９７７）
留作练习．

现在回到我们的典则形．我们将从一维开始，即如同在式（６５３）中的Ｈ（ｐ，ｑ），
ｎ＝１．设ｑ０是由周期轨道γＥ围绕的Ｕ（ｑ）的局部极小，它由轨道上点的能量Ｅ所唯
一确定．γＥ与ｑ轴的两个在ｑ０的左右的交点分别记为ｑ－（Ｅ）和ｑ＋（Ｅ）．特别注意
Ｕ（ｑ±（Ｅ））＝Ｅ．

沿着这样的周期轨道，动量的积分

Ｉ（Ｅ）＝
１
２π∫γＥｐｄｑ＝

１
π∫

ｑ＋（Ｅ）

ｑ－（Ｅ）
２（Ｅ－Ｕ（ｑ槡 ））ｄｑ （９７８）

称为作用变量．接下来由式（６４８）有

Ｉ′（Ｅ）＝
１
π∫

ｑ＋（Ｅ）

ｑ－（Ｅ）

ｄｑ

２（Ｅ－Ｕ（ｑ槡 ））
＝
Ｔ（Ｅ）
２π

＞０， （９７９）

其中Ｔ（Ｅ）是γＥ的周期，因此，我们可以将Ｅ表示为Ｉ的函数，设Ｅ＝Ｋ（Ｉ）．从而，
如果我们取Ｉ作为新变量，新哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）系统Ｋ将仅依赖于Ｉ．为了求适当的

第二个变量，我们将寻找生成函数Ｓ２（Ｉ，ｑ）．由于我们要求ｐ＝
Ｓ２
ｑ
，令

Ｓ２（Ｉ，ｑ）＝∫
ｑ

ｑ－（Ｋ（Ｉ））
ｐｄｑ＝∫

ｑ

ｑ－（Ｋ（Ｉ））
２（Ｋ（Ｉ）－Ｕ（ｑ槡 ））ｄｑ， （９８０）

第二个变量为

θ＝
Ｓ２
Ｉ
＝∫

ｑ

ｑ－（Ｅ）

Ｉ′（Ｅ）－１ｄｑ

２（Ｅ－Ｕ（ｑ槡 ））
＝
２π
Ｔ（Ｅ）

ｔ， （９８１）

其中ｔ是从 ｑ－（Ｅ）到 ｑ所取的时间（再次比较方程（６４８），并注意 Ｋ′（Ｉ）＝
Ｉ′（Ｅ）－１）．变量θ称为角变量，它仅按ｍｏｄ２π定义．运动方程为

Ｉ＝－
Ｋ
θ
＝０，

θ＝
Ｋ
θ
＝Ω（Ｉ），

（９８２）

其中Ω（Ｉ）＝２π／Ｔ（Ｋ（Ｉ））．
我们之所以可对作用角变量求这样的典则变换，其主要理由是为了首次积分，

即哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）函数的存在性．在一维情形，单个首次积分足以将常数能量曲
面分解为周期轨道．在高维这不再成立，除非你能够找到ｎ个函数独立的首次积分
Ｌｊ，且对合｛Ｌｊ，Ｌｋ｝＝０．这样的系统称为完全可积系统．如果一个系统可积，则ｎ个
首次积分可以用来定义ｎ维流形Γｃ＝｛（ｐ，ｑ）｜Ｌｊ（ｐ，ｑ）＝ｃｊ，１≤ｊ≤ｎ｝．可以证明，
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它们微分同胚于ｎ维环面（如果它们紧的话）．在环面Γｃ上取环基｛γｊ（ｃ）｝
ｎ
ｊ＝１，我们

就可以如前通过

Ｉｊ（ｃ）＝
１
２π∫γｊ（ｃ）ｐｄｑ （９８３）

定义作用变量，并通过生成函数Ｓ２（Ｉ，ｑ）＝∫
ｑ

ｐｄｑ定义角变量．我们不想在这里作

进一步详细说明，建议读者查阅阿诺德（Ａｒｎｏｌｄ）的优秀著作［２］．但是，我们至少可
用典型例子阐明这个情况．在局部极值附近的势Ｕ（ｑ）的近似是

Ｕ（ｑ）＝Ｕ（ｑ０）＋
１
２
ｑＷｑ＋ｏ（｜ｑ｜２）， （９８４）

其中Ｗ是正矩阵，而Ｕ（ｑ０）可选择为零．去掉高阶项，得模型

Ｈ（ｐ，ｑ）＝
１
２
（ｐＭｐ＋ｑＷｑ）， （９８５）

这是熟知的调和振子．设Ｖ是 （实）正交矩阵，它将对称矩阵 Ｍ－１／２ＷＭ－１／２化为对

角形，而ω２ｊ是特征值．于是辛变换（Ｐ，Ｑ）＝（ＶＭ
１／２ｐ，ＶＭ１／２ｑ）（问题９１３）给出解

耦系统

Ｑｊ＝Ｐｊ，　Ｐｊ＝－ω
２
ｊＱｊ，　ｊ＝１，…，ｎ． （９８６）

特别地，

Ｋ（Ｐ，Ｑ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
Ｋｊ，　Ｋｊ＝

１
２
（Ｐ２ｊ＋Ｑ

２
ｊ）， （９８７）

其中诸Ｋｊ是ｎ个对合的首次积分（验证）．对应的作用角变量是（问题９１５）

Ｉｊ＝
１
２
Ｐ２ｊ
ωｊ
＋ωｊＱ

２( )ｊ ，　θｊ＝ａｒｃｃｏｔＰｊωｊＱｊ． （９８８）

例如，考虑下面的哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）系统

Ｈ（ｐ，ｑ）＝∑
ｎ

ｊ＝１

ｐｊ
２ｍ
＋Ｕ０（ｑｊ＋１－ｑｊ），　ｑ０ ＝ｑｎ＋１ ＝０， （９８９）

它描述ｎ个相同（质量ｍ）质点的格点，其最邻近点的相互作用由势Ｕ０（ｘ）描述．第
０个和第ｎ个质点考虑为固定，ｑｊ是第ｊ个质点到它平衡位置的位移．如果我们假定

质点之间由弹簧连接，势为Ｕ０（ｘ）＝
ｋ
２
ｘ２，其中 ｋ＞０称为弹性系数，于是我们有调

和振子．运动被分解为ｎ个对应于势的雅可比（Ｊａｃｏｂｉ）矩阵的特征向量的模式．物
理学家长期相信，力的非线性扰动将导致热能化．就是说，如果系统是以某种线性
化系统模式开始，能量最终将平等地分散在所有的模式上．但是，Ｆｅｒｍｉ，Ｐａｓｔａ和
Ｕｌａｍ用计算机实验证明这是不对的（问题９１６）．这与孤立子的存在性有关，例如
见文献［２１］．

问题９１２（辛群）　求证 Ｓｐ（２ｎ）事实上是一个群．假设 Ｍ∈Ｓｐ（２ｎ），求证
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ｄｅｔ（Ｍ）２＝１且ＸＭ（ｚ）＝ｚ
２ｎＸＭ（ｚ

－１）．
问题９１３　求证线性变换（Ｐ，Ｑ）＝（Ｕｐ，（Ｕ－１）Ｔｑ）是典则的，其中Ｕ是任意矩

阵．
问题９１４　用直接证明 ｄφ是辛变换，来求证由函数 Ｓ生成的变换是典则的．

（提示：用

ｐ
Ｑ
＝
２Ｓ１
Ｑｑ

＝－ 
ｐ
( )ｑ

Ｔ

和类似的其他关系式证明－Ｊｄφ＝ＪｄψＴ）．
问题９１５　考虑一维调和振子

Ｈ（ｐ，ｑ）＝
１
２
ｐ２＋ω

２

２
ｑ２，

并证明Ｓ１（ｑ，θ）＝
ω
２
ｑ２ｃｏｔ（θ）生成作用角变量的典则变换．

问题９１６（ＦｅｒｍｉＰａｓｔａＵｌａｍ实验）　考虑具有交互作用势 Ｕ０（ｘ）＝
ｋ
２
（ｘ２＋

αｘ３）的哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）系统 （９８２）．注意，不妨利用ｍ＝ｋ＝１（为什么？）
计算线性化系统α＝０的特征值和特征向量．在特征空间选择初始条件并（数

值）计算时间发展．研究状态关于作为时间ｔ的函数的特 向量是如何分布的．（选择
Ｎ＝３２，α＝１／６）．

问题９１７（拉克斯（Ｌａｘ）偶）　设Ｌ（ｐ，ｑ）和Ｐ（ｐ，ｑ）是ｎ×ｎ矩阵．称它们组成
哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）系统的拉克斯（Ｌａｘ）偶，如果运动方程（９４９）等价于拉克斯
（Ｌａｘ）方程

Ｌ＝［Ｐ，Ｌ］．
证明量

ｔｒ（Ｌｊ），　１≤ｊ≤ｎ
是首次积分 （比较问题３３１）．

９５　Ｋｅｐｌｅｒ问题

最后，作为我们所得结果的应用，我们将证明如何求解１１节的方程（１１１）．
事实上，我们甚至可考虑更为一般的情形，即二体问题．假设有两个质量集中在 ｘ１
∈Ｒ３和ｘ２∈Ｒ

３上的质点．它们在仅依赖于它们之间的距离，并位于两个质点的连
线上的力Ｆ的作用下．动能是

Ｔ（ｘ）＝
ｍ１
２
ｘ２１＋
ｍ２
２
ｘ２２， （９９０）

势能是
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Ｕ（ｘ）＝Ｕ（｜ｘ１－ｘ２｜）． （９９１）
拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ函数是两者之差

　Ｌ（ｘ，ｘ）＝Ｔ（ｘ）－Ｕ（ｘ）． （９９２）
显然它在变换（ｘ１，ｘ２） （ｘ１＋ｓａ，ｘ２＋ｓａ），ａ∈Ｒ

３下不变，故定理９７告诉我们，总
矩

ｍ１ｘ１＋ｍ２ｘ２ （９９３）
的三个分量是首次积分．因此，我们可将新坐标选择为

ｑ１＝
ｍ１ｘ１＋ｍ２ｘ２
ｍ１＋ｍ２

，　ｑ２＝ｘ１－ｘ２． （９９４）

在这新坐标下，拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）函数化为

Ｌ（ｑ，ｑ）＝
Ｍ
２
ｑ２１＋

μ
２
ｑ２２－Ｕ（ｑ２），　Ｍ＝ｍ１＋ｍ２，　μ＝

ｍ１ｍ２
Ｍ
． （９９５）

特别地，这是解耦系统，第一部分的解是 ｑ１（ｔ）＝ｑ１（０）＋ｑ１（０）ｔ．为了求解第二部
分，注意它在旋转下不变，再次利用定理９８，我们得到角矩

ｌ＝μｑ２∧ｑ２， （９９６）
它是另一个首次积分．因此找到了三个首次积分，我们猜想，我们的系统可积．但
是，由于

｛ｌ１，ｌ２｝＝ｌ３，　｛ｌ１，ｌ３｝＝－ｌ２，　｛ｌ２，ｌ３｝＝ｌ１， （９９７）
它们不是对合的．不过，利用｛ｌ，｜ｌ｜２｝＝０，不难看出
定理９１１　二体问题是完全可积的．首次积分的完全集是函数独立的，其对合为

ｐ１１，　ｐ１２，　ｐ１３，　
μ
２
ｐ２２＋Ｕ（ｑ２），　｜ｌ｜

２，　ｌ３ （９９８）

其中ｐ１＝Ｍｑ１和ｐ２＝μｑ２．
下一步我们要计算作用角变量．但是由于这是非常麻烦的事，我们将用更直接

的方法去解运动方程．由于运动是限制在垂直于 ｌ的平面内（一旦初始条件选定），
这建议我们在这个平面内选择极坐标（ｒ，φ）．角动量现在为

ｌ０＝｜ｌ｜＝μｒ
２φ， （９９９）

由能量守恒定律，得

μ
２
ｒ２＋

ｌ２０
μ２ｒ( )２ ＋Ｕ（ｒ）＝Ｅ． （９１００）

因此，由

ｒ＝
２（Ｅ－Ｕ（ｒ））

μ
－
ｌ２０
μ２ｒ槡 ２， （９１０１）

通过分离变量可（隐式）求得ｒ．在开普勒（Ｋｅｐｌｅｒ）问题（万有引力）情形
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Ｕ（ｒ）＝－γ
ｒ
． （９１０２）

可计算积分，但不能把ｒ解为ｔ的函数．不过，如果我们仅仅对轨道形状感兴趣，则
可以视ｒ为ｒ＝ｒ（φ），它满足

１
ｒ２
ｄｒ
ｄφ
＝
２μ（Ｅ－Ｕ（ｒ）

ｌ２０
－
１
ｒ槡 ２． （９１０３）

求解（问题９１８）得

ｒ（φ）＝
ｐ

１－εｃｏｓ（φ－φ０）
，　ｐ＝

ｌ２０
γμ
，　ε＝ １＋

２Ｅｌ２０
μγ槡 ２， （９１０４）

由此，当ε＜１时轨道是椭圆，ε＝１时是抛物线，以及ε＞１时是双曲线．
问题９１８　求解方程（９１０３）．（提示：利用变换ρ＝ｒ－１）．

９６　ＫＡＭ定理

在上一节，我们非常成功地求解了二体问题．但是，如果我们要研究行星围绕
太阳在万有引力作用下的运动，这就得考虑一般的ｎ体问题，这时动能为

Ｔ（ｘ）＝∑
Ｎ

ｊ＝１

ｍｊ
２
ｘ２ｊ， （９１０５）

势能为

Ｕ（ｘ）＝ ∑
１≤ｊ＜ｋ≤Ｎ

Ｕｊｋ（｜ｘｊ－ｘｋ｜）． （９１０６）

在万有引力情形下，我们有

Ｕｊｋ（｜ｘｊ－ｘｋ｜）＝
ｍｊｍｋ
｜ｘｊ－ｘｋ｜

． （９１０７）

不过，我们可容易地对Ｎ＝２求解这个问题，对Ｎ≥３就不再可能了．事实上，尽管
经过许多天文学家和数学家的努力，这后一个情形仍知道得甚少．

理由当然是Ｎ体问题对Ｎ≥３不再可积．事实上，可以证明，即使（具多于一个
自由度）一般哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）系统也是不可积的．因此，按照惯例可积系统是个例
外．但是，许多有趣的物理系统接近于可积系统．就是说，它们是可积系统的小扰
动．例如，如果我们忽略行星之间的引力而仅考虑太阳的吸引力，所得的系统是可
积的．此外，由于太阳的质量远远大于行星的质量，忽略的项可看作小扰动．

这引导我们去研究系统

Ｈ（ｐ，ｑ）＝Ｈ０（ｐ，ｑ）＋εＨ１（ｐ，ｑ）， （９１０８）
其中Ｈ０完全可积．ε是小数．由于 Ｈ０可积，我们可以选择对应的作用角变量（Ｉ，
θ），故只需考虑如下类型的系统

Ｈ（Ｉ，θ）＝Ｈ０（Ｉ）＋εＨ１（Ｉ，θ）， （９１０９）
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其中Ｉ∈Ｒｎ，θ所有的分量必须按ｍｏｄ２π取，就是说θ“生活”在环面Ｔｎ上．
由式（９８２），对ε＝０未被扰动运动是

Ｉ（ｔ）＝Ｉ０，　θ（ｔ）＝θ０＋Ω（Ｉ０）ｔ． （９１１０）
因此解曲线是围绕不变环面ΓＩ０＝｛Ｉ０｝×Ｔ

ｎ的曲线．具有线性流的这样的环面称为
Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ环面．可出现两种情形．

如果频率Ω（Ｉ０）非共振或者有理独立，
ｋΩ（Ｉ０）≠０，　对所有ｋ∈Ｚ

ｎ＼｛０｝， （９１１１）
则每一个轨道稠密．另一方面，如果频率Ω（Ｉ０）共振，

ｋΩ（Ｉ０）＝０，　对某ｋ∈Ｚ
ｎ＼｛０｝， （９１１２）

则环面可分解为与前面环面有相同性质的更小环面．
对应的解称为拟周期解．它们是周期的，当且仅当 Ω（Ｉ０）中的所有频率有理相

关，即

Ω（Ｉ０）＝ｋω，　对某个ｋ∈Ｚ
ｎ，ω∈Ｒ． （９１１３）

在数量系统情形，这种拟周期解对应于稳定运动（行星既不相碰也不跑向无穷远），

因此问题是它们在小扰动下是否还保持．这个问题因此也称为数量系统的“稳定性
问题 ”．

正如柯尔莫哥洛夫（Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ）指出的，大部分其频率是非共振的环面，它们
在小扰动下都得到保持．更严格地说，设Ｉ∈ＤＲｎ，以 Ω（Ｄ）记我们系统所有可能
频率的集合．设Ωα（Ｄ）是满足下面丢番图Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ条件

｜ｋΩ｜≥
α
｜ｋ｜ｎ
，　对一切ｋ∈Ｚｎ＼｛０｝ （９１１４）

的频率Ω集合．则下面由柯尔莫哥洛夫（Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ），阿诺德（Ａｒｎｏｌｄ），以及Ｍｏｓｅｒ
得到的著名结果成立：

定理９１１（ＫＡＭ）　假设Ｈ０，Ｈ１在Ｄ×Ｔ
ｎ上解析，且Ｈ０是非退化的，即

ｄｅｔ
Ｈ０
( )Ｉ≠０． （９１１５）

则存在常数δ＞０，使得对
｜ε｜＜δα２， （９１１６）

满足Ｉ∈Ωα（Ｄ）的未被扰动系统的所有克罗内克（Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ）环面 ΓＩ在环面稍微变
形时仍将保持．它们连续依赖于Ｉ，并构成相空间Ｄ×Ｔｎ的测度为Ｏ（α）的子集．

这个结果的证明包含所谓“小除数”问题，它超出了本书的范围．不过，我们将
至少可考虑一个较简单的玩具问题，用它阐明某些思想，特别，解释丢番图（Ｄｉｏ
ｐｈａｎｔｉｎｅ）条件（９１０７）的由来．更进一步的详细情形和参考文献见阿诺德（Ａｒｎｏｌｄ）
［２］或者Ｍｏｓｅｒ［２０］．

现在考虑我们的玩具问题．我们从系统
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ｘ＝Ａｘ，Ａ＝

ｉω１


ｉω









ｎ

，　ωｊ∈Ｒ （９１１７）

开始，其中的解是拟周期的，且由

ｘｊ（ｔ）＝（ｅ
Ａｔｃ）ｊ＝ｃｊｅ

ｉωｊｔ （９１１８）

给出．接下来，对这个系统按照

ｘ＝Ａｘ＋ｇ（ｘ） （９１１９）

进行扰动，其中ｇ（ｘ）是收敛幂级数

ｇ（ｘ）＝∑
｜ｋ｜≥２
ｇｋｘ

ｋ，　ｋ∈Ｎｎ０， （９１２０）

其中ｋ＝（ｋ１，…，ｋｎ），｜ｋ｜＝ｋ１＋…＋ｋｎ，以及ｘ
ｋ＝ｘｋ１１…ｘ

ｋｎ
ｎ．对扰动系统的解，我们

作猜测

ｘ（ｔ）＝∑
｜ｋ｜≥１
ｃｋｅ

ｉωｋｔ， （９１２１）

或等价地

ｘ（ｔ）＝ｕ（ｅＡｔｃ）， （９１２２）

其中

ｕ（ｘ）＝ｘ＋∑
｜ｋ｜≥２
ｕｋｘ

ｋ． （９１２３）

将这个猜测代入式（９１１９），得

ｕ
ｘ
（ｘ）Ａｘ＝Ａｕ（ｘ）＋ｇ（ｕ（ｘ））， （９１２４）

即

∑
｜ｋ｜≥２
（ωｋ－Ａ）ｕｋｘ

ｋ (＝ｇ ｘ＋∑
｜ｋ｜≥２
ｕｋｘ)ｋ ． （９１２５）

比较ｘｋ的系数得
（ｉωｋ－Ａ）ｕｋ＝包含｜ｌ｜＜｜ｋ｜的项ｕｌ， （９１２６）

因此，只要

ωｋ－ωｊ≠０　对所有｜ｋ｜≥２，１≤ｊ≤ｎ， （９１２７）
ｕｋ的系数可递归地确定．

接下来我们需要证明，对应的级数收敛，显然，如果除数 ωｋ－ωｊ不太快趋于
零，这是收敛的．事实上，可以证明，如果存在正常数δ，τ使得

｜ωｋ－ωｊ｜≥
δ
｜ｋ｜τ

（９１２８）

·３８１·第９章　高维动力系统



成立，则级数收敛．此外，可以证明对某些常数，满足式（９１２８）的频率ω的集合稠
密，并在Ｒｎ中有满的勒贝格（Ｌｅｂｅｓｇｕｅ）测度．

下面问题９１９中的例子显示，如果频率共振，则系统不稳定．
问题９１９　考虑

ｇ（ｘ）＝
ｘｋ１＋１１ ｘｋ２２( )０

，　ω１ｋ１＋ω２ｋ２＝０，

证明相应的系统不稳定．（提示：伯努利（Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ）方程）．

·４８１· 第２部分　动 力 系 统



第３部分　混　　沌

第１０章　离散动力系统

１０１　逻辑斯谛（Ｌｏｇｉｓｔｉｃ）方程

在这一章我们简短地介绍离散动力系统．其中大部分结果类似于我们在连续动力
系统所得到的．此外，直到第１２章我们暂时还不需要它．现在就从简单的例子开始．

设Ｎ（ｔ）是某个物种在时间ｔ时的大小，它的增长率与当前的数量成比例，就是
说，

Ｎ（ｔ）＝κＮ（ｔ）． （１０１）
显然这个方程的解是Ｎ（ｔ）＝Ｎ０ｅｘｐ（κｔ）．因此，当κ＞０时种群指数式增长，κ＜０时
指数式减少．类似地，我们可用差分方程

Ｎ（ｎ＋１）－Ｎ（ｎ）＝ｋＮ（ｎ）， （１０２）
或者，等价地用

Ｎ（ｎ＋１）＝（１＋ｋ）Ｎ（ｎ） （１０３）
模拟这个情况，其中 Ｎ（ｎ）现在是经过 ｎ个时间间隔（年）以后的种群数．其解为
Ｎ（ｎ）＝Ｎ０（１＋ｋ）

ｎ，它按照ｋ（＞－１）的符号而分别指数式增长或者指数式衰减．特
别，在连续情形与离散情形之间没有太大的差别，尤其如果我们令 κ＝ｌｎ（１＋ｋ），
则在ｔ＝ｎ得到相同的结果．

但是，正如下面例子显示，上面的结果会引起很大误解．上面增长模型的更精
确形式是

Ｎ（ｔ）＝κＮ（ｔ）（Ｌ－Ｎ（ｔ））， （１０４）
其中种群最大极限量是Ｌ．在１．５节我们已经看到，对任何正初始值 Ｎ０，物种最终
趋于极限种群Ｌ．这个方程的离散形式为

Ｎ（ｎ＋１）－Ｎ（ｎ）＝ｋＮ（ｎ）（Ｌ－Ｎ（ｎ））， （１０５）
或者，等价地

Ｎ（ｎ＋１）＝ｋＮ（ｎ）（槇Ｌ－Ｎ（ｎ）），　槇Ｌ＝Ｌ＋
１
ｋ
． （１０６）



引入ｘｎ＝Ｎ（ｎ） 槇／Ｌ，μ＝ 槇ｋＬ，我们看到，只需考虑
ｘｎ＋１＝μｘｎ（１－ｘｎ）， （１０７）

这是熟知的逻辑斯谛（Ｌｏｇｉｓｔｉｃ）方程．引入二次函数
Ｌμ（ｘ）＝μｘ（１－ｘ）， （１０８）

可把它的解写为这个映射的 ｎ次迭代，ｘｎ＝Ｌ
ｎ
μ（ｘ０）．但是，如果当你尝试对这些迭

代作出封闭的表达式时，你就会立刻感觉到这没有连续情形那么容易．此外，上面
的差分方程所导致的非常复杂的动力学，至今仍还没有完全被人们了解清楚．

为了得到这个结构的第一印象，我们作些数值实验．考虑０≤μ≤４，这时区间
［０，１］被ｆ映为它自己．

首先，我们用下面Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃ编码
Ｉｎ［ｉ］：＝ＳｈｏｗＷｅｂ［ｆ，ｘｓｔａｒｔ，ｎｍａｘ］：＝

　Ｂｌｏｃｋ［｛ｘ，ｘｍｉｎ，ｘｍａｘ，ｇｒａｐｈ，ｗｅｂ｝，
　ｘ［０］：＝ｘｓｔａｒｔ；
　ｘ［ｎ］：＝ｘ［ｎ］＝ｆ［ｘ［ｎ１］］；
　ｗｅｂ＝Ｆｌａｔｔｅｎ［Ｔａｂｌｅ［｛ｘ［ｎ］，ｘ［ｎ］｝，｛ｘ［ｎ］，ｘ［ｎ＋１］｝］，
　　｛ｎ，０，ｎｍａｘ｝］，１］；
　ｘｍａｘ＝Ｍａｘ［ｗｅｂ］；ｘｍｉｎ＝Ｍｉｎ［ｗｅｂ］；
　ｇｒａｐｈ＝ｐｌｏｔ［｛ｆ［ｘ］，ｘ｝，｛ｘ，ｘｍｉｎ，ｘｍａｘ｝，
　ＤｉｓｐｌａｙＦｕｎｃｔｉｏｎ→Ｉｄｅｎｔｉｔｙ［；
　Ｓｈｏｗ［ｇｒａｐｈ，Ｇｒａｐｈｉｃｓ［Ｌｉｎｅ［ｗｅｂ］］，
　　ＤｉｓｐｌａｙＦｕｎｃｔｉｏｎ→ ＤｉｓｐｌａｙＦｕｎｃｔｉｏｎ］
］；

从ｘｓｔａｒｔ开始，对函数ｆ（ｘ）的形象化ｎｍａｘ迭代．如果μ小，譬如取μ＝１，
Ｉｎ［２］：＝ＳｈｏｗＷｅｂ［１＃（１－＃）＆，０４，２０］；

我们看到，在（０，１）中的所有初始值收敛于０，它是不动点方程 ｘ＝Ｌμ（ｘ）的一

个解．如果μ增加到超过１，则所有初始条件收敛于不动点方程的第二个解１－
１
μ
．

Ｉｎ［３］：＝ＳｈｏｗＷｅｂ［２＃（１－＃）＆，０．２，２０］；

图　１０１ 图　１０２
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在μ＝３性态又改变了，所有的初始条件最终在方程Ｌ２μ（ｘ）＝ｘ的两个解之间来回跳

图　１０３

动，它们不是Ｌμ（ｘ）＝ｘ的解．
Ｉｎ［４］：＝ＳｈｏｗＷｅｂ［３１＃（１－＃）＆，０．４，２０］；

显然，对系统来说采取这个研究方法很麻烦．
我们将在１１节回到这个问题．

问题１０１　如果这个迭代收敛，极限是否永远
是不动点？

问题１０２　考虑ｍ阶差分方程
ｘｎ＋ｍ＝Ｆ（ｎ，ｘｎ，…，ｘｎ＋ｍ－１）． （１０９）

证明它可以化为单个映射的迭代．

１０２　不动点和周期点

现在我们引入对后面有用的一些记号．作为基础，令 Ｍ是距离空间，ｆ：Ｍ→Ｍ
连续．我们对相应的迭代

ｆ　ｎ（ｘ）＝ｆ　ｎ－１（ｆ（ｘ）），　ｆ　０（ｘ）＝ｘ （１０１０）

的动力系统的研究感兴趣．在大多数情形下，Ｍ将是Ｒｎ的子集．更抽象的选取后面
用到时再给出．
称满足

ｆ（ｐ）＝ｐ （１０１１）

的点ｐ∈Ｍ为ｆ的不动点．ｆ的不动点集记为Ｆｉｘ（ｆ）．类似地，ｆｎ的不动点

ｆ　ｎ（ｐ）＝ｐ （１０１２）

称为周期ｎ的周期点．通常将假设ｎ是ｐ的原始周期，就是说，对所有１≤ｍ＜ｎ，我
们有ｆｍ（ｐ）≠ｐ．

ｘ的向前轨道定义为

γ＋（ｘ）＝｛ｆ
　ｎ（ｘ）｜ｎ∈Ｎ０｝． （１０１３）

显然它是（正）不变集．这里集合ＵＭ称为（正）不变集，如果ｆ（Ｕ）Ｕ．ｘ的轨道
是点集

γ（ｘ）＝｛ｘｎ｜ｎ∈Ｚ，满足ｘ０＝ｘ，ｘｎ＋１＝ｆ（ｘｎ）｝． （１０１４）

一个重要的事实是，点ｘ－ｎ，ｎ∈Ｎ不是唯一确定的，除非ｆ是一对一的．此外，有可
能这种点根本不存在 （如果对某个ｘｎ，ｆ

－１（ｘ）＝）．轨道是不变的，即，ｆ（γ（ｘ））＝
γ（ｘ）．点列ｘｎ∈γ（ｘ），ｎ＜０也称为ｘ的过去历史．

如果ｐ是周期ｎ的周期点，则γ＋（ｐ）是有限的，它刚好由ｎ个点
γ＋（ｐ）＝｛ｐ，ｆ（ｐ），…，ｆ

　ｎ－１（ｐ）｝ （１０１５）
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组成．其逆不真，因为点可能是最终周期的（不动点），即，可能ｆｋ（ｘ）对某个ｋ是周
期的（不动点）．

例　如果Ｍ＝Ｒ且ｆ＝０，则ｐ＝０是仅有的一个不动点，且每个其他点是最终不
动点．

点ｘ∈Ｍ称为向前渐近于周期ｎ的周期点ｐ，如果

ｌｉｍ
ｋ→∞
ｆ　ｎｋ（ｘ）＝ｐ． （１０１６）

使得式（１０１６）成立的所有ｘ∈Ｍ的集合称为稳定集Ｗ＋（ｐ）．显然，如果ｐ１，ｐ２是不
同的周期点，则它们的稳定集不相交．事实上，如果ｘ∈Ｗ＋（ｐ１）∩Ｗ

＋（ｐ２），则我们
有 ｌｉｍ

ｋ→∞
ｆｎ１ｎ２ｋ（ｘ）＝ｐ１＝ｐ２，矛盾．我们称ｐ是吸引的，如果存在 ｐ的开邻域 Ｕ，使得 Ｕ

Ｗ＋（ｐ）．集合Ｗ＋（γ（ｐ））＝∪ｑ∈γ（ｐ）Ｗ
＋（ｐ）显然是正向不变 的（如果ｆ可逆，它甚

至是不变的，ｆ（Ｗ＋（γ（ｐ）））＝Ｗ＋（γ（ｐ）））．
类似地，点ｘ∈Ｍ称为向后渐近于周期 ｎ的周期点，如果存在 ｘ的过去历史 ｘｋ

使得 ｌｉｍ
ｋ→∞
ｘ－ｎｋ（ｘ）＝ｐ．不稳定集Ｗ

－（ｐ）是满足这个条件的所有 ｘ∈Ｍ的集合．同样，

不同周期点的不稳定集也是不相交的．我们称ｐ是排斥的，如果存在ｐ的开邻域Ｕ，
使得ＵＷ－（ｐ）．

注意，如果ｐ是排斥点，则每个ｘ∈Ｕ在迭代下最终将离开Ｕ（问题１０５）．
进一步，如果周期点ｐ的轨道γ＋（ｐ）上的一个点是吸引（排斥）的，则它上面所

有其他的点也是吸引（排斥）的（证明它）．
现在考虑Ｍ＝［０，１］上的逻辑斯谛（ｌｏｇｉｓｔｉｃ）映射Ｌμ（ｘ）＝μｘ（１－ｘ）．我们已经

看到，如果μ＝０，则只有一个不动点０，它的Ｗ＋（０）＝［０，１］，（０，１］中的所有点
都是最终周期点．

下面我们转到情形０＜μ＜１．这时有Ｌμ（ｘ）≤μｘ，因此，Ｌ
ｎ
μ（ｘ）≤μ

ｎｘ，故每一点
指数式收敛于０．特别地，我们有Ｗ＋（０）＝［０，１］．

注意，这可局部地得到，因为 Ｌμ′（０）＝μ＜１．Ｌμ在不动点的邻域内是压缩的，
因此，在此邻域内的所有点都收敛于不动点．

这个结果可容易地推广到可微映射ｆ：Ｃ１（Ｕ，Ｕ），其中ＵＲｎ．
定理１０１　假设ｆ∈Ｃ１（Ｕ，Ｕ），　ＵＲｎ．则当 ｄ（ｆ　ｎ）ｐ所有的特征值在单位圆

内时，周期ｎ的周期点ｐ是吸引的，如果所有特征值在单位圆外，则是排斥的．
证明　在第一个情形，对任何固定且大于所有特征值的θ，存在适当的范数，使

得 ｄ（ｆｎ）ｐ ＜θ＜１（问题 ３．４１）．此外，由于范数连续，存在围绕ｐ的开球，使得对
所有的ｘ∈Ｂ有 ｄ（ｆｎ）ｘ≤θ．因此，我们有｜ｆ

　ｎ（ｘ）－ｐ｜＝｜ｆ　ｎ（ｘ）－ｆ　ｎ（ｐ）｜≤θ｜ｘ－ｐ｜，
得第一个结论．

考虑ｐ附近ｆ的局部逆，就可将第二个情形化为第一个情形． □
如果ｄ（ｆ　ｎ）在周期点ｐ的特征值没有一个在单位圆上，则ｐ称为双曲的．注意，
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由微分的链规则得

ｄ（ｆ　ｎ）（ｐ）＝ ∏
ｘ∈γ＋（ｐ）

ｄｆｘ ＝ｄｆｆｎ－１（ｐ）…ｄｆｆ（ｐ）ｄｆｐ． （１０１７）

最后，周期点的稳定性可如微分方程情形定义．ｆ（ｘ）的周期轨道 γ＋（ｐ）称为是
稳定的，如果对任给的邻域Ｕ（γ＋（ｐ）），存在另外的邻域Ｖ（γ＋（ｐ））Ｕ（γ＋（ｐ）），
使得Ｖ（γ＋（ｐ））中的任何点在所有迭代下都停留在 Ｕ（γ＋（ｐ））中．注意，这等价于
下面的事实，对任何给定的邻域Ｕ（ｐ），存在另外的邻域Ｖ（ｐ）Ｕ（ｐ），使得对任何
点ｘ∈Ｖ（ｐ）和所有ｍ∈Ｎ０，满足ｆ

　ｎｍ（ｘ）∈Ｕ（ｐ）．
类似地，ｆ（ｘ）的周期轨道γ＋（ｐ）称为渐近稳定，如果它稳定且吸引．

取ｆ的周期点ｐ，ｆ　ｎ（ｐ）＝ｐ，以及ｐ的开邻域Ｕ（ｐ）．李雅普诺夫（Ｌｉａｐｕｎｏｖ）函
数是连续函数

Ｌ：Ｕ（ｐ）→Ｒ， （１０１８）

它在ｐ为零，对ｘ≠ｐ它为正，且满足

Ｌ（ｘ）≥Ｌ（ｆ　ｎ（ｘ）），　ｘ，ｆ　ｎ（ｘ）∈Ｕ（ｐ）＼｛ｐ｝． （１０１９）

称它为严格李雅普诺夫（Ｌｉａｐｕｎｏｖ）函数，如果式（１０１９）中的等号永不出现．
如同微分方程情形，我们有下面类似的李雅普诺夫（Ｌｉａｐｕｎｏｖ）定理（问题

１０６）．
定理１０２　假设ｐ是ｆ的周期点．如果存在李雅普诺夫（Ｌｉａｐｕｎｏｖ）函数Ｌ，则ｐ

稳定．此外，如果Ｌ是严格的，则ｐ渐近稳定．
问题１０３　对μ＝１，考虑逻辑斯谛（ｌｏｇｉｓｔｉｃ）映射Ｌμ（ｘ），ｘ∈Ｒ．求证Ｗ

＋（０）＝
［０，１］．

问题１０４　对０≤μ≤４，由线性化确定逻辑斯谛（ｌｏｇｉｓｔｉｃ）映射 Ｌμ（ｘ），ｘ∈［０，
１］所有不动点的稳定性．

问题１０５　对μ＝４，考虑逻辑斯谛（ｌｏｇｉｓｔｉｃ）映射Ｌμ．求证０是排斥不动点．求
证向前轨道和向后轨道都是渐近于０的轨道．

问题１０６　证明定理１０２．
问题１０７　定义回归点集Ｒｅｃ（ｆ）：＝｛ｘ∈Ｍ｜对每个邻域 Ｕ（ｘ）存在某个 ｎ＞０

满足ｆ　ｎ（ｘ）∈Ｕ（ｘ）｝以及非游荡点集Ｎｗａ（ｆ）：＝｛ｘ∈Ｍ｜对每个邻域Ｕ（ｘ）存在ｎ＞０
和ｙ∈Ｕ（ｘ）满足ｆ　ｎ（ｙ）∈Ｕ（ｘ）｝．求证：

（１）Ｐｅｒ（ｆ）Ｒｅｃ（ｆ）Ｎｗａ（ｆ）．
（２）Ｐｅｒ（ｆ），Ｒｅｃ（ｆ）和Ｎｗａ（ｆ）都是（正）不变集．
（３）Ｒｅｃ（ｆ）＝｛ｘ∈Ｍ｜存在序列ｎｋ满足ｆ

　ｎｋ（ｘ）→ｘ｝．
（４）Ｎｗａ（ｆ）是闭集．
（也见问题１１７）．
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１０３　线性差分方程

如同在微分方程情形，非线性映射在不动点（周期点）附近的性态也可以由其线

性化来研究．我们从研究一阶线性齐次差分方程

ｘ（ｍ＋１）＝Ａ（ｍ）ｘ（ｍ），　ｘ（ｍ０）＝ｘ０ （１０２０）

开始，其中Ａ（ｍ）∈Ｒｎ×Ｒｎ．显然，对应ｘ（ｍ０）＝ｘ０的解是

ｘ（ｍ，ｍ０，ｘ０）＝Π（ｍ，ｍ０）ｘ０， （１０２１）

其中Π（ｍ，ｍ０）是主解矩阵，

Π（ｍ，ｍ０）＝∏
ｍ－１

ｊ＝ｍ０

Ａ（ｊ），　ｍ≥ｍ０． （１０２２）

特别地，解的线性组合仍是解，所有解的集合构成ｎ维向量空间．
主解矩阵是矩阵初值问题

Π（ｍ＋１，ｍ０）＝Ａ（ｍ）Π（ｍ，ｍ０），　Π（ｍ０，ｍ０）＝Ｉ （１０２３）

的解，且满足

Π（ｍ，ｍ１）Π（ｍ１，ｍ０）＝Π（ｍ，ｍ０）． （１０２４）

此外，如果Ａ（ｍ）对所有ｍ可逆，我们可以令

Π（ｍ，ｍ０） (＝ ∏
ｍ０－１

ｊ＝ｍ
Ａ（ｊ )） －１

，　ｍ＜ｍ０． （１０２５）

在这情形下，Π（ｍ，ｍ０）与逆Π（ｍ，ｍ０）
－１＝Π（ｍ０，ｍ）同构，且对所有 ｍ，上面所

有的公式都成立．
刘维尔（Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ）公式的类似，就是通常的行列式的积规则

ｄｅｔ（Π（ｍ，ｍ））＝∏
ｍ－１

ｊ＝ｍ０

ｄｅｔ（Ａ（ｊ））． （１０２６）

最后，我们回到非齐次系统

ｘ（ｍ＋１）＝Ａ（ｍ）ｘ（ｍ）＋ｇ（ｍ），　ｘ（ｍ０）＝ｘ０， （１０２７）

其中Ａ（ｍ）∈Ｒｎ×Ｒｎ和ｇ（ｍ）∈Ｒｎ．由于非齐次系统（１０２７）的两个解之差满足对
应的齐次系统（１０２０），故只需求一个特解．事实上，可直接验证，系统的解由下面
公式给出．

定理１０３　非齐次初值问题的解由

ｘ（ｍ）＝Π（ｍ，ｍ０）ｘ０＋∑
ｍ－１

ｊ＝ｍ０
Π（ｍ，ｊ）ｇ（ｊ）（１０２８）

给出．其中Π（ｍ，ｍ０）是对应齐次系统的主解矩阵．
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如果Ａ（ｍ）可逆，且若令

ｘ（ｍ）＝Π（ｍ，ｍ０）ｘ０－∑
ｍ０

ｊ＝ｍ－１
Π（ｍ，ｊ）ｇ（ｊ），　ｍ＜ｍ０． （１０２９）

则上面公式对ｍ＜ｍ０也成立．
问题１０８　求由

ｘ（ｍ）＝ｘ（ｍ－１）＋ｘ（ｍ－２），　ｘ（１）＝ｘ（２）＝１

确定的斐波那契（Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ）数的明显公式．

１０４　不动点附近的局部性态．

这一节我们研究在不动点ｐ附近可微映射ｆ：Ｒｎ→Ｒｎ的局部性态．不妨假设ｐ＝
０，并将系统写为

ｆ（ｘ）＝Ａｘ＋ｇ（ｘ）， （１０３０）
其中Ａ＝ｄｆ０．对周期点的类似结果容易用ｆ

　ｎ代替ｆ来得到．
首先我们证明映射的ＨａｒｔｍａｎＧｒｏｂｍａｎ定理（比较定理７１０）
定理１０４（ＨａｒｔｍａｎＧｒｏｂｍａｎ）　假设 ｆ是具有双曲不动点０的局部微分同胚．

则存在同胚φ（ｘ）＝ｘ＋ｈ（ｘ），其中ｈ有界，使得在０的充分小邻域内有
φ ○ Ａ＝ｆ○ φ，　Ａ＝ｄｆ０． （１０３１）

证明　设δ是满足｜ｘ｜≤δ时 δ（ｘ）＝０，｜ｘ｜≥２δ时 δ（ｘ）＝１的光滑截断函
数．于是，对充分小的δ，函数ｇδ＝（１－φδ）（ｆ－Ａ）满足引理７８的条件（证明之）．
由于对｜ｘ｜≤δ，ｆ与ｆδ重合，在ｘ的邻域 φ

－１（｛ｘｘ｜≤δ｝）内，ｆδ的同胚与 ｆ的同胚
重合． □

我们强调，同胚 φ一般不可微！特别地，这表明稳定集 Ｗ＋（０）和不稳定集
Ｗ－（０）（由１０２节定义）分别由对应的线性子空间 Ｅ＋（Ａ）和 Ｅ－（Ａ）的同胚像（局
部）给出．事实上，我们马上看到，我们甚至可以证明 （与 φ对照的不同）它们是微
分流形．

在这一节的余下部分将假设ｆ是局部微分同胚．
我们分别定义不动点ｐ的稳定流形和不稳定流形为，在ｆ与ｆ－１迭代下指数式收

敛于ｐ的所有点的点集，即
Ｍ±（ｐ）＝｛ｘ∈Ｍ｜ｓｕｐ

±ｍ∈Ｎ０
αｍ｜ｆｍ（ｘ）－ｐ｜＜∞，　对某α∈（０，１）｝，

（１０３２）
这两个集合显然在流的作用下是不变的，称它们为ｐ的稳定流形和不稳定流形．

不妨假设ｐ＝０．在线性情形，显然，我们有Ｍ±（０）＝Ｅ±（Ａ）．
我们的目的是证明，集合Ｍ±（ｘ０）实际上是与Ｅ

±（Ａ）相切的（光滑）流形．如同
在连续情形，关键思想是把我们的问题叙述为可以用迭代求解的不动点方程．
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现在用定理１０３将
ｆ（ｘ）＝Ａｘ＋ｇ（ｘ） （１０３３）

改述为差分方程

ｘ（ｍ）＝Ａｍｘ０＋∑
ｍ－１

ｊ＝０
Ａｍ－ｊｇ（ｘ（ｊ））． （１０３４）

接下来，用Ｐ±记在稳定，不稳定子空间 Ｅ±（Ａ）上的投影．此外，记 ｘ± ＝Ｐ
±ｘ０

和ｇ±（ｘ）＝Ｐ
±ｇ（ｘ）．

关于ｘ０＝ｘ＋＋ｘ－使得ｘ（ｍ）保持有界所需的条件是什么．如果我们把和式方程
的不稳定部分投影掉：

ｘ－＝Ａ
－ｍｘ－（ｍ）－∑

ｍ－１

ｊ＝０
Ａｊｇ－（ｘ（ｊ））， （１０３５）

并假设｜ｘ（ｍ）｜对ｍ≥０有界，可令ｍ→∞，于是

ｘ－＝－∑
∞

ｊ＝０
Ａ－ｊｇ－（ｘ（ｊ））， （１０３６）

其中和式收敛，因为和式指数式衰减．将它代回我们的方程，并分别引入 Ｐ（ｍ）＝
Ｐ＋，ｍ＞０和Ｐ（ｍ）＝－Ｐ－，ｍ≤０，得到

ｘ（ｍ）＝Ｋ（ｘ）（ｍ），　Ｋ（ｘ）（ｍ）＝Ａｍｘ＋＋∑
∞

ｊ＝０
Ａｍ－ｊＰ（ｍ－ｊ）ｇ（ｘ（ｊ））．

（１０３７）
为了用迭代求解这个方程，假设｜ｘ（ｍ）｜≤δ，则由于ｇ的雅可比（Ｊａｃｏｂｉａｎ）矩阵在０
为零，我们有

ｓｕｐ
ｍ≥０
｜ｇ（ｘ（ｍ））－ｇ（槇ｘ（ｍ））｜≤εｓｕｐ

ｍ≥０
｜ｘ（ｍ） 槇－ｘ（ｍ）｜， （１０３８）

其中，可选择δ充分小使得ε为任意小．由定理２１解的存在性得知

Ａｍ－ｊＰ（ｍ－ｊ）≤Ｃα｜ｍ－ｊ｜，　α＜１． （１０３９）

如同微分方程情形，我们得到

定理１０５（稳定流形）　假设ｆ∈Ｃｋ有不动点ｐ，对应的雅可比（Ｊａｃｏｂｉａｎ）矩阵
可逆．则存在邻域Ｕ（ｐ）和函数ｈ±∈Ｃｋ（Ｅ±（Ａ），Ｅ（Ａ））使得

Ｍ±（ｐ）∩Ｕ（ｐ）＝｛ｐ＋ａ＋ｈ±（ａ）｜ａ∈Ｅ±∩Ｕ｝． （１０４０）
两个ｈ±以及它们的雅可比（Ｊａｃｏｂｉａｎ）矩阵在ｐ为零，即，Ｍ±（ｐ）在 ｐ分别切于它们
的线性像Ｅ±（Ａ）．此外，对任何α＜ｍｉｎ｛｜α｜｜α∈σ（Ａ＋）∪σ（Ａ－）

－１｝，以及某个依

赖于α的Ｃ＞０有

｜ｆ±ｍ（ｘ）－ｐ｜≤Ｃα±ｍ，ｍ∈Ｎ０，　ｘ∈Ｍ
±（ｐ）． （１０４１）

证明　证明类似于微分方程情形．详细情形留给读者． □
在双曲情形我们甚至可以稍微“多说几句”．
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定理１０６　假设ｆ∈Ｃｋ有双曲不动点ｐ，在该点有可逆雅可比（Ｊａｃｏｂｉ）矩阵．则
存在邻域Ｕ（ｐ），使得γ±（ｘ）Ｕ（ｐ），当且仅当ｘ∈Ｍ

±（ｐ）．特别地，
Ｗ±（ｐ）＝Ｍ±（ｐ）． （１０４２）

证明　证明又一次如同微分方程情形． □
会发生从不动点ｐ０的不稳定流形出发的轨道终止于另一个不动点ｐ１的稳定流

形的情况．如果ｐ０≠ｐ１，这样的轨道称为异宿轨道，如果ｐ０＝ｐ１则称为同宿轨道．
注意，如果我们用ｆ　ｎ代替ｆ，同样考虑可用于不动点．
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书书书

第１１章　一维离散动力系统

１１１　倍周期

现在我们回到逻辑斯谛 （ｌｏｇｉｓｔｉｃ）方程，并对１０１节开始的问题进行数值研
究我们尝试对不同的μ值迭代一个给定的初值条件，以便得到更完整的图像由
于我们仅对渐近性态有兴趣，故先迭代２００次，然后进行接下来的１００次迭代

Ｉｎ［１］：＝ＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎＬｉｓｔ［ｆ－，ｘ０－，｛μ－，μ０－，μ１－｝，ｏｐｔｓ－－－］：＝
　　　Ｂｌｏｃｋ［｛Ｎｍｉｎ，Ｎｍａｘ，Ｓｔｅｐｓ｝，
　　　Ｎｍｉｎ，Ｎｍａｘ，Ｓｔｅｐｓ＝｛Ｎｍｉｎ，Ｎｍａｘ，Ｓｔｅｐｓ｝／｛ｏｐｔｓ｝／
　　　　｛Ｎｍｉｎ→２００，Ｎｍａｘ→３００，Ｓｔｅｐｓ→３００｝；
　　　Ｆｌａｔｔｅｎ［
　　　　Ｔａｂｌｅ［Ｍｏｄｕｌｅ［｛ｘ｝，

ｘ＝Ｎｅｓｔ［ｆ，ｘ０，Ｎｍｉｎ］；
Ｍａｐ［｛μ，＃｝＆，ＮｅｓｔＬｉｓｔ［ｆ，ｘ，Ｍｍａｘ－Ｎｍｉｎ］］］，
｛μ，μ０，μ１，（μ１－μ０）／Ｓｔｅｐｓ｝］，

　　　１］］；
结果显示在下面

Ｉｎ［２］：＝ＬｉｓｔＰｌｏｔ［
ＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎＬｉｓｔ［μ　（１－　）＆，０，４，｛μ，２９５，４｝］，
ＰｌｏｔＳｔｙｌｅ→｛ＰｏｉｎｔＳｉｚｅ［０００２］｝，ＰｌｏｔＲａｎｇｅ→Ａｌｌ，
Ａｘｅｓ→Ｆａｌｓｅ］；

我们看到，在某点吸引集刚好加倍，且越来越复杂对这个图像我并不想讲得过
多，但是希望你确信这个简单系统的动力学事实上是十分复杂的按照上面的编码
你可自由计算并尝试画出上面图像的某些更详细的部分

特别我们看到，存在μ的某些点，那里动力系统的动力学定性改变这样的点
称为系统的分支点

第一个点是μ＝１，在这点第二个不动点进入我们的区间 ［０，１］现在要问
这种情况什么时候才会发生？首先，不动点是函数

ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｘ （１１１）
的零点如果ｆ可微，则ｇ可微，由隐函数定理，零点的个数只可能在 ｇ的零点，
使得ｇ′（ｘ）＝０时才局部地改变在我们的逻辑斯谛 （ｌｏｇｉｓｔｉｃ）方程情形，这导致



下面的系统

Ｌμ（ｘ）＝ｘ＝μｘ（１－ｘ），
Ｌ′μ（ｘ）＝１＝μ（１－２ｘ） （１１２）

该系统仅有解ｘ＝０和μ＝１于是问在μ＝１确切地会发生什么？显然，第二个不动

图　１１１

点ｐ＝１－１／μ进入我们的区间
由于Ｌ′μ（０）＝μ＞１，不动点
０不再是吸引的但是对１＜μ
＜３，由于Ｌ′μ（ｐ）＝２－μ，ｐ是
吸引的 此外，对 １＜μ≤３，
我们期望Ｗｓ（０）＝｛０，１｝和Ｗｓ

（ｐ）＝（０，１）为了证明这一
点，首先我们有

Ｌμ（ｘ）－ｐ
ｘ－ｐ

＝１－μｘ

（１１３）
如果 １＜μ≤２，对 ｘ∈（０，
１），上式右端在 （－１，１）

内因此ｘ∈（０，１）收敛于ｐ如果２＜μ≤３，右端仅对ｘ∈ ０，
２( )μ 在 （－１，１）内

如果ｘ对所有的迭代都位于这个区域，则它将收敛于ｐ否则，经几次迭代后有ｘ∈
２
μ
，[ ]１接着一次迭代将在 ０，２－

４[ ]μ 内，特别在 ｐ的下面再下一个迭代我们还
在ｐ的下面直到达

１
μ
，[ ]ｐ在这种情形下，考虑二次迭代，它满足
Ｌ２μ（ｘ）－ｐ
ｘ－ｐ

＝（１－μｘ）（１－μＬμ（ｘ）） （１１４）

对ｘ∈
１
μ
，( )ｐ右端在 （－１，１）内，得知 Ｌ２ｎμ（ｘ）→ｐ因此，我们也有 Ｌ

２ｎ＋１
μ （ｘ）→

Ｌμ（ｐ）＝ｐ，从而对所有的ｘ∈（０，１）有Ｌ
ｎ
μ（ｘ）→ｐ

现在对μ＞３会发生什么情况？由于对μ＞３我们有 Ｌ′μ（ｐ）＝２－μ＜－１，不动
点ｐ不再是吸引的此外，由我们的数值研究显示，应该存在周期为２的周期轨道
事实上求解方程

Ｌ２μ（ｘ）＝ｘ （１１５）
得知，对μ＞３，除了不动点还存在周期轨道

ｐ±＝
１＋μ± （μ＋１）（μ－３槡 ）

２μ
 （１１６）

此外，对３＜μ 槡＜１＋６，我们有（Ｌ２μ）′（ｐ±）＝Ｌ′μ（ｐ＋）Ｌ′μ（ｐ－）＝４＋２μ－μ
２在 （－１，
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１）内因此，吸引不动点ｐ被吸引周期轨道ｐ＋，ｐ－所代替这个现象就是熟知的

倍周期我们的数值分支图显示这个过程可继续吸引的周期２轨道在 μ 槡＝１＋６
被吸引的周期４轨道所代替 （ｆ２的倍周期分支）等显然，由于出现的多项式的
次数太高，对所有这些点我们没有可能再解析地进行计算

因而，为了尝试更好地理解倍周期分支假设我们有依赖于参数μ的映射ｆ∶Ｉ
→Ｉ假设在 μ０，ｆ

２（ｘ）－ｘ零点个数在 ｐ局部地改变，即假设存在两个新零点
ｐ±（ｐ），使得ｐ±（μ０）＝ｐ和 ｆ（ｐ±（μ０））＝ｐ（μ）由 ｆ的连续性，必须有 ｆ（［ｐ－
（μ），ｐ＋（μ）］）［ｐ－（μ），ｐ＋（μ）］，因此必须存在不动点ｐ（μ）∈［ｐ－（μ），ｐ＋（μ）］
所以不动点ｐ保持这应该仅在 ｆ′（ｐ）≠１时才发生但由于我们必须有（ｆ２）′
（ｐ）＝ｆ′（ｐ）２＝１，由此得知ｆ′（ｐ）＝－１

综上所述，周期为２的轨道，一般仅在使得ｆ′（ｐ）＝－１的不动点处才出现
注意，在上面的论述中我们证明了周期２轨道的存在导致周期１轨道的存在

事实上，下一节我们将说明更强的结果也成立

１１２　Ｓａｒｋｏｖｓｋｉｉ定理

这一节我们要证明对连续映射 ｆ∶Ｉ→Ｉ，有某些周期将导致有其他周期，其中
Ｉ瓗是某个紧区间作为第一个结果，我们将证明周期３将导致其他一切周期

引理１１１　假设ｆ∶Ｉ→Ｉ是连续映射，且有周期３轨道则对所有ｎ∈瓔，它也
有 （原始）周期ｎ轨道

证明　证明基于下面两个基本事实 （问题１１１）：
（１）如果Ｉ，Ｊ是两个满足 ｆ（Ｊ）Ｉ的紧区间，则存在 Ｊ的子区间 Ｊ０，使得

ｆ（Ｊ０）＝Ｉ
（２）如果ｆ（Ｊ）Ｉ，则在Ｊ中存在不动点

设ａ＜ｂ＜ｃ是周期３轨道假设 ｆ（ａ）＝ｂ，ｆ（ｂ）＝ｃ（ｆ（ａ）＝ｃ，ｆ（ｂ）＝ａ的情形类
似）记Ｉ０＝［ａ，ｂ］，Ｉ１＝［ｂ，ｃ］，注意到，ｆ（Ｉ０）Ｉ１，ｆ（Ｉ１）Ｉ０∪Ｉ１

令Ｊ０＝Ｉ１并回忆ｆ（Ｊ０）＝ｆ（Ｉ１）Ｉ１＝Ｊ０由 （１）我们可以找到子区间Ｊ１Ｊ０使
得ｆ（Ｊ１）＝Ｊ０此外，由于ｆ（Ｊ１）＝Ｊ０Ｊ１，我们可以按此过程迭代，得套集序列Ｊｋ，
ｋ＝０，…，ｎ，使得ｆ（Ｊｋ）＝Ｊｋ－１特别，有ｆ

ｎ（Ｊｎ）＝Ｊ０Ｊｎ，因此，由 （２）ｆｎ在Ｊｎ
中有不动点唯一问题是这个点的原始周期是否是 ｎ？很遗憾，由于所有的迭代在
Ｉ１内，我们可能永远得到ｆ相同的不动点为了保证这种情形不会发生，需要对在
第 （ｎ－１）步到Ｉ０然后再回到Ｉ１作仔细分析

所以令 ｎ＞１，并如前定义 Ｊ０…Ｊｎ－２现在看到，ｆ
ｎ－１（Ｊｎ－２）＝ｆ（ｆ

ｎ－２

（Ｊｎ－２））＝ｆ（Ｉ１）Ｉ０因此，我们可以选择子区间 Ｊｎ－１Ｊｎ－２使得 ｆ
ｎ－１（Ｊｎ－１）＝Ｉ０，

从而ｆｎ（Ｊｎ－１）＝ｆ（Ｉ０）Ｉ１又存在子区间ＪｎＪｎ－１使得 ｆ
ｎ（Ｊｎ）＝Ｉ１因此存在 ｆ

ｎ的
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不动点ｘ∈Ｊｎ，使得对ｊ≠ｎ－１有ｆ
ｊ（ｘ）∈Ｉ１和ｆ

ｎ－１（ｘ）∈Ｉ０此外，如果对一切ｊ有
ｆｊ（ｘ）∈Ｉ１，则ｆ

ｎ－１（ｘ）＝ｂ与ａ＝ｆｎ＋１（ｘ）＝ｆ（ｘ）∈Ｉ１矛盾ｘ的原始周期不可能是
ｎ－１，因为ｆｎ－１（ｘ）∈［ａ，ｂ），且如果它小于ｎ－１，则所有的迭代将停留在Ｉ１的内
部，矛盾故原始周期为ｎ，这是我们要证明的 □

逻辑斯谛 （ｌｏｇｉｓｔｉｃ）映射Ｌμ的第一个周期３轨道什么时候出现？对 μ＝４，用
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ求解方程Ｌ３μ（ｘ）＝ｘ，显示存在两个周期３轨道其中一个是

１
２
（１＋ｃ），１－ｃ２，４ｃ２（１－ｃ２{ }），　ｃ＝ｃｏｓπ( )９ ， （１１７）

另一个有点复杂由于对０≤μ≤３没有周期３轨道，Ｌ３μ（ｘ）－ｘ的零点集必须局部
变更因此，我们需要研究方程系统Ｌ３μ（ｘ）＝ｘ，（Ｌ

３
μ）′（ｘ）＝１的解将这个方程输

入Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ得出的轨道解有点复杂，但是对 μ 槡＝１＋２２＝３８２８得到的解比较

简单由于这是对μ∈瓗异于 ｘ＝０，μ＝１的仅有的解，我们知道对 μ≥ 槡１＋２ ２，
逻辑斯谛 （ｌｏｇｉｓｔｉｃ）方程有所有周期的轨道

事实上，这个结果只不过是Ｓａｒｋｏｖｓｋｉｉ的更一般定理的特殊情形为此，我们
首先引入一个自然数很不常用的次序如下首先我们指出，所有的整数可以写为
２ｍ（２ｎ＋１），ｍ，ｎ∈瓔０现在对所有的ｍ∈瓔０和ｎ∈瓔，我们先就ｍ对它们排列，
然后对相同ｍ按照ｎ增加一个次序排列就是说，如果由记Ｓａｒｋｏｖｓｋｉｉ次序，我
们有

３５…２·３２·５…２ｍ（２ｎ＋１）…２２２１ （１１８）
利用这个记号下面的结果成立

定理１１２（Ｓａｒｋｏｖｓｋｉｉ）　假设ｆ∶Ｉ→Ｉ连续且有周期ｍ的轨道则对所有ｍｎ，
它也有原始周期为ｎ的轨道

证明的精神与引理 １１１相似，但十分冗长乏味 因此，我们在这里就省略
了你可以在 （例如）参考文献 ［２４］中找到其证明

问题１１１　从引理１１１的证明求证事实 （１）和 （２）

１１３　关于混沌的定义

这一节我们要确定，什么时候我们考虑的离散动力系统是混沌的我们回到我
们的抽象方法，在距离空间Ｍ中考虑连续映射ｆ∶Ｍ→Ｍ

从一开始我们就很清楚，定义混沌是件困难的事因此，就不奇怪不同的作者
用不同的定义但是在给出定义之前，我们对这个问题先反省一下

首先，你当然同意，混沌系统应该具有对初始条件的敏感性就是说，应该存
在δ＞０，使得对任何ｘ∈Ｍ和任何ε＞０，存在ｙ∈Ｍ以及ｎ∈瓔，使得ｄ（ｘ，ｙ）＜ε
和ｄ（ｆｎ（ｘ），ｆｎ（ｙ））＞δ
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但是，例子

Ｍ＝（０，∞），　ｆ（ｘ）＝（１＋μ）ｘ，　μ＞０ （１１９）
具有对初始条件的敏感性，但是明确地说，这不应该认为是混沌的，因为上面例子

的所有迭代都趋于无穷为了排除这个情况就得引入另一个条件
如上的映射ｆ称为是拓扑传递的，如果对任何给定的开集Ｕ，ＶＭ，存在ｎ∈

瓔，使得ｆｎ（Ｕ）∩Ｖ≠注意，如果系统含有稠密轨道，那它是传递的 （问题

１１２）
在Ｒｏｂｉｎｓｏｎ的书［２４］中，称具有这两个性质的系统为混沌的但是，我们仍将

考虑另外的定义，因为这个定义有点倒退它包括 Ｍ的距离结构，因此拓扑等价
性下的性质不保持两个动力系统（Ｍｊ，ｆｊ），ｊ＝１，２，称为拓扑等价，如果存在同
胚φ：Ｍ１→Ｍ２，使得下面的图可交换：

　Ｍ１　
ｆ
→
１
　Ｍ１

φ　　　　φ

　Ｍ２　
ｆ
→
２
　Ｍ２　 （１１１０）

显然，ｐ２＝φ（ｐ１）是ｆ２的周期ｎ的周期点，当且仅当ｐ１是ｆ１的周期点此外，我们
有Ｗｓ（ｐ２）＝φ（Ｗ

ｓ（ｐ１）），且所有的拓扑性质 （例如传递性）对一个系统成立，当

且仅当它们对另一个系统也成立
另一方面，含有距离结构的性质可能不保持例如，取 φ＝ｘ－１，则上面的例

子映为系统

Ｍ＝（０，∞），　ｆ（ｘ）＝（１＋μ）－１ｘ，　μ＞０， （１１１１）
它不再对初始条件具有敏感性（注意，这里的问题是 Ｍ不是紧的如果 Ｍ是紧
的，则ｆ一致连续，且对初始条件的敏感依赖性得到保持）

因此，我们将用下面属于 Ｄｅｖａｎｅｙ［７］的混沌定义一个 ｆ连续，Ｍ如上为无限
的离散动力系统 （Ｍ，ｆ）称为混沌的，如果它是传递的且周期轨道稠密如果 Ｍ
是有限且传递，不难看到，它是由单个周期轨道组成

下面的引理指出，混沌动力系统具有对初始条件的敏感依赖性
引理１１３　假设ｆ∶Ｍ→Ｍ是混沌的，则它具有对初始条件的敏感依赖性
证明　首先我们看到存在数８δ，使得对所有 ｘ∈Ｍ存在周期点 ｑ∈Ｍ，它的轨

道与ｘ的距离至少是４δ事实上，由于 Ｍ不是有限的，我们可以取不相交轨道的
两个周期点ｑ１和ｑ２设８δ是这两个轨道之间的距离于是由三角不等式，至少从
一个轨道到ｘ的距离必须大于４δ

固定ｘ∈Ｍ和ε＞０，令ｑ是具有距离至少是４δ的周期轨道不妨假设 ε＜δ
由于周期轨道稠密，存在周期ｎ的周期点ｐ∈Ｂε（ｘ）

我们的思路如下由传递性存在接近于ｘ的ｙ，它经ｋ次迭代接近于ｑ现在另
外迭代ｊ次使得ｋ＋ｊ是ｎ的倍数由于０≤ｊ＜ｎ是小数，ｆｋ＋ｊ（ｙ）＝ｐ仍接近于 ｑ的
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轨道因此，ｆｋ＋ｊ（ｙ）离开ｘ而ｆｋ＋ｊ（ｐ）＝ｐ接近于ｘ由于ｆｋ＋ｊ（ｘ）不能彼此接近，我
们有对初始条件的敏感依赖性

现在来详细说明令Ｖ＝∩ｎ－１
ｉ＝０ｆ

－ｉ（Ｂδ（ｆ
ｉ（ｑ）））（即由ｚ∈Ｖ得知，对０≤ｉ＜ｎ有

ｆｉ（ｚ）∈Ｂδ（ｆ
ｉ（ｑ）））由传递性，存在ｙ∈Ｂε （ｘ）使得ｆ

ｋ（ｙ）∈Ｖ，因此ｆｋ＋ｊ（ｙ）∈
Ｂδ（ｆ

ｊ（ｑ））现在由三角不等式和ｆｋ＋ｊ（ｐ）＝ｐ我们有
ｄ（ｆｋ＋ｊ（ｐ），ｆｋ＋ｊ（ｙ））≥ｄ（ｘ，ｆｊ（ｑ））－ｄ（ｆｊ（ｑ），ｆｋ＋ｊ（ｙ））－ｄ（ｐ，ｘ）

＞４δ－δ－δ＝２δ （１１１２）
因此，或者ｄ（ｆｋ＋ｊ（ｙ），ｆｋ＋ｊ（ｘ））＞δ，或者ｄ（ｆｋ＋ｊ（ｐ），ｆｋ＋ｊ（ｘ））＞δ，这就是我们
要证的 □

现在我们已经定义了什么是混沌动力系统，但是我们还没有看到它！事实上，

我们期望在μ＝４的逻辑斯谛 （ｌｏｇｉｓｔｉｃ）映射是混沌的
为看到这一点，利用拓扑等价性通过帐篷映射

Ｍ＝［０，１］，　Ｔμ（ｘ）＝
μ
２
（１－｜２ｘ－１｜） （１１１３）

取便道由同胚φ（ｘ）＝ｓｉｎ
πｘ( )２

２

，帐篷映射Ｔ２等价于逻辑斯谛 （ｌｏｇｉｓｔｉｃ）映射Ｌ４

（问题１１３）因此，一旦我们证明Ｔ２是混沌的，就得知Ｌ４是混沌的
Ｔ２的主要好处是它的迭代容易计算利用

Ｔ２（ｘ）＝
２ｘ，　０≤ｘ≤

１
２
，

２－２ｘ，　
１
２
≤ｘ≤１{ ，

（１１１４）

不难验证

Ｔｎ２（ｘ）＝
２ｎｘ－２ｊ，

２ｊ
２ｎ
≤ｘ≤

２ｊ＋１
２ｎ

２（ｊ＋１）－２ｎｘ，
２ｊ＋１
２ｎ
≤ｘ≤

２ｊ＋２
２



















ｎ
０≤ｊ≤２ｎ－１－１

 （１１１５）

此外，每一个区间Ｉｎ，ｊ＝
ｊ
２ｎ
，
ｊ＋１
２[ ]ｎ 在 Ｔ

ｎ
２作用下映到 ［０，１］因此，每一个区间

Ｉｎ，ｊ（确切地）包含Ｔ
ｎ
２（ｘ）＝ｘ的一个解，故周期点稠密对给定的ｘ∈［０，１］以及ε

＞０，我们可以找到ｎ，ｊ，使得Ｉｎ，ｊＢε（ｘ）从而，Ｔ
ｎ
２（Ｂε（ｘ））＝［０，１］，这证明Ｔ２

是传递的因而，这个系统是混沌的也不难直接证明，Ｔ２对初始条件的敏感依
赖性 （练习）

假设ｆ（０）＝ｆ（１）＝０，ｆ( )１２ ＝１，并设ｆ分别在 ０，[ ]１２ ，
１
２
，[ ]１上单调递增，

递减我们要问是不是任何这样的映射都有类似的性质？是不是这样的映射总是混
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沌的？

问题１１２　求证具有稠密轨道的闭不变集是拓扑传递的

问题１１３　求证Ｔ２和Ｌ４通过映射φ（ｘ）＝ｓｉｎ
πｘ( )２

２

拓扑等价（即，证明φ∶

［０，１］→［０，１］是同胚，且φ°Ｔ２＝Ｌ４°φ）

１１４　康托尔 （Ｃａｎｔｏｒ）集与帐篷映射

现在我们进一步研究μ＞２时的帐篷映射遗憾的是，这时Ｔμ不再将 ［０，１］

映为它自己因此必须考虑它作为瓗上的映射，

Ｍ＝瓗，　Ｔμ（ｘ）＝
μ
２
（１－｜２ｘ－１｜） （１１１６）

不难证明，如果ｘ∈瓗＼［０，１］，则 Ｔｎμ（ｘ）→ －∞从而，大部分点将跑向 －∞不
过，在 ［０，１］上仍有一些点在所有的迭代下仍停留在 ［０，１］ （例如０和１）
但问题是我们如何才能够找到这些点？

设Λ０＝［０，１］于是在一次迭代下映为 Λ０的点由
１
μ
Λ( )０ ∪ １－

１
μ
Λ( )０ 给出，

记这个集合为

Λ１＝ ０，
１[ ]μ ∪ １－

１
μ
，[ ]１ （１１１７）

因为在
１
μ
，１－

１( )μ 中的点经一次迭代都映到瓗＼［０，１］，故瓗 ＼Λ１中所有的点都
跑向－∞

类似地，在一次迭代下映到 Λ１的点是
１
μ
Λ( )１ ∪ １－

１
μ
Λ( )１ 因此，相应的集

合

Λ２＝ ０，
１
μ[ ]２ ∪ １

μ
－
１
μ２
，
１[ ]μ ∪ １－

１
μ
，１－

１
μ
＋
１
μ[ ]２ ∪ １－

１
μ２
，[ ]１ （１１１８）

具有从这个集合开始的点经两次迭代仍留在 ［０，１］中的性质由归纳法，我们

得到集合Λｎ＝
１
μ
Λｎ( )－１ ∪ １－

１
μ
Λｎ( )－１ ，它有从其中开始的点至少经ｎ次迭代仍留

在 ［０，１］中的性质此外，每一个集合Λｎ是由２
ｎ个长度为μ－ｎ的闭子区间所组

成
现在，如果我们要求它们留在 ［０，１］中，就必须取所有这些集合的交，就

是说，定义

Λ＝∩
ｎ∈瓔
Λｎ［０，１］ （１１１９）
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由于集合Λｎ构成紧集套序列，集合Λ也是紧且非空的由 Λ的构造它是不变的，
因为我们有

Ｔμ（Λ）＝Λ， （１１２０）
且在开集瓗＼Λ中的所有点都收敛于－∞

此外，由于Λｎ的子区间的端点就是ｆ
－ｎ（｛０，１｝），且我们看到这些点在Λ内

现在集合Λ有两个更有趣的性质首先它是全不连通的，即它不包含开子区间
事实上，这是容易得知的，因为它的勒贝格 （Ｌｅｂｅｓｇｕｅ）测度｜Λ｜≤ｌｉｍ

ｎ→∞
｜Λｎ｜＝ｌｉｍｎ→∞

（２／μ）ｎ＝０为零第二，它是完满的，即它的每一点都是聚点这也不难看出，因
为由ｘ∈Λ得知，对每一个ｎ，ｘ必须位于Λｎ的某个子区间内由于这些子区间的
端点在Λ内 （如前指出的）且收敛于ｘ，故点ｘ是聚点

全不连通的完满紧集称为康托尔 （Ｃａｎｔｏｒ）集因此我们证明了：
引理１１４　集合Λ是康托尔 （Ｃａｎｔｏｒ）集
这个结论也并不奇怪，因为它的这个结构很像你从分析教程中知道的三分集的

结构此外，如果我们选择μ＝３，我们就确切地得到康托尔 （Ｃａｎｔｏｒ）三分集也
许你还会想到，这时如果我们将ｘ写为三进制系统，就可很方便地刻画它为此，
固定μ＝３，将ｘ写为

ｘ＝∑
ｎ∈瓗

ｘｎ
３ｎ
，　ｘｎ∈｛０，１，２｝ （１１２１）

回想这个表达式不是唯一的，因为我们有，例如，
１
３
＝０１＝００２，或者

２
３
＝０２

…＝０１２…这里的ｘ表示对应的数字重复无限多次对我们来说，较方便的是排
除以１和１２结尾的表达式于是，我们有 Λｎ＝｛ｘ｜ｘｊ≠１，１≤ｊ≤ｎ｝（问题１１５），
从而

Λｎ＝｛ｘ｜ｘｊ≠１，ｊ∈瓔｝ （１１２２）
此外，Ｔ３的作用也可以用记号

ｘ１ ＝０　　Ｔ３（ｘ）＝∑
ｎ∈瓔

ｘｎ＋１
３ｎ
，

ｘ１ ＝１　　Ｔ３（ｘ）［０，１］，

ｘ１ ＝２　　Ｔ３（ｘ）＝∑
ｎ∈瓔

ｘ′ｎ＋１
３













ｎ

（１１２３）

明显地刻画，其中ｘ′ｎ＝２－ｘｊ（即０′＝２，１′＝１，２′＝０）遗憾的是，这个刻画仍有
些退却首先，我们不可能从观察前面 ｎ个数位就分辨两个很接近的点 ｘ，ｙ，其
次有一点烦的是Ｔ３并不是简单地调换了序列 ｘｎ的次序最后，它仅仅对 μ＝３有
效

为此，我们仍回到任意μ＞２，并看看是否可以做得更好一点设Σ２＝｛０，１｝瓔０
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是只取０和１值的序列集

令Ｉ０＝ ０，
１[ ]μ ，Ｉ１＝ １－

１
μ
，[ ]１，定义旅程映射

φ：Λ→Σ２
ｘ ｘｎ＝ｊ　如果　Ｔ

ｎ
μ（ｘ）∈Ｉｊ （１１２４）

于是，φ有定义且Ｔμ对ｘｎ的作用刚好是简单的移位就是说，如果我们引入移位
映射σ∶Σ２→Σ２，（ｘ０，ｘ１，…） （ｘ１，ｘ２，…），则有 σ°φ＝φ°Ｔμ，这看上去好像 （Λ，
Ｔμ）和 （Σ２，σ）之间有拓扑等价性但在验证它之前我们还需要一些进一步的定
义

首先，我们需要确认 （Σ２，σ）是一个动力系统因此需要在Σ２上引入距离
我们取的距离如下：

ｄ（ｘ，ｙ）＝∑
ｎ∈瓔０

｜ｘｎ－ｙｎ｜

２ｎ
（１１２５）

（证明这事实上是距离）其次，需要确认σ连续不过由于
ｄ（σ（ｘ），σ（ｙ））≤２ｄ（ｘ，ｙ）， （１１２６）

立刻得知σ甚至是一致连续的
因而，余下的我们只需证明φ是同胚
现在开始回到Λｎ的构造如果令Ｉ＝［０，１］，我们看到，Λ１是由两个子区间Ｉ０

＝
１
μ
Ｉ和Ｉ１＝１－

１
μ
Ｉ组成用归纳法我们得到，集合Λｎ是由２

ｎ个子区间 Ｉｓ０，…，ｓｎ－１，

ｓｊ∈｛０，１｝组成，它们由Ｉ０，ｓ０，…，ｓｎ＝
１
μ
Ｉｓ０，…，ｓｎ和Ｉ１，ｓ０，…，ｓｎ＝１－

１
μ
Ｉｓ０，…，ｓｎ递归定义注意，

Ｔμ（Ｉｓ０，…，ｓｎ）＝Ｉｓ１，…，ｓｎ
由构造我们有 ｘ∈Ｉｓ０，…，ｓｎ，当且仅当对 ０≤ｉ≤ｎ，有 φ（ｘ）ｉ＝ｓｉ现在取序列

ｓ∈Σ２，并考虑区间套的交
Ｉｓ＝∩ｎ∈瓔０

Ｉｓ０，…，ｓｎ （１１２７）

由紧集的有限交性质，它是非空的区间，因此，φ是映上的由｜Ｉｓ０，…，ｓｎ｜＝μ
－ｎ－１，

它的长度是零，因此它只能包含一点，这就是说，φ是一个单射
如果ｘ和ｙ接近，则由Ｔμ的连续性，Ｔμ（ｘ）

ｎ和Ｔμ（ｙ）
ｎ也接近因此，对充分

接近ｘ的ｙ，前ｎ次迭代也将充分接近，使得对０≤ｊ≤ｎ，有ｘｊ＝ｙｊ但是由此得知，
φ（ｘ）和φ（ｙ）接近，因此 φ连续类似地，由 φ（ｘ）和 φ（ｙ）接近，得知前 ｎ项相
等因此ｘ，ｙ∈Ｉｘ０，…，ｘｎ＝Ｉｙ０，…，ｙｎ接近，故φ

－１连续
综上所述，我们得到：

定理１１５　两个动力系统（Λ，Ｔμ），μ＞２和（Σ２，σ）通过同胚 φ∶Λ→Σ２是拓扑
等价的

·２０２· 第３部分　混　　沌



因此，为了了解μ＞２时的帐篷映射，所有需要做的是研究在Σ２上的移位映射
σ事实上，我们将在下一节证明 （Σ２，σ），从而，（Λ，Ｔμ），μ＞２是混沌的

问题１１４　求证两个不同的三进制展开式定义同一个数∑
ｎ∈瓔
ｘｎ３

－ｎ ＝∑
ｎ∈瓔
ｙｎ３

－ｎ，

当且仅当存在某个ｎ０∈瓔使得对ｎ＜ｎ０有ｘｊ＝ｙｊ，对ｎ＝ｎ０有ｘｊ＝ｙｊ±１以及对ｎ＞
ｎ０有ｘｊ＝ｙｊ２求证如果展开式排除以１或者１２结尾，则每个ｘ∈［０，１］有唯一展
开式

问题１１５　求证对μ＝３我们有 Λｎ＝｛ｘ｜ｘｊ≠１，１≤ｊ≤ｎ｝，其中 ｘｊ是如上一个
问题中的三进制展开式中的数字

１１５　符号动力学

上一节的考虑已经显示，有限多个符号的序列空间上的移位映射隐含着帐篷映

射这对其他系统也成立因此，这值得进一步研究，现在我们就来做这件事
设Ｎ∈瓔＼｛１｝，定义Ｎ个符号的空间

ΣＮ＝｛０，１，…，Ｎ－１｝瓔０ （１１２８）
为仅取值０，…，Ｎ－１的序列集注意ΣＮ是不可数的 （为什么？）

定义

ｄ（ｘ，ｙ）＝∑
ｎ∈瓔０

｜ｘｎ－ｙｎ｜

Ｎｎ
， （１１２９）

于是ΣＮ变成一个距离空间注意到两点ｘ和 ｙ接近，当且仅当它们前面的 ｎ个值
重合更确切地说：

引理１１６　如果对所有ｊ≤ｎ有ｘｊ＝ｙｊ，则我们有ｄ（ｘ，ｙ）≤Ｎ
－ｎ，以及，如果至

少对一个ｊ≤ｎ有ｘｊ≠ｙｊ，则我们有ｄ（ｘ，ｙ）≥Ｎ
－ｎ

证明　假设对所有ｊ≤ｎ有ｘｊ＝ｙｊ，则

ｄ（ｘ，ｙ）＝∑
ｊ＞ｎ

｜ｘｊ－ｙｊ｜

Ｎｊ
≤
１
Ｎｎ＋１∑ｊ≥０

Ｎ－１
Ｎｊ

＝
１
Ｎｎ
 （１１３０）

反之，如果至少对一个ｊ≤ｎ有ｘｊ≠ｙｊ，则我们有

ｄ（ｘ，ｙ）＝∑
ｋ∈瓔

｜ｘｋ－ｙｋ｜

Ｎｋ
≥
１
Ｎｊ
≥
１
Ｎｎ
 （１１３１）

□
首先我们证明ΣＮ是康托尔 （Ｃａｎｔｏｒ）集，就是说它是紧的，完满的以及全不

连通的这里一个拓扑空间Ｍ称为全不连通，如果对任何两点ｘ和ｙ，存在互不相
交的开邻域Ｕ和Ｖ，使得Ｕ∪Ｖ＝Ｍ我们把它留作练习，让你证明这个定义等价于
我们前面对实直线子集的有关定义 （问题１１６）

引理１１７　集合ΣＮ是康托尔 （Ｃａｎｔｏｒ）集
证明　首先证明ΣＮ是紧的我们需要证明每一个序列ｘｎ包含收敛的子序列
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给定ｘｎ，可找子序列ｘ０，ｎ，使得对所有ｎ，ｘ０，ｎ是相同的归纳地，我们得到子序列
ｘｍ，ｎ，使得，若０≤ｋ≤ｊ≤ｍ，则ｘｊ，ｎｋ ＝ｘ

ｍ，ｎ
ｋ 对所有ｎ是相同的现在看到ｘ

ｍ，ｎ是收敛

子序列，因为对所有ｊ≤ｍｉｎ（ｍ，ｎ）有ｘｎ，ｎｊ ＝ｘ
ｍ，ｍ
ｊ 

为了看到ΣΣ是完满的，固定ｘ并定义ｘ
ｎ，使得对０≤ｊ≤ｎ，有ｘｎｊ＝ｘｊ，和ｘ

ｎ
ｎ＋１

≠ｘｎ＋１因此，ｘ≠ｘ
ｎ且ｘｎ收敛于ｘ

为了看到ΣＮ是全不连通的，注意到映射 δｊ０∶ΣＮ→｛０，…，Ｎ－１｝，ｘ ｘｊ０连续

因此，对固定的ｊ０和ｃ，集合Ｕ＝｛ｘ｜ｘｊ０＝ｃ｝＝δ
－１
ｊ０ （ｃ）是开的，故 Ｖ＝｛ｘ｜ｘｊ０≠ｃ｝也

是开的现在令ｘ，ｙ∈ΣＮ，如果ｘ≠ｙ，则存在ｊ０，使得ｘｊ０≠ｙｊ０取ｃ＝ｘｊ０，于是由
上面的讨论知道，Ｕ和Ｖ是互不相交的开集，其并是ΣＮ，它分别包含ｘ和ｙ □

在ΣＮ上我们有移位映射
σ∶ΣＮ　　→ΣＮ

　（ｘ０，ｘ１，…） （ｘ１，ｘ２，…）， （１１３２）
它是一致连续的，因为有

ｄ（σ（ｘ），σ（ｙ））≤Ｎｄ（ｘ，ｙ） （１１３３）
进一步，我们现在将证明它是混沌的注意到，点ｘ是σ的周期点，当且仅当它是
一个周期序列

引理１１８　移位映射有可数多个稠密的周期点
证明　由于满足σｎ（ｘ）＝ｘ的序列由它前面ｎ个系数唯一确定，从而这个方程

恰有Ｎｎ个解因此存在可数多个周期轨道此外，如果 ｘ给定，我们可以用 ｘ的
前面ｎ个系数然后周期地重复它们定义ｘｎ于是ｘｎ是收敛于ｘ的周期点序列从而
周期点稠密 □

引理１１９　移位映射有稠密轨道
证明　轨道构造如下以值０，…，Ｎ－１开始作为前面的系数现在加入０，…，

Ｎ－１的所有Ｎ２个两个数字的组合接下来加入所有 Ｎ３个三个数字的组合归纳
地我们得到序列ｘ，例如对Ｎ＝２我们必须取０，１；００，０１，１０，１１；…，即ｘ＝（０，１，０，
０，０，１，１，０，１，１，…）我们期望ｘ的轨道是稠密的事实上，设ｙ给定由
构造ｙ的前面ｎ个系数作为ｘ的某处的一段出现因此，可将ｘ移位ｋ次直到这段
到达开始位置，从而我们有ｄ（ｙ，σｋ（ｘ））≤Ｎ－ｎ，因而这个轨道稠密 □

结合这两个引理，我们看到 （ΣＮ，σ）是混沌的σ对初始条件有敏感依赖性
的直接证明留给读者作为练习

在上一节我们已经看到，可以证明许多动力系统 （或者某些子系统）都拓扑

等价于移位映射因此，它是混沌映射的典型例子
但是有时候也有必要只考虑ΣＮ的某些子集，因为它可能给出所给问题中仅允

许有的某些传递性例如，上一节考虑的情形那里我们有Σ２，且对ｘ∈Σ２，ｘｎ告
诉我们或者ｎ次迭代在Ｉ０内，或者在Ｉ１内现在对不同的系统，从Ｉ１中出发的点
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一旦进入Ｉ０可能就永远回不到Ｉ１换句话说，０永远不可能被１跟随这种情形可
以用引入传递矩阵方便地说明

传递矩阵Ａ是Ｎ×Ｎ矩阵，它所有的元素是０或１如果 Ａｊ，ｋ＝１，假设有序偶
ｊ，ｋ在序列ｘ中只可能作为邻近元素出现则对应的子集记为

ΣＡＮ＝｛ｘ∈ΣＮ｜Ａｘｎ，ｘｎ＋１＝１　对所有的　ｎ∈瓔０｝ （１１３４）
显然σ映ΣＡＮ为它自身，这时动力系统 （ΣＡＮ，σ）称为有限型子移位不难看出，
ΣＡＮ是ΣＮ的闭子集，因此是紧的此外，作为连续映射的限制，σ在 Σ

Ａ
Ｎ上连续

我们用σＡ记这个限制
现在回到我们的例子在这里有

Ａ＝
１ ０( )１ １

 （１１３５）

很显然，只允许先含有有限个１（可能没有），然后仅有０的序列特别地，除了ｘ
＝（１，１，１，…），所有点都是最终不动点，并收敛于点ｘ＝（０，０，０，…）故这个系统
确定不是混沌系统所有其他可能性同样成立，除了

Ａ＝
１ １( )１ １

， （１１３６）

在这种情形我们有ΣＡ２＝Σ２因此，我们需要另外的条件以保证子移位是混沌的
转移矩阵称为传递的，如果存在整数 ｌ∈瓔，使得对一切０≤ｊ，ｋ≤Ｎ－１有

（Ａｌ）ｊ，ｋ≠０
设Ａ是转移矩阵我们称 （ｘ１，…，ｘｋ）是长度为ｋ的可允许段，如果对１≤ｊ

≤ｋ－１有Ａｘｊ，ｘｊ＋１＝１下面的引理解释Ａ
ｌ的重要性

引理１１１０　Ａｌ的（ｊ，ｋ）元素等于长度为 ｌ＋１的可允许段（ｘ０，…ｘｌ）的个数，
其中ｘ０＝ｊ和ｘｌ＝ｋ

特别地，长度为ｌ的周期轨道的个数等于ｔｒ（Ａｌ）
证明　注意到，Ａｌ的（ｊ，ｋ）元素是

（Ａｌ）ｊ，ｋ ＝ ∑
ｘ１，…，ｘｌ－１

Ａｊ，ｘ１Ａｘ１，ｘ２…Ａｘｌ－２，ｘｌ－１Ａｘｌ－１，ｘｋ， （１１３７）

上面的乘积等于１，当且仅当段（ｊ，ｘ１，…，ｘｌ－１，ｋ）是可允许的 □

特别地，对传递的Ａ，我们得到下面的简单结论，它是证明传递子移位是混沌
的关键因素

推论１１１１　如果Ａ是传递的，ｌ如上，则存在可允许段（ｘ１，…，ｘｌ－１），使得
对一切０≤ｊ，ｋ≤Ｎ－１，（ｊ，ｘ１，…，ｘｌ－１，ｋ）是可允许段

这条引理确保，如果Ａ是传递的，则存在长度为 ｌ－１的可允许段，使得我们
可以用可允许段的两端粘合的方法，得到的段还是可允许的！

作为它的第一个应用，我们证明：
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引理１１１２　假设Ａ是传递的，则ΣＡＮ是康托尔 （Ｃａｎｔｏｒ）集
证明　如我们先前指出的，ΣＡＮ是紧的此外，作为全不连通集的子集是全不

连通的现在令ｘ∈ΣＡＮ已给定为了证明存在任意接近于ｘ的点，开始取前面ｎ个
系数并从推论１１１１将长度为ｌ－１的可允许段加到末尾接下来将单个系数加到
末尾，使得所得的段不同于ｘ对应的段最后，将长度为 ｌ－１的可允许段递归地
填满这个序列选择大ｎ使得所构造的点任意接近于ｘ，证明完毕 □

作为第二个应用，我们证明（ΣＡＮ，σ）是混沌的
引理１１１３　假设Ａ是传递的，则在 ΣＡＮ上的移位映射有稠密的可数多个周期

点
证明　证明类似于上面证明的最后部分首先证明周期点是稠密的设 ｘ给

定，取前ｎ个系数并从推论１１１１将长度为 ｌ－１的可允许段加到末尾现在取这
个元素段并周期地重复它余下的证明是直接的 □

引理１１１４　假设Ａ是传递的，则在ΣＡＮ上的移位映射有稠密轨道
证明　证明如同满移位的情形取长度为１，２，３，…的所有可允许段，并从

推论１１１１将它们中长度为ｌ－１的可允许段粘合在一起 □
最后，我们注意，如果用瓔代替瓔０，类似的结论也成立设 Ｎ∈瓔＼｛１｝，并

定义

ΣＮ＝｛０，１，…，Ｎ－１｝瓕 （１１３８）
为仅取值０，…，Ｎ－１的双向无穷序列定义

ｄ（ｘ，ｙ）＝
１
２∑ｎ∈瓔０

｜ｘｎ－ｙｎ｜＋｜ｘ－ｎ－ｙ－ｎ｜

Ｎｎ
， （１１３９）

于是ΣＮ变成一个距离空间我们又一次有：
引理１１１５　如果对所有｜ｊ｜≤ｎ，有ｘｊ＝ｙｊ，则我们有ｄ（ｘ，ｙ）≤Ｎ

－ｎ，以及，如

果对至少一个｜ｊ｜≤ｎ，有ｘｊ≠ｙｊ，则我们有ｄ（ｘ，ｙ）≥Ｎ
－ｎ

移位映射σ的定义如前但是，注意，在这种情形 σ可逆所有其他结果不
用进一步修改而成立详细情形留给读者

问题１１６　求证这一节给出的全不连通集的定义与上一节对瓗的子集给出的
定义是相同的（提示：如果ｘ，ｙ∈Ｍ瓗且Ｍ不包含开区间，则在ｘ和ｙ之间存
在ｚＭ）

问题１１７　对两个符号的移位映射 （参看问题１０７）求证：所有的点都是非
游荡的，Ｎｗａ（σ）＝Σ２存在回归点不是周期点以及存在非游荡点不是回归点

问题１１８　离散动力系统ｆ∶Ｍ→Ｍ的（阿延（ＡｒｔｉｎＭａｚｕｒ））ζ函数定义为

ζｆ（ｚ）＝ｅｘｐ∑
∞

ｎ＝１

ｚｎ

ｎ
｜Ｆｉｘ（ｆｎ）( )｜，

其中｜Ｆｉｘ（ｆｎ）｜是 ｆｎ的不动点集的基数 （只要对每个 ｎ这个数有限）等价地，
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｜Ｆｉｘ（ｆｎ）｜是周期为ｎ的周期轨道的数目
求证

ζσＡ（ｚ）＝
１

ｄｅｔ（Ｉ－ｚＡ）
，　｜ｚ｜＜‖Ａ‖

（提示：３１７））

１１６　奇怪吸引子／奇怪排斥子与分形集

紧不变集Λ，ｆ（Λ）＝Λ称为吸引的，如果存在 Λ的邻域 Ｕ，使得对所有 ｘ∈Ｕ
当ｎ→∞时有ｄ（ｆｎ（ｘ），Λ）→０紧不变集Λ，ｆ（Λ）＝Λ称为排斥的，如果存在Λ的
邻域Ｕ，使得对所有ｘ∈Ｕ＼Λ，存在ｎ满足ｆｎ（ｘ）Ｕ

例如，设ｆ（ｘ）＝ｘ３，则 ｛０｝是吸引集，［－１，１］是排斥集为了排除上面
例子中像 ［－１，１］的集合，我们将引入另外的条件一个吸引集 （对应的排斥

集）称为吸引子 （对应的排斥子），如果它是拓扑传递的
如果ｆ可微，则存在判断什么时候不变集是吸引的 （对应的排斥的）的简单准

则
定理１１１６　假设ｆ∶Ｉ→Ｉ连续可微，Λ是紧不变集如果存在ｎ０∈瓔，使得对

所有ｘ∈Λ有｜ｄ（ｆｎ０）ｘ｜＜１，则Λ是吸引的类似地，如果存在ｎ０∈瓔，使得对所
有的ｘ∈Λ有｜ｄ（ｆｎ０）ｘ｜＞１，则Λ是排斥的

证明　我们仅证明第一个论断第二个类似选择α使得ｍａｘｘ∈Λ｜ｄ（ｆ
ｎ０）ｘ｜＜α

＜１对Λ中的每一个ｙ，存在包含ｙ的 （非空）开区间Ｉｙ，使得对所有ｘ∈Ｉｙ有｜ｄ
（ｆｎ０）ｘ｜≤α现在令Ｕ是所有这些区间的并固定ｘ∈Ｕ，而令ｙ∈Λ，使得ｄ（ｘ，Λ）
＝｜ｘ－ｙ｜于是，由中值定理，

ｄ（ｆｎ０（ｘ），Λ）≤｜ｆｎ０（ｘ）－ｆｎ０（ｙ）｜≤α｜ｘ－ｙ｜＝αｄ（ｘ，Λ）
因此ｄ（ｆｎ０ｎ（ｘ），Λ）→０，又由ｆ的连续性和Λ的不变性，对０≤ｊ≤ｎ０，我们也

有ｄ（ｆｎ０ｎ＋ｊ（ｘ），Λ）→０从而，论断得证 □
上面的排斥集，吸引集分别称为双曲排斥集和双曲吸引集
吸引子和排斥子Λ称为是奇怪的，如果动力系统（Λ，ｆ）是混沌的，且 Λ是分

形的
我们已经知道第一个条件是什么意思，但你或许还不知道什么是分形简短的

回答是，一个集合称为是分形的，如果它的豪斯多夫 （Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ）维数不是整数
但是，由于你也许还不知道什么是豪斯多夫 （Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ）维数，让我们给你详细回
答

首先我们略去所有的技术细节 （例如可在参考文献 ［２６］中找到）来解释什
么是豪斯多夫 （Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ）测度
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回忆瓗ｎ的 （非空）子集Ｕ的直径定义为ｄ（Ｕ）＝ｓｕｐ
ｘ，ｙ∈Ｕ
｜ｘ－ｙ｜Ｕ的覆盖｛Ｖｊ｝称

为δ覆盖，如果它可数且对所有ｊ有ｄ（Ｖｊ）≤δ
对瓗ｎ的子集Ｕ以及α≥０，δ＞０我们定义

ｈａδ ＝ {ｉｎｆ∑
ｊ
ｄ（Ｖｊ）α｜｛Ｖｊ｝是δ的Ｕ }覆盖 ∈［０，∞］ （１１４０）

当δ减少时允许覆盖的个数减少，因此，作为δ的函数ｈαδ（Ｕ）增加从而极限
ｈα（Ｕ）＝ｌｉｍ

δ→０＋
ｈαδ（Ｕ）＝ｓｕｐδ＞０ｈ

α
δ（Ｕ） （１１４１）

存在此外，不难证明，如果ＵＶ，则ｈα（Ｕ）≤ｈα（Ｖ）对可数并我们有

ｈα（∪
ｊ
Ｕｊ）≤∑

ｊ
ｈα（Ｕｊ） （１１４２）

　例如，可参看张恭庆编写的泛函分析下册译者注

因此，ｈα是外测度，所得的在博雷尔 （Ｂｏｒｅｌ）σ代数上的测度称为 α维豪斯多
夫 （Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ）测度对任何不相交集Ｕｊ的可数并，如同任何测度，它满足

ｈα（）＝０，

ｈα（∪
ｊ
Ｕｊ）＝∑

ｊ
ｈα（Ｕｊ） （１１４３）

例如，考虑情形α＝０假设Ｕ＝｛ｘ，ｙ｝由两个点组成则对δ≥｜ｘ－ｙ｜有ｈ０δ（Ｕ）
＝１，对δ＜｜ｘ－ｙ｜有ｈ０δ（Ｕ）＝２特别地，ｈ

０（Ｕ）＝２类似地，不难看出，ｈ０（Ｕ）刚
好是Ｕ中的点数在另一个极端，可以证明ｈｎ（Ｕ）＝ｃｎ／２

ｎ｜Ｕ｜，其中｜Ｕ｜表示Ｕ的
Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度，ｃｎ＝π

ｎ／２／Γ（ｎ／２＋１）是瓗ｎ中的单位球的体积
利用对λ＞０映射λ∶ｘ λｘ是δ覆盖和（δ／λ）覆盖之间的双射的事实，容易得

到关于豪斯多夫 （Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ）测度的标度化性质：
引理１１１７　设λ＞０以及Ｕ是瓗ｎ的博雷尔 （Ｂｏｒｅｌ）集，则

ｈα（λＵ）＝λαｈα（Ｕ） （１１４４）
此外，豪斯多夫 （Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ）测度在赫尔德 （Ｈｏｌｄｅｒ）一致连续映射下也具有

很好的性质
引理１１１８　假设ｆ∶Ｕ→瓗ｎ关于指数γ＞０是赫尔德 （Ｈｏｌｄｅｒ）一致连续，即

｜ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）｜≤ｃ｜ｘ－ｙ｜γ，对所有ｘ，ｙ∈Ｕ， （１１４５）
则

ｈα（ｆ（Ｕ））≤ｃαｈαγ（Ｕ） （１１４６）
证明　一个简单的事实是，对博雷尔 （Ｂｏｒｅｌ）集 Ｕ的每一个 δ覆盖｛Ｖｊ｝，集

合｛ｆ（Ｕ∩Ｖｊ）｝是博雷尔 （Ｂｏｒｅｌ）集合ｆ（Ｕ）的（ｃδγ）覆盖 □
现在我们准备好了来定义豪斯多夫 （Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ）维数首先注意，ｈαδ对 δ＜１

关于 α不增，因此对 ｈα 也不增 此外，对 α≤ β，我们有 ∑ｊ
ｄ（Ｖｊ）β ≤

δβ－α∑ｊ
ｄ（Ｖｊ）α，因此
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ｈβδ（Ｕ）≤δ
β－αｈαδ（Ｕ）≤δ

β－αｈα（Ｕ） （１１４７）
因而，如果ｈα（Ｕ）有限，则对每一个 β＞α，有 ｈβ（Ｕ）＝０故必须存在 α的一个
值，在这个值，集合的豪斯多夫 （Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ）测度从∞跳到０这个值就称为豪斯
多夫 （Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ）维数

ｄｉｍＨ（Ｕ）＝ｉｎｆ｛α｜ｈα（Ｕ）＝０｝＝ｓｕｐ｛α｜ｈα（Ｕ）＝∞｝ （１１４８）
可以证明，瓗ｎ的ｍ维子流形的豪斯多夫 （Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ）维数仍是 ｍ此外，我们也
不难看出，有ｄｉｍＨ（Ｕ）≤ｎ（问题１１１０）

当计算豪斯多夫 （Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ）维数时下面的观察是有用的首先，豪斯多夫
（Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ）维数是单调的，就是说，对 ＵＶ我们有 ｄｉｍＨ（Ｕ）≤ｄｉｍＨ（Ｖ）此外，
如果Ｕｊ是博雷尔 （Ｂｏｒｅｌ）集的 （可数）序列，则我们有

ｄｉｍＨ（∪ｊＵｊ）＝ｓｕｐｊｄｉｍＨ（Ｕｊ）（证明之）
利用引理１１１８，我们也可直接证明：
引理１１１９　假设ｆ∶Ｕ→瓗ｎ关于指数γ是赫德尔 （Ｈｏｌｄｅｒ）一致连续，即

｜ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）｜≤ｃ｜ｘ－ｙ｜γ　，　对一切　ｘ，ｙ∈Ｕ， （１１４９）
则

ｄｉｍＨ（ｆ（Ｕ））≤
１
γ
ｄｉｍＨ（Ｕ） （１１５０）

类似地，如果ｆ是双向利普希茨 （Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ）连续，即
ａ｜ｘ－ｙ｜≤｜ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）｜≤ｂ｜ｘ－ｙ｜，对所有的ｘ，ｙ∈Ｕ， （１１５１）

则

ｄｉｍＨ（ｆ（Ｕ））＝ｄｉｍＨ（Ｕ） （１１５２）
我们用计算帐篷映射Ｔμ的排斥子的豪斯多夫 （Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ）维数来结束本节
定理１１２０　帐篷映射Ｔμ的排斥子Λ的豪斯多夫 （Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ）维数是

ｄｉｍＨ（Λ）＝
ｌｎ（２）
ｌｎ（μ）

，　μ≥２ （１１５３）

特别地，它是奇怪吸引子

证明　设δ＝μ－ｎ利用 δ覆盖 Ｉｓ０，…，ｓｎ－１，我们看到，ｈ
α
δ（Λ）≤

２
μ( )α

ｎ

因此，对

α＝ｄ＝ｌｎ（２）／ｌｎ（μ）有ｈｄδ（Λ）≤１，故ｄｉｍＨ（Λ）≤ｄ
反向不等式的证明有点困难设｛Ｖｊ｝是一个覆盖假设 μ＞２（因为对 μ＝２我

们刚好有Λ＝［０，１］），以及δ＜１－２μ－１显然，不妨假设所有的 Ｖｊ是开区间此
外由紧性，有限个这样的集合覆盖了Λ去掉所有其他区间并固定ｊ进一步，增大
每个区间Ｖｊ至多ε

对Ｖｊ存在ｋ，使得
１－２μ－１

μｋ
≤｜Ｖｊ｜＜

１－２μ－１

μｋ－１
 （１１５４）
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由于Λｋ中两个区间之距离至少是
１－２μ－１

μｋ－１
，我们至多可以与这样的一个区间相交

对ｎ≥ｋ，我们看到，Ｖｊ至多与Λｎ的２
ｎ－ｋ＝２ｎ（μ－ｋ）ｄ≤２ｎ（１－２μ－１）－ｄ｜Ｖｊ｜

ｄ个区间

相交
现在选择ｎ大于所有的ｋ（对所有Ｖｊ）由于｛Ｖｊ｝覆盖了Λ，它们必须与Λｎ中的

所有２ｎ个区间相交，因此，最后得到

２ｎ≤∑
ｊ

２ｎ

（１－２μ－１）ｄ
｜Ｖｊ｜

ｄ， （１１５５）

它与我们第一个估计一起，得

１－
２( )μ

ｄ

≤ｈｄ（Λ）≤１ （１１５６）

□
注意到，我们也可通过对α求解下面等式

ｈα（Λ）＝ｈα（Λ∩Ｉ０）＋ｈα（Λ∩Ｉ１）＝２ｈα（Λ∩Ｉ０）

＝
２
μα
ｈα（Ｔμ（Λ∩Ｉ０））＝

２
μα
ｈα（Λ）， （１１５７）

从豪斯多夫 （Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ）测度的标度化性质形式地推导这个结果但是，这只有我
们已经知道了对某α有０＜ｈα（Λ）＜∞时才有可能

问题１１９　设Ｃ＝［０，１］×｛０｝瓗２证明ｈ１（Ｃ）＝１
问题１１１０　求证，对每一个Ｕ瓗ｎ，有 ｄｉｍＨ（Ｕ）≤ｎ（提示：对 Ｕ只需取

单位立方体现在将Ｕ分解成边长为１／ｋ的ｋｎ个立方体）

１１７　作为混沌源的同宿轨道

在这一节我们要证明，对其他映射可与帐篷映射类似地考虑我们从对 μ＞４
的逻辑斯谛 （ｌｏｇｉｓｔｉｃ）映射开始如同对帐篷映，不难证明，如果 ｘ∈瓗＼［０，１］，
则Ｌｎμ（ｘ）→－∞因此，大部分点将跑向－∞，我们要找对所有迭代都停留在 ［０，
１］中的点

令Λ０＝［０，１］，则Λ１＝Ｌ
－１
μ （Λ０）是由

Λ１＝Ｉ０∪Ｉ１＝［０，Ｇμ（１）］∪［１－Ｇμ（１），１］ （１１５８）
给出，其中

Ｇμ（ｘ）＝
１
２
－
１
４
－
ｘ

槡 μ
，　Ｌμ（Ｇμ（ｘ））＝ｘ，　０≤ｘ≤１ （１１５９）

为使我们的工作变得容易些，将作额外假设

Ｌ′μ（ｘ）＝μ（１－２ｘ）≥α＞１，对ｘ∈Ｉ０ （１１６０）
由于我们有

μ（４－μ槡 ）＝Ｌ′μ（Ｇμ（１））≤｜Ｌ′μ（ｘ）｜≤Ｌ′μ（０）＝μ，　ｘ∈Ｉ０∪Ｉ１， （１１６１）
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故μ 槡＞２＋５＝４２３６μ＞４的一般情形可在Ｒｏｂｉｎｓｏｎ的书［２３］中找到
现在，如同对帐篷映射情形的讨论，我们看到，存在包含２ｎ个通过 Ｉ０，ｓ０，…，ｓｎ＝

Ｇμ（Ｉｓ０，…，ｓｎ）和Ｉ１，ｓ０，…，ｓｎ＝１－Ｇμ（Ｉｓ０，…，ｓｎ）递归定义的子区间 Ｉｓ０，…，ｓｎ－１，ｓｊ∈｛０，１｝组成
的嵌套集序列Λｎ唯一的区别是，由于Ｌμ不是 （逐段）线性，我们并不知道区间

Ｉｓ０，…，ｓｎ－１的长度但是，由假设（１１６０）我们知道，Ｇ′μ（ｘ）≤α
－１，因此，｜Ｉｓ０，…，ｓｎ－１｜

≤Ｇμ（１）α
－ｎ但这是我们已经对帐篷映射所用过的一切，因此通过同样的证明可

得：

定理１１２１　假设μ 槡＞２＋５则逻辑斯谛 （ｌｏｇｉｓｔｉｃ）映射Ｌμ使得集合
Λ＝∩

ｎ∈瓔
Λｎ［０，１］ （１１６２）

不变所有的点ｘ∈瓗＼Λ满足ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｌｎμ（ｘ）＝－∞集合Λ是康托尔 （Ｃａｎｔｏｒ）集，动

力系统（Λ，Ｌμ）拓扑等价于通过旅程映射
φ∶Λ→Σ２

ｘ ｘｎ＝ｊ　如果Ｌ
ｎ
μ（ｘ）∈Ｉｊ （１１６３）

的两个符号（Σ２，σ）上的移位映射特别地，（Λ，Ｌμ）是混沌的
显然，我们也要知道逻辑斯谛 （ｌｏｇｉｓｔｉｃ）映射的排斥子Λ是否是奇怪的
定理１１２２　逻辑斯谛 （ｌｏｇｉｓｔｉｃ）映射的排斥子Λ的豪斯多夫 （Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ）维

数满足

ｄ（μ）≤ｄｉｍＨ（Λ）≤
１， μ≤ 槡２＋８，

ｄ（ μ（４－μ槡 ））， μ 槡
{ ＞２＋８

　ｄ（ｘ）＝
ｌｎ（２）
ｌｎ（ｘ）

（１１６４）

特别地，如果μ 槡＞２＋８≈４８２８，则它是奇怪的
证明　证明类似于定理１１２０只有一点不同，那就是对 Ｌ′μ我们必须用上下不

同估计

μ（４－μ槡 ）＝α≤｜Ｌ′μ（ｘ）｜≤β＝μ，　ｘ∈Ｉ０∪Ｉ１ （１１６５）
利用δ覆盖Ｉｓ０，…，ｓｎ－１，我们看到，ｈ

ｄ（α）（Λ）≤（ａ／α）ｄ（α），其中 ａ＝｜Ｉ０｜＝｜Ｉ１｜＝Ｇμ
（１）

类似地，利用Λｋ中两个区间的距离至少是
ｂ
βｋ－１
，其中 ｂ＝ｄ（Ｉ０，Ｉ１）＝１－２Ｇμ

（１），我们得到
ｂｄ（β）≤ｈｄ（β）（Λ）， （１１６６）

这就完成了我们的证明 □
如果你看一下这个证明，你将会看到，逻辑斯谛 （ｌｏｇｉｓｔｉｃ）映射的性质在证明

中很少被用到且容易看到，同样的证明可以应用到下面更一般的情形
定理１１２３　设ｆ∶Ｍ→Ｍ是连续可微的区间映射假设存在两个不相交的紧区

间Ｉ０，Ｉ１，使得Ｉ０∪Ｉ１ｆ（Ｉ０），Ｉ０∪Ｉ１ｆ（Ｉ１），且对所有 ｘ∈Ｉ０∪Ｉ１，有１＜α≤｜ｆ′
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（ｘ）｜≤β令
Λ＝｛ｘ∈Ｉ０∪Ｉ１｜ｆ

ｎ（ｘ）∈Ｉ０∪Ｉ１对一切ｎ∈瓔｝， （１１６７）
旅程映射定义为

φ∶Λ→Σ２
ｘ ｘｎ＝ｊ如果ｆ

ｎ（ｘ）∈Ｉｊ （１１６８）
那么集合Λ是康托尔 （Ｃａｎｔｏｒ）集，而且动力系统 （Λ，ｆ）拓扑等价于两个符号
（Σ２，σ）上的移位Λ的豪斯多夫 （Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ）维数满足

ｄ（β）≤ｄｉｍＨ（Λ）≤ｄ（α），　ｄ（ｘ）＝
ｌｎ（２）
ｌｎ（ｘ）

， （１１６９）

且如果α＞２则它是奇怪的
证明　由假设，限制映射ｆ∶Ｉ０→ｆ（Ｉ０）和ｇ∶Ｉ１→ｆ（Ｉ１）可逆分别以ｇ０∶ｆ（Ｉ０）→Ｉ０

和ｇ１∶ｆ（Ｉ１）→Ｉ１记它们的逆现在如通常进行，我们看到，存在２
ｎ个由 Ｉ０，ｓ０，…，ｓｎ＝

ｇ０（Ｉｓ０，…，ｓｎ）和 Ｉ１，ｓ０，…，ｓｎ＝ｇ１（Ｉｓ０，…，ｓｎ）递归定义的子区间 Ｉｓ０，…，ｓｎ，ｓｊ∈｛０，１｝组成的嵌套
集序列Λｎ由假设我们也知道至少有｜Ｉｓ０，…，ｓｎ｜≤α

－ｎ｜Ｉｓ０｜，因此，如前，定理得证
你应该尝试画出上面定理中ｆ的图像此外，显然只要假设 ｆ在 Ｉ０∪Ｉ１上绝对

连续就够了
下面，设ｆ是定理１１２３中的映射，注意，由Ｉ０ｆ（Ｉ０）得知，存在 （唯一）不

动点ｐ∈Ｉ０由于 Ｉ０ｆ（Ｉ１），存在点 ｑ∈Ｉ１使得 ｆ（ｑ）＝ｐ此外，用 ｇ∶ｆ（Ｉ０）→Ｉ０记
ｆ∶Ｉ０→ｆ（Ｉ０）的逆，我们看到，存在整个序列ｇ

ｎ
０（ｑ），当ｎ→∞时它收敛于ｐ在逻辑

斯谛 （ｌｏｇｉｓｔｉｃ）映射情形，我们可以取ｑ＝Ｇμ（１）

图　１１２

Ｉｎ［３］：＝μ＝５；

ｘ０＝Ｎｅｓｔ［
１
２
－
１
４
－
＃

槡( )μ ＆，１，５］
ＳｈｏｗＷｅｂ［μ＃（１－＃）＆，ｘ０，６］；

经有限多次迭代后ｘ０到达不动点０（不仅是渐近
地）的事实与维数是１有关由于不动点０是排
斥的（Ｔ′μ（０）＝μ＞１），它不可能收敛于０，除非

经有限多步后到达它
一般地，设ｆ∶Ｉ→Ｉ连续可微不动点ｐ称为双曲排斥子，如果｜ｆ′（ｐ）｜＞１因

此，存在包含ｐ，使得对所有ｘ∈Ｗ有｜ｆ′（ｘ）｜≥α＞１的闭区间Ｗ此外，由反函数
定理存在局部逆ｇ∶ｆ（Ｗ）→Ｗ，使得ｇ（ｆ（ｘ））＝ｘ，ｘ∈Ｗ注意，由于ｆ在Ｗ上是扩
张的，我们有Ｗｆ（Ｗ），故ｇ是压缩的点ｑ∈Ｗ称为同宿点，如果存在ｌ∈瓔０使

得ｆｌ（ｑ）＝ｐ集合

γ（ｑ）＝｛ｆｊ（ｑ）｜ｊ∈瓔０｝∪｛ｇ
ｊ（ｑ）｜ｊ∈瓔｝

称为对应的同宿轨道称它为非退化的，如果（ｆｌ）′（ｑ）≠０（由此得知，对所有 ｘ
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∈γ（ｑ）有ｆ′（ｘ）≠０）具同宿轨道的双曲排斥子也称为迅速跳回排斥子
定理１１２４　假设ｆ∈Ｃ１（Ｉ，Ｉ）有排斥的双曲不动点 ｐ，以及对应的非退化同宿

点ｑ
对ｐ的每一个充分小邻域Ｕ，存在ｎ∈瓔，以及ｆｎ的不变康托尔 （Ｃａｎｔｏｒ）集

ΛＵ（即ｆｎ（Λ）＝Λ），使得（Λ，ｆｎ）拓扑等价于两个符号（Σ２，σ）上的移位
证明　我们需要如定理１１２３，对映射Ｆ＝ｆｎ（ｎ为适当整数）构造两个互不相

交的区间ＩｊＵ∩Ｗ，ｊ＝０，１由Ｗ的收缩性，不妨假设ＷＵ
证明思路是取包含ｐ的紧区间 Ｉ０和包含 ｑ的紧区间 Ｉ１由于 ｆ

ｌ（ｑ）＝ｐ，区间
ｆｌ（Ｉ１）又一次包含ｐ取充分多次的迭代，我们可以放大两个区间，使得迭代的像
包含原来的两个区间仅仅比较难处理的部分是，确认迭代映射的导数大于１

所以我们从包含ｑ∈Ｗ的区间Ｉ１Ｗ开始由于 ｑ是非退化的，我们可以选择
Ｉ１，使得对所有ｘ∈Ｉ１有｜（ｆ

ｌ）′（ｘ）｜≥ε＞０此外，由 Ｉ１的收缩性，如有必要我们
也可以假设ｆｌ（Ｉ１）∩Ｉ１＝接下来取ｍ足够地大，使得ｇ

ｍ（Ｉ１）ｆ
ｌ（Ｉ１）（如上ｇ是

ｆ的局部逆）以及αｍε＞１令 ｎ＝ｍ＋１接下来选择 槇Ｉ１Ｉ１，使得 ｇ
ｍ（Ｉ１）ｆ

ｌ（槇Ｉ１），

但ｆｌ（槇Ｉ１）ｇ
ｍ（Ｗ）于是我们有ｇｍ（槇Ｉ１）ｇ

ｍ（Ｉ１）ｆ
ｌ（槇Ｉ１），以及我们可以用 槇Ｉ１代替

Ｉ１由构造，ｆ
ｌ（Ｉ１）ｇ

ｍ（Ｗ），即ｆｎ（Ｉ１）Ｗ，因此，对ｘ∈Ｉ１有｜（ｆ
ｎ）′（ｘ）｜≥εαｍ

＞１
下面我们选择Ｉ０＝ｇ

ｌ（ｆｌ（Ｉ１））于是由于 Ｉ０ｆ
ｌ（Ｉ１），我们有 Ｉ０∩Ｉ１＝和

Ｉ０ｆ
ｎ（Ｉ１）进一步，由 ｐ∈Ｉ０我们有 Ｉ０ｆ

ｎ（Ｉ０），以及由 ｇ
ｍ（Ｉ１）ｆ

ｌ（Ｉ１）＝
ｆｌ（Ｉ０），我们有Ｉ１ｆ

ｎ（Ｉ０）最后，因为Ｉ０ｇ
ｎ（Ｗ），对ｘ∈Ｉ０我们有｜（ｆ

ｎ）′（ｘ）｜≥
αＮ＞１，证明完毕 □

问题１１１１　为什么定理１１２４中的退化性条件是必要的？你能不能给出反
例？
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第１２章　周　期　解

１２１　周期解的稳定性

在６５节我们已经定义了不动点的稳定性这一节我们要将这个概念推广到周
期解

一个轨道γ（ｘ０）称为是稳定的，如果对任意给定的邻域 Ｕ（γ（ｘ０）），存在另外
的邻域Ｖ（γ（ｘ０））Ｕ（γ（ｘ０）），使得从Ｖ（γ（ｘ０））内开始的任何解，对所有ｔ≥０都
停留在Ｕ（γ（ｘ０））内

类似地，轨道γ（ｘ０）称为渐近稳定，如果它稳定且存在邻域Ｕ（γ（ｘ０）），使得
ｌｉｍ
ｔ→∞
ｄ（Φ（ｔ，ｘ），γ（ｘ０））＝０，　对所有ｘ∈Ｕ（ｘ０）， （１２１）

其中ｄ（ｘ，Ｕ）＝ｓｕｐｙ∈Ｕ｜ｘ－ｙ｜
注意，这个定义忽略了轨道的时间参数化特别地，如果ｘ接近于ｘ１∈γ（ｘ０），

我们并不要求Φ（ｔ，ｘ）也接近于Φ（ｔ，ｘ１）（我们仅要求它接近于γ（ｘ０））为了看到这
个定义的恰当性，考虑数学摆 （６４９）那里所有的轨道都是周期的，但是它们的
周期并不相同因此，如果固定点ｘ０，任何从靠近它的点ｘ≠ｘ０开始的轨道，对应
较小周期的轨道附近将有较大周期的轨道，因此 Φ（ｔ，ｘ）并不接近于 Φ（ｔ，ｘ０）尽
管如此，它仍接近于ｘ０的轨道

现在我们转到对周期解的稳定性研究假设微分方程
ｘ＝ｆ（ｘ） （１２２）

有周期为Ｔ＝Ｔ（ｘ０）的周期解Φ（ｔ，ｘ０）
由于对不动点的线性化问题是成功的，因此我们将尝试用类似的方法处理周期

点ｆ沿着周期轨道的线性化简单记为
Ａ（ｔ）＝ｄｆΦ（ｔ，ｘ０），　Ａ（ｔ＋Ｔ）＝Ａ（ｔ）， （１２３）

或者，这个问题也可以研究第一变分方程

ｙ＝Ａ（ｔ）ｙ， （１２４）
我们已经在式 （２５２）遇见过它注意，选择周期轨道的不同点ｘ０→Φ（ｓ，ｘ０）相当
于Ａ（ｔ）→Ａ（ｔ＋ｓ）

我们的目的是证明周期轨道γ（ｘ０）的稳定性与第一变分方程的稳定性有关作
为第一个有用的观察，注意，对应的主解矩阵Π（ｔ，ｔ０）可以沿着周期轨道线性化流
得到

引理１２１　第一变分方程的主解矩阵由



Πｘ０（ｔ，ｔ０）＝
Φｔ－ｔ０
ｘ
（Φ（ｔ０，ｘ０）） （１２５）

给出，此外，ｆ（Φ（ｔ，ｘ０））是第一变分方程
ｆ（Φ（ｔ，ｘ０））＝Πｘ０（ｔ，ｔ０）ｆ（Φ（ｔ０，ｘ０）） （１２６）

的解

证明　记Ｊ（ｔ，ｘ）＝
Φｔ
ｘ
（ｘ），于是Ｊ（０，ｘ）＝Ｉ，交换对ｔ和ｘ的导数，得Ｊ（ｔ，ｘ）

＝ｄｆΦ（ｔ，ｘ）Ｊ（ｔ，ｘ）因此，Ｊ（ｔ－ｔ０，Φ（ｔ０，ｘ０））是第一变分方程的主解矩阵剩下的要
证明式 （１２６）满足第一变分方程，这直接计算即得

由于Ａ（ｔ）是周期的，３５节所有考虑的都可应用特别地，主解矩阵有形式
Πｘ０（ｔ，ｔ０）＝Ｐｘ０（ｔ，ｔ０）ｅｘｐ（（ｔ－ｔ０）Ｑｘ０（ｔ０））， （１２７）

单值矩阵Ｍｘ０（ｔ０）＝ｅｘｐ（ＴＱｘ０（ｔ０））＝
ΦＴ－ｔ０
ｘ
（Φ（ｔ０，ｘ０））的特征值与轨道上点的选择

无关注意，它有一个特征值是１，因为
Ｍｘ０（ｔ０）ｆ（Φ（ｔ０，ｘ０））＝ｆ（Φ（ｔ０，ｘ０）） （１２８）

１２２　庞加莱 （Ｐｏｉｎｃａｒé）映射

回忆６３节介绍的庞加莱 （Ｐｏｉｎｃａｒé）映射
ＰΣ（ｙ）＝Φ（τ（ｙ），ｙ） （１２９）

是研究周期轨道的主要工具之一周期轨道 γ（ｘ０）的稳定性直接与 ＰΣ的不动点 ｘ０
的稳定性有关

引理１２２　周期轨道γ（ｘ０）是 （渐近）稳定轨道，当且仅当 ｘ０是 ＰΣ的 （渐

近）稳定不动点

证明　假设ｘ０是ＰΣ的稳定不动点设Ｕ是γ（ｘ０）的邻域选择ｘ０的邻域槇Ｕ

Ｕ∩Σ，使得Φ（［０，Ｔ］，槇Ｕ）Ｕ如果ｘ０是ＰΣ的稳定不动点，则存在ｘ０的另外邻域

槇ＶΣ，使得对一切ｎ有Ｐｎ（槇Ｖ）槇Ｕ现在设Ｖ是γ（ｘ０）的邻域，使得ＶΦ（［０，Ｔ］，

槇Ｖ）于是，如果ｙ∈Ｖ，则存在最小的ｔ０≥０，使得ｙ０＝Φ （ｔ０，ｙ）∈槇Ｖ因此，ｙｎ＝

Ｐ
Σ

ｎ（ｙ０）∈槇Ｕ，从而，对所有ｔ≥０有φ（ｔ，Ｖ）Ｕ
此外，如果ｙｎ→ｘ０，则由Φ的连续性和 ［０，Ｔ］的紧性，有Φ（ｔ，ｙ）→γ（ｘ０）

因此若ｘ０是渐近稳定，则γ（ｘ０）也是反之是显然的 □
作为这个结果和定理１０１的直接推论，我们得到
推论１２３　假设ｆ∈Ｃｋ有周期轨道 γ（ｘ０）如果它的 Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射的所有特征

值位于单位圆内，则周期轨道渐近稳定
下面我们说明，这个方法如何与第一变分方程相联系
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定理１２４　庞加莱 （Ｐｏｉｎｃａｒé）映射在ｘ０的导数ｄＰΣ的特征值加上单个值１与
单值矩阵Ｍｘ０（ｔ０）的特征值重合

特别地，庞加莱 （Ｐｏｉｎｃａｒé）映射的特征值与基点 ｘ０和横截弧段 Σ的选择无
关

证明　经线性变换后，不妨假设ｆ（ｘ０）＝（０，…，０，１）记ｘ＝（ｙ，ｚ）∈瓗
ｎ－１×瓗

则Σ局部地是函数ｓ∶瓗ｎ－１→瓗的图像，且我们可以取 ｙ作为庞加莱 （Ｐｏｉｎｃａｒé）
映射的局部坐标由于


ｘ
Φ（τ（ｘ），ｘ）

ｘ＝ｘ０

＝ｆ（ｘ０）ｄτｘ０＋
ΦＴ
ｘ
（ｘ０）， （１２１０）

由引理１２１，对１≤ｊ，ｋ≤ｎ－１，我们得到 ｄＰΣ（ｘ０）ｊ，ｋ＝Ｍｘ０（ｔ０）ｊ，ｋ此外，Ｍｘ０（０）ｆ
（ｘ０）＝ｆ（ｘ０），因此

Ｍｘ０（０）＝
ｄＰΣ（ｘ０） ０
ｍ( )１  （１２１１）

□
由此，定理的论断是显然的

作为这个定理的推论，我们有：

推论１２５　庞加莱 （Ｐｏｉｎｃａｒé）映射在 ｘ０的导数的行列式与单值矩阵的行列
式相等

ｄｅｔ（ｄＰΣ（ｘ０））＝ｄｅｔ（Ｍｘ０（ｔ０）） （１２１２）
特别地，由于单值矩阵的行列式不为零，ＰΣ（ｙ）是在ｘ０的局部微分同胚

由刘维尔 （Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ）公式 （３７４），我们有

　　　ｄｅｔ（Ｍｘ０（ｔ０））＝ｅｘｐ∫
Ｔ

０
ｔｒ（Ａ（ｔ））ｄ( )ｔ

＝ｅｘｐ∫
Ｔ

０
ｄｉｖ（ｆ（Φ（ｔ，ｘ０））ｄ( )ｔ （１２１３）

在二维情形，我们只有一个特征值，它等于这个行列式，因此，我们得到：

引理１２６　假设ｆ是平面向量场如果

∫
Ｔ

０
ｄｉｖ（ｆ（Φ（ｔ，ｘ０））ｄｔ＜０， （１２１４）

则周期点ｘ０渐近稳定，如果积分为正，则它是不稳定的
作为庞加莱 （Ｐｏｉｎｃａｒé）映射的另一个应用，我们将证明，双曲周期轨道在小

扰动下得到保持
引理１２７　设ｆ（ｘ，λ）是Ｃｋ，并假设ｆ（ｘ，０）有双曲周期轨道 γ（ｘ０）则在０的

充分小邻域内存在Ｃｋ映射λ ｘ０（λ），使得ｘ０（０）＝ｘ０，且γ（ｘ０（λ））是ｆ（ｘ，λ）的
周期轨道

证明　固定ｆ（ｘ，０）在ｘ０的横截弧Σ对充分小λ，它也是ｆ（ｘ，λ）的横截弧因
此，存在对应的庞加莱 （Ｐｏｉｎｃａｒé）映射 ＰΣ（ｘ，ε）（它是 Ｃ

ｋ的）由于 ＰΣ（ｘ０，０）＝
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ｘ０，ＰΣ（ｘ，０）的特征值没有一个在单位圆上，由隐函数定理得引理结论

１２３　稳定流形和不稳定流形

为了证明周期点ｘ０的稳定性可从第一变分方程得出首先利用某些变换简化

我们的问题
利用ｙ（ｔ）＝ｘ（ｔ）－Φ（ｔ，ｘ０），可以把我们的问题化为

ｙ＝槇ｆ（ｔ，ｙ），　 槇ｆ（ｔ，ｙ）＝ｆ（ｙ＋Φ（ｔ，ｘ０））－ｆ（Φ（ｔ，ｘ０））， （１２１５）

其中 槇ｆ（ｔ，０）＝０和 槇ｆ（ｔ＋Ｔ，ｘ）＝槇ｆ（ｔ，ｘ）这个方程可重写为
ｙ＝Ａ（ｔ）ｙ＋珘ｇ（ｔ，ｙ）， （１２１６）

其中槇ｇ是Ｔ－周期的，槇ｇ（ｔ，０）＝０和（ｇ／ｙ）（ｔ，０）＝０
我们将看到，双曲周期轨道非常像双曲不动点（请你证明这个定义与我们前

面对不动点情形的特殊情形Ｔ＝０的定义相同）
此外，由推论３１５，变换ｚ（ｔ）＝Ｐ（ｔ）－１ｙ（ｔ）将上述系统化为

ｚ＝Ｑｚ＋ｇ（ｔ，ｚ） （１２１７）
因此，可如７２节证明在ｘ０定义的稳定流形和不稳定流形

Ｍ±（ｘ０）＝｛ｘ∈Ｍ｜ｓｕｐ±ｔ≥０ｅ
±γｔ｜Φ（ｔ，ｘ）－Φ（ｔ，ｘ０）｜＜∞，对某个γ＞０｝（１２１８）

的存在性在我们的周期轨道上的不同点Φ（ｔ０，ｘ０）作这个流形，并令
Ｍ±ｔ０（ｘ０）＝Ｍ

±（Φ（ｔ０，ｘ０）） （１２１９）
注意，它们的线性像是对应于Ｍｘ０（ｔ０）的稳定和不稳定子空间的线性子空间

Ｅ±（ｔ０）＝Πｘ０（ｔ１，０）Ｅ
±（０） （１２２０）

（比较式 （３９５））
定理１２８（周期轨道的稳定流形）　假设ｆ∈Ｃｋ有双曲周期轨道γ（ｘ０），对应

的单值矩阵是Ｍ（ｔ０）则存在邻域Ｕ（γ（ｘ０））和函数ｈ
±∈Ｃｋ（［０，Ｔ］×Ｅ±，Ｅ），使

得

Ｍ±ｔ０（ｘ０）∩Ｕ（γ（ｘ０））＝｛Φ（ｔ０，ｘ０）＋ａ＋ｈ
±（ｔ０，ａ）｜ａ∈Ｅ

±（ｔ０）∩Ｕ｝

（１２２１）
两个ｈ±（ｔ０，）以及它们在ｘ０的雅可比 （Ｊａｃｏｂｉ）矩阵为零，就是说，Ｍ±ｔ０（ｘ０）在Φ
（ｔ０，ｘ０）切于它们相应的线性像Ｅ

±（ｔ０）此外，对任何γ＜ｍｉｎ｛｜Ｒｅ（γｊ）｜｝
ｍ
ｊ＝１和某个

依赖于γ的Ｃ＞０，我们有
｜Φ（ｔ，ｘ）－Φ（ｘ０，ｔ＋ｔ０）｜≤Ｃｅ

ｔγ，　±ｔ＞０，　ｘ∈Ｍ±ｔ０（ｘ０） （１２２２）
其中γｊ是Ｑ（ｔ０）的特征值

证明　正如我们在前面已经指出的，应用如７２节相同的证明唯一的差别是
ｇ现在依赖于ｔ但是，由于ｇ是周期的，我们对所有的估计可以毫无问题限制ｔ在
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紧区间 ［０，Ｔ］上因此，对轨道上的每一点，我们得到Ｍ±ｔ０
用ｔ０∈［０，Ｔ］参数化每一点，不难看到，ｇ作为这个参数的函数是 Ｃ

ｋ的此
外，由式 （１２２０）得单值矩阵Ｍ（ｔ０）的稳定和不稳定子空间

现在我们可以对所有的ｔ０取并，并分别定义稳定流形和不稳定流形为
　　　　Ｍ±（γ（ｘ０））

＝｛ｘ｜ｓｕｐ
±ｔ≥０
ｅ±γｔ｜Φ（ｔ，ｘ）－Φ（ｔ＋ｔ０，ｘ０）｜＜∞对某ｔ０，γ＞０｝

＝ ∪
ｔ０∈［０，Ｔ］

Ｍ±ｔ０（ｘ０） （１２２３）

它们显然在流作用下是不变的，并局部地由

　　Ｍ±（γ（ｘ０））∩Ｕ（γ（ｘ０））
＝｛Φ（ｔ０，ｘ０）＋Πｘ０（ｔ０，０）ａ＋ｈ

±（ｔ０，Πｘ０（ｔ０，０）ａ）｜ａ∈Ｅ
±（０）∩Ｕ，ｔ０∈［０，Ｔ］｝

（１２２４）
给出

说Ｍ±（γ（ｘ０））中的点有渐近相，就是说，存在ｔ０使得
Φ（ｔ，ｘ）→Φ（ｔ＋ｔ０，ｘ０），当ｔ→∞　或ｔ→－∞ （１２２５）

如同在不动点情形，如果轨道是双曲的，则 （不）稳定流形与γ（ｘ０）的 （不）

稳定集

Ｗ±（γ（ｘ０））＝｛ｘ｜ｌｉｍｔ→±∞ｄ（Φ（ｔ，ｘ），γ（ｘ０））＝０｝ （１２２６）

重合
定理１２９　假设ｆ∈Ｃｋ有双曲周期轨道 γ（ｘ０）则存在邻域 Ｕ（ｘ０），使得 γ±

（ｘ）Ｕ（γ０（ｘ０）），当且仅当ｘ∈Ｍ
±（γ（ｘ０））特别地，

Ｗ±（γ（ｘ０））＝Ｍ
±（γ（ｘ０）） （１２２７）

证明　假设ｔ→∞时ｄ（Φ（ｔ，ｘ），γ（ｘ０））→０注意，不妨假设 ｘ充分接近γ（ｘ０）
选择包含 ｘ的横截弧 Σ，并考虑对应的庞加莱 （Ｐｏｉｎｃａｒé）映射 ＰΣ于是 Ｍ

±（γ
（ｘ０））∩Σ必须是这个庞加莱 （Ｐｏｉｎｃａｒé）映射的稳定和不稳定流形由流的 Ｈａｒｔ
ｍａｎＧｒｏｂｍａｎ定理，ｘ必须位于庞加莱 （Ｐｏｉｎｃａｒé）映射的稳定流形上，因此它在
Ｍ±（γ（ｘ０））内

此外，如果ｆ依赖于参数λ，则由引理１２７，我们已经知道双曲周期轨道在小
扰动下得到保持，且光滑依赖于参数 此外，对稳定和不稳定流形同样也成立
（这可如定理７７证明）

定理１２１０　设ｆ（ｘ，λ）是Ｃｋ的，又假设ｆ（ｘ，０）有双曲周期轨道γ（ｘ０）则在０
的充分小邻域内存在Ｃｋ映射λ ｘ０（λ），使得ｘ０（０）＝ｘ０，且γ（ｘ０（λ））是ｆ（ｘ，λ）
的周期轨道此外，对应的稳定和不稳定流形局部地由

　Ｍ±（γ（ｘ０（λ）））∩Ｕ（γ（ｘ０（λ）））
＝｛Φ（ｔ０，ｘ０（λ），λ）＋ａ（λ）＋ｈ

±（ｔ０，ａ（λ））｜ａ∈Ｅ
±（０）∩Ｕ，ｔ０∈［０，Ｔ］｝

（１２２８）
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给出，其中ａ（λ）＝Πｘ０（λ）（ｔ０，０，λ）Ｐ
±（λ）ａ，ｈ±∈Ｃｋ

问题１２１（Ｈｏｐｆ分支）　作为参数μ的函数，研究对σ＝１和σ＝－１的系统
ｘ＝－ｙ＋（μ＋σ（ｘ２＋ｙ２）ｘ，　ｙ＝ｘ＋（μ＋σ（ｘ２＋ｙ２）ｙ

计算在这两个情形的稳定流形和不稳定流形 （提示：利用极坐标）

１２４　自治扰动的Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法

在引理１２７中我们已经看到，双曲周期轨道在小扰动下是稳定的但是，对
于应用中经常出现的许多情况，这个结果还不够满意！在６７节我们已经看到许多
物理模型是哈密顿 （Ｈａｍｉｌｔｏｎ）系统显然这样的系统是理想化的，更现实的模型
可对原来的模型经少许扰动得到 但这通常将导致方程不可求解 二维哈密顿
（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）系统的典型情形是存在由周期轨道围绕的不动点如我们在问题６２４
中看到的，加上 （任意小）摩擦力项以后将导致不动点渐近稳定，而所有的周期

轨道将消失特别地，周期轨道在小扰动下是不稳定的，因此不可能是双曲的另
一方面，ｖａｎｄｅｒＰｏｌ方程 （８２４）当μ＝０时也是哈密顿 （Ｈａｍｉｌｔｏｎ）的，当 μ＞０
时，由定理８１６可证明有一个周期轨道得到保持

所以，我们考虑哈密顿 （Ｈａｍｉｌｔｏｎ）系统

Ｈ（ｐ，ｑ）＝
ｐ２

２
＋Ｕ（ｑ）， （１２２９）

对应的运动方程是

ｐ＝－Ｕ′（ｑ），　珋ｑ＝ｐ （１２３０）
此外，设ｑ０是被周期轨道围绕的平衡点不妨选择ｑ０＝０我们对这些周期轨道在
小扰动

ｐ＝－Ｕ′（ｑ）＋εｆ（ｐ，ｑ），　ｑ＝ｐ＋εｇ（ｐ，ｑ） （１２３１）
下的命运感兴趣这不必是哈密顿 （Ｈａｍｉｌｔｏｎ）的选择截线 Σ＝｛（０，ｑ）｜ｑ＞０｝，
对应的庞加莱 （Ｐｏｉｎｃａｒé）映射为

ＰΣ（（０，ｑ），ε）＝Φ（τ（ｑ，ε），（０，ｑ），ε）， （１２３２）
其中τ（ｑ，ε）是第一次回复时间从 （０，ｑ）出发的轨道是周期的，当且仅当 ｑ是
位移函数

Δ（ｑ，ε）＝Φ１（τ（ｑ，ε），（０，ｑ），ε）－ｑ （１２３３）
的零点由于Δ（ｑ，０）恒等于零，因此关于 ｑ的导数为零，故不能应用隐函数定
理当然，这正好反映了周期轨道不是双曲的事实，这是我们开始就想到的

摆脱这个困境的方法是考虑简化位移函数槇Δ（ｑ，ε）＝ε－１Δ（ｑ，ε）（这对达到我们

目的来说与原来的一样好）现在槇Δ（ｑ，０）＝Δε（ｑ，０）以及槇Δｑ（ｑ，０）＝Δε，ｑ（ｑ，０）因

此，如果我们找到了Δε（ｑ，０）的简单零点，对槇Δ（ｑ，ε）应用隐函数定理，得知对应
的周期轨道在小扰动下保持
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这可能是个漂亮结果，但仍没有什么用处，除非我们能够计算Δε（ｑ，０）记
（ｐ（ｔ，ε），ｑ（ｔ，ε））＝Φ（ｔ，（０，ｑ），ε）， （１２３４）

则


ε
Δ（ｑ，ε）ε＝０＝


ε
ｑ（τ（ｑ，ε），εε＝０＝ｑ（Ｔ（ｑ），０）τε（ｑ，０）＋ｑε（Ｔ（ｑ），０）

＝ｐ（Ｔ（ｑ），０）τε（ｑ，０）＋ｑε（Ｔ（ｑ），０）＝ｑε（Ｔ（ｑ），０）， （１２３５）

其中Ｔ（ｑ）＝τ（ｑ，０）是未被扰动轨道的周期接下来，注意到（ｐε（ｔ），ｑε（ｔ））＝

ε
（ｐ

（ｔ，ε），ｑ（ｔ，ε））｜ε＝０是第一变分方程
ｐε（ｔ）＝－Ｕ″（ｑε（ｔ）ｑε（ｔ）＋ｆ（ｐ（ｔ），ｑ（ｔ）），

ｑε（ｔ）＝ｐε（ｔ）＋ｇ（ｐ（ｔ），ｑ（ｔ）） （１２３６）
对应于初始条件（ｐε（ｔ），ｑε（ｔ））＝（０，０）的解这里我们用了记号（ｐ（ｔ），ｑ（ｔ））＝（ｐ
（ｔ，０），ｑ（ｔ，０））由常数变易公式这个解由

ｐε（ｔ）

ｑε（ｔ
( )

）
＝∫

ｔ

０
Πｑ（ｔ，ｓ）

ｆ（ｐ（ｓ），ｑ（ｓ））
ｇ（ｐ（ｓ），ｑ（ｓ( )

））
ｄｓ （１２３７）

给出我们仅仅对在ｔ＝Ｔ（ｑ）的值感兴趣，其中
Πｑ（Ｔ（ｑ），ｓ）＝Πｑ（Ｔ（ｑ），０）Πｑ（０，ｓ）＝Πｑ（Ｔ（ｑ），０）Πｑ（ｓ，０）

－１（１２３８）
进一步，利用引理１２１，得

Πｑ（ｔ，０）
－Ｕ′（ｑ）( )　０

＝
－Ｕ′（ｑ（ｔ））
　ｐ（ｔ( )）

， （１２３９）

故有

Πｑ（ｔ，０）＝
１

Ｕ′（ｑ）
Ｕ′（ｑ（ｔ） －α（ｔ）Ｕ′（ｑ（ｔ））＋β（ｔ）ｐ（ｔ）
－ｐ（ｔ） α（ｔ）ｐ（ｔ）＋β（ｔ）Ｕ′（ｑ（ｔ( )））

， （１２４０）

其中α（ｔ）和β（ｔ）由

Πｑ（ｔ，０）
０

Ｕ′（ｑ( )）
＝α（ｔ）

－Ｕ′（ｑ（ｔ））
ｐ（ｔ( )）

＋β（ｔ）
ｐ（ｔ）

Ｕ′（ｑ（ｔ( )））
（１２４１）

给出此外，由刘维尔 （Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ）公式，我们有ｄｅｔΠｑ（ｔ，ｓ）＝１，因此

β（ｔ）＝
Ｕ′（ｑ）２

Ｕ′（ｑ（ｔ））２＋ｐ（ｔ）２
ｄｅｔΠｑ（ｔ，０）＝

Ｕ′（ｑ）２

Ｕ′（ｑ（ｔ））２＋ｐ（ｔ）２
 （１２４２）

现在将所得到的一切结合在一起，我们得到

Δε（ｑ，０）＝
１

Ｕ′（ｑ）∫
Ｔ（ｑ）

０
（ｐ（ｓ）ｆ（ｐ（ｓ），　ｑ（ｓ））＋Ｕ′（ｑ（ｓ））ｇ（ｐ（ｓ），ｑ（ｓ）））ｄｓ

（１２４３）
右端的积分就是熟知的周期轨道的Ｍｅｌｎｉｋｏｖ积分

作为例子，我们说明如何把它应用到港德波尔 （ｖａｎｄｅｒＰｏｌ）方程 （８２４）
这里我们有 （ｑ＝ｘ和ｐ＝ｙ）未被扰动系统的调和振子 Ｕ（ｑ）＝ｑ２／２和未被扰动轨
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道（ｐ（ｔ），ｑ（ｔ））＝（ｑｓｉｎ（ｔ），ｑｃｏｓ（ｔ））因此，利用ｆ（ｐ，ｑ）＝０，ｇ（ｐ，ｑ）＝ｑ－ｑ３／３我
们有

Δε（ｑ，０）＝ｑ∫
２π

０
ｃｏｓ（ｓ）２（

ｃｏｓ（ｓ）２

３ｑ２
－１）ｄｓ＝π

ｑ
４
（ｑ２－４）， （１２４４）

ｑ＝２是Δε（ｑ，０）的简单零点
如我们在下面将看到的，这个结果不是特别针对向量场的哈密顿 （Ｈａｍｉｌｔｏｎ）

形式事实上，考虑系统
ｘ＝ｆ（ｘ）＋εｇ（ｘ，ε） （１２４５）

假设ε＝０时未被扰动系统有周期环面，即周期轨道的环面记在这个环面上点 ｘ
的周期为Ｔ（ｘ）

在这个环面上固定周期点ｘ０，我们先推导未被扰动系统的一些事实设 Φ（ｔ，
ｘ，ε）是式 （１２４５）的流，并记Φ（ｔ，ｘ）＝Φ（ｔ，ｘ，０）利用正交向量场

ｆ⊥（ｘ）＝Ｊｆ（ｘ），　Ｊ＝
０ －１( )１ ０

， （１２４６）

我们可对未被扰动系统的第一变分方程的主解矩阵作下面猜测

Πｘ０（ｔ，０）ｆ（ｘ０）＝ｆ（ｘ（ｔ）），

Πｘ０（ｔ，０）ｆ
⊥（ｘ０）＝αｘ０（ｔ）ｆ（ｘ（ｔ））＋βｘ０（ｔ）ｆ

⊥（ｘ（ｔ））， （１２４７）
其中ｘ（ｔ）＝Φ（ｔ，ｘ０）

引理１２１１　系数αｘ０（ｔ）和βｘ０（ｔ）由

βｘ０（ｔ）＝
｜ｆ（ｘ０）｜

２

｜ｆ（ｘ（ｔ））｜２
ｅ∫
ｔ

０
ｄｉｖ（ｆ（ｘ（ｓ）））ｄｓ，

αｘ０（ｔ）＝∫
ｔ

０

βｘ０（ｓ）

｜ｆ（ｘ（ｓ））｜２
ｆ（ｘ（ｓ））［Ｊ，Ａ（ｓ）］ｆ（ｘ（ｓ））ｄｓ （１２４８）

给出，其中ｘ（ｔ）＝Φ（ｔ，ｘ０）和Ａ（ｔ）＝ｄｆｘ（ｔ）

证明　由于β（ｔ）＝
｜ｆ（ｘ０）｜

２

｜ｆ（ｘ（ｔ））｜２
ｄｅｔ（Πｘ０），第一个方程从刘维尔 （Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ）公

式得到接下来，对ｔ微分式 （１２４７），考虑到ｆ（ｘ（ｔ））＝Ａ（ｔ）ｆ（ｘ（ｔ）），得
α（ｔ）ｆ（ｘ（ｔ））＋β（ｔ）ｆ⊥（ｘ（ｔ））＝β（ｔ）（Ａ（ｔ）ｆ⊥（ｘ（ｔ））－（Ａ（ｔ）ｆ（ｘ（ｔ）））⊥）

（１２４９）
两端乘ｆ（ｘ（ｔ））并对ｔ积分，由于α（０）＝０，论断得证

现在用Ψ（ｔ，ｘ）记正交向量场ｆ⊥（ｘ）的流，并引入更适当的坐标
ｘ（ｕ，ｖ）＝Φ（ｕ，Ψ（ｖ，ｘ０）） （１２５０）

记Ｔ（ｖ）＝Ｔ（ｘ（ｕ，ｖ）），关于ｖ微分Φ（Ｔ（ｖ），ｘ（ｕ，ｖ））－ｘ（ｕ，ｖ）＝０，得

Φ（Ｔ（ｖ），ｘ（ｕ，ｖ））
Ｔ
ｖ
（ｖ）＋Φ

ｘ
（Ｔ（ｖ），ｘ（ｕ，ｖ））

ｘ
ｖ
（ｕ，ｖ）＝

ｘ
ｖ
（ｕ，ｖ）（１２５１）
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在（ｕ，ｖ）＝（０，０）计算给出

Πｘ０（Ｔ（ｘ０），０）ｆ
⊥（ｘ０）＋

Ｔ
ｖ
（０）ｆ（ｘ０）＝ｆ⊥（ｘ０） （１２５２）

利用式 （１２４７），我们得到

（αｘ０（Ｔ（ｘ０））－
Ｔ
ｖ
（０））ｆ（ｘ０）＝（１－βｘ０（Ｔ（ｘ０）））ｆ

⊥（ｘ０） （１２５３）

或者等价地，

（αｘ０（Ｔ（ｘ０））＝
Ｔ
ｖ
（０）＝

Ｔ
ｘ
（ｘ０）ｆ⊥（ｘ０），　βｘ０（Ｔ（ｘ０））＝１ （１２５４）

有了这些准备以后，我们考虑对应于某个截线 Σ（后面被指定）的庞加莱
（Ｐｏｉｎｃａｒé）映射

ＰΣ（ｘ，ε）＝Φ（τ（ｘ，ε），ｘ，ε），　ｘ∈Σ， （１２５５）
由于我们知道它对ε的导数的重要性，固定ｘ０∈Σ，计算得

　　　　　 
ε
Φ（τ（ｘ０，ε），ｘ０，ε）－ｘ０ ε＝０

＝Φ（Ｔ（ｘ０），ｘ０）
τ
ε
（ｘ０，０）＋


ε
Φ（Ｔ（ｘ０），ｘ０，ε）ε＝０

＝τ
ε
（ｘ０，０）ｆ（ｘ０）＋ｘε（Ｔ（ｘ０））， （１２５６）

其中ｘε（ｔ）是变分方程
ｘε（ｔ）＝Ａ（ｔ）ｘε（ｔ）＋ｇ（ｘ（ｔ），０） （１２５７）

对应于初始条件ｘε（０）＝０的解将ｇ分解为

ｇ（ｘ（ｓ），０）＝
ｆ（ｘ（ｓ））ｇ（ｘ（ｓ），０）
｜ｆ（ｘ（ｓ））｜２

ｆ（ｘ（ｓ））＋
ｆ（ｘ（ｓ））∧ｇ（ｘ（ｓ），０）

｜ｆ（ｘ（ｓ））｜２
ｆ⊥（ｘ（ｓ）），

（１２５８）
并利用式 （１２４７），经过一些计算，我们得到

ｘε（Ｔ（ｘ０））＝∫
Ｔ（ｘ０）

０
Πｘ０（Ｔ（ｘ０），ｓ）ｇ（ｘ（ｓ），０）ｄｓ

＝（Ｎ（ｘ０）＋α０（Ｔ（ｘ０））Ｍ（ｘ０））ｆ（ｘ０）＋Ｍ（ｘ０）ｆ⊥（ｘ０）， （１２５９）
其中

Ｍ（ｘ０）＝∫
Ｔ（ｘ０）

０

ｆ（ｘ（ｓ））∧ｇ（ｘ（ｓ），０）
βｘ０（ｓ）｜ｆ（ｘ（ｓ））｜

２
ｄｓ， （１２６０）

以及

　　　Ｎ（ｘ０）＝∫
Ｔ（ｘ０）

０

ｆ（ｘ（ｓ））ｇ（ｘ（ｓ），０）
｜ｆ（ｘ（ｓ））｜２

ｄｓ－

∫
Ｔ（ｘ０）

０
αｘ０（ｓ）

ｆ（ｘ（ｓ））∧ｇ（ｘ（ｓ），０）
βｘ０（ｓ）｜ｆ（ｘ（ｓ））｜

２
ｄｓ （１２６１）
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将所得一切放在一起，在任何点ｘ∈Σ，我们有

　　　　 
ε
Φ（τ（ｘ，ε），ｘ，ε）－ｘ

ｘ＝０

＝ τ
ε
（ｘ，０）＋Ｎ（ｘ）＋αｘ（Ｔ（ｘ））Ｍ（ｘ( )） ｆ（ｘ）＋Ｍ（ｘ）ｆ⊥（ｘ） （１２６２）

现在，我们固定ｘ０，并选择Σ＝｛ｘ０＋ｆ（ｘ０）⊥ｖ｜ｖ∈瓗｝于是位移函数是
Δ（ｖ，ε）＝（Φ（τ（ｘ，ε），ｘ，ε）－ｘ）ｆ⊥（ｘ０），　ｘ＝ｘ０＋ｆ（ｘ０）⊥ｖ， （１２６３）

以及

Δ
ε
（０，０）＝｜ｆ⊥（ｘ０）｜

２Ｍ（ｘ０） （１２６４）

此外，由于Φ（τ（ｘ０，ε），ｘ０，ε）∈Σ，我们有
τ
ε
（ｘ０，０）＋Ｎ（ｘ０）＋αｘ０（Ｔ（ｘ０））＝０， （１２６５）

以及，若Ｍ（ｘ０）＝０，则
２Δ
εｖ
（０，０）＝｜ｆ⊥（ｘ０）｜

２Ｍ
ｘ
（ｘ０）ｆ⊥（ｘ０） （１２６６）

定理１２１２　假设对ε＝０，式 （１２４５）有周期环面如果Ｍｅｌｎｉｋｏｖ积分Ｍ（ｘ）
有零点ｘ０，在这点Ｍ（ｘ）在ｆ⊥（ｘ０）方向的导数不为零，则对小的ｍ，在ｘ０的周期
轨道得到保持

注意，我们有

Ｍ（ｘ（ｔ））＝βｘ０（ｔ）Ｍ（ｘ０） （１２６７）
问题１２２　求证

βｘ（ｓ）（ｔ）＝
βｘ０（ｔ＋ｓ）

βｘ０（ｓ）
，

αｘ（ｓ）（ｔ）＝
１

βｘ０（ｓ）
（αｘ０（ｔ＋ｓ）－αｘ０（ｓ）），

以及

βｘ（ｓ）（Ｔ（ｘ０））＝１，　αｘ（ｓ）（Ｔ（ｘ０））＝
αｘ０（Ｔ（ｘ０））

βｘ０（ｓ）


１２５　非自治扰动的Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法

现在我们研究非自治扰动的更一般情形考虑非自治系统
ｘ（ｔ）＝ｆ（ｘ（ｔ））＋εｇ（ｔ，ｘ（ｔ），ε）， （１２６８）

或者等价的扩展自治系统

ｘ＝ｆ（ｘ）＋εｇ（τ，ｘ，ε），　τ＝１ （１２６９）
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假设ｇ（ｔ，ｘ，ε）是周期为Ｔ的周期函数，以及，ε＝０时未被扰动系统有周期环面
为了求保持的周期轨道，我们当然需要要求扩展未被扰动系统有周期轨道因

此，需要假设共振条件

ｍＴ＝ｎＴ（ｘ０），　ｎ，ｍ∈瓔 （１２７０）
在这个环面上的某周期点ｘ０处成立，其中Ｔ（ｘ）表示ｘ的周期不妨假设ｍ和ｎ互
素注意，我们有βｘ０（ｎＴ（ｘ０））＝１和αｘ０（ｎＴ（ｘ０））＝ｎαｘ０（Ｔ（ｘ０））

对应于Σ＝｛τ＝ｔ０ｍｏｄｍＴ｝的庞加莱 （Ｐｏｉｎｃａｒé）映射为
ＰΣ（ｘ，ε）＝Φ（ｍＴ，（ｘ，ｔ０），ε）， （１２７１）

位移函数为

Δ（ｘ，ε）＝ｘ（ｍＴ，ε）－ｘ， （１２７２）
其中ｘ（ｔ，ε）是对应于初始条件 ｘ（ｔ０，ε）＝ｘ的解注意，不妨假设 ｔ０＝０，且以
ｇ（ｓ＋ｔ０，ｘ，ε）代替ｇ（ｓ，ｘ，ε）

对Δ（ｘ，ε）又一次不能直接应用隐函数定理，因为沿着ｆ（ｘ０）方向的导数为零
我们将如上一节，用正则化过程处理这个问题但是，由于现在Δ（ｘ，ε）是二维的，
可出现两个情形

第一个情形是，如果Δ（ｘ，ε）沿着ｆ⊥（ｘ０）方向的导数也是零例如，在环面中
的周期是常数，因此Δ（ｘ，０）＝０这里我们可以除ε，再如前进行

第二个情形是，如果Δ（ｘ，ε）沿着ｆ⊥（ｘ０）方向的导数不等于零这里我们不得
不用李雅普诺夫施密特 （ＬｉａｐｕｎｏｖＳｃｈｍｉｄｔ）型简化，将瓗２按 ｆ（ｘ０）和 ｆ⊥（ｘ０）分
解一个方向可以直接由隐函数定理处理，剩余的一个可按第一个情形处理

由式 （１２５０），在更适当的坐标ｘ（ｕ，ｖ）下表示Δ利用上一节的结果我们有
Δ
ｕ
（ｘ０，０）＝０，　

Δ
ｖ
（ｘ０，０）＝ｎαｘ０（Ｔ（ｘ０））ｆ（ｘ０）， （１２７３）

以及

Δ
ε
（ｘ０，０）＝ｘε（ｍＴ）＝（Ｎ（ｔ０，ｘ０）＋ｎαｘ０（Ｔ（ｘ０））Ｍ（ｔ０，ｘ０））ｆ（ｘ０）＋

Ｍ（ｔ０，ｘ０）ｆ⊥（ｘ０）， （１２７４）
其中

Ｍ（ｔ０，ｘ０）＝∫
ｎＴ（ｘ０）

０

ｆ（ｘ（ｓ））∧ｇ（ｓ＋ｔ０，ｘ（ｓ），０）

βｘ０（ｓ）｜ｆ（ｘ（ｓ））｜
２

ｄｓ （１２７５）

以及

　Ｎ（ｔ０，ｘ０）＝∫
ｎＴ（ｘ０）

０

ｆ（ｘ（ｓ））ｇ（ｓ＋ｔ０，ｘ（ｓ），０）

｜ｆ（ｘ（ｓ））｜２
ｄｓ－

∫
ｎＴ（ｘ０）

０
αｘ０（ｓ）

ｆ（ｘ（ｓ））∧ｇ（ｓ＋ｔ０，ｘ（ｓ），０）

βｘ０（ｓ）｜ｆ（ｘ（ｓ））｜
２

ｄｓ， （１２７６）

·４２２· 第３部分　混　　沌



注意Ｍ（ｔ０＋Ｔ，ｘ０）＝Ｍ（ｔ０，ｘ０）以及Ｎ（ｔ０＋Ｔ，ｘ０）＝Ｎ（ｔ０，ｘ０）
利用这个记号，我们现在就可容易地处理等时周期环面的情形，其中 Ｔ（ｘ）＝

Ｔ（ｘ０）是常数，相应地，αｘ（Ｔ（ｘ））＝０由于Δ（ｘ，０）＝０，如前进行，我们可得到
定理１２１３　假设对 ε＝０，式 （１２６８）有等时周期环面如果函数 ｘ （Ｍ

（ｔ０，ｘ），Ｎ（ｔ０，ｘ））在（ｔ０，ｘ０）有单零点则在（ｔ０，ｘ０）的周期轨道对小的ε得到保持
αｘ（Ｔ（ｘ））≠０的情形将在下面考虑我们称这时的周期环面为正则周期环面
将位移函数分解为 （比较式 （１２５０））

Δ（ｘ（ｕ，ｖ），ε）＝Δ１（ｕ，ｖ，ε）ｆ（ｘ０）＋Δ２（ｕ，ｖ，ε）ｆ⊥（ｘ０） （１２７７）
则

Δ１
ｖ
（０，０，０）＝ｎαｘ０（Ｔ（ｘ０））≠０， （１２７８）

由隐函数定理，存在函数 ｖ（ｕ，ε），使得 Δ１（ｕ，ｖ（ｕ，ε），ε）＝０此外，由 Δ（ｘ（ｕ，
０），０）＝０，我们甚至有ｖ（ｕ，０）＝０因此剩下的是求

槇Δ２（ｕ，ε）＝Δ２（ｕ，ｖ（ｕ，ε），ε） （１２７９）

的零点由于槇Δ２（ｕ，０）＝Δ２（ｕ，０，０）＝０，我们可以如前，除ε再应用隐函数定理
现在利用

槇Δ２
ε
（０，０）＝Ｍ（ｔ０，ｘ０） （１２８０）

以及，如果Ｍ（ｔ０，ｘ０）＝０，则

２槇Δ２
ε
（０，０）＝

Ｍ
ｘ
（ｔ０，ｘ０）ｆ（ｘ０） （１２８１）

于是我们得到下面结果：

定理１２１４　假设对ε＝０，式 （１２６８）有正则周期环面如果函数ｘ Ｍ（ｔ０，
ｘ）在（ｔ０，ｘ０）有零点，在这点Ｍ（ｔ０，ｘ）沿ｆ（ｘ０）的方向的导数不为零，则在（ｔ０，ｘ０）的
周期轨道对小的ε得到保持
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第１３章　高维系统中的混沌

１３１　Ｓｍａｌｅ马蹄

在这一节我们将研究帐篷映射的二维类似，并证明它有不变的康托尔（Ｃａｎｔｏｒ）
集，它上面的动力系统是混沌的下一节我们将看到，它是映射在双曲不动点邻域
内具有同宿轨道性态的简单模型

Ｓｍａｌｅ马蹄映射ｆ∶Ｄ→瓗２，Ｄ＝［０，１］２，是将Ｄ沿着ｘ方向压缩，沿着ｙ方向
伸长，然后弯曲，定义如下图：

图　１３１

由于我们仅对 Ｄ上的动力学感兴趣，且仅描述这个映射的解析部分 固定 λ∈

０，( ]１２ ，μ∈［２，∞），设
Ｊ０＝［０，１］× ０，

１[ ]μ ，　Ｊ１＝［０，１］× １－
１
μ
，[ ]１， （１３１）

分别定义

ｆ∶Ｊ０→ｆ（Ｊ０），　（ｘ，ｙ）→（λｘ，μｙ）， （１３２）
和

ｆ∶Ｊ１→ｆ（Ｊ１），　（ｘ，ｙ） （１－λｘ，μ（１－ｙ）） （１３３）
观察两个坐标显示，当ｘ∈［０，１］时ｆ１（ｘ，ｙ）∈［０，１］，ｆ２（ｘ，ｙ）＝Ｔμ（ｙ）因此，如果
我们要求经过前面ｎ次迭代以后仍停留在 Ｄ内，我们就需要从 Λ＋，ｎ＝［０，１］×Λｎ
（Ｔμ）中开始，其中Λｎ（Ｔμ）＝Λｎ与 Ｔμ相同特别地，如果我们要求对所有正迭代



都停留在Ｄ内，我们必须从
Λ＋＝［０，１］×Λ（Ｔμ）＝∩ｎ∈瓔０

ｆｎ（Ｄ） （１３４）

中开始但是要注意ｆ是可逆的，其逆分别为
ｇ＝ｆ－１∶Ｋ０＝ｆ（Ｊ０）→Ｊ０，　（ｘ，ｙ） （λ

－１ｘ，λ－１ｙ） （１３５）
和

ｇ＝ｆ－１∶Ｋ１＝ｆ（Ｊ１）→Ｊ１，　（ｘ，ｙ） （λ
－１（１－ｘ），１－μ－１ｙ） （１３６）

因此，出于相同的考虑，若我们要求对所有负迭代都在Ｄ内，我们必须从
Λ－＝Λ（Ｔ１／λ）×［０，１］＝∩ｎ∈瓔０

ｆ－ｎ（Ｄ） （１３７）

中开始最后，若我们对所有的 （正的和负的）迭代都要求停留在 Ｄ内，我们必
须从

Λ＝Λ－∩Λ＋＝Λ（Ｔ１／λ）×Λ（Ｔμ） （１３８）
中开始集合Λ是康托尔 （Ｃａｎｔｏｒ）集，因为任何两个康托尔 （Ｃａｎｔｏｒ）集之积仍
是康托尔 （Ｃａｎｔｏｒ）集 （证明它）

现在考虑帐篷映射，Λ中每一点的ｙ坐标可由序列ｙｎ，ｎ∈瓔０唯一确定类似
地Λ中每一点的ｘ坐标可由序列ｘｎ，ｎ∈瓔０唯一确定因此对ｎ∈瓔０，定义ｓｎ＝
ｙｎ和ｓ－ｎ＝ｘｎ－１我们看到在Λ中的点与两个符号的双向无穷序列之间存在一一对
应从而我们又一次找到了旅程映射

φ∶Λ→Σ２

（ｘ，ｙ） ｓｎ＝
ｙｎ， ｎ≥０，

ｘ－ｎ－１， ｎ＜０{ ，
（１３９）

其中ｙｎ由ｆ
ｎ（ｘ，ｙ）∈Ｊｙｎ定义，ｘｎ由ｇ

ｎ（ｘ，ｙ）∈Ｋｘｎ定义如同在帐篷映射情形，容
易看出φ连续 （练习）现在σ＝φ°ｆ°φ－１的作用是什么？由构造，σ移位 ｙｎ到左
边，σ（ｓ）ｎ＝ｙｎ＋１，ｎ≥０，以及σ

－１将ｘｎ移位到左边，σ
－１（ｓ）ｎ＝ｘ－ｎ－１，ｎ＜０因此

σ将ｘｎ移位到右边，σ（ｓ）ｎ＝ｘ－ｎ－２，ｎ＜－１我们需要断定第一个新元素 σ（ｓ）－１
是什么由于（ｘ，ｙ）∈Ｊｙ０等价于ｆ（ｘ，ｙ）∈Ｋｙ０，我们看到，这个元素是σ（ｓ）－１＝ｙ０，
因此σ刚好将ｓｎ移位到左边，σ（ｓ）ｎ＝ｓｎ＋１总之，我们证明了：

定理１３１　Ｓｍａｌｅ马蹄有不变康托尔 （Ｃａｎｔｏｒ）集 Λ，在它上面的动力学等价
于两个符号的双向移位特别它是混沌的

１３２　Ｓｍａｌｅ（伯克霍夫）Ｂｉｒｋｈｏｆｆ同宿定理

这一节我们将叙述定理１１２４在高维中的类似
设ｆ是 （Ｃ１）微分同胚，ｐ是双曲不动点同宿点是点ｑ≠ｐ，它在稳定和不稳

定流形上如果稳定流形和不稳定流形在ｑ横截相交，则ｑ称为是横截的这导致
存在同宿轨道γ（ｑ）＝｛ｑｎ｝，使得ｌｉｍｎ→∞ｑｎ＝ｌｉｍｎ→－∞ｑｎ＝ｐ由于稳定流形和不稳定流形是
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不变的，对所有ｎ∈瓕，我们有ｑｎ∈Ｗ
ｓ（ｐ）∩Ｗｕ（ｐ）此外，如果ｑ是横截的，由于

ｆ是微分同胚，所有的ｑｎ也横截
典型情况描述如下：

图　１３２

这个图像就是熟知的同宿穿插
定理１３２（Ｓｍａｌｅ（伯克霍夫）Ｂｉｒｋｈｏｆｆ）　假设 ｆ是具有双曲不动点 ｐ的微

分同胚，对应的横截同宿点ｑ则某个迭代ｆｎ有双曲不变集Λ，在Λ上它拓扑等价
于两个符号的双向无穷移位

证明的思想是在ｆ的某个迭代下寻找马蹄映射直觉上，上面的图像显示，这
可在两个相继同宿点之间取包含不稳定流形的一个峰值的开集来进行取这个集合
的迭代，你将最终以围绕稳定流形的类似马蹄集结束，而暂时不考虑我们原来的集

合详细见文献 ［２４］

１３３　同宿轨道的Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法

最后我们比较上一节的Ｓｍａｌｅ（伯克霍夫）Ｂｉｒｋｈｏｆｆ定理和１２５节的Ｍｅｌｎｉｋｏｖ
方法，以得到常微分方程是混沌的一个准则

再从平面系统

ｘ＝ｆ（ｘ） （１３１０）
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开始，它在不动点 ｐ０有同宿轨道 γ（ｘ０）例如，我们可以取问题 ７６中的达芬

图　１３３

（Ｄｕｆｆｉｎｇ）方程 （δ＝０）未被扰动系统的典型
情况如下图所示
现在我们对这个系统作一点扰动，考虑

ｘ＝ｆ（ｘ）＋εｇ（ｘ） （１３１１）
由于原来的不动点 ｐ０是双曲的，它对小 ε得以
保持，称它为ｐ０（ε）另一方面，显然，一般地，
ｐ０（ε）的稳定流形和不稳定流形对 ε≠０不再重
合，因此，对ε≠０，在ｐ０（ε）不存在同宿轨道典型情况画在下面

图　１３４

但是，显然由于 ＰｏｉｎｃａｒéＢｅｎｄｉｘｓｏｎ定理导致平
面系统的运动必须非常正则，这样的扰动不可能

产生混沌因此，我们至少需要另外的维数，为
此，考虑非自治扰动

ｘ＝ｆ（ｘ）＋εｇ（τ，ｘ，ε），　τ＝１，（１３１２）
其中ｇ（τ，ｘ，ε）关于τ是周期的，例如ｇ（τ＋２π，
ｘ，ε）＝ｇ（τ，ｘ，ε）记ｚ＝（ｘ，τ）

当然，上面的图像不再显示整个系统，但对某个固定的τ＝ｔ０它们可视为一个
切片注意，当τ变化时第一个图像不改变，第二个将变化特别地，ｐ０（τ，ε）现
在对应于双曲周期轨道，在我们的图像中的流形是ｐ０（τ，ε）的稳定流形和不稳定流
形与平面Σ＝｛（ｘ，τ）｜τ＝ｔ０｝的交此外，取 Σ为对应的 Ｐｏｉｎｃａｒé映射 ＰΣ的截面，
这些交刚好是ＰΣ的不动点ｐ０（ε）＝ｐ０（τ，ε）的稳定流形和不稳定流形因此，如果
我们能够求得横截交点，则 ＳｍａｌｅＢｉｒｋｈｏｆｆ定理告诉我们，存在接近于这点的不变
的康托尔 （Ｃａｎｔｏｒ）集，在那里Ｐｏｉｎｃａｒé映射是混沌的

现在，剩下来是寻求这种横截交点存在性的好准则 以 ｇ（τ－ｔ０，ｘ，ε）代替
ｇ（τ，ｘ，ε），不妨假设ｔ０＝０用Ｗ（ｐ０）＝｛（Φ（ｘ０，ｓ），τ｜（ｓ，τ）∈瓗×Ｓ

１｝记周期轨道

（ｐ０，τ）的 （不）稳定流形于是，对任何给定点 ｚ０＝（ｘ０，ｔ０）∈Ｗ（ｐ０），扰动的稳
定流形和不稳定流形分离的好度量是对应交点与通过 ｚ０并和向量场垂直的直线之
间的距离即，以 ｚ＋０（ε），ｚ

－
０（ε）分别记稳定流形，不稳定流形与直线｛（ｘ０＋ｕｆ

（ｘ０）⊥，０）｜ｕ∈瓗｝的交点则流形的分离由
Δ（ｚ０，ε）＝ｆ（ｘ０）⊥（ｘ

－
０（ε）－ｘ

＋
０（ε））

＝ｆ（ｘ０）∧（ｘ
－
０（ε）－ｘ

＋
０（ε）） （１３１３）

测量由于Δ（ｚ０，０）＝０，我们可以应用如在１２４节相同的分析，得知，如果
Δ
ε

（ｚ０，０）有单个零点，则对小的ε，Δ（ｚ０，ε）有零点此外，如果
Δ
ε
（ｚ０，０）的零点是

单的，这也等价于稳定流形和不稳定流形的相交是横截的
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剩下的是计算
Δ
ε
（ｚ０，０），它可用如 １２４节相同的思想来做 设 ｚ

±（ｔ，ε）＝

（ｘ±（ｔ，ε），ｔ）是Ｗ±（γ（ｐ０（ε））中满足ｚ
±（０，ε）＝ｚ±０（ε）的轨道则我们有

Δ
ε
（ｚ０，０）＝ｆ（ｘ０）∧（ｘ

－
ε（０）－ｘ

＋
ε（０））， （１３１４）

其中ｘ±ε（ｔ）＝

ε
ｘ±（ｔ，ε）｜ε＝０是对应变分方程的解但是，由于我们不知道初始条

件 （我们仅仅知道渐近性态），较好的是考虑

ｙ±（ｔ）＝ｆ（ｘ０（ｔ））∧ｘ
－
ε（ｔ），　ｘ０（ｔ）＝Φ（ｔ０，ｘ０） （１３１５）

利用变分方程

ｘ±ε（ｚ０，ｔ）＝Ａ（ｔ）ｘ
±
ε（ｔ）＋ｇ（ｔ－ｔ０，ｘ０（ｔ），０），　Ａ（ｔ）＝ｄｆｘ０（ｔ）， （１３１６）

经过简单计算，我们得到 （问题１３１）
ｙ±（ｔ）＝ｔｒ（Ａ（ｔ））ｙ±（ｔ）＋ｆ（ｘ０（ｔ））∧ｇ（ｔ－ｔ０，ｘ０（ｔ），０）， （１３１７）

因此

ｙ±（ｔ）＝ｙ±（Ｔ±）＋∫
ｔ

Ｔ±
ｅ∫
ｔ

ｓ
ｔｒ（Ａ（ｒ）ｄｒ）ｆ（ｘ０（ｓ））∧ｇ（ｓ－ｔ０，ｘ０（ｓ），０）ｄｓ（１３１８）

接下来，取极限Ｔ±→±∞以除去在Ｔ±的边界项只要ｘ
±
ε（Ｔ±）保持有界它们将为

零，因为 ｌｉｍ
ｔ→±∞
ｆ（ｘ０（ｔ））＝ｆ（ｐ０）＝０事实上，这由下面引理得知

引理１３３　扰动周期轨道ｐ０（ε）的稳定流形和不稳定流形局部地由
Ｗ±（γ（ｐ０（ε）））＝｛（Φ（ｓ，ｘ０）＋ｈ

±（τ，ｓ）ε＋ｏ（ε），τ）｜（ｓ，τ）∈Ｓ１×瓗｝

（１３１９）
给出，其中ｘ０∈Ｗ（ｐ０）是不动点，当ｓ→±∞时ｈ

±（τ，ｓ）有界
证明　由定理１２１０，Ｗ±（γ（ｐ０（ε）））中的点局部地可写为

（ｐ０＋ｈ
±
０（τ，ａ）＋ｈ

±
１（τ，ａ）ε＋ｏ（ε），τ） （１３２０）

此外，固定ｘ０∈Ｗ（ｐ０），存在唯一的ｓ＝ｓ（τ，ａ），使得
ｐ０＋ｈ

±
０（τ，ａ，０）＝Φ（ｓ，ｘ０） （１３２１）

因此，我们可以选取ｈ±（τ，ｓ）＝ｈ±１（τ，ａ（τ，ｓ）） □
从而，我们甚至有

ｙ±（ｔ）＝∫
ｔ

±∞
ｅ∫
ｔ

ｓ
ｔｒ（Ａ（ｒ）ｄｒ）ｆ（ｘ０（ｓ））∧ｇ（ｓ－ｔ０，ｘ０（ｓ），０）ｄｓ （１３２２）

因而，最后有

Δ
ε
（ｚ０，０）＝Ｍｘ０（ｔ０）， （１３２３）

其中Ｍｘ０（ｔ０）是同宿Ｍｅｌｎｉｋｏｖ积分

Ｍｘ０（ｔ）＝∫
∞

－∞
ｅ－∫

ｓ

０
ｄｉｖ（ｆ（Φ（ｒ，ｘ０）））ｄｒｆ（Φ（ｓ，ｘ０））∧ｇ（ｓ－ｔ，Φ（ｓ，ｘ０），０）ｄｓ

（１３２４）
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注意，同宿轨道上的基本点ｘ０不是本质的，因为我们有 （问题１３２）

ＭΦ（ｔ，ｘ０）（ｔ０）＝ｅ∫
ｔ

０
ｄｉｖ（ｆ（Φ（ｒ，ｘ０）））ｄｒＭｘ０（ｔ＋ｔ０） （１３２５）

总之，我们证明了：

定理１３４（Ｍｅｌｎｉｋｏｖ）　假设对某个 ｔ∈瓗同宿 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ积分 Ｍｘ０（ｔ）有单零
点，则对充分小ε≠０，庞加莱Ｐｏｉｎｃａｒé映射ＰΣ有横截同宿轨道

例如，考虑强迫Ｄｕｆｆｉｎｇ方程 （比较问题７６）
ｑ＝ｐ，　ｐ＝ｑ－ｑ３－ε（δｐ＋γｃｏｓ（ωτ）），　τ＝１ （１３２６）

同宿轨道是

ｑ０（ｔ） 槡＝２ｓｅｃｈ（ｔ），　ｐ０（ｔ） 槡＝－２ｔａｎｈ（ｔ）ｓｅｃｈ（ｔ）， （１３２７）
因此，

Ｍ（ｔ）＝∫
∞

－∞
ｑ０（ｓ）（δｐ０（ｓ）＋γｃｏｓ（ω（ｓ－ｔ）））ｄｓ

＝
４δ
３
－槡２πγωｓｅｃｈ（

πω
２
）ｓｉｎ（ωｔ） （１３２８）

由此，对充分小的δ，γ只要

δ
γ
＜ 槡
３２π｜ω｜
４

ｓｅｃｈ（πω
２
）， （１３２９）

达芬 （Ｄｕｆｆｉｎｇ）方程是混沌的
问题１３１　对ｘ，ｙ∈瓗２和Ａ∈瓗２瓗２，证明下面的公式

Ａｘ∧ｙ＋ｘ∧Ａｙ＝ｔｒ（Ａ）ｘ∧ｙ
问题１３２　证明式 （１３２５）
问题１３３　应用Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法到强迫数学摆 （比较６７节）

ｑ＝ｐ，　ｑ＝－ｓｉｎ（ｑ）＋εｓｉｎ（ｔ）

·１３２·第１３章　高维系统中的混沌
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记号术语表

Ａ±　　　———矩阵Ａ在Ｅ
±（Ａ）上的限制

Ｂε（ｘ） ———中心在ｘ半径为ε的开球
Ｃ（Ｕ，Ｖ） ———从Ｕ到Ｖ的连续函数集
Ｃ（Ｕ） ＝Ｃ（Ｕ，瓗）
Ｃｋ（Ｕ，Ｖ）———ｋ次连续可微函数集
瓘 ———复数集

χＡ ———Ａ的特征多项式
ｄ（Ｕ） ———Ｕ的直径
ｄ（ｘ，ｙ） ———距离空间的距离

ｄｆｘ ＝
ｆ
ｘ
可微映射 ｆ在 ｘ的雅可比

（Ｊａｃｏｂｉ）矩阵
Ｅ０（Ａ） ———矩阵的中心子空间

Ｅ±（Ａ） ———矩阵的 （不）稳定子空间

Ｆｉｘ（ｆ） ＝ｆ的不动点集｛ｘ｜ｆ（ｘ）＝ｘ｝
γ（ｘ） ———ｘ的轨道
γ±（ｘ） ———ｘ的向前轨道和向后轨道
Ｈ０ ———内积空间

Ｉｘ ＝（Ｔ－（ｘ），Ｔ＋（ｘ））
Ｌμ ———逻辑斯谛 （ｌｏｇｉｓｔｉｃ）映射
Λ ———紧不变集

Ｍ± ——— （不）稳定流形

瓔 ———正整数集

瓔０ ＝瓔∪｛０｝
ｏ（） ———Ｌａｎｄａｕ符号
Ｏ（） ———Ｌａｎｄａｕ符号
Ω（ｆ） ———非游荡点集

ＰΣ（ｙ） ———庞加莱 （Ｐｏｉｎｃａｒé）映射

Ｐｅｒ（ｆ） ＝ｆ的周期点集｛ｘ｜ｆ（ｘ）＝ｘ｝
Φ（ｔ，ｘ０）———动力系统的流
Π（ｔ，ｔ０） ———线性系统的主解矩阵
瓗 ———实数集

σ ———ΣＮ上的移位映射
σ（Ａ） ———矩阵的谱 （特征值集）

ΣＮ ———Ｎ个符号的序列空间
ｓｉｇｎ（ｘ） ———ｘ＞０时为 ＋１，ｘ＜０时为 －１；

符号函数

Ｔ±（ｘ） ———ｘ的正，负生命时间
Ｔ（ｘ） ———ｘ的周期 （如果ｘ是周期点）
Ｔμ ———帐篷映射

ω±（ｘ） ———ｘ的正，负ω－极限集

Ｗ± ——— （不）稳定集

瓕 ———整数集

ｚ ———复数

槡ｚ ———ｚ沿着 （－∞，０）分支切割的
平方根

ｚ ———复共轭

‖‖ ———巴拿赫 （Ｂａｎａｃｈ）空间的范数
｜｜ ———瓗ｎ和瓘ｎ的欧几里得范数

＜，＞ ———Ｈ０中的数量积
（λ１，λ２） ＝｛λ∈瓗｜λ１＜λ＜λ２｝，开区间
［λ１，λ２］ ＝｛λ∈瓗｜λ１≤λ≤λ２｝，闭区间
ｘ ＝ｍａｘ｛ｎ∈瓕｜ｎ≤ｘ｝，下取整函数
ｘ ＝ｍｉｎ｛ｎ∈瓕｜ｎ≥ｘ｝，上取整函数
ａ∧ｂ ＝瓗３中的叉积
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Ａｂｅｌ恒等式
作用积分

作用变量

角变量

角矩

弧

渐近相

渐近稳定性

吸引集

吸引子

　奇怪吸引子
自治微分方程

向后渐近

巴拿赫 （Ｂａｎａｃｈ）代数
巴拿赫 （Ｂａｎａｃｈ）空间
吸引盆

正交基

Ｂｅｎｄｉｘｓｏｎ准则
伯努利 （Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ）方程

贝塞尔 （Ｂｅｓｓｅｌ）方程
贝塞尔 （Ｂｅｓｓｅｌ）函数
贝塞尔 （Ｂｅｓｓｅｌ）不等式
分支点

分支理论

边界条件

　狄利克雷 （Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ）边界条件
　诺伊曼 （Ｎｅｕｍａｎｎ）边界条件
边值问题

典则变换

康托尔 （Ｃａｎｔｏｒ）集
柯西 （Ｃａｕｃｈｙ）序列
柯西施瓦茨 （ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｚ）不等式

中心

特征指数

特征乘子

特征多项式

换位子

完全积分

汇合超几何方程

共轭

　拓扑共轭
常数运动

压缩原理

覆盖

循环向量

达朗贝尔 （ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒ）约化
阻尼

　临界阻尼
　过度阻尼
　低阻尼
阻尼因子

直径

差分方程

微分方程

　微分方程的阶
　自治微分方程
　恰当微分方程
　齐次方程
　微分方程的积分因子
　线性微分方程
　常微分方程
　偏微分方程
　分离变量方程
　微分方程的解
　微分方程系统
丢番图 （Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ）条件



方向场

吸引域

控制函数

达芬 （Ｄｕｆｆｉｎｇ）方程
Ｄｕｌａｃ准则
动力系统

　混沌动力系统
　连续动力系统
　离散动力系统
　可逆动力系统

特征空间

　广义特征空间
特征值

　单特征值
特征向量

爱因斯坦 （Ｅｉｎｓｔｅｉｎ）方程
平衡点 （见不动点 ）

等价性

　拓扑等价性
欧拉 （Ｅｕｌｅｒ）常数
欧拉 （Ｅｕｌｅｒ）方程
欧拉 （Ｅｕｌｅｒ）系统
欧拉 （Ｅｕｌｅｒ）公式
欧拉拉格朗日 （ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ）方程

ＦｅｒｍｉＰａｓｔａＵｌａｍ实验
斐波那契 （Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ）数
首次积分

第一变分方程

　周期点的第一变分方程
不动点

　　渐近稳定不动点
　　双曲不动点
　　稳定不动点
不动点定理

　　不动点的压缩原理
　　Ｗｅｉｓｓｉｎｇｅｒ不动点压缩原理
弗洛凯 （Ｆｌｏｑｕｅｔ）判别式

弗洛凯 （Ｆｌｏｑｕｅｔ）指数
弗洛凯 （Ｆｌｏｑｕｅｔ）乘子
弗洛凯 （Ｆｌｏｑｕｅｔ）解
流

向前渐近

弗罗贝尼乌斯 （Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ）方法
Ｆｕｃｈｓ系统
基本解矩陈

梯度系统

格林 （Ｇｒｅｅｎ）函数
格林 （Ｇｒｅｅｎ）公式

哈密顿 （Ｈａｍｉｌｔｏｎ）力学
哈密顿 （Ｈａｍｉｌｔｏｎ）原理
哈默斯坦 （Ｈａｍｍｅｒｓｔｅｉｎ）积分方程
汉克尔 （Ｈａｎｋｅｌ）函数
调和数

调和振子

ＨａｒｔｍａｎＧｒｏｂｍａｎ定理
ＨａｒｔｍａｎＧｒｏｂｍａｎ映射
豪斯多夫 （Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ）维数
豪斯多夫 （Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ）测度
Ｈｅｕｎ方法
希尔伯特 （Ｈｉｌｂｅｒｔ）空间
希尔 （Ｈｉｌｌ）方程
同宿轨道

同宿点

同宿
!

截

同宿穿插

霍普夫 （Ｈｏｐｆ）分支
双曲性

超几何方程

格朗沃尔 （Ｇｒｏｎｗａｌｌ）不等式
初值问题

内积

内积空间
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积分曲线

　最大积分曲线
积分方程

　哈密斯坦 （Ｈａｍｍｅｒｓｔｅｉｎ）积分方程
　沃尔泰拉 （Ｖｏｌｔｅｒｒａ）积分方程
等倾线

迭代映射

雅可比 （Ｊａｃｏｂｉ）恒等式
若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）块
若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）标准形
若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）实标准形
若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）曲线

基尔霍夫 （Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ）定律
ＫｒａｓｏｖｓｋｉｉＬａＳａｌｌｅ原理
克罗内克 （Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ）环面

拉格朗日 （Ｌａｇｒａｎｇｅ）函数
拉普拉斯 （Ｌａｐｌａｃｅ）变换
洛朗 （Ｌａｕｒｅｎｔ）级数
拉克斯 （Ｌａｘ）方程
拉克斯 （Ｌａｘ）偶
勒让德 （Ｌｅｇｅｎｄｒｅ）方程
莱布尼茨 （Ｌｅｉｂｎｉｚ）法则
李纳 （Ｌｉéｎａｒｄ）方程
李雅普诺夫 （Ｌｉａｐｕｎｏｖ）函数
严格李雅普诺夫 （Ｌｉａｐｕｎｏｖ）函数
李 （Ｌｉｅ）导数
生命时间

刘维尔 （Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ）公式
利普希茨 （Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ）连续
逻辑斯谛 （ｌｏｇｉｓｔｉｃ）映射
洛伦兹 （Ｌｏｒｅｎｚ）方程

流形

　不动点的 （不）稳定流形

　线性 （不）稳定流形

周期点的 （不）稳定流形

中心流形，线性中心流形

　稳定流形
　不稳定流形
数学摆

矩阵

　矩阵指数
　矩阵对数
　矩阵范数
测度

　豪斯多夫 （Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ）测度
　外测度
梅利尼科夫 （Ｍｅｌｎｉｋｏｖ）积分
　同宿轨道的梅利尼科夫 （Ｍｅｌｎｉｋｏｖ）积分
　周期轨道的梅利尼科夫 （Ｍｅｌｎｉｋｏｖ）积分
单值矩阵

Ｎ体问题
幂零矩阵

非共振

非游荡

范数

规范化

欧姆定律

Ω极限集
算子

　有界算子
　紧算子
　算子定义域
　对称算子
轨道

　渐近稳定轨道
　闭轨
　异宿轨道
　同宿轨道
　周期轨道
　稳定轨道
正交
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平行四边形规则

完满

周期环面

　等时周期环面
　正则周期环面
倍周期

周期轨道

　稳定周期轨道
周期点

　吸引周期点
双曲周期点

　周期点周期
排斥周期点

周期解

　周期解的稳定性
垂直

相空间

Ｐｉｃａｒｄ迭代
叉分支

Ｐｏｃｈｈａｍｍｅｒ符号
庞加莱 （Ｐｏｉｎｃａｒé）映射
庞加莱安德罗诺夫霍普夫 （ＰｏｉｎｃａｒéＡｎｄｒｏ
ｎｏｖＨｏｐｆ）分支

非游荡点

泊松 （Ｐｏｉｓｓｏｎ）括号
幂级数

普吕弗 （Ｐｒüｆｆｅｒ）变量
主解矩阵

毕达哥拉斯 （Ｐｙｔｈａｇｏｒｅａｎ）定理

拟周期

降阶

正则点

相对论力学

排斥子

　奇怪排斥子

预解式

共振

里卡蒂 （Ｒｉｃｃａｔｉ）方程
黎曼 （Ｒｉｅｍａｎｎ）方程
黎曼 （Ｒｉｅｍａｎｎ）符号
ＲＬＣ电路
龙格库塔 （ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ）算法

鞍点

鞍结点分支

Ｓａｒｋｏｖｓｋｉｉ序
数量积

薛定谔 （Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ）方程
敏感依赖性

变量分离

吸引集

　双曲吸引集
双曲排斥集

不变集

排斥集

移位映射

奇点 （见不动点）

奇点

　正则奇点
　简单奇点
汇

Ｓｍａｌｅ马蹄
小除数

迅速跳回排斥子

解

　矩阵解
　下解
　上解
源

谱半径

谱定理

谱

稳定性
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稳定集

驻定点 （见不动点）

奇怪吸引子

施图姆刘维尔 （ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ）问题
子流形

有限型子移位

子空间

　中心子空间
　不变子空间
　稳定子空间
　不稳定子空间
　约化子空间
叠加原理

符号空间

辛梯度

辛群

辛映射

辛矩阵

辛二型

帐篷映射

ＡｒｚｅｌａＡｓｃｏｌｉ定理
ＣａｙｌｅｙＨａｍｉｌｔｏｎ定理
控制收敛定理

弗洛凯 （Ｆｌｏｑｕｅｔ）定理
富克斯 （Ｆｕｃｈｓ）定理
ＨａｒｔｍａｎＧｒｏｂｍａｎ定理
若尔当 （Ｊｏｒｄａｎ）曲线定理
ＫＡＭ定理
李雅普诺夫 （Ｌｉａｐｕｎｏｖ）定理
梅利尼科夫 （Ｍｅｌｎｉｋｏｖ）定理
诺特 （Ｎｏｅｔｈｅｒ）定理
佩亚诺 （Ｐｅａｎｏ）定理
皮卡林德勒夫 （ＰｉｃａｒｄＬｉｎｄｅｌｆ）定理
庞加莱 （Ｐｏｉｎｃａｒé）回归定理
庞加莱本迪克松 （ＰｏｉｎｃａｒéＢｅｎｄｉｘｓｏｎ）定理
毕达哥拉斯 （Ｐｙｔｈａｇｏｒｅａｎ）定理

ＳｍａｌｅＢｉｒｋｈｏｆｆ同宿定理
稳定流形定理

施图姆 （Ｓｔｕｒｍ）比较定理
Ｗｅｉｓｓｉｎｇｅｒ定理
时间１映射
全不连通

轨线

超临界分支

保纤维变换

传递矩阵

不可约传递矩阵

传递性

捕获区域

二体问题

一致压缩原理

单位向量

不稳定集

范德波尔 （ｖａｎｄｅｒＰｏｌ）方程
变量

因变量

自变量

常数 （参数）变易法

向量场

完全向量场

向量空间

完备向量空间

赋范向量空间

沃尔泰拉 （Ｖｏｌｔｅｒｒａ）积分方程
沃尔泰拉洛特加 （ＶｏｌｔｅｒｒａＬｏｔｋａ）方程

波动方程

适定

外尔 （Ｗｅｙｌ）ｍ函数
朗斯基 （Ｗｒｏｎｓｋｉａｎ）行列式
修改的朗斯基 （Ｗｒｏｎｓｋｉａｎ）行列式

Ｚｅｔａ函数

·９３２·索　　引


	33305A.pdf
	33305B.pdf
	33305C.pdf
	33305D.pdf
	33305e.pdf
	33305f.pdf

