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Vorwort

Diese Vorlesungsnotizen orientieren sich in ihrer Stoffauswahl moglichst getreu an den im
Modul ANA T beschriebenen Inhalten aus dem Curriculum fiir das Bachelorstudium Physik
(in der Version 2018 https://mtbl.univie.ac.at/storage/media/mtbl02/2017_2018/2017_2018_183.pdf).

Der inhaltliche Aufbau lehnt sich dabei grofiteils an entsprechende Passagen in den hervor-
ragenden Lehrbiichern [FK1] und [FK2] an, mit Ausnahme der Kapitel zum Integral und zu
Fourier-Reihen, wo wir uns eher an [Heul], [Heu2] und [ASM] orientiert haben.

Anders als ein Lehrbuch ist dieses Skriptum sprachlich knapper gefasst, stellenweise auch
salopper, und soll inhaltlich ein méglichst getreuer Spiegel und Begleiter des Vorlesungsstoffes
sein. Wir erlauben uns im Text somit auch einige Abkiirzungen: z.B. (zum Beispiel), d.h. (das
heifit), bzw. (beziehungsweise), vgl. (vergleiche), usw. (und so weiter), u.a. (unter anderem),
0.B. (ohne Beweis), bzgl. (beziiglich), i.A. (im Allgemeinen), f.ii. (fast iiberall).

Gelegentlich taucht im Text das Symbol auf, was darauf hinweisen soll, dass an der
entsprechenden Stelle empfohlen wird, die Details eines Arguments oder einer Berechnung
iibungsweise selbst zu probieren.

Einige Passagen, z.B. detaillierte technische Begriindungen, manche Beweise oder aufwendige
Zwischenrechnungen, sind in kleinerer Schrift gesetzt und sollen somit als nicht priifungsrelevant
erkennbar sein.

Ich bedanke mich bei Nathalie Tassotti flir kritisches Lesen der gesamten Entwiirfe und die
vielen Korrekturvorschlige. Und in Michael Hollnbuchners Mitwirkung hatte/habe ich eine
groflartige Unterstiitzung in allen Belangen der inhaltlichen Feinheiten wie auch der struk-
turierten Darstellung des Stoffes (bis hin zu Entwiirfen fiir Ubungen). Im aktuellen Text
verbliebene Schwéichen und Fehler sind meine , Einzelleistung®.

Giinther Hérmann im September 2025

Im Laufe der VO und UE kann es vorkommen, dass Sie wihrend fruchtbarer! Krisen so empfinden
werden wie in der folgenden Beschreibung, die ich dem Vorspann des Buches Stochastic Differential
Equations von Bernt @Oksendal, Springer-Verlag, 5. Auflage 1998, entnommen habe (zur Quellenfrage vgl.

auch sogenannte quote investigators im World Wide Web):

»We have not succeeded in answering all our problems. The answers we have found only
serve to raise a whole set of new questions. In some ways we feel we are as confused as
ever, but we believe we are confused on a higher level and about more important things.“

'Kein Tippfehler! Denn furchtbare Krisen wiinscht IThnen wahrlich niemand, aber die fruchtbaren werden alle
erfolgreichen Studierenden mit Sicherheit durchleben miissen.


https://mtbl.univie.ac.at/storage/media/mtbl02/2017_2018/2017_2018_183.pdf
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Teil A

Grundlagen






1. Zahlen, Mengen und Abbildungen

1.1. Mengenschreibweisen und mathematische Aussagen

Wir wollen rasch zu den praktischeren Aspekten vorstofien und begniigen uns daher mit einem
,haiven“ Begriff von Mengen und dem Umgang mit ihnen. Eine Menge M ist demnach einfach
eine Zusammenfassung von unterscheidbaren Elementen und wir schreiben z € M, falls das
Element x zu M gehort, und « ¢ M andernfalls.

Fiir Mengen M und N soll M C N bedeuten, dass jedes Element x € M auch x € N erfiillt.
In diesem Fall nennen wir M eine Teilmenge von N. Gleichheit M = N der Mengen trifft
also zu, falls sowohl M C N als auch N C M gilt.

Das spezielle Symbol () verwenden wir zur Bezeichnung einer Menge, die gar kein Element
enthélt, und nennen diese leer. Somit gilt auch () C M fiir jede Menge M.

Beispiele: | Eine Moglichkeit der Beschreibung von konkreten Mengen ist die Auflistung, wie
z.B. bei den natirlichen Zahlen

N=1{1,2,3,4,5,...} und deren Erweiterung um 0 durch Ny ={0,1,2,3,4,...}

oder den ganzen Zahlen

Z={.,-2-1,012..}.

Viel haufiger werden wir aber Mengen durch eine Kombination aus mathematischen Aus-
driicken und Bedingungen spezifizieren, wie z.B. hier fir die rationalen Zahlen (Briiche)

Q:{:‘mEZ,nEN}.

(Lies: Menge aller m durch n fir die gilt: m ist eine ganze Zahl, n eine natiirliche Zahl.) Die nach
dem senkrechten Strich | angegebenen Bedingungen sollen also beide erfiillt sein, was auch
mittels ‘“m € Z und n € N’ beschrieben werden konnte.

Es gelten offensichtlich die Beziehungen N C Ny C Z C Q sowie Ny # Z und Z # Q. Die
rationalen Zahlen wiederum sind eine Teilmenge der reellen Zahlen R (Dezimalzahlen), die
wir nicht mehr in so einfacher Art angeben konnen und ein wenig spater im Detail besprechen.

Bei Auflistungen von Mengen soll es tibrigens nicht auf die Reihenfolge oder Wiederholungen
von Elementen ankommen, sodass z.B. {2,3,1} = {1,2,3} = {1, 2, 3,2} gilt.

Die Bedingungen fiir die Festlegung von Mengen miissen durch mathematische Aussagen
gebildet werden, die fiir ein bestimmtes Element jeweils entweder wahr (zutreffend) oder
falsch (nicht zutreffend) sind und dabei keine dritte Moglichkeit zulassen — das ,tertium non
datur® (wortlich ,ein Drittes ist nicht gegeben*) der klassischen Logik.



Notationshinweis: Wir verwenden hier und auch in Folge oft die Schreibweise :=’ einer

definierenden Gleichheit an Stelle von ‘=’, falls wir das Objekt/Symbol auf der linken Seite
der Gleichung eben durch jenes auf der rechten Seite definieren/einfiihren.

Betrachten wir die Mengen M; = {z € Z | 22 — 4x = 0}, My := {z € N |

22 — 4z = 0} und M3 := {y? | y € Z}. Mittels Zerlegung 2% — 4x = x(z — 4) sehen wir sofort,
dass My = {0,4} und My = {4} gilt. AuBlerdem ist M3 = {0,1,4,9,...} und wir erhalten

My C My C M3, My # My, M # Ms, My# Ms.

Beide Mengen M; und M> sind Losungsmengen fiir die Gleichung 22 — 4z = 0, allerdings bei
M mit der Grundmenge Z und bei Ms mit der Grundmenge N.

Der Kontext ist also nicht unwesentlich fir die Giltigkeit einer Bedingung oder Aussage.

Wenn A und B mathematische Aussagen sind, dann kénnen wir daraus neue Aussagen bilden:
o nicht A (Verneinung), symbolisch = A, ist genau dann wahr, wenn A selbst falsch ist;
e A und B, symbolisch A A B, ist genau dann wahr, wenn sowohl A als auch B wahr ist;

o A oder B (inklusives oder), symbolisch A V B, ist genau dann wahr, wenn A wahr ist
oder B wahr ist oder beide wahr sind.
(Achtung: Im alltdglichen Gebrauch von ‘oder’ kann dies exklusiv gemeint sein, wofiir wir im
mathematischen Kontext etwas deutlicher ‘entweder A oder B’ sagen wiirden und meinen, dass
dies genau dann wahr ist, wenn eine der beiden Aussagen wahr ist und nicht beide.)

1.2. Elementare Rechenregeln fiir die reellen Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen R kann mathematisch recht gut durch eine ganze Reihe von
Axiomen charakterisiert werden, die wir grofiteils im aktuellen Kapitel kursorisch besprechen
werden. Ein letztes Axiom zur sogenannten Vollstandigkeit behandeln wir dann noch separat
in 3.3 (als Supremumsaxiom).

Wir stellen uns die Menge R der reellen Zahlen als Punkte auf der Zahlengeraden vor, worin die
ganzen Zahlen bereits als schrittweise Markierungen enthalten sind, und zwar ausgehend von 0
nach links die negativen Zahlen und nach rechts die natiirlichen Zahlen. Die rationalen Zahlen
wiederum sind gegeben durch entsprechende Teilstrecken auf oder zwischen den ganzzahligen
Markierungen. Z.B. liegt die Zahl * € Q fiir m € N rechts von 0 gerade so weit weg, dass
n-faches Auftragen dieser Strecke genau zu m fiithrt, analog fiir negatives m nach links.
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Die Rechengesetze fiir R, aus denen alle elementaren Rechenregeln fiir die Addition + (sowie
Subtraktion) und Multiplikation - (sowie Division) abgeleitet werden kénnen, sind zusammen-
gefasst in den folgenden Aziomen eines Kdrpers: Es gibt ein Element 0 € R und ein Element
1 € R mit 0 # 1, sodass fir alle reellen Zahlen a,b,c € R gilt



Assoziativitat der Addition: (a +b) +c=a+ (b+ ¢),
Kommutativitat der Addition: a +b =10+ a,
0 ist neutrales Element der Addition: a + 0 = a,

die Gleichung a + x = b hat genau eine Losung x € R, die mit b — a bezeichnet wird;
im Falle b = 0 heiflit —a := 0 — a das zu a additiv inverse Element;

) Assoziativitdt der Multiplikation: (a-b)-c¢=a- (b ¢),
(vi) Kommutativitat der Multiplikation: a-b=1b"a,
) 1 ist neutrales Element der Multiplikation: a - 1 = a,

(viii) die Gleichung a -z = b hat fiir a # 0 genau eine Losung = € R, die mit 3 bezeichnet
wird; im Falle b = 1 heifit ™! := é das zu a multiplikativ inverse Element;

(ix) Distributivgesetz: a-(b+c¢)=a-b+a-c.

Im Distributivgesetz steht rechts eigentlich (a-b)+ (a-c), aber wir haben gleich stillschweigend
die Konvention ,,Punkt vor Strichrechnung” angewandt. Auflerdem werden wir hinkiinftig oft
ab schreiben fiir das Produkt a - b.

In rein mathematischen VO und UE miissten wir uns nun einige Zeit lang damit beschéaftigen,
wie aus den obigen Axiomen die iiblichen Rechenregeln abgeleitet werden kénnen. Das beginnt
schon einmal damit, in ersten Uberlegungen zu zeigen, dass die Elemente 0 und 1 eindeutig
sind. Wir iiberspringen solche Spielchen hier natiirlich, wollen aber nur zur Illustration eine
(sogar liickenhafte) Argumentationsskizze fiir die gar nicht beeindruckende Regel

(=1)-a=—a

angeben: Zundchst wundern Sie sich vielleicht dariiber, was hier iiberhaupt zu sagen wére ...
aber bedenken Sie, dass wir es auf der linken Seite mit dem Produkt von a und dem additiv
Inversen von 1 zu tun haben, wiahrend auf der rechten Seite das additiv Inverse zu a steht;
nehmen wir an, wir hatten zuvor schon 0 -a = 0 gezeigt — ja, auch das wére Teil der Aufgabe
und ist die schon angekiindigte Liicke —, dann diirften wir wegen 1 4+ (—=1) =0und 1-a =a
mittels Distributivgesetz die Berechnung

0=0-a=(1+(-1)-a=1-a+(-1)-a=a+(-1)-a
anstellen; da die Gleichung 0 = a + x aber per Axiom (iv) eindeutig durch x = —a geldst
wird, muss (—1) - a = x = —a gelten.

Die obigen Korperaxiome gelten {ibrigens auch innerhalb der Teilmenge @ C R. Dies ldsst
sich leicht durch direkte Rechnung nachweisen, wobei wir fiir rationale Zahlen mit den Dar-
stellungen @ = und b = % folgende Formeln verwenden kénnen:

mp

a-b=— und a-f—b:w.
ngq nq

Innerhalb der Teilmenge Z C R der ganzen Zahlen gilt Axiom (viii) nicht: Z.B. ist die Glei-
chung 22 = 3 unlésbar unter der Bedingung x € Z. Dies fiihrt auf den Begriff der Teilbarkeit



von m € Z durch n € Z, n # 0: Wir schreiben in diesem Fall n | m, falls es ein = € Z gibt
mit der Eigenschaft nz = m. (Mit anderen Worten ist in dem Fall ™ € Z.) Eine ganze Zahl
m € Z heifit gerade, falls 2 | m gilt, d.h. m = 2k fiir ein geeignetes k € Z. Andernfalls heifit
m ungerade, in welchem Fall sich m = 2k 4 1 ergibt fiir ein passendes k € Z.

Innerhalb der Teilmenge N C R der nattirlichen Zahlen ist auch Axiom (iv) verletzt, weil z.B.
die Gleichung 4 + z = 1 nicht 16sbar fiir x € N ist.

1.3. Ordnungsrelation auf R

Anschaulich auf der Zahlengeraden entspricht die Ungleichung a < b zwischen zwei reellen
Zahlen a,b € R dem Umstand, dass a links von b liegt. Axiomatisch wird dies so festgelegt:
Fiir a,b, c € R gelten die Eigenschaften

(i) Trichotomie: genau eine der drei Beziehungen a < b, a = b, a > b ist erfiillt,
(if) Transitivitdt: aus @ < b und b < ¢ folgt a < ¢,
(iii) aus a < b folgt a + ¢ < b+ c fiir jedes c € R,

(iv) aus a < b und ¢ > 0 folgt ac < be.

Durch Vergleich mit 0 legen wir auch den Begriff einer positiven bzw. negativen Zahl a € R
fest, ndmlich durch die Bedingung a > 0 bzw. a < 0. Aus Axiom (iii) lasst sich z.B. mittels
¢ = *a ableiten, dass b > a gleichwertig mit b —a > 0 ist.

Als Kurznotation fiir ¢ < b und b < ¢ verwenden wir auch die Schreibweise a < b < c.

Folgerungen aus den Ordnungsaxiomen: (Ohne hier auf die Herleitungen einzugehen gelten)
e a > 0 ist gleichwertig mit —a < 0, dhnlich ist a < 0 gleichwertig mit —a > 0,
e fiir a # 0 ist a® > 0,
e aus a < bund ¢ < 0 folgt ac > be,

1_1
e aus 0 <a<bfolgt 0 <y < 4.

Eine nicht strikte Ungleichung a < b soll bedeuten, dass a < b oder a = b gilt. Speziell sehen
wir sofort:
Aus a<bundb<a folgtstets a=>0.
Folgende Eigenschaften < sind ganz dhnlich zu jenen fiir <:
(i) Transitivitat: aus a < b und b < ¢ folgt a < ¢ und wir schreiben dann a <b < ¢,
(ii) aus a < b folgt a + ¢ < b+ c fur jedes c € R,

(iii) aus a < b und ¢ > 0 folgt ac < be.

Einige Rechenregeln fiir Ungleichungen:

o Addition von Ungleichungen: Aus ¢ < b und ¢ < d folgt a + ¢ < b+ d.
Speziell ist a + = < b gleichbedeutend mit z < b — a.



e Aus ac < bcund ¢ > 0 folgt a < b. Fr a > 0 gilt: ax < b ist gleichbedeutend mit 2 < %.
e Fiir 0 <a<bista®<b’ Aus a®> <b? und b > 0 folgt a < b.

In der letztgenannten Eigenschaft kann die Bedingung b > 0 nicht weggelassen werden, denn
z.B. fiir a = —1, b= —2 ist zwar a®> = 1 < 4 = b?, aber a > b.

Intervalle: Als solche bezeichnen wir alle folgenden speziellen Teilmengen von R. Zunéchst
die durch Randpunkte a,b € R mit a < b beschrankten Intervalle

[a,b] :={x €R|a<x<b} abgeschlossen, |a,b:={zx€R|a<xz<b} offen,
Ja,b) :={x €R|a<z<b} und [a,b:={z€R|a<xz<b} halboffen.

Weiters haben wir die nach rechts unbeschrénkten Intervalle
[a,00[:={x € R|a <z} abgeschlossen, |a,00[:={zx€R|a <z} offen,
sowie die nach links unbeschréankten Varianten
|—00,b] :={x € R|z < b} abgeschlossen, |—o0,b:={z€R|x<b} offen.

Wir kénnen noch | —o0,00[:= R hinzufiigen und anmerken, dass [0, 0o die abgeschlossene
Halbgerade der nichtnegativen reellen Zahlen ergibt, wihrend |0, 00| die offene Halbgerade
der positiven reellen Zahlen ist. Ein beschrénktes abgeschlossenes Intervall [a,b] bezeichnen
wir auch als kompaktes Intervall.

1.4. Absolutbetrag von reellen Zahlen

Fir a € R ist der Abstand von a zu 0 auf der Zahlengeraden entweder a, falls a positiv oder
0 ist, oder entspricht gerade der positiven Zahl —a, falls a negativ ist. Wir definieren daher
den Absolutbetrag oder Betrag einer reellen Zahl a € R durch

—a fura <0,
la| ==

a fir a > 0.
Wir erhalten unmittelbar folgende Eigenschaften fiir alle a,b € R:
la| >0, |a]=0nurfira=0, |—a|=]la|, |a?=0a? —la|<a<la|, |a-b]=]a|-b|.

Auflerdem zeigen wir noch fiir alle a,b € R die fundamentale

Dreiecksungleichung

(1.1) la + b < |a] + [b].

(Der Name wird spéter bei der analogen Ungleichung fiir komplexe Zahlen plausibler.)
Beweis: 1. Fall a4+ b > 0: Wegen a < |a| und b < |b| folgt |a +b| = a + b < |a| + |b].
2. Fall a+b < 0: Wegen —a < | —al| =|a| etc. ist [a+b] = —(a+b) =—a—b<la|+|b]. O



Umgekehrte Dreiecksungleichung

(12) [lal = [bl] < |a — ]

Beweis: Der Wert von ‘]a| - |b|] ist |a| — |b], falls [a| > [b], und [b] — |a|, falls |a| < [b]. Aus
la| = |b+ (a —b)| < |b| + |a —b| und [b] = |a+ (b —a)| < |a| + |b — a| = |a| + |a — b| ergeben
sich jeweils die Ungleichungen

la| = o] <'la—=b] und [b] = af <la -],

woraus die behauptete Ungleichung folgt. O

Weitere niitzliche Ungleichungen: (i) Fir beliebige a,b € R gilt

a? + b?

lab] < und (a4 b)? = |a+b* < 2(a® +b?).

b
ii) Fiir a < b liegt das arithmetische Mittel strikt dazwischen: a < ato <b.
(i) :

. Der Fall ab =

(a+b)? (a+b)?
4 4

(iii) Fir a,b > 0 gilt ab < ist gleichbedeutend mit a = b.

(Die Begriindungen dafiir eignen sich als Ubungsaufgaben.)

1.5. Mengenoperationen

Wenn A und B Mengen sind, dann besteht ihre Vereinigung A U B aus allen Elementen z,
fiir die x € A oder x € B gilt. Der Durchschnitt AN B besteht aus allen Elementen z, fiir die
x € Aund x € B gilt. Beispielsweise mit A = {1,2}, B = {2,3} erhalten wir AUB = {1,2,3}
und AN B = {2}.

Zwei Mengen A und B heiflen disjunkt, falls AN B = () gilt, d.h. die Mengen haben kein
gemeinsames Element.

Es ldsst sich leicht nachweisen, dass folgende Distributivgesetze fiir beliebige Mengen A, B, C
gelten:

AUBNC)=(AUuB)N(AUC) und AN(BUC)=(ANB)U(ANC).
Weitere einfache Eigenschaften sind

AUB=BUA, AnB=BnA, AU(BUC)=(AUB)UC,
AN(BNC)=(AnB)NnC, A=ANn(AUB), A=AU(ANB),
A C B ist gleichbedeutend mit A= AN B, A C B ist gleichbedeutend mit B = AU B.



Die Differenzmenge A\ B (auch: ,A ohne B*) ist
definiert durch

A\ B
A\B:={zxec A|xz ¢ B}.

Wenn A Teilmenge einer Grundmenge G ist, dann nennen
wir G\ A auch das Komplement von A beziiglich G.
Es gilt dann stets die disjunkte Zerlegung

G=AU(G\A) und AN(G\A) =0.

SchlieBlich lassen sich als Ubungsaufgabe n auch die sogenannten Regeln von de Morgan
fiir Teilmengen A C G und B C G begriinden:

G\(AUB)=(G\A)N(G\B) und G\(ANB)=(G\A)U(G\B).

Kartesische Produkte von Mengen: Die Menge A x B besteht aus allen Paaren (z,y)
mit z € A und y € B. Ist C eine dritte Menge, dann wird A x B x C aus allen Tripel (z,y, 2)
mit x € A, y € B und z € C gebildet.

Entsprechend kénnen wir fir n Mengen Ay, ..., A, das n-fache kartesische Produkt mit Hilfe
von sogenannten n-Tupel bilden in der Form

Ay x Ag x - x Ay ={(z1,...,zp) | j=1,...,n: x; € Aj}.

Im Spezialfall Ay = As = ... = A, = A schreiben wir
A" = {(z1,...,2n) | j=1,...,n:2; € A}

Insbesondere fiir A = R mit n = 2 bzw. n = 3 erhalten wir eine Koordinatenbeschreibung der
Ebene R? = R x R bzw. des Raumes R? = R x R x R.

In einem n-Tupel ist die Reihenfolge der Eintrdge wesentlich, z.B. sind (1,2) und (2,1) ver-
schiedene Elemente von N x N.

1.6. Abbildungen und Funktionen

Eine Abbildung f: M — N zwischen (nichtleeren) Mengen M und N ist eine Vorschrift
x +— f(x), die jedem Element x aus der Definitionsmenge M genau ein Element f(x) € N
zuordnet. Falls die Zielmenge N eine (Teil)Menge von Zahlen ist, nennen wir f auch eine
Funktion.

Eine Funktion f: {1,2} — N mit f(1) := 3 und f(2) := 3, also 1 — 3 und 2 — 3.



Gleichheit von Abbildungen: Zwei Abbildungen f: M — N und h: P — @ bezeichnen wir
dann (und nur dann) als gleich, wenn die drei Bedingungen M = P, N = Q und f(z) = h(z)
fir jedes x € M erfiillt sind. Wir schreiben (nur) in diesem Fall f = h.

Das Element f(x) € N heifit das Bild von x € M (unter f), wéhrend im Falle y € N mit
y = f(z) das Element x € M ein Urbild von y ist. Zu jedem = € M gibt es also genau ein Bild
f(x), aber y € N hat nur dann ein Urbild, falls es ein « € M mit der Eigenschaft f(z) =y
gibt; und in diesem letzten Fall muss x nicht eindeutig sein: In obigem Beispiel ist 3 das Bild
von 1 und auch das Bild von 2. Also hat 3 sowohl 1 als auch 2 als Urbild und keine Zahl
n € N mit n # 3 hat ein Urbild.

Fiir A C M ist die Bildmenge von A unter f gegeben durch die Teilmenge f(A) C N mit

f(A) = {f(z) |z € A},

besteht also aus jenen Elementen von N, die unter f von Elementen aus A getroffen werden.
In obigem Beispiel ist f({1}) = {3} = f({2}) und auch f({1,2}) = {3}.

Entsprechend ist fiir C C N die Urbildmenge von C unter f gegeben durch die Teilmenge
f~HC) € M mit
fHO) ={z e M| f(z) € C},

besteht also aus allen Elementen von M, die unter f auf ein Element in C' abgebildet werden.
In obigem Beispiel ist f~1({3}) = {1,2} = f~1(N) und f~1({1}) =0 = f~1(N\ {3}).

Es gilt iibrigens stets f(()) = @ und f~1(@) = (. Hier einige Rechenregeln fiir Bild- und
Urbildmengen, wobei A, B Teilmengen von M und C, D Teilmengen von N sind:

fieuD)=fHO)u D), fHCnD)=fHC)NfTHD),
f(AUB) = f(A)Uf(B), [f(ANB)C f(A)N[f(B).

Zur Tllustration beweisen wir die am Ende behauptete Inklusionsrelation: Sei y € f(A N B)
gegeben, dann kénnen wir also ein x € AN B finden mit f(x) = y. Daher gilt sowohl y =
f(z) € f(A) als auch y = f(x) € f(B), somit folgt y € f(A4) N f(B).

Wir wollen noch anmerken, dass in der gerade bewiesenen Inklusionsrelation im Allgemeinen
tatséchlich nicht Gleichheit zu erwarten ist. Dazu brauchen wir nur wiederum das schon oben
mehrfach bemiihte Beispiel fiir f anzuschauen und A := {1}, B := {2} zu setzen. Dann folgt
namlich AN B = (), also auch f(ANB) =0, aber f(A)N f(B) = {3} N {3} = {3} #0.

Grob gesagt konnen wir uns merken, dass ,,fiir Urbildmengen alles mit Gleichheit funktioniert*
und fiir Bildmengen zumindest bei der Vereinigung.

Verkniipfung von Abbildungen: Angenommen wir haben zwei Abbildungen f: D — M
und g: M — N, dann kénnen wir fiir jedes x € D zunéchst f(x) € M bilden und dieses
Element wiederum in g einsetzen, also mittels g(f(x)) nach N abbilden. Wir erhalten dadurch
die Abbildung go f: D — N mit

(9o f)(x) :=g(f(z)) (z€D).
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Wir kénnen das so veranschaulichen, dass es in diesem Diagramm nicht darauf ankommt, auf
welchem Weg wir den Pfeilen von D nach N folgen:

Dt M9 N
\_/
gof

Mit den Funktionen f:]0,1[— R

, f(z) = 2= und g: R — R, g(y) = 53> ergibt
sich g o f:]0,1[— R mit (g0 f)(z) = g(f(2)) =

x+1
1y_ 5 5
g(z+1> = D)2 T ®12z+1”

Summen und Produkte von Funktionen: Falls wir zwei Funktionen f1, fo: D — R, also
mit derselben Definitionsmenge und Werten in einer Zahlenmenge, vorliegen haben, dann
kénnen wir durch punktweise Wirkung die Summe f; 4+ f2 sowie das Produkt f; - fo dieser
Funktionen definieren, indem wir fiir jedes x € D die Werte

(fi + fo)(@) = fi(z) + fa(x), (f1- fo)(x) := fi(z) - fo(m)

festlegen. Entsprechend kénnen wir fiir beliebiges ¢ € R und f: D — R auch das Vielfache
c¢f: D — R durch die Zuordnung = + cf(x) definieren. Speziell fir ¢ = —1 erhalten wir die
Funktion — f mit der Abbildungsvorschrift x — — f(x).

Wir betrachten fi, fa: ]0, 1[— R mit fi(z) = ﬁ und fo(x) = 1—x, dann erhalten
wir fiir jedes z €]0, 1]

1 1 14+ (-2 2?—2242

(fl-f2)($):m'(1—1’):1und (f1+f2)(37)=m+1—x_ - = -

Fiir jedes ¢ € R konnen wir auch die entsprechende konstante Funktion D — R mit z +— ¢
betrachten. Dann erhalten wir speziell fiir ¢ = 0 € R die sogenannte Nullfunktion x — 0, die
wir unvorsichtigerweise auch gerne einfach mit 0 bezeichnen. Eine Funktion f: D — R ist
also genau dann gleich der Nullfunktion, und wir schreiben in dem Fall auch kurz f = 0, falls
f(x) =0 fiir jedes x € D gilt. Insbesondere ist immer —f + f = 0 im Sinne der Addition von
Funktionen.

Nullfunktion versus Nullstellen: Die Funktion f: R — R mit f(x) := 0 fiir x # 0 und
f(0) := 1 ist nicht die Nullfunktion, d.h. f # 0, auch wenn sie an allen € R\ {0} den Wert
0 annimmt. Es geniigt ndmlich, dass f an einer einzigen Stelle einen Funktionswert hat, der
verschieden von 0 ist.

Also ist bei Anwendung der Bedingung f # 0 Vorsicht geboten. Falls wir beispielsweise zu
einer gegebenen Funktion f: D — R die Funktion 1/f: D — R bilden wollen, dann miissen
wir punktweise f(x) # 0 fiir alle z € D verlangen, was eben nicht aus f # 0 folgt!

Ein Punkt « € D einer Funktion f: D — R mit f(xz) = 0 heifit Nullstelle.

Z.B. hat die Funktion f: R — R, 2 +— 22 — 4z die beiden Nullstellen 0 und 4.
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1.7. Weitere Eigenschaften von Abbildungen
Eine Abbildung f: M — N heift

(a) injektiv, falls aus f(x1) = f(x2) stets z1 = x4 folgt; gleichbedeutend ist die Eigenschaft:
aus 1 # xg folgt f(x1) # f(x2); fir beliebiges y € N hat die Gleichung f(z) = y also
hochstens eine Losung x € M (und eventuell auch gar keine);

(b) surjektiv, falls f(M) = N gilt; fur beliebiges y € N hat die Gleichung f(z) = y also
mindestens eine Losung © € M (und eventuell auch mehr als eine);

(c) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist; fiir beliebiges y € N hat die Gleichung f(z) =y
also genau eine Losung x € M.

Im Falle von (c) gibt es die Abbildung g: N — M, y — ¢(y), wobei g(y) :== z € M die
eindeutige Losung der Gleichung f(z) = y ist. Es gilt dann laut Konstruktion

(feg)(y) = flg(y)) =y und (go f)(z)=g(f(z)) =2

und ¢ wird die Umkehrabbildung oder inverse Abbildung zu f genannt. Wir werden meistens
die iibliche Notation
LN M

fiir die Umkehrfunktion einer bijektiven Abbildung f: M — N verwenden. Dies darf aber
nicht mit der Notation fiir Urbildmengen aus 1.6 oder mit einer Funktion der Form x +— 1/ f(z)
verwechselt werden.

Die Funktion fi: R — R, z + 22 ist nicht injektiv (weil z.B. fi(—1) = f1(1))
und auch nicht surjektiv (weil z.B. —1 € f1(R)).
Die Funktion fo: R — [0, 00[, # > 2 ist nicht injektiv, aber surjektiv.

Die Funktion f3: [0, 00[— [0, 00[, z + 2% ist bijektiv.

fo /3

NS

Bei Funktionsgraphen bedeutet Injektivitdt anschaulich, dass der Graph von jeder horizonta-
len Geraden iiber dem Definitionsbereich hichstens einmal getroffen wird.

Bemerkung: Wenn es zur Abbildung f: M — N eine Abbildung g: N — M gibt, sodass
flg(y)) = y fir alle y € N und g(f(z)) = « fir alle x € M gilt, dann ist f bijektiv und

g = f~! (Ubungsaufgabe).
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1.8. Monotone Funktionen

Wir betrachten nun Funktionen f: I — R, wobei I C R ein Intervall ist. Die Funktion f heif3t

(a) monoton wachsend, falls fur z1,x9 € I aus x1 < x2 immer f(x;) < f(x2) folgt,
und streng monoton wachsend, falls aus x1 < x2 immer f(x1) < f(z2) folgt;

(b) monoton fallend, falls fur x1,z9 € I aus z1 < x9 immer f(x1) > f(x2) folgt,
und streng monoton fallend, falls aus z1 < xg immer f(z1) > f(z2) folgt;

Also ist f genau dann (streng) monoton fallend, wenn die Funktion —f (streng) monoton
wachsend ist.

Wir betrachten wieder die Funktionen fi, fa, f3 aus 1.7. Wahrend f3 streng

monoton wachsend ist, haben f; und fs keine Monotonieeigenschaften, die auf dem ganzen
Definitionsbereich einheitlich gelten. Allerdings sind fiir beide Funktionen die Einschrankun-
gen auf | — 0o, 0] streng monoton fallend und jene auf [0, 00| streng monoton wachsend, also
haben wir fiir fi und fa jeweils Monotonie auf Teilintervallen.

Als Ubungsaufgabe empfohlen: Streng monotone Funktionen sind stets injektiv. Die Um-
kehrfunktion einer streng wachsenden (bzw. fallenden) bijektiven Funktion ist ebenfalls streng
wachsend (bzw. fallend).
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2. Ein Intermezzo iiber Aussagen, Beweise
und Kombinatorik

2.1. Implikationsaussagen

Die meisten mathematischen Resultate bzw. Sétze sind so strukturiert, dass unter einer Vor-
aussetzung A stets eine behauptete Aussage B gelte, also in Form einer Implikation A = B.

Auch fir mathematische Aussagen, die zundchst nicht in dieser Implikationsform angegeben
sind, lasst sich eine solche Umformulierung geben, die oftmals auch besser zu handhaben ist.

Die Aussage ,v/2 ist nicht rational® ist gleichbedeutend mit ,wenn z € Q gilt,

dann ist 22 # 2% Also hat dies die Form A = B, wobei A die Voraussetzung = € Q ist und
B die Behauptung z? # 2.

Ubrigens wird im Falle einer Implikation A = B in mathematischen Texten oft gesagt, dass
A hinreichend fir B ist bzw. B notwendig fir A.

Welche Moglichkeiten haben wir, um eine Implikation A = B zu zeigen? Und was bedeutet
eine Implikation bzw. was bedeutet sie nicht? Zuerst widmen wir uns kurz der zweiten Frage.

Wir hatten am Ende von 1.1 schon ein bisschen iiber Verneinung und Kombination von
mathematischen Aussagen mittels ,nicht“, jund“ und ,oder* diskutiert. Aulerdem haben wir
bisher eher informell Begriindungen von ,,aus A folgt B“ gegeben in der Art, dass B jedenfalls
zutrifft, falls A stimmt. Zur Prazisierung wollen wir nun aussagenlogisch die Bedeutung der
Implikation A = B durch eine Verneinung einfiihren:

Es soll nicht gelten, dass A wahr ist und B falsch ... nicht (A und (nicht B)).

Alw|w | |1

Spielen wir die insgesamt vier Blw|f|w]|f
Moglichkeiten von wahr/falsch fiir nicht B | f |w| f|w
A, B in einer Wahrheitswerttabelle nicht A| f | f|w|w
durch, so ergibt sich dasselbe wie fiir A und (nicht B) | f |w | f | f
(nicht A) oder B: nicht (A und (nicht B)) |w | f | w | w
(nicht A) oder B | w | { | w | w

Also halten wir fest: A = B ist gleichbedeutend mit (nicht A) oder B.

Anhand der Tabelle kénnen wir eine weitere wichtige Beobachtung machen: Vertauschung
von A mit (nicht B) und von B mit (nicht A) in einer Implikation ergibt ebenfalls dieselben
Wahrheitswerte, d.h. wir erhalten zusétzlich:

A= B ist gleichbedeutend mit der Kontraposition (nicht B) = (nicht A).
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Wir betrachten folgende Aussage fiir n € N: n? gerade = n gerade.
—_——— —_——
A B

Wir kénnen dies sehr einfach in der Form (nicht B) = (nicht A) zeigen: Sei n € N ungerade,
also n = 2k 4+ 1 mit passendem k € Ny. Dann folgt

n?=(2k+ 1) =4k? + 4k +1=202k* +2k) + 1 =21+ 1

mit [ := 2k% + 2k € Ny, also ist auch n? ungerade.

Aquivalenz: Ein besonders wichtiger Umstand ist erfiillt, falls sowohl A = B als auch B = A
gilt, in welchem Falle wir A und B als dquivalent bezeichnen und auch A < B schreiben.

Die beiden Aussagen A und B aus dem obigen Beispiel sind sogar dquivalent, denn es gilt
tatsdchlich auch B = A: Ist ndmlich n € N gerade, also von der Form n = 2k mit k € N,
dann folgt n? = (2k)? = 4k? = 2m mit m := 2k? € N, also ist n? gerade.

2.2. Strategien fiir Beweise

Nun zu der ersten in 2.1 gestellten Frage, ndmlich wie wir eine Implikation A = B zeigen
konnen. Im letzten Beispiel haben wir schon den Weg {iber die Kontraposition (nicht B) =
(nicht A) gesehen. Dies wird oft als indirekter Beweis bezeichnet.

Eine weitere Spielart ist der Beweis durch Widerspruch — ebenso oft indirekter Beweis ge-
nannt. Mit Blick auf die Motivation der Implikation und die Tabelle in 2.1 versuchen wir in
diesem Fall abzuleiten, dass die Kombination A und (nicht B) unméglich ist, also auf einen
offensichtlichen Widerspruch fiihrt. Weil dies gerade besagt, dass nicht (A = B) stets falsch
ist, muss also A = B richtig sein (tertium non datur).

Wir hatten schon in 2.1 die Aussage ,,v/2 ist nicht rational umgeformt in A = B:
r€Q=2%#£2.

Nun schreiben wir dafiir einen Beweis durch Widerspruch zur Illustration in allen Details auf.

Beweis: Angenommen z € Q und 22 = 2. Wegen (—z)? = 22 und 0? = 0 # 2 kénnen wir auch

x > 0 annehmen. Wir schreiben z = g mit p,q € N, wobei dieser Bruch schon vollstiandig
durchgekiirzt sein soll, d.h. es gibt kein m € N, m # 1 mit m | p und m | q.

Nun berechnen wir

p2 p 2 2 2 2

— = () =x° =2, daher p* = 2¢°,

q q
also ist p? gerade. Aus dem zweiten Beispiel in 2.1 wissen wir, dass somit p gerade sein muss,
also von der Form p = 2k mit k € N ist. Nun berechnen wir 4k? = p? = 2¢?, somit ist ¢* = 2k>
gerade. Wiederum muss daher auch ¢ gerade sein und es folgt insgesamt, dass sowohl 2 | p

als auch 2 | ¢ gilt — Widerspruch % . O

Induktionsbeweise: Diese finden haufig Anwendung bei Aussagen A(n), die explizit von ei-
nem Parameter n € {ng,ng+1,n0+2,...} C Ny abhéngen, ny € Ny sei dabei ein Anfangswert.
Als konkretes Beispiel betrachten wir fiir n € N die Aussage

n(n+1)(2n+1)

Am): 12422+, . +n?= ; .
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Das Induktionsprinzip macht sich die Eigenschaft zunutze, dass jede nichtleere Teilmenge der
natiirlichen Zahlen ein kleinstes Element besitzt (Wohlordnung von N) und erlaubt (nach ein
bisschen zusitzlicher Argumentation) folgende Schlussweise fiir eine Teilmenge M C N:

Ist (a) 1 € M und (b) fir jedes k € M auch k+ 1 € M, dann muss M = N gelten.

Das ldsst sich analog fiir Startwerte ng statt 1 argumentieren. Durch Anwendung auf die
Menge M := {n | A(n) trifft zu} entsteht nun das Beweisschema der vollstandigen Induktion:

(a) A(ng) trifft zu,
Zeige und dann gilt A(n) fir alle n € Ny mit n > ng.
(b) A(k) = A(k +1),

Als Variante darf iibrigens (b) auch ersetzt werden durch: Aus A(nyg),...,A(k) folgt A(k+1).

Wir werden die oben schon erwidhnte Aussage A(n) fur alle n € N nachweisen.

1)(2 1
Behauptung: Fiir alle n € N gilt A(n), d.h. 12+ 22 +... +n? = nin + )6( nt )

Beweis: Durch vollstandige Induktion nach n € N.

Induktionsanfang n = 1: Die linke Seite von A(1) ist 12 = 1 und die rechte Seite von A(1) ist
1(1+1)(2-141)/6 = 6/6 = 1, also trifft A(1) zu.

Induktionsschluss von k auf k+1: Wir diirfen nun voraussetzen, dass A(k) gilt, also die Formel

12 + 92 4ot E2 — k(k+1)6(2k+1)'

Wir berechnen und formen schrittweise die linke Seite von A(k + 1) um:

2 k(k+1)(2k+1)

12
5 +(k+1)

12422+ 42k +1)
A(k) verwenden

MR SR DEED B ok 1)+ k-4 1)

:@(%Mk%mﬁ): (k+1)(k+2)(2(k+1) +1)

6 6
(2k+3) (k+2)

Wir erkennen, dass der letzte Ausdruck gerade der rechten Seite von A(k+ 1) entspricht. Also
haben wir gezeigt, dass aus A(k) tatsdchlich A(k + 1) folgt. O

Eine weitere Anwendung dieser Beweismethode sehen wir bei der grundlegenden

Bernoulli-Ungleichung;:

Ist h € R mit h > —1, dann gilt fir alle n € N
(2.1) (14 h)" > 1+ nh.

Das Gleichheitszeichen gilt dabei nur, wenn n = 1 oder h = 0 ist.
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Beweis: Durch vollstdndige Induktion nach n € N.
Induktionsanfang n = 1: (14+h)!=1+h=1+1-h.
Induktionsschluss von k auf k + 1: Wir diirfen (14 h)* > 1 + kh annehmen und berechnen

(T+m* =1 +h) (1+h)r> A +h) (1 +kh)=1+kh+h+Ekh:> 14 (k+1)h.
——— e — \>/0"
>0 >1+kh z

Im Falle A # 0 und k > 1 (somit n > 2) gilt kh? > 0 und dann kann oben das letzte > durch
> ersetzt werden. O

So harmlos und einfach der Induktionsanfang auch meistens ausfillt, miissen wir uns dennoch
hiiten auf ihn zu vergessen. Z.B. lief3e sich sonst irrtiimlich beweisen, dass 1" = 0 fiir allen € N
gelte, denn aus 1™ = 0 folgt nimlich ohne Umsténde auch 1"t =1".1=0-1=0.

2.3. Schreibweisen fiir Summen und Produkte
Summen wie im zweiten Beispiel in 2.2 kénnen wir abkiirzend mit dem Summenzeichen 3,
einem Summationsindex k, einer Untergrenze 1 und einer Obergrenze n angeben in der Form
n
PP4+22+ . 40’ => kK.
k=1
Wir haben also fiir m < n und beliebige a,y,, ..., a, € R die Summenschreibweise
n
Z g = Qm + Q1 + ...+ an.
k=m

Noch ein wenig allgemeiner (und somit flexibler) kann eine Indexmenge I = {n,ng,...,ny}
gegeben sein und a; € R fiir £ € I, dann schreiben wir

Zak:am—i—am—l—...—i—anp.
kel

1) Induktiv erhalten wir aus der Dreiecksungleichung

n
< Z\ak\-

k=1

n
D a

k=1

2) Die Relation a? —b? = (a—b)(a+b) ist wohlbekannt bzw. unmittelbar nachpriifbar. Durch
Ausmultiplizieren sehen wir fiir n € N, n > 2 direkt folgende Verallgemeinerung

(a=b)a" P +a" b+ ... +ad" 2+ 0" =a" — b

Wir konnen das auf zwei Arten in eine Summenschreibweise fassen:

n—1
a®—b"=(a—-0) Z a" IR = (0 —b) Z ab.
k=0 0<j,k<n—1,

JjH+k=n—1
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3) Angenommen ¢ € R erfiillt ¢ # 1. Wenden wir 2) mit a := 1, b :== g und n + 1 an Stelle
n

von n an, so ergibt sich 1 — ¢" ™ = (1 — q) Z ¢" bzw. nach Division durch 1 — ¢ die
k=0

Geometrische Summenformel

n+1

(2.2) Y=

Bemerkung: Diese Formel kann iibrigens auf mindestens zwei weitere Arten bewiesen wer-
den. Eine ist Induktion nach n, die andere ist so: Setzen wir s := 14+ ¢+ ... + ¢", dann ist
qg-s=q+¢+...+¢"" und somit (1 —¢q)-s=s5—¢gs=1—¢""L.

4) Als weitere Anwendung der Zerlegungsformel aus 2) folgt die strenge Monotonie von z —
2" als Funktion ]0, oo[—]0, oo[. Ist ndmlich a > b > 0, dann folgt a — b > 0, a/b* > 0 und
somit auch a” — b" = (a — b) 3. a/b* > 0. Also haben wir gezeigt:

a>b>0 = d">0b"

Ahnlich verfahren wir mit Produkten von endlich vielen Faktoren aq, . .., a, € R und schreiben

n
Hak:a‘l'GQ"'an
k=1

bzw. auch fiir entsprechende Verallgemeinerungen.

Als kleine Anwendung definieren wir fiir n € N nun ,,n Fakultiat® oder ,,n Faktorielle“ durch

nl:=][k=1-23--(n-1)n=n-(n—-1)---3-2-1
k=1

und setzen noch 0! := 1. Induktiv erhalten wir auch (n+1)! = (n+1)-n! als iterative Formel.

Die kombinatorische Interpretation von n! ist gerade die Anzahl der méglichen Umordnungen
von n vorgelegten Objekten an n Platzen. Denn bei einer Umordnung haben wir fiir das erste
Element alle n Plitze zur Verfiigung (auch an seinem Platz belassen gilt hier als Spezialfall einer
Umordnung), fiir das zweite daher noch n — 1 Platze zur Auswahl, beim dritten bleiben n — 2
Moglichkeiten usw. Es ergeben sich also insgesamt n - (n — 1) ---2- 1 = n! Moglichkeiten.

2.4. Binomialkoeffizienten

Wie grof} ist die Anzahl B,, , an Mdglichkeiten fiir Bitfolgen der Lénge n, in denen k-mal 0
und (n — k)-mal 1 vorkommt? Fiir n = 3, k = 1 gibt es die drei Moglichkeiten 011, 101, 110.

Prinzipiell gibt es n! Umordnungen in der gesamten Bitfolge, aber die k! Umordnungen der
Nullen untereinander sind nicht unterscheidbar, ebenso wenig die (n — k)! Umordnungen der
Einser! untereinander. Daher gilt

n! n
By = = )
PR (n— k)] <k>

! Osterreichisch fiir die Ziffer 1, vgl. Osterreichisches Worterbuch, ébv & hpt, Wien, 39. Auflage 2001.
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wodurch wir auch gleich den sogenannten Binomialkoeffizienten (Z) eingefiihrt haben. Ubri-
gens sehen wir im Wesentlichen mit derselben Argumentation, dass (2) auch der Anzahl der
k-elementigen Teilmengen einer Menge mit n Elementen entspricht.

Kiirzen wir den Faktor (n — k)! im obigen Bruch durch, so ergibt sich alternativ die Formel

ny nn-1)---(n—k+1)
k)] k! ’

die aber nun sogar fiir beliebige n € R und k € Ny verwendet werden kann, also im Falle von
n € R\ Ny als Definition.

Berechnen wir die Summe fiir zwei aufeinanderfolgende k-Werte so erhalten wir

no, (n _n(n—l)~-(n—k+2)+n(n—1)---(n—k—|—1)
k-1 k)] (k—1)! k!
(n4+1)—k+1
-1 (n—k+2) n+1
_ oo (k+(n—k+1))= ,
k! N k
n+1
also zusammengefasst die Formel
n n n+1
2.3 = .
Fir n, k € Ny mit k& < n ergibt sich daraus das so- 1
genannte Pascal-Dreteck mit der n. Zeile bestehend
aus den n + 1 Zahleneintrégen 1 1
1 2 1
n n n n n
. . : ) 1 4 6 4 1
sodass jede Zahl im Inneren sich als Summe der bei-
den unmittelbar dariiber stehenden Zahlen ergibt. 1 5 10 10 5 1

Das Pascal-Dreieck fithrt uns auch schon fast auf das folgende Resultat, weil es direkt erlaubt,
zeilenweise die Koeffizienten in der Entwicklung eines Binoms (a+b)" = (a+b)(a+b) - - - (a+b)
nach den sortierten Potenzen a*b"~* abzulesen. Der Ausdruck a*b"~* ergibt sich ja immer
dann, wenn wir beim Ausmultiplizieren des Produktes aus k& Klammern a auswéhlen und
aus n — k Klammern b entnehmen. Das sind also (}) Moglichkeiten und wir miissen das fiir
k =0,...,n durchspielen und aufsummieren. Das fiihrt insgesamt auf das folgende Resultat.

Binomischer Lehrsatz:

Fiir beliebige a,b € R und n € N gilt (a+b)" = Z (Z) akonk,
k=0

(Ein alternativer Beweis wére auch als Routine-UE-Aufgabe mit Induktion machbar.)

20



Halten wir schlielich noch den einfachen Spezialfall von obigem Satz mit a = b = 1 fest, also
fur (14 1)" = 2"

n
Folgerung: Fir alle n € N gilt Z ") = o,
o \F

Mit der Interpretation von (Z) als Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer Menge mit n

Elementen ergibt sich nun, dass eine n-elementige Menge insgesamt 2" Teilmengen besitzt.
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3. Ein bisschen mehr iiber Eigenschaften
der reellen Zahlen

3.1. Vorbemerkungen iiber die rationalen Zahlen

1) Archimedische Eigenschaft von Q: Zu p,q € Q mit p,q > 0 gibt es stets eine natiirliche
Zahl N € N mit Np > q. (Wir miissen durch N ja nur den Quotienten ¢/p tibertreffen.)

Speziell fur p = 1 ergibt sich: Zu ¢ € Q mit g > 0 gibt es ein N € N mit N > ¢. Jede positive
rationale Zahl wird durch eine geeignete natiirliche Zahl iibertroffen.

2) Zwischen je zwei verschiedenen rationalen Zahlen gibt es stets noch eine rationale Zahl: Zu
beliebigen p,q € Q mit p < ¢ gibt es ein r € Q mit p <7 < q. (Z.B. 1 := (p+ q)/2 erfiillt dies.)

Nun gibt es sowohl zwischen p und r als auch zwischen r und g wieder eine rationale Zahl . ..
also letztlich sogar unendlich viele zwischen p und gq.

3) Es gibt eine Art ,Nummerierung“ von Q durch eine bijektive Abbildung f: N — Q.
(O.B.; dies wird z.B. erreicht, indem zunéchst die positiven vollstindig durchgekiirzten Briiche der Form m/n mit

(m,n) € N x N im zweidimensionalen Gitter N x N , geschickt abgefahren werden®.)

In diesem Sinne gibt es ,nicht mehr* rationale als natiirliche Zahlen und die Menge Q ist
daher abzdhlbar unendlich.

4) Die Menge Q ,fullt“ die Zahlengerade R noch nicht aus: Betrachten wir das Einheitsquadrat
iiber dem Intervall [0, 1] und schlagen die Lange der Diagonale von (0,0) nach (1,1) auf die
Zahlengerade ab, so erhalten wir v/2 € R (was hier vorerst nur anschaulich begriindet ist).
Aber ,,+/2 ist nicht rational“, wie wir schon in 2.1 bewiesen hatten.

3.2. Beschrankte Mengen, Maxima und Minima

Eine Teilmenge M C R heiflit nach oben beschrinkt, falls ein K € R existiert mit der Eigen-
schaft x < K fir alle x € M. In diesem Fall ist K eine obere Schranke fiir M und es gilt
M C] — o0, K].

Analog definieren wir nach unten beschrinkte Teilmengen von R und untere Schranken. Ist L
eine untere Schranke fiir M C R, so gilt M C [L, o0].

Eine Teilmenge M C R heiflt beschrdinkt, falls sie sowohl nach oben als auch nach unten
beschrankt ist. Dies ist dquivalent dazu (Begriindung als Ubungsaufgabe), dass es eine Zahl
¢ > 0 gibt mit der Eigenschaft |z| < ¢ fur alle x € M, d.h. M C [—¢, ].

Eine Zahl k£ € R heifit Mazimum der (nichtleeren) Teilmenge M C R, falls k& sowohl zu M
gehort (also k& € M) als auch eine obere Schranke fiir M ist. Wir schreiben in diesem Fall
k = max M (und diese Zahl ist eindeutig, soferne sie existiert).
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Entsprechend ist I € R das Minimum der (nichtleeren) Teilmenge M C R und wir schreiben
[ =min M, falls [ € M gilt und [ eine untere Schranke fiir M ist.

1) N C R besitzt das Minimum 1 und ist nicht nach oben beschrankt.

2) 10, 00[ C R hat 0 als untere Schranke und ist nicht nach oben beschrinkt. Wegen 0 ¢ 0, co[
ist 0 kein Minimum der Menge |0, co[ (die gar kein Minimum besitzt).

3) Die Menge W := {z € R | 22 < 2} ist beschrinkt: Ist nimlich + € R mit > 2 oder
r < —2, dann folgt 2 > 4 und somit x ¢ W. (Hier gibt es weder ein Maximum noch ein
Minimum.)

4) Endliche, nichtleere Teilmengen von R besitzen immer ein Minimum und ein Maximum.

3.3. Infimum, Supremum und Ordnungsvollstandigkeit

Eine obere (bzw. untere) Schranke einer Teilmenge M C R heiit Supremum (bzw. Infimum)
von M, falls sie die kleinste obere (bzw. grofite untere) Schranke von M ist. Falls ein solches
existiert, schreiben wir fir die entsprechende Zahl sup M (bzw. inf M).

Vollstandigkeit der reellen Zahlen — Supremumsaxiom: Jede nichtleere, nach oben
beschriankte Teilmenge von R besitzt ein Supremum.

Entsprechend besitzt eine nichtleere nach unten beschriankte Teilmenge von R ein Infimum.

1) Sind a,b € R mit a < b, dann ist b = supla, b[ und a = inf ]a, b[. Die Menge ]a, b[ besitzt
weder ein Maximum noch ein Minimum.

2) Falls eine Menge M C R ein Maximum m besitzt, also m = max M, dann gilt auch
m =sup M.

3) Wir betrachten M := {1 — 1 | n € N}. Dann ist min M = 0 (ergibt sich fir n = 1),
sup M =1, aber 1 ist kein Maximum (beachte 1 ¢ M).

Folgerungen: (i) Ist M C R nach oben beschriankt und s = sup M, dann ist |s—e, s|NM # ()
fiir jedes € > 0. D.h. fiir jedes € > 0 gibt es ein x € M mit s —e < x < s.
(Eine analoge Aussage gilt fiir nach unten beschrankte Teilmengen und Infima.)

Zur Begriindung miissen wir nur bemerken, dass s —e < s ist und daher keine obere Schranke
von M sein kann (weil s ja die kleinste solche ist). Daher gibt es ein x € M mit x > s — ¢; und
x < s gilt ohnehin, weil s eine obere Schranke von M ist.

(ii) Archimedische Eigenschaft: Zu a,b € R mit a,b > 0 gibt es stets eine natiirliche Zahl
N € N mit Na > b.

Wir setzen r := b/a und missen also zeigen, dass es ein N € N gibt mit N > r. Indirekt
angenommen {n € N | n < r} =N, dann ist also r eine obere Schranke von N und es gibt
s :=sup N. Fiir jedes n € N ist auch n+1 € N und somit n+ 1 < s. Mit anderen Worten gilt
n < s—1 fur alle n € N. Daher ist auch s — 1 eine obere Schranke von N und kleiner als s —

Widerspruch % zur Supremumseigenschaft von s.
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(iii) Prinzip des Fudozos: Zu jedem € > 0 gibt es eine natiirliche Zahl N € N mit % <e.
Dies folgt natiirlich aus (ii) mit @ := ¢ und b := 1.

(iv) Seien z,¢ € R mit ¢ > 0 und N € N. Wenn z < ¢ fiir alle n € N mit n > N gilt, dann
folgt x < 0.

Indirekt angenommen x > 0, dann kénnen wir die archimedische Eigenschaft (ii) auf a := x
und b := ¢ anwenden. Es gibt also ein m € N mit mz > c. Fir m’ > m gilt stets m’z > mu,
daher konnen wir allenfalls m vergrofern und zusétzlich m > N annehmen. Somit folgt = > =

fiir ein m > N — Widerspruch % .

GauB3klammer (ganzzahliger Anteil): Fiir festes x € R betrachten wir die Menge M :=
{m € Z | x < m + 1}. Nach dem archimedischen Prinzip ist M # () und laut Konstruktion
ist # — 1 eine untere Schranke fiir M. Wir kénnen daher [z] := inf M setzen und bemerken,
dass dies sogar das Minimum ist, denn M’ := [[z], [x] + 1[NM ist nichtleer und endlich mit
min M’ = inf M/ = inf M = [z]. Somit ist z < [z] 4+ 1, weil [z] € M, und [z] < zx, weil
[x] — 1 & M; insgesamt also ist [z] die eindeutige ganze Zahl mit

[z] <z <[z]+1.

Z.B.ist [3.14] = 3 und [-3.14] = —4.

Q liegt dicht in R: Sind a,b € R beliebig mit a < b, dann enthélt das offene Intervall ]a, b]
(unendlich viele) rationale Zahlen.

Beweis: Es ist b_Ta > 0, daher gibt es nach dem Prinzip des Eudoxos ein N € N mit
1 b—a

— < .
N 2

Wir setzen m := [Na] + 1, dann gilt

m—1<Na<m

und weiters a < §; sowie mTH = mTfl + % < a-+b—a=>b. Also haben wir insgesamt
m m+1 m m+1
a< =< <b und —,—— €Q.
N N N N Q
Zwischen % und mTH lassen sich nun wieder rationale Zahlen einfiigen usw. O

3.4. Existenz der Quadratwurzel

Wir behaupten: Zu jedem a € R mit a > 0 gibt es genau eine reelle Zahl x > 0 mit der
Eigenschaft 22 = a. Diese eindeutige Losung bezeichnen wir mit z = +/a.

Beweis: Im Falle a = 0 kommt nur = 0 in Frage, weil andernfalls 2

Folgerungen in 1.3); und = = 0 ist natiirlich eine Losung von z2 = 0.

> 0 wire (vgl. die

Wir betrachten ab nun also den Fall a > 0.
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FEindeutigkeit: Angenommen x,y € R sind beide positiv und erfiillen 22 = a = y?. Dann ist

O=a-a=2>-y"=(z—y)(z +y),

daher muss x — y = 0 oder z + y = 0 gelten. Der zweite Fall kann wegen x = —y < 0 aber
nicht eintreten, also ist zwingend x — y = 0 und somit « = y.

Existenz: Wir betrachten die Menge M := {z € Q | 22 < a}. Wegen 0 € M ist M # 0.
Weiters ist 1 + § eine obere Schranke fiir M, weil fiir 2 € M stets

2’2<a<1+a+a—2— (1+a)2
4 2
gilt. Also existiert s := sup M und wir haben s > 0, weil (z € M & —z € M) gilt.
Wir werden nun (mit etwas Miihe) s = a zeigen.

1. Schritt s? > a: Fiir jedes n € N ist s + % g M, daher ergibt % < L nun

n

1\2 2 1 2 1 25+ 1
e
n n n n n n

Die duBeren Glieder besagen a — s% < 23—71“ fiir alle n € N, also gilt a — s> < 0 nach Folgerung
(iv) in 3.3, d.h. a < s2.

2. Schritt s2 < a: Wegen s > 0 und der Erkenntnis s2 > a > 0 aus dem ersten Schritt schliefen
wir zunéchst auf s > 0. Nach dem Prinzip des Eudoxos (Folgerung (iii) in 3.3) gibt es ein
N € N mit % < s.

Fiir jedes n € N mit n > N gilt daher 0 < s — % <s-— % Wegen der Supremumseigenschaft
von s ist s — % keine obere Schranke von M, daher gibt es ein z,, € M, sodass

1
0<s——<xy.
n

Daraus folgt fiir alle n > N die Ungleichungskette

1\? 2 1 2
a>ac,21><s—n> :82_7s+7>82_73’

also s — a < 2 fiir alle n > N. Wiederum nach Folgerung (iv) in 3.3 diirfen wir nun auf
5?2 — a < 0 schlieBen, d.h. s? < a.

Wir haben insgesamt s? < a < s gezeigt, also muss tatsichlich s> = a gelten (vgl. die
Einfithrung von < in 1.3). O

Bemerkung: Fiir den Spezialfall a = 2 liefert der obige Beweis eine positive Zahl s € R mit
s? = 2, also s = /2. Wir wissen aus 2.2 bereits, dass s ¢ Q gilt (,,ﬁ ist nicht rational®).
Die Konstruktion liefert s = sup{z? € Q | 22 < 2} = M, womit auch gezeigt ist, dass die
beschriankte Teilmenge M von Q kein Supremum in Q besitzt, wohl aber in R — dies deutet
an, wie die in 3.1 erwdhnten Liicken von Q in der Zahlengeraden durch R , gestopft* wurden.
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4. Komplexe Zahlen

Wir gehen hier ganz pragmatisch vor und fithren auf der Menge aller Paare (z,y), (u,v) € R?
eine Addition (analog zu jener von Vektoren)

(z,y) + (u,v) := (x4 y,u+v)
und eine Multiplikation
(z,y) - (u,v) := (zu — yv, TV + Yu)

ein. Durch direktes Nachrechnen kénn(t)en wir leicht nachweisen, dass diese beiden Operatio-
nen alle Korperaxiome (i)-(ix) aus 1.2 erfillen, wobei (0,0) bzw. (1,0) das neutrale Element
beziiglich Addition bzw. Multiplikation ist.

Schreiben wir ab nun einfach x statt (x,0) = 2(1,0) und iy statt (0,y) = y(0,1) dann
entspricht T+ iy dem Paar (z,y).

Hierbei heiit Rez := = € R der Realteil und Im z := y € R der Imagindrteil der komplexen
Zahl z .= x + iy.

In dieser Schreibweise lautet nun die Addition (z + iy) + (v + iv) = 2+ u + i(u + v) und die
Multiplikation
(x +1iy) - (u + iv) = zu — yv + i(zv + Yu).

Die Menge aller = + iy mit x,y € R nennen wir den Koérper der komplexen Zahlen C. Durch
die obige Identifikation von = + iy € C mit dem Koordinatenpaar (z,y) € R? haben wir auch
immer eine geometrische Veranschaulichung von komplexen Zahlen als Punkte in der Ebene.

Das neutrale Element beziiglich Addition bzw. Multiplikation schreibt sich nun einfach 0 =
0+ i0 bzw. 1 = 1 + i0. Wir konnen aber alle reellen Zahlen aus R mittels der Zuordnung
x +— x + i0 als Elemente von C auffassen, wobei auch die iiblichen Rechenregeln innerhalb R
bewahrt werden, wie sich z.B. bei (z + i0) - (u 4 i0) = zu + i0 zeigt. Geometrisch entspricht
dann R einfach der horizontalen Geraden {(x,0) | z € R} im R2.

Wir definieren den Betrag |z| der komplexen Zahl z = x + iy mittels der euklidischen Léange
von (z,y) € R?, d.h.
|2 == /22 + 92
Offensichtlich erfiillt dies die folgenden Bedingungen:
|z| >0 wund <|z|:O:>z:0>.
Durch direktes Nachrechnen fiir beliebige z, w € C erhalten wir auch

|2 - w| = 2] - |w].
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Aus der bekannten euklidischen Eigenschaft bzw. durch
Vergleich der Seitenldngen im Dreieck mit den Eckpunk-
ten 0, z und z + w schliefen wir auf die

Dreiecksungleichung fiir komplexe Zahlen

(4.1) |z +w| < |z| + |w).

Es folgen ohne Miihe aus dem Obigen fiir x,y € R und z,w € C auch noch die Relationen

max{[z, lyl} < o +iy| < [a]+y] wnd |2 w|| <[z - wl.

Spiegelung an der reellen Achse macht aus z = z + iy die konjugiert komplexe Zahl
z =z —1iy.

Die kurze Rechnung (z + iy)(z — iy) = 2?2 + y? + i(—zy + yx) = 22 + y? zeigt sofort den
niitzlichen Zusammenhang

z-Z=z|? =22 49
und &dhnlich einfach ergibt sich auch
Z+w=zZ+w, ZwWw=2zZ- W
Fir z = x + iy # 0 (also = # 0 oder y # 0, entsprechend ,nicht (z = 0 und y = 0)*) ist
1 z z T — iy T Y

Im > Ty
Polardarstellung: Fiir z = = + iy # 0 hat [ERNERE]
die komplexe Zahl |i stets Lange 1 und die
z

Darstellung

z x .Y

_ = — + 1— ()0 .

EREREE - Re

entsprechend dem Punkt (m y) auf dem

o |21 2|
Einheitskreis.
x
Daher! gilt ﬁ = cos ¢ und % = sin ¢ mit einem passenden Winkel ¢ € R, wobei dann jeder
z z

Winkelwert ¢ 4 2km mit k € Z ebenso verwendbar wére, und wir erhalten mittels z = ]z\’z—’
z
die Darstellung
z = |z| (cosp + isingp).

"Wir besprechen die trigonometrischen Funktionen cos und sin spiter in Kapitel 9 genauer und verwenden
sie hier wie (hoffentlich) aus Schulzeiten (oder aus der StEOP 2) bekannt.
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Wenn auch w € C\ {0} in Polardarstellung w = |w|(cos v + isin¢) vorliegt, dann kénnen wir
das Produkt z - w wie folgt (mit Hilfe der Additionstheoreme (9.1) und (9.2) der Winkelfunktionen)
berechnen

cos(p+) sin(p41))
z-w=|z||w]|- (cosgocosw — sin @ sin +i(cos psin + Sincpcosw))

= |zl [w] (cos(p + 9) + isin(p + 1)) .

Somit entspricht fiir festes w # 0 die Abbildung z — zw, C\ {0} — C\ {0} der Kombination
aus einer Drehung um den Winkel ¢ mit einer Streckung um den Faktor |w|.
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Teil B

Folgen, Reihen und elementare
Funktionen
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5. Konvergenz und Grenzwerte von Folgen

5.1. Folgen und Teilfolgen

Eine Folge in R (oder reelle Zahlenfolge) ist eine Abbildung a: N — R. Wir verwenden
meistens die Indexnotation a, := a(n) und schreiben die Folge an als

(an)nen = (a1,az2,as,...) oder ganz kurz (ay).

(1) =(1,3, % ...) oder ((1 + %)n) = (2, (%)2, . ) oder die alternierende Folge
1

(=)™ = (-1,1,-1,1,...); fiir ¢ € R die geometrische Folge (¢") = (q,¢% ¢>,...).

Oft kommen auch rekursive Angaben von Folgen vor, wie z.B. a; = 1, as = /1 + a1, ... mit

dem allgemeinen Glied a,1+1 = /1 + a,; der Anfangsteil ist also (1, V2,4/1+ V2, .. )
Die Fibonacci-Folge (ay) ist definiert durch a; = 1, ag = 1 und apy2 = an + anqq fir alle
weiteren Glieder, beginnt also mit (1,1,2,3,5,...).

Wenn (a,,) eine gegebene Folge ist, so konnen wir durch Auswahl von Indizes ni,ng, ns,... € N
mit der Bedingung
1<n <no<ng<---

die Teilfolge (an,)ren bilden. Die obige Bedingung entspricht der strikten Monotonie von
k +— ny als Abbildung N — N und ergibt automatisch n; > k fiir alle k € N.

Zum Beispiel ergibt n;, = k? die Teilfolge (a1, a4, ag, asg, - ..) von (ay,az,as,as, . ..).

5.2. Konvergenz

In der folgenden Begriffsbildung soll prézisiert werden, was es heifit, dass eine Folge (ay)
einem Wert a € R beliebig nahe kommt.

Die Folge (a,,) konvergiert gegen die Zahl a € R, wenn Folgendes gilt: Zu jedem & > 0
gibt es ein n. € N mit der Eigenschaft

lan, —al < e fir alle n > n,.

Wir schreiben in diesem Fall a,, — a fiir n — oo oder lim a,, = a und nennen a den
n—oo

Grenzwert oder Limes der Folge.
Wenn eine Folge nicht konvergent ist, nennen wir sie divergent.
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Wir bezeichnen eine Folge (a,), die gegen 0 konvergiert, hinkiinftig als Nullfolge. Fiir diese
gilt also laut obiger Definition, dass zu jedem ¢ > 0 ein n. € N existiert, sodass

lan| < e fiir alle n > n..
Wir sehen, dass in diesem Fall auch (|ay,|)nen eine Nullfolge ist.
Eine Folge (a,) ist konvergent gegen a € R genau dann, wenn (a,, — a),en eine Nullfolge ist.

Abénderung von nur endlich vielen Folgengliedern édndert weder das Konvergenzverhalten!
noch den Grenzwert (soferne existent) der Folge.

1) Fiir beliebiges ¢ € Rist (), _ eine Nullfolge. Im Falle ¢ = 0 ist das klar. Wegen | —c| = |c|
konnen wir uns weiters auf den Fall ¢ > 0 konzentrieren.

Sei also € > 0 beliebig vorgegeben. Nach dem Prinzip des Eudoxos gibt es ein n. € N mit

n% < £ (wir kénnten iibrigens konkret n. := [¢] 41 wéhlen). Dann gilt fiir jedes n € N mit n > n.
tatsachlich

c c c

—==<—<e.

n n - ne

2) Auch (ﬁ) ist eine Nullfolge, denn zu beliebig vorgegebenem & > 0 finden wir gemif

archimedischer Eigenschaft ein n. € N mit n, > 6% und somit

1

1
Vi = v

<e far allen > n,.

‘ 1
Vn
3) Ist auch (n(l%)n) eine Nullfolge? Das werden wir in 5.3 kliren.

4) Fir a, = QH—T,L ist (ay) eine Nullfolge, was hier eine etwas ldngere Begriindung braucht.

Zunéchst schitzen wir fiir n > 3 unter Beachtung von %ﬂ < % wie folgt ab:

antl 2.2" 2 1
a — — = - Q — ~Un.
e n+1)! (n+1)-n! n+1 "—2 "
Wir erhalten daraus sukzessive fiir n > 3 mit ag = % = % auch
1 1 3 4 32 1
ap < = apq < - < a3 =—-22. =2 —

-2 —oon-d P on 33 2
Verwenden wir nun die Bernoulli-Ungleichung in der Nebenrechnung 2" = (141)" > 14+n > n,
dann ergibt sich daraus

Ay < — -« —.
"=3 n

Jetzt ist alles vorbereitet, um die Argumentation fiir die Nullfolgeneigenschaft abzuschliefen:
Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Wir kénnen ein n. € N wéhlen mit den Eigenschaften n. > 3
und ng > % Dann folgt fiir jedes n > n. in der Tat
32 32
lan| = an < 3n < 3.
!Gemeint ist damit, ob die Folge konvergent oder divergent ist.

<e.
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5.3. Techniken fiir Nullfolgen

In 5.2, Beispiel 4), hatten wir unterwegs bereits die Abschatzung 0 < a,, < % und wir wussten

eigentlich aus dem dortigen Beispiel 1) bereits, dass b, = % eine Nullfolge ist. Wie wir gleich
sehen werden, hétten wir daraus auch direkt schliefen diirfen, dass auch (ay) eine Nullfolge

ist.
Vergleichskriterium: Ist (b,,) eine Nullfolge mit nichtnegativen Gliedern b,, > 0 und gilt

fiir ein gewisses N € N stets |a,| < b, fiir alle n > N, dann ist auch (a,) eine Nullfolge.

Beweis: Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Es gibt ein n. € N, sodass b, = |b,| < ¢ fiir alle n > n.
gilt. Wir setzen N, := max{n., N}, dann folgt fir jedes n > N direkt |a,| < b, < e. O

1) (52%7) ist eine Nullfolge, denn es gilt

‘ n ‘ n <n 1
T n241 n2 n

n2+1 -
und (1) ist eine Nullfolge.
2) Fiir jedes ¢ € R mit |g| < 1ist (¢")nen eine Nullfolge. Fiir ¢ = 0 ist das klar. Sei ab nun also

0 < |q| < 1, somit ﬁ‘ >1,dh. h:= ﬁ —1>0und h+1= ﬁ Mit der Bernoulli-Ungleichung

erhalten wir das Zwischenresultat
1
— =—=(1+h)">1+nh>nh
lg"|  lqI”
und daraus sofort
lg"| < L
hn'

Aus dem Vergleichskriterium schlieflen wir also nun, dass (¢") eine Nullfolge sein muss.

Bemerkungen: (i) Es geniigt, falls fiir (x,) die definierende Ungleichung zur Nullfolgenei-
genschaft mit einem zusétzlichen Faktor ¢ > 0 gilt, der unabhéngig von n und ¢ ist. Gilt
namlich mit N. € N die Ungleichung

|xn| < c-e fir alle n > Ng,

dann kénnen wir genauso gut zu €' := £/c ein passendes N wihlen mit |z, | < cg’ = ¢ fiir
alle n > N

(ii) Jede Teilfolge einer Nullfolge (a,) ist ebenfalls eine Nullfolge.

(Wegen nj, > k gilt namlich fir k > ne erst recht |an, | < &, wenn wir k > n. annehmen.)

Niitzliche Beobachtungen: (i) Jede Nullfolge (ay,) ist eine beschrankte Folge, d.h. es gibt
eine Zahl M > 0 mit der Eigenschaft

lan] < M fur alle n € N.

Zu e =1 gibt es ein n1 € N mit |an| < 1 fir alle n > ny. Wir erzwingen einfach |an| < M fir alle n € N, indem wir

M := max{|ai]|,...,|an,|,1} setzen.
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(ii) Ist (ay) eine Nullfolge und (b,,) eine beschrinkte Folge, dann ist (a,b,)nen eine Nullfolge.
Speziell ist (nach (i)) das Produkt zweier Nullfolgen eine Nullfolge.

Wir nehmen |b,| < M fiir alle n € N an. Zu € > 0 gibt es ein ne € N mit |an| < € fiir n > ne. Dann folgt

|anbn| = |an]| - |bn| < €+ M, somit ist nach obiger Bemerkung (i) auch (anby,) eine Nullfolge.

(iii) Sind (a,) und (b,) Nullfolgen und ¢,d € R, dann ist auch (cay, + dby,)nen eine Nullfolge.

Zu € > 0 wahlen wir me,ne € N mit |an| < € fir n > me und |bn| < € fiir n > ne. Wir setzen N := max{me, ne} und
erhalten fiir jedes n > N, die Ungleichung

[can + dbn| < |can| + |dbn| = |c||an| + |d[|bn] < (lc| +]d]) &.

(iv) Ist (ay,) eine Nullfolge, dann auch (v/|an|)nen-

Sei £ > 0 beliebig vorgegeben. Zu &’ := €2 > 0 gibt es laut Voraussetzung ein n. € N, sodass |an| < &’ = €2 fiir alle

2
n > ngs gilt. Wegen (\ / \an|) = |an| < €% und € > 0 folgt? somit auch /|an| < € fiir n > me :=n = n,2.

Beispiele:

3) Fiir |g| < 1 ist (ng™) eine Nullfolge (vg. Beispiel 3) in 5.2 mit ¢ = 9/10).

Wegen +/|q| < 1, also 1 < 1/1/|q| kénnen wir mit passendem h > 0 die Relation ﬁ =1+h
q

notieren. Mit der Bernoulli-Ungleichung folgt daraus

1 n
q

und weiters dann

gl =n- (Vi) (Vial) <o =5
ne=n 1 W) =""0n " nh ~ 82 0

Weil (#) eine Nullfolge ist, muss es somit auch (ng™) sein.
4) Allgemeiner als in 5.2, Beispiel 4) ist (%)n N fiir jedes z € R eine Nullfolge.
Wir wéhlen ein N € N mit NV > 2|z|, dann erhalten wir fiir jedes n > N + 1 die Abschétzung

n—N Faktoren

———
B o o K I A 2| _ |2 <1>"N 2N |2V (1>”
= — . .. L N — . ,

nl  N!.(N+1)---n N!' N+1 n — N! N!

xn

2

2

n!

le‘N

wobei der Faktor ¢ := 2 AT

konstant (unabhéngig von € und n) ist und ((%)n) eine Nullfolge.

5.4. Eigenschaften und Rechenregeln fiir Grenzwerte

Wir erinnern daran, dass im Falle der Konvergenz a,, — a (n — o0) bzw. lim,_,+ a, = a die
Zahl a Grenzwert der Folge (a,) heifit; gleichbedeutend ist, dass (a, — a) eine Nullfolge ist.

2Vgl. die Rechenregeln fiir Ungleichungen in 1.3.
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Grenzwerte sind eindeutig: Falls ndmlich a,b € R beides Grenzwerte der konvergenten
Folge (ay) sind, dann ist sowohl (a,, — a) als auch (a,, — b) eine Nullfolge. Nach Beobachtung
(iii) in 5.3 ist daher auch (—(an —a) 4+ an —b)nen = (@ — b)pen eine Nullfolge. Fiir jedes € > 0
folgt dann 0 < |a — b| < e, was |a — b| = 0, d.h. @ = b nach sich zieht.

1) Die alternierende Folge ((—1)") = (—1,1,-1,1,...) hat keinen Grenzwert, ist also nicht
konvergent.

Wiére ndmlich a € R der (nach Obigem eindeutige) Grenzwert, dann wiirde fiir beliebiges e > 0
und passendes n. € N die Ungleichung |a — (—1)"| < e fur alle n > n. bestehen. Wahrend
gerades n nun |a—1| = |a—(—1)"| < € ergibt, liefert ungerades n stets [a+1| = |a—(—1)"] < ¢,

was einerseits a = 1 und andererseits a = —1 bedeutet — Widerspruch

. 1 . 1 1 e e . . .
2) Jim (1 - \/ﬁ> =1, denn |1_(1_ﬁ)| =0 und wir konnen das Vergleichskriterium

fiir Nullfolgen anwenden.

1 n
3) lim <1 — 2> =1, denn (1 — n%)n < 1 und mittels Bernoulli-Ungleichung erhalten wir
n

n—oo
1\" 1\ 1
0<1—<1—2> g1—<1—>=—>0.
n n n

Fiinf Eigenschaften unter der Voraussetzung a,, — a:

(i) Falls es ein s € R und ng € N gibt mit a,, > s fiir alle n > ng, dann folgt a > s.

Fir n > ng ist s —a < an — a und zu jedem € > 0 gibt es ein ne € N mit |an — a| < € (n > ne). Daraus schlieBen wir

fiir n > max{no,nc} auf s — a < an — a < e. Weil & > 0 beliebig war, folgt nun s —a < 0.

Achtung: Aus a, > s fiir n > ng folgt aber nicht a > s. (Z.B. ist 14+ = > 1, aber lim(1+ %) = 1.)
(ii) Analog zu (i): Aus a,, <t fiir n > ng folgt a < t.

(iii) Falls @ > 0 gilt, dann gibt es ein ng € N, sodass fiir alle n > ng gilt a, > 3.

Zu € = a/2 withlen wir no € N mit |a, — a| < & = a/2 fiir n > ng. Fiir ebendiese n folgt nun auch

an:a+(an—a)2a—|an—a\>a—€:a—g:g,

(iv) Als konvergente Folge ist (a,) auch beschréankt.
Die Nullfolge (an — a) ist nach Beobachtung (i) in 5.3 beschrénkt. Es gibt also eine Zahl K > 0 mit |an, — a| < K fur
alle n € N. Daher gilt auch
lan| = la+ (an —a)| < lal + |an —a] < o[+ K,
wobei die obere Schranke |a| + K unabhéngig von n € N ist.
(v) lim |ay| = |al.

Wir missen dazu nur die umgekehrte Dreiecksungleichung anwenden, denn |\an\ - \a|| <lan —al = 0.
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Zwei weitere niitzliche Eigenschaften:

(a) Ist M C R nach oben beschrénkt und s := sup M, dann gibt es eine Folge (a,) mit
an € M fir n € N und lima, = s. (Eine analoge Aussage gibt es fiir ein Infimum.)

(b) Sandwichlemma: Sind (a,) und (c,) konvergente Folgen mit lima,, = b = limc¢,
und gelten fiir die Folge (b,,) mit einem festen ng € N die Ungleichungen

an < b, < ¢, firallen > nyg,

dann ist (by,) konvergent und lim b,, = b.

Beweis: (a) Fir n € Nist s — % keine obere Schranke von M, daher gibt es ein a, € M mit
s—%<an§s. Daraus folgt |s—an|:3—an<%—>0.

(b) Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Es gibt ein n. € N mit |a,, —b| < € und |¢,, — b| < ¢ fiir alle

n > ne. Fir die Differenzen b — b,, = —(b,, — b) und b,, — b haben wir die folgenden Ober- und
Unterschranken, wenn wir n > ng annehmen:

apn—b<b,—-b<e¢,—b und b—c, <b—-0b, <b—a,.
Daher ist |b — b,| < max{|a, — b|, |c, — b|} fir n > np und somit weiters |b — b,| < e fur

n > max{ng, ne}. O

Rechenregeln fiir Grenzwerte: Hier nehmen wir an, dass (a,) und (b,,) konvergente Folgen
sind mit a = lim a,, und b = lim b,,.

o Fir beliebige a, 8 € R gilt ’hm(aan + Bb,) = aa + Sb. ‘

Das folgt direkt aus

|aan + Bbp — (aa + Bb)| = |a(an — a) + B(bn — b)| < |af|an — a| +|B] |brn — b] — 0.
—— ——

—0 —0

lim(ay,by,) = ab. ‘

Als konvergente Folge ist (bn) auch beschriankt, sagen wir es gelte |b,| < K fiir alle n € N. Dann kénnen wir
anby, — ab wie folgt begrinden:

|anbn — ab| = |(an — a)bn + a(bn — B)| < |(an — a)bn] + la(bn — b)|
= |an — allbn| + |a||bn — b] < |an — a| K + |a] |bn, — b] — 0.
—— ——

—0 —0

Speziell fiir a,, = b, erhalten wir natiirlich a% — a? und daraus sukzessive durch weitere
Multiplikationen mit a,, die entsprechende Relation auch fiir héhere Potenzen m € N

in der Form | lim a' = a™.
n—oo
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b, b
e Falls a # 0 ist, dann folgt |lim — = —.

an a
Es geniigt == — 1 zu zeigen, weil dann o —p,. L 5p. L2 folgt. Wegen —+ = L und — L = -2
an a a an a a a —a a —an

kénnen wir uns auch auf den Fall @ > 0 beschrinken. Wie wir bereits aus obiger Eigenschaft (iii) wisseﬁ, gibt es
dann ein ng € N, sodass an > a/2 fiir alle n > ng gilt. Fir diese Indizes n folgt somit

1 1

an a

a—an| |a—an|

2
< —la—an[—0.
a

aan aan

5.5. Die m-te Wurzel und rationale Potenzen

Ahnlich wie schon bei der Quadratwurzel behaupten wir: Fiir m € N mitlm >2und a >0
gibt es genau eine reelle Zahl 2 > 0 mit 2™ = a, die wir mit z = {/a = am bezeichnen.

Ein Beweis kann durch Adaptierung fiir jenen im Spezialfall m = 2 gewonnen werden, z.B. fiir die
Existenz durch Betrachtung der Menge M := {z € R | 2™ < a}, die sich als nach oben beschriankt
herausstellt und ein Supremum s > 0 besitzt, fiir welches sich mit ein bisschen Miihe s™ = a nachweisen
lasst (siehe z.B. [FK1, §2, 7.1]). Fiir die Eindeutigkeit nehmen wir 2™ = a = y™ mit x,y > 0 an und
bemerken, dass in der Zerlegung

der Faktor mit der Summe wegen x/y™ =1 > 0 nicht gleich 0 sein kann und somit = = y erzwingt.

Wir erhalten also eine Abbildung a +— aw, [0, co[— [0, ool die gerade die Umkehrfunktion von
x = ™, [0,00[— [0, 00[ ist. Wir beachten, dass letztere Funktion streng monoton wachsend
ist, daher auch die Wurzelfunktion.

Der Weg zu rationalen Potenzen: éus1 der Eirlldeutigkeit der allgemeineren Wurzel folgt
zundchst fiir m,n € N die Formel (am)» = ams = (an)m, weil jede dieser Zahlen die

Eigenschaft smnlz a hat. Weiters erhalten wir zusétzlich fir £ € N auch die Gleichung

(am)% = (a™")%n, weil die k-te Potenz der Zahlen auf beiden Seiten gleich a™ ist. Diese

Relation garantiert nun, dass wir fiir die rationale Zahl r = 7 = 72 die Potenz a” definieren

koénnen, ohne darauf achten zu miissen, ob der Bruch fiir r vollstdndig durchgekiirzt ist.
Fiir eine positive rationale Zahl r = 7t und a € R mit a > 0 definieren wir also
1
a’ = (am)% und a "= —.
ar

Zusitzlich setzen wir noch a® := 1, dann gelten fiir 7, s € Q und a,b > 0 die Rechenregeln

a'r—i—s — CLTCLS, a’s = (OLT)S, (ab)T =a"b".

Warum haben wir eigentlich a” := 1 gesetzt? Es wird durch das folgende Resultat nahegelegt,
falls wir uns eine Grenzwertregel in der Form a™ — a" fiir r, — r wiinschen.

Satz: Fiir a > 0 gilt lim an = 1.
n—oo
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Beweis: 1. Fall @ > 1: Wir schreiben a = 1 + h mit h > 0. Die Bernoulli-Ungleichung besagt
nun zunichst

h\" h
(1+) >14n-—=1+h
n n

und daher auch (1 +h)Y/" <1+ % Die Monotonie der Wurzelfunktion ergibt zusétzlich die
erste Ungleichung in der folgenden Kette

h
1<(14+h)r<l4+= =1 (n—o0),
n

woraus mit dem Sandwichlemma nun /" = (1 + h)Y/™ — 1 fiir n — oo folgt.
2. Fall @ = 1: Hier ist wegen a'/" nichts zu tun.

3. Fall 0 < a < 1: Wir betrachten b := % > 1 und wissen aus dem ersten Fall bereits, dass

bl/m — 1 gilt. Daher folgt
P =1 (i)
a =1 7= n — 00).

—_

Bemerkung: Noch stiarker als im eben bewiesenen Satz ist das Resultat

1
(5.1) lim n» = 1.
n—oo
Einen Beweis mittels Methoden aus dem nachfolgenden Kapitel 6 gibt es z.B. in [FK1, §,
Beispiel 9.5(b)]. Alternativ kann fir a, := ¢n —1 > 0 mit Hilfe des Binomischen

Lehrsatzes eine Abschitzung in der Form n = (1+a,)" > 1+ ma% gefunden werden, die

1
2
auf a,, — 0 und somit ans Ziel fiihrt.

5.6. Intervallschachtelung und Dezimalbruchentwicklung

Im Intervallschachtelungsprinzip ist eine Folge von kompakten Intervallen [ay, b,] C R (n € N)
vorgelegt, die zwei Bedingungen erfiillt:

(@) [an+t1,bnt1] C [an, by] fir alle n € N, d.h. die Intervalle sind ineinander geschachtelt,
und
(b) by, — an — 0 fir n — oo, d.h. die Léngen der Intervalle bilden eine Nullfolge.

Behauptung: Es gibt genau eine Zahl s € R mit der Eigenschaft s € [ay,b,] fir alle n € N
und tiiberdies gilt s = lim a,, = lim b,,.

Die Beweisidee ist, ausgehend von a1 < ag < -+ < a, < b, < -+ < by < by zunéchst
s = sup{a, | n € N} zu setzen. Dann ergibt sich leicht a, < s < b, fiir alle n € N.
Weiters ist 0 < s — a, < by, — a, — 0 (n — 00), was schon mal s = lima,, zeigt. Ebenso ist
0<b,—s<b,—a, — 0, also auch s = limb,,.
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Wir kénnen das obige Prinzip anwenden, um ein Verfahren fiir die Dezimalbruchentwicklung
einer beliebig vorgegeben reellen Zahl x > 0 anzugeben: Zunéchst definieren wir den ganz-
zahligen Anteil z¢ := [z], Z := {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} als Menge der moglichen Ziffern und
dann die Ziffer an der ersten Nachkommastelle durch

k
x1 ::max{k€Z|xo+E <z}
Nun gehen wir induktiv vor: Wenn wir die Ziffern z1, ..., z, bereits bestimmt haben und
g Tl 22 T
ap = g + 10+ 102 + ...+ 1on

setzen, dann kommt im néchsten Schritt

k
T4+l = maX{k: ez | (07%% + 10”7""1 S ZL'}
Nach Konstruktion gilt
1 1
an§m<an—|—ﬁzzbn und bn—an:W%O (n — o0)

sowie ap < apt1 < bpt1 < by. Daher erhalten wir durch [ay,,by,] eine Intervallschachtelung
und zx ist die eindeutige reelle Zahl, die in allen Intervallen enthalten ist. Im Rahmen dieser
Prozedur ist die Ziffernfolge (x,)nen eindeutig und wir schreiben auch

r=x0,T1xo--- oder Tz =x9.x122""

Falls es ein NV € N gibt mit z,, = 0 fiir alle n > N, dann gilt

Z2 TN

+ k4
r=aN =29+ — + —5
N0 T 102

Bemerkung: Es ist gar nicht schwierig mit Hilfe der Dezimalentwicklung zu argumentieren,
dass die Teilmenge [0, 1[ von R niemals durch eine Aufzdhlung in der Form [0, 1[= {¢, | n € N}
beschrieben werden kann (siche z.B. [FK1, §2, 8.4]), in diesem Sinne also tberabzahlbar ist.
Anders ausgedriickt, kann es schon gar keine surjektive Abbildung N — R geben.

5.7. Uneigentliche Grenzwerte und bestimmt divergente Folgen

Zwar kann die Konvergenz von Folgen auf vielfdltige Weise scheitern, aber eine besondere
Form der Divergenz einer Folge verdient doch unsere Aufmerksamkeit: Wir nennen die Folge
(an) (bestimmt) divergent gegen oo und schreiben a,, — oo, falls zu jedem K > 0 einen Index
ng € N gibt, sodass

an, > K  fir alle n > ng gilt.

Ahnlich definieren wir a,, — —oo, falls es einen Index gibt, ab dem immer a,, < —K gilt.

e Eine bestimmt divergente Folge ist stets unbeschrankt.

Die Umkehrung davon gilt aber i.A. nicht, denn z.B. ist die Folge ((1 + <_1)n)n)neN =

(0,4,0,8,0,...,0,2n,0,...) zwar unbeschrankt, aber nicht bestimmt divergent.
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e Sei (ay,) eine Folge mit a,, > 0 fiir alle n € N, dann gilt:

42

1
a, -0 <— — — 0.
(7%

Beweis: Zu gegebenem K > 0 wihle ¢ > 0 mit ¢ < 1/K und dann n, € Nmit 0 < a, < ¢
fiir alle n > n.. Daraus folgt 1/a, > 1/e > K fiir alle n > n..

Zu gegebenem ¢ > 0 wihle K € R mit K > 1/ und dann ng € N mit ai > K fiir alle
n > ng. Daraus folgt 0 < a,, < 1/K < ¢ fiir alle n > ny.



6. Konvergenzkriterien fiir Folgen

In unseren bisherigen Untersuchungen zur Konvergenz von Folgen waren wir eigentlich immer
darauf angewiesen, einen moglichen Grenzwert vorab im Wesentlichen erraten zu miissen und
anschliefend die Konvergenz gegen diesen nachzuweisen. Im Unterschied dazu wollen wir nun
Methoden diskutieren, die allenfalls einen Schluss auf die Konvergenz einer Folge erlauben,
ohne den Grenzwert bereits zu kennen oder zu erahnen.

6.1. Monotoniekriterium

Behauptung: Ist die Folge (a,) nach oben beschrankt, d.h. es gibt ein K € R mit a, < K
(n € N), und monoton wachsend, d.h. a, < apt+1 (n € N), dann ist (a,) konvergent, d.h. es
gibt eine (eindeutige) Zahl a € R mit a,, — a (n — 00).

Eine analoge Aussage gilt fiir nach unten beschrinkte monoton fallende Folgen.

Beweis: Wir setzen a := sup{a, | n € N} und zeigen a,, — a. Sei ¢ > 0 vorgegeben. Wegen
der Supremumseigenschaft gibt es ein ng € N mit a — ¢ < ap, < a. Fiir jedes n > ng folgt
dann wegen der Monotonie a,, < a, < a, also insgesamt |a —a,| =a—ap, < a—ap, <e. O

Wir betrachten die Folge (a,) mit a1 = 1 und a,4+1 = /1 + a,. Dann ist as =
V2 > 1 = a; und weiters folgt induktiv

(1+an) - (1‘1‘@”—1) _ Gp — An—1
\/1+an+\/1+anfl \/1+an+\/1+an71_

anJrl_an:\/l"‘an_\/l“‘anfl:

also an4+1 > an, d.h. (a,) ist monoton wachsend. Speziell folgt 1 = a1 < a,, fir alle n € N.

Wir zeigen ebenfalls induktiv, dass (a,) nach oben durch 2 beschriankt ist: Es ist a; < 2;
angenommen a, < 2, so erhalten wir a%H =14a,<2+4+a, <24+ 2=4, somit a, < 2.

Nach dem Monotoniekriterium ist (a,) konvergent gegen ein @ € R und wegen 1 < a,, < 2
(n € N) ist auch 1 < a < 2. Wie kénnen wir a = lim a,, konkret bestimmen?

Als Ubungsaufgabe kann zunéchst /1 + a,, — /1 + a gezeigt werden, dann erhalten wir

a=limapy =limvVi+a,=vV1+a, dhda®=1+a

und somit a? — a — 1 = 0. Die Losungen dieser quadratischen Gleichung sind % + % +1=

%\/57 wovon 1_2—‘/5 wegen a > 1 nicht in Frage kommt. Also ist a = 13—‘/5

6.2. Satz von Bolzano-Weierstraf3

Jede beschrénkte Folge (ay,) besitzt eine konvergente Teilfolge (an, )ken-
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Beweisidee: Wenn |a,| < M fir alle n € N gilt, dann liegen alle Folgenglieder im Intervall
[-M, M]. Zumindest in einer der beiden Intervallhélften [—M, 0] oder [0, M] muss fiir un-
endlich viele n gelten, dass a, darin enthalten ist. Aus diesen wéhlen wir den ersten Index
n1, halbieren das entsprechende Teilintervall nochmals und fahren auf analoge Art mit Aus-
wahl von Indizes und Intervallhalbierung fort. Es entsteht eine Intervallschachtelung und die
entsprechend ausgewéhlte Teilfolge konvergiert gegen den eindeutigen Punkt, der durch diese
Intervallschachtelung fixiert wird. O

Es gibt also in diesem Fall fiir die Teilfolge (ap, )ken einen Grenzwert a € R, d.h. a = lim ay, .
— 00

Ein solcher Punkt a wird als Haufungswert der (urspriinglichen) Folge (a,,) bezeichnet.

Die alternierende Folge ((—1)") ist beschrénkt und hat die beiden Haufungswerte

—1 und 1, denn die Teilfolge ((—1)2*) = (1,1,1,...) konvergiert gegen 1 und die Teilfolge
((—=1)#+1) = (=1,-1,—1,...) konvergiert gegen —1.

6.3. Cauchy-Kriterium

Behauptung: Eine Folge (a,) ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist,
d.h. zu jedem ¢ > 0 gibt es ein n. € N, sodass |a, — an| < € gilt fir alle n,m > ne.

Bemerkung: Dies beschreibt den Begriff der Vollstédndigkeit von R im Sinne der normierten
Vektorrdaume (oder allgemeiner der metrischen Raume), wie wir ihn im 2. Semester im Rahmen
der mehrdimensionalen Analysis verwenden werden.

Beweis: 1) Sei zuerst (a,,) eine konvergente Folge mit a = lim a,,. Ist € > 0 beliebig vorgegeben,
dann gibt es ein n. € N mit der Eigenschaft |a,, — a| < £/2 fiir alle n > n.. Dann kénnen wir
fir m,n € N mit m,n > n. stets auf

e €
|an—am|:\an—a+a—am\g]an—a\+]a—am|<§+§ze

schlieen, also ist (ay) eine Cauchy-Folge.
2) Sei nun (ay,) eine Cauchy-Folge. Wir miissen zeigen, dass ein a € R mit a,, — a gibt.

Wir zeigen zunéchst, dass (a,) beschrénkt ist: Zu e = 1 gibt es ein N € N mit |a, — am| < 1
fir m,n > N. Fiir jedes n > N gilt dann die Abschitzung

lan| = |an — an + an| < |ap, —an| + |an] < 1+ |an].

Mit M := max{l|ai|,...,|an,—1],1 + |an,|} gilt daher insgesamt |a,| < M fiir alle n € N.

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl gibt es eine konvergente Teilfolge (an, )reny und wir
kénnen a := limy_, an, setzen. Wir zeigen nun, dass (a,) konvergent gegen a ist: Sei € > 0
beliebig vorgegeben. Aus der Cauchy-Folgen-Eigenschaft erhalten wir ein n. € N mit |a,, —
am| < €/2 fir alle m,n > n.. Wegen a,, — a fiir k — oo gibt es insbesondere ein k € N,
k> n; mit |a — ap, | < €/2. Fiir jedes n > n. gilt nun (u.a. wegen n, > k > n.)

e €
]an—a\:]an—ank—i—ank—a\§]an—ank|+\ank—al<§+§:6.

44



6.4. Umgebungen, offene und abgeschlossene Teilmengen

Wir fithren hier einige Begriffe ein, die sich vor allem in der mehrdimensionalen Analysis als
grundlegend erweisen werden, aber auch im Kontext von R gute Dienste zur Prézisierung der
Lage von Punkten und Teilmengen zueinander leisten.

Umgebungen: Fiir a € R und € > 0 bezeichnen wir das spezielle Intervall
Uc(a) :=la—¢e,a+¢|

als e-Umgebung von a. Allgemeiner wird eine Teilmenge U C R als Umgebung des Punktes a
bezeichnet, wenn es ein € > 0 gibt mit U.(a) C U.

Die Konvergenz einer Folge (a,,) gegen a lisst sich nun so formulieren: Fiir jedes ¢ > 0 existiert
ein Index n. € N, sodass
an € Us(a) (n>ng)

gilt, d.h. alle bis auf endlich viele Folgenglieder a,, liegen in der e-Umgebung von a. (Dieser
Umstand wird auch in der Form ,fast alle Folgenglieder liegen in der e-Umgebung von a“ ausgedriickt.)

Bemerkung: Ubrigens ldsst sich auch der Begriff des Haufungswertes einer Folge gut mittels Umgebungen charakterisie-
ren, weil es sich ja um Grenzwerte von Teilfolgen handelt, in denen zwar nicht alle, aber doch immer unendlich viele

Folgenglieder mitspielen: a ist Hiufungswert der Folge (an), wenn fiir jedes € > 0 unendlich oft a, € Uc(a) gilt.

Offene Teilmengen: Eine Teilmenge V C R heifit offen, falls es zu jedem Punkt x € V ein
e > 0 gibt mit U.(x) C V. (Anders ausgedriickt ist also V eine Umgebung fiir jeden ihrer Punkte.)

Z.B. sind die Intervalle der Form |¢, d[ und | — oo, ¢[ auch offene Mengen in diesem Sinne.
Vereinigungen von offenen Mengen sind stets auch wieder offen.

Abgeschlossene Teilmengen: Wir nennen eine Teilmenge A C R abgeschlossen, falls ihr
Komplement R\ A offen ist.

Z.B. ist das Intervall [c, oo[ abgeschlossen in diesem Sinne, weil R\ [¢, co[ =] — 00, ¢[ offen ist.
Durchschnitte von abgeschlossenen Mengen sind stets auch wieder abgeschlossen.

Vorsicht: Es gibt natiirlich Teilmengen von R, die weder offen noch abgeschlossen sind. Z.B.
ist fiir a < b das halboffene Intervall I :=]a, b] nicht offen, weil I keine Umgebung fiir b € 1
ist, und nicht abgeschlossen, weil R\ I =] — oo, a] U]b, oo[ nicht offen ist (die Menge R \ I ist
keine Umgebung fiir ihren Punkt a € R\ I).

Charakterisierung von abgeschlossenen Teilmengen durch Folgen: Eine Teilmenge
A C Rist genau dann abgeschlossen, wenn gilt: Fiir jede Folge (a,,) in A, d.h. a,, € A (n € N),
mit a, — a muss stets auch a € A sein.

Begriindung: Sei zunédchst A abgeschlossen und (an) eine Folge wie angegeben, aber mit a € R\ A. Wegen der Offenheit
von R\ A gibt es ein £ > 0 mit Uz(a) C R\ A4, also Us(a) N A = 0, was im Widerspruch zur Konvergenz a, — a steht.
Ist andererseits A nicht abgeschlossen (Kontraposition), also R\ A nicht offen, dann gibt es einen Punkt a € R\ A, fiir
den jede Umgebung Uj/,(a) einen Punkt an, € A enthilt. Die Folge (an) konvergiert aber laut Konstruktion gegen a,

somit ist die Folgenbedingung verletzt.

45



Kompakte Teilmengen: Wir nennen eine Teilmenge K C R kompakt, wenn gilt: Jede Folge
(zn) in K, d.h. 2, € K (n € N), hat einen Haufungswert « € K. D.h. jede Folge in K besitzt
eine konvergente Teilfolge, die gegen einen Punkt in K konvergiert.

Satz von Heine-Borel: Eine Teilmenge K C R ist genau dann kompakt, wenn sie beschrankt
und abgeschlossen ist.

Beweis: 1) Sei zundchst K beschrankt und abgeschlossen. Ist (zy,) eine Folge in K, dann ist diese auch beschrankt, also
gibt es nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl eine konvergente Teilfolge (zn, )ren und ein € R mit x,, — x (k — 00).
Wegen der Abgeschlossenheit von K muss nun z € K gelten, also ist insgesamt nachgewiesen, dass K kompakt ist.

2) Sei nun K kompakt. Dann ist K jedenfalls abgeschlossen, denn wir kénnen die obige Charakterisierung durch Folgen
verwenden: Ist (z,) eine Folge in K, die gegen = € R konvergiert, dann ist  insbesondere auch der einzige Haufungswert
von (zn) und muss somit wegen der Kompaktheit zu K gehoren.

Waire K nach oben unbeschrankt, dann konnten wir fir jedes n € N eine Zahl x, € K mit x,, > n finden. Die Folge
(zn) aus K hitte dann aber keinen Haufungswert, was im Widerspruch zur Kompaktheit von K stiinde. Analog ergibt

sich, dass K nach unten beschrinkt sein muss. Also ist K auch beschrankt. O

Die kompakten Intervalle [a,b] sind also auch im obigen Sinne kompakt. Ein
Intervall der Form [c, co[ ist abgeschlossen, aber nicht kompakt. Ein Intervall der Form [a, b]
mit a < b ist zwar beschrinkt, aber nicht abgeschlossen und daher auch nicht kompakt.

6.5. Limes inferior und Limes superior

Wir betrachten hier eine beschrinkte Folge reeller Zahlen (a,). Dann sind auch die beiden
durch

Bn:=1inf{ag | k >n} und =, :=sup{ax|k>n} (neN)

gegebenen Folgen (f3,,) und (;,) beschréankt. Weil das Infimum fiir eine Teilmenge nicht kleiner
sein kann, gilt 3,11 > 3,. Ahnlich kann das Supremum fiir eine Teilmenge nicht groBer sein,
weshalb stets v,4+1 < 7, gilt. Daher ist (f,) monoton wachsend, wéhrend (v,) monoton
fallend ist. Nach dem Monotoniekriterium 6.1 existieren daher die beiden Zahlen

lim inf a,, := li_)m Brn und limsupa, := li_)m Y-
n [o.¢] n o

Wir nennen lim inf a,, den Limes inferior und lim sup a,, den Limes superior der Folge (a,).
Folgende Eigenschaften lassen sich zeigen (vgl. z.B. [Heul, 28.3-5]):

(i) lim sup a,, bzw. liminf a,, ist der grifite bzw. kleinste aller Haufungswerte der beschrankten
Folge (ay), was auch die Namensgebung erklért.

(ii) Eine Folge (ay) ist genau dann konvergent, wenn sie beschrankt ist und liminfa, =
lim sup a,, gilt (d.h. die Folge besitzt nur einen Haufungswert).
In diesem Falle gilt lim a,, = lim inf a,, = lim sup a,.

Die Aussage in (i) folgt auch aus einer typischen e-Charakterisierung, die wir hier zumin-
dest fiir den Limes superior im Detail angeben:

Ist (ay) beschrankt und v € R, so gilt v = lim sup a,, genau dann, falls fiir jedes € > 0

an > v+ ¢ nur fir endlich viele n gilt und a, >y —¢ fiir unendlich viele n gilt.
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Beweis: (a) Sei v := limsupay, und € > 0, dann wissen wir v = lim«, mit der monoton fallenden Folge (v») aus der
obigen Definition. Mit Sy, := {ar | & > n} ist daher v < v, = sup Sy, fir alle n € N, woraus die zweite Bedingung
folgt, weil v — e fiir keine der Mengen S, eine obere Schranke sein kann. Wegen v = lim~, gibt es ein ne € N mit
an < yn < v+ ¢ fir alle n > ne, woraus auch die erste Bedingung folgt.

(b) Nun nehmen wir an, dass die beiden angegebenen Bedingungen erfiillt sind. Wir iibernehmen die Bezeichnung der
Mengen Sy, (m € N) aus (a). Aus der zweiten Bedingung und an € Sy, fiir n > m folgt vm = sup Sm > v — ¢ fiir jedes
e > 0 und fiir jedes m € N. Daher ist limsupa, = lim~,, > 7. Wegen der ersten Bedingung gibt es zu jedem ¢ > 0
einen Index ng, sodass an, < v+ ¢ fur alle n > n. gilt. Daraus folgt v, < 7+ ¢ fir alle n > n.. Weil € > 0 beliebig war,

muss auch limsup a,, = lim~y, < 7 gelten, insgesamt also limsup a,, = ~. O
Die Folge (a,) mit a, := (—=1)"(1 + 1) hat wegen
1 s _
0 — 1 -5 fir n = 2k + 1 ungerade,
1+ i fiir n = 2k gerade.
die beiden Haufungswerte —1 und 1, somit ist lim inf a,, = —1 und lim sup a,, = 1. Wir sehen

auch unmittelbar, dass fiir 1 das e-Kriterium des Limes superior erfiillt ist, weil 1 + i — 1
fiir k — oo und a, < 0 fiir alle ungeraden n gilt.

Ausdehnung auf unbeschriankte Folgen: Fiir eine nach unten unbeschrankte Folge (ay,)
ist die anfangs konstruierte Folge (5,) offensichtlich bestimmt divergent gegen —oo, weshalb
wir in diesem Fall

liminf a,, := —c0

setzen.

Ist (ay,) eine nach oben unbeschrinkte Folge, dann ist die entsprechend konstruierte Folge ()
sicherlich bestimmt divergent gegen oo und wir setzen in diesem Fall

lim sup a,, := oco.
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7. Polynomfunktionen und rationale
Funktionen

7.1. Polynomfunktionen

Jede reelle Polynomfunktion p: R — R ist durch ihre Koeffizienten ag, a1, ...,a, € R festge-
legt mit der Zuordnungsvorschrift

T ag+ a1z + asx® + ... apa” = p(x).

Wir legen den Grad von p fest als max{k € {0,...,n} | ax # 0} bzw. als —oco, wenn a; = 0
fiir alle k, in welchem Falle p die Nullfunktion bzw. das Nullpolynom ist. Wir kénnen also
konstante Funktionen (ungleich 0) als Polynomfunktionen vom Grad 0 auffassen.

Koeffizientenvergleich: Ist der Grad von p gleich n und g(z) = by + b1z + ... + by, z™ eine
weitere Polynomfunktion vom Grad m, dann gilt:

p = q als Funktionen R = R <= m=nunda;=0b; (j=0,1,...,n).

Beweis: ist klar. zeigen wir so: Die Differenz p — ¢ ist auch eine Polynomfunktion von der Form r(z) =
co+ ciz + ... + cpxk mit k < max{m,n} und co,...,cx € R. Wegen p = ¢ ist allerdings r = 0, daher speziell
co = r(0) = 0. Also gilt 0 = 7(x) = x(c1 + caz + ... + cpz¥~1), woraus wir fir  # 0 auf ¢; + coz + ...+ cpazbF~1 =0
schliefen diirfen. Setzen wir x, := 1/n ein, so erhalten wir im Limes fir n — oo die Bedingung 0 = ¢;. Also gilt
0=r(z) = z(c2 + csz + ... + cpzF~2), woraus wir fiir z # 0 auf ca + c3x + ... + czF~2 = 0 schlieBen diirfen und so

geht dieses Spiel weiter, bis wir sukzessive cop = ¢1 = ... = ¢, = 0 nachgewiesen haben. O

Das Produkt pg: R — R der Polynomfunktionen p und ¢ ist ebenfalls eine Polynomfunktion,
weil wir nach punktweisem Ausmultiplizieren und Sortieren nach Potenzen von x auf die
Darstellung

p(z)q(x) = apby + (a1by + apb1)x + (agby + a1by + aobg)x2 + .. Fapbp™™

kommen. Weiters sehen wir daraus, dass sich der Grad von pq als die Summe der Grade von
p und von ¢ ergibt. Wenn wir kiinstlich Nullen als Koeffizienten a; := 0 fiir j > n und b := 0
fiir £ > m hinzufiigen, dann kénnen wir folgende Formel fiir das Produkt angeben

n+m l
(7.1) p(z)g(x) = Z ol mit ¢ = Z a;by, = Zajbl,j.
1=0 0<j k<L, =0
k=

Fir beliebige «, 5 € R ist natiirlich auch ap + B¢ eine Polynomfunktion, wobei der Grad
hochstens so grof} ist wie das Maximum der urspriinglichen Grade.
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7.2. Nullstellen und Polynomdivision

Division mit Rest: Sind p; und ps Polynome und der Grad von ps mindestens 1, dann gibt
es eindeutige Polynome ¢ und r mit

P1L=q-p2+T,

wobei der Grad von r kleiner ist als jener von po. Wir illustrieren das im folgenden

Fiir p1 () = —42® +22* — 1423 + 62% — 142 + 10 und pa(z) = 22° + 32 — 1 kénnen

wir zunichst in der héchsten Ordnung Ubereinstimmung von pi(z) mit pa(z) - (—222) =
—42° — 623 + 222 erreichen und wir erhalten

ri(x) := p1(x) — pa(z) - (—222) = 22* — 82 4 422 — 14z + 10.

Als Néchstes bemerken wir Gleichheit der hochsten Ordnung zwischen 71 (x) und pa(z) - & =
22* + 322 — x und betrachten

ro(x) := r1(z) — po(x) - & = —82® 4+ 2% — 132 + 10.

Wir sehen, dass die héchste Ordnung von 73(z) und pa(z) - (—4) = —8x3 — 12x + 4 {iberein-
stimmen und berechnen

r3(z) == ro(x) — pa(x) - (—4) = 2 —z +6.

Der Grad von r3(x) ist kleiner als der Grad von ps und wir kénnen nun alles zusammensetzen:

pi(x) = (=22°) - pa() + r1(2) = (—22%) - pa(@) + zp2(z) + ra(2)
= (=222) - po(z) + x - pa(x) + (—4) - pa() + r3(z) = (=222 + x — 4) - pa(x) + 73(2).
q(z) ?(;T

Die gesamte Prozedur lasst sich fiir praktische Zwecke in einem Schema entwickeln:

—4x® + 22 — 1423 + 622 — 14z + 10 : (222 +3zx—-1)=-222+x—4
—4g° — 62 + 222
20t — 83+ 42? — 14z
224 + 322 —
—8z% + 22 — 13z + 10
—823 - 12z + 4
2 — z + 6

Nullstellenfaktorisierung: Aus der Polynomdivision kénnen wir folgende Beobachtung fiir
eine Nullstelle A\ von p machen: Bei der Division durch ps mit pa(z) := (x — \) ergibt sich

p(x) = (= A) - q(x) + (),

wobei der Grad des Restes kleiner als jener von x — A sein muss, also kann r héchstens den
Grad 0 haben, ist also von der Form r(x) = rg mit o € R. Setzen wir z = X ein, so finden
wir aus der obigen Gleichung 0 =0 - g(\) + 9 = ro, also

p(x) = (z = A)g(z).
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Falls A auch noch eine Nullstelle des Polynoms ¢ ist, dann kénnen wir ¢(z) = (x — \)q1 (z) mit
einem Polynom ¢; schreiben. Wir erhalten in diesem Fall also p(x) = (xz — \)2q1 (). Allenfalls
geht dieses Spiel nun mit ¢; weiter.

Eine Zahl X heifit k-fache Nullstelle des Polynoms p, falls es ein Polynom ¢ gibt mit
p(z) = (x —X)*q(x) und g(X) #0.
Wir bezeichnen in diesem Fall k& auch als die Vielfachheit oder Ordnung der Nullstelle.

Ein Polynom p vom Grad n > 1 hat hochstens n verschiedene Nullstellen: Sind
ndmlich A, ..., Ay Nullstellen von p mit der Eigenschaft \; # A; fiir ¢ # j, dann konnen wir
fiir jedes j = 1,..., N eine Faktorisierung wie oben durchfithren und gelangen zu

p(z) = (= A)(x = A2)--- (2 = Aw)q(),

wobei ¢ nicht das Nullpolynom sein kann (weil sonst p = 0 wére, im Widerspruch zu Grad n > 1).
Also hat g einen Grad m > 0. In der obigen Gleichung steht links ein Polynom vom Grad
n und die Summe der Grade fiir das Produkt auf der rechten Seite ergibt N 4+ m, weshalb
N < N 4+ m = n gelten muss.

7.3. Rationale Funktionen

Hier handelt es sich um Funktionen mit einer Abbildungsvorschrift in der Form

wobei p; und po Polynomfunktionen sind. Als Definitionsbereich kénnen wir stets die Menge

D :={z € R|pa(x) # 0}

angeben. Durch geschickte Polynomdivision kann der Definitionsbereich mitunter noch erwei-
tert werden, wie sich in dem Beispiel mit pi(x) = 22 — 1, pa(z) = 2 — 1 und D = R\ {1}
zeigt: Fiir x # 1 gilt zunéchst

nE  2’—1  (@—D@+1)

= = = 1.
po(x) -1 x—1 v

Der aquivalente Ausdruck ganz rechts ist aber auch fiir x = 1 sinnvoll und somit kann die
urspriingliche gegebene rationale Funktion auch auf ganz R betrachtet werden (und stimmt
in diesem Fall sogar mit einer Polynomfunktion tiberein).

Wir kénnen natiirlich stets versuchen, einen gemeinsamen polynomialen Faktor g von p; und
p2 zu suchen, d.h. p;1 = g¢1 und p2 = ggo mit geeigneten Polynomen ¢; und ¢o, um eine
Reduktion

zu erreichen.
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Schliellich ist allenfalls auch eine Polynomdivision p; = ¢ps + r brauchbar, um daraus die
Darstellung
pi(x) r(z)
= €T +
p2() (@) pa(z)

zu gewinnen, in der r einen kleineren Grad hat als ps.

In dem Beispiel aus 7.2 erhalten wir auf diese Weise

—42° + 22% — 1423 + 622 — 142 + 10 5 22—z +6
=204 x4
223 4+ 3x — 1 203 +3x — 1
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8. Exponentialfunktion und Logarithmus

8.1. Eine vorbereitende Intervallschachtelung

Bekanntlich fithrt die Verzinsung eines Grundkapitals Ky > 0 mit dem Zinssatz = in n Teil-

intervallen auf den Betrag
T n
Ko (1+7)
n
—_————

an

und wir sehen, dass dieser fiir > 0 auch einen Wert grofler als Ky ergibt.

Beim radioaktiven Zerfall von Ny € N Atomen mit der Zerfallsrate § = z/t fir ¢t > 0 in
n Teilintervallen wird die Anzahl der nach der Zeit ¢ noch nicht zerfallenen Atome durch
N(t) = No(1 — BL)" beschrieben, was im Falle z > 0 tatsiichlich kleiner als Ny ist. Wollen

n
wir ausgehend von N (t) ,zuriickrechnen®, dann finden wir mittels

No = N(#) - (1— )

n
bn

die urspriingliche Anzahl an Atomen.

Bei beliebigem festen x € R wollen wir ,aus technischen Griinden“ durch eine Bedingung
n > ng garantieren, dass sowohl a,, als auch b, positiv ist, was gleichwertig mit 1 £ > 0 ist.
Fir x > 0 funktioniert das mit ng := 1, im Falle z < 0 nehmen wir ng := [—z] + 1 > —x.

Wir studieren nun die beiden oben auftretenden Folgen (ay)n>n, und (by)n>n, der Form

an=<1+$) und bn:<1—m)
n n

im Detail und werden sehen, dass [ay, by] (n > ng) eine Intervallschachtelung definiert.
(a)| an < aps1 und fur x # 0 gilt sogar a, < an41-

Wegen 0 < (1+:%7)/(1+7) < lgibtesein h € Rmit —1 < h <0, sodass (1+57)/(1+%) =
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14+ h gilt, dh. h = 1—1:@ — 1. Mit Hilfe der Bernoulli-Ungleichung finden wir

1
%%z—(n—‘rl)

n+1
1_‘_% A
ant1 _ ( +1)n _ (1+$) (1+h)n+1 > (1+$> 1+ (n+1)h)
Gn, (1+%) n n

:<1+x> l—l—ijl—n—l :<1+x>n+w—|—1—:(1—|—2)

x\n+zx+1—nmn—=x x 1

also folgt a1 > ay. Da die Bernoulli-Ungleichung fiir o # 0 sogar strikt (1 + h)"*1 >
1+ (n+ 1)h ergibt, erhalten wir fiir  # 0 in der ersten Zeile oben > statt > und somit sogar
die strenge Monotonie a,+1 > ay.

by, > by41 und fiir x £ 0 gilt sogar by, > by41.

Hier ldsst sich zunéchst ganz dhnlich wie in (a) argumentieren, dass (fiir  # 0) die Folge

(1= $)"),.en (streng) monoton wachsend ist. Daraus folgt dann, dass die Kehrwerte b, =

1/(1 — Z)" eine (streng) monoton fallende Folge ergeben.

man < by,

a z\" z\" 22\"
Dies folgt direkt aus b—n = (1 + ) (1 — ) = (1 — 2) <l1.
n

(d)| by, — an — 0 fir n — oo.
Wiederum hilft die Bernoulli-Ungleichung bei der Abschétzung von

T (R

8.2. Die Exponentialfunktion

Fiir jedes x € R legt die Intervallschachtelung [ay, b,] (n > ng) aus 8.1 eine eindeutige Zahl
fest, die wir mit exp(x) bezeichnen. Dadurch wird eine Funktion exp: R — R definiert, deren
Werte exp(z) sich wahlweise als Limes der monoton wachsenden Folge (a,) = ((1+ %)n) oder

der monoton fallenden Folge (b,) = ((1 — £)™") schreiben lassen, d.h.

(8.1) exp(z) := lim (1 + x>n = lim (1 - x) —n‘

n—00 n
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Speziell ist exp(0) = 1 offensichtlich. Weiters ist
exp(z) >0 fir alle z € R,

denn fiir jedes feste z € R ist 1+ & > 0, sobald n grof§ genug ist.

Funktionalgleichung der Exponentialfunktion (oder Exponentialgesetz):

Fir alle x,y € R gilt

(8:2) exp(z + y) = exp(z) exp(y).

Beweis: Wir schreiben zunéchst mit Hilfe der Definition von exp und der Eigenschaften von
Grenzwerten

exp(e +y) — exp(e) exply) = lim ((1+2)" (14 2)" (14 £)")

n—00
—_——— ——
c a b

und berechnen

n

dp =" —ad"b" =" — (ab)" = (c — ab) Z "k (ab)Ft

k=1
Wir beachten ¢ —ab =1+ ¥ — (1 + £)(1 + £) = — 2 sowie |ab| < (1 + |m|)(1+ |y|) und
derelstl o o el \:cuzy\ () (1 ),
n n n n n

woraus wir zunachst folgende Abschatzung gewinnen:

< I () (12 (1+2) -2

:Ix! §:<1+]$\>n 1(1+\y|) Slx!\zylzn:(1+m)n<1+‘y|>n.

n

>1 >1

Wir erinnern, dass fiir jedes » € R die definierende Folge ((1 + %)n) N monoton wachsend
ne
gegen exp(r) strebt. Daher gelten fiir die Terme in der letzten Summe die Ungleichungen
n n
(1 + %) < exp(|z]) und (1 + ‘—%') < exp(]y|) und die oben begonnene Abschéatzung setzt

sich fort zu

Yy Y
) < IS e exp(ly) = E4L - s exp)
k=1

= exp(|z) exp(|y[) =0 (n—0o0).

|z ]ly|
n

Somit folgt exp(z + y) — exp(z) exp(y) = limd,, = 0. 0
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Wegen 1 = exp(0) = exp(z — x) = exp(x) exp(—z) erhalten wir aus der Funktionalgleichung
auch sofort noch die
1

exp(x

Folgerung: Fiir alle z € R gilt exp(—z) =

~—

8.3. Die Exponentialfunktion als e-Funktion
Wir definieren die Eulersche Zahl durch

1\" 1\
e:=exp(l) = lim <1 + n> = lim <1 - ) :

n—00 n—00 n

Die Exponentialfunktion als Abbildung x +— €”: Ist m € N, dann folgt durch sukzessive
Anwendung Funktionalgleichung fiir die Exponentialfunktion unmittelbar

e™ =exp(1)"™ =exp(l)---exp(l) =exp(l+ ...+ 1) = exp(m).

Nun betrachten wir = m/n mit m,n € N, dann folgt

m

e™ = exp(m) = exp(nz) = exp(x + ... + ) = exp(z) - - - exp(x) = exp(z)"

und somit mit Hilfe der n-ten Wurzel

n T
n

exp(z) = (€M) =eW =€,

Diese Formel haben wir jetzt fiir alle x € Q mit = > 0 hergeleitet, aber fir = < 0 kénnen wir

x = —m/n mit m,n € N schreiben und erhalten
1 1 _m z
exp(z) = ———=—z =€ n =¢€".
S R

Insgesamt also wissen wir schon, dass fiir alle z € Q die Formel

T . z\"
e’ =exp(zr) = lim (1+ —
n

n—oo

giiltig ist. Vor diesem Hintergrund scheint es nicht ganz abwegig, fiir € R\ Q nun einfach

T . z\"
e’ :=exp(x) = lim {1+ —
n

n—oo

einzufiithren, weil dies ja zumindest konsistent mit den Eigenschaften fiir rationale x ist. Aus
den Eigenschaften der Exponentialfunktion folgt nun auch direkt

(8.3) etV =e%eY und e* >0 fiir alle z,y € R.

Weitere Eigenschaften:

(i) Fiir alle z € R mit  # 0 gilt [¢® > 1 + . (Fiir o = 0ist =1 =1+0.)
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Im Falle x < —1list 1+ 2 < 0 < exp(z) = e*. Wenn & > —1 und z # 0 ist, dann ergibt 8.1, (a) (wegen ng = 1) fir n > 2
die Ungleichung

z\" z\*
l+z:a1<an:(1+7> < lim (1+E) = e’
n

k—oo

(ii) Die Funktion exp: R — R, z — €” ist streng monoton wachsend.
Fir z < y ist ndmlich y — z > 0, daher nach (i) nun e¥~* — 1 > y — 2 > 0 und somit

eV —e? ="V —1)>0.
——

>0

(iii) Fir || < 1ist [e¥ — 1] < ———.
x

Fir —1 < z < 1 ergibt die Monotonie in 8.1, (b) (Wegen ng = 1) fiir alle n € N die Ungleichung e < (1 — £)77,
speziell fiir n = 1 also
. 1 1—(1—
e —1<(l—a) t—1= BRI e k) N
11—z 11—z 11—z

Fir 0 < z < 1 diirfen wir hierin @ durch |z| ersetzen und sind fertig. Im Falle —1 < & < 0 verwenden wir e* > 1+
geméB (i) und erhalten daraus und wegen 1 — |z| < 1

||
1= ||

e —1=1-€" < —z= 2| <

(iv) Fiir n € N und z > 4n? folgt e* > a™.
Fir vz > 2n ist 5~ > % = /z und daher wieder mit der strengen Monotonie nach 8.1, (a) nun

et > (1+%)2n > (1+\/5)2n > (\/E)QR =x27n =z".

(v) lim e =0und lim €" = co.
n—00 n—00
Nach (i) gilt €™ > 1+ n und somit ist €™ — oo klar. Aus 5.7 und e~ " = e% folgt nun e~™ — 0 (ohne Riickgriff auf 5.7

. - 1
auch mittels 0 < e™" < 7 — 0).
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8.4. Der (natiirliche) Logarithmus

Wie wir in (8.3) und 8.3(ii) gesehen haben, hat die Funktion exp nur positive Werte und ist
streng monoton wachsend. Daher ist exp als Abbildung R —]0, oo injektiv und wir behaupten,
dass sie mit dieser Zielmenge auch surjektiv ist: Zu jedem y > 0 gibt es ein @ € R mit e* = y.

Beweis: Die Menge A := {z € R | e < y} ist ndmlich wegen 8.3(v) nicht leer und dank 8.3(i) auch nach oben beschrénkt,
weil fir z € A somit z < e®* —1 <y —1 gilt.

Wir setzen a := sup A und miissen noch zeigen, dass e® = y gilt.

1 1
Fir jedes n € N gibt es ein z,, € A mit a — % < zp, < a. Nach der Funktionalgleichung ist et7 = e%Tw und 8.3(iii)

1 1

mit n > 2 besagt [eTl/" — 1| < =T = ﬁ — 0 (n — o0), also eF1/™ — 1 und weiters et 5 e fiir n — oo.
n

Beachten wir die strikte Monotonie von exp sowie z, € A und a + % & A, so erhalten wir die Ungleichungskette

1 1
e <t <y<etTh,

wobei die duflersten Folgenglieder fiir n — oo gegen e® streben. Nach dem Sandwichlemma aus 5.4 folgt nun e < y < e?,

also tatsiachlich y = e?. O

Insgesamt ist also exp: R —]0, oo[ streng monoton wachsend und bijektiv, daher ist auch die
Umkehrfunktion

log: ]0,00[— R streng monoton wachsend und bijektiv.

Diese Funktion heif3t natdrlicher Logarithmus und wird auch oft mit In statt log bezeichnet.

Eigenschaften des Logarithmus: Von den folgenden Aussagen und Rechenregeln lassen

sich (i)-(vi) als direkt aus den Eigenschaften von exp bzw. von log als ihrer Umkehrfunk-
tion begriinden:

(i) Fiir z,y € R mit y > 0 gilt elos(y) — y und log(e*) = x;
(ii) log(1) = 0 und log(e) = 1;
(iii) fir a,b € R mit a,b > 0 gilt

log(ab) = log(a) +log(b) und log (Z) = log(a) — log(b);
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(iv) fur z € R, x > 0 und n € N gilt log(2") = nlog(x);
(v) fir z > —1, x # 0 gilt log(1 + z) < x;

(vi) fiir beliebig vorgegebenes ¢ € R mit ¢ > 0 und n € N, sodass ¢ > 1/n garantiert ist, gilt
log(z) < Y < er firalle z > 4n?;
n

qualitativ ausgedriickt heiflt dies, dass der Logarithmus fiir grofle & schwécher wéchst als jede

lineare Funktion.
1

(vii) lim logn = oo und lim =0
n—00 2<n—o0 log n

Die zweite Aussage folgt mit 5.7 wegen logn > 0 fiir n > 2 direkt aus der ersten. Um die erste Aussage zu zeigen, sei
K > 0 beliebig vorgegeben. Wir kénnen ein ng € N wihlen mit ng > e (Archimedische Eigenschaft), dann gilt fiir alle

n > no wegen der Monotonie von log stets logn > logng > logeX = K.

8.5. Allgemeine Potenzfunktion

Fiir eine rationale Potenz y € Q und « € R mit & > 0 haben wir z¥ in 5.5 bereits definiert.
Wir behaupten nun, dass in diesem Falle die Formel

Y = eylos(@)
eine gleichwertige Alternative wére: Fiir y = 0 ist nichts zu zeigen und, falls y < 0 ist, kénnen

wir die Frage mittels ylog(xz) = —ylog(1/z) auf die Situation mit y > 0 zurtickspielen. Ist
y = m/n mit m,n € N, dann berechnen wir

1

nlog (z¥) = nlog (x%) = nlog ((mﬁ)m) =m -nlog (a:%) = mlog ((m%)n) = mlog(x),
woraus log(z¥) = ylog(x) folgt und daher z¥ = e¥108(*),

7Y = eYlos(x)

fiir beliebige x,y € R mit x > 0 konsistent und wir erhalten miihelos auch die folgenden
grundlegenden Eigenschaften: Fiir z,y,r,s € R mit =,y > 0 gilt 2° = 1 sowie

Somit ist die Festlegung

(:Ey)r — xryr7 (:CT)S — :UTS, QZT+S =225 und 7T = —.

Behauptung: Ist > 0 und (a,) eine Nullfolge, dann gilt x% — 1.

Beweis: Wegen a,, — 0 gibt es ein ng € N, sodass |a,| < m gilt fiir alle n > ng. Mit Hilfe
der Eigenschaft 8.3(iii) erhalten wir nun fiir jedes n > ng die Ungleichung

1 1
’man_l‘: eanlogx_l‘_ |an Og$’ < |an|| O?‘ﬂ :2“0ngan‘7
1 — |ay log z| 1-3
wobei der Ausdruck ganz rechts fiir n — oo gegen 0 geht. 0
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zlog10 streng monoton

Zehnerlogarithmus: Als Spezialfall ist die Funktion z — 10% = e
wachsend und bijektiv als Abbildung R — ]0, co[. Thre Umkehrfunktion bezeichnen wir mit

logyo: ]0, 0o[— R und nennen sie den Zehnerlogarithmus. Als Ubungsaufgabe ergibt sich leicht
die Umrechnungsformel
_ log(x)
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9. Trigonometrische Funktionen

9.1. Bogenlange, , Arcuskosinus und Kosinus

Wir werden hier den Begriff der Bogenldnge entlang von Teilstiicken des Einheitskreises
Sti={(z,y) €R? [2? + 42 =1}

in der Ebene auf ,naive“ Weise verwenden — eine allgemeinere Prézisierung des Begriffes der
Lange von Kurvenstiicken erfolgt im zweiten Semester. Die Bogenldnge des oberen Halbkreises
{(z,y) € S* | y > 0} des Einheitskreises bezeichnen wir mit 7.

Fir —1 < 2z <1 liegen die Punkte (z,v1 — 22) auf dem oberen Halbkreis und wir bezeichnen
die Bogenliange vom Ausgangspunkt (1,0) entlang des Kreises bis zum Punkt (z,v1 — 22)
mit arccos x und nennen dies den Arcuskosinus von x.

(m, V1— xQ)

\rcco
(1

o
,0

)

Offensichtlich ist arccos 1 = 0 (Endpunkt (1,0) gleich dem Ausgangspunkt) und arccos(—1) = 7
(voller Halbkreisbogen von (1,0) bis (—1,0)) und die Werte arccos x fir x €] —1, 1 liegen allesamt
dazwischen und fallen, wenn z grofier wird (weil wir jeweils laut Vereinbarung den Halbkreisbogen
bei (1,0) beginnend bis nach (x,v/1 — 2) durchmessen). Wir haben somit

arccos: [—1,1] — [0, 7]

als streng monoton fallende (daher injektive) und surjektive! Funktion erhalten. Ihre Umkehr-
funktion bezeichnen wir als Kosinusfunktion

cos: [0, 7] — [—1,1],

die somit ebenfalls streng fallend und bijektiv ist. Speziell ist cosO0 = 1, cos (g) = 0 (aus
Symmetriegriinden) und cos(m) = —1.

IWiI' haben die SuI‘Jekthltat nur plausibel gemacht (weil fiir variierendes =z € [—1, 1] jede Bogenldnge zwischen 0 und =
auftreten sollte) und nicht bewiesen; dies gelingt aber mittels Stetigkeit und Zwischenwertsatz (vgl. Teil C).
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T+

0.5}

ol

arccos 0

vl
:‘ £+

—0.5 |

9.2. Sinus und Kosinus als 2w-periodische Funktionen

Fiir z € [~1,1] gilt = cos ¢ mit einem eindeutigen Winkel ¢ € [0, 71]. Die Grofe?
sing = /1 — cos?(p) = V1 — 22

entspricht dann gerade der zweiten Koordinate des Punktes (z,v1 — 22) = (cos ¢, sin ) am
FEinheitskreis, was sich auch in der Relation

cos?(p) +sin?(p) = 1

widerspiegelt. Die Zuordnung ¢ +— sin definiert die Sinusfunktion. Speziell ergeben sich

daraus auch die Werte sin0 = 0, sin (§) = 1 und sin7 = 0 sowie die stets giiltigen Schranken

—1<cosp<1l und —1<sinp<1.
Aus Griinden der Symmetrie im oberen Halbkreis erhalten wir iibrigens auch

cos(m —¢) = —cosp und sin(m — ) = sinp.

Wir kénnen den unteren Halbkreis als Spiegelbild des oberen Halbkreises ansehen und entspre-
chend fiir Winkelwerte ¢ €| — 7,0[ nun einfach cos(¢) := cos(—) und sin(¢)) := —sin(—1))
ansetzen.

Eine komplette Umrundung des Einheitskreises entspricht der Bogenldnge 27 (doppelter Halb-
kreisbogen) und gelangt ausgehend von (1, 0) wieder zuriick an ebendiesen Punkt, von wo aus
sich alles wiederholt. Wir kénnen das im Winkelmaf} so ausdriicken, dass wir allgemein fiir
beliebige k € Z und ¢ € [0, 27| die Funktionen wie folgt auf ganz R fortsetzen:

cos(p + 2km) :=cosp und sin(p 4 2kw) := sin ¢.

Hierbei entsprechen die Winkel 2nm mit n € N einer n-fachen Umrundung gegen den Uhrzei-
gersinn und die Winkel —2nm mit n € N einer n-fachen Umrundung im Uhrzeigersinn.

2Wir schreiben f? fiir die Funktion = + f(x)? und somit auch oft f?(z) statt f(z)2.
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Betrachten wir die Einschrankung des Sinus auf das Winkelintervall [-7, 5], das geometrisch

dem rechten Halbkreisbogen {(x,y) € S* | x > 0} entspricht, so erhalten wir eine vom Wert

sin (—%) = —1 bis zum Wert sin (§) = 1 streng wachsende Funktion, deren Umkehrfunktion
T
in: [~1,1] = [~ T
arcsin: [—1,1] — | 2,2]

der streng wachsende Arcussinus ist. Geometrisch ist fir 0 < y < 1 der Wert ¢ := arcsiny
gerade die Linge des Kreisbogens von (1,0) nach (1/1 —y?,y), denn mit y = siny und

0 < ¢ < /2 erhalten wir /1 — y2 = /1 — sin?(p) = cos .

NIE]

sin
arcsin

wol3
wol3

|
(NIE]

9.3. Weitere Eigenschaften der Winkelfunktionen

Aus den Symmetrieeigenschaften bei Spiegelung des Einheitskreises an der x-Achse erhalten
wir die Relationen
cos(—p) =cosp und sin(—p) = —singp,

aus jenen bei Spiegelung am Ursprung die Formeln
cos(p+m) = —cosep und sin(p+ ) = —sing

und Spiegelung an der y-Achse liefert
T ) (T
cos (2 — go) =sing und sin (2 — go) = cos .

Additionstheoreme: Fiir beliebige ¢, € R gelten die Formel

(9.1) cos(p + 1) = cos @ cosp — sin @ sin i,
sin(¢ + ) = sin p cos ¥ + cos p sin .

Der Spezialfall mittels ¢ = 1 darin fithrt zusammen mit cos?(yp) + sin?(p) = 1 auf die
sogenannten Halbwinkelformeln

(9.3) cos(2p) =1 —2sin® p = 2cos’ ¢ —1 und sin(2¢) = 2sin pcos p
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Als Ubungsaufgabe kénnen Sie mit Hilfe der folgenden Skizze einen elementargeometri-
schen Beweis der Additionstheoreme mit Hilfe von dhnlichen Dreiecken nachvollziehen:

B Wir sehen ¢ = sinty, AC = cost), AF = AC - cosp =
cos1-cosp und DC = c-sin ¢ = sin 1 -sin ¢, daher folgt
) P\ . cos(p+1)) = AE = AF—DC = cos1)-cos p—sin 1-sin .
d

Weiters gilt d = ¢-cos ¢ = sint)-cosp und DE = CF =

D¢ O AC - sin ¢ = cos - sin ¢ und somit

G
2 sin(p+v) = BE = d+ DE = sin1) - cos ¢ + cos ¢ - sin (.
A E F

Abschlielend erwdhnen wir noch zwei grundlegende Ungleichungen:

(9-4) |sin @] < ],
2
(9.5) 1—730059031.

Die erste Ungleichung (9.4) ist aus dem Vergleich einer Sehne (mit Lénge |sinp|) mit dem
entsprechenden Kreisbogen (mit Lange |p|) durch dieselben Kreispunkte unmittelbar plausibel.

Die zweite Ungleichung (9.5) folgt dann aus der ersten mit Hilfe der ersten Halbwinkelformel
2

in (9.3) wegen 1 — cos¢ = 2sin® £ < 2%2 = £,

9.4. Tangens und Arcustangens

Wir definieren den Tangens tan: | — 5, 5[ — R durch
¢

tan ¢ = me

cos

und erhalten fiir p,9 €] — 5, §[ mit ¢ < aus den Additionstheoremen

sin(y —
tany) —tanp = ( ?) ,
COS p oS Y
woraus sofort folgt, dass tan streng monoton wachsend ist. Weiters ist tan(—¢) = —tang

(wegen sin(—p) = —sin ¢ und cos(—¢) = cosp), tan0 = 0 und tanp > 0 fir 0 < p < w/2.

Der Funktionsgraph legt auch nahe, dass
tan surjektiv ist, was mit Methoden aus
tan Teil C auch sehr leicht nachzupriifen ist.

(Die uneigentlichen Grenzwerte von tan¢ sind —oo

beim linken Randpunkt und oo beim rechten Rand-

NER
wER

punkt. Auflerdem ist tan stetig auf dem Intervall
1= %, 5[, sodass der Zwischenwertsatz Anwendung fin-
den kann, um zu argumentieren, dass jede Zahl y € R

in der Bildmenge von tan liegt.)
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Die Umkehrfunktion ist der streng monoton wachsende Arcustangens

T m
arctan: R — | — —, —
|- 2.5

mit den Eigenschaften arctan(—xz) = —arctanx, arctan(0) = 0 sowie arctan1l = Z (beachte

cos(m/4) = sin(m/4) aus Symmetriegriinden im Viertelkreis von (1,0) nach (0, 1)) A]S lasst

sich iibrigens aus der Betrachtung des gleichseitigen Dreiecks mit den Eckpunkten (0,0),

T s T i T . 1 _ 7« .
(cos &, —sin §) und (cos §,sin §) auch der Funktionswert arctan 5T 6 ermitteln.

vl

arctan

vl

Eine grundlegende Ungleichung fiir den Tangens lautet

tan ¢
¥

(9.6) 21 (0<lpl<3)
und besagt geometrisch, dass der Tangentenabschnitt zwischen (1,0) und (1, tan ¢) ldnger ist

als der Kreisbogen von (1,0) nach (cos¢,siny). (Eine ausfiihrlichere Begriindung dafiir findet
sich in [FK1, §3, 8.7].)

(1, tan )
tan ¢
sin
¥
cos (1,0)

Wir kénnen den Tangens mit derselben Formel tan ¢ := sin ¢/ cos ¢ definieren fiir alle ¢ € R
mit cos ¢ # 0, das sind also die Winkel ¢ € R\ { (2k+1)m | ke Z} Diese Fortsetzung ist dann
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eine m-periodische Funktion, denn wir erhalten

tan(p + 1) = sin(y + ) _ —sing _ sing tam .
cos(p+m) —cosp cosg

Der Kehrwert des Tangens wird Kotangens genannt und ist z.B. im Bereich 0 < ¢ < 7

definiert durch
CoS

cot p 1= — .
sin
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10. Exponential- und Polynomfunktionen
im Komplexen

10.1. Komplexe Exponentialfunktion

Wenn wir an die Polarkoordinatendarstellung von komplexen Zahlen zuriickdenken, so haben
wir flir zwei Zahlen am Einheitskreis

S'={zeC||z| =1}

die Darstellungen cos ¢ + isinp =: f(¢) und cos® + isiny =: f(¢)) und die Multiplikation
ergab

Fe)f@) = fle + ),

was frappierend dhnlich zur Funktionalgleichung der Exponentialfunktion ist. Suchen wir eine
Ausdehnung E: C — C von exp: R — R, d.h. E(x) = e” fir x € R, so werden wir von E die
Giiltigkeit der Funktionalgleichung

E(z)E(w) = E(z +w) fir beliebige z,w € C
erwarten. Speziell ergdbe sich daraus mit z = z 4 iy die Bedingung
E(z +iy) = E(x)E(iy) = e*E(iy) fir alle z,y € R.

Wir sehen, dass wir mit E(iy) = f(y) eine Losung hétten, d.h. also E(z + iy) = e” f(y), und
definieren nun die komplexe Exponentialfunktion durch

exp(z) = e* := e"(cosy + isiny) fir z =2+ iy € C.

Eigenschaften: (Beweis in allen Féllen als einfache oder klar aus der Definition.)

(i) Fiir alle z,w € C gilt | e* - e* = &*T",

(ii) fiir alle y € R gilt | eV = cosy + isiny,

iii) {e'" | t € R} = S1,
Rez

v) €* < esgibt ein k € Z mit z = w + 27ik,

(
(iv) |e*| =e
(
(vi) ist z # 0 und z = re!? mit r > 0, dann folgt e'¥ | | und r = |z|.
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Wihrend in (vi) die Zahl r eindeutig ist, gilt dies fiir den Winkel ¢ nicht, wie wir aus (v)
sehen. Falls wir aber zusétzlich —m < ¢ < 7 vereinbaren, dann wird ¢ eindeutig und heifit
das Argument von z; wir schreiben dann auch ¢ = arg z.

10.2. Polynome mit komplexen Koeffizienten und Variablen

Wir betrachten hier Abbildungen C — C der Form z +— p(z) = ag + a1z + ... + a,2"
mit Konstanten ag,...,a, € C und z = x + iy. Fir diese komplexen Polynomfunktionen
gilt unveréndert die Aussage iiber den Koeffizientenvergleich, d.h. eine solche Funktion ist
eindeutig durch ihre Koeffizienten festgelegt. Ebenso wird der Grad von p analog zum reellen
Fall definiert.

Eine wesentliche Frage, ndmlich die nach der Existenz von Nullstellen, ist fiir Polynome im
Komplexen viel besser zu beantworten als im Reellen, denn es gilt der

Fundamentalsatz der Algebra:

Ist p ein Polynom vom Grad n > 1 und p(z) = ap + a1z + ... + a,2", dann besitzt p
jedenfalls Nullstellen in C. Es gibt (nicht notwendig verschiedene) Zahlen Aq,..., A\, € C,
sodass p(z) vollstandig in Linearfaktoren zerféllt, d.h.

p(z) =an(z — A)(z = A2) -+ (2 — A\p).

\.

(Einen Beweis davon kénnten wir grundsatzlich im dritten Semester dieses VO-Zyklus mit Hilfe von
Methoden aus der komplexen Analysis geben.)

Spezialfall mit reellen Koeffizienten: Falls a; € R fir alle Koeflizienten des Polynoms p
gilt und X\ € C eine Nullstelle von p ist, dann ist auch X\ eine Nullstelle von p.

Zum Beweis miissen wir ja nur bemerken, dass a; = aj gilt und daher

p(X):ao—i-alx—l—...anxn:ao+a1)\+...an)\”:p()\):O.

Das Polynom p(z) = 23 — 322 + 4z — 2 hat die Nullstelle 1 + i, wie sich unter
Beachtung von (1+1i)? =1+2i—1=2iund (1+i)> = (1+i)(1+i)*=(1+1)2i = -2+ 2i
sehr rasch verifizieren lésst:

1+i)P—-31+1)2+41+i)—2=—-24+2i—3-2i+4+4i—2=0.

Weil p reelle Koeffizienten hat, muss auch 1 — i eine Nullstelle sein. Somit enthélt p(z) auf
jeden Fall das quadratische Polynom (2 — 1 —i)(z — 1 4+ 1) = 2% — 2z + 2 als Faktor und
Polynomdivision (2% — 322 442 — 2) : (22 — 22+ 2) wiirde uns auch den restlichen Faktor vom
Grad 1 enthiillen und somit die dritte Nullstelle. Alternativ kénnen wir aber auch schlieflen,
dass eine dritte Nullstelle A von p reell sein muss, weil ja auch X eine Nullstelle sein muss,
p aber nur Grad 3 hat. Falls A € Z ist, muss es ein Teiler! des ganzzahligen Koeffizienten

'Dies folgt immer im Falle a,, = 1 und ganzzahligen Nullstellen Ai,..., A, aus der Zerlegung p(z) = (z —
A1)(z = A2) -+ (2 — An), weil demnach ag = A1 - - Ay, gelten muss.
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agp = —2 sein, was nur die Moglichkeiten +1 iibrig lasst. Und in der Tat ist A = 1 die dritte
Nullstelle, denn p(1) =1 —3 44 — 2 = 0. Also haben wir insgesamt

2 -3 442 -2=p(2)=(z-1D(z—-1-1i)(z —1+1i).

10.3. Die komplexen Einheitswurzeln

Wiéhrend wir fiir reelle « die Gleichungen z™ = 1 fiir ungerades n € N nur die Losung « = 1
und fiir gerades n € N nur die Losungen x = +1 hat, sieht die Sache weit interessanter aus,
wenn es um die komplexen Nullstellen des Polynoms 2" — 1 fiir n € N geht.

Wir kénnen direkt verifizieren, dass wir fiir z” — 1 die n verschiedenen Nullstellen
wg:=¢€en (k=0,...,n—1)
haben, denn
wp =e =2 = cos(2mk) + isin(27k) = 1 4 i0 = 1.

Natiirlich ist wg = 1. Die Punkte wg, w1, ..., w,—1 liegen am Einheitskreis S' und bilden
gleichzeitig die Eckpunkte eines regelméfligen n-Eckes, weil die entsprechenden Sehnen vom
Ursprung aus gesehen stets denselben Winkel 27 /n einschliefien.

n=> k=1 n=>6
k=2 k=1
k=2
k=3
4 k=4 k=5

n-te Wurzeln aus allgemeinen Zahlen c¢ # 0: Wenn wir die Gleichung 2" = ¢ l6sen
wollen, dann brauchen wir nur die Polarkoordinatendarstellung von ¢ = re'¥ zu bemiihen,
cp = rl/neie/n 74 setzen und erhalten die Losungen in der Form z; := cowy, d.h. also

1 i o+27k

zp=rne’ n (k=0,...,n—1).
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11. Reihen

11.1. Grundbegriffe

(o)

Wenn (ax)ken, eine Folge ist, dann wollen wir versuchen, der unendlichen Summe Z ay, einen
k=0

Sinn zu geben. Dazu bilden wir zunéchst die Folge der Partialsummen

Sp, 1= Z ay, (n S No)
k=0

und nennen (sp)nen, die Reihe mit den Gliedern ay, (k € Np).
n
Falls die Partialsummenfolge (s,) konvergent gegen a € R ist, d.h. a = lim s, = lim Z ay,
n—oo n—oo

k=0
gilt, dann schreiben wir

(e.0)
Zak =a
k=0

und nennen die Reihe konvergent mit Summe a. Andernfalls nennen wir die Reihe divergent.
Vorsicht: Die Notation ) p—jar oder > aj fiir eine Reihe verwenden wir typischer Weise

auch unabhéingig von ihrer Konvergenz oder Divergenz.

oo
Wir betrachten oft auch Reihen Z ag, deren Gliederfolge erst ab einem Index N € N beginnt,

k=N
n

d.h. die Partialsummen lauten dann s, := Z ap firn > N.

k=N

o0
1) Fir ¢ € R mit |g| < 1 betrachten wir die geometrische Reihe qu. Diese Reihe ist
k=0
konvergent, denn die geometrische Summenformel (2.2) ergibt fiir die Partialsummen
k=0 1—q

und wegen ¢"t! — 0 gilt s, — 1%(1 fiir n — oo. Also erhalten wir in diesem Fall

> 1
qu:? (lgl <1).
k=0 q

Bemerkung: Fiir |g| > 1 ist die entsprechende Reihe divergent. (Dies folgt aus dem ,Sétzchen
weiter unten, weil die Reihenglieder ¢* in dem Fall wegen |¢|* > 1 keine Nullfolge bilden.)
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oo

. . . . .. 1 1 1 .
2) Die Reihe ,; m ist konvergent, denn wir koénnen FEED = & T F4T schreiben und
erhalten

/1 1 1 1 1 1 1 1 1

= ———=l-4t-—c+.. -4+ =1- —1 —

o k;(k l<:+1> 2 2 3 T TR T n+1 (n = o0),

= 1
dh. ) =1

= k(k+1)

o0
- 1
3) Z 72 ist konvergent. Der konkrete Wert der Summe wird sich allerdings erst viel
k=1
spater als ,,Nebenprodukt* einer Fourierreihenanalyse in (21.9) ergeben.

(o]
4) Die Reihe Z(—l)k ist divergent, denn es ist sgy1 =1—14...4+1—1=0und s9,,, =1,
k=0
somit die Partialsummenfolge (s,) nicht konvergent.
<1
5) Die harmonische Reihe Z z ist divergent, weil sich ihre Partialsummenfolge (s,) als
k=1
unbeschrankt erweist und somit nicht konvergent sein kann (vgl. Eigenschaft (iv) in 5.4):

1+1+<1+1)+(1+1+1+1>+ +( L +1>
Son = = -+ - -+ -4+ -4+= —+ ...+ =
2 2" \3 "4 576 78 on—1 1] on

1 L1 -1, 1
>2:7 >4-5 >on—l. o

1 1 1 1 n
1+ =42 44—+, 42" — =14 =,
>145+2- 7+ 8+ + 5 +3
N N N————
1/2 1/2 1/2

Zwei Folgerungen aus den Eigenschaften konvergenter Folgen:

(i) Sind Y22 y ar und Y72 5 by zwei konvergente Reihen mit Summen > 72 yar = a und
Yre N b = b, dann ist fir beliebige «, 8 € R auch die Reihe > 72 y(aay + Bb) konvergent
mit Summe aa + Bb.

(ii) Abanderung von endlich vielen Gliedern einer Reihe &ndert nicht deren Konvergenzver-
halten, d.h. ob die Reihe konvergent oder divergent ist, sehr wohl aber die Summe im Falle
der Konvergenz.
o
wSatzchen*: Wenn die Reihe Z ay, konvergent ist, dann muss die Folge der Glieder (ay)ken,
k=0
eine Nullfolge sein.
, Beweischen“: Sei a die Summe der Reihe und € > 0 beliebig. Es gibt ein n. € N mit der
Eigenschaft |a — s,| < € fiir n > n.. Fiir jedes n > n. + 1 folgt somit

|an’:|Sn_$n71|:|5n—a+a—8n,1| < |$n—a|—|—|a_5n71| <e+e=2.

Daher gilt a,, — 0 fiir n — oco. 0
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Vorsicht: Wie das obige Beispiel 5) der harmonischen Reihe zeigt, kann i.A. die Aussage des
Sétzchens nicht umgekehrt werden, denn (%) en 1St zwar offensichtlich eine Nullfolge, aber
o0
1
die Reihe — divergent.

Wir merken uns daher: (a) Aus der Eigenschaft von (aj) eine Nullfolge zu sein kénnen
wir i.A. nicht auf die Konvergenz der Reihe ) aj schlieflen.

(b) Allerdings diirfen wir auf die Divergenz von Y aj schlieflen, falls die Glieder (ay) keine
Nullfolge bilden. Dies wére im obigen Beispiel 4) anwendbar gewesen.

11.2. Erste Konvergenzkriterien und absolute Konvergenz

Reihen mit nichtnegativen Gliedern: Sei a; > 0 fiir alle k¥ € Ng und s, = >1_ ai die
Folge der Partialsummen der Reihe > ag, dann gilt:

oo
Z ap ist konvergent <= (Sp)nen, ist nach oben beschrankt.
k=0

Beweis: Ist (s,) konvergent, dann natiirlich auch beschrankt (Eigenschaft (iv) in 5.4). Die
Partialsummenfolge ist wegen $,+1 = s, + an+1 > S, monoton wachsend. Somit folgt mit
dem Monotoniekriterium 6.1 aus der Beschrianktheit auch die Konvergenz. O

Cauchy-Kriterium fiir Reihen: Die Reihe Zak. ist genau dann konvergent, wenn es zu
jedem & > 0 ein n. € N gibt mit der Eigenschaft

n

D,

k=m-+1

<e firalle n >m > n..

Beweis: Wir miissen nur s, — s, = ) j—,,41 @k beachten und das Cauchy-Kriterium 6.3 auf

die Partialsummenfolge (s,) anwenden. O
Definition:
0 o0
Eine Reihe Z ay, heit absolut konvergent, falls die Reihe Z |ag| konvergent ist.
k=0 k=0

Majorantenkriterium: (i) Gilt |ag| < by fur £ > N und ist Y by konvergent, dann folgt die
absolute Konvergenz von > ax, d.h. > |ax| ist konvergent. Die Reihe )" by ist in diesem Fall
eine konvergente Majorante fiir die Reihe > ay.

[o@)
<> gl

k=0

oo
D ak

k=0

(ii) Aus der absoluten Konvergenz der Reihe Y ay folgt die Konvergenz und

Beweis: (ii) folgt unmittelbar aus (i) wegen ay < |ag| und |> p_gax| < D-f—o |ak| fur alle n.
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(i): Wegen by, > |ag| ist nattrlich by > 0 fiir £ > N. Zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0 gibt es
n

nach dem Cauchy-Kriterium fiir die konvergente Reihe ) by ein n, > N mit 0 < Z b < e

k=m+1
fir n > m > n.. Daraus erhalten wir nun
n n
E: \ak\g 2: l%<<€,
k=m-+1 k=m+1
also ist das Cauchy-Kriterium fiir die Reihe )" |ag| erfiillt. O

Divergente Minorante: Ist > di eine divergente Reihe mit nichtnegativen Gliedern di > 0
und ay > di fiir K > N, dann ist auch die Reihe 3 a divergent.

In diesem Fall nennen wir ) dy eine divergente Minorante fiir die Reihe ) ay.

(Wére ndmlich > aj konvergent, dann miisste es nach dem Majorantenkriterium auch 3 dj sein.)

Vorsicht: Konvergente Reihen sind i.A. nicht absolut konvergent.

Z.B. werden wir spater (mittels Leibniz-Kriterium) sehen, dass die alternierende Reihe

(!

mit den Gliedern a; = (—1)*~!/k konvergent ist, wihrend die Reihe der Absolutbetriige
Solagl =>2 % gerade die divergente harmonische Reihe ergibt.

11.3. Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen

o
Fiir eine Folge (aj) mit nichtnegativen Gliedern aj; > 0 hat die Reihe der Form Z(—l)kak

k=0
00

o0
oder auch Z(—l)kilak = — Z(—l)kak wechselndes Vorzeichen der Summenglieder.
k=0 k=0

Leibniz-Kriterium:

oo
Ist (ay) eine monoton fallende Nullfolge, dann ist die alternierende Reihe Z(—l)kak
k=0
konvergent und fiir die Summe s gilt mittels der Partialsummenfolge (s,,) tiberdies die
Fehlerabschétzung

|s — sm| < an,  fiir alle m € Np.

.

Beweis: Wir haben wegen der Monotonie von (a,) fiir die Partialsummenfolge
82n4+1 = S2n—1 + A2p — G2n41 = S2n—1 = S2(n—1)+1
>0
sowie

2n+1

Son = S2pn—2 — A2n—1 1 2n < S2n—2 = So(n_1), S2n — S2n41 = —(—1)"" ag2n41 = agpt1 >0
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und wegen a, — 0 auch noch
Sop — Sant1 = 2p1 — 0 (n — 00).

Daher definiert [s2p41,52n] (n € Np) eine Intervallschachtelung und es gibt eine eindeutige
Zahl s € R mit s = lim s9,, = lim s9,, 1. Es gilt weiters fiir jedes n € Ny

|son — 8| = san — 5 < S92, — Sop41 = Gont1 < Ao2n,

|s2n+1 — 8| = 5 — s2p41 < S2n — S2p41 = A2n41,
d.h. zusammengefasst
|sm — 8| < am — 0 fiir m — oo,

womit die Konvergenz der Reihe gegen s und auch die Fehlerabschitzung gezeigt ist. ]
=, (—1k!

1 1 1
1) Die Reihe Z =1- 5 + 371 + ... ist konvergent, weil (¢) eine monoton fal-

k=1
lende Nullfolge ist.

oo _1 k
2) Auch die Reihe Z (lgc ist nach dem Leibniz-Kriterium konvergent, denn die Folge
5 108
k=2
1

(@)@2 ist wegen logk < log(k + 1) monoton fallend und -7 — 0 wissen wir aus 8.4(vii).

11.4. Wurzeltest und Quotiententest

Die folgenden praktikablen Tests fiir absolute Konvergenz von Reihen sind direkte Anwen-
dungen des Majorantenkriteriums zusammen mit den Eigenschaften der geometrischen Reihe.

Whurzeltest:

(a) Wenn mit einer Zahl 0 < ¢ < 1 und einem Index N die Abschitzung |ax|'/* < ¢

fiir alle k > N gilt, dann ist die Reihe Z ay, absolut konvergent.
k=0

(b) Wenn |ay|'/* > 1 fiir unendlich viele k € N gilt, dann ist die Reihe Z ay, divergent.
k=0

Beweis: (a): Wegen |az| < ¢® und 0 < ¢ < 1 ist die geometrische Reihe 3" ¢* eine konvergente
Majorante, daher folgt die absolute Konvergenz von Y ay.

(b): Wir erhalten |ag| > 1 fiir unendlich viele k € N, weshalb (ay) sicherlich keine Nullfolge
ist und somit > aj nicht konvergent sein kann. O
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Quotiententest:

(a) Wenn mit einer Zahl 0 < ¢ < 1 und einem Index N sowohl a; # 0 als auch die

o0
Abschétzung larsi] < g fiir alle k > N gilt, dann ist die Reihe Z aj, absolut konvergent.

+
lag|
k=0
oo
(b) Wenn aj, # 0 und % > 1 fur k > N gilt, dann ist die Reihe Z ay, divergent.
k=0
Beweis: (a): Fir k> N gilt
ak ap_1 aN+1 — lan|
lag| = B Bl ity lay| < ¢* N’aN’:T' k.
ag—1 ag—2 a
<q <q <q

daher ist k;—%‘ 3" ¢" eine konvergente Majorante.
(b) Wegen |agi+1| > |ag| > ... > |an| > 0 fir alle £ > N kann (ax) keine Nullfolge sein. [

Folgerungen: (i) Angenommen die Folge (|ay|'/*) ist konvergent und o := lim |ay|'/*:

(a) Im Falle o < 1 ist Y ay absolut konvergent, (b) im Falle a > 1 ist )" aj, divergent.

lakt1].
lag] -

(ii) Angenommen die Folge (%) ist konvergent und « := lim

(a) Im Falle o < 1 ist Y ay absolut konvergent, (b) im Falle a > 1 ist )" aj, divergent.

Beweis der Folgerung als Ubungsaufgabe.

Vorsicht: Typische Fehler in der Anwendung der obigen Tests sind unter anderem diese:
Im Falle |a;|'/* < 1 oder % < 1 fiir K > N auf die Konvergenz zu schlieen. Gegenbeispiel
ist die divergente harmonische Reihe mit ap = 1/k.

Bei o = 1 in der Folgerung auf Konvergenz zu schlieffen. Gegenbeispiel ist die divergente
harmonische Reihe mit a; = 1/k.

Bei a = 1 in der Folgerung auf Divergenz zu schlieflen. Gegenbeispiel ist die konvergente
Reihe 322, 5.

0~ _k

1) Fir beliebiges # € R ist die Reihe Z % absolut konvergent, denn mit aj, := x*/k!
k=0 "

erhalten wir

2]

g | 2TTERL |
k41

— k .
] ’(kﬂ)!xk = 0 ko)
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o
2) Fiir |¢| < 1 ist die Reihe Z kq® ist absolut konvergent, denn mit aj, := kq* erhalten wir

k=1
laga] _ |(k+ 1" k41
X 24 (—1)F _ _
3) Die Reihe Z —1—2,51) ist absolut konvergent. Wir haben aj := 22&_1)16 = 22+(2k1)k und

k=1
verwenden den Wurzeltest. Zunéchst ist 2% < |ag| und somit

1. lag|/* = 2+ (=1)FVF o2+ 1)V _qukgk L 1
2 — (Qk—l)l/k - (2k/2)1/k 2 2

Wegen 6% — 1 fiir k — 0o (gemiB der Behauptung in 8.5) folgt nun aus dem Sandwichlemma

’Uk :1
3"

)
Jim_ a

Bemerkung: Im letzten Beispiel hitte der Quotiententest wegen

|any1] _
|a|

nicht zum Ziel gefiihrt. Andererseits lasst sich zeigen, dass eine Reihe, die dem positiven Fall des

fiir k gerade,

NI N

fiir k£ ungerade

Quotiententests geniigt, immer auch die Bedingungen des Wurzelkriteriums fiir Konvergenz erfiillt
(vgl. etwa den Beweis des Quotientenkriteriums in [BFI, Abschnitt 5.3]).

11.5. Komplexe Folgen und Reihen

Eine komplexe Folge (z,) ist formal eine Abbildung N — C, deren Werte bei n € N wir mit
zn € C notieren. Da der Absolutbetrag von komplexen Zahlen stets eine nichtnegative reelle
Zahl ist, konnen wir ganz einfach folgende Definition geben:

Eine komplexe Folge (z,) ist konvergent gegen z € C, falls nl;ngo |z, — 2| = 0 gilt.
Die Konvergenz von (z,) gegen z € C ist dquivalent dazu, dass es zu jedem ¢ > 0 ein n. € N
gibt mit

|zn, — 2| < e fiir alle n > ne.

Im R

Diese Bedingung wiederum lésst sich mit der kom- P S
plexen Fassung der e-Umgebung o Ue(?) A
Us(z) ={weC||w—z <&} '\\ a2 /,'
umformulieren in N
.. . . . Re
zn € Us(2) fiir alle bis auf endlich viele n € N.
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Schreiben wir die Folgenglieder als z, = x,, + iy, mit z,,y, € R und z = z + iy, so gilt:

‘znﬁzin(c <— xnﬁxundyn%yinR.‘

Fiir miissen wir nur |z, — x| = |Re(zp, — 2)| < |z, — 2] = 0 und |y, —y| = | Im(z, — 2)| <
|z — z| — 0 beachten.
Fiir geniigt die Beobachtung |z, — 2|? = (v, — )% + (yn —y)?> = 0+ 0 =0.

Es gelten auch in C die iblichen Rechenregeln fiir Grenzwerte, z.B. betreffend Linearkombi-
nationen und Produkte von konvergenten Folgen usw. und speziell auch die Vertraglichkeit
mit komplexer Konjugation (was leicht durch Ubergang zu Real- und Imaginirteilen zu zeigen ist)

Zn — 2 =  Zp — Z.

Das Cauchy-Kriterium gilt auch fiir komplexe Folgen, wie sich aus der obigen Aquivalenz
der Konvergenz mit jener der Real und Imaginarteile direkt argumentieren lasst. D.h. eine
komplexe Folge (z,) ist genau dann konvergent, wenn gilt: Zu jedem & > 0 gibt es ein n. € N
mit der Eigenschaft

|zn — 2m| < e fir alle m,n > n..

Dies ist auch gleichzeitig der Ausdruck der Vollstindigket von C.

Auflerdem ist das Konzept der Reihenkonvergenz analog zu R, auch der Wurzel- und Quoti-
ententest fiir absolute Konvergenz sind verfiigbar.

Beispiele:
o0

1) Die komplexe geometrische Reihe Z 2k ist fiir |z| < 1 (absolut) konvergent mit Summe
k=0

L und fiir |z| > 1 divergent. Analog zu unseren fritheren Uberlegungen ist nimlich

1-z
1— n+1
Izt 4at=—
1—-=2
und fiir [z| < 1 gilt |2"*] = |2|"*! — 0 (n — o0), withrend fiir |2| > 1 die Folge der

Reihenglieder wegen |2¥| = |z|* > 1 keine Nullfolge sein kann.

Als Anwendung kénnen wir z = re'¥ mit 0 < r < 1 und ¢ € R betrachten. Hier ergibt sich

oo ) oo ok 1 1 — re—ie
k ikp __ ip _ —
rie't? = re = — = ,
];) ’§< ) 1—rel? 1—2rcosp+r?

wobei wir fiir den letzten Schritt den Bruch einfach mit 1 — re™ ¥ = 1 — rei® erweitert und
die Formel e!¥ + e~1% = 2 cos ¢ verwendet haben.

X _k
z
2) Fiir jedes z € C ist die Reihe Z o absolut konvergent, wie wir mittels Quotiententest
k=0 "
sehen koénnen:
Eanlld 2]

o+ 1) = —0 (k— o0).
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11.6. Vorziige der absoluten Konvergenz einer Reihe

Hier berichten wir nur ganz kurz iiber zwei der wichtigsten Resultate und verweisen fiir deren

(etwas technische) Beweise getrost auf die Fiille an Lehrbiichern.

Absolut konvergente Reihen sind robust gegeniiber Umordnungen der Glieder:
o o

Ist Z ay eine (reelle oder komplexe) absolut konvergente Reihe mit Summe s = Z ap und

k=0 k=0
h: Nog — Ny eine bijektive Abbildung (als , Umordnungsschema®), dann ist auch die Reihe
o0 (o]

Z ap(k) absolut konvergent und es gilt wieder s = Z Ah(k)

k=0 k=0

Cauchy-Produkt fiir absolut konvergente Reihen: Ahnlich wie schon bei der Produkt-
formel (7.1) fiir Polynome konnen wir beim Produkt der Summen ij\io a; und 1o by, mit
sehr vielen Gliedern die entstehenden Terme a ;b organisieren, indem wir jeweils die mit fester
Indexsumme j + k& zusammenfassen:

(ao +ai+as+ .. .)(bo +b1 +by+ .. ) = apby + (a0b1 + albo) + (aobg + ai1b; + agbo) +

Dies fithrt auf das sogenannte Cauchy-Produkt fiir Reihen ) a und ) b; als Reihe } ¢, mit
den Gliedern

(11.1) Cp i — Z 7 bk = Zaj bn_j.
7=0

0<j,k<n
Jjtk=n

oo oo
Satz: Sind die (reellen oder komplexen) Reihen Z aj und Z b absolut konvergent mit den
j=0 k=0

o0 (e.¢]
Summen a = Z aj und b = Z by, dann ist die Reihe Z ¢n, mit den Gliedern (11.1) ebenfalls
j=0 k=0 n=0
absolut konvergent und es gilt
o
ab = Z Cn-
n=0

Anwendung: Wegen der absoluten Konvergenz in Beispiel 2) aus 11.5 kénnen wir die Funk-
tion E: C — C durch

© _k

E(z) = z
(2) /;)k!

definieren, fiir die wir £(0) = 1 erhalten. Wir berechnen F(z)FE(w) mittels Cauchy-Produkt
und miissen also (11.1) fiir diesen Fall auswerten mit a; = 27/5! und by, = w*/k!. Dies fiihrt
mit Hilfe des Binomischen Lehrsatzes auf

- N A Vi ”1n]n] i 1 n
angajbnj:z:‘ =2 i)=Y _nlz = )

j:Oj! (n—j)! jon'

d.h. also schliefSlich

ch—Z; (z4+w)" = E(z +w).

n=0

Somit erfiillt £ auch die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion und wir werden spéter
sehen, dass in der Tat E(z) = e gilt (siehe Beispiel 3) in 16.1).
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Teil C

Stetigkeit und Differenzierbarkeit
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12. Grenzwerte und Stetigkeit von
Funktionen

12.1. Grenzwerte von Funktionen

Wir betrachten ein nichtleeres Intervall I C R, das nicht nur aus einem Punkt! besteht. Ist
nun a € I, dann gilt T\ {a} # 0 und es gibt stets Folgen (z,) mit z,, € I \ {a} fir alle n € N
und x, — a. (Denn es gibt b € I mit b # a und im Falle a < b gilt ]a,b] C I\ {a}, im Falle a > b gilt [b,a[C I\ {a}.)

Fiir eine Funktion f: I\ {a} — R und ¢ € R schreiben wir

xekril_)af(:r) =c bzw. kiirzer %11)12 flx) =c,

falls fur jede Folge (x,) mit den Eigenschaften z, € I\ {a} fiir alle n € N und
a = lim x, auch stets ¢ = lim f(z,) gilt.
n—oo n—oo

Wir sagen in diesem Fall, dass f an der Stelle a den Grenzwert c hat.

\.

Wir betonen, dass es fiir die obige Definition unerheblich ist, ob f auch in a einen definierten
Funktionswert f(a) besitzt. Im Wesentlichen werden wir auf folgende Situationen treffen:

(a) In vielen Anwendungen, z.B. Stetigkeitsfragen, haben wir es mit einer Funktion f: I — R
zu tun und interessieren uns dafiir, ob ¢ := lim,_,, f(x) existiert und wie sich dieser Grenzwert
¢ zum Funktionswert f(a) verhalt.

(b) Oft ist eine Funktion f auf ,natiirliche Weise“ auf I\ {a} gegeben und wir interessieren uns
dafiir, was ,mit den Funktionswerten f(x) passiert”, wenn = beliebig nahe an a herankommt.

Fir die Lage des Punktes a € I bzgl. des Intervalls I in obiger Definition (immer noch unter
der Voraussetzung I \ {a} # 0) gibt es drei mogliche Félle:

(i) a ist linker Randpunkt von I, dann nennen wir ¢ einen rechtsseitigen Grenzwert und
schreiben

o= lim, o)

weil nur Folgen x, — a mit x, > a in Frage kommen;

'So etwas wiirde im Fall I = [a,b] mit a = b passieren.
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(ii) a ist rechter Randpunkt von I, dann nennen wir ¢ einen linksseitigen Grenzwert und
schreiben

c= lim f(z),

weil nur Folgen x,, — a mit x,, < a in Frage kommen;

(iii) a ist innerer Punkt von I, d.h. es gibt ein r > 0 mit |a — r,a + r[C I, dann schreiben
wir

¢ = lim f(z)

r—a

und es gibt Folgen x,, — a, deren Glieder beidseitig von a liegen kénnen.

Fiir die Praxis der Grenzwertberechnungen ist folgender Vergleichssatz sehr niitzlich, der sich
direkt durch Riickfithrung auf Folgen aus der entsprechenden Eigenschaft in 5.4 ergibt.

Sandwichlemma: Seien 6 > 0 und f, g, h Funktionen auf Ja — d,a + [ \{a} mit
f(z) <g(z) <h(z) fur0<|z—al<d.
Falls nun lim f(z) = lim h(z) = c gilt, dann folgt auch lim g(z) =c.
(Davon gibt es auch entsprechende Varianten fiir einseitige Grenzwerte.)

1) Fir die Funktion h: R — R mit

0 z <0, 1 h
h(z):=¢1/2 z=0, :
1 x>0, T
ist lim A(z) =0, lim A(z) = 1und lim h(z) existiert nicht.
z—0— z—0+ z—0
2
2) Die Ungleichungen 1 — %2 < cosz <1 aus (9.5) zusammen mit lin%] (1 — %) = 1 ergeben
T—
lim cosz = 1 = cos 0.
z—0
. 1—coszx . . .
3) hr% —— =0, denn dieselbe Ungleichung wie in 2) besagt auch 0 < |1 — cosz| =
xT—r X

1—cosz < %2, was fiir « # 0 auf die folgende Sandwich-Situation fiihrt:

1 —cosx

1
og‘ < gl 50 (@—0)

X

sin x

4) lim
z—=0 T
0 < |z| < 7/2 nun

=1, denn |sinz| < |z| < tanz fir |z| < 7/2 geméf (9.4) und (9.6) ergeben fiir

sin x sinx x sin x
1 =1- > . =cosz — 1 (z—0).
x x tan x x
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et —

= 1: Eigenschaft (iii) aus 8.3 lautete |e* —1| < 2L figr |z| < 1, woraus wir fiir

5) lim =

z—0
0 < |z| < 1 direkt eine obere Schranke in der Form

ez—1<\e"’5—1\< 1

@ [ 71— |a]
erhalten.
Wir behaupten, dass wir fiir 0 < || < 1 auch die Unterschranke

ew—1> 1
x 1+ |z

haben, woraus dann insgesamt wegen lim = 1 die Grenzwertaussage folgt.

Eigenschaft (i) aus 8.3 besagt e > 1 + z fiir  # 0. Fiir > 0 ist daher sicherlich

e*—1 = 1 1
>—=1> = .
x x l+x 14|z
Im Falle -1 <x < 0ist e ® >1—z, d.h. ﬁ > e}z und daher
1 1 l—z-1 —x
l—e"=1—-—>1- = = ,
€ e~ % 11—z 1—=x 1—=x
somit weiters wegen —zx > 0 auch
er—1 1—¢€" 1 1
x —x l—z 14|z

6) h%lJr e 1/* =0, denn fiir « > 0 ist mittels der iiblichen Ungleichung e¥ > 1+ y fiir y # 0
T—

(Eigenschaft (i) in 5.4)

1 1
0<e Vo= < - = 50 (z—0).
el/x 1+ P z+1
7) li%l e~/ existiert nicht, denn z.B. fiir die Folge 2, := —1/n — 0ist e /% =" > 14n
T—U—
unbeschrénkt.

In diesem Beispiel konnten wir auch fir jede Folge z, < 0 mit z, — 0 die Eigenschaft

nlg)go e 1/*n = 50 nachweisen und daher mit gutem Recht auch lim e /% = oo schreiben.
z—0—

i TT A
. S .
8) lim sin — existiert nicht: 0.5
z—0+ x

Zu jedem c € [—1, 1] gibt es namlich eine Folge
() mit 2, > 0 und z, — 0, sodass sin i =c
fir alle n € N gilt. (Konkret konnten wir z.B.
T, = 1/(2mn + arcsin ¢) wihlen.) —05

-1
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12.2. Weitere Eigenschaften und Techniken fiir Grenzwerte

Im folgenden Satz geben wir eine Charak- I R
terisierung fiir den Grenzwert einer Funk- }
tion mit Hilfe von Umgebungen. |
Hier ist wie tiblich I C R ein Intervall, 3
das mehr als einen Punkt enthélt, a € I, |

f: I\ {a} = R eine Funktion und ¢ € R.

e-0-Kriterium fiir Grenzwerte von Funktionen:

Zu jedem e > 0 gibt es ein § > 0, sodass |f(z) — ¢| < € gilt
zel,z—a fir alle z € I mit 0 < |z — a| < 0.

Beweis: Sei (z,) eine Folge in I\ {a} mit x,, = a und € > 0. Wir wéhlen 6 > 0, sodass
|f(x) —c| < e firalle z € I mit 0 < |z — a| < ¢ erfiillt ist. Wegen x,, — a gibt es ein ng € N
mit |z, —a| < § fir alle n > ng. Fiir diese Indizes n gilt daher auch |f(z,) — ¢| < &, was die
Konvergenz f(z,) — ¢ zeigt.

Wir nehmen indirekt an es géibe ein € > 0, sodass zu jedem (als § > 0 gewihltem) 1/n
(n € N) ein z,, € I existiert mit

0<|zp—al<1l/n und |f(zn)—c|>e
Hieraus ergibt sich nun aber sowohl x,, — a als auch f(x,) /4 ¢ — Widerspruch % . O
Zwei direkte Folgerungen aus dem e-4-Kriterium:
(i) Ist %gréf(x) = ¢ > 0, dann gibt es ein § > 0 mit f(z) > ¢/2 fir 0 < |z — a| < 4.
(ii) Ist @ € I ein innerer Punkt, dann gilt:

lim f(z) existiert <= lim f(x) und lim f(x) existieren beide und sind gleich.
r—a r—a— r—a+

Grenzwerte fiir £ — oo oder * — —oo: Wenn wir es mit einer Funktion f: [o, 00— R
zu tun haben, schreiben wir im Falle der Existenz von ¢ = lim f(1/z) auch lim f(z) =c.
z—0+4+ T—00

Aquivalent zu h_}m f(z) = c ist dann das folgende Kriterium: Zu jedem & > 0 gibt es ein
T oo
R > 0, sodass |f(x) — ¢| < e gilt fiir alle z > R.

Analog fithren wir Em f(x) zuriick auf h%l f(1/x).
r—r—00 x—0—
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Rechenregeln: Hier stehe lim jeweils durchgéngig fiir eine der besprochenen Varianten mit
x € I,x — a oder x — oo usw., dann ergeben sich alle genannten Eigenschaften direkt durch
Riickfithrung auf Folgen. Unter der Bedingung lim f(z) = ¢ und lim g(x) = d gilt:

(a) Fiir beliebige «, 5 € R die Linearitat lim(af(z) + Bg(x)) = ac+ Ad;

(b) lim(f(z)g(z)) = ¢ d;

_f@) ¢
¢) lim ——= = —, falls d # 0.
1) xll)rgo er=0= 11)111 e® ist wegen der Eigenschaften von e~1/1#l klar.

ol

2) Die Eigenschaften

arctan

. T
lim arctanz = £—
400 2

sind zwar aus dem Funktionsgraphen plausibel,
bendtigen aber im Detail noch ein bisschen Argu-
mentation. -

[SE]

Wir haben arctan: R —]—7, 7] als streng monoton wachsende und bijektive Umkehrfunktion

der ebenfalls streng wachsenden bijektiven Funktion tan: | — 5, 5[ — R eingefiihrt. Wegen der

Eigenschaft arctan(—xz) = —arctanz kénnen wir uns auf z — oo konzentrieren. Ist € > 0

vorgegeben, dann gibt es (wegen der Bijektivitit von arctan als Abbildung ]0,00[—]0, %) ein

eindeutiges R > 0 mit arctan R = § — ¢. Fiir jedes * > R ist dann (wegen der strikten

T
Monotonie) stets § — ¢ = arctan R < arctanx < 5. Somit ist li_>m arctanx = 5 gezeigt.
T—00

m
3) Fir b, # 0 ist xgrjrgoo %Ei;i;iiz;njm = Z—:, denn fiir k& € N gilt offensichtlich

lim 2% = 0 und auf den Ausdruck
r—Fo00

ag+ a1z + ...+ amo12™ !+ apa™ _agr” "+ arz=(m=Y 4 4 12" + ap,
bo+0z~+ ...+ bp12m L+ bpz™  boz—™ + biz— (=D + 4 b2l + by,

kénnen wir mehrfach obige Rechenregeln (a) und (c) anwenden.

Speziell ist  lim @ = 0, wenn p und ¢ Polynomfunktionen sind und der Grad von p kleiner
T—+o00 q(x)

als jener von ¢ ist (weil in dem Fall a,, = 0 und b,,, # 0 ist).

. ople) : . .
4) xgrinoo () existiert nicht, wenn p und ¢ Polynomfunktionen sind und der Grad von

p grofler als jener von q ist.
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12.3. Stetige Funktionen

Hier sei stets I C R ein Intervall, das aus mehr als einem Punkt besteht, und a € I.

Eine Funktion f: I — R heifit stetig im Punkt a, falls f an der Stelle a den Grenzwert
f(a) besitzt, d.h. lim f(z) existiert und es gilt lIim f(x) = f(a).
xel,x—a

zel,x—a

Wir nennen f stetig auf I, falls f in jedem Punkt aus I stetig ist.

Fiir eine Funktion f: I — R und a € I sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist stetig in a.

(ii) Folgenkriterium: Fiir jede Folge (z,,) in I mit z, — a gilt f(a) = lim f(zp).
n oo

(iii) e-0-Kriterium: Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0, sodass

(12.1) |f(z) — f(a)| <e firallez € I mit |z —a| <.

\.

Beweis: Die Aquivalenz (i) < (iii) ergibt sich genau aus dem e-§-Kriterium fiir Grenzwerte in
12.2 und die Implikation (ii) = (i) ist klar nach Definition des Grenzwertes von Funktionen.
Um (i) = (ii) zu begriinden, miissen wir nur bemerken, dass im Falle z,, = a natiirlich f(z,) =
f(a) gilt, was die Konvergenzeigenschaften der Bildfolge (f(x,))nen nicht verdndert. O

Bemerkungen: (a) Die Bedingungen in (12.1) kénnen mit Hilfe von Umgebungen (vgl. 6.4)
auch in der Form
f(z) € Us(f(a)) firalle zeUs(a)nI

ausgedriickt werden.

(b) Im Hinblick auf (ii) im obigen Satz kénnen wir auch eine Funktion f auf einem einpunk-
tigen Intervall I = {a} problemlos als stetig erkliren, denn es bleibt ohnehin nur z,, = a und
somit f(z,) = f(a) an zu betrachtenden Folgen.

(c) Weiters wollen wir kiinftig fiir Definitionsmengen A C R, die aus einer disjunkten Ver-
einigung von Intervallen bestehen, eine Funktion f: A — R als stetig bezeichnen, wenn die
Einschrankung von f auf jedes Teilintervall stetig ist.

Folgerung: Wenn f: I — R stetig in a ist und f(a) > 0, dann gibt es ein § > 0, sodass
f(xz) > f(a)/2 gilt fir alle z € I mit | —a| < 0.

Fiir die Menge aller stetigen Funktionen auf dem Intervall I fithren wir folgende Notation ein:

CI):={f:1—R| f ist stetig auf I}.

1) Fiir jedes ¢ € R ist die konstante Funktion x +— ¢ stetig auf R. Die Identitdt id: R — R,
x — x ist ebenfalls stetig.

2) Die Betragsfunktion x — |z| ist stetig auf R, denn x,, — a impliziert |z, | — |a].



3) Die Funktionen sin und cos gehoren zu C(R): Zunéchst sehen wir, dass beide Funktionen

stetig in 0 sind, denn |sin z| < |z| zeigt lim sinz = 0 = sin 0 und lim cosz = 1 = cos 0 hatten
z—0 z—0

wir bereits in Beispiel 2) aus 12.1. Daraus folgen nun auch fiir beliebiges a € R die Aussagen

limsin(z —a) =0 und lim cos(z —a) = 1.
T—ra T—ra

Wegen cos z = sin(§ —r) geniigt es, die Stetigkeit von sin auf R nachzuweisen. Dazu verwenden

wir das Additionstheorem (9.2) fiir den Sinus und erhalten

sinx = sin((z—a)+a) = sin(r—a)-cosa+cos(r—a)-sina — 0-cosa+1-sina =sina (z — a).

4) exp € C(R), denn wir erhalten fiir | — a| < 1 mit der Ungleichung (iii) aus 8.3 direkt

6% — €] = |e%(e*® — 1)| = %|e*® — 1| < ea1|_x|xf|a| et =0 (z—a).

5) Die Funktion h: R — R aus Beispiel 1) in 12.1 ist stetig in jedem a # 0 und unstetig in 0,
denn auf | — 0o, 0] bzw. |0, oo[ ist h konstant und bei 0 hat h keinen Grenzwert.

6) Die sogenannte Dirichlet-Funktion xg: R — R mit xg(z) = 1 fiir € Q und xg(x) =0
fir x € R\ Q ist unstetig in jedem Punkt von R.

7) Die Funktion f: R\ {0} — R mit f(z) = 1/z ist stetig in jedem Punkt a € R\ {0}. Wegen
f(—=z) = —f(z) geniigt es, wenn wir uns auf den Fall a > 0 konzentrieren.

Fiir > a/2 erhalten wir durch einfache Abschitzung

1 1

T a

a—x |a—x|<\a—:x| 2’ 150 (2 a)
= = Sla—x T — a).
axr — aa/2 a?

[f(z) = fla)] =

axr

12.4. Einfache Eigenschaften stetiger Funktionen

Sind f,g: I — R stetig im Punkt a € I, dann sind folgende Aussagen mittels Folgenkriterium
unmittelbar klar:

o Fir beliebige a, 8 € R ist auch af + Bg stetig in a;
e die Produktfunktion fg ist stetig in a;

o im Falle g(a) # 0 ist auch die Funktion = — % als Abbildung {x € I | g(x) # 0} = R
stetig in a.

Folgerung: Polynomfunktionen sind stetig auf R. Eine rationale Funktion g mit Polynom-
funktionen p und ¢ ist definiert und stetig in allen Punkten aus {z € R | ¢(z) # 0} — R.

Die Verkniipfung stetiger Funktionen ist stetig: Sind I, J Intervallein Rund f: J — R
sowie g: I — J stetige Funktionen, dann ist auch die Funktion fog: I — R stetig.
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Beweis: Sei a € I und (z,) eine Folge in I mit z,, — a. Dann gilt y,, := g(z,) € J und
Yn = g(xn) — g(a) =: b € J fiir n — oo wegen der Stetigkeit von g im Punkt a. Nun folgt
wegen der Stetigkeit von f im Punkt b auch

(f o g)(@n) = fg(zn)) = flyn) = f(b) = f(g(a)) = (fog)(a) (n— o0).

Somit folgt %g%(f og)(xz) = (fog)(a). O

1) Sind f,g: I — R stetig, dann auch die Funktion h: I — R definiert durch h(z) :=
max{f(x),g(x)} fir jedes x € I, fiir die wir etwas salopper Weise auch die Notation h =
max(f,g) verwenden. Die Stetigkeit von h folgt unmittelbar aus den obigen Eigenschaften,

wenn wir die Gleichung (punktweise zu beweisen als )

beachten.

2) Aus der Stetigkeit von exp schlieflen wir fiir beliebiges b > 0 auf die Stetigkeit der Funktion
T b = e?18b R —]0, oo[, weil es eine Verkniipfung stetiger Funktionen ist.

12.5. Stetige Fortsetzung

In der Situation, wo eine Funktion f auf der Menge I\ {a} definiert und dort stetig ist, konnen
wir uns fragen: Gibt es eine Funktion f: I — R, die stetig ist und f fortsetzt in dem Sinne,
dass f(z) = f(x) fir alle z € I\ {a} gilt?

Die Antwort ist einfach: Falls so eine stetige Fortsetzung f von f existiert, muss wegen der
Stetigkeit f(a) = il_r)r(ll fz) = ;1_% f(z) gelt?n, also muss %{_r}r(ll f(z) existieren. Wenn anderer-
seits ¢ := lim f(z) existiert, dann ergibt f(a) := ¢ und f(x) := f(x) fir x € I\ {a} eine
stetige Fortsetzung.

Wir halten somit fest, dass in obiger Situation gilt:

f ist stetig fortsetzbar in a <= lil)n f(x) existiert.
x a

Wir erinnern daran, dass geméfl 12.2, Folgerung (ii) die Existenz von lim f(x) wiederum

gleichwertig damit ist, dass beide einseitigen Grenzwerte bei a existieren und iibereinstimmen.

1) Die Funktion f: R\ {0} — R mit f(z) = 1/ aus Beispiel 7) in 12.3 besitzt keine stetige
Fortsetzung im Punkt 0, weil liH(l) 1/x nicht existiert. In diesem Fall existiert auch keiner der
T—

beiden einseitigen Grenzwerte bzw. hétten wir lim 1/ = —oo und lim 1/x = co.
z—0— z—0+

2) Wir betrachten die Funktion g: R\ {0} — R mit g(z) := sin(1/z). Als Verkniipfung
stetiger Funktionen ist g stetig auf R\ {0}.

Aus Beispiel 8) in 12.1 wissen wir, dass li%lJr sin(1/x) nicht existiert, daher kann die Funktion
x—

g keine stetige Fortsetzung in 0 besitzen.
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3) Betrachten wir nun die Funktion f: R\ {0} — R mit f(z) := xsin(1/x) = zg(z) mit der
Funktion g aus 2). Diese Funktion ist ebenfalls stetig auf R \ {0} und wir fragen uns, ob es
eine stetige Fortsetzung in 0 gibt.

In diesem Fall ist leicht zu sehen, dass lir% f(z) =0 gilt, weil |sin(1/x)] < 1 fir alle z # 0
T—

gilt und somit
0 <l|zsin(l/z)| <|z] =0 (z —0).

Somit erhalten wir eine stetige Fortsetzung f: R — R von f durch

: \ Jxsin(l/x) x#0,
fw) = {0 z=0.

91






13. Hauptsatze iiber stetige Funktionen

Wir haben es in diesem Abschnitt hdufig mit einem kompakten Intervall [a,b] zu tun und
erinnern in diesem Zusammenhang an eine wichtige Eigenschaft: Ist (x,,) eine beliebige Folge
in [a, b], dann ist (z,) beschrankt und besitzt nach dem Satz von Bolzano-Weierstra$l 6.2 eine
konvergente Teilfolge (2, )ken. Setzen wir ¢ := klingo Zn,,, dann gilt wegen der Abgeschlossen-

heit von [a, b] (vgl. 6.4) jedenfalls ¢ € [a, b].

13.1. Beschranktheit auf kompakten Intervallen

Ist f: [a,b] — R stetig, dann gibt es ein M > 0 mit |f(z)| < M fir alle x € [a, b].

Beweis: Indirekt nehmen wir an, f: [a,b] — R sei stetig, aber unbeschrankt. Dann gibt es zu

jedem n € N einen Punkt z,, € [a,b] mit der Eigenschaft |f(z,)| > n. Die Folge (z,) besitzt

eine konvergente Teilfolge (x,, ) mit zg := k]im Tp, € [a,b]. Wegen der Stetigkeit von f gilt
— 00

nun f(zy,) = f(zo) (k — o00). Als konvergente Folge ist (f(xn,))ren jedenfalls beschrénkt
(Eigenschaft (iv) in 5.4), d.h. es gibt ein M > 0 mit k£ < ng < |f(zn,)| < M fir alle k € N —

Widerspruch % O

Bemerkung: In dem Satz darf weder die Voraussetzung der Stetigkeit von f noch die der
Kompaktheit des Intervalls abgeschwécht werden. Z.B. ist die Funktion f: ]0,1] - R, z + 1/x
auf einem halboffenen Intervall stetig, aber unbeschriankt. Weiters ist die unstetige Funktion
g:10,1] - R mit g(z) = 1/x fir 0 < 2 < 1 und ¢(0) := 0 auf einem kompakten Intervall
unbeschrénkt.

13.2. Maximum und Minimum auf kompakten Intervallen

Ist f: [a,b] — R stetig, dann gibt es Punkte &1, &, € [a, b] mit der Eigenschaft

f(&) < f(x) < f(&) fir alle x € [a, b].

Es ist also f(&1) = min f([a,b]) und f(§2) = max f([a, b]).

\.

Beweis: Es geniigt, die Aussage tiber das Maximum zu beweisen, weil dann das Maximum
von — f gerade dem Minimum von f entspricht.

Laut dem vorigen Satz ist f beschrankt, daher existiert s := sup{f(z) | a <z < b}. Zu jedem
n € N gibt es ein @, € [a,b] mit der Eigenschaft s — 1 < f(z,) < s.
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Die Folge (xy,) besitzt als beschrénkte Folge eine konvergente Teilfolge (zy, )ren. Wir setzen
&g 1= klim Zp, € [a,b] und erhalten wegen der Stetigkeit von f zunéchst f(&2) f(zn,)-
— 00

Weiters ist

= lim
k—o0
‘s_f(xnk)’:‘s_f(xnk)<7<7_>0 (k—)OO),
weshalb auch s = klim f(zn,) = f(&) gilt und somit f(z) < s = f(§) fir alle z € [a,b]. O
—00

Bemerkung: Auch in diesem Satz darf weder die Voraussetzung der Stetigkeit von f noch
die der Kompaktheit des Intervalls abgeschwéicht werden. Z.B. ist die Funktion f: ]0,1[— R,
x +— x auf einem offenen Intervall stetig, besitzt aber weder Maximum noch Minimum. Weiters
besitzt die (bei —1 und 1) unstetige Funktion ¢: [0,1] — R mit g(z) = z fir -1 < = < 1,
g(—1) := 0 und g(1) := 0 auf einem kompakten Intervall weder Maximum noch Minimum.

13.3. Stetige Funktionen bilden Intervalle auf Intervalle ab

Zwischenwertsatz:

Sei f: [a,b] — R stetig. Sind «, 8 € [a,b] mit a < f und f(a) # f(5), dann gibt es zu
jeder Zahl ¢ zwischen f(«) und f(3) ein t € ]a, 5[ mit der Eigenschaft f(t) = c.
Insbesondere muss f in den Fillen f(a) < 0 < f(B) oder f(a) > 0 > f(B) eine
Nullstelle im Teilintervall |a, 5[ besitzen.

Beweis: Es geniigt, den Spezialfall mit der Nullstelle zu beweisen, weil wir sonst die (ebenfalls
stetige) Funktion f — ¢ an Stelle von f betrachten kénnen. Aulerdem kann der Fall f(a) >
0 > f(/) mittels Betrachtung von — f stets auf die Situation f(a) < 0 < f(5) zuriickgefiithrt
werden. D.h. wir haben nur Folgendes zu zeigen:

Wenn f(a) <0< f(B) gilt, dann gibt es ein t € Jor, B] mit f(¢) = 0.

Wir werden ¢ durch sukzessive Intervallhalbierungen eingrenzen und beginnen mit den Rand-
punkten x; := « und y; := .

Wir sind bereits fertig, falls f (mTﬂn) = 0 ist. Andernfalls setzen wir
o x9:=BIU und y, := y; (rechte Intervallhilfte), falls f(HFHL) < 0 ist;
o z5:=m; und yo := ZF% (linke Intervallhélfte), falls f(Z4%) > 0 ist.

Wir machen in dieser Weise induktiv weiter und sind fertig, falls f(£23%2) = 0 ist. Andernfalls
fahren wir fort mit

o Ty i= % und Y41 := yn (rechte Intervallhilfte), falls f(%) < 0 ist;
o Tpi1:=x, und Ypiq = % (linke Intervallhilfte), falls f (%) > 0 ist.

Falls das Verfahren nicht nach endlich vielen Schritten abbricht (mit f(¢) = 0 fiir t = (zr,4yn)/2),
dann erhalten wir nach Konstruktion eine Intervallschachtelung durch [z, y,] (n € N) mit
Intervalllangen vy, — x, = 25,;0{. Wir setzen t := limx,, = limy, und erhalten wegen der
Stetigkeit von f

sowohl f(¢t) =lim f(x,) <0 alsauch f(¢)=lim f(y,) > 0.

Daher muss f(t) = 0 gelten. O
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Folgerungen: (i) Ist I C R ein (nichtleeres) Intervall und f: I — R stetig, dann ist die Bild-
menge f(I) ein (nichtleeres) Intervall, d.h. die Bildmenge hat in diesem Fall ,keine Liicken®.

(Laut Zwischenwertsatz hat ndmlich die Menge f(I) C R die Eigenschaft, dass mit je zwei Punkten auch das dazwischen
liegende Intervall ganz zu f(I) gehort. Diese Eigenschaft zeichnet aber gerade Intervalle unter den nichtleeren Teilmengen

von R aus (siehe [FK1, §8, 4.7]).)

(ii) Noch spezieller: Wenn f: I — R stetig auf dem kompakten Intervall I ist, dann ist auch
die Bildmenge f(I) ein kompaktes Intervall.

(Laut (i) ist f(I) ein Intervall, das geméafl Satz 13.2 sowohl ein Maximum als auch ein Minimum besitzt. Also muss die

Bildmenge von der Form f(I) = [y1, y2] sein.)

13.4. Stetigkeit der Umkehrfunktion

Vorbemerkung: Wie das folgende Beispiel zeigen wird, ist es i.A. nicht richtig, dass die
Umkehrfunktion f~': J — A einer stetigen bijektiven Funktion f: A — .J stetig sein muss,
soferne A C R nicht als (ein einziges) Intervall gegeben ist.

Wir betrachten die stiickweise
lineare Funktion f: [0,1]U]2,3] — [0, 2], ge- 3 )
geben durch f .

’
’

s

l—z 0<z<I1, 2
T@=3,1 9cw<s 1 f
= 1N -
X

01 203

Die Funktion f ist stetig und bijektiv mit der Umkehrfunktion f~':[0,2] — [0,1]U]2,3]
gegeben durch f~(y) =1 -y fir 0 <y < 1und f~(y) =y + 1 fiir 1 <y < 2. Wir sehen,
dass f~! bei 1 unstetig ist, denn

. -1 T - _ —_ —_ -1
Jim f7(y) = lim (1—-y) =0#2= lim (y+1)= lim [~ (y).

Sei I C R ein Intervall und f: I — R stetig und streng monoton (wachsend bzw.
fallend). Dann ist J := f(I) ein Intervall und f~': J — I stetig und streng monoton
(wachsend bzw. fallend).

Beweis: Es geniigt, die Aussage fiir streng wachsendes f zu zeigen, weil wir andernfalls zu — f
tibergehen konnen. Dass J ein Intervall ist, wissen wir bereits aus Folgerung (i) in 13.3.

Wie schon als zu monotonen Funktionen besprochen, ist f als streng monoton wachsende
Funktion injektiv, somit automatisch bijektiv als Abbildung I — J, und die Umkehrfunktion
f~1:J — I ist auch streng wachsend. Es bleibt noch zu zeigen, dass f~! stetig ist.

Seien yo € J und & > 0 beliebig vorgegeben. Es gibt ein (eindeutiges) z¢ € I mit yo = f(xo),
d.h. zg = f_l(yo).
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1. Fall, g kein Randpunkt von I: Wir wahlen €1 mit 0 < &7 < ¢ und so klein, dass wir
[xo—e1,x0+¢1] C I garantieren konnen. Nun setzen wir y; := f(xg—e1) und yo := f(zo+e1),
was wegen der strikten Monotonie y; < yo < y2 nach sich zieht. Weiters definieren wir § :=
min{yo—y1, Y2 — Yo}, dann gilt fiir jedes y € J mit |y —yp| < 0 natiirlich die Ungleichungskette

Y1 <yo—0<y<wyo+0 <y
Wenden wir darauf die streng wachsende Funktion f~! an, so ergibt sich

') —e1=a0—c1=f"n) < f' W) < f'(y2) =20 +e1 =) +e1

und somit
£ ) = )| < e <e

weshalb die Stetigkeit von f~! im Punkt yo nachgewiesen ist.

2. Fall, zg ist linker Randpunkt von I: Wir wihlen nun 1 mit 0 < &1 < £ und klein genug, sodass [zo, zo+¢e1] C I gilt. Die
Argumentation ist dann mittels 6 := f(zo+e1)—yo dhnlich wie im 1. Fall via die Ungleichung yo <y < yo+906 < f(xzo+e1).

3. Fall, xg ist rechter Randpunkt von I: Analog zum 2. Fall nun mit [zo —e1,20] C I und 6 := yo — f(xo —€1) usw. O

Eine Variante des obigen Satzes: Sei I C R ein Intervall und f: I — R stetig und injektiv.
Dann ist f streng monoton (wachsend bzw. fallend), J := f(I) ein Intervall und f=1: J — T
stetig und streng monoton (wachsend bzw. fallend).

(Es bleibt nur zu zeigen, dass f in der gegebenen Situation streng monoton sein muss (siehe dazu [FK1, §8, Beweisteil

(a) von Satz 5.1]). Der Rest folgt dann aus obigem Satz.)

1) log: ]0, 00— R ist stetig als Umkehrfunktion von exp: R — |0, ocol.

2) Aus der Stetigkeit von log schlieflen wir fiir beliebiges a € R auf die Stetigkeit der Funktion
T 2% = 1987 10, 0o[ — ]0, oo[, weil es eine Verkniipfung stetiger Funktionen ist.

3) arccos und arcsin sind auf [—1,1] stetig als Umkehrfunktionen von cos: [0,7] — [—1,1]
und sin: [-F, 5] — [~1,1].

4) arctan: R —] — 7, Z[ ist stetig als Umkehrfunktion von tan: | —

272 5= R.

jus
2
2

5) x +— /z ist stetig [0, oo[ — [0, oo[ als Umkehrfunktion von x +— x* auf [0, cof.

13.5. Gleichmaflige Stetigkeit auf kompakten Intervallen

Ist f: [a,b] — R stetig, dann ist f gleichmdfig stetig auf [a,b], d.h. zu jedem € > 0 gibt
es ein § > 0, sodass

|f(z) = f(zo)] < e fiir alle z, 29 € [a,b] mit |z — x| < 4.

Der GleichmaBigkeitsbegriff bezieht sich hier darauf, dass wir fiir die Stetigkeitsbedingung bei
jedem z( € [a,b] dasselbe § verwenden konnen, wihrend bei der gewohnlichen Stetigkeit an
der Stelle xg die Wahl von 6 sowohl von ¢ als auch vom Punkt zy abhidngen kann.
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Beweis: Wir nehmen indirekt an, f sei stetig und nicht gleichméBig stetig auf [a, b]. Dann gibt
es ein € > 0, sodass zu jedem n € N (denken wir an 6 := 1/n) Punkte z,,z, € [a,b] existieren
mit den Eigenschaften

1
o =2y <~ und - [f(za) = f(z3)] 2 .

Die Folge (x,) besitzt eine konvergente Teilfolge (zy, )ken mit xg := klim Zn, € [a,b]. Aus
—00

|2y, — @, | < 1/ng < 1/k folgt nun auch x;, — xo (k — 00) und daher dank der Stetigkeit
von f weiters

0<e<|f(zn,) = flan ) = |f(z0) = f(z)| =0 (k= o0)

— Widerspruch % O

Bemerkung: Eine stetige Funktion auf einem nichtkompakten Intervall muss i.A. nicht
gleichmdafig stetig sein, wie das Beispiel f: ]0,1] — R mit f(x) = 1/x lehrt.
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14. Differenzierbare Funktionen

Der physikalische Begriff der Momentangeschwindigkeit entspricht geometrisch einer Tangen-
tenkonstruktion an eine Kurve. Im Spezialfall von Kurven in der Form von Funktionsgraphen
fiir f: I — R fithrt dies auf die Frage nach der Tangentensteigung im Punkt (zq, f(x¢)). Falls
es diese Tangente und somit ihre Steigung gibt, erwarten wir gute Approximationen dafiir
durch die Differenzenquotienten

f(x) = f(xo)  f(xzo+h)— f(x0)

= (x eI,z # x9,h = x — x9).

T — Tg h
Tangente
(@) p |
f (o)
h

Tangentensteigung == (h —0)

S S

ZTo X

14.1. Differenzierbarkeit

Sei I C R ein Intervall, zp € I und I \ {zo} # 0. Die Funktion f: I — R heifit

differenzierbar in xzq, falls der Grenzwert lim M existiert. In diesem
zel,x—xo Tr — X0
Fall schreiben wir
f,(xO) — T f(x) — f(xO)

zel,x—xo Tr — X0

und nennen diesen Wert die Ableitung von f an der Stelle xg.
Falls f differenzierbar in jedem Punkt von [ ist, dann heiit f auf dem Intervall I
differenzierbar und f': I — R, z — f’(x) heiBt Ableitung(sfunktion) von f.

\

)
T=x0

Weitere gebrauchliche Schreibweisen fiir die Ableitung f’(xg) sind auch % f(zo), % f(z)

%(wo) etc.; fiir Funktionen ¢t — f(t), wo t z.B. einen Zeitparameter darstellt und ¢y statt xg

einen Zeitpunkt bezeichnet, wird oft auch f(to) statt f(tg) verwendet.
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Einseitige Ableitungen in den Randpunkten: Wenn f auf I differenzierbar und x; € 1
linker Randpunkt von [ ist, dann ist f/(z1) die rechtsseitige Ableitung

T—x1+ r— 1

Ist w9 € I rechter Randpunkt von I, dann ist f'(x2) die linksseitige Ableitung

Flon) = t T@ = F2)

T—T2— Tr — T2

Satz iiber die Differentiation als lineare Approximation:

Eine Funktion f: I — R ist differenzierbar im Punkt zo € I genau dann, wenn Folgen-
des gilt: Es gibt eine Zahl ¢ € R mit der Eigenschaft

(14.1) f(z) = f(zo) + a(x — z9) + R(x,x9) und erl,i:igxo m

=0.

In diesem Fall ist a eindeutig bestimmt durch die Ableitung, d.h. a = f'(x).

\.

Beweis: (a) Nehmen wir zunéchst an, dass f differenzierbar in z( ist und setzen einfach
R(x,x0) == f(x) — f(xo) — f'(x0)(x — o). Dann folgt fiir x € I mit z # x¢ auch direkt

R(z,x0) _ f(z) = f(xo) Flzo) —  flzo)— flzo) =0 (z — x0).

Tr — X0 T — X0

(b) Nehmen wir nun an, dass (14.1) gilt. Fiir x # xo erhalten wir dann

M:(H_M — a+0=a (xz— xz).
x — Xo T — o

Daher ist f differenzierbar in xy mit Ableitung f/(zo) = a. O

Geometrische Interpretation und Tangentenkonstruktion: Ist f: I — R differenzier-
bar im Punkt zo und a := f’(z¢), dann betrachten wir im R? durch die Gerade g mit der
Gleichung

y = f(zo) + a(x — zo).

Durch g(z) := f(x0) + a(x — o) erhalten wir

eine (affin) lineare Approximation an den Gra-
f phen von f in der Néhe von (zg, f(z¢)) mit der

Berithrungseigenschaft erster Ordnung

l9(z) = fx)] _ |R(z,20)]

—0 (z— o).

|zt —x0| |z — 0]
f (o) Die Gerade ¢ heifit Tangente im Punkt
9 (o, f(z0)) an den Funktionsgraphen von f und

0 hat die Steigung a = f'(xo).
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1) Konstante Funktionen sind stets differenzierbar mit Ableitung 0.

2) Die Funktion id: R — R, z +— x ist differenzierbar mit Ableitung konstant gleich 1.

3) %xz = 2z, denn fiir z # z¢ ist

a? —aj _ (x+xo)(x — 20)
r — X T — X

=x+z9 — 2x0 (T m0).

4) exp ist differenzierbar auf R mit exp’ = exp, denn fir x # xz( erhalten wir dank der
Eigenschaft (¢" —1)/r — 1 (r — 0) (vgl. 12.1(v))

T _ %o (x—20) _ 1
e’ —e e
= &% — e -1=€" (x— x9).
T — X0 T — X0
5) Die Funktionen sin und cos sind differenzierbar auf R mit sin’ = cos und cos’ = — sin: Ist

nédmlich g € R und h = z — z9 # 0, dann folgen aus den Additionstheoremen (9.1), (9.2)
zusammen mit den Beispielen 3), 4) aus 12.1 die beiden Grenzwerteigenschaften

sin(xzg + h) —sinzg  sinxgcosh + cos g sin h — sin zg

h h
cosh —1 sin h
— + cosxg -

= sinzg - —  sinzg-0+coszy-1=cosxy (r— x0)

und
cos(zp + h) —cosxg  cosxgcosh — sinxzgsinh — cos xg
h h
cosh—1 . sin h
———— —sinxg -
h h

= cosxg - —  coszg-0—sinzg-1=—sinzg (z— x0).

d (1 1
6) Auf R\ {0} gilt — (x) = denn fiir 29 # 0, h # 0 und 0 < |h| < |zo] ist

dx
1 1 1 $0—(330+h) —h -1 —1
— —-— ) = = = - — (h—=0).
h (mo +h xo) hxo(xo + h) hzo(xog+h)  xo(xo+ h) $(2) ( )

7) Die Funktion R — R, x + |z| ist differenzierbar in jedem Punkt xg # 0 und nicht
differenzierbar in 0.

‘Diﬁ'erenzierbare Funktionen sind stetig:‘ Ist ndmlich f: I — R differenzierbar in x,

R(z,z0)
r—x0

dann folgt wegen R(x,zp) = (z —x9) = 0-0 fir x — xy auch direkt

f(@) = f(xo) + f'(wo)(x — 20) + R(z,20) —  flwo) +0+0= f(zo) (z— o).

Bemerkung: Die Umkehrung der vorigen Aussage gilt i.A. nicht, denn z.B. ist die Funktion
x — |z| stetig auf R, aber nicht differenzierbar in 0.
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14.2. Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen

(i) Linearitat: Sind f,¢g: I — R differenzierbar und «, € R, dann ist auch af + B¢
differenzierbar und es gilt

(af +Bg) = af + By'.

(ii) Produkt- oder Leibniz-Regel: Sind f,g: I — R differenzierbar, dann ist auch fg
differenzierbar und es gilt

(f-9)=f-9+f4d.

(iii) Kettenregel: Ist g: I — J differenzierbar in xg und f: J — R differenzierbar in
Yo := g(zp), dann ist auch f o g: I — R differenzierbar in xy und es gilt

(fog)(zo) = f'(9(x0)) - ¢' (o).

Wenn f und g differenzierbar auf den jeweiligen Intervallen sind, dann ist f o g differenzierbar

auf I und es gilt

2 (o)) = F'lo@) - o (x).

Hier bezeichnen wir oft x — f’(g(x)) als dufere und = — ¢'(z) als innere Ableitung.

(iv) Quotientenregel: Sind f,g: I — R differenzierbar und g(x¢) # 0, dann ist g differen-
zierbar in zg und es gilt

(f), (o) = f'(@0)g(wo) — f(20)g'(0)
g) 9(w0)?

Speziell ergibt sich mit f =1 und g(z) # 0 fiir alle x € I die Formel
1 / g/
-5
Beweis: (i): Wir berechnen fur z # zg direkt

af(r) + Bg(z) — (af(zo) + Bg(wo))
r — X0
f(x) = f(=o) LB g(x) — g(xo)

Tr — X T — X0

= af(zo) + B4 (z0) (z— @0).

=«

(ii): Wir berechnen fiir x # xo mittels Einschieben von Termen im Zahler dank der Stetigkeit
von g

f(@)g(x) — f(z0)g(x0)  f(x)g(x) — f(m0)g(x) + f(20)9(2) — f(T0)g(0)

r — X T — X0

= SOV 2 TE0) ) 1 pag) LEL IO ) () + Flao) o' wo) (= w0).

Tr — X0 Tr — X
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(iii): Wir schreiben f(y) = f(yo)+ f"(v0) (¥ —yo) + R(y, y0) = f(yo)+(f'(y0) +7(¥,%0)) (¥ —y0)

mit 7(y, o) := i(zi’gg) und yh—% r(y,y0) = 0. Analog ist g(z) = g(x0)+(¢'(z0)+s(x, o)) (x—x0)

mit lim s(x,xg) = 0. Mit yo = g(zo) und y := g(x) erhalten wir
0

(fog)(@) = (fog)(xo) = flg(z)) — f(9(x0)) = f(y) — f(¥0)
= (f'(yo) +7(y,%0)) (¥ — o) = (f'(g(x0)) + 7(g9(x), 9(x0))) - (9(z) — g(x0))
~—————
(¢’ (wo)+s(z,x0))(z—w0)
= f(9(x0)) ¢’ (z0) (z — z0)+

+ (r(g(@). g(x0)) ¢’ (x0) + F'(9(x0)) 5(z, x0) + r(g(x). g(x0)) s(z,70) ) (z — 0)

p(vaO)
= f'(9(x0)) ¢' (z0)(x — z0) + p(x, o) (zx — x0) = f'(9(x0)) ¢' (w0)(x — z0) + R(z, o),
R(z,x0)
... R(x,x0) : ) ) . . ) . )
wobei lim ———= = lim p(z,xo) = 0 gilt. Daher ist fog differenzierbar in z¢ mit Ableitung
T—=To T — X T—T0

(fog)(xo) = f'(g(x0)) ¢’ (x0). Die zweite Aussage folgt nun direkt aus der ersten.

(iv) Wir zeigen zuerst die zweite Formel: Mit der Funktion F(y) :=1/y (y # 0) und F'(y) =
—1/3? ergibt sich nach der Kettenregel fiir Fog = 1/g die behauptete Gleichung (%)’ = —g%- qg.

Um nun die erste Formel zu zeigen, konnen wir alles auf einem Teilintervall um z( betrachten,
wo stets g(x) # 0 gilt, und dort die Produktregel anwenden:

(5) = (g =g () - Ho

1) Fir n € Z gilt %ﬂ?n = na" L. (Wobei wir im Falle n < 1 auch z # 0 annehmen.)

Fir n € N folgt dies einfach induktiv aus %xl = %x =1 = 12'~! und mittels Produktregel

d d d d
%Ccn+1 = %(%n.f) = (dxl,n> 'l’—l—xn%x —n2" g 4.1 = (n—i— 1)x"+171.

Firn=0ist £20 =41 =0=020"".

Fir —n € N verwenden wir 2" = F(z~") mit F(y) := 1/y und wenden die Kettenregel an:

d n d —n /(..—n —n\/ —1 —n—1
dr” :%F(I )=F (@) (2 ):($7n)2'(_”x )
—n—1
_ nx_2n _ nw7n71+2n — nmnfli
Xz
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2) Fiir die Ableitungen von Polynomfunktionen erhalten wir

d
d—(ag +a1x + asz® + ... + apz") = a1 + 2a0x + . .. + napx™ L.
x

3) Im Bereich x > 0 ist di\/i = —— denn
T

Vi-Jm__ Ji-ym ! !

T — X0 (f—w/xo)(\/i-l- 1/:130) ﬁ+ \/Zo 2./ ( )
4) tan’ = 1+ tan? = ﬁ, denn nach der Quotientenregel ist
o (sin )’ sin’ cos —sincos’  cos? + sin? 1
an = _— = — —
cos cos? cos? cos?
,  cos?+sin? sin? 9
bzw. tan'= ———— =1+ —5 =1+tan”.
cos cos
. : d T d zloga zloga T
5) Fiir a > 0 ist —a® = —e*'%%% = " *®%loga = a” log a.
dx dx

14.3. Lokale Extrema

Wir nehmen weiterhin an, dass I C R ein Intervall ist, das nicht nur aus einem Punkt besteht.

Die Funktion f: I — R besitzt ein lokales Mazimum im Punkt g € I, falls es ein § > 0
gibt, sodass fur alle z € I mit |z — 29| < ¢ die Ungleichung f(z) < f(zo) gilt.

Das Maximum wird strikt genannt, falls f(x) < f(zo) gilt fiir alle x € I, x # xo mit
|z — o] < 6.

Analog wird der Begriff eines lokalen Minimums mittels f(x) > f(xo) fiir x nahe xg
definiert; fiir ein striktes lokales Minimum verlangen wir f(x) > f(zo) fir x nahe xg
und = # xg.

Wir sagen, die Funktion f habe ein lokales Extremum in xg, wenn f in xg ein lokales
Maximum oder Minimum besitzt.

Sei zg ein innerer Punkt von I und f differenzierbar in zg. Wenn f ein lokales Extre-
mum in xg besitzt, dann muss f'(zg) = 0 gelten.

>
>

\.

Beweis: Fin lokales Minimum von f ist ein lokales Maximum von — f, daher geniigt es, den
Fall eines lokalen Maximums in zg zu untersuchen.

Wegen der Differenzierbarkeit von f in zo stimmt die Ableitung f’(z) mit den beiden einsei-
tigen Ableitungen iiberein (dies folgt aus der Existenz des Grenzwertes der Differenzenquotienten).



Wir wéahlen § > 0 wie in der Definition des lokalen Maximums, dann gilt fir zg < x < xg+ 6
stets Lfﬁzo) < 0 und somit

Tr—x

p o f(@) = fw)
flwo) = lim == —— <0.

Entsprechend gilt fiir xg — § < x < xg stets %ﬁ;ﬁzo) > 0 und daher

T—T0— T — 20
Also folgt insgesamt 0 < f/(x0) < 0 und somit f’(zp) = 0. O

14.4. Mittelwertsiatze und Anwendungen

Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Ist f: [a,b] — R stetig und differenzierbar auf ]a, b[, dann gibt es ein 6 € ]a, b[ mit der
Eigenschaft
f(b) — f(a) /
————= = f(0).
)= Tta) _ p1ip

Spezialfall (Satz von Rolle): Gilt unter denselben Voraussetzungen f(a) = f(b), dann
gibt es ein 6 €]a,b] mit f/(0) = 0.

.

Beweis: 1. Fall, f konstant: Hier ist die Aussage klar.

2. Fall, f nicht konstant und f(a) = f(b) = 0: Wegen der Stetigkeit von f auf dem kompakten
Intervall [a, b] besitzt f ein Maximum und ein Minimum (vgl. 13.2). Falls das Maximum an
einer Stelle 6 €]a,b] im Inneren angenommen wird, dann folgt f’(6) = 0. Andernfalls gilt
f(z) < f(a) = f(b) = 0 fir alle z €la,b] und f muss als nichtkonstante Funktion einen
negativen Minimalwert besitzen. Wegen f(a) = f(b) = 0 muss dieser an einer Stelle 0 € ]a, b]
im Inneren angenommen werden, daher folgt auch f/(6).

3. Im allgemeinen Fall betrachten wir die ebenfalls stetige Funktion g: [a,b] — R, die durch

definiert wird. Im offenen Intervall |a, b ist g auch differenzierbar und es gilt g(a) = 0 = g(b).

Auf die Funktion ¢ ist nun also Fall 1 oder 2 anwendbar, daher gibt es ein 6 € ]a,b[ mit

g'(6) = 0. Das bedeutet nun wegen ¢'(x) = f'(x) — w aber

womit der Mittelwertsatz bewiesen wére. O
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In der Situation des Mittelwertsatzes gibt es also
im Inneren des Intervalls mindestens eine Stelle, an

Sekante der die Ableitung iibereinstimmt mit der Steigung
der Sekante durch den Anfangs- und Endpunkt des
Funktionsgraphen.

a 0 b

Monotonie und Ableitung: Ist f: I — R differenzierbar auf dem Intervall I, dann gilt:
(i) f ist monoton wachsend auf I <= f/'(z) > 0 fiir alle z € I;

(i) f/(x) >0 firallex € I = [ ist streng monoton wachsend auf I.

Analoge Aussagen gelten fiir monoton fallendes f mittels f/(z) <0 bzw. f'(x) < 0.

Beweis: Seien x1,z9 € I mit x1 < xo beliebig, dann gibt es nach dem Mittelwertsatz ein
0 €)1, x2[, sodass

flx2) = fz1) = (w2 — x1) - f'()
>0

gilt. Daraus folgt unmittelbar die Aussage in (ii) und auch die Implikation in (i).

Bleibt noch die Implikation in (i) zu zeigen: Aus der Monotonie folgt w > 0 fur
alle &, € I mit £ # x, wie wir in den beiden Féllen £ > z und x < £ unmittelbar sehen
kénnen. Daher ist

{—z E—x

O

Bemerkung: Die Aussage in (ii) ist i.A. nicht umkehrbar, wie das Beispiel f: R — R mit
f(x) := 23 zeigt. Die Funktion f ist ndmlich streng monoton wachsend auf R, aber f’(0) = 0.
(Natiirlich ist f'(z) = 322 > 0 fiir alle x € R.)

Verschwindende Ableitung auf einem Intervall: Ist f: I — R differenzierbar auf dem
Intervall I und f’ = 0, dann muss f konstant sein.

Beweis: Sei a € I beliebig und fest gewéhlt. Zu z € I, x # a gibt es nach dem Mittelwertsatz
ein 6 zwischen x und a mit

d.h. wir erhalten f(z) = f(a). O

Bemerkung: In der obigen Aussage ist es wesentlich, dass I ein Intervall ist. Betrachten
wir z.B. die Funktion f: [0,1]U[2,3] - R mit f(z) := 1 fir 0 < z < 1 und f(z) := 2 fir
2 <z < 3, dann ist f differenzierbar mit f’ = 0, aber die Werte von f sind nicht auf dem
ganzen Definitionsbereich gleich einer einzigen Konstanten.

Beispiel:] ‘Anwendung auf eine Differentialgleichung‘ Sei I ein Intervall und o € R.

Wir suchen zunéchst differenzierbare Funktionen u: I — R mit der Eigenschaft
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Wir wissen bereits aus Beispiel 4) in 14.1, dass exp die Eigenschaft exp’ = exp hat und sehen

sofort, dass u(t) := e wegen u(t) = e**a = a u(t) eine Losung ist.

Wir fragen uns, welche weiteren Losungen der Gleichung v’ = au es geben konnte. Wir bilden
dazu die differenzierbare Funktion f: I — R mit f(¢) := u(¢) exp(—at) und erhalten nach der
Leibniz-Regel

() =/ (t) e ™ 4 u(t) (e_o‘t)/ =ou(t)e™ — au(t)e™™ =0 fiiralle t € I.
~——
au(t)
Daher gibt es ein ¢ € R, sodass fiir alle ¢ € I die Gleichung ¢ = f(t) = u(t)e™ besteht, d.h.

es muss u(t) = ce™ gelten. Wir sehen weiters, dass fiir jedes ¢ € R die Funktion u(t) = ce®
auch tatsichlich eine Losung von u' = au ist.

Ist nun t( ein beliebiger Punkt in I, so kénnen wir z.B. aus u(tg) = ce®™ die Konstante ¢
berechnen, falls der Anfangswert u(to) := ug vorgegeben ist. Es ergibt sich nimlich ¢ = uge™%

und somit die Losung des Anfangswertproblems

u' = au mit u(ty) = ug ‘ also in der Form

(14.2) u(t) = upe%)  (t e 1.

Verallgemeinerter Mittelwertsatz: Seien f,g: [a,b] — R stetig und differenzierbar auf
la,b[. Gilt ¢'(x) # 0 fiir alle = €]a, b[, dann gibt es ein 6 € |a, b[ mit der Eigenschaft

Anmerkung: Der anfangs formulierte Mittelwertsatz ist davon der Spezialfall mit g(x) = x.

Beweis: Wegen g(b) — g(a) = (b — a)g'(61) fir ein geeignetes 01 € a, b ist g(b) — g(a) # 0
garantiert. Wir betrachten nun die stetige Funktion : [a,b] — R, gegeben durch

IO = 7@ ()~ ga).

Dann ist ¢ auch auf ]a, b[ differenzierbar und erfiillt ¢)(a) = 0 = 9 (b). Nach dem Satz von
Rolle gibt es ein 6 € |a, b mit

14.5. Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion

Seien I und J Intervalle in R. Angenommen f: I — J ist eine bijektive differenzierbare Funk-
tion mit differenzierbarer Umkehrfunktion f~': J — I. Dann kénnen wir in der Gleichung

y=r("") welJ)
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auf beiden Seiten die Ableitung bzgl. y bilden und erhalten nach der Kettenregel die Relation

L= ) - (Y W) =F@) - () (y) mita:=F"(y) bzw. f(z) =y.

Wir sehen, dass notwendigerweise f'(z) # 0 fiir alle € I gelten muss, weil sonst der Wider-
spruch 1 = 0 auftritt. In obiger Situation erhalten wir nun die bestechende Formel

=Ly = : mi = f(x
(143) (W) = 5y mity= 1)

fiir die Ableitung der Umkehrfunktion.

Fiir die Praxis bleibt nur noch die Frage offen, unter welcher Bedingung an eine differenzier-
bare bijektive Funktion wir garantieren kénnen, dass auch die Umkehrfunktion differenzierbar
ist. Dabei stellt sich heraus, dass die oben erwéhnte Bedingung f’(x) # 0 fir alle x € I auch
hinreichend ist.

Satz: Ist f: I — R differenzierbar auf dem Intervall I und ist dort f’ stets positiv bzw.
stets negativ, dann ist f streng monoton wachsend bzw. fallend, die Bildmenge J := f(I)
ist ein Intervall, f als Abbildung I — J bijektiv und f~': J — I ist differenzierbar. Fiir die
Ableitung von f~! gilt dann die Formel (14.3).

Beweis: Die strenge Monotonie von f folgt aus den Erkenntnissen in 14.4 und weiters die Stetigkeit der Umkehrfunktion
f~1: J — I auf dem Intervall J = f(I) aus dem entsprechenden Satz in 13.4. Um die Differenzierbarkeit von f~! auf
J zu zeigen, notieren wir zunéchst fiir yo,y € I mit y # yo und = := f~1(y), yo := f~'(z0) die Gleichung

') = wo) _ w— o
Y — Yo f(@) — fzo)

Wegen der Stetigkeit von f~! folgt aus y — yo auch & — o und somit gilt

TN o) T—mo 1 _ 1
lim ——————F = lim —— = lim P = ,
Y—Yo Y — Yo z—zo f(x) — f(20) T—T0 F@—f(z0) f' (o)
woraus auch nochmals die Formel (f~1)/(yo) = 1/f’(x0) ablesbar ist. O

1) Mit log als Umkehrfunktion von exp: R —]0, 00] und y = e, x = logy erhalten wir

1

1 1
1 / = = = — 0
e ey 7Y

d d b
2) Fiir beliebiges b € R ist d—azb = —eblogw — pblogz . — — b — — 251 im Bereich x > 0.
x

€T dx

8| o

3) Wir hatten in Beispiel 4) aus 14.2 die Gleichung tan’ = 1+ tan®. Aus dieser gewinnen wir
nun fir —§ < x < § die Formel

1 B 1 o
1 + (tan(arctanx))?2 14 22

tan'(z) =
arctan (z) tan’(arctan x)
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4) Auf dhnliche Weise wie gerade vorhin bekommen wir aus den Gleichungen sin’ = cos =

V1 —sin? und cos’ = —sin = —v/1 — cos? fiir |z| < 1 die Ableitungsformeln

1 -1

arcsin' r) = —— und arccos’ Tr) = —F/——.
(@)= 77— (@)= 77—

14.6. Die Regeln von de ’Hospital fiir Grenzwertberechnungen

Beim Versuch der direkten Berechnung von lim /() stoflen wir gelegentlich auf einen
r—a+ g(q})
0
zunéchst unbestimmten Ausdruck der Form ,,6“, falls
(0/0) Jm f(z) =0= lim g(z)
e R i . . . 00 00
gilt. Ahnlich kénnen wir auch auf undefinierte Ausdriicke ,,—“ oder ,——¢ treffen, wenn
00 00
beide Funktionen uneigentliche Limiten fiir x — a4+ besitzen, d.h.
(00/00) Jm f(z) =£oo = lim g(z) oder lim f(z)=+co=7F lim g(z).

Der folgende Satz zeigt, dass wir in beiden Fdllen (0/0) und (co/o0) dennoch zum Ziel kommen
kénnen, falls zusdtzlich

existiert.

- f'()
/ /
(f'/d") der Grenzwert Il_>1r(r11+ 7 ()

Satz: Die Funktionen f, g seien differenzierbar auf dem offenen Intervall ]a, b[ und ¢'(z) # 0
fiur alle z €]a,b]. Weiters treffe eine der Voraussetzungen l_i>m+ f(z)=0= lim g(z) oder
r—ra

r—a+
/
lim g(x) =00 oder lim g(z) = —oo zu. Falls der Grenzwert lim f/(x)
T—>a+ r—a+ z—at g (l’)

oder uneigentlichen Sinne) existiert und somit (f’/g’) erfiillt ist, dann gilt

(im eigentlichen

@) f @)
(144) xl—>a+ g IE) x1—>a+ g’(x) ’

Ein analoger Satz gilt fiir linksseitige Limiten x — b—, fiir beidseitige Limiten und auch fiir
Grenzwerte mit x — 0o oder  — —o0.

Beweisidee: Fiir die Situation mit f(ay) := 1_i>m+f(:v) =0= gm+g(x) =: g(ay) konnen wir
rT—a r—a

fiir jedes x € |a, b[ den verallgemeinerten Mittelwertsatz aus 14.4 anwenden und ein 6, € ]a, x|
wéhlen mit der Eigenschaft

flx) _ flx) = flat) _ f'(6a)

g(z)  g(x)—glay) ¢ (0)

Bemerken wir noch, dass x — a+ wegen a < 6, < z auch 6, — a+ erzwingt, dann werden
wir schon auf die Formel (14.4) gefiihrt. (Fiir einen ausfiihrlichen Beweis siehe [Heul, Satz 50.1].)
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T _ -
1) lim =5 =[7]

z—0 sinx

Wir haben f(x) := e —e * und g(x) := sin x und bemerken f(0) = 0 = ¢(0). Betrachten wir
den Quotienten der Ableitungen, so ergibt sich ¢'(z) = cosz # 0 fiir |z| < 7/2 und

f/(gc):eg“rfz — %:2 (x —0).

g'(x) cos T
Daher schlieffen wir auf
X —X X —X
. e —e . e’ +e
lim ———— = lim —— = 2.
z—0 SInx z—0 COSXT

2) Fiir a > 0 ist wegen 2% — oo fiir # — oo und az®~! # 0 fiir 2 > 0 auch

. logz . 1 , 1
lim = lim
r—oo ¢ z—o00 upo—1 T—00

3) Auch eine mehrfache Anwendung der Regeln von de 'Hospital kann manchmal zum Ziel
fithren: Bei f(z) := 2 —sinz und g(z) := 23 ist f(0) = 0 = g(0) und wegen fi(z) := f'(x) =
1 —cosx, g1(x) := ¢'(z) = 322 auch noch f1(0) =0 = g1(0).

Auch mit einer zweiten Anwendung mittels fo(x) := f{(x) = sinz, ga(x) :

wir wegen f2(0) = 0 = g2(0) noch nicht durch. Aber mit f5(z) = cosz, g5(x)
wir sukzessive

g1 (x) = 62 sind
= 6 # 0 erhalten

. x—sinx . 1—coszx . sinxzx . cosx 1
lim ———— = lim — = lim = lim = —.
z—0 3 z—0 3x z—0 Ox z—0 ©
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15. Hohere Ableitungen und deren
Anwendungen

15.1. Mehrfach differenzierbare Funktionen

Hohere Ableitungen: Wenn f: I — R eine differenzierbare Funktion auf dem Intervall [
ist und auch die Ableitung f’: I — R differenzierbar ist, dann heifit f zweimal differenzierbar
und die Funktion f” := (f")": I — R die zweite Ableitung von f. In diesem Fall ist also

o)~ T@ =)

zel,x—x0 Tr — X

Falls nun auch f” wiederum differenzierbar ist, konnen wir auch f” := f®) := (")’ definieren
ete.; induktiv, wenn f, f/, ..., f»~1) differenzierbar sind, also f n-mal differenzierbar ist, dann
nennen wir f := (f(»=Y)": I — R die n-te Ableitung von f (oder Ableitung der Ordnung 7).
Wir schreiben auch f© := f, f0 .= f/ und f@ := f”, damit wir in Formeln stets f*) fiir
k € Ny verwenden konnen.

Zum Beispiel kénnen wir fiir zweimal differenzierbare Funktionen f,g: I — R durch zweifache
Anwendung der Leibniz-Formel wie folgt berechnen:

(f9)® = (f9)" = (flg+fd) = (f'9) + (fd) = f'a+ f'g + f'd + fg"

2
2 _
= f"g+2f'g' + fg" = fPg+2fVgV) + fg? =3~ <k> FRgE=h.
k=0

Allgemeiner durch Induktion, wenn f und g n-mal differenzierbar sind, ergibt sich die Leibniz-
Formel hoherer Ordnung zu

(fg)®) = Z": (Z) 0 gnk)

k=0

Stetig differenzierbare Funktionen: Eine Funktion f: I — R heifit stetig differenzierbar
oder C'-Funktion, falls f differenzierbar ist und die Ableitung f’: I — R stetig ist. Eine
Funktion f: I — R heifit n-mal stetig differenzierbar oder C"-Funktion, falls f n-mal diffe-
renzierbar ist und die n-te Ableitung f: I — R stetig ist.

Wir definieren die Mengen C9(I) := C(I) (stetige Funktionen auf I) und fiir n € N jeweils

C"(I):={f:I— R f ist n-mal stetig differenzierbar}.
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Schlielich bezeichnen wir f: I — R als C*°-Funktion, falls f € C™(I) gilt fiir jedes n € N.
Wir schreiben auch C*°(I) fiir die Menge aller C*°-Funktionen auf I und erhalten insgesamt
folgende (strikte) Inklusionskette:

cn=cmo>cn)2C*I)2>---2CI)2C"™MI)D--- D C™().

1) exp € C®(R) mit exp(™ = exp fiir alle n € N.

2) Wegen cos’ = —sin und sin’ = cos sind cos und sin zweimal (stetig) differenzierbar und es
gilt

cos” = —sin’ = —cos und sin” = cos’ = —sin.
Abgesehen von Vorzeichenwechsel sind alle Ableitungen wieder durch cos oder sin gegeben
und daher auch stetig differenzierbar, insgesamt also erhalten wir cos,sin € C*°(R).

3) Jede Polynomfunktion p(x) = ag + a1z + ... + aya™ ist eine C*°-Funktion und es gilt

p™ =mla,,, p"th =0 (k € N).

4) Die Funktion f: R — R mit £(0) := 0 und f(z) := z%sin(1/z) fiir z # 0 ist differenzierbar
und hat als Ableitung f’: I — R mit f/(0) = 0 und f'(z) = 2zsin(1/z) — cos(1/x) fiir x # 0.
Fir z # 0 ist das klar nach der Kettenregel und fiir 0 berechnen wir direkt unter Beachtung
der Beschranktheit von sin(1/z))

f(z) — f(0) _ a®sin(1/z)

z—0 x

=uzsin(l/z) — 0 (x—0).

Die Ableitungsfunktion f’ ist nicht stetig in 0, denn lir% f'(z) existiert nicht. Somit kann
T—

f" auch nicht differenzierbar sein in 0.
(In ] — 00,0[ und in ]0, oo[ sind die Einschrankungen von f sogar C*°-Funktionen.)
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5) Die Funktion g: R — R mit g(0) := 0 und g(z) := e ¥/*" fiir x # 0 ist cine C°-
Funktion auf ganz R mit ¢(™(0) = 0. Fiir  # 0 ist das nach der Kettenregel klar, nur fiir die
Differenzierbarkeit und Ableitungen in 0 ist eine separate Untersuchung notig.

Zunéchst berechnen wir fiir die erste Ableitung mit Hilfe einer Substitution y = 1/x und der Regel von de 1’'Hospital

(wegen eV’ = oo fiir y — £00)

— (0 —1/z? 1
lim M = lim ¢ = lim - lim 5
z—0 xz—0 z—0 x y—too e¥ y—+oo 2yey

womit g’ (0) = 0 gezeigt ist. AuBlerdem ist ¢'(z) = 6_1/12(71/332)/ = 6_1/I2(71_2)’ =2z 3¢~/ fiir o # 0.

Im Bereich z # 0 folgt induktiv nun direkt aus mehrfachen Anwendungen der Kettenregel und der Leibniz-Formel, dass
wir fiir die n-te Ableitung mit einem gewissen Polynom p,, stets

1
9@ = (7))

erhalten. Zusitzlich nehmen wir an, dass auch bereits g(¥) (0) = 0 fiir k = 1,...,n nachgewiesen sei. Mit y = 1/ ergibt
sich daraus fiir den Differenzenquotienten bei 0 der Ausdruck

g™ (x) —g™©0)  g"(z)
= = ypn(y)e
x—0 T ey

—y? _ ypn(y)
-

Ein Limes * — 0 auf der linken Seite entspricht wieder den Limiten y — Zoo auf der rechten Seite. Auf Letztere
ist die Regel von de I'Hospital anwendbar, wobei das Polynom im Zahler nach endlich vielen Anwendungen durch
Differentiationen konstant wird, wahrend im Nenner nach jeder Differentiation stets ein nichtkonstantes Polynom mal
exp(y?) steht und gegen oo strebt. Somit gilt schlieBlich

(M) () — g(™
lim L @) =™ () ypngy) —0,
xz—0 x—0 y—too €Y

d.h. g(™ ist differenzierbar in 0 und g("*+1(0) = 0.

Anwendung auf die Differentialgleichung u” 4+ A2u = 0 fiir A > 0: Aus dem obigen
Beispiel 2) lernen wir, dass die Funktionen u1,us: R — R mit uj(z) := cos(Ax) und wug(x) :=
sin(Az) Losungen der angegebenen Gleichung sind, weil uf(z) = (v} (z)) = (=Asin(Az))’ =
—A2cos(Az) = —A2uq(x) und vl (z) = (uh(x)) = (Acos(Az))" = —AZsin(Ax) = —\2uz(z) gilt.

Wegen der Linearitat der Ableitung ist fiir beliebige ¢1, ¢co € R daher auch u := ¢ju;+cous eine
Losung der Gleichung u” + A?u = 0. Dies ist das Superpositionsprinzip fiir lineare homogene
Differentialgleichungen, bei denen die gesuchte Funktion und ihre Ableitungen nur auf lineare
Weise auf der linken Seite auftreten und deren rechte Seite 0 ist.

Es lésst sich auch zeigen, dass jede zweimal differenzierbare Losung w: R — R der Gleichung

von der Form

(15.1) u(z) = 1 cos(Az) + co sin(Ax)

mit Konstanten ¢, cs € R sein muss.

Beweis: Wir machen dazu einen kurzen Ausflug ins Komplexe, indem wir annehmen, w sei eine Lésung und die Funktion
v: R — C mit v(z) := v/ (z) + i\u(x) betrachten. Wir erklaren die Differenzierbarkeit und Ableitung einer Funktion
f: R — C einfach durch Riickfithrung auf Real- und Imaginérteile, also auf die beiden Funktionen R — R der Form
x + Re f(z) und = ~ Im f(z). Dann folgt fiir v ndmlich v/ — idv = (u/ +idu) —iA(u/ +idu) = u” + i\’ — i v/ +\2u =
—2X2u+ \2u =0, d.h.

v =idv.

Durch direkte Erweiterung des Beispiels aus 14.4 auf konstante komplexe Faktoren in der Differentialgleichung erhalten
wir v(z) = ce!*® mit einer Konstanten ¢ € C. Daher gilt

u () + idu(z) = ce'?®.
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%621/\17 so folgt

. o i\
Setzen wir nun w(z) := u(x)e'* — 5%

w'(z) = v’ (x)e 4+ u(z)ire! T — %21)\621)‘ = (v (z) + idu(z)) e — ce?IA® = 0.
i —_——

ceirz

c 62iAz

Dabher gibt es eine Konstante d € C mit d = w(z) = u(z)el*® — CToN fiir alle € R, woraus nun die Relation

u(z) = de™ I 4 ce'*® = d(cos(Az) — isin(Az)) 4 c(cos(Az) + isin(Az)) = (¢ + d) cos(Az) + i(c — d) sin(Az)

folgt. Nachdem wir (hier) nur an reellwertigen Losungen interessiert sind, verlangen wir ¢ +d € R und i(c — d) € R.

Letzteres ist gleichwertig mit ¢ = d und wir erhalten schliellich mit ¢; := 2Red und c2 := 2Imd die Form

u(x) = ¢1 cos(Azx) + c2 sin(Ax)

wie in der Gleichung (15.1) behauptet. O

15.2. Taylorentwicklung

Wir hatten in (14.1) gesehen, dass die Ableitung einer differenzierbaren Funktion als lineare
Approximation in der Ndhe eines Punktes aufgefasst werden kann. Bei der Taylorentwicklung
geht es nun darum, unter stirkeren Differenzierbarkeitsvoraussetzungen hoherer Ordnung eine
Approximation durch Polynome entsprechenden Grades zu erreichen.

Satz von Taylor

Sei I ein offenes Intervall, zo € I und f € C""Y(I). Fiir € I gilt dann

"y e
! (20)(56$0)2+...+fn(!0)(x330)n+Rn($)

(15.2) f(z) = f(zo)+f'(z0)(x—m0)+

)n+1

mit dem Restglied R, (x) = f("H)(@) (z = 20

W, wobei 6 zwischen xg und x liegt.
n !

Das Polynom p,(x Z f xo)k heifit Taylorpolynom n-ter Ordnung von

f an der Stelle xq. Mit dlesem erhalten wir in etwas kompakterer Notation

f(@) = pn(z) + Rn(2).

\.

Beweis: Fir © = xq ist die Aussage einfach f(zg) = f(xo) und somit trivial, weshalb wir ab
nun x # xg annehmen und fixieren. Wir definieren die Polynomfunktionen F,G: I — R durch

" T — n+1
F(E) = (@)~ 1) - F ) 1) - 70 S

Es folgt G'(t) = —(x — t)™/n! und somit auch G'(t) # 0 fiir ¢ zwischen z¢ und z. Weiters ist

/// (f)

(a:—t)z—...——(x—t)", G(t) ==

F'(t)==f'(t) - f"(t)(x f1(t) = (= 1)+ f"(t)(x — 1) —
(n) (n— l) (n+1) (n)
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und Anwendung des verallgemeinerten Mittelwertsatzes aus 14.4 ergibt nun

Flag) _ F'(0) @0,
G(x) — G(zo) G'(0) @0 = ()

n!

mit einem gewissen @ zwischen zy und x. Wegen F'(z) = 0 = G(x) folgt daraus schlielich

(x _ xo)n+1

F() = pala) = F(zo) = fH0(0) Glaog) = f0(0) = 05—

= Ry (x).

Beispiele:

1) Es gilt exp(™ = exp fiir alle n € N und daher folgt fiir zg := 0 und z € R mit einem
passenden 6 zwischen 0 und « die Entwicklung

. :L'Z " 0 xn+1
e=14+z+—+...+—+e .
2 n! (n+1)!
Pn(z)
0 .k
Wegen |0| < |z| und der absoluten Konvergenz der Reihe Z T fiir jedes z € R (Beispiel 1)
k=0 "

in 11.4) gilt |2|¥/k! — 0 (k — o) und somit

€ = pu(@)] = | Ra(w)] < el = = 0 (n— ).

2) Wir betrachten f: | — 1,00 — R mit f(z) :=log(1 + x). Wir berechnen

/ _ 1 " _ -1 " _ 2

ﬂwmzvmn“”?ﬁ (neN,z > —1).

Mit zg := 0 im Satz von Taylor erhalten wir

1 1 —1)n!
10g(1+x):0+x—2x2+3x3—...+(gx"—i—Rn(az)

pn(T)

—1)" n+1
mit dem Restglied R, (x) = 51+)1 a _T_ gyiii und 6 zwischen 0 und z.

Fiir 0 < 6 <2 <1 haben wir die Abschiatzung |R,(z)| < f:jll und daher fiir z € [0, 1] auch

n+1

[log(1 + 2) — pn(@)| = |Rn(z)| < n+1

-0 (n— o0).
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3) Wir erinnern an cos’ = —sin, cos” = — cos etc., woraus sich fir m € Ny die allgemeine
Formel

(m) (=1)*cos  fiir m = 2k,
COS =
(—D)F*lsin  fiir m = 2k +1,

ergibt. Mit zg := 0 und cos®**+1(0) = 0, cos(?*)(0) = (—1)* erhalten wir aus dem Satz von
Taylor (mit 2n + 1 statt n) daher

n L a2k L a?
— Y (=1 _1)n 0
cos T kz:%( ) (2k)!+( ) (2n+2)!cos
Pant1 (@) Rent1(e)
22 g 0 220
I i (2).
g Tar e o T O gy T R (@)

mit einem 6 zwischen 0 und z.

Analog ergibt sich fiir m € Ny auch

. (m) (—=1)Fsin  fiir m = 2k,
sin'™ =
(=1)*cos fiir m = 2k +1,

und daraus wiederum mit zo := 0 wegen sin(®*)(0) = 0, sin®**1(0) = (-=1)* die Taylorent-
wicklung

nz—:l . p2k+1 p2ntl
sinz =) (—1)'——— 4 (—1)"——=cos b
= (2k + 1)! (2n+1)!
p2n (@) Ran(2)
3 5 7 2n—1
x x x x
=x— (- R
oyt e P g Ty ()
mit geeignetem 6 zwischen 0 und z.
o) Zm
Wiederum aus der absoluten Konvergenz der Reihe Z — fiir jedes z € R (Beispiel 1) in
m!
m=0

11.4) folgt nun, dass sowohl |x|*"*2/(2n + 2)! — 0 (n — oo) als auch |z|*"*1/(2n +1)! — 0
(n — 00) gilt. Beachten wir zusétzlich noch |cosf| < 1, |cosf| < 1, so gelangen wir zu den
beiden Aussagen

COS T — zn:(_l)k a?t — |R M
2 D | = om0l < g gy = 0 (n=reo),
sinz —g(—l)kﬂ = |Ran(z)| < ﬂ 0 (n— o0).
Pt (2k +1)! T 20+ 1)
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15.3. Vergleich von Grofienordnungen und die Landau-Symbole

Wir fithren hier eine Schreibweise fiir einen qualitativen Vergleich des Wachstumsverhaltens
von zwei Funktionen ein.

(a) Fiir zwei Funktionen f, g: ]a,oo[ — R schreiben wir

f(x) = olg(z)) (z = o0),

falls fiir jedes € > 0 ein R > a existiert, sodass |f(x)| < e|g(z)| fir alle z > R gilt. Wir sagen
in dem Fall, dass f(x) ein ,,Klein-Oh* von g(x) ist fir = gegen unendlich.

Gilt fiir ein Ry > a stets g(z) # 0 fiir z > Ry, dann ist obige Definition gleichbedeutend mit
der Aussage
f(x)

A2 oty = O

Entsprechend schreiben wir
f(x) =0(g(x)) (z— o0),

falls K > 0 und R > a gibt mit der Eigenschaft |f(z)| < K|g(z)| fiir alle z > R. Wir sagen
f(x) ist ein ,GroB-Oh“ von g(z) fiir  gegen unendlich.

(b) Ist I ein Intervall, das nicht nur aus einem Punkt besteht, g € [ und f,g: I\ {zo} — R,
dann schreiben wir

f(z) = o(g(x)) (zel,z— ),

falls fiir jedes € > 0 ein 0 > 0 existiert, sodass |f(z)| < e|g(z)| fir alle z € I mit |z — xo| < ¢
gilt. Wir sagen in dieser Situation f(z) ist ein “Klein-Oh* von g(z) fiir = gegen xg. Gilt
g(x) #0 fir x € I\ {zo}, dann ist dies wieder gleichbedeutend mit

flz) _

zel,x—xg g(l‘)
Schlieflich schreiben wir
f(z) =0(g(z)) (z€l,z— x),

falls es K > 0 und § > 0 gibt mit der Eigenschaft |f(z)| < Klg(z)| fur alle z € I mit
|z — xo| < 6. Wir sagen f(z) ist ein ,,Gro-Oh* von g(z) fir z gegen xo.

(c) Niitzlich sind auch Schreibweisen wie z.B.
filx) = foz) +o(g(x))  (z — o),

die einfach fi(x) — fa(x) = o(g(x)) fiir z — ¢ bedeuten soll.

1) p(z) =ag+ a1z + ... 4+ apmaz™ = O(z™) (x — oo) und fiir jedes k € N ist p(z) = o(z™F)
(x — o0).

2) Fiir m > n ist 2™ = o(z") fiir z — 0.

3) Gemaf Beispiel 2) in 14.6 gilt logx = o(x®) (z — o0) fiir jedes a > 0.

117



4) Ist f stetig in xg, dann gilt f(x) — f(z9) = o(1) (x — x9).

5) Ist f differenzierbar in zp, dann gilt

f(x) = f(@o) + f'(zo)(x — x0) + o]z — zo|) (2 = x0).

6) Die Taylorapproximation von x +— log(1l 4+ ) in Beispiel 2) aus 15.2 ergab fir x > 0 die
Entwicklung

n

k
log(1 + ) :Z 1)k lx + R, (z)

mit Ry (x) = (7;1_)1” (HZ;—”IH und 0 < 6 < z. Mit I = [0, oo erhalten wir

Ru(z) = O(z"™) = o(2™) (x >0,z — 0).

15.4. Bedingungen fiir lokale Maxima und Minima

Wir erinnern zunéchst daran (siche 14.3), dass fiir eine differenzierbare Funktion f: I — R
und einen inneren Punkt zg € I gilt: Wenn f ein lokales Extremum in zg besitzt, dann ist
notwendigerweise f'(zg) = 0.

Sei I ein offenes Intervall, xyp € I und f: I — R zweimal stetig differenzierbar, also
eine C2-Funktion, dann gelten folgende Aussagen:

(a) Notwendige Bedingung fiir lokales Maximum/Minimum: Wenn f in z( ein
lokales Minimum besitzt, dann gilt

f'(xo) =0 und f"(z0) > 0.

Falls f in zg ein lokales Maximum besitzt, dann folgt
f(xo) =0 und f"(z0) <O.

(b) Hinreichende Bedingung fiir lokales Maximum /Minimum: Wenn
fl(xg) =0 und f"(x0) >0

gilt, dann besitzt f in xg ein (striktes) lokales Minimum.
Unter den Bedingungen

f(xo) =0 und f"(z0) <0

besitzt f in xg ein (striktes) lokales Maximum.

.

Beweis: (a): Wenn f in xg ein lokales Maximum annimmt, dann wissen wir f/(zo) = 0 bereits
aus der obigen Vorbemerkung. Wére f”(zg) > 0 (und daher f nicht konstant), so folgte aus (b),

dass f in z¢ ein striktes lokales Minimum hat — Widerspruch % . Also muss f”(z¢) < 0 sein.
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Analog ist das Argument fiir ein lokales Minimum.

(b): Wir zeigen die Aussage fiir ein Minimum, jene fiir ein Maximum lisst sich durch Ubergang
zu —f daraus ableiten.

Wegen der Stetigkeit von f” und der Eigenschaft f”(z¢) > 0 gibt es ein 6 > 0, sodass
f"(z) > 0 fir alle z € I mit |z — x| < 0 garantiert ist.

Nach dem Satz von Taylor mit n = 1 gibt es nun fir z € I mit z # z¢ und |r — 29| < 0 ein 0
zwischen zg und z, sodass

>0

2
F(&) = Fao) + £/ (@o)(w — o) + £(0) 5 p(ap)
; =
gilt. O

Bemerkungen: (i) Die Funktion f: ]—1,1[— R, f(z) := 2* besitzt offensichtlich ein striktes
lokales Minimum in g = 0, aber f”(0) = 0 ist nicht strikt positiv. Dies zeigt, dass in einem
strikten lokalen Minimum nicht notwendig f”(xo) > 0 gelten muss.

(ii) Die Funktion f: ]—1,1[— R, f(z) := 23 erfiillt zwar f'(0) = 0 und f”(0) = 0 > 0, besitzt
in xg aber kein lokales Minimum. Daher sind die Bedingungen im Teil (a) des obigen Satzes
i.A. nicht hinreichend.

Vorgangsweise auf kompakten Intervallen: Eine Funktion f € C?([a, b]) besitzt als steti-
ge Funktion auf dem kompakten Intervall [a, b] gemafl 13.2 jedenfalls ein (globales) Minimum
in einem Punkt &; € [a,b] und ein (globales) Maximum in einem Punkt & € [a, b].

Im Falle a < & < b ist sicherlich f/(&1) = 0 und f”(&) > 0. Ist & allerdings ein Randpunkt,
so muss nicht mal f'(£) = 0 gelten. (Z.B. f =id: [0,1] — R mit £&; = 0 und f/(0) =1 #0.)

Entsprechend gilt fiir a < & < b garantiert f/(&3) = 0 und f”(&) < 0, wihrend im Rand-
punktfall wieder keine Aussage iiber f'(&3) oder f”(&) getroffen werden kann. (Im Beispiel
f:10,1] — R mit f(z) = 2? wird das Maximum im Randpunkt 1 angenommen und wir haben

F1(1) =2 = f"(1), also f/(1) # 0 und (1) £ 0.

Daher empfiehlt sich bei der Suche nach lokalen und globalen Maxima und Minima einer
C?2-Funktion f: [a,b] — R folgende systematische Vorgangsweise:
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1. Bestimmung aller kritischen Stellen, das sind die ,Kandidaten“ fiir lokale Extrema, im
Inneren ]a, b[ durch Loésung der Gleichung

f(z)=0 mita<z<b.
Die Losungsmenge bezeichnen wir mit L Cla, b].

2. Berechnung von f”(z) fir jeden Punkt z € L. In den Punkten z € L mit f”(z) > 0
gibt es (strikte) lokale Minima, in den Punkten z € L mit f”(z) < 0 (strikte) lokale
Maxima.

3. Die Punkte z € L mit f”(z) = 0 miissen wir extra daraufhin untersuchen, ob sie
Eigenschaften eines lokalen Extremums gemé&fl 14.3 haben. (Z.B. in kleinen Teilintervallen
links und rechts von z auf Monotonie priifen oder mit anderen Methoden Funktionswerte in
kleinen Umgebungen vergleichen oder abschitzen.)

4. Untersuchung, ob in einem der Randpunkte a bzw. b die Bedingung aus 14.3 fiir ein
lokales Extremum erfiillt ist. Im Wesentlichen durch Vergleich der Funktionswerte f(a)
bzw. f(b) mit jenen fiir nahegelegene x € [a, b].

5. Vergleich der Funktionswerte f(a) bzw. f(b) mit den Werten f(&) fiir alle im Inneren
gefundenen lokalen Extrema & €]a,b[, um das globale Minimum und Maximum zu
finden.

4 2

x 203w
Wir betrachten f: [—1,2] — R mit f(x) := 1 3 +5

1. Kritische Stellen: f/(x) = 23 — 222 + 2 = x(2? — 22 + 1) hat die Nullstellen x := 0 und
14++/1 — 1 = 1 doppelt. Wir setzen x; := 1, dann ist in obiger Notation L = {xg,z1} = {0,1}.

2. Wegen f"(x) = 322 —4x + 1 ist f”(0) =1 > 0 und f”(1) = 0. In zg = 0 haben wir also
jedenfalls ein lokales Minimum mit Funktionswert f(0) = 0.

3. Untersuchung des Punktes 71 = 1: Wegen f'(z) = x(z — 1)?ist f/(z) > 0 fir 0 < x < 1
und 1 < z < 2, somit f sicherlich streng monoton wachsend auf den Teilintervallen |0, 1[ und
|1, 2]. Fiir beliebige Zahlen &, n mit 0 < £ < 1 < n < 2 ist daher wegen der Stetigkeit von f
auch

f(€) < lim f(z) = f(1) = lim f(z) < f(n),

r—1— r—14

weshalb in 1 kein lokales Maximum oder Minimum von f sitzen kann.

4. Randpunkte: Fiir —1 < x < 0 ist f/(z) = z(z — 1)? < 0, also f streng monoton fallend
in [-1,0] und somit ein (striktes) lokales Maximum im linken Randpunkt —1. Wegen der
bereits in 3. vermerkten strengen Monotonie von f im Teilintervall |1, 2] hat f auch im rechten
Randpunkt 2 ein (striktes) lokales Maximum.

80 — £ > 1, f(0) = 0 und

1 _
i =
< 1 nimmt f in 0 das globale Minimum

5. Vergleich der Funktionswerte f(—1) = é +2 4
fR)=1_28 444 16,96 16_ 1516 _ 2
und in —1 das globale Maximum an.
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In der beigefiigten Skizze werden
die Resultate anschaulich:

Globales Minimum in 0,
globales Maximum in —1,
lokales Maximum in 2

und kein Extremum in z = 1.

wiN

17
12
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Teil D

Folgen, Reihen und Integrale von
Funktionen
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16. Taylorreihen und Potenzreihen

16.1. Taylorreihen

Wir kénnen fir eine Funktion f € C°°(I) und zg,x € I die Taylorentwicklung geméf 15.2 fir
beliebige Ordnung n € Ny betrachten

) (g
f(x) = pp(x) + Ry(x) = Z / k:(' 0)(:1: — 20)* + Ry ().

k=0

Falls nun le R, (x) = 0 gilt, dann folgt daraus die Darstellung als Taylorreihe in der Form
n oo

1) Fir exp haben wir in Beispiel 1) aus 15.2 mit xp = 0 bereits gesehen, dass hm Ry(z)=0
fiir jedes € R gilt. Daher erhalten wir unmittelbar die Taylorre1henentw1ck1ung

% Lk 22 3
SR A | T+ 4. (zeR).
e kz:%k! +w+2+6+ (x )

2) Aus Beispiel 3) in 15.2 wissen wir, dass auch die Restglieder der Taylorentwicklungen fiir
cos und sin um xy = 0 fiir beliebiges x € R gegen 0 streben. Daher erhalten wir die beiden
Taylorreihenentwicklungen

T
cos:c—];)(—l) oh 1 st et (x € R)
und o0 2k+1 350 T
x x> 2’
inx = D —p -4 R).
S kz:%( Sarrn T e o WER)

3) Fiir y € R folgern wir aus 2) (und der absoluten Konvergenz der Reihen) nun

2 4 6 3 5 7
cosy+1s1ny—(1——+—4'——6'+ )+1(y——3'+—5'——7'+ )
Lo, Gy)? | Gy () =y
= 1t iy g+ g b b= ) e = Biy),
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©  _k

wobei wir am Ende die in 11.6 definierte Funktion £: C — C mit E(z) := Z % wiederer-

k=0
ook
kannt haben. Nach 1) gilt bereits e* = Z :Z' = E(x) fir z € R, sodass wir nun insgesamt

mit z = x + iy, der Definition e* := e®(cosy + isiny) (vgl. 10.1) und der Funktionalgleichung
fiir F aus 11.6 auf die Gleichung

e =e®(cosy +isiny) = E(x)E(iy) = E(x + iy) = E(2)

stolen. Somit haben wir e* = F(z) fiir alle z € C nachgewiesen und diirfen auch gleich noch
die folgende komplexe Reihenentwicklung notieren:

x  _k

z
ezzz x (z € C).
k=0
4) Wir hatten in Beispiel 2) aus 15.2 die Taylorentwicklung

n k
log(1 + x) Z klm + Ry (z)

1
mit |Ry,(x)| = %H Tro und der Aussage nlgngo R,(x) =0 fir 0 < z < 1. Wir kénnen
Letzteres auch noch auf —% < z < 0 ausdehnen, weil dann —3 < f# < 0 und somit 1 + 6 >
1 |1“ n+1 1 1/2 n+1
gelten muss, was nun |R,(7)| = =5 (m) <oH (1/2> = n+1 — 0 firn — oo erglbt

Zusammenfassend haben wir also die Taylorreihenentwicklung

1
log(1 Z klx ( 2_m<1>

(Wir werden in 16.2 sehen, dass diese Entwicklung auch im gréfleren Bereich —1 < = < 1 giiltig ist.)

Als Spezialfall mit x = 1 erhalten wir noch die Summenformel

f:(_l)m—l L og2
2 I = 5T371 ... =log2.

k=0 k

gemif Binomischem Lehrsatz fiir Potenzen o € R statt m € N. Dazu definieren wir die
Funktion f: | — 1,1[— R mit f(z) := (1 + x)® und erhalten (vgl. Beispiel 2) in 14.5) direkt

m
5) Binomialreihe: Wir suchen eine Verallgemeinerung der Relation (1 + z)™ = Z <m> zk

fl@)=a(l+2)°7 f(z) =ala = 1)1 +2)* 7.

@) =ala—1)- (@ —k+1)(1+2)*F =k <Z> (14 z)*

und folglich f*)(0) = k!(%), d.h. die Taylorentwicklung bis zur Ordnung n lautet

(I+2)*=> (Z)xk + R (7).

k=0
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Das Restglied ist fiir ein gewisses 6 zwischen 0 und z in der Form

a
n+1

afnfl(a—n—l)x.(a—n)w‘“(a—N—l)x.(a)xN

Ry =
@) ( n-+1 n N +1

)(1_,'_0)04771711,71#»1 — (1+9)

wobei wir n > N > a annehmen diirfen, weil wir Konvergenz fiir n — oo untersuchen wollen.

Wir behaupten, dass fir 0 <z < 1 in der Tat lim Rp(x) = 0 gilt.

n— o0

Wegen 0 < 6 < z ist dann (1 + 0)0"”’1 < 1 fiir alle n > «, sodass wir zunéchst

la —n—1lz |a—n|z la—N—-1lz ,ay x
R (2)| < . . . 2N =b, b, b anl,
[Rn(z)] < i} - Nl (N) nt1bn - bnyilan]
erhalten, wobei wir ay := (]‘\",) zN und by = w gesetzt haben. Wihlen wir ¢ € R mit z < ¢ < 1, dann gibt es

wegen 0 < by, — x (k — o0) ein ng € N mit 0 < by < ¢ fiir k > ng. Fixieren wir nun N := max{«, no}, dann gewinnen
wir aus obiger Ungleichung fiir alle n > N wegen 0 < ¢ < 1 die Aussage

|[Rn(2)| < ¢" Ntllay] — 0 (n— o).

Zusammenfassend haben wir folgende Taylorreihenentwicklung gezeigt:

(14 2)" = i (2‘)& 0<z<1).

k=0
(Wir werden spéter sehen, dass diese Entwicklung auch im grofieren Bereich —1 < x < 1 giiltig ist.)

6) Die Taylorreihe fiir arctan um den Punkt z¢p = 0 lasst sich zwar mit einigen Tricks (vgl.

[FK1, §10, 1.6]) fast direkt aus dem Satz von Taylor erschliefien, aber viel eleganter
und rascher kann dies mit Hilfe von ein bisschen Potenzreihentheorie hergeleitet werden, weil
arctan’(z) = H% sich fur |z| < 1 als geometrische Reihe schreiben lésst. Die resultierende
Reihe ist dann auch noch in den Randpunkten x = —1 und = = 1 konvergent (gegen die
richtigen Funktionswerte [Heul, (65.3)]) und fithrt auf die Entwicklung

00 £2k+1 . S
tanz = > (—1)F —r -4+ - ~1<z<1
arctan x kZ::O( )2k+1 x 3+5 7—i— ( x <1)
Speziell fiir x = 1 ergibt sich
m . (—1)F 1 1 1
Z —arctanl = T
gl =3 o 37577

k=0

und fiir z = 1/v/3 die Summenformel

w 1 1 (—1)F
— = arctan — = —

oo
6 ﬁ_ﬁ§@+mw
die eine noch viel rascher konvergente Approximation an 7 liefert.

Bemerkung: Es kann vorkommen, dass die Taylorreihe fiir  # x¢ zwar konvergent ist,
aber nicht die Funktion darstellt. (D.h. in diesem Fall geht das Restglied nicht gegen 0.) Fiir die
Funktion g: R — R mit g(z) = e~ /** (z # 0) und g(0) = 0 aus Beispiel 5) aus 15.1 haben
wir gesehen, dass ¢(™ (0) = 0 fur alle n € Ny gilt. Somit ist die Taylorreihe um zy = 0 fiir
jedes x konvergent, namlich identisch 0, stellt also fiir & # 0 sicher nicht die Funktion dar.
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16.2. Potenzreihen

Fiir eine komplexe Koeffizientenfolge (an)nen, und einen Entwicklungspunkt zp € C ist die
entsprechende Potenzreihe fiir z € C gegeben durch die komplexe Reihe

(e o]

Z an(z — 2z0)".

n=0

Wir sehen unmittelbar, dass jede Taylorreihe eine Potenzreihe definiert.

Hier allesamt mit Entwicklungspunkt zg = 0.

o0
1
1) Die Exponentialreihe Z —'z" fiir e* (Beispiel 1) in 16.1) konvergiert fiir alle z € C.

n=0 """

oo
2) Die geometrische Reihe Z 2" ist konvergent fir |z| < 1 und divergent fur |z| > 1.

n=0

3) Die Reihe Z n!z" konvergiert nur fiir z = 0 (gleich zy), denn fiir z # 0 gilt bekanntlich

n=0
(1/|z])"/n! — 0 (dies folgt z.B. aus 1) wegen der Konvergenz der Exponentialreihe fiir 1/|z|) und
daher kann die Folge der Reihenglieder keine Nullfolge sein:

_ 1
= 7(1”2")" — o0 (n— o).

Inlz"| = nl|z|"

Der Konvergenzbereich beinhaltet offene Kreisscheiben und hat keine LoGcher:

o0

(a) Wenn Z an(z — 2z9)" fur ein z; # 2o konvergiert, dann ist die Reihe absolut konvergent
n=0

fiir alle z € C mit |z — zo| < |21 — 20].

o0

(b) Wenn Z an(z — 2p)" divergent ist fiir ein 2o € C, dann ist die Reihe auch divergent fiir
n=0

alle z € C mit |z — zo| > |22 — 20].

<1

Ein Loch im Konvergenzbereich wiirde bedeuten, dass
konvergent

es Divergenzpunkte gibt, deren Abstand zu zy geringer
ist als jener von gewissen Konvergenzpunkten, was aber
nach (a) und (b) unmoglich ist.

22

20 :
divergent

o0
Beweis: (a): Aus der Konvergenz von Z an(z1 — 20)" folgt |an||z1 — 20|™ — 0 fiir n — oo und

n=0
insbesondere gibt es eine Schranke M > 0, sodass |a,||z1 — z0|™" < M fiir alle n € Ny gilt. Sei

nun z € C mit |z — zg| < |21 — 20|. Dann ist ¢ := ‘LZ;Z;OH

< 1 und weiters

lan(z — 20)"| = |an||z — 20| = |an||21 — 20|"¢" < Mq" (n € Np).
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Daher ist > Mq™ eine konvergente Majorante fiir Y |a,||z — 20|™, woraus die behauptete
absolute Konvergenz folgt.

(b): Sei z € C mit |z — 29| > |22 — 20|- Wére Y a,(z — 29)™ konvergent, dann nach (a) auch

die divergente Reihe Y a,(z2 — 20)" — Widerspruch % . O
o (=1)"
Die Potenzreihe Z 2™ mit zg = 0 (vgl. Taylorreihe fiir log(1 + z), Beispiel
n
n=1
4) in 16.1) ist konvergent fiir z; = 1 (Leibniz-Kriterium) und divergent fiir zo = —1 (harmoni-

sche Reihe), daher schlieen wir, dass wir (absolute) Konvergenz in der offenen Kreisscheibe
K1(0) :={z € C| |z| < 1} haben und Divergenz fiir |z| > 1.

Uber die Randpunkte von K7(0) mit |z| = 1 gibt es oben in (a), (b) keine allgemeinen Aussa-
gen. In der Tat haben wir ja gesehen, dass im vorliegenden Beispiel die Reihe im Randpunkt
1 konvergiert, aber im Randpunkt —1 divergiert.

16.3. Der Konvergenzradius einer Potenzreihe

o0

Wir betrachten die Potenzreihe Z an(z — 2zp)" und setzen voriibergehend w := z — z9 € C,
n—
um den Konvergenzradius R der Potenzreihe wie folgt zu definieren:
e R:= 00, falls > a,w™ fir alle w € C konvergent ist,

o R :=sup{|w| | > a,w™ ist konvergent}, falls es eine Zahl wy € C gibt, fiir die > a,wy
divergent ist. (In diesem Fall ist > a,w™ nach den Erkenntnissen aus 16.2 fiir alle w € C mit
|w| > |ws| divergent und somit {|w]| | > a,w™ ist konvergent} C R beschréankt.)

(o.¢]

Die Konvergenzeigenschaften der Potenzreihe E an(z — zp)" lassen sich so zusammenfassen:
n=0

a '

1. Fall R = oco: Die Potenzreihe konvergiert fiir jedes z € C absolut.

2. Fall 0 < R < oo: Die Potenzreihe ist absolut konvergent fiir jedes z € C mit
|z — 20| < R und divergent fiir jedes z € C mit |z — zp| > R.

3. Fall R = 0: Die Potenzreihe konvergiert nur fiir z = 2y und ist sonst divergent.

Im zweiten Fall ist also Konvergenz auf der offenen
Kreisscheibe konvergent

20
KRr(20) :={2€C ||z — 20| < R} y divergent

vom Radius R mit Mittelpunkt zy in C garantiert.

Uber das Konvergenzverhalten auf dem Rand von Kg(z) — das sind die Punkte z € C mit
|z — z0| = R — gibt der Konvergenzradius selbst keine allgemein giiltige Information und diese
Félle missten bei Bedarf jeweils direkt untersucht werden.
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o (1)
1) Die Potenzreihe Z uz" mit Entwicklungspunkt zp = 0 hat den Konvergenzradius
n
n=1
R =1, weil wir am Ende von 16.2 bereits gesehen haben, dass sie fiir |z| < 1 konvergiert und
fiir |z| > 1 divergiert. Auerdem ist sie im Randpunkt z = 1 konvergent, aber im Randpunkt

z = —1 divergent.

(e 9]

2) Fiir die Potenzreihe Z 2" ist R = 1 und wir haben Divergenz in allen Randpunkten
n=0

|z| = 1, wie wir aus Beispiel 2) in 16.2 wissen.

[e.e]

1
3) Die Potenzreihe Z — 2" hat den Konvergenzradius R = 1 und konvergiert in allen Rand-

n=1

punkten |z| = 1, denn fiir |z| > 1 bilden die Reihenglieder |z|"/n? keine Nullfolge (bzw. der

ntl 1)? .. . .
Quotiententest ergibt lim % =2/ > 1) und fiir [2| < 1 finden wir mittels |z|"/n? < 1/n?
n—o0 z n

eine konvergente Majorante.

Methoden zur Bestimmung des Konvergenzradius: In den obigen Beispielen konnten
wir stets den Konvergenzradius R durch Auffinden von geeigneten Konvergenz- und Diver-
genzpunkten festnageln und diese Vorgangsweise funktioniert in vielen konkreten Beispielen
auch hinreichend gut, zumindest um in der Praxis eine brauchbare obere oder untere Ab-
schiatzung fiir R zu finden. Systematischer sind die beiden folgenden Bestimmungsmethoden.

lan] )
|a"ﬂ+1| n>ng

(a) Quotientenmethode: Falls fiir irgendein ng € Ny die Folge ( konvergent oder

bestimmt divergent gegen oo ist, dann gilt

(16.1) R = lim

(Achtung: Hier treten im Vergleich zum Quotiententest fiir Reihen genau die Kehrwerte auf.)

Beweis: Wir wenden den Quotiententest auf die Reihe Z an(z — z0)™ an und bestimmen

a z — zg)|* 11 a 1
o= lim M=|Z*ZO| lim M:‘Z,Z(ﬂ.i.

n— oo |an(z — Zo)n| n— 00 \an\ i lan|

n—oo lan+1l
Im Falle @ < 1 haben wir Konvergenz, d.h. fir |z — 20| < lim ‘ala:_‘l‘, und im Falle & > 1 Divergenz, d.h. fir

n—oo "M
_ ; lan]|

|z — zo| > nlew amii]” O

(b) Hadamard-Formel: Mit der Konvention ,,% = o0 und ,,é = 0“ gilt

1
16.2 =
(162) lim sup |ay, |1/™
(Fiir den Begriff des Limes superior, lim sup, erinnern wir an 6.5.)
Ist speziell die Folge (|a,|"/™) konvergent, dann gilt

1

~ lim |an |/

(16.3)
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Beweis: Wir wenden den Wurzeltest auf die Reihe Z an(z — z0)™ an und betrachten

nll/n 1/n

B :=limsup |an(z — 20) = |z — 20| limsup |an|
Im Falle 8 < 1, d.h. |z — 2| <
1/n

T up [an i/ wéhlen wir eine Zahl v € R mit 8 < v < 1. Dann gibt es einen Index
N € N mit |an(z — 20)" <~ < 1 fir alle n > N, woraus die Konvergenz nach dem Wurzeltest folgt.

Im Falle 8 > 1, d.h. |z — 20| > /" > 1 fiir unendlich viele n € N, daher ergibt der

Waurzeltest hier Divergenz.

7 8ilt |an(z — 20)"]

1
lim sup |an |1/

Ist zusétzlich (Jan|'/™) konvergent, dann gilt wegen lim sup |an|'/™ = lim |an|'/™ die zweite Aussage. O

4) Die Potenzreihe Z nz" hat den Konvergenzradius R = lim D) +1) =1.
n=1
Z 2" (z " hat den Konvergenzradius R = lim 2n11 = %, d.h. diese Potenzreihe ist fiir

Z € (C mit |z — 2| < 3 konvergent, divergiert aber fiir z € C mit [z — 2| > %
o
6) Die Potenzreihe Z n"z" hat Konvergenzradius R = 0, konvergiert also nur fiir z = 0,
n=1
denn es gilt lim sup [n|"/" = limsupn = limn = oo.
Bemerkung: Falls wir eine Potenzreihe der Form > ;2 agk+1(z — ,20)2]€+1 vorliegen haben,
wo also nur die ungeraden Potenzen vorkommen und somit agr = 0 fiir jedes k € Ny, dann

konnen wir die Formel (16.1) nicht direkt anwenden. Falls aber asg1q # 0 ist fiir alle £ € Ny

) la ‘
und die Folge <|a§:71:1%\>k:6N0

folgt vorgehen, um den Konvergenzradius R zu bestimmen:

konvergent oder bestimmt divergent ist, dann kénnen wir wie

o0 [e.9] [e.9]

Z a1 (z— zo)%ﬂ (z—2p Z agk+1(z — zo)% = (z—2p) Z Ao w®  mit w = (z— z0)2

k=0 k=0 k=0

und der Konvergenzradius R; der letzten Potenzreihe ist R} = h Iz%il:, die Bedingung
k—oo

|lw| < Ry ist gleichbedeutend mit |z — 29| < v/Ry, daher gilt R = v/R;.

2k

Analog ist die Vorgangsweise bei Reihen Y 72 agkr(z — 20)*" mit geraden Potenzen.

16.4. Die Summenfunktion einer Potenzreihe
oo

Fiir eine Potenzreihe Z an(z — 20)" mit Konvergenzradius R > 0, ist die Summenfunktion
n=0

[e.9]

Z (z —29)" jedenfalls auf der Menge K := {2z € C| |z — 20| < R}

definiert, weil die Konvergenz der Reihe dort garantiert ist. Im Falle R = oo ist K = C und fiir
0 < R < ooist K = Kpr(z0) eine offene Kreisscheibe wie bereits im 2. Fall in 16.3 festgestellt.
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Ab nun konzentrieren wir uns auf den Spezialfall eines reellen Entwicklungspunktes xg € R
(statt zo € C) mit reellen Koeffizienten a, € R fiir alle n € Ny (statt a,, € C) und betrachten
fiir das offene Intervall I := K NR die reelle Funktion

[e.e]

(16.4) frI—-R mit f(z)= Z an(z — x0)".

n=0
Im Falle R = oo erhalten wir I = R und fiir 0 < R < oo ist I =]zg — R,xo + R|.

Jetzt konnten wir etwas iibermiitig die Summe als ,,sehr dhnlich zu einem Polynom® auffassen
und gliedweise differenzieren, also die Potenzreihe

o)
Z nay, (x — z0)"
n=1

betrachten (der Term mit n = 0 war konstant und ist deshalb weggefallen).
Wir behaupten: Die ,abgeleitete Reihe® hat denselben Konvergenzradius R.

Fir z # x ist die Konvergenzeigenschaft unverdndert, falls wir mit x — ¢y multiplizieren, was
o0

uns zur Potenzreihe Z nay(x — x)" fihrt; fiir deren Konvergenzradius R; berechnen wir
n=1
nach der Hadamard-Formel (16.2) mit Hilfe des Resultats von (5.1), d.h. n'/? = 1 (n — o)
nun direkt
1 1 1 B

e lim sup |nay, |/ - lim sup(nt/7|a,|/™) - lim sup |a, |[/7

In dieser Art konnen wir zu hoheren gliedweisen Ableitungsreihen gehen und bewahren immer
den Konvergenzradius. Es bleibt allerdings die Frage, ob die so erhaltenen Reihen nun auch
f'(x) usw. darstellen. Dies lasst sich aber mit den Methoden aus Kapitel 20 spater miihelos
nachweisen und das werden wir dort auch nachholen. Wir notieren aber aus praktischen
Griinden hier gleich das Ergebnis.

Satz: Die in (16.4) definierte Summenfunktion einer reellen Potenzreihe ist auf I beliebig oft
differenzierbar und es gelten fiir x € I die Formeln aus der gliedweisen Differentiation der
Reihen, d.h.

fi(@) =) nan(z — x9)" ",
n=1

f(x) = Z n(n — 1)an(z — x)" 2,
n=2

[e.9]

fP2) =D nn—1)(n—k+1an(z — z)" "

n=~k

Die Taylorreihe der Summenfunktion ist gerade die urspriingliche Potenzreihe:
Werten wir nédmlich obige Darstellungen fiir f(x) und die Ableitungen bei z = xy aus, so
erhalten wir sukzessive

f(x(]):CLO?f/(‘TO):1'0’1:alaf//(m):2']—'a2:2!a27--'7f(k)($0):k!aka"'
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D.h. fiir a, (n € Np) ergeben sich daraus mit

f(n) (z0)

Ap = —
n.

genau die Koeffizienten der Taylorreihe von f.

Folgerung — Identitdtssatz (,,Koeffizientenvergleich*): Sind die Summenfunktionen
o

oo

der beiden reellen Potenzreihen Z an(r — )" und Z bp(x — z0)" mit Entwicklungspunkt
n=0 n=0

x¢ identisch auf einem offenen Intervall der Form |z — r, xo 4+ r[ mit 7 > 0, dann miissen die

Koeffizientenfolgen tibereinstimmen, d.h. a,, = b, fiir alle n € Ny.

Beweis: Wir setzen f(z) := > ap(x — xo)™ und g(z) := > by(z — x)" fir |z — z¢| < r und
erhalten f = g als C*°-Funktionen |zo — r, zo + r[ — R. Nach der obigen Erkenntnis stimmen
die Taylorreihen von f und g mit den jeweiligen Potenzreihen {iberein, also folgt

_ f™ (o) g™ (z0)

an ' = ‘ =b, firalle n € Ng.
n! n!
O
1) i na = _t fir |z| < 1, denn wir berechnen
— (1—x)2 ’
- — d d & d (1 1

n—1 n n

g _— = — = — = 1

Y= =g Y= () =gy <D

2) Wir wissen aus Beispiel 4) in 16.1, dass die Entwicklung

(-1

log(1+z) = Z —a"
n=1 n

zumindest fur —% < x < 1 glltig ist und werden dies hier nun auf den Bereich —1 < z <1
ausdehnen: Dazu bemerken wir zunéichst, dass der Konvergenzradius der Potenzreihe auf der
rechten Seite 1 ist (analog zu Beispiel 1) in 16.3) und erhalten fiir |x| < 1 die Beziehung

o ¢ el / 0o )
(Z “)Lx) =Y e = Y ) = = g1 42,

n=1 n=1 n=1

Die Ableitungen stimmen also {iberein, weshalb die Differenz der beiden Funktionen konstant

S -1 n—1
ist. Wegen log(1+0)=0= Z L

n=1

0" ist diese Konstante 0.
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3) Fiir die Binomialreihe mit o € R hatten wir in Beispiel 5) aus 16.1 die Taylorreihenent-

wicklung
= (o
1 « — n

n=0
bereits fir 0 < z < 1 gezeigt. Wir dehnen dies nun auf |z| < 1 aus: Zunéchst weisen wir

nach, dass der Konvergenzradius R der Potenzreihe auf der rechten Seite gleich 1 ist. Wir
verwenden dazu (16.1) und berechnen

a a(a—1)-(a—n+1
Re g AGL gy, S nl
n—o00 ( o ) n=oo |a(a=1)--(a—n)| n—o0 |a — n| ’
n+1 (n+1)!
Wir betrachten nun g, f: ] —1,1[— R mit g(z) := (1 + 2)® und f(z) := Y72, (7)z". Dann

gilt einerseits (1 + x)¢'(z) = (1 + z)a(l + 2)*' = ag(r) und dank n(%) = a(®7]) und

n—1
(arjl) + (gj) = (') erhalten wir auch

Daher folgt

[@)\ _ @y~ f@)g'@) _ e -
(g(x)) N g(z)? = 9(2)? =0 firalleze]—1,1],

also ist % konstant. Wegen f(0) =1 = g(0) folgt daher f(z) = g(z) fir alle x €] — 1,1].
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17. Integrale

Die geometrisch-intuitive Fragestellung nach dem Flachen- *5‘
inhalt unterhalb des Graphen einer (nichtnegativen) Funk- \
tion f: [a,b] — R fiithrt rasch auf die Idee der Approxima-

tion dieser Flache durch mehrere schmale Rechtecke. Xg 7Z
Interpretieren wir die oberen horizontalen Seiten dieser f
schmalen Rechtecke als Funktionswerte entlang des ent-
sprechenden Teilintervalls, so gelangen wir zum Begriff der
Treppenfunktion. Solche bilden den Ausgangspunkt fiir den
schrittweisen Aufbau von Konzepten zur Integrierbarkeit
und fiir das Integral von Funktionen. a b’

Zur ,Vorwarnung® sei schon angekiindigt, dass es nun im vorliegenden Kapitel zu einer eher
konzeptuell-theoretischen ,Durststrecke” kommt, bis konkrete Berechnungen von Integralen
erst ab dem folgenden Kapitel 18 praktikabel werden.

17.1. Treppenfunktionen

(a) Wir betrachten zunéchst stiickweise konstante Funktionen auf einem kompakten nichtlee-
ren Intervall [a,b], die wir als Treppenfunktionen bezeichnen: Eine solche ist gegeben durch
eine Zerlegung a = 9 < x1 -+ < Tp—_1 < T, = b und Zahlen cy,...,c, € R als Funktion
@: [a,b] — R mit

o(x)=c; firz;1 <z<z;,1<j<n.

D.h. ¢ ist konstant auf jedem Teilintervall |z;_1, z;[ und die Funktionswerte in den Teilungs-
punkten x; selbst sind beliebig.

———————— Ck+1

Cpb--mmmm -

a=x0 --- Tk-1 Tk Tkl ---xp=02>
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(b) Ist I C R ein nichtleeres Intervall, das nicht nur aus einem Punkt besteht, dann heift
@: I — R Treppenfunktion auf I, falls es a,b € I mit a < b gibt, sodass ¢ eingeschrinkt auf
[a, b] eine Treppenfunktion im Sinne von (a) ist und ¢ auf I\ [a, b] verschwindet.

(c) Ist ¢: I — R eine Treppenfunktion, die auf I \ [a,b] verschwindet und auf [a,b] eine
Darstellung wie in (a) hat, dann definieren wir das Integral durch

[ el da =
I

Hat I die Randpunkte o < 3, wobei a = —o0 oder 8 = oo zugelassen ist, dann schreiben wir
meistens

WE

¢j(xj — wj1)-

j=1

/Bgo(x) dz statt /(p(m) dz.
o 1

Wir sehen, dass die Funktionswerte an den Teilungspunkten der Zerlegung fiir eine Treppen-
funktion keinen Einfluss auf den Wert des Integrals haben.

Monotonieeigenschaft: Sind ¢, : I — R Treppenfunktionen mit ¢ < ¢, d.h. p(z) < ¥(x)
fiir alle z € I, dann folgt

/@(m) dz < /w(a:) dx.
T T

17.2. Nullmengen und Giiltigkeit von Aussagen fast iiberall

Fiir ein beschrianktes Intervall J C R mit den Randpunkten «a, 8 € R, a < 3, bezeichnen wir
hier die Lange mit
|| := 5 — a.

Eine Teilmenge M C R heifit Nullmenge, wenn es zu jedem e > 0 hochstens abzéhlbar viele
beschrankte Intervalle J, C R (k € N) gibt, sodass

M C UJk und Z|Jk|§€
k=1 k=1

oo

gilt. Hier ist U Jr = {z € R es gibt ein k € N mit x € Ji} und wir kénnen J;, = 0 fir k& >
k=1

N + 1 setzen, falls endlich viele Intervalle .J1, ..., Jy ausreichen sollten.

Beispiel: | Jede endliche oder abzdhlbare Teilmenge M von R ist eine Nullmenge. Wir iiber-
prufen das im Falle, dass M abzéhlbar unendlich ist, der Fall endlicher Mengen ist einfacher.
Wir konnen also M = {xj, | k¥ € N} schreiben. Zu vorgegebenem & > 0 setzen wir

(ke N)

i e
Jk = xk—ﬁ,xk+2kﬁ

und erhalten zj € J;, und daher M C |J72; Ji sowie

> > € el ¢
Z‘Jk’:ZQ' k41~ 9Zu9j 9
= = 2 2j:0 27 21—
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Speziell ist also Q eine Nullmenge in R.

Eigenschaften: (i) Teilmengen von Nullmengen sind Nullmengen.

(ii) Die Vereinigung von hochstens abzéhlbar vielen Nullmengen ist wieder eine Nullmenge.
(Siehe z.B. [Heul, Hilfssatz 84.1] fiir Beweise.)
Wenn A(x) eine Aussage in Abhéngigkeit von z € D C R ist, dann sagen wir die Aussage

A(x) gilt fast dberall, abkiirzend f.ii., falls es eine Nullmenge M C R gibt, sodass A(x) wahr
ist fiir alle z € D\ M. Wir sagen in dieser Situation auch A(x) gelte fiir fast alle x € D.

17.3. Integrierbare Funktionen

Sei wiederum I C R ein Intervall mit Randpunkten o < 3, wobei @ = —o0 oder f = o0
erlaubt ist. Die entscheidende Erweiterung des Integralbegriffes auf eine grofie Klasse von
Funktionen auf I gelingt uns mittels Approximation durch monoton wachsende Folgen von
Treppenfunktionen, d.h. fir jedes n € N ist eine Treppenfunktion ¢, : I — R gegeben und es

gilt n, < ny1-

Wir bezeichnen mit LT (I) die Menge aller Funktionen f: I — R mit folgender Eigenschaft:
Es gibt eine monoton wachsende Folge (¢,,) von Treppenfunktionen auf I, sodass

o on(z) = f(x) (n — o0) fiir fast alle x € T gilt

 und die Zahlenfolge ( J O'/f on(T) da:)n N konvergent ist; wegen der Monotonieeigenschaft
aus 17.1 geniigt schon die Beschrénktheit dieser Integralfolge.

Fir f € LT (I) setzen wir

/ﬁf(x)dx:/f(a:)d:c ;= lim /ﬂgon(a:)dx

n—00
1

(und tberspringen den Nachweis, dass dieser Wert nicht von der Wahl der approximierenden Treppenfunktionsfolge
abhingt; vgl. dazu [Heu2, Abschnitt 123] oder [ASV, Kapitel 4]).

Schlielich bezeichnen wir mit L(I) die Menge aller Funktionen f = g — h mit g,h € L*(I)
und definieren das Integral von f durch

B B B
/f(x)dx ::/g(x)d:r—/h(x)dw

(und bemerken nur, dass dies unabhéngig von der Wahl von g und h ist; vgl. [Heu2, 123] oder [ASV, Kapitel 4]).

Die Menge L(I) heifit Menge der integrierbaren Funktionen. Genauer sind dies die Lebesgue-
integrierbaren bzw. L-integrierbaren Funktionen auf 1.
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Einfache Eigenschaften des Integrals: (Beweise z.B. in [Heu2, Abschnitt 123] oder [ASV, Kapitel 4].)
(i) Linearitét: Sind f,g € L(I) und A\, u € R, dann ist Af 4+ pug € L(I) und es gilt

B B B
JOs@ + pg@)de = A [ (@) do+p [ go)do

«

(ii) Fir a < ¢ < B gilt: f € L(I) genau dann, wenn f integrierbar auf |o, ¢[ und auf |¢, 5]. In

diesem Fall gilt
B
/ f(z)dx = / f(z)dx + / f(z

(iii) Sind f,g € L(I) mit f(z) = g(z) fir fast alle z € I, dann folgt f’B )dx = jﬁ dz.
(iv) Monotonie: Sind f,g € L(I) mit f(z) < g(x) fir fast alle x € I, dann gilt

B B
/f §/ (z)dx.

(v) Sind f,g € L(I), dann sind auch |f|, max(f, g) und min(f, g) integrierbar.
(vi) Ist f € L(I) und ff |f(x)| dz = 0, dann folgt f(z) = 0 fast tiberall.
(vii) Dreiecksungleichung: Fiir f € L([I) gilt

B

/f(w)dx S/BIf(m)|dx.

«

Zwei Konventionen: Wir setzen /f(x) dz := 0 und /f(x) dz := — [ f(x)dz, fithren also

Q\Q

durch Zweiteres eine Orientierung des Integrationsintervalls I ein.

Integrierbarkeitskriterium: Eine Funktion f: I — R ist genau dann integrierbar, wenn
o0

I = U I, mit aufsteigenden Teilintervallen Iy C I, C --- C [ gilt, sodass f auf jedem I
k=1
(k € N) integrierbar ist und die Folge

(/ \f(:v)]dx)neN beschrankt ist.

In diesem Fall gilt
/ f(x)dx = hm / flx
I

(Beweis in [ASV, Kapitel 4] oder [Heu2, Satz 125.5].)
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Dieses Kriterium eignet sich gut fiir unbeschrankte Intervalle, wie z.B. I =0, co[ mit I} :=
10,k[ (k € N), falls f auf allen kompakten Intervallen integrierbar ist. Letzteres trifft z.B.
immer fiir (stiickweise) stetige Funktionen zu, wie wir bald sehen werden.

17.4. Riemann-Summen und R-Integrierbarkeit

Hier betrachten wir ein kompaktes Intervall der Form I = [a,b] mit a,b € R, a < b und eine
Funktion f: [a,b] — R.

Wir fithren nun spezifische, an f ,adaptierte“ Treppenfunktionen ¢ auf [a, b] ein: Dazu sei eine
Zerlegung a = g < x1 -+ < Tn—1 < T = b beschrieben durch die Menge ihrer Teilungspunkte
Z = {xg,x1,...,oy} und die entsprechenden Intervalle Jy := [zx_1,2%] (K = 1,...,n). Die
Zahl m(Z) := max{|Ji|,...,|Jn|} nennen wir die Feinheit der Zerlegung Z. Nun wéhlen
fir die Zerlegung Z einen Zwischenvektor & := (§1,...,&,) mit & € I und betrachten die
Treppenfunktion ¢: [a,b] — R mit

p(x) = f(&) fiirzp 1 <@ <apl<k<n

f (&)

a = xo mk_lgk Tk Tn =b

Die Riemann-Summe von f zur Zerlegung Z mit Zwischenvektor £ ist dann definiert durch
b n
5(2.6) 1= [e(@)do = Y F(E)(x — mi-1).
p k=1

Die Funktion f: [a,b] — R heifit nun R-integrierbar oder Riemann-integrierbar, falls es eine
Zahl s € R gibt, sodass zu jedem £ > 0 ein § > 0 gibt, sodass fiir jede Zerlegung Z mit
Feinheit m(Z) < ¢ gilt

|S(Z,€) — s| <e fir jeden Zwischenvektor £ zur Zerlegung Z.

In diesem Fall ist durch

R—/f(:L‘) dr:=s

a

das Riemann-Integral von f definiert.
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Das R-Integral auf [a, b] ist ein Spezialfall des L-Integrals, denn es gilt der folgende
Satz: Eine R-integrierbare Funktion f: [a,b] — R ist auch L-integrierbar und es gilt

R—/bf(x)dx:/bf(fc)dx

(Beweis durch [Heul, Satze 108.2 und 108.3] wie in [Heu2, Abschnitt 123] erwéihnt; siehe auch [Str, Theorem 6.29].)

Gleichmiflige Approximation durch Treppenfunktionen: Fiir beschrinkte Funktio-
nen, die sich in der unten beschriebenen Art approximieren lassen, fithrt dies auf den spezifi-
scheren Begriff des Cauchy- oder Regelintegrals, wie es z.B. in [FK1, §11] verwendet wird.

Wir sprechen von gleichmdfiger Approximation einer beschrankten Funktion f: [a,b] — R
durch eine Folge von Treppenfunktionen (¢,,) auf [a, b], falls folgende Bedingung erfiillt ist:

(17.1) If = @nll := sup{[f(z) = gn(@)| [ 2 € [a,0]} = 0 (n — o0)

In diesem Fall ist f R-integrierbar ([Heul, Satz 104.4]), daher auch L-integrierbar, und es gilt

n—oo

(17.2) /bf dz = lim /son

17.5. Stiickweise stetige und monotone Funktionen sind auf
kompakten Intervallen integrierbar

(a) Sei f: [a,b] — R stetig und € > 0 beliebig. Dann gibt es eine Treppenfunktion ¢: [a,b] — R
mit der Eigenschaft

If =l = sup{|f () — w(2)| [z € [a, 0]} <e.

Beweis: Nach 13.5 ist f gleichméfig stetig auf [a,b], daher kénnen wir ein 6 > 0 wéhlen,
sodass | f(z) — f(y)| < e gilt fur alle z,y € [a, b] mit |z —y| < §. Dann wéhlen wir noch N € N
so groB, dass h := (b — a)/N < 0 garantiert ist, und setzen Teilungspunkte xy := a + kh
(k=0,1,...,N) an. Nun definieren wir ¢: [a,b] — R durch

flag_q) firzp <z <zp(l <k <N)
p(z) = L
f(b) firx =5

und erhalten wegen 0 < xx — xx_1 = h < ¢ laut Konstruktion eine Treppenfunktion mit der
Eigenschaft |f(z) — ¢(z)| < ¢ fiir alle x € [a, b]. O

Durch sukzessive Anwendung auf ¢ = 1/n (n € N) kénnen wir so eine Folge von Treppen-
funktionen (¢,,) finden, die wegen

1
If = gall €= =0 (0 o0)

die Eigenschaft (17.1) erfillt. Daher ist die stetige Funktion f: [a,b] — R integrierbar.
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(b) Wir nennen eine Funktion f: [a,b] — R stiickweise stetig, wenn es eine Zerlegung a = ag <
ap < -+ < ay = bgibt, sodass f auf jedem Teilintervall Jay_1, ay| stetig ist (k = 1,..., N) und
in den Teilungspunkten einseitige Grenzwerte besitzt (links und rechts in aq,...,an_1, rechts in
a = ag und links in b = ay).

In diesem Fall ist jede Einschrankung von auf |ag_1, ax[ eindeutig stetig fortsetzbar zu einer
stetigen Funktion f; auf dem kompakten Intervall [ay_1,ax] und wir erhalten die Integrier-
barkeit von f auf [a,b] und das Integral aus der Eigenschaft (ii) in 17.3 mittels

b N @
a/ f(a)da = kg/ fi(w) da.

(c) Nun sei f: [a,b] — R eine monotone Funktion. Auch in diesem Fall ist es leicht, eine
gleichméaBige Approximation durch Treppenfunktionen zu finden und daraus dann wie in (a)
auf die Integrierbarkeit zu schlieflen.

(Wir nehmen f als monoton wachsend an, fiir fallendes f gehen wir zu —f tber. Fir N € N grof§ genug setzen wir
zunéchst h := (f(b) — f(a))/N und unterteilen das Intervall [f(a), f(b)] mittels yx := f(a) +kh (k=0,1,...,N). Durch

ar :=sup{z € [a,b] | f(z) <ye} (k=0,1,...,N)
erhalten wegen der Monotonie a = ag < a1 < --- < any = n mit der Eigenschaft, dass entweder a;_1 = aj gilt oder
Ye—1 < f(x) Syp fir ap_g <z < ay.
SchlieBlich definieren eine Treppenfunktion ¢: [a,b] — R mit ¢(z) := yg, falls ax_1 < = < ag.)

Bemerkung: Eine monotone Funktion f auf [a,b] hat hochstens abzéhlbar viele Unstetig-
keitsstellen ([Heul, Satz 39.5]) und ist beschrankt (wegen |f(z)| < max{|f(a)|,|f(b)|}). Nun
sind allgemein beschrankte Funktionen auf [a, b] mit hochstens abzéhlbar vielen Unstetigkeits-
stellen wiederum garantiert R-integrierbar ([Heul, Satz 84.3]), somit auch L-integrierbar.
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18. Stammfunktionen

18.1. Mittelwertsatze
Hier sei a,b € R mit a < b.

(a) Ist f: [a,b] — R integrierbar und beschrankt durch m < f(z) < M fir alle z € [a, ],
dann gilt die Ungleichung

b
m(b—a) < /f(:c) dz < M(b— a).

Beweis: Die konstanten Funktionen mit den Werten m und M auf [a,b] sind Treppenfunk-
tionen mit trivialer Zerlegung a = o < x1 = b und den Integralen m(b — a) und M (b — a).
Daher folgt die Behauptung aus der Monotonie des Integrals nach 17.3, Eigenschaft (iv). O

(b) Ist f: [a,b] — R stetig, dann gibt es eine Stelle # € [a, b] mit

[ f@)dz = 10)0 - o).

Anschaulich gesprochen bedeutet diese
Aussage, dass die Fliache unter dem Funk-
tionsgraphen gleich der Rechtecksfliche
mit Breite b — a und Hohe f(0) ist.

Beweis: Als stetige Funktion auf dem kompakten Intervall [a,d] ist f beschrénkt und nimmt
einen Minimalwert m und einen Maximalwert M an gewissen Stellen &, 7 € [a,b] an, sagen
wir f(§) = m und f(n) = M. Damit gilt m < f(x) < M fiir alle z € [a,b] und wir erhalten
aus (a) die Ungleichung

b
f@ =m< DY g,

Falls in der linken oder der rechten Ungleichung Gleichheit besteht, sind wir bereits fertig.
Andernfalls gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein 6 im offenen Intervall aufgespannt von &
und 7, sodass f(0) = [° f(x)da/(b— a) gilt. O
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18.2. Stammfunktionen

Hier sei I C R ein beliebiges Intervall.

Definition:

Eine differenzierbare Funktion F': I — R heifit Stammfunktion der Funktion f: I — R,
falls gilt
Fl(z) = f(z) (z€l).

1) Jede konstante Funktion auf I ist eine Stammfunktion der Nullfunktion.
2) Auf R ist durch F(x) = —e™™ eine Stammfunktion von f(z) = e~ gegeben.

3) Auf R ist sin eine Stammfunktion von cos und — cos ist eine Stammfunktion von sin.

4) Fir f(z) =a™ (n € N) ist F(x) := f:_:ll eine Stammfunktion auf R, denn
d l.nJrl "
dx (n—l—l) (n+ )n+1 v

Satz: Ist F eine Stammfunktion von f auf dem Intervall I und bezeichnen wir die konstante
Funktion mit Wert ¢ € R auf I ebenfalls mit ¢, dann gilt:

(i) Fiir jedes ¢ € R ist auch F' + ¢ eine Stammfunktion von f.
(ii) Jede Stammfunktion von f auf dem Intervall I ist von der Form F' + ¢ mit ¢ € R.
Beweis: (i) folgt unmittelbar aus (F +¢) = F' + = f4+0=f.
(ii) Ist G: I — R ebenfalls eine Stammfunktion von f, dann erhalten wir
(G—F)(z) =G (x) - F'(z) = f(z) — f(z) =0 fiiralle z € I.

Daher ist G — F' konstant auf dem Intervall I, also gibt es ein ¢ € R mit G = F + c. O

18.3. Stammfunktionen und Integration
Hier ist I C R ein beliebiges Intervall.

Sind a,b € I mit a < b und f integrierbar auf [a,b], dann kénnen wir durch

U(z) ::/f(t)dt (z € [a,b])

eine Funktion U: [a,b] — R definieren. Diese Funktion U ist stetig (vgl. [Heu2, Satz 131.1]).
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Wir konnen dies zumindest in dem Fall, dass f zusétzlich auf [a,b] beschrinkt ist, sehr leicht nachweisen: Nehmen wir
an, dass |f(t)| < M fir alle ¢ € [a,b] gilt. Sei nun zg € [a, b] beliebig. Dann erhalten wir fiir z € [a,b] mit x > z¢ aus
den Eigenschaften des Integrals in 17.3 und schliellich dem Mittelwertsatz

[U(z) = Ulzo)| = /f(t)dt*/f(t)dt = /f(t)dtJr/f(t)dt*/f(t)dt

- /f(t)dt s/|f<t>\dtSM<x—xo>.

Entsprechend ergibt sich fir z € [a,b] mit ¢ < zo zunidchst U(zo) — U(z) = f:o f(t)dt und dann die Ungleichung
|U(zo) — U(z)| < M(zo — ), also insgesamt

|U(z) — U(zo)| < M|z —xzo| fir alle z € [a, b].

Daraus lasst sich die Stetigkeit von U mit dem e-6-Kriterium direkt ablesen.

Wir betrachten die Funktion f: R — R

mit f(z) := 0 fir x < 0, f(z) := 1 fir x > 0. ’
Fiir jedes N € N ist f auf [N, N] integrierbar, f
denn die Einschrankung stimmt dort mit einer (sehr

einfachen) Treppenfunktion iiberein.

—

Fiir —N <z <0 ist wegen f(t) =0 fir —N <t < x sicherlich U(xz) =0. Fir 0 <z < N ist

U(z) = /mf(t)dt:/xldt:x.
-N 0

Somit ergibt sich die Funktion U: [-N, N] — R mit

U(x) =

0 firz <0, v
x firz >0,

die zwar stetig ist, aber in 0 nicht differenzierbar.

Wir werden nun sehen, dass wir unter der stdrkeren Voraussetzung der Stetigkeit an f durch
die obige Integralformel fiir U eine differenzierbare Funktion erhalten, die auch eine Stamm-
funktion von f ist.
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Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

(a) Ist f: I — R stetig, dann gibt es eine Stammfunktion fir f auf I. Konkret konnen
wir fiir beliebiges x¢ € I die Funktion

F@y:/ﬂwm (zel)

betrachten, dann ist F' eine Stammfunktion von f auf I mit der Eigenschaft F'(zp) = 0.

(b) Fiir jede Stammfunktion F' der stetigen Funktion f: I — R gilt fiir beliebige a,b € I
die Auswertungsformel

b
[ 1®dt = F®©) ~ F@) = F@)L: = [P

\.

Beweis: (a): Fir jedes © € I ist f als stetige Funktion integrierbar auf einem beliebigen
kompakten Teilintervall, das sowohl zq als auch = enthélt, weshalb die Funktion F': I — R
gemaf der angegebenen Formel definiert werden kann. Dann ist F'(z¢) = 0 klar.

Sei nun x € I ein beliebiger fester Punkt, in dem wir die Differenzierbarkeit von F' nachweisen
wollen. Fiir y € I mit y > z ist

Fy) - F(x) = / F(tydt - / F(t)dt = / F(t)dt + / F(tydt - / F(tydt = / F(tydt

und auch im Falle y < x ergibt sich

F(y) - F(x) = / F(tydt - / F(tydt = / F(tydt - (/ F(t)dt + / 7(t) dt)

:_jﬂoazjﬂw@

Nach dem Mittelwertsatz 18.1(b) gibt es ein 6 zwischen z und y mit der Eigenschaft

[ 1wt = 10)y ),

wobei sich das Vorzeichen im Falle y < = wegen y —z < 0 richtig einstellt. Daher erhalten wir

Fly) - F
Yy—T

@) _ L g
- y_xx/f(t)dt—fw)

mit 6 zwischen x und y. Mit y — x strebt auch § — = und wegen der Stetigkeit gilt dann
auch f(0) — f(z). Somit folgt aus der obigen Gleichung nun
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woraus die Differenzierbarkeit von F' mit Ableitung F'(z) = f(z) folgt.

(b): Wir wissen aus (a), dass U(z) := [/ f(t) dt eine Stammfunktion von f mit U(a) = 0 ist.
Weiters gibt es nach 18.2, Satzteil (ii), eine Konstante ¢ € R mit F' = U 4 ¢. Daraus folgt nun

F(b) — F(a) = U(b) + ¢ — (U(a) + ¢) = U(b) — U(a) = U(b) = / () dt.

18.4. Integration als ,,Umkehrung* der Differentiation

Hier ist I C R ein beliebiges Intervall.

Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Ist f: I — R stetig differenzierbar, dann gilt fiir alle zg,z € I die Gleichung

f(z) =f(a:o)+/f'(t) dt.

Beweis: Dies folgt wegen der Stetigkeit von f’: I — R direkt aus Teil (b) des ersten Haupt-
satzes der Differential- und Integralrechnung in 18.3. O

b
Bemerkung: Die Gleichung f(b) = f(a) + /f’(t) dt gilt auch dann noch, wenn f stetig auf
a

[a, b] ist und differenzierbar im Inneren |a, b[ mit integrierbarer Ableitung f” (vgl. [ASV, Kapitel
4] oder [Heul, Abschnitt 79]).

18.5. Beispiele zur Integralauswertung mit Stammfunktionen

o . . . a+1
1) Fir alle @ € R gilt (#*7)" = (a + 1)2* auf I =]0, oo, daher ist fiir @ # —1 durch L

eine Stammfunktion von z® gegeben. Fiir 0 < a < b ist also in diesem Fall

b xa+1
/xo‘ dz =

a

b
baJrl _ aa+1

a+1

Fiir « = —1 und 0 < a < b haben wir wegen log’(x) = 1/x stattdessen
b b 1 b
/x_ldx = /— dz = log(az)lz =logb — loga = log —.
x a
a

a

2) Wegen (e7*)" = ~e' ist fir v # 0 durch %ew eine Stammfunktion fiir €7 auf I = R
gegeben und wir erhalten fiir beliebige a,b € R mit a < b einfach

b
/ew dz = lew
v

a

b1
= a(e'yb — 7).
a
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dx
1+ 22
a

= arctanxlg gilt wegen arctan’(x) = 1/(1 + 2?).

3)

4) Fir -1 <a<b<1ist = arcsin(x)\z, denn arcsin’(z) = 1/v1 — 22.

b
/ dx
J V1— 22

x —X

e

5) Die Funktion sinus hyperbolicus sinh: R — R, definiert durch sinh(z) := —— ¢

2
streng monoton wachsend und surjektiv . Ihre Umkehrfunktion wird mit Arsinh bezeich-
net, heifit Area sinus hyperbolicus und erfillt

, 1st

1

Arsinh/ (ZE) = ﬁ .

Fiir beliebige a < b ist daher

b
dz b
———= = Arsinh(z)|, .
[ = o
Wir kénnen aber auch eine Darstellung von Arsinh(z) mittels anderer Funktionen finden:

e¥—et

Die Auflésung der Gleichung x = sinhy = <= ® gelingt ndmlich z.B. mittels Substitution

u := €Y, was zunéchst auf

20 =u— —
U

fihrt und daraus weiter auf
w? —2zu—1=0.

Die Losungen dieser quadratischen Gleichung sind uy = z + V22 + 1, wovon u_ wegen u =
eV > 0 > u_ eliminiert werden kann. Wir erhalten somit ¢V = v =uy =z + V2?2 + 1, d.h.

y = Arsinh(z) = log(z + V22 + 1).

X —T
Die Geschwisterfunktion cosinus hyperbolicus ist cosh(x) := % und die Namensgebung

erhellt sich aus der Relation

cosh? —sinh? = 1,
weil somit die Punkte (cosh x, sinh x) im R? stets auf einer Hyperbel liegen. Die Einschrinkung
von cosh auf [0, co| ist invertierbar mit Umkehrfunktion Arcosh: [1,00[ — [0, co[, genannt

oo

Area cosinus hyperbolicus, ist fiir x > 1 differenzierbar mit Ableitung

Arcosh/(z) = ——.
rcosh’(x) =
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19. Integrationstechniken

19.1. Partielle Integration
Sind f,g € C1([a,b]) (also stetig differenzierbar auf [a, b]), dann gilt

b b
(19.1) [ f@)g @) do = (f@g@)t - [ £@gla)da.

Beweis: Nach der Produktregel gilt (fg)' = f'g+ f¢’ und damit folgt aus dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung

b b b
(f@g@)lh = [(f9) @ da= [ Fag@)de+ [ fla)g (@) do.

O

In den Anwendungen wird (19.1) natiirlich auch in der folgenden direkten Umformulierung
eingesetzt: Ist f € C'([a,b]), h € C([a,b]) und H eine Stammfunktion von h, dann gilt

b
[ f@hi@ e = (F@HE)E - [ £@)H@)d.

1) Im folgenden Integral fassen wir 22 als f(z) und e® als h(z) auf, dann ergibt sich mit
f(x) = 2z, H(z) = €* zunichst
b
b
— / 2xe” dx.
a
a

b
Nun wenden wir im letzten Term wieder partielle Integration an und erhalten dafiir

/1'2696 dz = (22e%)

a

b b
/Qxez dz = (2z¢™)[? — /2690 dz = (2z¢")° — (2¢)° = (2¢°(x — 1))
a a
und daher insgesamt

— (e"(2? — 20+ 2))|

a

a

b
2 x 2 x T b
/:Ue dz = (z°e® — 2e"(x — 1))
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Wir sehen, dass in dieser Weise eine m-fache partielle Integration immer bei Integralen

b

/p(x)ez dz

a

mit einem Polynom p vom Grad m zum Ziel fithren wird.

2) Mit b > a > 0 und f(z) =log(x), ¢'(z) = x erhalten wir

b
b 2 1 x?
—/—-—dx: — logx
2 x 2

a a

b

72
/xlogmdx = ?logac

a

b

b
1/d_ 2 gz — &
2 rdr = 2og:L“ 1

a a

b
und ahnlich verfahren wir im Falle / p(z) log z dz mehrmals, wenn p ein Polynom ist. Speziell
a

mit p(x) = 1 bekommen wir

b b b b
1
/logﬂvdx:/l-log:r:d:z:: (xlogw)|2—/x'gdx: (:L"log:n)|2—/1d:r:: (ﬂv(log:v—l))|z.

3) Auch folgender Trick ist oft brauchbar:

b b b
CZ:/COS21,‘d:E:/COS{L"COSIL‘dSL‘: (Cosxsinx)|g+/ sinx -sinx dx
—_———
a a a sin? x=1-—cos?x
b b
= (cosxsinx)\z+/1dx—/Cosmdx: (coszsinz)’ + z|° — C = (cosasinz + z)|° — C
a a

und daher 2C = (coszsinz + ZL')|Z, d.h.

b
1
/COS2deZ =C= B (cosasinz + z)|°.
a
4) Mittels sin? x = 1 — cos? z folgt aus 3) nun auch direkt
b b b
. 2 2 b1 : b 1 BN
/sm xdx = /lda: - /cos rdr = x|, — 5 (coswsinx + )|, = 5 (x — cosxsinx)|,
a a a
5) Ahnlich wie in 3) fithrt nun
b b
C ::/ e’ sing dr = (ezsinzn)lg - /excosxdx
—
a g'(z) f(z) a

b
= (e" sinx)|g — (e cosx)\z - /eac sinzdr = (e“(sinx — cosx)|g -C
a
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auf das Resultat
b

b
/exsin:r:da: =C= <62(sinx - cosx))

a

19.2. Substitutionsregel
Ist u: [a,b] — [o, 5] stetig differenzierbar und f € C([o, 8]), dann gilt

u(

b) b
(19.2) F(t)dt = / A6 de
) a

u(a

Beweis: Ist F' eine Stammfunktion von f, dann ergibt die Kettenregel

%(F(U(w))) = F'(u(x))u'(z) = f(u(z)v'(z).

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt nun

u(b) b b

fat= FOLY) = Fu@)l, = [ 2 F@@)de= [ fu@)'(@) dz.

u(a) a a

Anwendungsvarianten: (a) Auf ein Integral / g(z) dz, in dem wir geeignete Funktionen f
a

und u erkennen, sodass sich g(z) = f(u(z))u'(z) schreiben ldsst. Dann ist

b u(b)

/ g@)dz = [ f(t)dt.

@ u(a)

B
(b) Auf ein Integral /f(y) dy, in dem wir y = u(x) substituieren, wobei u: [a,b] — [«, (]

d
eine bijektive C''-Funktion ist. Dann ergibt sich mittels Merkregel d—y = o/(z) die Formel
T

B u=t(B)

[twau= [ @)@ d.
—~ ——

“ u=H (@) Y Wy

Wie schon einmal in 13.4 bemerkt, muss eine injektive stetige Funktion auf einem Intervall
streng monoton sein (Beweis davon z.B. in [FK1, §8, Beweisteil (a) von Satz 5.1]), daher ist nach
14.4 entweder /(x) > 0 fiir alle = € [a, b] oder «/(x) < 0 fiir alle = € [a, b]. Beachten Sie, dass
im zweiten Fall dann u~1(8) < u~!(a) ist.
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(c) Wenn wir in der Situation von (b) die Umkehrfunktion ¢ = u~! gut angeben kénnen,

dann lautet u(x) = y nun also x = ¢(y) und die Merkregel j—z = ¢/(y) ergibt nun formal
Y

Ly = %“ fiir die Berechnung

(8)

B @
T @)
a/f(y) dy = o (u(x)) dz.

=

o(o

b
1) Bei /m(f“”Q/2 dx versuchen wir es mit f(t) = e~* und u(z) = 2?/2, dann erhalten wir

a

geméB (a)
b b2/2 ,
/xei$2/2 dz = / e tdt =— et v/ — 02 _ ob?/2,
a?/2
a a?/2

2) Wir nehmen hier an, dass u(x) # 0 fur alle = € [a, b] gilt.

b

/

Im Integral / u((a:)) dz erkennen wir Z((;E)) = 4 (log(u(x))), d.h. mit f(t) = 1/t nach (a)
u(x

b u(b)
uz) [ dt u(b) _ ()
/ e dz = / 5= log(t)|u(a) = log(u(b)) — log(u(a)) = log wa)’
3) Eine Anwendung von 2) ist
b b b () .
/tan(aj)dx = / ST g = _/cosixdm = —logﬂ.
cos T CoS T cos a
4) In Verallgemeinerung von 3) kénnen wir notieren
b b cosb
/sinx - f(cosz)dx = —/cos'(x) - f(cosz)dx = — / f(t)dt.
a a cosa

5) Fur r > 0 beschreibt der Graph der Funktion f: [—r,7] — R, f(x) := V72 — 22 den oberen
Halbkreis im R? vom Radius 7 um den Ursprung (0,0). Mit x = r cost und ,,dz = —rsint dt“
wie in (b) (aber mit anderen Variablenbezeichnungen) erhalten wir wegen rcosm = —r und
rcos 0 = r zundchst

T 0 ™
/ Vr2 —x?2de = /\/T‘Z —r2cos?(t) -(—rsint)dt = r2/sin2(t) dt.

0
ry/1—cos?(t)=rsint
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Mit Hilfe von Beispiel 4) in 19.1 gelangen wir somit zum erwarteten Ergebnis

" ! 2 2
/\/7”2 —z2dzx = rz/sinQ(t) dt = % (t —costsint)| = %
- 0 7—0—0-+0

6) Bei a/ \/1(1_7_67 wiissten wir eigentlich direkt aus Beispiel 5) in 18.5, dass Arsinh eine
Stammfunktion des Integranden ist, aber falls wir das yvergessen haben, konnen wir jetzt
so draufkommen': Mit 2 = sinht ergibt sich 1 4+ 22 = 1 + sinh?(t) = cosh?(t) und ,dz =
cosh(t)dt“, daher nach (b) nun

b sinh~1(b) h(t)d Arsinh(b)
/ [ O = Al
g xQ cosh(t) ’
31nh71(a) Arsinh(a)

b
log v/z
NG
a
zeichnungen an: Wir setzen x = t2 und erhalten wegen ,dr = 2tdt“ und dank Beispiel 2) in
19.1 direkt

dz und wenden (b) mit etwas vertauschten Be-

7) Fir 0 < a < b betrachten wir

Mogvi . Vlogt v
0g /T . og _ Vb
/ x dx_/ 2tdt—2/log =2 (t(logt —1))|%z -
a Vva Va

d
8) Zwei Varianten fiir die Berechnung von / —x mit 0 <a<b<m.
sin

a

Eine Moglichkeit ist (mit Hilfe der Zerlegung = = 3(1= + 157))

b b b cosb
/ de / sin(x)dr _/ cos'(z)dz / dt
sinz ) sin?(z) 1 —cos?(z) 1—¢2

a a a cos a

cosb 1 1—¢ cosb

cosb cosb
1 a1 dt _ log(1—1) —log(1+1)"™™" 1, 1-1

2 ) 1—t 2 ) 1+t 2 cosa 2 Cl4tlwea
cosa cos a
Die andere Moglichkeit baut auf die Substitution ¢t = tan § =: () (also verwenden wir (c)
mit ,verdrehten® Bezeichnungen) und ¢'(z) = 3(1 + tan? %) = # Bleibt noch die kleine

Schwierigkeit sin z als Funktion von t = ¢(z) = ¢(u(t)) umzuschreiben, was wir durch

. 9 i T T QSingcosg 2tan% 2t
sinz = 2sin — cos — —
2 9 2I+COS2§ taHQ%—i—l 1412

1vgl. Osterreichisches Wérterbuch, ébv & hpt, Wien, 39. Auflage 2001.
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»(b)
1 dt
erreichen. Somit kommen wir via / . auf

sinat) ¢ (u(b))

©(a)

b tan(b/2) 9 tan(b/2)
/ dz / 14+t 2dt / dt lo(t tan(b/2) 1 tan(b/2)
' 7 = 108Whan(a/z) = 108 £ 7y

sin 2t 1+t2
a tan(a/2) tan(a/2)

Warum stimmen die beiden errechneten Resultate iiberein? Das folgt mit Hilfe der Halbwinkelformeln cos(s/2) =

VI coss/v/2 und sin(s/2) = /T — cos s/v/2 aus

og tan(b/2) —log sin(b/2) cos(a/2) ~ log V1 —cosb-+/1+cosa
tan(a/2) cos(b/2) sin(a/2) V1+cosb-+/1—cosa

1 };2222 1 1—cosb 1 1—cosa 1 1 — t|cosb

= -log ooy = 5 log — —log = —log — .

2 jE— 2 1+ cosb 2 1+ cosa 2 1+tlcosa

9) Die zweite Methode im vorigen Beispiel machte Gebrauch von der etwas mysteritsen Sub-
stitution

f=tan s mit do = —9t «
=tan — mi x =
2 K 1+1¢2
und hat auf die Darstellung
) 2t
SNy = m

gefiihrt. Mit ein bisschen weiterer Rechnung ergibt sich auch noch

11—
COST = ——.
142
X 442 (1+4¢2)2—4¢2 142t2 414 —4¢2 1—2t24¢4 (1—t2)2 1—¢2
(Denn cosz = 4/1 —sin?z = \/1— a2 — v T2 - Y 142 =Y 14¢2 = \/1+t2 = 1+t2')

» There is method in our madness® insofern als wir dadurch die trigonometrischen Funktionen
in rationale Funktionen umwandeln koénnen. Das bringt Vorteile, wann immer wir auf ein
Integral der Form

b
/ R(cos z,sinx) dz

treffen, wobei der Ausdruck R(y, z) eine rationale Funktion? von y und z ist. Die angegebene
Substitution ergibt dann ndmlich

b tan(b/2) 1_¢2 ot 2dt ten(2/2) (t)

‘ B _ . P1
/R(cosx,smx)dfb‘— / R<1+t2’1+t2> 14+t / pa(t) &
a tan(a/2) tan(a/2)

mit gewissen Polynomfunktionen p; und ps. Daher kann also das urspriingliche Integral zu-
riickgefiihrt werden auf eines mit einer rationalen Funktion als Integranden.

2D.h. R(y, 2) ist ein Bruch, in dem Zahler und Nenner durch endliche Summen von Termen der Form a5y’ z*
mit 7,k € No und a;i € R gegeben sind.
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19.3. Schreibweise der unbestimmten Integrale

Es kann gelegentlich ldstig oder auch unnétig sein, in allen Zwischenschritten immer die
Integrationsgrenzen mitzuschleppen oder bei mehrfachen Substitutionen jeweils korrekt um-
zuschreiben. Daher ist es auch gebrauchlich, das Symbol

/f(x) dz

fiir irgendeine Stammfunktion F' einer Funktion f: I — R zu verwenden (oder manchmal
sogar fiir die Menge aller Stammfunktion) und als unbestimmtes Integral zu bezeichnen. Z.B.
schreibt sich in dieser Art die Substitutionsregel (19.2) einfach als

/f(u(m))u'(x) dz = F(u(z)) = /f(t) dt mit ¢ = ().

d
Zur Berechnung von / T unterscheiden wir entsprechend der Null-
Va2 +ax+ 5

stellen Ay = —§ + ¥ oc22—4ﬂ von x? + ax + 3 drei Fille.

1. Fall a? = 43: Es gibt nur die doppelte Nullstelle —a/2 und wegen 22 + ax + %2 =(z+ %)2
ist einfach

/ dz —/ dz =lo (I+a>
ViZtartp Ja+g B\"T2)

2. Fall a? < 4f3: Es gibt keine reelle Nullstelle und quadratische Ergéinzung liefert

1
:UQ—i—ax—i—B:(a:—l— ) + 8- a— =c(t?+1) mitt:u($):=<x+a>.
2 4 Nz 2
0
=:ic>

Daher kommen wir mit u/(z) = 7 7

d s de dt dt
S —— Y - L R R -
Vat+ax+ 3 Vi +ar+ 3 Ve(t? +1) V2 +1
und dieses letzte Integral kennen wir bereits aus Beispiel 6) in 19.2 bzw. Beispiel 5) in 18.5.

3. Fall a? > 43: Es gibt die beiden reellen Nullstellen A_ < A; und daher gilt die Zerlegung
> +ar+ B =(x—A)(x—A) = (A —2)(\y —2), was nur in den beiden Intervallen
] — 00, A_[ und A4, oo[ positive Werte liefert und der Integrand ist nur dort definiert.

e Im Bereich # < A_ schreiben wir 22 + az + 8 = (A_ — 2)(A\y — 2) und setzen t =
VAL —z =u(z),dh.z = _—t2 Mitu/(z) = —%\/ﬁ und Ay —z = Ay —(A_—t?) =
t2 + A — A_ ergibt sich

/ dz / 9 dt
\/l’Q—I-OéZL‘-i-B VA +,$ 24+ AL — A

was uns wegen Ay — A_ > 0 auf den 2. Fall zuriickbringt.
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(x — A_)(z — Ay) und setzen t =

o Im Bereich > )\, schreiben wir 22 4+ az + j3
) = \/%undx—/\_:tQ—i—)\Jr—)\_

VT =y = u(x), dh. 2 =2+ . Mit o/ (z

kommen wir nun auf

1
2

dt
/\/xQ—i—ozx—i— /\/x—/\_ / 24+ A — A

und durch Ay — A_ > 0 auch wieder zum 2. Fall zuriick.

19.4. Integration von rationalen Funktionen

Fiir Integrale der Form / P )dx mit Polynomen p; und ps vergleichen wir zuerst den

Zahlergrad my von p; mit dem Nennergrad ms von ps. Im Falle my > mo fithren wir eine
Polynomdivision geméfl 7.2 durch und erhalten

pi(z) / / r(z)
dr = [ g(x)dx+ | —=d
[ R ey
wobei ¢ und r Polynome sind und der Grad von r kleiner als der von ps ist. Das erste Integral

J q(x) dz bereitet uns tiberhaupt keine Schwierigkeiten, weshalb wir uns ab nun ganz auf den
folgenden Fall konzentrieren kénnen:

x

/ plE g dz mit Polynomen pq, ps und Grad von p; kleiner als Grad von ps.
p2(T

Von hier aus geht es ganz systematisch mit klassischen Methoden und Fallunterscheidungen

nach der Art der Nullstellen im Nennerpolynom weiter, zuerst mit einer sogenannten Parti-

albruchzerlegung und dann Term fiir Term in der verbleibenden Summe mit Bausteinen der
Form («, 5, A, ¢,d € R und m € N)

@ ax + B
—d d —d=z.
/(x—)\)m vooder /(a:2+cm+d)m o

Die exakte Berechnung ist somit einerseits Computern sehr zugénglich und andererseits gibt
es sehr gute ausfithrlichere Darstellungen der Methodik in der Lehrbuchliteratur (vg. z.B.
[Heul, Abschnitte 69 und 78], [FK1, §11, Abschnitt 8] und [ASM, Abschnitt 12.4]), sodass

wir uns hier mit Andeutungen in wenigen Beispielen begniigen.

d
1) /#;:_2 Die Nullstellen des Nennerpolynoms sind Ay = %i % -2= %i \/92—8 =

% + %, d.h. A =1 und Ay = 2. Daher hat der Integrand die Gestalt
den hoffnungsvollen Ansatz

m, die uns auf

x T A B

22 —3r+2 (x —1)(z—2) :aj—1+x—2

mit geeigneten Zahlen A, B € R bringt. Nach Multiplikation mit (z — 1)(z — 2) bedeutet dies

r=A(x—2)+ Bz —1).
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Nun gibt es zwei schone Moglichkeiten zur Bestimmung von A und B: (a) Einsetzen von z = 1
liefert A = —1, fiir z = 2 folgt B = 2. (b) Obige Gleichung fithrt auf z = (A+ B)x — (2A+ B)
und Koeffizientenvergleich ergibt A + B = 1 sowie 24 + B = 0.

In jedem Fall gilt

xdz dz dz (x —2)2
—_— 2 =—1 - 1)+ 21 —2) =log——.
/x2—3x+2 /a:—1+ /x—2 og(® )+ 2log(w ) =log z—1

1
2) / :U4+ da: Das Nennerpolynom z# — x = x(2® — 1) besitzt offensichtlich die Nullstellen
zt—x

0 und 1, daher gilt 2* — 2 = x(x — 1)(1’ +x + 1) (wir erinnern an a3 -0 = (a —b)(a® +ab+b?)).
Die beiden weiteren Nullstellen sind — j: 1/ —1= j: Vit =1 5 1% V3 gind nicht reell,

weshalb wir hier beim quadratischen Faktor > +x+1 blelben und einen Ansatz in der Form

z+1 A B ax +
. 8

-2 x -1 a224+zx+1
machen, wobei wir geeignete Zahlen A, B, «, 8 € R finden miissen. Multiplikation mit allen
Nennern ergibt die Polynomidentitat

t+1=(Ax—1)+ Bx)(a® +z+1) + (az + f)z(z — 1),

aus der wir fiir die gesuchten Zahlen durch Koeffizientenvergleich Bedingungen ableiten kénn-
ten. Etwas kiirzer geht es auch durch Einsetzen von passenden speziellen z-Werten. Wir be-
ginnen mit den urspriinglichen einfachen Nullstellen z = 0 und = = 1, woraus sich sofort die
beiden Gleichungen

r=0: 1=-A,
z=1: 2=3B,

ergeben, somit muss A = —1 und B = 2/3 gelten. Mit Hilfe der Werte z = —1 und = = 2
erhalten wir nun zwei Gleichungen fiir o und 3, ndmlich

4 2
r=-1: 0=-4+2-a) = a—-F=_,
3 3
7 1
x=2: 3:§+2(2a+ﬂ) = 2a+6_§

Aus diesen folgt 3o = (2a + ) + (o — ) = 1, also @ = 1/3 und somit g = —1/3. Insgesamt
erreichen wir dadurch eine Aufteilung als Summe

2z+1§
/a;—i—l /da: / x—l
dr = —
-z r 3)z—1 3 a:2—|—ac+1
x+z+1)

/dx / 2x+1 1/ dx
pr— xif e —
x 3) r—-1 6 2rr+1 2) 224x+1’
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wovon wir die ersten drei Stammfunktionen im Grunde schon kennen und mit Hilfe von Lo-
garithmen ausdriicken konnen, wie bereits mehrfach gesehen. Beim vierten Integral [ %
erinnern wir uns an Beispiel 3) aus 18.5, wo wir bereits arctan(y) als Stammfunktion von
ﬁ eingesetzt hatten: Wir schreiben

1N? 3 3
2 _ < O 9/ 9o oo
:L‘+£L“+1—<SC+2> +4—4<y +1) mit y =

20 + 1
V3

und kommen mittels Substitution und der Stammfunktion arctany und zum Ziel.

19.5. Integrierbare Funktionen auf unbeschrankten Intervallen

Wir betrachten hier die Situation eines unbeschriankten Intervalls 7 C R und einer Funktion
f: I — R, die auf jedem kompakten Teilintervall von I integrierbar ist.

1. Fall I = [a, oco[: Dank des Integrierbarkeitskriteriums am Ende von 17.3 ist f genau dann
T

auf [a, oo[ integrierbar, falls die Integrale / |f(x)|dz fiir ¥ — oo beschrénkt bleiben und in

7]"(1’) dz = rli_)lglo/rf(flf) dz

2. Fall I =] — oo, b]: Nach dem Integralkriterium ist f: I — R genau dann integrierbar,
b

diesem Falle gilt

wenn / |f(x)|dz fir r — oo beschrankt bleibt und dann gilt

T

b

/f(a:) dxzrlg%o/bf(x)dx

3. Fall I = R: Die Funktion f: I — R ist genau dann integrierbar, falls sie sowohl auf
| — 00, 0] als auch auf [0, co[ integrierbar ist und dann gilt

0

70 F(z)de = / flz)de + 7f(x) d
e 0o 0

T1 2
Im 1. Fall gilt wegen der Monotonie /|f(x)\ dz < /\f(x)\ dz fiir 7y < ry natiirlich auch

/ |f(z)|dz = Jim / |f(x)| do und Analoges gilt fiir den 2. Fall. Ahnlich wie bei Reihen sagen

wir daher auch, das Integral [; f(x)dx sei absolut konvergent (und oft nur konvergent).
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T
dx 1

T
d
1)Fi’1rr>1ist/—m: ==
|22
1

r

1
=1—-—1(r — 00), daher ist 1/2? integrierbar
1 T

22 x
1
auf [1,00[ und es gilt

2) Die Funktion 1/x ist nicht integrierbar auf [1, oo, denn fiir r > 1 ist

rde [ dz
—:/—zlogr%oo (r — 00).
|| @

1

3) Fiir A > 0 ist e™** > 0 fiir alle 2 und wir erhalten mit beliebigem a € R die Aussage

s . 6—)\:5 r e—)\a
/e”‘x dz = lim [ e dz = lim (— > =
r—00 r—00 by A
a a a
4) Fiir alle x € R ist 1/(1 + 22) > 0 und
oo 0 r
/ de y / dx gt dz
1+ 22 soto) 1422  roce) 14 a2
—0o0 s 0
= lim (arctan(—arct I t tan 0) = Y+ 2o
= lim arcoan — arctan s) —i—rggo(arc anr — arcoan ) =— —5 + 5 =7

Majorantenkriterium: Sei f: I — R eine Funktion, die auf jedem kompakten Teilintervall
von [ integrierbar ist. Wenn es eine nichtnegative Funktion g gibt, die auf I integrierbar und
|f(x)| < g(x) fiir fast alle x € I erfiillt, dann ist f integrierbar auf I.

Beweis: Es geniigt, dies fiir den Fall I = [a, co[ zu zeigen, die anderen sind analog. Wir haben
fiir alle » > a die Abschitzung

]\f(x) dz < ]g(w) dz < 709(96) dz,

daher folgt die Aussage aus dem Integrierbarkeitskriterium O
[e.e]
5) e /2 gt integrierbar auf R, d.h. das Integral / e~ ™/2 dy ist konvergent, d.h.

— o0
endlich. Wegen der Symmetrie unter z — —x geniigt es, die Integrierbarkeit auf [0, co[ zu
untersuchen. Mit der Funktion

(2) 1 0<z<1,
)=
g e 2 p>1,
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gilt 0 < e=2/2 < g(z) fir alle x > 0. Weiters gilt

79 dx—/ldx—l—/ x/Qx—1+(2*x/2)‘ =1+2=23,
0

also ist g eine integrierbare nichtnegative Majorante fiir e /2,
(o]
Wir werden im 2. Semester den konkreten Wert / e_$2/2 dx = V27 ermitteln.
— 00

Partielle Integration und Substitutionsregel: Fir diese Integrationstechniken gibt es
sinngeméfle Ausdehnungen auf den Fall unbeschréankter Intervalle. Bei der partiellen Inte-
gration bedarf es zusatzlich der Bedingung nach Integrierbarkeit von fg, f'g und fg’. Wir
verzichten hier auf die gesonderte Ausformulierung der Details und verweisen dafiir auf [FK1,
§12, Abschnitt 5].

Die Gamma-Funktion: Als Anwendung betrachten wir hier fiir jedes = > 0 das Integral

e o]

(19.3) I(z):= /tx_le_t dt.

0

Zunichst ist zu kldren, dass die Funktion ¢ ~— t*~le~ integrierbar auf [0, oo ist. Fiir x < 1
wird sie unbeschréankt bei ¢ — 04, ist aber nach dem Majorantenkriterium integrierbar, denn

fir 0 <t <1gilt [t"le!| < t*~1 und

1 T
/t:”’ldt: v
X

0

Auf dem Teilintervall [1,c0[ wiederum folgt die Integrierbarkeit fiir jedes feste > 0 mit-
tels Majorante [t*~le™!| < t"e™t = (tPet/2)e 2 < Ce /2 fiir geeignetes C > 0, weil

tlim t*e~Y? = 0 gilt. Die Integrierbarkeit von e~*/2 ist klar bzw. wurde im obigen Beispiel 5)
—00

geniitzt.

L |

0 X

Somit wird durch (19.3) eine Funktion I': |0, c0] — R definiert, deren Eigenschaften wir nun
ein wenig studieren wollen.

oo

. T(1) = /e_tdt: 7=t

0

Mz+1) =z(x) ‘, denn mit partieller Integration erhalten wir

o0 o
Nxz+41) = /tz “tdt = t*(—e | + /xt“le*t dt =0+ zI'(x).
0 0
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o Speziell fiir z = n € N erhalten wir sukzessive I'(2) =1-T'(1) =1, I'(3) =2 - I'(2) = 2!,
I'(4) =3-I'(3) = 3-2 = 3! und induktiv

I'n+1)=nl'(n) =n(n—1)! =nl
In [FK1, §12, Abschnitt 5.5] wird u.a. auch noch gezeigt, dass x — I'(z) differenzierbar ist.

19.6. Unbeschrankte, aber integrierbare Funktionen

Wir betrachten hier die Situation einer Funktion f und einer Stelle g € R, wobei f fiir x
nahe g und x < x¢ oder x > x( definiert sein soll, mit der Eigenschaft

lim |f(z)| = oc.

Tr—xQ

Durch Zerlegung des urspriinglichen Integrationsintervalls kénnen wir dies auf die Situation

reduzieren, wo I ein beschrinktes halboffenes Intervall |a, b] oder [a, b ist und zy = a oder

xg = b. Wir nehmen an, dass f auf jedem kompakten Teilintervall von I integrierbar ist.

Skizzieren wir der Einfachheit halber jetzt nur den Fall I =]a, b] und limJr |f(z)| = oo, der an-
r—a

dere ist analog. Nach dem Integrierbarkeitskriterium miissen wir nur noch die Beschranktheit
b

von / |f(z)|dz fiir ¢ — 0+ tberpriifen und erhalten im positiven Fall die Integrierbarkeit

a+te
von f auf ]a, b] und

b b
/f(:c) do = 813& / f(x)dx.
a ate

Wir sagen auch in dieser Situation, das Integral [; f(z)dx sei (absolut) konvergent.

Es gibt auch wie schon im Fall unbeschriankter Intervalle ein Majorantenkriterium und
auch die sinngeméfl angewandten Rechenregeln und Integrationstechniken.

P . . a1 I . .
Fur alle z > 0 ist 1/y/z > 0 und es gilt xli%lJrﬁ—oo. Fir 0 <e < b gilt
b d b
/\/;: V2 dg = 2212

3

£

2:2(\/5—\/5)—>2\/5 (e — 0+),

daher ist 1/4/z integrierbar auf ]0,b] mit dem Integral

/

= 2v/b.

Slg
8] 8

19.7. Uneigentliche, nicht absolut konvergente Integrale

Die Integrierbarkeit einer Funktion f: I — R ist dquivalent zur Integrierbarkeit der nichtne-
gativen Funktion = +— |f(x)|, wie aus Eigenschaft (v) und dem Integrierbarkeitskriterium in
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17.3 folgt. Letzteres heiit insbesondere [;|f(z)|dz < co und z.B. auf I = [a, oo folgt daraus
dann auch

(19.4) 7f(x) dx—rli}rgo/rf(x dz

Wir betonen aber ausdriicklich, dass umgekehrt allein die Ezistenz des Limes in (19.4) nicht
notwendig die Integrierbarkeit von f auf I nach sich zieht.

Wir betrachten auf I = [1, oo die Funktion f: [1,00[— R mit f(z) := Sz,

x

Die Funktion f ist auf I = [1, 00[ nicht (absolut) integrierbar.

Vorbereitend erhalten wir aus den Eigenschaften des sin, dass sin(z + 7) = —sinz fir alle z € R gilt, sinz > 0 fir
0 < z < 7 und daher fir jedes k € N weiters

km i b
/ \sinm|dw:/|sinx\dz:/sinxdx: (—cosz)|f =1—(-1)=2.
(k—1)m 0 0

Schliellich erinnern wir an die Divergenz der harmonischen Reihe in der fiir alle n € N giiltigen Abschéitzung

nm nm
sinz \smx| |sinz| |31n3:\
= >
IR Tl T oy
1 1 =2 1)r =2 (k1)
km
1 e—1 sinz dz 1 2 e 1
:;ZE / |sinz|dx = — Z /|smm|dx—7 il 7
k=2 o k=2 k=2
T .
o . sin
Dennoch existiert lim dx.
r—00 x
1

Denn fiir 1 < s < r ergibt sich durch partielle Integration

s T T
sinxdx _ (700590) r, cos:cdm < COSs  COST " cosa:dx
T T s z2 s r x2
S S S
s
\coss\ \cosr| \cosx| de 1 1 N 1 1 1 1 2
< dr < - + + — =-t-+-= =—-4+-+-—-=-
s T s r z)ls s r s T

s

und im Falle 1 < r < s analog U: % dx! < % Ist nun (r,) eine Folge in [1,c0[ mit der Eigenschaft r, — oo fur
n — 0o, dann betrachten wir die zugehorige Integralfolge a, := f;” % dz. Ist € > 0 vorgegeben, dann erhalten wir
fir m,n € N mit ry, 7y, > 2/e aus den obigen Ungleichungen nun die Abschitzung

Tm

sinz 2
an — am| = dz| < ——/— <«
T min{ryrm}

Tn

Dabher ist (an) eine Cauchy-Folge und somit konvergent.
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Wie wir bereits aus Beispiel 4) in 12.1 wissen, gilt % — 1 flir x — 0, daher ist f stetig
fortsetzbar in 0 mit f(0) := 1 und das Integral fol ST gy véllig harmlos. Verbliiffender Weise
gilt

[e.e]

sin x T
dr = —
/ T . 2’

0

was wir hier aber jetzt nicht zeigen kénnen. (Dies gelingt z.B. durch Tricks mit Parameterintegralen
wie in [Heul, Aufgabe 107.5] oder als ,,Abfallprodukt® der Fourieranalyse wie in [Heu2, Abschnitt 147]
beschrieben.)

Ahnliche Effekte sind fiir unbeschrinkte Integranden auf beschrinkten halboffenen Intervallen
zu beobachten. Wir sprechen in diesen Féllen von einem uneigentlichen Integral, also wenn das
Integral zwar nicht im Sinne der Definition der Integrierbarkeit existiert, aber als Grenzwert
wie im obigen Beispiel. Ubrigens sind gegeniiber dem Lebesgue-Integral fiir einen engeren
Integralbegriff, wie z.B. dem Riemann- oder Cauchy-Integral, einige Integrale als uneigentlich
aufzufassen, obwohl sie als L-Integrale existieren, z.B. allein schon deshalb, weil beim R-
Integral nicht standardméfig iiber unbeschrankte Intervalle integriert wird.

19.8. Integral-Vergleichskriterium fiir Reihen

Ist m € Nund f: [m,oo[ — [0, 00] eine monoton fallende Funktion, dann gilt:

Z f(k) ist konvergent <= / f(z) dz ist konvergent.
k=m m

Beweis: Als monotone Funktion ist f auf jedem kompakten Intervall [m,r] mit r» > m inte-
grierbar und auf jedem Intervall [k, k + 1] mit k € N, kK > m gilt f(k) > f(z) > f(k+ 1) und

somit
k+1

OB / f@)de > f(k+1).
k

Daher gilt fur die Partialsummen bis n > m jeweils

n ntl n n+1
(%) SNIOEN IFIOEEED SUICES IR SRR}
k=m m k=m k=m+1

Konvergenz der Reihen in (%) und |f(z)| = f(z) > 0 fiir alle € [m, oo[ besagt, dass die
Integrale [ |f(z)|da fiir r — oo beschrénkt bleiben, somit folgt die Integrierbarkeit von f.

Aus der Konvergenz des Integrals und (x) folgt die Beschranktheit der Partialsummen der
Reihe mit nichtnegativen Gliedern, woraus geméafl 11.2 die Konvergenz der Reihe folgt. [

o0

1 o
1) Die Reihe Z o konvergiert genau im Falle o > 1.
k=1
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o0
1
2) Z ———— konvergiert genau fiir « > 1. Wir iiberpriifen nach dem Integralkriterium also
1= k(log k)~

o

d

gleichwertig die Konvergenz von /(lx)a Mit der Substitution y = logx, ,dy = dz/z“,
z(log x

2

erhalten wir
oo [o@)

/ dz / dy
1 a o’
) 2(logz) Wy Y

weshalb die behauptete Aussage aus dem vorigen Beispiel folgt.
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20. Konvergenz von Funktionenfolgen

20.1. Punktweise Konvergenz

1) Wir betrachten fiir n € N die Funktion f,: [0,1] — R mit f,(x) := z".

o Fir0<z<1gilt fpo(x) =2" -0 (n = 00).

o Firaz=1gilt f,(1)=1" =1 (n — o).

Somit gilt fiir jedes x € [0,1]: fn(z) — f(z) mit f: [0,1] — R gegeben durch

0 0<x <1,
Jw) = {1 = 1.

Jede der Funktionen f,, ist stetig, wihrend die Grenzfunktion f unstetig in 1 ist.

2) Fiir die stiickweise linearen Funktionen f,, (n € N) wie in der Skizze angegeben gilt:

n4k
f o - .
o flir z =0 gilt f,(0) =0—0 (n — 00);
o fir 0 <z <1gilt f,(x) =0, falls n > 2/x,
somit fp(z) = 0 (n — 00).
| |
0 1 2 1

Somit gilt fiir jedes x € [0,1]: fn(z) — 0 (n — 00). Das Integral tiber f,, entspricht genau der

Dreiecksfliche mit Grundlinie 2/n und Hoéhe n, daher sehen wir

n—00 n—oo n

1 1 1
2 1
lim /fn(:c)da;: lim —-n-5:1#0:/0dx:/7}i_>rgofn(x)dx.
0 0 0



Definition: Ist M eine nichtleere Menge und fur jedes n € N eine Funktion f,: M — R,
dann sagen wir die Folge (f,,) konvergiert punktweise gegen die Funktion f: M — R, falls fur
jedes © € M gilt f,(x) — f(z) (n — 00). (Analog auch fiir komplexwertige Funktionen.)

In den obigen Beispielen 1) und 2) hatten wir jeweils punktweise Konvergenz, aber in einem
Fall blieb die Stetigkeit nicht im Limes erhalten und im anderen war die Folge der Integrale
nicht entsprechend konvergent gegen das Integral der Grenzfunktion.

20.2. Gleichméaflige Konvergenz

Fiir Mengen () # M C D und eine Funktion f: D — R (oder auch komplexwertig) sagen wir,
dass f auf der Menge M beschrinkt ist, falls die Menge {|f(z)| | z € M} C R beschrankt ist.
In diesem Fall heifit

[fllar := sup{[f ()| | z € M}

die Supremumsnorm von f auf M.

Eigenschaften der Supremumsnorm: (i) Es ist stets || f|asr > 0. Weiters gilt ||f|x = 0
genau dann, wenn f(z) = 0 fiir alle z € M ist.

(ii) Fiir jedes ¢ € R (oder in C) gilt ||cf|lar = || - || fllaz-

(iii) Ist g ebenfalls beschrankt auf M, so gilt die Dreiecksungleichung || f+glla < || f|laz =+ gl az-

Definition:

Sind die Funktionen f und f, fiir jedes n € N beschriankt auf M, dann sagen wir die
Folge (f,) konvergiert gleichmafig gegen f ut my, falls || fr, — f|lar — 0 fiir n — oo gilt.

fn

/;
Anschaulich gesprochen bleiben iiber der Men-

ge M fiir jedes € > 0 die Funktionsgraphen von
fr schlieBlich im (griin begrenzten) e-Schlauch
um den Graphen von f:

N/

M

Anmerkungen und Eigenschaften: (a) Gleichméfige Konvergenz von (f,,) gegen f impli-
ziert auch die punktweise Konvergenz, denn fiir alle x € M gilt die Abschéitzung

[fn(z) = F@)| < | fo = fllar =0 (n — o0).

(b) Die Umkehrung in (a) gilt i.A. nicht, wie die Folge aus Beispiel 1) in 20.1 zeigt, die zwar
punktweise gegen f strebt, aber nicht gleichméfBig konvergent auf M = [0, 1] sein kann:

[fn = flloa) = sup | fu(z) = f(z)[= sup 2" =140 (n— oo).
0<z<1 \Z—’ T 0<z<1
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Ubrigens sehen wir mit einer #hnlichen Uberlegung, dass dieselbe Folge (f,,) auf jedem Teil-
intervall [0,7] mit 0 < r < 1 gleichméfig gegen 0 konvergiert, denn

I fallos] = sup 2" =7" =0 (n— o).
0<z<r

(c) Den Unterschied zwischen gleichméfiger und punktweiser Konvergenz kénnen wir auch
mittels , Epsilontik* illustrieren: Wenn (f,,) gleichmafig gegen f strebt, dann gibt es zu jedem
€ > 0 ein n. € N mit der Eigenschaft

|fu(z) — f(z)| <e firn > n. und fir alle 2 € M.

Bei punktweiser Konvergenz f, — f gilt, dass es fiir jedes x € M und zu jedem € > 0 ein
ne(z) € N gibt mit
’fn(x) - f(:(})’ <e firn> na(x)

(d) Aus der gleichméBigen Konvergenz f,, — f folgt auch, dass die Folge (f,) gleichmdfig
beschrankt ist, d.h. es gibt eine Konstante C' > 0, sodass

| fullar < C  fiir alle n € N.
Beweis: Zu € := 1 gibt es ein n; € N mit || f, — f|las < 1 fiir n > ny, daher auch
Wfallar = Wfn = F+ fllse < |1f = fllae + [ fllar < 1+ || fllar =: C1 fiir alle n > ny.

Fir n = 1,...,ny gilt selbstverstandlich || f,||ar < max{||fillar,---, || fa,llar} = C2, sodass
wir insgesamt
Il fullar € max{C1,Cs} =: C fiir allen € N

erhalten. n

20.3. Gleichmaflige Konvergenz bewahrt Stetigkeit

Sei I C R ein Intervall und f,: I — R stetig fiir jedes n € N. Wenn (f,) auf I
gleichméfig gegen die Funktion f: I — R konvergiert, dann ist auch f stetig.

Beweis: Sei zg € I und € > 0. Wegen der gleichmafligen Konvergenz koénnen wir ein n € N
wahlen mit ||f, — fllr < €/3. Wegen der Stetigkeit von f,, bei zg gibt es ein § > 0, sodass
|fn(z) = fn(x0)] < e/3 gilt fiir x € T mit |z — 20| < 0. Somit erhalten wir fiir jedes « € I mit
|x — 29| < ¢ die Abschétzung

[f (@) = f(zo)| = [f(2) = fu(@) + fu(z) = fa(20) + fn(z0) — f(20)|
< [f(@) = fu(@)| + [ fu() = fu(zo)| + [fn(z0) — f(20)]

<1 = Fallr + 1fa(@) = Ja(wo) [+ o = Flr < 5+ 5+ 5 =<

Dies zeigt die Stetigkeit von f in xg. O
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20.4. Gleichmiaflige Konvergenz von Reihen
Ist (fx) eine Folge von beschriankten Funktionen auf der Menge M, dann nennen wir die
oo n
Funktionenreihe Z fr gleichméBig konvergent, falls die Folge der Partialsummen s, := Z fx
k=0

k=0
gleichméfig konvergiert.

Majorantenkriterium von Weierstrafl

Falls es eine reelle Folge (ay)ken, mit ar > 0 gibt, sodass

oo
Z ap konvergent ist und || fx||am < ai fir alle k € Ny gilt,
k=0

[e.e]
dann ist die Reihe Z fr gleichméBig konvergent.
k=0

Beweis: Fiir jedes beliebige fixe x € M ist |fi(z)| < || frllar < ag fir alle k € Ny. Daher ist
o0
nach dem Majorantenkriterium fiir Zahlenreihen die Reihe Z fr(z) konvergent. Wir kénnen

k=0
daher eine Funktion f: M — R definieren durch

flx) = ifk(:n) (x € M).
k=0

Se € > 0. Nach dem Cauchy-Kriterium fiir Reihen gibt es ein N € Ny, sodass fiir m >n > N
m
stets Z ap, < € bleibt. Fir jedes x € M gilt daher

k=n+1
lsm(@) —sa(@)| = | Y fr@)| < Y ful@)] < Y an<e
k=n+1 k=n+1 k=n+1

und daraus weiter mit m — oo die Abschétzung |f(z) — s, ()| < e firallex € M und n > N.
Das bedeutet nun

If = snllar = sup [f(2) —sn(2)] <& (n = N),
xeM

weshalb wir auf die gleichméflige Konvergenz s,, — f schlieffen diirfen. O

(o]
Die Reihe Z fr mit fr: R — R mit fi(z) = Sln]gém) ist gleichméBig konvergent

k=1
auf R, denn
1
k2

< gilt fir allez e R,k € N

[e.e]
1
und Z 2 ist konvergent.
k=1
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20.5. Dominierte Konvergenz in Integralen

Sei I C R ein Intervall und f,,: I — R integrierbar fir jedes n € N. Konvergiert die Folge (f,)
punktweise fast iberall gegen eine Funktion f: I — R und gibt es eine integrierbare Funktion
g: I — R, sodass fir alle n € N die Ungleichung |f,(z)| < g(x) fiir fast alle z € I zutrifft,
dann ist f integrierbar auf I und es gilt

lim /fn(x) dx:/f(x) dz.
T T

n—oo

(Beweise davon finden sich z.B. in [ASV, Kapitel 4] oder [Heu2, Satz 126.1].)

Auf einem kompakten Intervall ist jede konstante Funktion integrierbar, weshalb wir folgenden
Spezialfall fiir die Praxis vermerken wollen.

Folgerung fiir ein kompaktes Intervall I = [a,b]: Die Folge (f,) von integrierbaren
Funktionen auf [a, b] sei punktweise fast iiberall gegen eine Funktion f: [a,b] — R konvergent
und gleichméfBig beschrankt, d.h. |f,(z)] < C fir alle z € [a,b] und n € N, dann ist f
integrierbar auf [a,b] und es gilt

n—oo

b b
lim /fn(:z:) dx:/f(:z) dz.

Schliefllich machen wir fiir die Anwendung auch noch die offensichtliche Bemerkung, dass aus
der gleichméfigen Konvergenz f,, — f stets die punktweise Konvergenz fast iiberall folgt.

20.6. Vertauschung gleichméifliger Limiten mit Integralen oder
Differentiation auf kompakten Intervallen

(A) Sei fir jedes n € N die Funktion f,: [a,b] — R integrierbar.

(al) Folgen und Integrale: Wenn die Folge (f,) auf [a, ] gleichméBig gegen die Funktion
f: [a,b] — R strebt, dann ist f integrierbar und es gilt

/bf(a:) dx:nli_{glo/bfn(x) dz.

Beweis: Nach Eigenschaft (d) aus 20.2 ist die Folge (f,,) gleichméBig beschrénkt, daher ist
nach der Folgerung in 20.5 die Funktion f integrierbar und es gilt die Grenzwertaussage, weil
die gleichméfBige Konvergenz insbesondere punktweise Konvergenz nach sich zieht. O

(a2) Gliedweise Integration einer Reihe: Wenn die Reihe Y 72 ; fi auf [a, b] gleichmaBig
gegen f: [a,b] — R konvergiert, dann ist f integrierbar und es gilt

/bf(x)d:z,‘: i/bfk(x)dx

k=17,

Dies folgt direkt aus (al) durch Anwendung auf die Partialsummenfolge s, := Z Sr
k=1
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(B) Sei fiir jedes n € N die Funktion f,: [a,b] — R stetig differenzierbar.

(b1) Folgen und Ableitung: Wenn die Folge (f,,) auf [a,b] punktweise gegen die Funktion
f:[a,b] — R strebt und die Folge der Ableitungen (f}) gleichméfig gegen die Funktion
g: [a,b] — R konvergiert, dann ist f stetig differenzierbar und es gilt f’ = g, d.h.

fix) = lim_ f,(x).

n—oo

Beweis: Fiir beliebiges g € [a, b] gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung fiir alle = € [a, b] die Gleichung

fula) = falen) + [ L0,

in der wir zum Grenzwert fiir n — oo iibergehen diirfen und geméf (al) auch Limes und
Integral vertauschen diirfen. Wir erhalten

fla) = flao)+ [ g(t)dt

mit der nach 20.3 stetigen Funktion g. Wiederum nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung ist f stetig differenzierbar mit Ableitung f' = g. O

o0
(b2) Gliedweise Differentiation einer Reihe: Wenn » _ fi,(z) = f(z) punktweise fiir alle
k=1

x € [a,b] gilt und die Reihe Z fr. gleichmiBig konvergent ist, dann ist f: [a,b] — R stetig

k=1
differenzierbar und es gilt

Fle) =3 i)
k=1

Dies folgt direkt aus (b1l) durch Anwendung auf die Partialsummenfolge s, := > 7_; f.

20.7. Anwendung auf Potenzreihen

Gleichmiflige Konvergenz von Potenzreihen auf kompakten Kreisscheiben

o0
Eine Potenzreihe Z an(z — 2zp)" mit Konvergenzradius R > 0 konvergiert gleichméBig
n=0

auf jeder abgeschlossenen Kreisscheibe K, (z) :={z € C ||z — 20| < r} mit 0 <r < R.

Beweis: Wir kdnnen das Majorantenkriterium von Weierstral aus 20.4 anwenden, denn fiir
alle z € K,(2p) gilt

|an(z = 20)"[ = |an| - |z = 20|" < fan|r"
o0
und die Reihe Z lan| " ist wegen r < R konvergent (absolute Konvergenz nach 16.3). O
n=0
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Bemerkung: Wir kénnen i.A. nicht erwarten, dass die Konvergenz der Potenzreihe gleich-
méafig auf der gesamten offenen Kreisscheibe Kr(z9) = {z € C | |z — 20| < R} stattfindet,
weil bekanntlich das Konvergenzverhalten zum Rand hin problematisch werden kann.

(oo} n
1— n+1
(Z.B. bei der geometrischen Reihe sz ist R = 1, sp(z):= sz = z und fir |z] < 1 ergibt sich die
k=0 k=0
Summenfunktion
. 1
f(z) = sz = lim sp(z) = ;
n— o0 11—z
k=0
_(1—ynt1 n+1
jedoch gilt |f(2) — sn(2)| = |2 (11; )| = ||21|72‘ — oo fiir [2| — 1, somit ist sogar || f — snllk, (o) = 00-)

Wir wenden uns nun wie im Abschnitt 16.4 wieder speziell Potenzreihen mit reellem Ent-
wicklungspunkt und reellen Koeffizienten zu und betrachten entsprechend Gleichung (16.4)
die zugehorige Summenfunktion.

Gliedweise Differentiation und Integration von Potenzreihen

o0
Sei Z an(xz — x9)" eine Potenzreihe mit 2y € R, a, € R (n € Ny), Konvergenzradius
n=0
R > 0 und Summenfunktion f: I — R auf dem Intervall I =]zy— R, z¢+ R[. Dann ist
f € C®(I) und es gilt

(20.1) f(z) = Z nan(z —20)" ", f'(z) = Z n(n — Day(z — z0)""2  ete.
n=1 n=2

sowie fur [a,b] C I auch

b - a b
(20.2) / f@)dr =3 =22 (z — o)™+

n:0n+1 o

Beweis: Aus dem obigen Satz iiber die gleichméflige Konvergenz von Potenzreihen wissen wir,

o0
dass Z an(x — o))" fur jedes 0 < r < R auf dem kompakten Intervall [zg — r,zg + 7] C I

n=

gleichméfig konvergent ist.

Wir zeigen (20.2): Fiir beliebige a,b € I mit a < b kénnen wir ein passendes r > 0 finden,
oo

sodass [a,b] C [xg — 7,20+ r] C I gilt. Daher ist Z an(x — z9)" gleichmafig konvergent auf

n=0
[a, b] und wir kénnen (a2) aus 20.6 anwenden und die Potenzreihe gliedweise integrieren

b o b o0 b
— _ n _ an _ n+1
-a/f(x)dm—nzz:o-a/an(x xo) dx—zn+1(x o)™t

n=0 @

Wir zeigen (20.1): Wir wissen aus 16.4, dass die gliedweise abgeleiteten Potenzreihen densel-
ben Konvergenzradius R haben. Fiir jeden Punkt x € I und kleines ¢ > 0 konnen wir ein
passendes r > 0 finden, sodass Us(z) =]z — ¢,x + €[ C [zg — 7,20 + r] C I gilt und somit
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gleichméfige Konvergenz sowohl der Reihe als auch aller gliedweise differenzierten Reihen in
einer fixen Umgebung von = garantiert ist. Daher kénnen wir (b2) aus 20.6 anwenden und
die Potenzreihe gliedweise differenzieren. O
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21. Fourier-Reihen

Vorbemerkung: Wir werden hier auch komplexwertige Funktionen auf reellen Intervallen
studieren, wie es z.B. fiir die Darstellung

€ =cosz+isinz (z € [—m, 7))

niitzlich sein kann. D.h. wir schreiben im allgemeineren Fall fiir ein Intervall I C R mit
f: I — C einfach

f(@) = fi(z) +ifo(z) mit fi(z) = Re f(z) und fo(z) :=Im f(z) (2 <€)

und spielen Integrale oder Ableitungen auf die reellwertigen Funktionen fi, fo: I — R zuriick,
d.h. einfach

[ t@)de = [ fi@)as+i [ @) da.
1 T 1
wenn f; und fo integrierbar sind, oder

fl(x) = fi(z) + ifs(@),

falls f; und fo differenzierbar sind.

21.1. Losungen von u” + A2u = 0 fiir A > 0 mit Periodizitit

Die Uberlegungen, die auf (15.1) gefithrt haben, sind auch auf dem Intervall [, 7] an Stelle
von R giiltig, daher sind alle Losungen u: [—7, 7] — R dieser Differentialgleichung von der
Form

u(z) = acos(A\x) + bsin(Az) (z € [—m, 7))

mit reellen Konstanten a und b. Falls wir komplexwertige Losungen v: [—7, 7] — C mit
v"” = — v zulassen, zeigt ,das Kleingedruckte“ nach (15.1), dass in diesem Falle

v(z) = de” M 4 et (z € [-7, 7))
mit komplexen Konstanten d und c.
Wir sind an Losungen u # 0, v # 0 interessiert und verlangen zusétzlich die Randbedingungen
(21.1) u(—7) = u(n), v/ (—7) =/ () bzw. v(—7)=v(r),v (—7) ='(7).

Dies erlaubt die Funktionen 27-periodisch und stetig differenzierbar auf ganz R fortzusetzen
(z.B. mittels u(z + 27k) := u(z) fir k € Z, —7 < x < 7). Durch Einsetzen in obige Losungsformel
bedeuten die jeweils ersten Gleichungen in (21.1) nun

acos(Am) — bsin(Ar) = acos(Ar) + bsin(Ar) bzw. de’ + ceT M = dem A 4 el
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und weiters
(%) bsin(Ar) =0 bzw. (d—c)e? ™ =d—c.
1. Fallb = 0 bzw. d—c = 0: Dann ist u(z) = a cos(Az) bzw. v(x) = d(e~**+el7) = 2d cos(Az)
und u/(z) = —Aasin(Az) bzw. v/(z) = —2Adsin(Az), was in den jeweils zweiten Gleichungen
in (21.1) auf die Bedingung

Aasin(Am) = —Aasin(Ar) bzw. Adsin(A7r) = —Adsin(Ar)
fithrt. Um u # 0, v # 0 zu garantieren, muss a # 0, d # 0 gelten und daher

Asin(A7) = 0.

Wegen A\ > 0 erzwingt dies die Bedingung sin(A7) = 0 und somit

() AeN.

2. Fall b # 0 bzw. d — ¢ # 0: Hier folgt aus (*) unmittelbar
sin(Ar) =0 bzw. M =1,
was in beiden Varianten wegen A > 0 ebenfalls auf (xx) hinauslauft.

Schreiben wir A\, = k € N, dann haben wir also fir jedes k € N reelle Losungen u; von
ufl + k?uj, = 0 in der Form

(21.2) uk(x) = ag cos(kx) + by sin(kz) (x € [-m, 7],k € N)

mit Konstanten ay, b, € R und entsprechend komplexe Losungen vy, von vy + kv, = 0 der
Gestalt

(21.3) vp(z) = dpe * 4 et (z € [-m, 7],k € N)

mit Konstanten dg, c; € C.

Die Losungen in (21.2) koénnen wir
als ,stehende Wellen“ mit Frequenz k ‘ ‘
interpretieren. In der nebenstehenden —r T
Skizze das Beispiel cos(4x) + 2sin(4z).
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Konstante Funktionen ug(z) = ag/2 (der Faktor 1/2 wird sich spéter als ,,praktisch“ erweisen)
bzw. vo(z) = co sind natiirlich 27- perlodlsch und wir konnen diese wegen uj = 0 bzw. vj =0
als zusatzlichen Sonderfall fiir die Frequenz )y = 0 auffassen.

Jede der Losungen in (21.2) bzw. (21.3) hat eine 2m-periodische Fortsetzung auf R. End-
liche Summen davon entsprechen einer Uberlagerung von Wellen verschiedener Frequenzen

0,1,2,...,n und ergeben wiederum eine 2w-periodische Funktion:
n a n
(21.4) sp(x) = Z ug(z) = ?0 + Z (ak cos(kx) + by sin(kx)).
k=0 k=1

Ein Ausdruck wie jener auf der rechten Seite von (21.4) heiit trigonometrische Polynom.

Umgekehrt kinnen wir die grundlegende Frage stellen: ,Ldsst sich jede 2m-periodische
Funktion u durch Uberlagerung solcher Wellen darstellen oder zumindest approzimieren?*

Mit anderen Worten und etwas Ubermut fragen wir, ob fiir die ,beliebige* 2m-periodische
Funktion u auf dem Grundintervall [—m, 7] eine Reihenentwicklung

(21.5) =

?0 Z (ak cos(kx) + by sm(k:ac))

gelten kann, wobei wir uns natiirlich auch um die Konvergenzeigenschaften kiimmern miissen.

21.2. Fourierkoeffizienten und Fourier-Reihen

(a) Zusammenhang zwischen reellen und komplexen Darstellungen: Fiir das trigo-
nometrische Polynom (21.4) kénnen wir vermoge
ik —ikx ikex _ _—ikx
cos(kx) = % und sin(kz) = %
i

auch eine komplexe Darstellung wéhlen

04 Z (ak cos(kx) + by sin(kx) ) Z cpel”

sp(x) =

2 k=—n
Daraus lesen wir die Zusammenhénge
a_p +ib_p k<0,
(21.6) Ck =7 | a0 k=0,
ap — ib k>0,
sowie umgekehrt
(21.7) ap = 2cp, ap=ck+c_g, by =1i(ck—c_k)

ab.
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(b) Eindeutigkeit der Koeffizienten: Sei u: [—m, 7] — R eine Funktion mit u(—m) = u(n).
Angenommen es gilt die Darstellung (21.5) mit gleichméBiger Konvergenz, dann ist u stetig
und es folgt

s s
-

ap = 1/u(t) dt, ap= 1/u(t) cos(kt)dt, by = ! /u(t) sin(kt)dt (k € N)

und

T
ck:%/u(t)e Kt (ke 7).

Beweis: Wir fithren den Beweis im Detail fiir die komplexe Darstellung

n [e.9]
— i ikx __. ikx
(21.8) u(z) = Jim k; cpe™ =1 Y ope?

-n k=—o00
Die Formeln fiir ag, ax und by folgen daraus mittels (21.7).

Alle Summanden in (21.5) bzw. (21.8) sind stetig, daher folgt aus der gleichméfiigen Kon-

vergenz der Reihe geméf 20.3 die Stetigkeit von w. Nach (a2) in 20.6 diirfen wir gliedweise
A pilk—m)t |7

i(k—m)

integrieren und erhalten mit / elb=mit qp = = 0 fiir £ # m nun

—T

™

/u(t)e_imt dt:/ Z cpetFle M dt = Z Ck /ei(k_m)tdt = 27Cpy.

g k=—o00 k=—oc0 “x
—_———
0 k#m,
2r k=m

O

Bemerkungen: (i) Ist u eine gerade Funktion, d.h. u(—x) = u(z), dann gilt by = 0 fiir alle

k € N, denn mit der Substitution s = —¢ sehen wir
wby = / u(t) - sin(kt) dt = /u(s) sin(ks)ds = — / u(s)sin(ks) ds = —mby.
Cr) k) :
T u(—t) —sin(— ™ m

(ii) Ist u eine ungerade Funktion, d.h. u(—x) = —u(z), dann gilt ax = 0 fir alle k € Np.

(iii) Fur die Funktion u wie oben ist die 2m-periodische Fortsetzung a(z + 2kw) := u(x)
(x € [-m, 7],k € Z\ {0}) wegen u(—m) = u(m) stetig.
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Ist w: [—m, 7] — R eine integrierbare Funktion, dann heiflen

17 17 17
o — / S, e — / u(t) cos(kt) dt, by = = / u(t)sin(kt) dt (k€ N)
™ T T

und i
1 —i
ckzg/u(t)e Mat (ke z)

die Fourierkoeffizienten von wu. Die Folge der Partialsummen (s, )nen, mit

sn(2) = Z cpelfT — % + kgl <ak cos(kz) + by, sin(ka:))

k=—n

definiert die Fourier-Reihe von u (unabhingig von deren Konvergenzverhalten).

Wir betrachten die stetige Funktion

u: [—m, 7] = R mit u(x) = 22. Da u gerade ist, ver-
schwinden alle Sinus-Koeffizienten by der zugehori-
gen Fourier-Reihe. Eine Skizze eines Ausschnittes
der 2m-periodischen Fortsetzung der Funktion u auf
R sieht wie folgt aus:

_3n - m 31

A 3

. . 2 X
Zunéachst ist mag = / r¥dx = 3

—T

2
= ——, daher ag = %

™ 271'3 2
3 3

™

Weiters ist fiir £ > 1 mittels zweimaliger partieller Integration

0
Tay = /:c2 cos(kx)dx = xQSm(k]m)

_/stmg{:a:) da

1 . ™
7z sin(kx) ‘ = 0
—_——~

- cos(km)
2| (—cos(kx))|" 1 2 —
=zl - + z / cos(kx)dx | = —?< — mcos(km) — 7rcos(—k7r))

—Tr
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und wir erhalten

ap = (—1)F by =0 (k>1), ag=—.

k2’
Somit lautet die Fourier-Reihe
oo 2 %)
ag ) . e dcos(kx)
) + ];:1 (ak cos(kx) + by, sm(k:x)) =3 + 321(—1) 2z

= 4'“’25’“)‘ <5 4 (gleichméBig bzgl. z) ist diese Reihe nach dem Majo-

Wegen ’(—1)]‘34”,:5“)
rantenkriterium von Weierstrafl 20.4 glelchmaﬁlg konvergent. Wir werden unten noch sehen,
dass wir im vorliegenden Fall fiir jedes x € [—m, 7| Konvergenz gegen u(x) garantieren kénnen,

weil u stetig differenzierbar auf [—7, 7] ist. Somit gilt also

74_2 k4cosk:x) (r <z <),

2 o0 4
Werten wir das speziell bei z = 0 aus, so folgern wir aus 0 = % + Z(—l)k 72 nun
k=1
i S U U
= 4 9 16
Bei x = m wiederum haben wir
o) 2 0o
_m g cos(km) 1
T3 Z:: A 3 k; 2
und erhalten daher
=01 2 2 37r -2 2r?  q?
21. SR . G
(21.9) z:: 2 4 1 12 12 6

Umrechnung auf andere Periodenliangen: Sei L > 0. Eine Funktion v: R — C heifit
2L-periodisch, falls fiir alle x € R und k& € Z die Gleichung v(z + 2kL) = v(z) gilt. Es
ist direkt zu sehen, dass v genau dann 2L-periodisch ist, wenn die Funktion u: R — C mit
u(x) := v(Lx/7) 2m-periodisch ist. Damit konnen die Techniken der Fourier-Reihen bei Bedarf
systematisch auf 2L-periodische Funktionen iibertragen und auch entsprechende Formeln fiir
die Koeffizienten abgeleitet werden.

21.3. Punktweise Konvergenz der Fourier-Reihe

Wir nennen eine Funktion f: [a,b] — R stickweise stetig differenzierbar, wenn f stiickweise
stetig mittels Zerlegung a = ag < - -+ < ay = bist (vgl. 17.5(b)) und die Einschrinkungen von
f auf Jay_1, ax[ jeweils zu C'-Funktionen auf [ax_1,ay] fortsetzbar sind, d.h. die Ableitung f’
ist stiickweise stetig.
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Satz: Sei u: [—m, 7] — R stiickweise stetig differenzierbar mit u(—=n) = u(7). Mit der Be-
zeichnung u(zt) = l_1>miu(y) gilt dann fiir die Partialsummen s, der Fourier-Reihe von u
y—T

die folgende punktweise Konvergenz

u(z—) + u(z+)

lim s,(z) = fur jedes x € [—m, 7).

n—00
Da in einem Stetigkeitspunkt = von u natiirlich w = u(z) gilt, konvergiert in diesen
Punkten die Fourier-Reihe von v gegen den Funktionswert. Dariiber hinaus konvergiert die
Fourier-Reihe gleichméBig gegen u auf allen kompakten Intervallen ohne Sprungstellen von w.
Beweisskizze: Wir setzen die Integralformeln fiir die Koeflizienten in die Partialsumme der (komplexen Version der)

Fourier-Reihe ein und berechnen

n n

n ™ ™ ™
. 1 . . 1 .
sn(z) = E cpethT = E g/u(t)e_'mdt’elm:/U(t)% E eikle=t) dt:/“(t)Dn(w—t)dt’
k=—n g

k=—n k=—n
— —

n
E e'#s der sogenannte Dirichlet-Kern ist.

k=—n

1

wobei Dy (s) := o
™

Sowohl u als auch Dy, sind 27-periodisch und auflerdem ist D,, offensichtlich gerade. Daher kénnen wir das Integrati-

onsintervall um x verschieben, dann zerlegen und einmal z — ¢t = s und das andere Mal x — t = —s substituieren:
™ T+
(*)  sn(z) = /u(t)Dn(m —t)dt = / u(t)Dp(z —t)dt
—T r—T
x x+T 0 ™ Dy, (s)
—
= w(t) Dy (z —t)dt + u(t)Dp(z —t)dt = — [ u(x — s)Dp(s)ds+ | u(z+ s) Dn(—s) ds
T—T x ™ 0
s Ky
= /u(a: — 8)Dn(s)ds + /u(m + 8)Dn(s)ds.
0 0

™

™
n
1 : )
Der Dirichlet-Kern hat offensichtlich die Eigenschaft /Dn(s) ds = — E /e’ks ds =1, weil fw et*sds = 0 fir
2T . -
=—n
™

—7 —

k # 0 und f:r €08 ds = 27 gilt. Wegen Dy, (—s) = Dy(s) schliefen wir daraus auch

™ 0
/Dn(s)ds: % :/Dn(s)ds.

0 -7

™

1
Mittels Eu(:ci) = /u(xi)Dn(s) ds kommen wir aus der obigen Darstellung (%) nun auf

0

™ ™

/ (u(a: —s) — u(a:—))Dn(s) ds + / (u(z +s) — u(a:+))D,L(s) ds

0 0

u(z—) +u(et) _

sn(x) — 5

und die verbleibende technische Schwierigkeit ist der Nachweis, dass beide Integrale fiir n — oo gegen 0 streben, sowie
der gleichméaBigen Konvergenz auf kompakten Stetigkeitsintervallen von u (vgl. [FK2, §6, Abschnitt 2.5]). O
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Die Funktion u: [—m, 7] — R mit u(z) = |z| erfillt u(—=m) = u(n), ist stetig und

auch stickweise stetig differenzierbar. Auflerdem ist u gerade, weshalb by = 0 (k € N) gilt.

Zuerst berechnen wir wieder 7ag = [ |z|dz = 2 [[fzdz = #?|] = 72, d.h. a9 = 7. Fiir
k > 1 ist weiters mit partieller Integration

0
r in(kz)|™ _ [ sin(k
Tay = / |x| cos(kx) d 2/:Bcos (kx)d 2:nsm( 2) _2/sm( 2) d
ko 2
0 0
2 (—cos(kx))|" 2 2 k 0 k gerade,
=——+ ——— = ——5(cos0—cos(km)) = -5 (1 = (=1)") =
k k 0 k2( (k) k2 ( (=1) ) —5  k ungerade,
daher also ag; = 0 und ag_1 = —m fiir [ € N. Wir erhalten die Darstellung
T 4> cos((20—1)x)
——-_Z —r<z<
|z| 2 FZ (217 (—m<ax<m)

mit gleichméBiger Konvergenz. Wir schreiben dies zur Illustration noch kurz um auf

cosa 4 cos(3x) n cos(bx) N w2 7T| |
x .= — — —|z|.
9 25 8 4
Auswertung bei & = 0 ergibt die Summenformel
3 N R _r
= “( 2l —1)2 9 25 8

21.4. Approximation im quadratischen Mittel

Wir betrachten hier quadratisch integrierbare Funktionen f: [—m,n] — C, die durch die Ei-
genschaft definiert sind, dass die Funktion z + |f(z)|? integrierbar ist, und bezeichnen diese
auch als L%-Funktionen. Fiir jede L?-Funktion f konnen wir das quadratische Mittel oder die

L?-Norm einfithren
™ 1/2
17l = ( / !f(fc)|2dﬂf) .

Diese Funktionenklasse ist im Hinblick auf Fourier-Reihen deshalb von besonderer Bedeutung,
weil sich fiir eine beliebig gegebene L?-Funktion u: [—m, 7] — R mit den Partialsummen s,
der zugehorigen Fourier-Reihe Folgendes zeigen ldsst (vgl. [Heu2, Abschnitte 134 und 141]):

(i) Optimale L2-Approximation: Bezeichnet T}, die Menge aller trigonometrischen Poly-
nome mit maximaler Frequenz n, dann gilt

lu—snllz < [lu—pll2 fiir alle p € Ty;

.e 2_ T . _
(ii) L*-Konvergenz: 7}1_)ngo||u snll2 = 0.
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Eine elegante Interpretation der Fourier-Reihenentwicklung erschliefit sich durch die Ein-
fiihrung des Skalarproduktes!

(flg) == | f)g(z)dz (f,g L*-Funktionen),

A~

woraus sich die L2-Norm durch ||f||2 = /{f[f) ausdriicken lisst. Die Folge der Funktionen
ex: [—m, 7] = C mit ex(x) := **/\/21 (k € Z) bildet dann wegen

0 n#m,

1 7.
= — l(m—n)x d — 5 —
enlm e x nm
< | > 27T/ {1 n=m,

ein orthonormales System.

Betrachten wir eine Summendarstellung (endlich oder unendlich) der Form

u(z) = chei’m = ch\/ﬂel(aj),
l l

dann ist dies abstrakter geschrieben

Okl
N N A
U=V Z cie;, daher (ex|u) =V2r Z c (egler) = V2mey,

l=—N l=—N

d.h. wir erhalten genau die passende Formel fiir die Fourierkoeffizienten

K
ck = \/12?<ek]u> = % / e~ Ry (x) da.
Somit ist die Fourier-Reihenentwicklung analog zur Darstellung eines Vektors in einem uni-
tdren Vektorraum mittels einer Orthonormalbasis. Bekanntlich 1dsst sich aus so einer Ortho-
normalbasisentwicklung ja auch das Quadrat der Norm eines Vektors als Summe iiber die
Koeffizientenquadrate ausdriicken und in diesem Kontext gilt ([Heu2, 142.1] oder [FK2, §9,
4.5]) dann auch fur die Fourierkoeffizienten die

Parseval-Gleichung

iy
1 2 1 2 S 2 a% . k
(21.10) soluld =5 [l@Pde= Y lal =2+ Y A0k

k=—o00 k=1

—T

'Nur die Eigenschaft der positiven Definitheit ist noch nicht strikt erfiillt, denn (f|f) = 0 impliziert f = 0
f.ii.; das kann aber durch Ubergang zu L?-Klassen von f.ii. gleichen Funktionen strukturell behoben werden.
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Appendix: Ein kurzer Blick auf
gewohnliche Differentialgleichungen

Differentialgleichungen spielen eine wesentliche Rolle bei vielen Modellbildungen zu physika-
lischen Fragestellungen und Sie werden diesen wohl schon mehrfach in anderen Vorlesungen
begegnet sein. Wir wollen und koénnen hier im Anschluss an diese erste Analysis-VO (und
auBerhalb des curricular festgelegten Stoffes) nur einen ganz kurzen Blick auf sogenannte
gewdohnliche Differentialgleichungen versuchen, bei denen es also um Gleichungen fiir Funk-
tionen einer reellen Variablen und deren Ableitungen geht. Beispiele dafiir hatten wir bereits
in 14.4 und 15.1 ein wenig studiert. Mehr Hintergrundwissen und Details fiir eine Einfithrung
finden sich z.B. in [FK1, §13] und [FK2, Kapitel II, §2-3].

Grundbegriffe und elementare Losungstechniken

Grundsétzlich kann eine skalare gew6hnliche Differentialgleichung erster Ordnung in der Form

(DGL) y' = f(z,y)

geschrieben werden, wobei f eine gegebene Funktion sein soll und eine entsprechende Funktion
x +— y(x) gesucht wird. Genauer heifit eine Funktion u: I — R auf dem Intervall I C R eine
Losung von (DGL), wenn u differenzierbar ist und

(L) v (z) = f(x,u(r)) fiir alle x € I gilt.
Fﬁr AeRund f: R x R — R mit f(z,y) :== Ay hat
Y =Xy

A

die Losungen u: R — R, u(z) = ce” mit ¢ € R. Wir bemerken, dass hier immer ¢ = u(0) ist.

Unter einem Anfangswertproblem fiir die gewohnliche Differentialgleichung (DGL) verstehen
wir die zusédtzliche Vorgabe eines Wertes yg € R an der Stelle z¢ € I, d.h.

(AWP) y' = f(z,y) und y(zo) = yo.

Eine Funktion u: I — R ist also eine Losung von (AWP), wenn u differenzierbar ist und
sowohl v/ (x) = f(z,u(x)) (x € I) als auch u(xg) = yo gilt. Hier ist f eine gegebene reellwertige
Funktion I x R — R.

Von einem System (der Grifie n) von gewdhnlichen Differentialgleichungen sprechen wir,
falls f eine vektorwertige Abbildung I x R™ — R" ist. In diesem Fall ist u: I — R", x
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(ui(z),...,up(z)) eine Losung des entsprechenden Anfangswertproblems mit xy € I und
yo € R”, falls jedes uj: I — R (j = 1,...,n) differenzierbar ist und sowohl u(zg) = yo als
auch
uf ()
u'(z) = : = f(z,u(x)) fir alle z € I gilt.

Un ()

Betrachten wir f: R x R? — R? mit f(z,y1,y2) := < sgffly ), dann erhalten wir
- 1

das folgende System (der GroBe 2) von gewohnlichen Differentialgleichungen

© ()~ ()

fiir die gesuchten Funktionen z — yi(z) und = — y2(x). Wir bemerken, dass sich in diesem
Fall yf = y4 = —siny; ergibt, d.h. y; ist eine Losung der folgenden skalaren gewdhnlichen
Differentialgleichung zweiter Ordnung des ungedampften Pendels

(P) y" +siny = 0.

Skalare Differentialgleichungen hoéherer Ordnung als Systeme erster Ordnung:
Suchen wir eine n-fach differenzierbare Funktion I — R, z — y(x) mit der Vorgabe

y™ = h(z,y, 9. ..,y ),

dann kénnen wir stattdessen die n Funktionen vy =y, y2 := v/, ..., yn := y(" Y betrachten
und erhalten fiir die vektorwertige z: I — R™ mit z(x) := (y1(x),...,yn(x)) nun wegen
Y, =y™ = h(z,y1,...,ys) = h(z, 2) das folgende System erster Ordnung (der GréBe n):

Y1 Y2
/ : _ : _.
2= = =: f(x, z).
Yn—1 Yn
y'/n h’(‘r7y17"' 7yn)

Insofern geniigt fiir grundsétzliche Fragen eine Theorie von Systemen erster Ordnung.

Die obige skalare Gleichung des ungeddmpften Pendels (P) ist von zweiter Ord-
nung und wird durch y; := y und ys := ¢/ gleichwertig in das System (S) tibergefiihrt.

Lineare gewohnliche Differentialgleichungen bzw. Systeme: Falls fiir jedes fixe z €
die Abbildung y — f(z,y) linear R” — R™ ist, sprechen wir von einem linearen System
von gewdhnlichen Differentialgleichungen. Es ist also dann fiir jedes x € I die Abbildung
y — f(x,y) durch eine (n x n)-Matrix A(z) in der Form y — A(z) - y gegeben und wir
erhalten das System
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Elementare Methoden fiir einige skalare Gleichungen

Wir betrachten hier einige Spezialfille des Anfangswertproblems fiir skalare Differentialglei-
chungen

y' = f(z,y) und  y(x0) = 1o,
wobei f: I Xx R — R, xg € I und yy € R vorgegeben sind.

(A) Homogene lineare Differentialgleichung: In diesem Fall ist f(z,y) = a(z) - y mit
einer Funktion a: I — R, d.h. wir betrachten

(HLD) Y =a(x)y, y(zo)=yo.

Wir nehmen nun an, dass a stetig ist und legen dazu die (eindeutige) Stammfunktion g: I — R
mit g(zp) = 0 in der Form

fest. Setzen wir
ui(z) = 9@

dann erhalten wir nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
uy(x) = (eg(z))/ = ¢'(2)e9® = a(2)ed® = a(z)uy(z) fiir alle z € I,

also mittels w1 immer eine Losung der Differentialgleichung mit dem speziellen Anfangswert
uy (o) = e9@) = €0 = 1. Durch u(z) := youi (z), d.h. im Detail

(EL) u(zx) = yoexp (/a(s) ds) (x € 1),

Zo

erhalten wir wegen u'(x) = you)(x) = a(x)your(z) = a(z)u(z) und u(zo) = youi(zo) = Yo
eine Losung des urspriinglichen Anfangswertproblems (HLD).

Die in (EL) konstruierte Losung ist tbrigens die eindeutige Lisung des Anfangswertpro-
blems (HLD): Ist ndmlich v: I — R eine weitere Losung, dann betrachten wir w(z) :=
v(x) exp(—g(z)) und erhalten

w'(z) = v'(z) eI —u(z)a(z)e ™ = 0.
——
a(z)v(x)
Somit ist w konstant auf dem Intervall I und wegen w(x) = w(xg) = v(zg)e " = v(xg) = %o

ergibt sich yp = v(z) exp(—g(x)), d.h.

v(z) = yoed® = u(z) (zel).

Suchen wir allgemein nach Losungen der linearen Differentialgleichung
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ohne die Anfangswerte festzulegen, so kénnen wir folgende Beobachtung anstellen: Sind 1
und gy Losungen, dann ist fiir beliebige ¢1, co € R auch die Linearkombination z := ¢1y1 +coyo
eine Losung, denn

7 (x) = ay(z) + eyy(r) = aal@)yi (@) + c2a(z)y(z) = a(z)z(z) (v € ).
Gangz speziell sind natiirlich auch ¢1y; sowie coys Losungen und z wird in der Physik auch oft

als Superposition dieser beiden bezeichnet.

(B) Inhomogene lineare Differentialgleichung — Variation der Konstanten: Nun ist
f von der Form f(x,y) = a(x)y + b(z) mit einer weiteren stetigen Funktion b: I — R, d.h.
wir wollen das Anfangswertproblem

(ILD) y' = a(x)y +b(z), y(zo) =wo
16sen.

Wir machen im Hinblick auf die Lehren aus (A) und mit der dortigen Notation den Ansatz

(ELC) y(x) = e(x) e9®) = c(z) exp (/a(s) ds) (x el

zo

mit einer noch zu bestimmenden Funktion ¢: I — R, die als ,variierte Konstante* fungiert.
Wir berechnen zunéchst

y'(w) = ¢ (2)e") + e()a()e’™ = ¢ (2)e/) + a(z)y(x)
und erhalten
Y (x) = alz)y(z) +bz) < bx)=d@)ed® o d@)=e @),

Ist also ¢ eine Stammfunktion von be™9, dann gilt fiir y := ce9 tatsdchlich die Differentialglei-
chung
y =ced+caed =be ¢! +aced =b+ay.

Fiir die Anpassung an die Anfangsbedingung bemerken wir noch, dass y(zg) = c(zq)ed(@) =
c(xg) wegen g(zg) = 0 gilt. Zusammenfassend erhalten wir eine Lésung von (ILD) durch den
Ansatz (ELC), wenn ¢ die (eindeutige) Stammfunktion von be™9 mit ¢(xg) = yo ist.

(C) Separierte Variablen: Hier nehmen wir an, dass f von Produktform f(z,y) = g(x)h(y)
mit stetigen Funktionen g und h (auf geeigneten Intervallen) ist. Das entsprechende Anfangs-
wertproblem hat die Gestalt

(SVD) y' = g(2)h(y), y(zo) = yo.

Im Falle h(yp) = 0 ist natiirlich die konstante Funktion y(x) := yo automatisch eine Losung.

Wir nehmen nun fiir das Weitere an, dass h(yg) # 0 gilt. Dank der Stetigkeit von h gilt dann
auch h(y) # 0 fir alle y in einer geeigneten Umgebung von yo. Wegen der Stetigkeit von y ist
dann auch h(y(x)) # 0 fiir alle x in einem passend gewéhlten Intervall  um xg.
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Die Differentialgleichung kénnen wir dann umschreiben auf die Form

y'(r)
h(y(r))

und auf beiden Seiten bzgl. r integrieren mit den Grenzen zg und x € I. Wir erhalten zunéchst

/x hg(;((i))) dr = /19(7“) dr =: G(z).

Substituieren wir im ersten Integral s = y(r), somit ,,ds = y/(r) dr“, dann ergibt sich

=g(r) (rel)

y(z)
Gla) = [ 75 = HO@)).

y(zo)

wobei wir unter Beachtung von y(x¢) = yo noch

s (ze)

(HIF) 1) = [0

Yo

gesetzt haben. Wir wiirden also gerne noch die Gleichung
(GHL) G(x) = H(y(z))

fir jedes x € I nach y(z) auflésen. Das geht zumindest im Prinzip, denn h ist ja nach
unseren Annahmen nullstellenfrei, daher entweder stindig negativ oder stindig positiv auf
dem Integrationsintervall in (HIF). Somit ist H mit Sicherheit streng monoton und daher
injektiv, was die Eindeutigkeit von y(x) regelt. Auflerdem ist H auf seiner Bildmenge auch
umkehrbar und wir diirfen daher

ds

(LSV) y(z) = H(G(2)), G(z):= /9(8) ds, H(z): 7(s)

Yo

als eine Art Losungsformel betrachten.

1) (Eine spezielle Riccati-Differentialgleichung, vel. [FK1, §13, 2.1], [Koh, Aufgabe 17.8].) Wir be-
trachten

y' =2zy®,  y(0) =yo >0,

d.h. wir haben g(x) = 2z und h(y) = y?. Die Differentialgleichung schreiben wir um auf die
Form

o Y1)
y(r)*
integrieren bzgl.  von 0 bis x und substituieren unterwegs s = y(r), sodass wir
9 y'(r)dr ds —1p\" 1 1
() P Sl w0 y@)
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1 1 2 _ l—ypz?

erhalten. Daher ist — = — — 2 = und somit
y(z) Yo Yo
o Yo
y(l‘) - 1 . y0x27

was jedenfalls fiir x| < 1/,/yo definiert ist und auch y(0) = yo erfiillt. AuBerdem ist dies
tatsachlich eine Losung der Differentialgleichung, denn die Probe ergibt

3
(1 — yoa?)?

Y(@) = — s+ (~2y0m) = 20

0= yor?? = 2ay(@)"

Strebt x von innerhalb des Definitionsintervalls gegen einen der Randpunkte +1/,/yo, dann
gilt jeweils y(x) — oo. Daher kénnen wir das Existenzintervall dieser Losung nicht ausdehnen.

_ 1

N

51
o

2) (Modell eines auslaufenden Bechers, vgl. [FK1, §13, 2.2], wobei y(t) die Hohe des Wasserspiegels
zur Zeit t ist.) Wir wollen das Anfangswertproblem

y(1) = -2\/y(t), y(0) =30 >0

16sen. Aus der Integration der Gleichung ¢'/\/y = —2 in den Grenzen 0 und ¢ erhalten wir
mit der iiblichen Substitution zunéchst

y(t)

e [ U T i < (i ).

Yo

Also ist \/y(t) = \/yo — t und somit
y(t) = (Vo — 1)’

fir ¢ < \/yo definiert. Die Probe ergibt auch direkt y'(t) = —2(\/yo — t) = —2/y(t) sowie
y(0) = (v/%0)* = %o.
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Bemerkung: Wir erhalten am rechten Rand to := ,/yo des Definitionsintervalls obiger
Losung den Funktionswert y(t9) = 0 und fiir die Ableitung y'(t9p) = 0. Daher ist durch

2
to—t)" t<to,

uolt) = {é | t>t
05

eine stetig differenzierbare Funktion ug: R — R gegeben mit ug(to) = 0 und uf(t) = —2+/uo(t)
fir alle ¢ € R. Nun hat aber auch fiir jedes A > 0 die Funktion uy: R — R, uy(¢) := uo(t + \),
deren Graph gegeniiber up um A nach links verschoben wurde, die Eigenschaften uy(tp) =0
und u)\ (t) = —2/u,(t) fir alle t € R. Somit hat das Anfangswertproblem

u'(t) = =2¢/u(t), wu(ty) =0

unendlich viele Losungen. (Sobald das Wasser einmal vollstandig aus dem Becher ausgelaufen ist,
lasst sich nicht mehr eindeutig rekonstruieren, wann der Becher davor wie voll war.)

AN

Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Wir kommen zuriick zum allgemeinen Anfangswertproblem
(AWP) y' = f(z,y) und ylzo) =yo

und wollen fiir den skalaren Fall nun ganz grob skizzieren, wie man die Eindeutigkeit und
Existenz von Losungen zumindest nahe xy unter gewissen Bedingungen nachweisen kann.
Eine grundlegende Methode dafiir ist die Umwandlung in eine dquivalente Integralgleichung
unter der Annahme, dass fiir stetiges y auch die Funktion s — f(s,y(s)) stetig ist.

Ausgehend von (AWP), geschrieben in der Form

y'(s) = f(s,9(5)), wy(xo) = yo,
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integrieren wir bzgl. s von xy bis x und gelangen nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung zu

u(e) = ylao) + [ (&) ds =0+ [ F(s,y())ds.
o xo
d.h. wir erhalten die Integralgleichung

(16) y(@) =+ [ Flsiy(s))ds

Gehen wir umgekehrt von der Integralgleichung (IG) aus, so diirfen wir wiederum nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ableiten und bekommen

J(@) =0+ 2 (’/ f<s,y<s>>ds) - f(@.y(x)

sowie natiirlich y(zg) = yo, also erfiillt y auch das Anfangswertproblem (AWP).

Wir halten fest: ‘ (AWP) & (IG) ‘

Sukzessive Approximation durch Picard-Iteration: Wenn wir die konstante Funktion
9o als ganz krude erste Naherung fiir eine Losung betrachten, kénnen wir vielleicht auf etwas
Verbesserung hoffen, indem wir diese auf der rechten Seite von (IG) einsetzen:

ui(z) :==yo + / f(s,y0) ds.

Daraus wiederum definieren wir die zweite Naherungslosung durch Einsetzen von w; auf der
rechten Seite von (IG), d.h.

x
ug(z) :=yo + /f(s,ul(a:))ds.
zo
In diesem Schema konnen wir induktiv fortfahren mittels
X
(PIt) un(x) == yo + /f(s,un_l(:):)) ds (neN)
o
und erhalten eine Folge (up)nen, von Funktionen I — R.
Die folgenden Resultate und Schliisse gelten jedenfalls, wenn f eine sogenannte Lipschitz-

Bedingung
|f(z,y1) — fz,y2)| < Lly1 — y2
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in hinreichend kleinen Umgebungen und jeweils mit geeigneten Konstanten L > 0 erfiillt. Wir
wollen dies also nun zusétzlich annehmen.

Zunéchst stellt sich heraus, dass die Folge (u,,) gleichméfig gegen eine Funktion y: I — R
konvergiert. Somit kénnen wir in (PIt) auf beiden Seiten zum Limes fiir n — oo iibergehen
und erhalten

y(x) = yo + /f(svy(é’))ds,

weshalb y eine Losung der Integralgleichung (IG) und somit auch des Anfangswertproblems
(AWP) ist, von der sich zeigen lisst, dass sie zumindest in einer Umgebung von zy auch
eindeutiq ist.

Bemerkung: Wir hatten oben in der Bemerkung zu Beispiel 2) gesehen, dass das Anfangs-
wertproblem 3’ = —2,/y, y(z9) = 0 mehr als eine Lésung besitzt. In der Tat ist hier mit
f: R x [0,00], f(x,y) = —2,/y bei y1 = 0 die Lipschitz-Bedingung verletzt, denn fiir jedes
y2 > 0 gilt |f(z,0) — f(z,y2)| = 24/y2 und somit

2vy2 = |f(2,0) — f(x,y2) < L[0 — y2| = Lya  fiir yo > 0.
Dies wiirde aber 2 < L,/y2 bedeuten, was fiir y2 — 0 auf einen Widerspruch fiihrt.

Ein entsprechendes Resultat zur lokal eindeutigen Losbarkeit gilt auch fiir Systeme von ge-
wohnlichen Differentialgleichungen. Dies ist somit insbesondere auch im eingangs erwdhnten
Beispiel der Gleichung (P) des ungedampften Pendels bzw. des dquivalenten Systems (S)

1 ! yi v2
R (AR

anwendbar. Weil aber in solchen Féllen meist keine expliziten Losungsformeln mehr gewonnen
werden konnen, sind qualitative und geometrische Methoden oftmals hilfreich, um dennoch
an gute Informationen iiber das Losungsverhalten zu gelangen. Zum Beispiel kann die rechte
Seite von obigem System (S) als sogenanntes Hamilton’sches Vektorfeld zur Funktion

2

F(y1,y2) == % — Cosy1

interpretiert werden. Ohne auf diesen Begriff eingehen zu miissen, kénnen wir eine wich-
tige Konsequenz daraus auch elementar nachvollziehen. Entlang von Losungskurven x —
(y1(x), y2(x)) ist F ndmlich konstant:

% (F(y1(z), ya(x))) = 2ya()

D) 41 (2) +siny () i ) = 0.
~—— ~——
—siny1(z) y2()
Daher ist F(y1(x),y2(z)) = F(y1(0),y2(0)) =: ¢o und die Losungskurve durch den Anfangs-
punkt (y1(0),y2(0)) in der (y1,y2)-Ebene wird durch die Gleichung

y—g—cosy =c
5 1 0

beschrieben, was ein sogenanntes Phasenportrdt ergibt.
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L?-Funktionen, 180
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iiberabzahlbar, 41

Abbildung, 9

abgeschlossene Teilmenge von R, 45
Ableitung, 99

absolut konvergent, 73
Absolutbetrag, 7

abzahlbar unendlich, 23
Anfangswertproblem, 183
archimedische Eigenschaft von Q, 23
archimedische Eigenschaft von R, 24
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Arcussinus, 63

Arcustangens, 65

Area cosinus hyperbolicus, 148

Area sinus hyperbolicus, 148
Argument einer komplexen Zahl, 68
Aussage, mathematische, 3

Bernoulli-Ungleichung, 17
beschrankt, 23

beschrinkte Folde, 35
bestimmt divergente Folge, 41
Betrag einer komplexen Zahl, 27
Betrag einer reellen Zahl, 7
Beweis durch Widerspruch, 16
bijektiv, 12

Bild, 10

Bildmenge, 10
Binomialkoeffizient, 20
Binomialreihe, 126
Binomischer Lehrsatz, 20

Cauchy-Folge, 44

Cauchy-Produkt fiir Reihen, 79
cosinus hyperbolicus, 148

definierende Gleichheit, 4
Definitionsmenge, 9
Dezimalbruchentwicklung, 41
differenzierbar, 99
Differenzmenge, 9
Dirichlet-Funktion, 89
Dirichlet-Kern, 179
disjunkte Mengen, 8
divergent, 33

divergente Minorante, 74
divergente Reihe, 71
Durchschnitt von Mengen, 8

Entwicklungspunkt einer Potenzreihe, 128
Eulersche Zahl, 56
Exponentialfunktion

komplexe Exponentialfunktion, 67

fast uberall, 137

Feinheit einer Zerlegung, 139

Fibonacci-Folge, 33

Folge, 33

Fourier-Reihe, 177

Fourierkoeffizienten, 177

Fundamentalsatz der Algebra, 68

Funktion, 9

Funktionalgleichung der Exponentialfunk-
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Gamma-Funktion, 160

ganze Zahlen, 3

geometrische Folge, 33
geometrische Reihe, 71
Geometrische Summenformel, 19
gerade Funktion, 176
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gewohnliche Differentialgleichung, 183

Gleichheit von Abbildungen, 10

gleichméBig beschrankt, 167

gleichméfig stetig, 96

gleichméflige Approximation durch Treppen-
funktionen, 140

gleichméfige Konvergenz, 166

Glieder einer Reihe, 71

Grad eines Polynoms, 49

Grenzwert, 33

Grenzwert von Funktionen, 83

H&ufungswert, 44

Hadamard-Formel fiir den Konvergenzradi-
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harmonische Reihe, 72

hinreichend, 15

Imaginarteil, 27

Implikation, 15

indirekter Beweis, 16

Infimum, 24

injektiv, 12

innerer Punkt eines Intervalls, 84
Integral, 137

Integral einer Treppenfunktion, 136
Integralgleichung, 189
integrierbare Funktion, 137
Intervalle, 7
Intervallschachtelungsprinzip, 40
inverse Abbildung, 12

Korperaxiome, 4

Koeffizienten einer Polynomfunktion, 49
Koeffizientenfolge einer Potenzreihe, 128
kompakte Teilmenge von R, 46
kompaktes Intervall, 7

Komplement einer Menge, 9

komplexe Zahl, 27

konjugiert komplexe Zahl, 28
Kontraposition, 15

konvergente Folge, 33

konvergente komplexe Folge, 77
konvergente Majorante, 73

konvergente Reihe, 71

Konvergenz einer Folge, 33
Konvergenzradius, 129
Kosinusfunktion, 61
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Losung einer gewohnlichen Differentialglei-
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Lebesgue-integrierbar, 137
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Leibniz-Kriterium, 74
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Limes inferior, 46
Limes superior, 46
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linksseitiger Grenzwert von Funktionen, 84
Lipschitz-Bedingung, 190
Logarithmus
natiirlicher Logarithmus, 58
Zehnerlogarithmus, 60
lokales Extremum, 104
lokales Maximum, 104
lokales Minimum, 104

Majorantenkriterium von Weierstrafl, 168
Maximum einer Menge, 23

Minimum, 24

Mittelwertsatz der Differentialrechnung, 105
monoton fallend, 13

monoton wachsend, 13

monoton wachsende Folge, 43

nach oben beschrénkt, 23
nach unten beschrankt, 23
natiirliche Zahlen, 3
negative Zahl, 6
ngerade Funktion, 176
nicht strikte Ungleichung, 6
notwendig, 15
Nullfolge, 34
Nullfunktion, 11
Nullmenge, 136
Nullpolynom, 49
Nullstelle, 11

k-fache Nullstelle, 51

obere Schranke, 23
offene Teilmenge von R, 45
Ordnung einer Nullstelle, 51



Parseval-Gleichung, 181
Partialbruchzerlegung, 156
Partialsummen, 71
Pascal-Dreieck, 20
Polardarstellung, 28
Polynomfunktion, 49
positive Zahl, 6
Potenzreihe, 128

Prinzip des Eudoxos, 25
punktweise Konvergenz, 166

quadratisch integrierbare Funktionen, 180

quadratisches Mittel, 180

Quotientenmethode fiir den Konvergenzra-
dius, 130

Quotiententest, 76

R-integrierbar, 139

rationale Funktion, 51

rationale Zahlen, 3

Realteil, 27

rechtsseitige Ableitung, 100

rechtsseitiger Grenzwert von Funktionen,
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Regeln von de I’Hospital, 109

Regeln von de Morgan, 9

Reihe, 71

Restglied der Taylorentwicklung, 114

Riemann-Integral, 139

Riemann-integrierbar, 139

Riemann-Summe, 139

Sandwichlemma, 38

Satz von Rolle, 105

Satz von Taylor, 114

sinus hyperbolicus, 148

Sinusfunktion, 62

stiickweise stetig differenzierbare Funktion,
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stiickweise stetige Funktion, 141

Stammfunktion, 144

Steigung, 100

stetig auf einem Intervall, 88

stetig differenzierbar, n-mal, 111

stetig differenzierbare Funktion, 111

stetig in einem Punkt, 88

streng monoton fallend, 13

streng monoton wachsend, 13
striktes lokales Maximum, 104
striktes lokales Minimum, 104
Summe einer Reihe, 71
Superposition, 186
Superpositionsprinzip, 113
Supremum, 24
Supremumsnorm, 166
surjektiv, 12
System von gewohnlichen Differentialglei-
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Tangens, 64

Tangente an einen Funktionsgraphen, 100
Taylorpolynom, 114

Taylorreihe, 125

Teilbarkeit, 5

Teilfolge, 33

Teilmenge, 3

Treppenfunktion, 135

trigonometrische Polynom, 175

Umgebung, 45
e-Umgebung, 45
e-Umgebung in C, 77

Umkehrabbildung, 12

unbestimmtes Integral, 155

uneigentliches Integral, 163

ungerade Zahl, 6

Ungleichung, 6

untere Schranke, 23

Urbild, 10

Urbildmenge, 10

Vereinigung von Mengen, 8
Vielfachheit einer Nulltelle, 51
vollstédndige Induktion, 17
Vollstandigkeit von C, 78

Wurzeltest, 75

Zielmenge, 9

zweite Ableitung, 111

Zwischenvektor fur eine Riemann-Summe,
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