IX. Funktionen mehrerer Veranderlicher

Lineare Abbildungen

Definition. Seien X,Y Vektorrdume tiber R. Mit L(X,Y") bezeichnen
wir den Vektorraum aller linearen Abbildungen von X nach Y.
Ist A € L(R",R™), so definiert man die Norm von A durch

[A[l = sup{|A(z)] = |z] <1}

FEs gelten die folgenden Aussagen fir A € L(R™,R™) :
[A]] = max{[A(z)[ : |z] =1},
ist |A(z)| < A|z| fiir alle x € R™, so folgt || Al < A.
Satz. (a) Ist A € L(R",R™), dann gilt ||A| < oo und A ist eine
gleichmdf$ig stetige Abbildung von R™ nach R™.
(b) Sind A, B € L(R",R™) und ist ¢ ein Skalar, so gilt
A+ Bl <A+ Bl und Al = [e[ | Al

L(R™ R™) ist ein metrischer Raum mit der Metrik

d(A,B) = |A- B
(c) Fiir A€ L(R",R™) und B € L(R™,R¥) gilt:

I BAJ| < [|BI| [|All

Satz. Sei (2 die Menge aller invertierbaren linearen Abblidungen auf
R™.
(a) Gilt fir A € Q und B € L(R") die Abschdtzung

1B — A IA] < 1,

so ist B € Q.
(b) Q2 ist eine offene Teilmenge von L(R™) und die Abbildung A — A~!
ist eine stetige, injektive, selbstinverse Abbildung auf €.

Bemerkung. Ist A € L(R",R™) und A = [a; ;] die Matrizdarstellung
von A in Bezug auf die Standardbasen, dann gilt

1/2
[A]l < (Za?j) :

irj
Sind ayy, . .., Gy stetige, reellwertige Funktionen auf einem metrischen
Raum S, und ist A, jene lineare Abbildung von R"™ nach R™, deren
Matriz die Elemente a;;(p) (p € S) hat, dann ist p — A, eine stetige
Abbildung von S nach L(R™ R™).
Abbildungen dieser Art sind die totalen Ableitungen im ndchsten Ab-

schnitt.
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Differentiation

Bemerkung. Ist f : (a,b) — R™ eine differenzierbare Funktion, so
bezeichnet man mit f'(x) denjenigen Vektor in R™, fir den gilt

Egcw+2—ﬂ@_fw):0

Die lineare Abbildung h — hf'(xz) von R nach R™ kann mit f'(x)
identifiziert werden und somit ist f'(x) € L(R,R™) diejenige lineare
Abbildung von R nach R™, fiir die

o F ) = (@) = ) ()

h—0 h

=0
qgilt.

Diese Interpretation der Ableitung fithrt nun zum Begriff der Ableitung
von Funktionen von R™ nach R™.

Definition. Se: E C R" eine offene Menge und f : E — R™
eine Funktion, sowie x € FE. FExistiert eine lineare Abbildung A €
L(R™ R™), derart dass

k) — () — AR
h—0 |h|

=0 (%)

gilt, so sagt man, f ist an der Stelle x differenzierbar und man schreibt
fl(x) = A. Ist f an jeder Stelle v € E differenzierbar, so sagt man f
ist differenzierbar in E.

Die lineare Abbildung f'(x) nennt man auch Differential an der Stelle
x oder auch totale Ableitung.

Die Abbildung x — f'(x) ordnet jedem x € E ein Element in L(R™, R™)
zu, also

/' E— L(R",R™).

Satz. Gilt die Formel (*) fir zwei lineare Abbildungen A; und A,,
dann ist Ay = As.

Bemerkung. Ist f an der Stelle x differenzierbar, so ist f in x auch
stetig.

Fiir eine lineare Abbildung A € L(R™,R™) gilt A'(x) = A fiir jedes
r € R"

Satz (Kettenregel). Sei E eine offene Teilmenge des R™ und f : B —
R™ eine Funktion, die an der Stelle xo € E differenzierbar ist. Ferner
bilde die Funktion g eine offene Menge, die das Bild f(F) enthdlt,
nach R* ab, und g sei an der Stelle f(xo) differenzierbar. Sei F(z) =
g(f(x)). Dann ist F : E — R* an der Stelle z differenzierbar und es
qgilt

F'(xo) = ¢'(f(0)) © f'(20),
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dabei ist g'(f(xg)) eine lineare Abbildung von R™ nach RF und f'(z)
eine lineare Abbildung von R™ nach R™ und die Verkniipfung der beiden
die Ableitung von F' an der Stelle xqy, also eine lineare Abbildung von
R" nach R*.

Um die Ableitung einer Funktion mehrerer Verédnderlicher in Matrix-
form darstellen zu konnen, fithren wir nun den Begriff der partiellen
Ableitung ein.

Definition. Sei{ey, ..., e,} die Standardbasis im R"™ und {uq, ..., Uy}
die Standardbasis im R™. Ist E eine offene Menge im R"™ und f :
E — R™ eine Funktion, so sind die Komponenten f; : E — R (i =
1,...,m) definiert durch

f(z) = Z fil@)u;

und es gilt fi(x) = f(x).u; (inneres Produkt in R™).
Firz e E und 1 <i<m, sowie 1l < j <n definieren wir

(D, f.) () = lim 1LZE160) = Ji(@)

t )
vorausgesetzt der Grenzwert existiert.
Schreibt man fi(x) = fi(z1,...,x,), so ist D;f; die Ableitung von f;
beztiglich x;, wobei die anderen Variablen fest bleiben, man sagt auch
D; fi ist die partielle Ableitung von f; nach x;.
Notation: D;f; = i

Oxj”

Bemerkung. Fiir die Funktion f(x,y) = T 24y £ 05 f(o,y) =
0,2 =y =0 existieren tberall die partiellen Ableitungen % und g—i,

ist jedoch an der Stelle (0,0) nicht differenzierbar, ja sogar unstetig.

Satz. Sei E eine offene Teilmenge von R™ und f : E — R™ eine
an der Stelle x € E differenzierbare Funktion. Dann existieren die
partiellen Ableitungen (D, f;)(x) und es gilt
Fl@)(e;) =Y (Dif)(@)u; , (1<) <n).
i=1
Die Matrixdarstellung der linearen Abbildung f’(x) beziiglich der Stan-
dardbasen hat die Gestalt

(Difi)(z) .. (Dufi)(@)
[f'(z)] = :

ist h =7, hje; so folgt

Fam =3 <Z<Djfi><x> hj) .

i=1 j=1
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Im folgenden werden einige Anwendungen der Kettenregel beschrieben:

(a) Sei v : (a,b) — E C R™ eine differenzierbare Kurve in F und f :
E — R eine differenzierbare Funktion. Wir definieren g(t) = f(y(¢))
fiir t € (a,b). Dann gilt nach der Kettenregel

g'(t) = f'(v(t) o (t),
dabei ist 7/(¢) € L(R,R™), also in der Matrixdarstellung
7 (t)
o= |

Yo (t)

eine Spaltenmatrix und f’'(v(t)) € L(R™, R), also in der Matrixdarstel-
lung

/()] = (D) (v(1) - (D f) (v ()]

eine Zeilenmatrix und es gilt

n

g'(t) = > _(Dif)(5(8) ().

=1

Mit (Vf)(x) = >0 (D;f)(z) e; bezeichnet man den Gradienten von f
an der Stelle z. Die obige Formel fiir ¢/(¢) lasst sich dann in der Form

g'(t) = (V) (1)
schreiben, wobei wir hier das innere Produkt im R" verwenden.

Spezialfall : sei x € E fix und u € R" ein Einheitsvektor (|u| = 1)
und sei y(¢) = x + tu fir t € R. Dann ist 7/(¢) = u fiir jedes ¢t und

g9'(0) = (V.f)(x).u.

Andererseits ist

(0) — 1 20 = 90) _ o F ) — ()
A

9

was als Ableitung von f in Richtung u gedeutet werden kann. Man
schreibt dafiir

(Duf)(x) = (Vf)(@)u =Y (Dif ) (@) ui
i=1
und nennt (D, f)(x) die Richtungsableitung von f an der Stelle z in
Richtung des Einheitsvektors wu.
Bei fixem z ist (D, f)(x) maximal, wenn u ein positives skalares Vielfaches

von (Vf)(z) ist.

(b) Sei f : R? — R eine differenzierbare Funktion der Variablen
Ui, ..., uq. Diese Variablen werden als Funtionen u; : RP — R ,j =
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1,...,q aufgefasst. Man betrachtet nun die Funktion ¢ : R? — R
definiert durch
oz, ..., xp) = flur(zr, ... xp), o ug(Tr, ..o 2p))

und erhalt aus der Kettenregel

O _ 0 0w 0f duy . 0f Ou,

dry  Ouy Oy Oug Oy Ou, Oz

Do Of Dm0 Ow L OF O,

Or,  Ouj Ox, Ouy Oz, Ou, Oz,

(¢) Transformation von Differentialausdriicken auf neue Koordinaten:
Sei U : R* — R eine differenzierbare Funktion in kartesischen Koor-
dinaten (z,y). Nach Ubergang zu Polarkoordinaten (r,¢), wobei z =
rcosp und y = rsing ist, schreiben wir U(z,y) = u(r(z,y), p(z,y))
und erhalten aus der Kettenregel

oU 8u@ 8u8_<,0

9~ Orox | dpos
U ouor o
dy  Ordy 0p Oy’

Mit Hilfe der Transformationsformel zwischen kartesischen und Po-
larkoordinaten erhalten wir schlie3lich

ou Ju OJu sin ¢
o o 7T 9

ou ou Ju cos ¢
ay o T ap

Satz. Sei E eine konvexe, offene Teilmenge des R™ und f : E — R™
eine auf E differenzierbare Funktion. FEs existiere ferner eine Kon-
stante M > 0 mit || f'(x)|| < M fir jedes x € E. Dann gilt

[f(b) = fla)] < M [b—al
fur alle a,b € E.

Korollar. Ist E und f wie oben und gilt zusdtzlich f'(x) = 0 fiir alle
x € E, dann st f konstant auf E.

Wir wissen bisher, dass die Existenz der Ableitung f’(x) bewirkt, dass
alle partiellen Ableitungen (D, f;)(x) an der Stelle x existieren. Ander-
erseits folgt aus der Existenz der partiellen Ableitungen in einem Punkt
im allgemeinen nicht die Existenz von f’ in diesem Punkt. Welche
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zusatzliche Bedingung an die partiellen Ableitungen bewirkt, dass die
Ableitung f’ auf E existiert?

Definition. Sei E eine offene Teilmenge des R"™. Die Funktion f :
E — R™ heifsit stetig differenzierbar auf E, wenn f auf E differen-
zierbar ist und f' eine stetige Abbildung von E nach L(R™, R™) ist, d.h.
fur jedes x € E und fiir jedes € > 0 existiert ein 6 > 0 mit

1/ () = f)ll <

fallsy € E und |x —y| < ¢ ist.
Wir sagen dann : f ist eine C'-Abbildung und schreiben f € C*(E).

Satz. Sei E eine offene Teilmenge des R™ und f : E — R™ eine
Funktion. Dann qilt : f ist genau dann stetig differenzierbar auf E,
wenn alle partiellen Ableitungen D;f; , 1<j<n, 1<i<m auf E
existieren und auf E stetig sind.

Insbesondere gilt : existieren alle partiellen Ableitungen D, f; auf E
und sind sie auf E stetig, dann ezistiert die Ableitung ' auf E und ist
auf E eine stetige Funktion im Sinne der obigen Definition.

Ableitungen hoherer Ordnung

Definition. Sei f : E — R eine differenzierbare Funktion mit den
partiellen Ableitungen D1 f,..., Dy, f. Sind die Funktionen D;f selbst
differenzierbar, dann sind die partiellen Ableitungen 2. Ordnung von f
definiert durch

Dijf = DiD;f (i,j=1,...,n);
wir schreiben auch
02 f
Ox; 0x;
Sind alle diese Funktionen D;;f stetig auf E, so sagt man f € C*(E).

Eine Abbildung f : E — R™ gehért zu C*(E), wenn jede Komponente
von [ zu C*(E) gehort.

Bemerkung. Es kann vorkommen, dass die Ableitungen D;;f und
D f in einem Punkt xo € E beide existieren und D;; f(xo) # Dji f(xo)
gilt.

Satz. Sei E eine offene Teilmenge des R? und f : E — R, ferner
mogen die partiellen Ableitungen D1 f und Doy f auf ganz E existieren.
Sei () C E ein abgeschlossenes Rechteck, dessen Seiten parallel zu den
Koordinatenachsen verlduft mit (a,b) und (a + h,b+ k) als gegeniiber-
liegenden Ecken (h # 0,k #0).



Man setze
Dann existiert eine Punkt (x,y) im Innern von Q) mit

A(f, Q) = hk(Da f)(z,y).
(Vergleiche mit dem Mittelwertsatz aus Kapitel V' !)

Mit Hilfe des letzten Satzes konnen wir die Frage beantworten, unter
welchen Bedingungen die Reihenfolge der Differentiation bei partiellen
Ableitungen héherer Ordnung vertauscht werden kann.

Satz. Sei E ecine offene Teilmenge des R?> und f : E — R eine
Funktion, fir die die partiellen Ableitungen D1f, Do f und Dof auf
ganz E existieren und fir die gilt, dass Doy f an der Stelle (a,b) € E
stetig ist. Dann existiert die partielle Ableitung Disf an der Stelle
(a,b) und es gilt

(D12f)(a,b) = (D21 f)(a; b).

Der Taylor’sche Lehrsatz und Extremwerte

Satz. Sei G eine offene, konvexe Teilmenge des RP und f € C"(G),
ferner seien xg € G und xg + h € G. Dann existiert ein 0 € (0,1),
sodass

Flao+h) = flazo) + 37 2 (aDy + -+ D) ()
k=1

1
(n+1)!
dabei ist (hyDy + -+ + h,D,)* die k-fache Hintereinanderausfiihrung
des Operators (hyDy + - -+ hpDy).
Spezialfall: n =1

+ (hiDy + -+ + h,D,)" " f(xg + OR),

1 Z”: 0% f (o + 0h)

f@o+h) = f(xo) + f'(xo)h + 3 oz, Oy hjh.

2

k=1
Um Extremwerte fiir Funktionen mehrerer Veranderlicher behandeln
zu konnen, benotigen wir die folgende Aussage:

Satz. Sei G eine offene, konvexe Teilmenge des RP und f € C*(G),
ferner seien o € G und xo + h € G. Dann gilt
1 P (92f(x0)

f(xo+h) = f(xo) + f'(20).h + 2 . Oxj Oxy,
k=1

s+ [P p(h),

wobei limy, g p(h) = 0.
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Satz. Sei G ecine offene Teilmenge des RP und f € CY(G), ferner habe
fin & € G ein lokales Extremum. Dann gilt:

(VH)(E) = 1(€) = (3529859) 0.

Definition. Ein Punkt & € G heifit kritischer Punkt fir f, wenn
(Vf)() =0.

Wir wollen nun auch eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines
lokalen Extremums angeben.

Definition. Sei A = (a;;,) eine (p x p)-Matriz und x = (x1,...,1,).
Sei

P
Qalz) = Z QKT T
jk=1
Q4 heifit die zu A gehorige quadratische Form. A heifit positiv definit,
wenn Qa(x) > 0 fir alle x # 0. A heifit negativ definit, wenn Qa(x) <
0 fir alle x # 0. A heifst indefinit, wenn Vektoren hg, ko # 0 existieren
mit Qa(ho) > 0 und Qa(ko) < 0.

Satz. Sei G eine offene Teilmenge von RP und f € C*(Q), ferner sei
(&) =0 fir ein £ € G, also & ein kritischer Punkt fir f. Sei

21 21
Oac% e Oxp Ox1

H© = ... ...
% f(&) %f(&)

Ox10xp 0x3

Die symmetrische Matriz Hy (&) heifst Hesse’sche Matriz von f an der
Stelle £&. Dann gilt: ist Hy(§) positiv definit, so besitzt f an der Stelle
€ ein lokales Minimum; ist H¢(§) negativ definit, so besitzt f an der
Stelle € ein lokales Mazimum; ist H¢(§) indefinit, so hat f in & kein
lokales Extremum.

Bemerkung. Fir den Fall p = 2 lassen sich die hinreichenden Bedin-
gungen fur die Existenz lokaler Extrema wie folgt formulieren:

A PIE PP (82f<§>>2,
o 0x2 Oy? oxdy )’

wenn % >0 und A > 0, dann ist f(§) ein lokales Minimum; wenn

62];(25) <0 und A >0, so ist f(§) ein lokales Maximum. Wenn A < 0
ist, so liegt kein lokales Extremum vor.

Fur den allgemeinen Fall kann man die Theorie der quadratischen For-
men verwenden, insbesondere Eigenschaften der sogenannten Hauptmi-

noren der Hesse’schen Matriz (siehe Lineare Algebra).




Kontraktionen und der Satz iiber inverse Abbildungen

Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum und ¢ : X — X eine
Abbildung. Existiert ein ¢ < 1 mit d(p(x),¢(y)) < cd(z,y) fir jedes
x,y € X, dann bezeichnet man ¢ als eine Kontraktion von X nach X.

Satz. Sei (X,d) ein volstindiger metrischer Raum und ¢ : X — X
eine Kontraktion. Dann besitzt ¢ genau einen Fixpunkt, d.h. es gibt
genau ein x € X mit p(zr) = x.

Diese Aussage wird fiir den Beweis des Satzes iiber inverse Funktionen
verwendet.

Satz. Sei E eine offene Teilmenge des R™ und f : E — R" eine
stetig differenzierbare Funktion, f € CY(E). Fiir ein a € E sei f'(a) €
L(R™ R™) invertierbar und es sei b = f(a). (Die Invertierbarkeit von
f'(a) kann auch dadurch ausgedriickt werden, dass die Determinante
der Matriz (Jacobi-Determinante)

df1(a) 9f1(a)

Ox1 e Oxn

Fag=1 .. .
Ofn(a) Ofn(a)

o0z ot OTn

ungleich Null ist.)

Dann gilt:

(i) es existieren offene Mengen U,V inR" a € U , b€V derart, dass
f auf U injektiv ist und f(U) =V ist;

(i) ist g die Inverse von f definiert auf V- durch g(f(x)) = z firz € U,
dann ist g € CY (V') und es gilt ¢'(y) = [f'(g(y))] ™" firy € V.

Bemerkung. Schreibt man y = f(x), so ist das System

yi:fi(xlﬂ"'7xn) ; izl,...,n

nach x1,...,x, auflosbar, wenn man x und y auf hinreichend kleine
Umgebungen von a und b beschrankt. Die Losungen sind eindeutig
bestimmt und stetig differenzierbar.

Satz. Ist f: £ — R"™ eine C'- Abbildung auf der offene Menge E C
R"™ und ist f'(x) invertierbar fir jedes x € E, dann ist f(W) eine
offene Teilmenge von R™ fir jede offene Menge W C E. (f ist eine
offene Abbildung).

Bemerkung. Im letzten Satz besitzt jeder Punkt x € E eine Umge-
bung, in der [ injektiv ist; f ist lokal injektiv. Die Funktion f = (f1, f2)
mit fi(z,y) = e*cosy und fo(x,y) = e"siny ist lokal injektiv, aber
nicht global injektiv auf R2.
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Der Satz iiber implizite Funktionen

Wann lésst sich die Gleichung f(z,y) = 0 in einer Umgebung von (a, b)
wo f(a,b) = 0 ist nach y oder nach = auflésen?
Wir behandeln zunéchst den Spezialfall einer linearen Abbildung: sei
r=(x1,...,2,) € R" und y = (y1,...,2,) € R™, wir schreiben
(,9) = (T1,. .. Ty Y1y - - -, Ym) € R,

Sei A € L(R™™ R™). Dann lasst sich A in zwei lineare Abbidungen
A, € L(R",R") und A, € L(R™ R") zerlegen, wobei A,(h) := A(h,0)
fir h € R und A, (k) := A(0, k) fir K € R™ ist. Es gilt dann

A(h, k) = Ay (h) + Ay (k).
Satz. Ist A € L(R™™™ R™) und ist A, invertierbar, dann gibt es zu
jedem k € R™ genau ein h € R™ mit A(h,k) = 0. Dieses h kann mit
Hilfe der Formel

h=—(A;)7 Ay (k)

berechnet werden.
Die Gleichung A(h,k) = 0 kann bei vorgegebenem k auf genau eine

Weise nach h aufgelost werden, und die Losung h ist eine lineare Funk-
tion von k.

Satz. Sei E eine offene Teilmenge des R™*™ und f : E — R™ eine
stetig differenzierbare Funktion derart, dass f(a,b) =0 fir ein (a,b) €
E gilt. Sei A = f'(a,b) und A, invertierbar. Dann gibt es offene
Mengen U C R™™™ und W C R™ mit (a,b) € U und b € W, die die
folgende Eigenschaft haben : jedem y € W entspricht genau ein x mit
(x,y) € U und f(x,y) = 0. Wird dieses x als g(y) definiert, so ist g
eine Ct-Abbildung von W nach R™ mit g(b) = a und f(g(y),y) = 0 fir
y € W, und es gilt

g(b) = —(A) 7" o A,
(Die Funktion g wird durch f(g(y),y) = 0 implizit definiert.)
Bemerkung. f(z,y) =0 ist ein System von n Gleichungen in n + m
Variablen

fl(xlw-'axnaylu"'?ym) =0

fn('rl)"'axnvyla"wym) =0
Die Invertierbarkeit von A, bedeutet, dass die (n x n)-Matriz

Difv ... Dufi
Dif, ... Dufn
an der Stelle (a,b) invertierbar ist (Determinante # 0 hat).
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Gilt das obige Gleichungssystem fiir x = a und y = b, so besagt der Satz
tber implizite Funktionen, dass die x1,...,x, fur jedes y nahe genug
bei b durch vy, . .., Ym ausgedrickt werden konnen, und dass die Losung
eine stetig differenzierbare Funktion von y wird.

Extrema mit Nebenbedingungen

Definition. Sei E eine offene Teilmenge von RP, und f : E — R
eine reellwertige Funktion, sowie g : E — R | q < p. Wir sagen
f besitzt in & € E ein lokales Maximum bzw. Minimum unter der
Nebenbedingung g(x) = 0, wenn § € N = {x € E : g(z) = 0}
und eine Umgebung U von & existiert, so dass f(x) < f(&) fir alle
x e UNN bzw. f(x) > f(&) fir allex € UNN gilt.

Der folgende Satz liefert eine notwendige Bedingung fiir ein Extremum
mit Nebenbedingungen:

Satz. Sei E eine offene Teilmenge von RP, und f : E — R eine
reellwertige Funktion, sowie g : E — R? | q < p. Beide Funktionen
seien stetig differenzierbar auf E und f besitze in & € E ein lokales
Extremum unter der Nebenbedingnung g(x) = 0. Ferner gebe es in der
Matrix

991(§) 991(€)
Ox1 e Oxp
dE)=1... ... ..
994(8) 994(8)
ox1 et Oxp

eine q-rethige Unterdeterminante, die nicht verschwindet. Dann ex-
istieren q Zahlen Ay, ..., \; (Lagrange’sche Multiplikatoren), mit denen
die Gleichung

q
FO+D X gi(&)=0
j=1
besteht.
Setzt man

F(z, Ay Ag) = f2) + Agi(e) + - 4 Ag gq(2)

und bildet die partiellen Ableitungen von F' nach x1,...,xp, A1,...,
und setzt diese Null, so erhalt man die Lagrange’schen Bedingungen
des obigen Satzes. Also:

0f (x) 091 (x)
al‘k + )\1 (933'k

9g,()
833k

und g;(z) = 0 fiir j = 1,...,¢. Man 16st nun dieses System. Jeder
Punkt ¢, dessen Koordinaten &;,...,¢§, den "Anfang” einer Losung

o A

=0, k=1,...,p
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Z1,...,%p, A1, ..., A bilden und fiir den mindestens eine g-reihige Un-
terdeterminante der Matrix ¢'(£) nicht verschwindet, konnte dann Stelle
eines lokalen Extremums von f unter der Nebenbedingung g(z) = 0
sein. Ob in einem solchen Punkt & aber tatsachlich f(€) lokal extremal
ist, muss in jedem Fall gesondert gepriift werden.

Differentiation von Integralen

Satz. Se:

(a) ¢+ [a,b]  [e;d] — R,

(b) o« monoton wachsend auf |a, b,

(c) o' € R() auf [a,b] fir jedes t € [c,d], wobei p'(x) := ¢(x,1t),

(d) zu s € (¢,d) und zu jedem € > 0 existiere ein § > 0 derart, dass
[(D2) (1) — (Da)(, 8)| < e,

fiir alle © € [a,b] und fir allet € (s — 6,5+ 0).

Man definiere

b
f(t):/ oz, t)da(z) , t € [c,d]

Dann ist (Dap)® € R(«), weiters existiert f'(s), und es gilt

f'(s) = / (Dag)(z, 5) da(z).

Bemerkung. (d) gilt sicher dann, wenn Dyp stetig auf dem Rechteck
la,b] x [c,d] ist.

Satz. Sei Qo = (ag, bo) x (v, Bo) C R? ein (eventuell unbeschrinktes)
Rechteck und f : Qo — R, (z,\) — f(x,\) eine stetige und nach
A\ stetig differenzierbare Funktion. Seien a,b : (ao, o) — (ao, bo)
differenzierbare Funktionen. Dann ist die Funktion

b(N)

F(\) = flz, \) dz

a()

auf (v, Bo) nach X differenzierbar und es gilt

F'(A) = f(b(A), ) V'(A) = fla(N), A) a'(A) + Iz, A) de.



