X. Mehrfache Integrale

Definition (10.1). Sei I* = {x = (z1,...,21) : a; < x; <b; , i =
1,...,k} eine k—Zelle in R¥. Weiters sei I die j—Zelle in R7 definiert
durch die ersten j Ungleichungen, j = 1,... k. Sei ferner f : I¥ — R
eine stetige Funktion. Setze fi, = f und definiere fy_1 auf I*=' durch
by
fk—l(xlw'ka—l) = fk(xl,...,xk_l,xk) dxk
ag
Da fi, auf I¥ gleichmaifig stetig ist, folgt sofort, dass fy_1 stetig auf
I¥=1 ist. Man kann daher den obigen Vorgang fortsetzen und erhdlt
Funktionen f;, die stetig auf I sind derart, dass f;—1 das Integral von
f; beziiglich x; dber [a;,b;] ist. Nach k Schritten erhdlt man eine Zahl
fo, die das Integral von f tiber I* genannt wird und in der Form

flx)de = [ f(x)d(xy,...,x%) oder f
Ik Ik Tk
geschrieben wird.

Zunéchst héngt der Wert des Inntegrals [}, f von der Reihenfolge der &
Integrationen ab. Sei L(f) = [, f und L'(f) das Ergebnis bei irgend-
einer anderen Reihenfolge. Dann gilt der folgende

Satz (10.2). [Fubini] Fiir jedes f € C(I*) gilt L(f) = L'(f).

Eine wirklich befriedigendes allgemeineres Resultat in diesem Zusam-
menhang erhalt man im Rahmen der Lebesgueschen Integraltheorie.

Definition (10.3). Sei f : R¥ — R. Unter dem Tréger von f versteht
man die Menge

Trf ={z € R* : f(x)#0}".

Ist f eine stetige Funktion mit kompaktem Trager und ist I* eine k-
Zelle mit Trf C I*, so definieren wir

/kaz 1.

Diese Definition ist unabhingig von der Wahl von I*, solange Trf C I*.

Man konnte nun das Integral auf geeignete Grenzwerte von stetigen
Funktionen mit kompaktem Tréger fortsetzen, der geeignete Rahmen
dafiir ist aber auch die Lebesguesche Integraltheorie.

Beispiel. Sei Q% der k-Simplex, bestehend aus allen Punkten x =
(z1,...,21) in R, fiir die gilt v1+- - 42, < Lundx; >0 (i =1,...,k).
Im Fall k = 3 ist QF der Tetraeder mit den Eckpunkten 0,eq, ez, es.
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Esgit Q* cI* ={xeRF : 0<ua; <1, i=1,...,k}. Sei f €
C(Q¥). Wir erweitern f zu einer Funktion auf I*, indem wir f(z) =0
auferhalb von QF setzen und definieren

/j:lj-

Da f auf I*¥ unstetig sein kann, muss die Ezistenz der rechten Seite
nachgewiesen werden, desgleichen die Unabhdngigkeit von der Reihen-
folge der Integration.

In Analogie zum obigen Beispiel tibertragen wir nun den Integralbegriff
auf eine allgemeinere Situation. Wir ersparen uns hier den langwieri-
gen Aufbau des mehrfachen Riemann-Integrals und verweisen auf das
Lebesgue Integral.

Definition (10.4). Sei B C R* eine beschrinkte (messbare) Menge
und f 1 B — R eine stetige Funktion (allgemeiner: eine messbare
Funktion). Sei fg(x) = f(z) fir x € B und fg(x) =0 firzx € R*\ B
und sei I* eine k-Zelle mit B C I*. Wir definieren nun

/Bfiz kaB-

Beispiel. Sei g : [a,b] — R" eine stetige Funktion. Ferner sei B =

{(z,y) : x€la,b], 0<y <g(z)}.
Das Mafl der Menge B ist der Flacheninhalt der Menge zwischen der
z-Achse und dem Graphen der Funktion g tiber dem Intervall [a,b]

5= [ owyar

Sei nun M > 0 eine Konstante derart, dass 0 < g(x) < M firx € [a,b]
gilt und B C [a,b] x [0, M] = I%. Fiir die charakteristische Funktion xp

der Menge B gilt nun
Bl = [ xa= [ xo
B 2

Allgemeiner : A C RF eine beschrinkte (messbare) Menge, gi,gs :
A — R stetige Funktionen. Sei

B={(z,y) : € B, gi(z) <y < ga(x)} C R
Der (k + 1)-dimensionale Inhalt (Volumen) von B ist gegeben durch

| B| :/B(92—gl) :

Satz (10.5). [Cavalieri] Sei M C RF beschrinkt und messbar. M liege
ganz zwischen den beiden Hyperebenen xy = a und x1 = b (d.h. fiir
jedes (xq1,...,x5) € M gilt a < x7 < b). Ferner besitze fir jedes
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€ € [a,b] der Schnitt Q(&) der Hyperebene x1 = & mit M den (k — 1)-
dimensionalen Inhalt q(§). Dann ist die Funktion q(&) auf [a,b] inte-
grierbar und der Inhalt von M wird gegeben durch

b
M| = / 1(6) dé.

Normalbereiche[10.6]
Seien @1, 9 : [a,b] — R stetige Funktionen mit ¢ < 9 und

B={(z,y) : v €[a,b], p1(z) <y < pa(x)}

(Normalbereich beziiglich der x-Achse)
Sei ferner f : B — R eine stetige Funktion. Dann gilt :

/Bf(a:,y) d(z,y) = /ab (/:(2:) flz,y) dy) dx.

Seien 11,15 : [c,d] — R stetige Funktionen mit ¢ < 1) und

C={(z,y) : yelcd , i(y) <z <is(y)}

(Normalbereich beziiglich der y-Achse)
Sei ferner f : C' — R eine stetige Funktion. Dann gilt :

[ e = [ ( / w(()) Fr.0) dx> .

Sei A C R? eine beschrinkte, messbare Menge. Seien 1,05 : A — R
stetige Funktionen mit ¢; < (o und

B={(z,y,2) : (v,y) € A, oi(z,y) <z < pa(z,y)}

(Normalbereich beziiglich der xy-Ebene)
Sei ferner f: B — R eine stetige Funktion. Dann gilt :

w2 (z,y)
/B f(@y, 2) d(z,y. 2) = / ( / ) dz) d(z,y).

Reduktionsmethode[10.7] Allgemeiner gilt : sei m =p+q und A C
R™ eine beschrankte, messbare Menge. Sei ferner

A'={x e R? : Jy mit(z,y) € A}
(Projektion von A in den x-Raum RP),

A, ={yeR? : (z,y) € A}
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(Schnitt von A mit der im Punkt z errichteten ”Ordinate”). Sei f :
A — R eine stetige Funktion. Existiert fiir jedes z € A’ das Integral

[, f2,y) dy so gilt

[ tenien = [ ([ s

Die Substitutionsregel

Definition (10.8). Sei E C R" eine offene Menge und G : E — R"
eimne Funktion. Ldsst sich G in der Form

G(z) = inei +g(z)em, v€E
i#m
schreiben, wobet m € N und g : E — R ist, so nennt man G eine
primitive Abbildung.

Primitive Abbildungen verdndern hochstens eine Koordinate. Ist G
differenzierbar auf E, so ist fiir ein a € E die lineare Abbildung G’(a)
genau dann invertierbar, wenn (D,,g)(a) # 0.

Definition (10.9). Eine lineare Abbildung B : R — R", die zwei
Vektoren der Standardbasis vertauscht, die ubrigen aber festlisst, heifit
Transposition.

Satz (10.10). Sei F' eine C'-Abbilbung einer offenen Menge E C R"
nach R™. Ferner sei 0 € E, F(0) = 0 und F'(0) invertierbar. Dann
gibt es eine Umgebung von 0 in R™, in welcher F' in der Form

F(z)=Bio---0B,_10G,0--0G(z)

dargestellt werden kann, dabei ist jedes G; eine primitive C*-Abbildung
in einer geeigneten Umgebung von 0 mit G;(0) = 0 und G5(0) in-
vertierbar und jedes B; ist entweder eine Transposition oder der Iden-
titatsoperator.

Satz (10.11). Sei K C R™ kompakt und {V,} eine offene Uberdeckung
von K. Dann existieren Funktionen 11, ... 10y € C(R™) mit folgenden
Eigenschaften:

(a) 0 < <1, fiir 1 <i<s,

(b) jedes 1; hat Trager in einem V,,

(c) fir jedes v € K gilt Yy (z) + -+ + ¢s(x) = 1.

{4} ist die der Uberdeckung {V,} zugeordnete Partition der Eins.

Mit Hilfe der letzten beiden Satze konnen wir nun die Substitutions-
regel ableiten

Satz (10.12). Sei T eine injektive Ct-Abbildung einer offenen Menge
E C RF in R* derart dass die Jacobideterminante Jr(x) # 0 fiir alle
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x € E gilt. Ist f eine stetige Funktion auf R¥ mit kompaktem Tréger,
Trf C T(E), dann gilt

/f dy—/ (T (@) |Jr()) do.

Es gilt allgemeiner : ist T : V — W eine bijektive C'-Abbildung zwi-
schen offenen Mengen V, W des R* und f : W — R ine integrierbare
Funktion, dann gilt

/f dy—/f )) | ()] da.

Beispiel. (a) Transformation auf Polarkoordinaten :

sei T(r,p) = (rcosg,rsing) = (z,y) und V.= {(r,p) : rmn <r <
Ty, 1 < @ < o} sowie T(V) = W. Weiters sei f : W — R eine
integrierbare Funktion. Dann gilt

/f(x,y)d(a:,y):/f(rcosgo,rsingo)rd(r,cp).
w 1%

(b) Transformation auf Zylinderkoordinaten :
sei T(r,p,z) = (rcos g, rsinp, z). Die entsprechende Transformations-
formel lautet

/f(:t:,y,z)d(:c,y,z):/f(rcosgp,rsingp,z)rd(r,<p,z).
w 1%

(¢) Transformation auf Kugelkoordinaten :
sel
T(r,p,9) = (rcosgcost, rsinpcosd, rsind) ,
r>0,—m/2<d¥<w/2,0<p<2m.
Die entsprechende Transformationsformel lautet

/W [(,y,2)d(z,y,2)

= / f(rcos pcosd, rsinpcosd, rsind) r? cosd d(r, @, 9).
v



XI. Differentialformen

Definition (11.1). Sei E C R" eine offene Menge. Eine k-Fldche in
E ist eine Ct-Abbildung ® von einer kompakten Menge D C R* nach
E.

(f : D — R" ist eine C-Abbildung, falls eine C*-Abbildung g auf
einer offenen Menge W D D existiert mit g(x) = f(x) fir allex € D.)
D heifit Parameterbereich von ®. Die Punkte von D werden mit u =
(ui,...,ux) bezeichnet.

Bemerkung. 1-Flachen sind stetig differenzierbare Kurven.

Definition (11.2). FEine Differentialform der Ordnung k > 1 in E
(kurz k-Form in FE) ist eine Funktion w, die symbolisch durch die
Summe

w = E iy i () dzyy Ao ANday,

dargestellt wird (die Indizes iy, ..., i laufen unabhdngig von 1 bis n),
die jeder k-Fldache ® in E eine Zahl

w(P) :/w
)
gemaf der Regel

Oy, - - 3,
= i1 du (*
fo= [ et g )
zuordnet, wobeir D der Parameterbereich von ® ist. Die Funktionen

a;,..i, seien hierbei reell und stetig in E. Sind ¢4, ... ¢, die Komponen-
ten von O, so gehort die in (*) auftretende Jacobi Determinante zu der

Abbildung
(ur,...,ug) — (¢, (w), ..., ¢ (u)).
Man sagt, eine k-Form ist von der Klasse C' oder C?, wenn die Funk-

tionen a;, i, in (*) alle von der Klasse C' oder C* sind.
Unter einer 0-Form in E verstehen wir eine stetige Funktion in E.

Die Determinante (als Multilinearform) in (*) ist fiir viele Eigenschaften
von Differentialformen verantwortlich (siehe weiter unten).

Beispiel (11.3). Wir betrachten die Differentialform dx AdyAdz im R?
und die 3-Zelle D definiert durch 0 <r <1, 0< o <27r, 0<d <7
sowie die Abbildung

®:D— B ={xekR® : |x| <1}
gegeben durch ®(r,p,9) = (z,y,z) mit
r=rcospsiny , y=rsinpsind , z =rcosv.

Dann gilt fir die Jacobideterminante

oz, vy, z)
a(r, ¢, V)

= r?gind



und

4
/dx/\dy/\dz:/ﬁsinﬁ:—ﬂ,
@ D 3

was dem Volumen der Kugel B®> = ®(D) entspricht.

Elementare Eigenschaften:[11.4] Seien w, wy, ws k-Formen in E. Man
schreibt : w1 = wy genau dann, wenn w; (®) = wy(P) fiir jede k-Fléche
® in F.
w = 0 bedeutet, dass w(®) = 0 fiir jede k-Fliche ¢ in FE.
Fiir ¢ € R wird die k-Form cw definiert durch [ cw = ¢ [,
w = w; +wy bedeutet [w= [ + [ fiir jede k-Fliche ® in E.
Fiir die k-Form
w=a(x)dz; A...dz;,
sei W jene k-Form, die sich bei w durch Vertauschen eines Indexpaares
ergibt. Dann gilt © = —w.
Insbesondere gilt dz; A dv; = —dz; A dx; und dx; A do; = 0.
Gilt bei
w=a(z)dz;, A... dz;,
1, = 1g bei r # s, dann ist w = 0.
0 ist die einzige k-Form, falls & > n.

Definition (11.5). Sind iy, ..., i natirliche Zahlen mit 1 < iy < iy <
- < ip < noundist I = (iy,...,ix) das entsprechende geordnete k-
Tupel, dann heifit I ein wachsender k-Index und

eine k-Grundform in R™.
Bei der sogenannten Normalform von

w= Z br(x)dxy

wird nur tber alle wachsenden Indizes I summiert.
Satz (11.6). Se:
w= Z br(x) dxy
I

die Normaldarstellung einer k-Form w in einer offenen Menge E C R™.
Ist w=0 in E, dann gilt b;(x) = 0 fiir jeden wachsenden Index I und
fur jedes x € E.

Definition (11.7). Seien I = (i1,...,4,) , 1 < i3 < -+ < i, < n
und J = (j1,..-,Jq) , 1 < j1 < --- < j, < n zwei wachsende Indizes.
Unter dem Produkt der entsprechenden Grundformen dx; und dxy in
R™ versteht man eine (p+q)-Form in R™, die durch das Symbol dx;Ndz ;
bezeichnet wird und definiert ist durch

dl‘[/\diL'J:de'il/\"'/\deip/\dl'jl/\"'/\deq.
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Haben I und J ein gemeinsames Element, dann ist dz; A dx; = 0.
Haben [ und J kein gemeinsames Element, dann schreibe man [/, J] fiir
den wachsenden (p + ¢)-Index, den man durch Anordnung der Glieder
von I U J in ansteigender Reihenfolge erhalt. Dann ist dz[; j eine
(p + q)-Grundform. Es gilt

dlL‘[ AN d[EJ = (_1>a dl’[[ﬂ]},
wobei a die Anzahl der negativen Differenzen j; — i, ist.

Satz (11.8). Sei K = (ky, ..., k) ein wachsender r-Indezx, I und J wie
oben. Dann gilt

(d(lf[/\dxj) /\d.Z‘K == dl’[/\ (dZL'J/\d.TK).

Definition (11.9). Seien w und X\ p- bzw. q-Formen in einer offenen
Menge EE C R™ mit den Normaldarstellungen

W—Zb[ dl’[, A= ZCJ de.

Das Produkt von w und A, gekennzezchnet durch w A\ A, ist durch

WAN= Zb[ x)dry Adxy

definiert. In dieser Summe laufen I und J unabhdngig voneinander
tber alle thre maoglichen Werte.

w A X ist eine (p + ¢)-Form in E. Es gelten die folgenden Regeln
(w1 +wa) AN = (w1 AAX) + (w2 A N),
WA (M +A2) = (WA ) + (WA Ag),
(WAXN AT =wA(ANAO).
Das Produkt einer 0-Form f mit der p—Form w ist gegeben durch

fo=wf= Zf x)dxy.

Definition (11.10). Wir definieren einen Differentiationsoperator d,
der jeder k-Form w der Klasse C' in einer offenen Menge E C R™ eine
(k + 1)-Form dw zuordnet.

Eine 0-Form der Klasse C' ist eine reelle Funktion f € CY(E), und wir
definieren

df = ZDf ) da;.

Ist w = ), bi(z) dz; die Normaldarstellung einer k-Form w und gilt
by € CY(E) fir jeden wachsenden k-Index I, dann definieren wir

dw =Y (dbs) A da;.

I
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Satz (11.11). (a) Sind w und X\ k- bzw. m-Formen der Klasse C' in
E, dann st

d(w A X) = (dw) AN+ (=1)Fw AdA.
(b) Ist w von der Klasse C* in E, dann ist
d*w = d(dw) = 0.

Definition (11.12). [Substitutionen von Differentialformen] Sei E eine
offfene Teilmenge des R™ und T eine C*-Abbildung von E in eine offene
Menge V- C R™, weiters set w eine k-Form in V' mat der Normaldarstel-
lung

W:Zbl(y)dyf ) yeva [:(7'177216)
I

Seien ty,...,t, die Komponenten von T und sei y = (y1,...,Ym) =
T(z), also y; = t;(x). Es gilt

n

dt; =Y (Djti)(x)dx; (1<i<m).
j=1
Die Abbildung T fihrt w in eine k-Form wr in E tber, die wie folgt
definiert ist

wr =Y _bi(T(x))dt;, A--- Adt,.
I

Satz (11.13). Seien E und T wie in der vorigen Definition und seien
w und X k- bzw. m-Formen in V. Dann folgt

(a) (w + N)p = wr 4 Ar fiir k= m:

(b) (W/\A)T :CL)T/\)\T;

(c) d(wr) = (dw)r, wenn w von der Klasse C* und T von der Klasse
C? ist.

Unser nachstes Ziel ist es, zu zeigen, dass

TP (o]

ist. Dazu benétigen wir noch die beiden folgenden Transformations-
eigenschaften von Differentialformen.

Satz (11.14). Sei T eine C'-Abbildung einer offenen Menge E C R™
in eine offene Menge V. C R™, sei S eine Ct-Abbildung von V in eine
offene Menge W C RP, sei ferner w eine k-Form in W, so dass wg eine
k-Form in V ist und (ws)r als auch wgr k-Formen in E sind, wobei

(ST)(z) =S(T(z)) , v € E. Dann gilt

(wS)T = WwgrT-
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Satz (11.15). Sei w eine k-Form in einer offenen Menge E C R™, ®
eine k-Fliche in E mit Parameterbereich D C R*, und sei A die k-
Fliche in RF mit Parameterbereich D, definiert durch A(u) =u , u €

D. Dann gilt
/w:/wq,.
o A

Satz (11.16). Sei T eine C'-Abbildung einer offenen Menge E C R™
in eine offene Menge V- C R™, sei ® eine k-Flache in E und w eine

k-Form in V. Dann gilt
/ W = / wr.
T® )

Simplexe und Ketten

Definition (11.17). Seien X,Y Vektorrdume iber R. Eine Abbildung
f: X — Y heifit affin, wenn f — f(0) linear ist, also gilt f(x) =
f(0) + Ax mit A € L(X,Y). Eine affine Abbildung von R* in R™ ist
somit bestimmt, wenn f(0) und f(e;) fir 1 <i <k bekannt sind.
SeiQ*={uecR" : u=3" e, >0, Y. a; <1} das Stan-
dardsimplex und seien pg, P1,---,Px € R™. Das orientierte k-Simplex
o = [Po,P1,---,Px] sei definiert als die k-Fliche in R™ mit Parame-
terbereich QF, die durch die affine Abbildung

k
o(aieq + -+ -+ agex) = po + Z%’(pi — Po)
=1

gegeben ist. o ist charakterisiert durch o(0) = po , o(e;) = p;i ,1 <
i <k, und o(u) = po+ Au , u € Q*, wobei A € L(R¥ R™) mit
Aej=pi—po, 1 <i<k.

Wir nennen o orientiert, um hervorzuheben, dass die Reihenfolge der
Ecken pog, ..., px beriicksichtigt wird.

Ist @ = {Pig, Piys - - - » Pi }» Wobei {ip,71,...,1} eine Permutation von
{0,1,...,k} ist, so schreiben wir

g = S(’io,il,...,ik) g,

wobel

s(lg, i1y ..., 0g) = Hsgn(iq —ip).
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Somit gilt ¢ = +o. Ist 7 = o, so sagt man ¢ und 7 sind gleich orientiert,
ist das Vorzeichen negativ, so sagt man & und ¢ haben entgegenge-
setzte Orientierung. (Hier wurde eigentlich nur eine Aquivalenzrelation
zwischen Simplexen definiert.)

Im Fall n = k und wenn die Vektoren p; — po (1 < i < k) linear
unabhangig sind, ist die zugehorige lineare Abbildung A invertierbar.
Falls detA > 0, ist o positiv orientiert, falls detA < 0, ist ¢ negativ

orientiert. Insbesondere ist das Simplex [0,ey,...,ey] in R* positiv
orientiert.

Zusatzlich definieren wir ein orientiertes 0-Simplex als Punkt zusam-
men mit einem Vorzeichen: ¢ = +pg oder 0 = —pyg. Ist 0 = epg (€ =

+1) und f eine 0-Form (d.h. eine stetige, reelle Funktion), so definieren

- /Ufzﬁf(Po)-

Satz (11.18). Ist o ein orientiertes affines k-Simplex in einer offenen
Menge E C R™ und ist ¢ = eo, dann gilt

fo=e]

fur jede k-Form w auf E.

Definition (11.19). FEine affine k-Kette I' in einer offenen Menge
E C R" ist eine Familie endlich vieler orientierter affiner k-Simplexe
01y...,0. in E. Ein Simplex kann in I' mehrfach vorkommen. Ist T’
eine affine k-Kette und w eine k-Form in E, so definieren wir

,
[e=> [
r i=1 /i

deshalb schreibt man auch

I'= i g;.
i=1

Definition (11.20). Fir k > 1 ist der Rand des orientierten affinen
k-Simplexes o = [po, P1, - - -, Pk| als die affine (k — 1)-Kette

k

do = Z(_l)][p07 -y, Pj—1, Pj+1,- - - 7pk]
7=0

definiert.
Ist zum Beispiel o = [po, p1, P2] ein Dreieck, dann ist der Rand von o

do = [p1, P2] — [Po, P2] + [Po, P1] = [Po, P1] + [P1, P2] + [P2, Po]

der tibliche orientierte Rand des Dreiecks.
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Definition (11.21). Sei T eine C*-Abbildung einer offenen Menge E C
R™ in eine offene Menge V. C R™. Ist o ein orientiertes affines k-
Simplex in E, dann ist ® =T o o eine k-Flache in V mit Parameter-
bereich Q*. Man nennt ® ein orientiertes k-Simplex der Klasse C2.
Eine endliche Familie W von orientierten k-Simplexen ®4,..., P, der
Klasse C* in 'V heifst eine k-Kette der Klasse C* in V.

Ist w eine k-Form in 'V, so definieren wir

L”:

Der Rand 0% des orientierten k-Simplexes ® = T oo sei als die (k—1)-
Kette

r

> [

=1

0P =T(00)

definiert.
Es gilt : 0P hat die Klasse C?, wenn dies fiir ® gilt.
Der Rand der k-Kette U ="' ®; ist als die (k — 1)-Kette

i=1

definiert.

Wir wollen nun auch festlegen, was man unter dem orientierten Rand
einer allgemeineren Menge versteht.

Definition (11.22). Sei Q" das Standardsimplex in R™, sei oy die
Identitdtsabbildung auf Q™. Man kann oy als das positiv orientierte
n-Simplex

oy — [O,el,ez, c. ,en]
auffassen. Sein Rand 0oy ist eine affine (n — 1)-Kette. Diese Kette
heifit der positiv orientierte Rand der Menge Q™.
Sei nun T eine injektive Abbildung von Q™ in R"™ von der Klasse C?,
deren Jacobi-Determinante positiv ist. Sei E = T(Q). Wir definieren
den positiv orientierten Rand der Menge E als die (n — 1)-Kette

ol = T(aO'o)
und werden diese (n — 1)-Kette mit OE bezeichnen.

Sei Q= E1U---UE,, wobei E; = T;(Q") ist, jedes T; dieselben Eigen-
schaften wie obiges T" hat und das Innere der Mengen FE; paarweise
disjunkt ist. Dann heifit die (n — 1)-Kette

Ty +...0T, = 092

der positiv orientierte Rand von (2.

Der Satz von Stokes
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Satz (11.23). [Stokes] Ist U eine k-Kette der Klasse C* in einer offenen
Menge V- C R™ und ist w eine (k — 1)-Form der Klasse C' in 'V, dann

qgilt
/dw:/ w.
v oV

Der Fall £k = m = 1 entspricht dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung. Weitere Spezialfille werden spater besprochen.

Geschlossene und exakte Formen

Definition (11.24). Sei w eine k-Form in einer offenen Menge E C
R™. Gibt es eine (k — 1)-Form X in E mit w = d\, dann heif$t w ezakt
mn E.

Ist w von der Klasse C* und ist dw = 0, dann nennen wir w geschlossen.

Da d? = 0 ist, folgt, dass jede exakte Form der Klasse C' geschlossen
ist. In konvexen Mengen gilt auch die Umkehrung, siehe spéter.

Bemerkung. (a) Seiw =Y | fi(x)dz; eine 1-Form mit f; € C*(E).
Dann gilt: w ist genau dann geschlossen, wenn (D;f;)(x) = (D;f;)(x)
fur allei,5 =1,...,n und fur alle v € E qilt.

(b) Integrale exakter 1-Formen in E idber geschlossene (differenzier-
bare) Kurven in E sind gleich 0.

(c) Integrale von geschlossenen k-Formen in E tber k-Ketten, die
Réinder von (k + 1)-Ketten sind, sind 0.

(d) Ist O eine (k + 1)-Kette in E der Klasse C*. Dann gilt 0*¥ = (
d.h. der Rand eines Randes ist 0.

Satz (11.25). Sei E C R™ eine konveze, offene Menge und k > 1. Sei
w eine k-Form der Klasse C' in E mit dw = 0. Dann existiert eine
(k —1)-Form X in E mit w = d\.

Satz (11.26). Sei k mit 1 < k < n vorgegeben. Sei E C R™ eine offene
Menge, in der jede geschlossene k-Form exakt ist. Sei T eine bijektive
C2-Abbildung von E auf eine offene Menge U C R™, deren Inverse S
ebenfalls von der Klasse C? ist.

Dann ist jede geschlossene k-Form in U exakt in U.
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XII. Vektoranalysis

Hier werden die eben bewiesenen Sétze noch in eine andere Sprache
iibersetzt, die hauptsachlich physikalisch orientiert ist.

Vektorfelder

Definition (12.1). Sei F = Fie; + Fyeq + Fies cine stetige Abbildung
einer offenen Menge E C R? in R3. Da F jedem Punkt von E einen
Vektor zuordnet, wird F ein Vektorfeld genannt.

Jedem solchen ¥ sind eine 1-Form und eine 2-Form zugeordnet:

Ar = Fida + Fydy + Fydz,

wp = Fidy Ndz + Fydz N\ dx + Fydx A dy.

Ist uw € CY(E) eine reellwertige Funktion, so ist der Gradient
vu = (Dju)e; + (Dou)es + (Dsu)es

ein Beispiel eines Vektorfeldes in E.
Sei F ein Vektorfeld der Klasse C' in E. Seine Rotation rotF = 7 x F
ist das Vektorfeld definiert durch

V X F = (DyF5 — DsFy)eq + (D3Fy — D1 F3)eq + (D1 Fy — Dy F)es.

Seine Divergenz ist die reellwertige Funktion divF = <7-F in E definiert
durch

V F =D F+ DyFs + DsFs.

Satz (12.2). Sei E eine offene Menge in R?, u € C*(E) und G ein
Vektorfeld der Klasse C? in E.

(a) Ist F = syu, dann gilt 57 x F = 0.

(b) Ist F =<7 x G, dann gilt 57 - F = 0.

Ist ferner E zu einer konvexen Menge C*-dquivalent, dann sind auch
die Umkehrungen giiltig, wenn wir voraussetzen, dass ¥ ein Vektorfeld
der Klasse C* in E ist:

(a’) Ist 5y x F = 0, dann ist F = yu, fir ein u € C*(E).

(b’) Ist 7 -F = 0, dann ist F = <7 X G, fir ein Vektorfeld G der Klasse
C% in E.

Definition (12.3). Die k-Form dxy A -+ A dxy, in RF wird als Volum-
selement dVy, bezeichnet. (dA := dV;.)

Ist ® eine positiv orientierte k-Fliche in R*, und f eine stetige Funktion
auf dem Bildbereich von ¢, dann schreiben wir

/q)f(:v)dz):l/\---/\d:vk:[bfdv.
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Ist D ein Parameterbereich in R¥ und @ eine injektive C'- Abbildung
von D in R* mit positiver Jacobi-Determinante Jg, dann gilt

/q)fdvz/Df(@(u))J@(u) du:[b(D)f(x)dx.

Nimmt man fiir f =1, so ist [, 1dV das Volumen von ®.

Satz (12.4). [Green] Sei E eine offene Menge in R? ferner o, 3 €
CYHE) und Q2 eine abgeschlossene Teilmenge von E mit positiv orien-
tiertem Rand OS). Dann gilt

08 O«
d dy) = — — — | dA.
[ (@ds+ sy /(a ay)

Beispiel. Setzt man o(z,y) = —y, B(z,y) = = so folgt aus dem letzten

Satz .
—/ (rdy — ydz) = AQ),
2 Joq

was dem Fldcheninhalt von €0 entspricht.

Definition (12.5). Sei ® eien 2-Fliche der Klasse C* in R® mit Pa-
rameterbereich D € R%. Fiir (u,v) € D definiere man

Ay, 2) 0(z.v) O(z,y)

I(u,v) o1t (u,v) ©2F I(u,v) cs:

wobei die auftretenden Jacobi-Determinanten der Gleichung (z,y,z) =
®(u,v) entsprechen.

Ist f eine stetige Funktion auf ®(D), dann definieren wir das Fldchen-
integral von f iber ® durch

[DfdA:/Df(@(u,v))|N(u,v)|dudv.

N(u,v) =

Fir f =1 ist
A(®) = / IN(u, )| du dv
D
der Flacheninhalt von ®.

Bemerkung. Der Vektor N(u,v) steht senkrecht auf der Tangential-
ebene zu ® an der Stelle (u,v), deswegen auch die Bezeichnung Nor-
malenvektor.

Satz (12.6). Seiy eine Ct-Kurve in einer offenen Menge E C R3 mit
Parameterintervall [0, 1], sei ¥ ein Vektorfeld in E und

e = Fide + Fydy + Fydz.
Fiir u € [0, 1] st
v (u) =71 (u) ex + y5(u) ez + v3(u) es

der Tangentialvektor zu v an der Stelle u.
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Wir schreiben t = t(u) fir den Einheitsvektor in Richtung von +'(u).
Dann gilt v'(u) = |¥(u )\t( ) und

) =
/AF_ tu)ds = [(F-0)ds

wobei ds = | (u)| du das sogenannte Bogenlingenelement bezeichnet.

Satz (12.7). Sei ® eine 2-Fliche der Klasse C' in einer offenen Menge
E C R?® mit Parameterbereich D C R?, ferner sei F ein Vektorfeld in
E und

wp = Fidy Ndz + Fydz N\ dx + Fydx A dy.

[oe= [ man

wobei n = n(u,v) der Einheitsvektor in Richtung der Normalen N zu
® und dA = |N|dudv das sogenannte Flichenelement ist.

Dann gilt

Satz (12.8). [Stokes] Ist F ein Vektorfeld der Klasse C* in einer offenen
Menge E C R? und ® eine 2-Fliche der Klasse C? in E, dann gilt

/rotF-ndA:/(VXF)~ndA:/ (F - t)ds.
® ® 09

Satz (12.9). [Divergenzsatz, Satz von Gaufi] Ist F ein Vektorfeld der
Klasse C* in einer offenen Menge E C R3 und Q eine abgeschlossene
Teilmenge von E mit positiv orientiertem Rand 0S), dann gilt

/QdideV:/Q(v-F)dV:/m(F-n)dA.



