LOSUNGEN FUR DI FRUFUNG ZU LINFUHRUNG 1IN DAS MATHEMATISOHE ARDELI'TEINN
(11.1.2002)

(1) (a) Bei der Losung dieser Aufgabe halten wir uns an die folgende Skizze:

B

(1 Punkt)
Die Flache des Dreiecks ABC ist

ol pia 1 1 _ 2
A=gabsiny=3-8cm-9 cm-5 =18 cm”.

Daher muss das Dreieck CST die Flache % = 9 cm? besitzen. Es gilt also mit
der Fliachenformel

9 cm® = fzysiny = {wy,
wir haben also die Nebenbedingung
xy = 36 cm?.

(1 Punkt)
Nun miissen wir die Lange der Unterteilungsstrecke ¢ bestimmen. Dazu verwen-
den wir den Cosinussatz, und wir erhalten die Hauptbedingung

% =2 +y* — 2y cosy = 2% 4+ y® — 36v/3 cm?.

(1 Punkt)
Die Strecke ¢ soll minimal sein, also muss auch ¢2 minimal sein, da die Funk-
tion x + 2? im positiven Bereich streng monoton wachsend ist. Wir setzen die

Nebenbedingung

36 cm?

oz
in die Hauptbedingung ein und erhalten

36 2 4
f(zx) 262:x2+()$—36\/§cm2.
x
Als zuléssigen Bereich fiir  kénnen wir aus der Skizze das Intervall | 0 cm, 9 c¢m]
entnehmen.
(1 Punkt)
Bestimmen wir nun die Extremwerte:
6% cm*
f(x) =22 —2 - =0

und nach Umformung
2zt = 6% cm?
r =6 cm
y=06cm.
1



Die Lange zu diesem Wert betragt dann £ =6v2 — v3 cm ~ 3.11 cm.

(1 Punkt)

Bestimmen wir die Werte fiir den Randpunkt (nur einer, denn x = 0 ist ja nicht
zuliissig): f(9) = (814+16—36+/3) cm? ~ 34.65 em?, also hat £ fiir = 9 die Linge
(=~ 5.89 cm. Der Wert der Funktion am Rand ist gréfler als am Extremum.
Die zweite Ableitung von f am Extremwert ist

65 4
Fz) =2+ ;jn >0,

deshalb ist £ = 6 cm ein lokales Minimum, also auch ein globales Minimum von
f.

Die Absténde der Streckenendpunkte S und T zu C' betragen daher jeweils 6 cm,
und die Teilungsstrecke hat die Lénge 3.11 cm.

(1 Punkt)

(b) Die Beziehung

sin? z — Tsinx+ 1=0.
ist eine quadratische Gleichung in sinz. Sie kann geltst werden durch die Sub-

stitution v = sin z. Wir erhalten somit

. 32

3v/2 18

== -1
2=y 16

3vV2 £4/2 2
na= WZEV2_ 5 V2

(1 Punkt)
Nachdem sin x zwischen —1 und 1 liegt, existiert keine Losung fiir die Gleichung
sinz = u; = V2. Untersuchen wir die andere Losung

SinT = Uy = ?

Die Menge aller z, die diese Gleichung erfiillt, ist
ke }

(2) Wir iiberpriifen die neun Kérperaxiome und die Abgeschlossenheit.

Abgeschlossenheit: Fiir zwei ungerade Zahlen x und y ist die Summe x + y eine
gerade Zahl und x + y + 7 daher eine ungerade Zahl. Die Operation & ist daher
abgeschlossen in M.
Fiir zwei ungerade Zahlen x und y sind die Zahlen x 4 3 und y + 3 beide gerade.
Deren Produkt ist daher auch gerade, und somit ist (z + 3)(y + 3) — 3 ungerade.
Also ist auch die Operation ® abgeschlossen in M.
(1 Punkt)

AG (@): Fiir alle a,b,c € M gilt

(adb)®c=(a+b+T)®c=a+b+T+c+T=a+b+c+14d=
=a+b+c+T74+7=a®(b+c+7)=a® (bDc).

(3 Punkt)
KG (#): Fur alle a,b € M gilt

a®b=a+b+7=b+a+7=0bDa.

3
L={£+2lm,%+2kﬂ

(1 Punkt)

( Punkt)



mualielement (w). rur das INulelement n < [vi 1Iuss
YVoeM:a®dn=a

gelten. Wenn wir einsetzen, erhalten wir a +n +7 =a, alson = -7 € M.
(3 Punkt)
Inverses (@): Sei a € M. Dann muss fiir das Inverse ©a von a die Beziechung
a® (Ga)=n=-7
erfiillt sein. Wenn wir wieder einsetzen, sehen wir
a+ (8a)+7=-T1,
also ©a = —14 —a € M. Jedes Element besitzt also in M ein Inverses beziiglich
D.
(3 Punkt)
AG (®): Fiir alle a,b,c € M gilt
(a®b)@c=((a+3)(b+3)—3)®c=((a+3)(b+3)—3+3)(c+3)—3=
=(a+3)(b+3)(c+3)—3==(a+3)((b+3)(c+3)—3+3) —3=
=a®((b+3)(c+3)—3)=a® (b®c).
(1 Punkt)
KG (®): Fur alle a,b € M gilt
a®b=(a+3)(b+3)-3=(0b+3)(a+3)-3=b®a.
(3 Punkt)

Einselement (®): Wenn e € M das Einselement ist, dann muss fiir alle n # a €
M die Gleichung

a®e=a
gelten. Setzen wir ein, so finden wir
(a+3)(e+3)—3=a
_ a+3 _ —
e=42-3=1-3=-2

Da e als gerade Zahl nicht im M liegt, besitzt M kein Einselement beziiglich ®.
Dieses Axiom ist also nicht erfiillt.
(1 Punkt)

Inverses (®): Fiir jedes n # a € M muss das Inverse a~! existieren, das
a®@al=e=-2
erfiillt. Setzen wir die Definition von ® ein, so erhalten wir

(a+3)(at +3)—-3=-2

1
1
+3=
“ a+3
al= L —
a+3

Dieses Element ist keine ganze ungerade Zahl fiir alle a € M. Es besitzt also

kein Element ein Inverses in M. Dieses Axiom ist also nicht erfiillt.
(1 Punkt)

DG (&, ®): Schliefilich bleibt noch fiir alle a,b,c € M das Distributivgesetz zu
untersuchen:

(adb)@c=(a+b+T7)@c=(a+b+10)(c+3) -3 =
= ac+ bc+ 3a + 30+ 10c + 27.



Dl1e andere oeite ergiol:

(a@c)®(b®c)=((a+3)(c+3)—3) D ((b+3)(c+3)—3) =
=((a+3)(c+3)=3)+ ((b+3)(c+3)—3)+ 7=
= ac + bc + 3a + 3b + 6¢ + 19.
Die beiden Seiten stimmen nicht iiberein, und daher ist auch dieses Axiom nicht
erfiillt.
(1 Punkt)

Die Menge M mit den Operationen @ und ® ist weder Ring noch Kérper.
(2 Punkt)

(3) (a) Die Gleichung
2 —z+(144)=0

ist eine quadratische Gleichung, also beginnen wir mit der bekannten Losungs-

formel.
1 1
2192 — 5 :i: Z — 1 — 1
1+ v-3- 41
N 2
(1 Punkt)

Um die Gleichung zu l6sen, miissen wir also die Wurzel aus der komplexen Zahl
—3 — 41 ziehen. Das machen wir mit einem unbestimmten Ansatz: Sei a + bi die
Wurzel aus —3 — 4¢. Dann gilt

(a+bi)? = a® — b + 2abi = —3 — 4,
und wir erhalten die beiden Gleichungen fiir Real- und Imaginérteil

a’® — b = -3
2ab = —4

Driicken wir b aus der zweiten Gleichung aus und setzen in die erste Gleichung
ein, so erhalten wir eine biquadratische Gleichung, die wir leicht 16sen kénnen:

b= =2
at+3a>—4=0
3 9
2
=——*+/-+4=1(, -4
a12 2 4+ (7 )
alg—il
bio = F2.

Setzen wir die beiden Wurzeln 1 — 27 und —1 + 2¢ in die Losungsformel ein, so
ergibt sich

1+1—2 1 .
= — = —_
1 5 7

1—1+4+2¢
g = ——— = 1.
2 2

(1 Punkt)



nerecinnen wir nun die gesucnien Zanlen:

w =A==t =11

oz i a(I4e)  —144
wz_z_i_l_—i_(l—i)(l-i—i)_ 2+
[wn] = [=1 =i = V(=12 + (-1)2 = V2
junl = | 5] =
|Zl|=\/§
|ZQ|:1

(2 Punkte)

(b) Wir beginnen jeden Induktionsbeweis mit dem Induktionsanfang
(hier fiir n = 0):

Zk(k+1)(l~c+2) =00+1)(0+2)=0=10(0+1)(0+2)(0+3).

k=0
Dieser ist also richtig.
(1 Punkt)

Dann schreiben wir die Induktionsvoraussetzung auf. Fiir alle 7 < n gelte

S k(k+1)(k+2) =G+ DG +2)( +3).
k=0

(1 Punkt)

Nun formulieren wir die Induktionsbehauptung (die Behauptung, die wir im
Induktionsschritt beweisen méchten): Zu zeigen ist

n+1

D k(k+1)(k+2) = H(n+1)(n+2)(n+3)(n +4).

k=0

(1 Punkt)

Zuletzt beweisen wir unsere Behauptung:
n+1

> k(k+1)(k+2) :ik(k+1)(l€+2)+(n+1)(n+2)(n+3) =

(Induktionsvoraussetzung)
=in(n+1)(n+2)(n+3)+ (n+1)(n+2)(n+3) =
=lnn+1)(n+2)(n+3)+4(n+1)(n+2)(n+3)) =
=1in+1)(n+2)(n+3)(n+4),

was zu beweisen war.
(1 Punkt)
(4) Beginnen wir mit der Ermittlung der Kenngrofien fiir die gegebene Ellipse
ell: 327 + 5l = 120.

Dazu wandeln wir diese in Standardform um und erhalten

2
I 22—
TR T R
woraus sich @ = 2v/10 und b = 21/6 ergeben. Aus der Beziehung
2 212
e“=a"—b

ergibt sich sogleich e = 4, und damit F; = (—4,0) sowie F» = (4,0).
(1 Punkt)



(a) 4Uur berecnung der riyperbeigieicnung bestiimninen wir zunacist aden runkt 1.
Es gilt 5ps = 120 — 75 = 45, also p, = 3. Wir finden also P = (5,3). Die
Kenngroflen der Hyperbel lassen sich einfach aus ihrer definierenden Eigenschaft
bestimmen. Wir wissen, dass eine Hyperbel die Menge aller Punkte () ist, sodass
die Differenz der Lingen der Brennstrahlen F;Q und F5Q gleich 2a ist. Setzen
wir den Punkt P in diese Eigenschaft ein, so ergibt sich

a = %(FlQ — F0Q) =

=1/(5+42+32 -1/ -42+32=2/10 - LV10 = V10.

Zusammen mit der Gleichung
e’ =a’ + b

ergibt sich b = /6. Die Hyperbelgleichung lautet also

2 2
hyp: f—é — % =1, oder

32?2 — 52 = 30.

(2 Punkte)
(b) Zwei konfokale Kegelschnitte schneiden einander rechtwinkelig. Wir bestimmen
den Winkel nochmals im néchsten Punkt nach der Berechnung der Tangenten.
(c) Die beiden Tangenten berechnet man aus den Spaltformen:

ten © 3p171 + Spoxe = 120
T1+ To = 8
und

thyp . 3p1$1 — 5p23§'2 =30
15217 — 1525 = 30
T1 — X9 = 2.
Die Schnittpunkte @ = (0,8) und R = (0, —2) lassen sich sogleich ablesen.

(1 Punkt)
Der Schnittwinkel lasst sich nun ebenfalls sofort bestimmen. Die Normalvektoren

auf die Tangenten sind i bzw. _11 . Wir sehen, dass sie orthogonal sind,

und daher schneiden die Kegelschnitte einander rechtwinkelig.
(1 Punkt)

(d) Bestimmen wir nun den Kreis. Nachdem dieser durch die Punkte F; und F, gehen
soll, die symmetrisch um die zo—Achse liegen, muss zwangsldufig der Kreismit-
telpunkt M = (mq,msy) auf der xo—Achse liegen. Es gilt also m; = 0. Damit
auch Q auf dem Kreis liegt, muss die Strecke M@ gleich der Strecke M F, sein.
Wir erhalten also die Gleichungen

8 —my = 4/16 + m?

64 — 16m; +m; = 16 +m]
48 = 16m,
3= mi.

Der Kreismittelpunkt ist also M = (0, 3) und der Radius ist 5. Wir sehen sofort,
dass R auf dem Kreis liegt, denn M R = 5. Die Kreisgleichung lautet

k: 234 (29 —3)% = 25.



DELZEN WIT [~ 111 dlese lelicnung €11, so €rgipt S1ch
52 + (3 — 3)%* = 25,

also liegt auch P auf dem Kreis.

(1 Punkt)

Zur Berechnung der Volumens benoétigen wir die Beobachtung, dass wir die
Schnittpunkte der Ellipse mit dem rechten Hyperbelast bereits kennen, namm-
lich P = (5,3) und P’ = (5,—3). Das Volumen setzt sich also aus zwei Teilen

zusamimen:
5 9 Qell 9
a 5

hyp

Berechnen wir den Teil, der von der Hyperbel kommt:

/5 B—I%—fidxl: ﬁ—6x15
5 Vi
=25 — 30 — 2¢/10 + 6v10 = 4V10 — 5.

Nun der Teil, der von der Ellipse stammt:
/2\/ﬁ24— %d:pl = 241, — x_:f 2\/ﬁ—

5 5 5|5

= 48v/10 — 16v/10 — 120 + 25 = 32v/10 — 95.
Das ergibt das Gesamtvolumen
V = m(36v/10 — 100) ~ 43.49.

(2 Punkte)



