Losungen fiir die Priifung zu Einfiihrung in das mathe-
matische Arbeiten (8.3.2001)

1. Dieses Beispiel ist eine umgekehrte Kurvendiskussion.

(a) Um die Koeffizienten von f zu bestimmen, beachten wir zunéchst, dass diese
Funktion symmetrisch um die xo—Achse ist. Daher ist f eine gerade Funktion und
wir kénnen ansetzen

f(z) = az* + ba® +c.

Um die Koeffizienten zu bestimmen, miissen wir ein Gleichungssystem fiir a, b
und ¢ aufstellen. Dazu verwenden wir f(1) =0, f'(1) = =8 und f”(1) = 0. Wir

erhalten
I: a + b + ¢ = 0
II: 4a + 2b = -8
IIT: 12a + 2b = 0
(1 Punkt)

Subtrahieren wir /1 — I'I] und dividieren wir das Ergebnis durch 8, so finden wir
a = 1. Zuriick eingesetzt in I1] ergibt das sofort b = —6. Schliellich verwenden
wir Gleichung I, um ¢ = 5 zu bestimmen. Fassen wir zusammen, so erhalten wir
fiir das erste Polynom die Losung

f(z) = z* — 62% + 5.

(1 Punkt)

Nachdem g beide Wendepunkte beriihrt und eine Funktion 2-ten Grades ist, muss
auch g symmetrisch um die zo—Achse sein. Also setzen wir an

g(x) = daz* + e.

Zur Bestimmung von d und e kénnen wir die Berithrbedingung verwenden: g(1) =
f(1) = 0und ¢'(1) = f'(1) = —8. Wir erhalten somit ¢'(1) = 2d = —8, also
d=—4,und g(1) =d+e = —4+ e =0, und daher e = 4. (1 Punkt)

(b) Kurvendiskussion von f und g¢:

f: Zwei Nullstellen sind schon bekannt: Wy = (—1,0) und W; = (1,0). Fir die
anderen Nullstellen dividiert man das Polynom f durch (z—1)(z+1) = 221,
da x = 1 und x = —1 wie gesagt Nullstellen sind. Die Division ist einfach
und 148st sich durch Herausheben berechnen:

ot — 627 +5 = (2? — 1)(2* — 5).
Die beiden iibrigen Nullstellen bestimmt man daher aus der Gleichung
? —5=0,
die die Losungen z = #++/5 hat. Die anderen Nullstellen von f sind also
(_

5h
Ni = (v/5,0) und Ny = (—+/5,0).
(3 Punkt)



Die Extremwerte erhilt man durch Losen von f/(z) = 0, also
42° — 122 = 4a(2* — 3) =0,

die offensichtlich die Losungen x = 0 und = = ++/3 hat. Fiir die Berech-
nung der Extremwerte muss man dann nur noch in f einsetzen und erhélt
E; = (0,5), ein Mazimum, und Ey = (v/3, —4) bzw. F3 = (—+/3, —4), beide
Minima.

Die Wendepunkte von f sind bereits bekannt, W; = (1,0) und Wy =
(—1,0), ebenso die Steigung der Wendetangenten ky, = —8 und ky, = 8.
Daher sind die Tangenten gegeben durch die Gleichungen

tw, 1y = —8z + 8,
tw, : y =8z + 8.

Das Verhalten im Unendlichen ergibt sich durch lim, 4. f(x) = co. Daher
ist f streng monoton fallend in (—oo, —+/3] und [0, /3], streng mono-
ton wachsend in [—+/3,0] und [v/3,00]). Die Kriimmugsbereiche ergeben
sich durch die Kenntnis der Wendepunkte und das Vorzeichen von f”. Wir
erhalten: Die Funktion f ist konvex auf (—oo, —1] und [1, co], wihrend sie
im Intervall [—1, 1] konkav ist.
(1 Punkt).

g: Die Nullstellen von g sind bekannt: Wy = (1,0) und W5 = (—1,0).
Die Extremwerte von ¢ sind die Nullstellen von ¢'(z) = —8z, also E =
(0,4), ein Maximum. Als Funktion zweiten Grades besitzt g keine Wende-
punkte.
Das Verhalten bei Unendlich ist lim, .4, g(x) = —o0.
Die Funktion ¢ ist streng monoton wachsend in (—oo,0] und streng
monoton fallend in [0,00). Auf ganz R ist g konkav.
(3 Punkt)

(¢) Der Graph von f und g im angegebenen Bereich ist dargestellt in Abbildung 1.
(1 Punkt)

(d) Um die Fliche zwischen f und g zu berechnen, sieht man aus den Graphen der
Funktionen, dass man das bestimmte Integral

[ 1@ =gt o

berechnen muss, wobei wir die Symmetrie von f und g ausniitzen konnen, um das
Integral umzuformen zu

2 [ )ty

Wir bestimmen also
1 1
2/ m4—6x2+5+4x2—4dx:2/ 2t —22% + 1dx.
0 0

Das berechnet man nach den Standard-Integrationsregeln:

14 2 x® 210 ' 12 16



Abbildung 1: Graphen von f und g



2.

Die Flache ist demnach A =1 + 1—15
(3 Punkt).

(e) Das Rotationsvolumen ergibt sich aus einem weiteren Integral:
1 1
V=n/[ f@)?—g)’dr= 27T/ f(z)* — g(z)? du.
-1 0
Setzen wir wieder ein, so erhalten wir
1 1
V = 7r/ f(x)? — g(z)? dx = 27r/ (2 — 62% +5)* — (—4a® + 4)* dw =
0 0

1
= 27?/ 2% — 122°% 4 462" — 602° + 25 — (162" — 322° + 16) dz =
0

1
27r/ 2% — 1225 + 302* — 2822 + 9dx =
0

1
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2
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(1 Punkt)

(a) Um zu beweisen, dass M ein Unterkorper von R ist, miissen wir zunéchst die
Abgeschlossenheit der Operationen + und * nachweisen:

Abgeschlossenheit von +: Es gilt
(a1 4 b1v/3) + (az + byv/3) = (a1 + az) + (b1 + b2) V'3,

und weil die Summe zweier rationaler Zahlen wieder rational ist, liegt die
Summe zweier Elemente von M wieder in M.
(1 Punkt)

Abgeschlossenheit von *: Wir haben

(CL1 + bl\/g) * ((12 + bQ\/g) = ayag9 + a1b2\/§ + azbl\/g + 3b1b2 =
= (ayaz + 3b1b2) + (a1by + a2b1)\/§-

Summe und Produkt rationaler Zahlen sind rational, also hat das Produkt
zweier Elemente aus M dieselbe Form wie alle Elemente von M und liegt
daher auch in der Menge. Daher ist x auf M abgeschlossen.
(1 Punkt)

Inverse bzgl. +: Sei m = a + bv/3 € M. Dann ist das Inverse bzgl. + in R
gegeben durch

—-m = —a-+ (—b)\/g.

Offenbar ist dieses Element wieder in M. Daher sind additiv Inverse enthalten.
(1 Punkt)

Inverse bzgl. *: Gehen wir wieder aus von m = a + byv/3 € M und sei m # 0.
Wir finden das Inverse von m in R durch

1 _ _
m~ = - °—bV3 2 . ;T3 ! 2\/5‘
a+bv3  (a+b/3)(a—bVv3) a*>—3b*  a®—3b

4




Dieses Element ist definiert und liegt in M, falls a® — 3b* # 0 gilt. Das ist
aber der Fall, da anderweits a = +bv/3 gilte. Wire dann b # 0, so hitten
wir V3 = j:%, und /3 wiire eine rationale Zahl. Fiir b = 0 folgte a = 0 und
m = 0, was wir aber ausgeschlossen hatten. Darum sind die multiplikativ
Inversen aller nichtverschwindenden Elemente von M wieder in M und M ist
ein Unterkorper von R.

(1 Punkt)
(b) Betrachten wir die gegebene Gleichung, so erkennen wir, dass sie quadratisch in
z ist. Wir kénnen also rechnen:

—1+2i:|:\/(1—2i)2—24—32i —1+4+ 21+ /27— 3617

21’2 = —=

2 2

(1 Punkt)

Um die Losungen in der Form a + ¢b darstellen zu kénnen, miissen wir die Wurzel
berechnen. Dazu setzen wir an

V=27 — 36i = a + 1b.
Nach dem Quadrieren ergibt das das Gleichungssystem

a’> — b =27
ab = —18.

Wir formen um b = —18/a, also b* = 324/a®. Eingesetzt in die erste Gleichung
und mit a? multipliziert erhalten wir

at + 274> — 324 =0

2 _ 27 /36416-3% _  27+V25.3%
al,? - T 9 + 4 - = D) — 97 (_36)

und daher b = F4. Es ist also

V=27 - 361 =3 — 4.

(1 Punkt)
Die Losungen der Gleichung lauten also

142+ (34
g = +Z2( D 49244

(1 Punkt)
Das Produkt der Lésungen

2129 = (1= 20) (=2 + 4i) = 6 + 8i

ergibt das konstante Glied in der Gleichung, eine einfache Testmoglichkeit.
(1 Punkt)



3.

(a) Wir beginnen jeden Induktionsbeweis mit dem Induktionsanfang

(hier fir n = 0):

0
L+ ) (4k° = 6k + 4k — 1) = 1 4 (1) =0 = 0".
k=0
Dieser ist also richtig.
(1 Punkt)

Dann schreiben wir die Induktionsvoraussetzung auf. Fiir alle 7 < n gelte

J
L+ ) (4k° — 6k + 4k — 1) = j*.
k=0
(1 Punkt)

Nun formulieren wir die Induktionsbehauptung (die Behauptung, die wir im
Induktionsschritt beweisen mochten): Zu zeigen ist

n+1
L+ ) (4k* — 6k + 4k — 1) = (n+ 1)*.
k=0
(1 Punkt)
Zuletzt beweisen wir unsere Behauptung:
n+1
D (4K — 6k + 4k — 1) =
k=0

= i(4k3—6k2+4k— D+ @An+1)°—-6(n+1)>+4n+1)—1) =
k=0

(Induktionsvoraussetzung)
=n*+4n+1P° -6(n+1)*+4(n+1)—-1=
=((n+1)=1)*+4n+1P -6(n+1)2+4n+1)—1=
=((n+1D)*—4n+1)*+6(n+1)*—4(n+1)+ 1)+
+4n+1)* —6(n+1)*+4(n+1)—1
= (n+1)*

was zu beweisen war.

(3 Punkte)

Um die Gleichung zu losen, setzen wir u = e”, also = = log u. Das ergibt
u? — 3eu + 2¢* = 0.

Diese quadratische Gleichung behandeln wir mit der iiblichen Formel und erhalten

3e 9¢2
= — 44/ — —2e%2 =
Uy,2 9 1 €
2 _ Q.2 +
:%i 9e 8e :36 622676'
2 4 2



(1 Punkt)
Fiir beide Losungen miissen wir dann noch x = log u berechnen. Das ergibt

x1 = log(2¢) =log2 + 1

ro =loge = 1.
(1 Punkt)

4. 7Zu Beginn bestimmen wir die Gleichung der Geraden g. Dazu verwenden wir die Zwei-

punktform
Y —Yp (x

—l’p).
T —Xp

g-Yy—Yypr=

Eingesetzt ergibt das
g:y—45="=3(-1).

Die Gerade hat also die Gleichung

g: 2x—10y + 33 = 0.

Ein Normalvektor von g ist n, = (_51>
(1 Punkt)

Die Tangenten durch P an die Ellipse ell bestimmt man z.B. mit Hilfe der Polaren
durch P. Diese hat dieselbe Formel wie die Ellipsentangenten:

pp: 20 =xxp + dyyp = x + 14y.

Die Beriihrpunkte 77 und 75 sind dann die Schnittpunkten von pp und ell. Wir rechnen
wie folgt

x4+ 14y =25
r=25—14y
z? = 625 — 700y + 196y>

und setzen in die Ellipsengleichung ein

25 = 22 4 4y? = 625 — 700y + 196y> + 4y/>
0 = 200y* — 700y + 600
0=24>—Ty+6

T+V19-48

4

Mit Hilfe der Polaren ergeben sich auch die x—Werte der Punkte, und wir finden 7 =
(—3,2) und T3 = (4, %)
(2 Punkte)

Die Tangenten an die Ellipse in den Punkten 77 und 7% erhélt man aus der Spaltform

2,

[\J[SN]

Y12 =

t:zxxp +dyyr =25
tr, 0 —3r+8y =25
tr, « 4o + 6y = 25.



(1 Punkt)

Zur Drehwinkelberechnung bestimmen wir die Normalvektoren zu den Tangenten —
diese lassen sich ja leicht ablesen:
-3
ntTl = 3

—2
e

Die Drehwinkel ergeben sich dann aus der Winkelformel

ny - Ny
COS P = ————.
][ [l
Eingesetzt erhalten wir
(=1)(=3)+5-8 4

= 0.987

cos 1 =

3
VED2FR/(-32 482 V26VT3
01 = 9.24° = 0.55

~13 1
COSPy = ———= = ———
2T a3 V2

302 = 1350 = %r

Man muss also g um ¢ oder um ¢s drehen.
(1 Punkt)

Bestimmen wir nun die Gleichung des Kreises. Nachdem T)7, ein Durchmesser des
Kreises ist, muss der Kreismittelpunkt der Streckenmittelpunkt von 7375 sein:

M=3T+T)=(31)

=T

Die Kreisgleichung lautet also
ke (r—3)"+ - =T

wobei sich die rechte Seite ergibt, indem man den Punkt 77 in die linke Seite der

Gleichung einsetzt.
(1 Punkt)

Fiir den Schnittwinkel zwischen Kreis und Ellipse beachten wir, dass der Vektor 7175
orthogonal auf die Kreistangenten in 77 und 75 steht, da 7175 ein Durchmesser von k

. - () ) (1)

(1 Punkt)



Es bleibt noch, die Schittwinkel zu bestimmen. Dazu rechnen wir die Winkel zwischen
—
den Normalvektoren auf die Ellipsentangenten und 775 aus:

134

COS = —
1 V73197
by = 65.36° = 1.14

= 0.417

CcoS Yy = 0.494

25
VI3vV197
Yy = 60.40° = 1.05.

(1 Punkt)



