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KAPITEL 1
Einleitung 1

1. Vorbemerkungen

Die Numerische Mathematik gehort im Gegensatz zu anderen Gebieten wie die Zahlen-
theorie oder die Topologie hauptséchlich zur angewandten Mathematik, also zu dem Teil
der Mathematik, der sich vorwiegend darum kiimmert, anderen Wissenschaften Methoden
zur Verfiigung zu stellen, mit deren Hilfe sich Probleme bearbeiten lassen. Das bedeutet
nicht, dafl die Topologie oder die Zahlentheorie keine Verwendung auflerhalb der Mathema-
tik finden, doch liegt in diesen Gebieten das Hauptaugenmerk im allgemeinen nicht auf den
Anwendungen.

Was sind die Auswirkungen dieser Ausrichtung auf die Anwendungen, wenn man die Ar-
beit eines Numerischen Mathematikers (eines Angewandten Mathematikers) und den Aufbau
der Vorlesung betrachtet?

e Die Arbeit eines Angewandten Mathematikers beginnt meistens zwei Schritte vor
der rein mathematischen Arbeit mit dem Gesprdich mit einem Anwender tiber dessen
zu behandelnde Probleme.

— Er muf} dabei die ,,Sprache“ des Anwenders verstehen lernen:
Was bedeuten die Begriffe?
Welche unausgesprochenen Beziehungen haben die einzelnen Be-
griffe miteinander?
— Der Kern des Problems muf3 herausgearbeitet werden:
Was soll berechnet /simuliert werden?
Was ist fiir den Anwender ein brauchbares Ergebnis?
Wie schnell und wie oft benotigt der Anwender eine Berechnung?

e Der nichste Schritt ist die Modellierung des Problems, das heifit die Ubersetzung
aus der Sprache des Anwenders in den mathematischen Formalismus (siehe 2). Erst
dieser Schritt, in dem unwesentliche Objekte, Zusammenhénge und Komplikatio-
nen unterdriickt (wegabstrahiert) werden, macht das Problem angreifbar durch ma-
thematische Methoden. Dabei mufl umsichtig vorgegangen werden, denn zu starke
Abstraktion macht die Ergebnisse, die aus dem Modell gewonnen werden, unbrauch-
bar, weil sie mit dem tatséichlichen Problem zu wenig Ahnlichkeit aufweisen oder
wesentliche Vorgénge nicht beriicksichtigt werden. Zu wenig Abstraktion auf der
anderen Seite macht das Modell uniibersichtlich und birgt die Gefahr, daf} es fiir die
mathematischen Methoden unbehandelbar (zu komplex) wird.

e Danach wird die géngige mathematische Theorie verwendet, um einen Ldsungsal-
gorithmus zu entwickeln und zu beweisen, dafl er auch in der Lage ist, das mathe-
matische Problem zu losen (Konvergenz, Robustheit,. .. ). Dieser Algorithmus wird
dann auf einem Computer (siehe 2) entweder neu implementiert oder mit bereits
vorhandener Software realisiert.

e Dann wird das mathematische Problem geldst, wobei dem Ubersetzen und der Ana-
lyse der Eingabedaten eine nicht zu unterschitzende Bedeutung zukommt. Aufler-
dem sollte der maximale Gesamtfehler abgeschétzt werden, um die Genauigkeit der
Approximation der Lésung des mathematischen Modells zu bestimmen.
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4 1. EINLEITUNG I

e Auch nach Losung des mathematischen Problems sind noch zwei weitere Schritte
anzuschlieflen, die bei rein mathematischen Fragestellungen im allgemeinen nicht
oder nicht in diesem Ausmaf} notig sind. Der erste ist die Interpretation der Ergeb-
nisse. Dabei werden die vom Algorithmus produzierten Zahlen wieder in Begriffe
und Groflen der ,, Wirklichkeit des Anwenders® riickiibersetzt, zusammen mit den
Fehlerschranken, damit die Brauchbarkeit der Losung {iberpriift werden kann.

e Die letzte Aufgabe ist dann die interpretierten Ergebnisse bzw. die Vorhersagen des
Modells mit der Wirklichkeit zu vergleichen, um die Guiltigkeit des Modells tiber-
priifen zu konnen. Sollte sich das Modell dabei als unbrauchbar erweisen, so muf3
erneut mit dem Modellierungsschritt begonnen werden. Eine Analyse der Abwei-
chungen kann dabei einen Hinweis auf falsche oder zu starke Vereinfachungen, auf
falsche mathematische Ubersetzungen oder einen zu kleinen Giiltigkeitsbereich des
Modells liefern, die zur Unbrauchbarkeit des Modells gefiihrt haben konnten.

1.1. Struktur der Vorlesung und des Proseminars. Die Vorlesung beschiftigt sich
nach einigen einfithrenden Abschnitten iiber grundlegende Probleme bei der mathematischen
Verwendung von Computern und einem Kapitel iiber Modelle, Modellbildung und Modell-
priifung sowie einigen Beispielen im weiteren Verlauf mit den mathematischen Grundla-
gen der Numerischen Mathematik. Dabei liegt im ersten Teil der zweiteiligen Vorlesung
das Hauptaugenmerk auf der Linearen Algebra, die der Hauptbestandteil der meisten nu-
merischen Algorithmen ist. Als Ergédnzung dienen noch Grundlagen der Datenanalyse und
eindimensionale Interpolation, Integration und die Losung nichtlinearer Gleichungssysteme.
Wiéhrend der gesamten Vorlesung wird versucht, die Relevanz der Methoden und deren
Anwendbarkeit in den Vordergrund zu stellen, moderne Verfahren zu erldutern auch wenn
mathematische Beweise iiber deren Funktionstiichtigkeit nur aus der Literatur zitiert werden
kénnen. Manche Stoffgebiete, die iiblicherweise in Numerik—Vorlesungen vorgetragen werden,
die aus heutiger Sicht jedoch bereits weniger relevant sind, oder die keine hohe Komplexitat
besitzen, sollen im Proseminar anhand von kleinen Programmen und Kurzvortréigen von den
Studenten unter Anleitung selbst erarbeitet werden.

1.2. Relevanz der Vorlesung: Berufsleben, Zeitungsausschnitte. Die Relevanz
der angewandten Mathematik und damit der numerischen Mathematik als einer Grundlage
im Berufsleben liegt auf der Hand. M&chte man als Mathematik aulerhalb der Universitét
in der Privatwirtschaft eine Anstellung finden, so steht typischerweise eines der folgenden
Jobprofile zur Auswahl: Software-Entwicklung, Versicherungen, Banken, mathematische Be-
rechnungen, Management, Unternehmensberater.

Fiir die ersten vier Jobs ist angewandte Mathematik und die damit verbundene Beschéfti-
gung mit Computern eine wichtige Grundlage. Besonders wenn es um Berechnungen geht,
sind Firmen an Mathematikern vor allem interessiert, die aus Fragestellungen relevante Er-
gebnisse berechnen konnen. Die am héufigsten in der Privatwirtschaft untersuchten Probleme
kommen aus den Gebieten Optimierung, Differentialgleichungen und Statistik (werden alle
zumindest zum Teil in Numerik 2 abgehandelt).

Wiéhlen Firmen Mathematiker fiir Management—Positionen oder zur Unternehmensbera-
tung, so sind sie primér an der analytischen Denkfahigkeit interessiert. Fiir solche Positionen
sind angewandte Mathematiker nicht grundsétzlich bevorzugt, doch hilft die ,, Grundausbil-
dung im Gespréich mit dem Anwender” auch in diesem Fall.

Dafl mathematische Methoden, obwohl bekannt, nicht immer richtig angewendet werden,
zeigen zwei Katastrophen in der Raketentechnologie in der jiingeren Vergangenheit:
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e Der Tod von 28 amerikanischen Soldaten im Golfkrieg am 25. Februar 1991 nach
einem Angriff mit einer irakischen Scud—Rakete hétte verhindert werden koénnen,
wenn das Patriot Raketenabwehrsystem nicht versagt hitte.

e Der Jungfernflug der Ariane 5 Rakete endete am 4. Juni 1996 nur vierzig Sekunden
nach dem Abheben in einer gigantischen Explosion. Zwei einige Milliarden Dollar
teure Satelliten wurden bei diesem Unfall zerstort.

Beide Katastrophen hatten Ursachen, die bei konsequenter Anwendung der Grundprinzipien
der numerischen Mathematik vermeidbar gewesen wéren.

2. Computer

Das wichtigste Hilfsmittel neben der mathematischen Theorie ist in der Angewandten
Mathematik der Computer. Bei der Verwendung eines Computersystems spielen drei Grun-
delemente die wesentlichen Rollen:

Hardware: ,,Der Teil des Computers, den man sieht.

Betriebssystem: Ist spezielle Software (Programme), mit deren Hilfe Benutzerpro-
gramme gestartet, die verschiedenen Benutzer verwaltet werden, und die sich um
die Kommunikation mit den Peripheriegerdten kiimmert.

Anwendersoftware: Alle Programme, die auf einem Computer laufen — hier wer-
den unter diesem Punkt nur den Mathematiker unterstiitzende Programmpakete
angesprochen.

2.1. Hardware. Im Gegensatz zu fritheren Jahren sind im Moment fast ausschlieflich
Digitalrechner im Einsatz. Die Bedeutung von Analogrechnern (Rechner, die mit kontinu-
ierlichen Groflen rechnen. In ihnen werden mathematische Probleme durch analoge physika-
lische Prozesse simuliert) hat nicht zuletzt durch die grofie Steigerung der Geschwindigkeit
der Digitalrechner in den letzten zwei Jahrzehnten praktisch auf Null abgenommen. Der Re-
chenschieber wurde durch den Taschenrechner vollig verdréangt, und auch alle Aufgaben eines
Planimeters konnen durch Digitalrechner mit geeigneter Software leicht ersetzt werden. Aus
diesem Grund wird auf Analogrechner im weiteren Verlauf der Vorlesung auch nicht mehr
eingegangen.

Der Grundaufbau der Computerhardware besteht heutzutage aus folgenden Teilen:

CPU: Die CPU (central processing unit) ist das Herzstiick eines modernen Compu-
ters. In ihr werden alle Rechenvorgénge und die meisten Steuervorginge ausgefiihrt.
Sie besteht meist aus einem Chip (integrierter Schaltkreis, ein Halbleiterbaustein)
von 0.4-5 cm? GroBe, auf dem mehrere Millionen bis Milliarden Transistoren unter-
gebracht sind.

Die Leistungsfiahigkeit einer CPU héngt von mehreren Faktoren ab: Der Giite
der Implementation der elementaren Vorgédnge wie Speicherzugriff, ganzzahlige Rech-
nung (Integerarithmetik), Gleitkommaarithmetik (Floating—Point-Arithmetik) und
Spriinge und Unterprogrammaufrufe; der Taktfrequenz (im wesentlichen der Anzahl
der abgearbeiteten Befehle pro Sekunde); der Anzahl der Befehle, die gleichzei-
tig (parallel) abgearbeitet werden konnen, bzw. der Grofle der Datenmenge, die in
einem einzigen Arbeitsschritt manipuliert werden kann (Vektorisierung). Im Nor-
malfall hat ein Computer nur eine CPU, es kommen jedoch in letzter Zeit schon
PCs auf den Markt, die mit zwei bis vier CPUs ausgestattet werden konnen, die Be-
nutzerprogramme parallel verarbeiten. Die Anbieter groflerer Rechnersysteme ver-
kaufen schon seit lingerer Zeit Computeserver mit vier bis 128 CPUs. Hersteller
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von Spezialrechensystemen offerieren jedoch fiir Spezialaufgaben, bei denen massi-
ve Parallelverarbeitung von Vorteil ist, auch Systeme mit mehr als 100000 CPUs
(Transputer).

Die Gesamtleistung solcher Systeme und der einzelnen CPUs wird mit verschie-
denen Benchmark-Tests bestimmt, bei denen fiir bestimmte héufig anfallende Pro-
bleme Ausfiihrungszeiten bestimmt werden. Fiir mathematische Anwendungen sind
die SPEC-Flops (floating point operations per second) und die diversen LINPACK-
und LAPACK-Tests wesentlich.

Hauptspeicher: Der Hauptspeicher (RAM — random access memory) ist das zentra-
le Gedéchtnis des Computers. In diesem Teil miissen alle Daten, die fiir momentan
laufende Berechnungen benotigt werden, sowie die gerade ausgefiithrten Program-
me abgelegt werden. Jedes Datum, das im Hauptspeicher gelagert wird, hat eine
eindeutige Adresse, iiber die Programme auf dessen Wert zugreifen konnen. Das
RAM ist mit der CPU iiber mehrere Leitungen verbunden, von denen die wichtig-
sten die Adress— und die Datenleitungen sind. Die CPU teilt dem Hauptspeicher
iiber die Adressleitungen die Adresse des benétigten Datums mit und der Haupt-
speicher antwortet auf diese Anfrage auf den Datenleitungen. Der Hauptspeicher
h&lt nur dann Daten, wenn der Computer eingeschaltet ist. Bei Unterbrechung der
Stromversorgung gehen alle Daten verloren, die im Hauptspeicher gelagert sind.

Nachdem es zwei grundlegend verschiedene Techniken gibt, Speicherbausteine
herzustellen, die dynamischen Speicher (bieten eine hohe Speicherdichte, haben aber
eine ldngere Zugriffszeit — die Zeit zwischen Bekanntgabe der Adresse und der Ant-
wort des Speichers) und die statischen Speicher (bieten eine hohe Zugriffsgeschwin-
digkeit, aber eine geringe Speicherdichte), werden in allen modernen Computersyste-
men zwischen RAM und CPU ein oder mehrere Zwischenspeicher eingerichtet (der
Cache), die mit eigenen Logikbausteinen dafiir sorgen, dal Daten, die bald benétigt
bzw. haufig wiederverwendet werden, vom Hauptspeicher in die Zwischenspeicher
kopiert werden, um der CPU raschestmoglichen Zugriff auf die bendtigten Daten zu
ermoglichen.

Die Grofle des Hauptspeichers wird in Byte gemessen. Ein Byte besteht aus acht
Bit, der kleinsten Informationseinheit — eine Binérstelle. Durchschnittliche PCs ha-
ben etwa 32-64 MB (Megabyte — 1 Megabyte = 2%° Byte) Hauptspeicher, wihrend
bei grofleren Workstations Speicherkapazitdten von 256 MB-2 GB (Gigabyte — 1
GB = 1024 MB = 2% Byte) nicht uniiblich sind. In grofien Datenbankservern oder
in Rechnersystemen, die fiir riesige Simulationen verwendet werden, sind allerdings
auch Hauptspeicher von 128 GB-2 TB (Terabyte — 1 TB = 1024 GB = 20 Byte)
eingebaut.

Bei modernen Betriebssystemen ist es dariiber hinaus moglich, das RAM da-
durch scheinbar zu vergréfiern, dafl Teile davon auf die Festplatte ausgelagert werden
(geswappt), wenn sie gerade nicht benétigt werden. Solch eine wvirtuelle Speicherver-
waltung (virtual memory management) kann auf Kosten von Festplattenkapazitit
den Platz des Hauptspeichers auf ein Vielfaches erhohen. Allerdings kann es bei ei-
nem zu groflen Miiverhéltnis zwischen tatséchlich vorhandenem RAM und benétig-
tem Hauptspeicher durch stdndiges Austauschen von Daten zwischen Festplatte und
Hauptspeicher zu einem Einbruch der Performance fiihren.

BIOS: Das BIOS (basic input/output system) dient der grundlegenden Kommuni-
kation mit der Steuerlogik fiir die Peripheriegerite. Es fithrt auch den Selbsttest
von CPU und Speicher durch und ladt das Bootprogramm von Diskette, CDROM
oder Harddisk. Es ist in einem ROM (read only memory), genauer einem EEPROM
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(electrically eraseable programmable ROM), von geringer Kapazitit (ca. 64 kB (1
kilo Byte = 2'° Byte)) untergebracht.

Festplatte: Die Festplatte (Harddisk) dient einerseits zur Sicherung der Daten, die
nicht fiir gerade laufende Programme benétigt werden, und andererseits zur Siche-
rung aller Daten und Programme auch wéhrend der Zeit, in denen der Computer
abgeschaltet ist.

Harddisks konnen viel groflere Datenmengen speichern als im Hauptspeicher
abgelegt werden konnen, und durch Einbau mehrerer Harddisks kann die Spei-
cherkapazitiat eines Computersystems beinahe unbegrenzt ausgebaut werden. Ein
durchschnittlicher PC hat in der heutigen Zeit eine Harddiskkapazitdt von mehr als
10 GB. Ein Fileserver eines durchschnittlichen mittleren computerisierten Betrie-
bes stellt den Benutzern eine Speicherkapazitéit von 50-500 GB zur Verfiigung. Die
groflen Datenbankserver von Krankenh&dusern oder Bibliotheken haben Speicherka-
pazitiaten jenseits von 128 TB.

Die Zugriffszeit auf die Daten auf der Festplatte liegen in der Hohe einiger Mil-
lisekunden (bei perfekter Ausnutzung aller technischer Moglichkeiten in der Hohe
vieler Mikrosekunden), wihrend die Zugriffszeit von dynamischen RAMs bei 45
Nanosekunden liegt. Daher wird im Interesse einer schnellen Verarbeitung auch in
diesem Bereich mit Cachespeichern gearbeitet, die die Zugriffsgeschwindigkeit er-
heblich erhohen koénnen.

Konsole: Mit Konsole (console) werden die Ein— und Ausgabegeréte zur Benutzer-
kommunikation zusammengefafit: Die Tastatur, der Monitor, die Maus sind heute
Standardausriistung jeder Computerkonsole. In den letzten Jahren wurden aber
immer mehr PCs und Workstations zusétzlich mit Multimediazubehor ausgestattet
wie Mikrophonen, Tonerzeugern (bis zu HiFi Qualitdt), Videoschnittstellen, ...Im
CAD- und Bildbearbeitungsbereich sind Grafiktabletts und Digitalisierlupen weit
verbreitet und bei Computern, die im 6ffentlichen Bereich eingesetzt werden, werden
Tastatur, Maus und Monitor oft zu einem Touchscreen (beriihrungsempfindlicher
Bildschirm) zusammengefafit. Die neueste Entwicklung sind Spracheingabesysteme,
die versuchen, Anweisungen in natiirlicher Sprache in Computerbefehle zu verwan-
deln und die Mensch-Maschine—-Schnittstelle auch fiir ungeiibte Benutzer einfach
handhabbar zu machen.

Mainboard: Das Mainboard (Motherboard, Hauptplatine) eines Computers ist die
zentrale Verbindungsstelle zwischen CPU, Hauptspeicher und den Schnittstellen zu
den Peripheriegerdten. In den modernen kompakten Computersystemen wie Work-
stations und PCs sind CPU, Steckplétze fiir den Hauptspeicher, der Cache und die
wichtigsten Schnittstellen direkt auf dem Mainboard untergebracht. Graphikpro-
zessoren, Videoschnittstellen und &dhnliche Erweiterungen koénnen meist mit Hilfe
einfacher Steckverbindungen am Motherboard untergebracht werden.

Schnittstellen: Die Verbindung zwischen Computern und Peripheriegeréiten erfolgt
iiber genormte Schnittstellen (interface). Solche Schnittstellen unterscheiden sich in
der Art und Geschwindigkeit der Dateniibertragung und in der maximal zuldssigen
Entfernung zwischen den Endgerédten. Die bekanntesten Schnittstellen sind ,,die se-
rielle“ Schnittstelle (RS-232, sie dient vor allem der Verbindung von Computern mit
langsamen Peripheriegerdten und Modems zur Datenferniibertragung), , die paral-
lele“ Schnittstelle (iiber sie werden meist Drucker an das System angeschlossen),
der USB (universal serial bus) (ein standardisiertes Interface fiir alle Arten von
Erweiterungsgeriten), Firewire (eine Schnittstelle, die hauptséchlich zur Bild- und
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Toniibertragung verwendet wird), die Ethernet, FDDI, ATM und andere Netzwerk-
schnittstellen (dienen der Anbindung von Computern an ein groBeres Computer-
netzwerk wie das Internet), SCSI und IDE Schnittstellen (dienen zur Verbindung
zwischen der Hauptplatine und schnellen Peripheriegeriten, wie Harddisks und CD-
ROM Laufwerken, wo eine hohe Dateniibertragunsrate benotigt wird).

andere Massenspeicher: Zusétzlich zu den Harddisks kommen im Computerbereich
noch andere Massenspeicher zum Einsatz. Sie dienen dem bequemen Transport klei-
ner bis mittelgroBer Datenmengen (Disketten, ZIP-Drive), als Backupmedium zur
Datensicherung (DAT- und andere Bandlaufwerke) und zur Auslieferung und Ar-
chivierung groBer Datenmengen (CD-ROM und DVD).

Ausgabegerite: Abgesehen vom Monitor sind Drucker die wichtigsten Geréte zur
Datenausgabe. Sie sind in einer grofler Variantenvielfalt fiir alle moglichen An-
wendungen erhéltlich. Die im Augenblick verbreitetsten Druckertypen sind Farb-
tintenstrahldrucker zur Farbausgabe und Laserdrucker zur qualitativ hochwertigen
Schwarz-Wei-Ausgabe. Die meisten Drucker kénnen nur wenige hochspezialisierte
Druckersprachen interpretieren, mit deren Hilfe die auszugebenden Seiten definiert
werden kénnen. Auf beinahe allen Computersystemen besteht jedoch zumindest die
Méoglichkeit Dateien im PostScript—Format (einer portablen Druckerprogrammier-
sprache) auszudrucken. Manche Druckertypen kénnen diese Sprache auch direkt
interpretieren.

Neben den Druckern sind im CAD Bereich auch noch Plotter verbreitet. Diese
arbeiten nicht seiten- oder zeichenorientiert sondern linienorientiert. Sie werden vor
allem zur Erstellung von Pldnen auf sehr grofien Bldttern (A0) meist in Tusche auf
Transparentpapier verwendet.

andere Peripheriegerite: Zusitzlich zu den oben genannten sind auch noch Scan-
ner (zur Eingabe von Bildern), FAX Schnittstellen (zum Versenden und Empfangen
von FAXen), MeB— und Steuergerite,. ..im Umfeld von Computern anzutreffen.

Monitor

1%2)
9 —
2 ==
=S
Adress— Daten— = e E E
leitungen leitungen e e N =
000000000000
Cache gescaynsece
Steckplatze fur R
Erweiterung ==
RAM -

’ \/ Drucker

andere Peripheriegerate,

O

Harddisk

Internet

ABBILDUNG 1.1. Aufbau eines Computers (skizzenhaft)

2.2. Betriebssysteme. Die erste Schicht Software, mit der jeder Benutzer eines Com-
putersystems konfrontiert wird, ist das Betriebssystem. Es dient dazu, dem Benutzer den
Zugriff auf Daten und Peripheriegerite so einfach wie moglich zu gestalten. Es kiimmert
sich um Anbindung des Computers an Netzwerke, um Druckerformate, um den Zugriff auf
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Dateien, die auf Massenspeichern untergebracht sind. Auflerdem dient es dazu, die Daten
verschiedener Benutzer voneinander zu trennen und im giinstigsten Fall vor fremdem Zugriff
zu schiitzen.

Nach ihren Eigenschaften unterscheidet man verschiedene Betriebssysteme danach, ob auf
ihnen gleichzeitig ein oder mehrere Programme ablaufen kénnen (single tasking/ multi tas-
king) und ob gleichzeitig nur ein oder mehrere Benutzer arbeiten kénnen (single user/multi
user). Zusitzlich arbeiten manche Betriebssysteme entweder kommandozeilenorientiert (die
einzelnen Programme werden durch Eintippen von Befehlen gestartet) oder graphisch ori-
entiert (die einzelnen Programme werden durch Anklicken von Icons (kleinen graphischen
Bildern) ausgefiihrt).

Die verbreitetsten Betriebssysteme sind

MSDOS: Ein kommandozeilenorientiertes single-user single-tasking Betriebssystem
fiir PCs. Diese Minimalvariante eines Betriebssystems ist zwar nicht mehr ganz
zeitgemafl aber immer noch verbreitet. Aulerdem bietet es keine virtuelle Speicher-
verwaltung.

Windows (95/98/ME): Dies ist zwar im engeren Sinn kein eigensténdiges Betriebs-
system sondern ein graphischer Aufsatz auf MSDOS, aber nachdem einige wesentli-
che Erweiterungen eingebaut sind, ist es zweckméfig, iiber Windows einen eigenen
Abschnitt zu reservieren. Windows ist graphisch orientiert, ein single-user single-
tasking (mit einigen Erweiterungen fiir sehr stark eingeschrinktes multi-tasking)
Betriebssystem, das auch iiber eine eingeschrénkte virtuelle Speicherverwaltung
verfiigt.

Windows N'T/2000: Ein graphisch orientiertes multi-user multi-tasking Betriebssy-
stem, das mit Windows nur das Aussehen gemeinsam hat. Windows N'T' /2000 ist das
erste (wirkliche) Betriebssystem in der Aufzéhlung, das in der Lage ist, verschiedene
Benutzer zu verwalten, deren Dateien voneinander zu trennen und Zugriffe Unbe-
rechtigter zu verhindern (oder zumindest zu erschweren). In letzter Zeit nimmt die
Verbreitung dieses Betriebssystems stark zu. Es ist auch das erste Betriebssystem
in dieser Aufzéhlung, das auf mehreren Rechnertypen lduft und nicht nur auf PCs
beschrénkt ist.

Mac OS: Das graphisch orientierte single-user multi-tasking Betriebssystem von Ap-
ple Macintosh Computern. Ahnlich zu Windows (95/98/ME) ist auch Mac OS auf
eine einzelne Plattform beschrankt aber mit dieser Plattform weit verbreitet (vor
allem an amerikanischen Bildungsinstituten). Die neueste Version Mac OS X hat
im Gegensatz zu den alten Versionen auch multi-user Féhigkeiten. Es ist mit den
fritheren Versionen nur mehr beschrankt vergleichbar und &dhnelt UNIX mit fest
integrierter fensterorientierter Oberflache.

UNIX: Ein kommandozeilenorientiertes multi-user multi-tasking Betriebssystem, das
vor allem im Workstationbereich und auf Universitidten weite Verbreitung gefunden
hat. Im PC Bereich wird es durch die Einfithrung von LINUX (ein gratis erhélt-
liches UNIX-Derivat) auch immer beliebter. Dieses sehr méchtige Betriebssystem
ist zu seinem Nachteil in vielen nicht ganz kompatiblen Abwandlungen (AIX, HP-
UX, BSD, LINUX, Solaris, Digital UNIX, ULTRIX,...) im Umlauf. Im Prinzip
hat jeder Hardwareanbieter sein eigenes UNIX-Derivat erfunden. Um die Nachteile
des kommandozeilenorientierten Zugangs, der durch das Alter des Betriebssystems
bedingt ist, zu verringern, gibt es eine auf allen Plattformen lauffihige graphische
Erweiterung, das X-Windows. Im Gegensatz zu Windows (95, 98, ME, NT, 2000)
und Mac OS kann man damit auch graphische Anwendungen von anderen Rechner-
systemen aus starten, um zum Beispiel Performancevorteile groer Computeserver
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nutzen zu kénnen. Durch die Entwicklung integrierter Desktop—Oberflachen, die un-
geiibten Benutzern ein dhnliches ,,Look—And-Feel“ wie Windows vermitteln (KDE,
GNOME, CDE) fallen auch die frither grofien Nachteile der komplizierten Benutze-
roberflache nicht mehr ins Gewicht.

andere: VMS, R 2000, CMV und andere spezielle Betriebssysteme fiir Grofirechenan-
lagen (Mainframes) (allesamt multi-user und multi-tasking, kommandozeilenorien-
tiert) verlieren durch ihre Komplexitét und ihre geringe Verbreitung trotz vieler Vor-
teile zunehmend an Bedeutung. Als Mathematiker trifft man sie hochstens noch an,
wenn man grofere Simulationen oder Berechnungen im Batchbetrieb (man startet
das Programm, z.B. iiber Nacht, und wird spéter iiber dessen Ergebnis informiert)
auf Grofirechenanlagen ausfiihrt.

2.3. Anwendersoftware. Mit Hilfe des Betriebssystems kann der Benutzer andere Pro-
grammpakete auf einem Computer starten. Wir wollen uns hier nur um die mathematische
Anwendersoftware kiimmern. Andere Benutzerprogramme wie Textverarbeitung, Tabellen-
kalkulation und Datenbankanwendungen werden daher im weiteren ausgeklammert, auch
wenn manche Tabellenkalkulationsprogramme einiges an grundlegender numerisch mathe-
matischer Funktionalitdt eingebaut haben.

Die mathematischen Anwendungsprogramme kann man in mehrere grofle Klassen eintei-
len:

2.3.1. Programmpakete zum vorwiegend symbolischen Rechnen. Software wie
Mathematica, Maple, MuPad, Derive, Axiom, MACSYMA,...dient der interaktiven Mani-
pulation von mathematischen Ausdriicken. Sie erlaubt es, analytische Mathematik direkt
am Computer zu betreiben, symbolisch zu differenzieren, zu integrieren, und Ausdriicke zu
vereinfachen.

Die umfassendsten Programmpakete in dieser Kategorie Mathematica, Maple und Mu-
PAD (ist frei erhéltlich und kann in der neuesten Version zum Teil mit den beiden erstgenann-
ten mithalten) sind zwar zuvorderst Computer-Algebrasysteme, haben aber auch Graphik-
und einiges an Numerik-Funktionalitét.

Im Gegensatz zu anderen Softwarepaketen kénnen die symbolischen Pakete auch run-
dungsfehlerfrei rechnen. Viele mathematische Aufgaben kénnen mit Hilfe der umfangreichen
Manipulationsméglichkeiten dieser Programme gut gelost werden, doch ihre mangelnde Ar-
beitsgeschwindigkeit beschréankt ihr Einsatzgebiet auf kleine Probleme oder rein mathema-
tisch, symbolische Umformungen.

2.3.2. Programmpakete zum vorwiegend numerischen Rechnen. Vorwiegend
zur Losung mittelgrofer numerischer Probleme sind Programmpakete, die vorwiegend matrix-
orientiert arbeiten wie MATLAB, OCTAVE, SCILAB, MLAB, GAUSS, XMATH.. .. konzi-
piert.

Die beiden prominentesten Vertreter sind MATLAB und SCILAB, das zweitere ist eine

frei erhéltliche Implementation, die sich stark an MATLAB orientiert, in der Funktionalitéat
aber ein klein wenig zuriickbleibt.
MATLAB ist ein interaktives Programmpaket, das vorwiegend auf numerische lineare Al-
gebra aufgebaut ist. Man kann sehr einfach Gleichungen 16sen, Daten manipulieren und
selbstdefinierte Funktionen hinzufiigen. Auch einiges an Graphikfunktionalitét ist enthalten,
allerdings kann diese nicht mit derjenigen von Programmen wie Mathematica und Maple
mithalten. Um aufwendigere Graphiken zu erstellen, lohnt es sich im allgemeinen, Datenfiles
zu erzeugen und spezielle Plotpakete wie gnuplot oder XMgr zu verwenden.

Zusétzlich zur linearen Algebra enthélt MATLAB auch noch numerische Verfahren zur
Nullstellenbestimmung von Polynomen, zur schnellen Fouriertransformation (FFT), zur nu-
merischen Losung von Anfangswertproblemen gewohnlicher Differentialgleichungen,. . .
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MATLAB laft sich iiber eine Interpretersprache programmieren, die leider im Vergleich
zu anderen Systemen relativ langsam arbeitet. Als Abhilfe kann man aber aus MATLAB
Programmen automatisch C Programme erstellen, um die Ausfiihrungsgeschwindigkeit zu
erhohen. Eine Reihe von Toolboxen, die fiir spezielle Anwendungen wie Simulationen, Signal-
verarbeitung, Splines, Optimierung, neuronale Netze, Regelungssysteme, Statistik,...ent-
wickelt wurden, sind zuséatzlich erhéltlich, und eine Schnittstelle zu Maple macht aus MAT-
LAB heraus auch den Bereich der symbolischen Manipulation mathematischer Ausdriicke
zuganglich.

2.3.3. Programme, die speziell zur Losung bestimmter Probleme angefertigt
wurden. Wenn einmal Probleme gelost werden miissen, die zu grof3 fiir die oben aufgezéhl-
ten Programmpakete sind, oder fiir die keine ausreichende Funktionalitdt vorgesehen ist,
dann mufl Spezialsoftware entwickelt werden. Nur selten werden alle Teile des neu zu ent-
wickelnden Programmes von den Entwicklern selbst verfafit.

Im Sinne der Wiederverwertung bereits existierender Algorithmen und Programme wer-
den in den meisten Féllen auch bei neuen Programmen wesentliche Teile mit Hilfe von
Standardalgorithmen erledigt. Besonders im Bereich der linearen Algebra (einem zentralen
Teil der meisten numerischen Algorithmen) existieren Softwarebibliotheken, in denen die
jeweils robustesten und schnellsten Algorithmen zusammengefafit sind, sodafl sie innerhalb
selbstgeschriebener Programme als Unterprogramme aufgerufen werden kénnen.

Im folgenden werden die wichtigsten groflen Algorithmenpakete aufgezahlt. Interessante
Spezialalgorithmen sowie Hinweise auf einzelne Teile der unten aufgefithrten Softwarebiblio-
theken werden spéter im Rahmen der einzelnen Kapitel gegeben.

ISML: (International Mathematical and Statistical Libraries) wird von der Firma
Visual Numerics Inc. (Houston, USA) vertrieben. Diese Bibliothek ist eine grofe
Sammlung numerischer und statistischer Algorithmen fiir die Programmiersprachen
C und FORTRAN. Im Gegensatz zu fritheren Zeiten, in denen die ISML nur fiir
IBM Grofirechner erhéltlich war, werden heute Versionen fiir alle bekannten Rech-
nersysteme verkauft.

NAG: Die zweite umfassende Softwarebibliothek von internationaler Bedeutung wird
von der Numerical Algorithms Group (Oxford, GB) vertrieben. Auch diese Biblio-
thek gibt es fiir die Programmiersprachen C und FORTRAN, doch der Umfang der
FORTRAN Bibliothek ist noch grofier. Es ist jedoch auf allen modernen Rechner-
systemen ohne Probleme moglich, Programmiersprachen bei der Erstellung neuer
Programme zu mischen.

andere: Es gibt noch eine Reihe anderer Softwarebibliotheken, die jedoch nicht so
grofle Verbreitung haben. PORT (Lucent Technologies (frither AT&T Bell Labs),
USA), CMLIB (National Institute of Standards, USA), Harwell Subroutine Library
(Harwell Laboratory, GB), SLATEC Common Mathematical Library (Computing
Division, Los Alamos Scientific Laboratory, USA), BOEING Math. Software Library
(Boeing Computer Services Company, USA).

Zusétzlich zu den Softwarebibliotheken gibt es auch noch eine Reihe wichtiger speziali-
sierter numerischer Softwarepakete. Diese Pakete werden im Gegensatz zu den Bibliotheken
nicht regelmafBig gewartet, sind aber oftmals von sehr hoher Qualitét. Die wichtigsten sind

BLAS: Basic Linear Algebra Subroutines. Dieses Paket enthélt in drei Teilen Vektor-
Vektor Routinen (inneres Produkt, Summe,...) (BLAS 1), Matrix-Vektor Routinen
(BLAS 2) und Matrix-Matrix Routinen (Summe, Produkt,...) (BLAS 3). Das Pa-
ket ist auf allen wichtigen Rechnerplattformen in speziell auf diese Plattform hin
optimierten Versionen erhéltlich.
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LAPACK: Linear Algebra Pack ist ein Paket von Unterprogrammen zur Losung
vielfaltiger Probleme der numerischen linearen Algebra (Gleichungssysteme, LR
Zerlegung, Choleskyfaktorisierung, Eigenwertberechnung, Ausgleichsprobleme,. .. ).
LAPACK baut auf die BLAS Routinen auf und ist auch fiir alle wichtigen Compu-
tersysteme erhéltlich.

QUADPACK: Zur schnellen Integration und Integraltransformation eindimensiona-
ler Funktionen.

andere: ITPACK (iterative Losung riesiger linearer Gleichungssysteme mit diinn be-
setzten Matrizen), MINPACK (nichtlineare Gleichungssysteme und Optimierungs-
aufgaben), ODEPACK (Anfangswertprobleme gewohnlicher Differentialgleichungen),
FFTPACK (schnelle Fouriertransformation), ODRPACK (nichtlineare Ausgleichs-
probleme), ELLPACK (elliptische partielle Differentialgleichungen in zwei bis drei
Dimensionen),. . .

2.3.4. andere Programmsysteme. Es gibt noch eine Reihe von Mischformen: Pro-
grammsysteme, die fiir eine grofie Klasse dhnlicher Probleme entwickelt worden sind, aber
nicht so universell einsetzbar sind wie Mathematica, Maple oder MATLAB, die aber unter
Verwendung von Softwarepaketen erstellt worden sind und vielleicht aus anderen Program-
men heraus aufgerufen werden kénnen oder eine eigene interaktive Benutzerschnittstelle
besitzen. GLOPT, das von der CMA der Uni Wien fiir globale Optimierungsaufgaben ent-
wickelt wird, ist ein Beispiel fiir ein solches Mischsystem. Softwarehinweise auf solche Systeme
werden einzeln in den passenden Kapiteln gegeben.

3. Zahlendarstellung im Computer

Will man mathematische Software schreiben oder verwenden, so ist es notwendig, sich
mit den Eigenheiten der Zahlendarstellung am Computer vertraut zu machen. Entgegen der
iiblichen Dezimaldarstellung arbeiten Computer im allgemeinen in der Bin&drdarstellung. So
werden z.B. ganze Zahlen (Integerzahlen) folgendermaflen dargestellt:

z=H(apay ... ay)s = £ag + a2 + a92® + - - - + a,2", a; € {0,1}.

Nachdem fiir menschliche Benutzer die Bindrarithmetik nicht nur gewéhnungsbediirftig son-
dern auch ausgesprochen uniibersichtlich ist ((795)19 = (1100011011)5), wird in der Eingabe—
Ausgabeschnittstelle (I/O) zwischen Bindr- und Dezimalsystem umgewandelt. Alternativ
werden auch das Oktal- und das Hexadezimalsystem verwendet, die sich sehr einfach in das
Bindrsystem umwandeln lassen und eine &hnlich tibersichtliche Darstellung wie das Dezimal-
system zulassen. Beim Oktalsystem werden Dreiergruppen von Binédrzahlen zusammengefaf3t
((795)19 = (1433)s = (001100011 011)53), wihrend beim Hexadezimalsystem Vierergruppen
gebildet werden. Dabei werden die Zahlen 10-15 durch die Buchstaben A—F représentiert
((795)19 = (31B)16 = (00110001 1011)5).

Diese Beobachtung gewinnt erst im Zusammenhang mit den folgenden Fakten Bedeutung:

e Ganze Zahlen und reelle Zahlen werden unterschiedlich représentiert.

e Das Hin— und Herwandeln zwischen den Représentationen ist nicht in allen Féllen
eindeutig moglich.

e Im Computer ist nur eine endliche Teilmenge der natiirlichen bzw. der reellen Zahlen
darstellbar.

Reelle Zahlen werden im Computer ebenfalls im Binédrsystem als sogenannte Gleitkomma-
zahlen (floating point numbers) reprisentiert. Die Darstellung einer solchen Gleitkommazahl
im Computer sieht folgendermafien aus:

z=H(d 27 +do27 2+ - 4+ d,27)28
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Die Zahl (.dyds . . . d,,)9 heifit die Mantisse (mantissa, fraction) von z und e heiit der Exponent
(exponent). Die Zahlen d; ...d, heilen auch die Stellen von z. Solch eine Gleitkommazahl
heifit normalisiert (normalized), wenn z = 0 oder d; # 0. In modernen Computersystemen
werden Gleitkommazahlen der IEEE-Norm folgend représentiert. Die IEEE-Norm kennt zwei
verschiedene Arten der Darstellung, die sich im Wesentlichen in der Lange der Mantisse (n)
und der maximalen Grofle des Exponenten unterscheiden, die Zahlen einfacher Genauigkeit
(single precision) und die Zahlen doppelter Genauigkeit (double precision):

Zahlentyp Mantissenldnge | Exponentenbereich
single precision 24 [-126,127]
double precision 53 [-1022,1023]

Zusétzlich kénnen nach der IEEE-Norm noch 0 und oo dargestellt werden. Manche beson-
ders kleine Zahlen (Exponent < —126) konnen als nicht-normalisierte (denormalized) Zah-
len dargestellt werden, indem auf die Forderung d; # 0 verzichtet wird. Nach dem ITEEE-
Standard sind solche Zahlen zugelassen, doch implementieren nicht alle Compiler diesen
Zusatz korrekt. Weiters beachte man, dafi nicht-normalisierte Zahlen eine niedrigere Genau-
igkeit aufweisen als normalisierte Zahlen. Alle Zahlen, die nicht diesem Schema entsprechen
sind ungiiltige Gleitkommazahlen (NaN, not a number) und fithren zu Laufzeitfehlern, wenn
sie bei Rechenoperationen verwendet werden (floating point exception).

Zahlentyp kleinste positive Zahl | grofite Zahl
single precision 2149 2128 9104
double precision Q1074 21024 _ 9971

Diese Erkldrungen sind nicht ganz exakt aber ein gemeinsamer Nenner der Implementatio-
nen der IEEE-Arithmetik auf den Geréten der fithrenden Hardwarehersteller. Eine genauere
Darstellung kann z.B. in [Uberhuber 1995a, 4.4.3] gefunden werden; den Standard kann
man nachlesen in [IEEE 754—-1985|, oder unter

http://www.psc.edu/general/software/packages/ieee/ieee.html.

3.1. Runden. Alle reellen Zahlen z, die nicht exakt darstellbar sind, konnen auf ver-
schiedene Art in eine Gleitkommazahl rd(z)iibersetzt werden. Es gibt dabei vier in der IEEE-
Norm definierte Moglichkeiten das zu tun. Dabei miissen wir aber voraussetzen, dafl z im
Groflenbereich der Gleitkommazahlen bleibt (im Fall der einfachen Genauigkeit ist das die
Menge [—2125 + 2104, _9-149] {0} U [27149, 2128 _ 9104)),

Optimales Runden: Die iiblichste Methode, nicht darstellbare reelle Zahlen z in
Gleitkommazahlen rd(z) zu verwandeln ist das Runden (rounding). In diesem Fall
wird als rd(z) diejenige Gleitkommazahl gew&hlt, die z am néchsten liegt. Wenn
zwei Gleitkommazahlen gleich weit von z entfernt liegen, wird diejenige gewéhlt,
bei der d,, = 0 gilt.

Abschneiden: Eine weitere Methode, die auch schon in Computersystemen vor Ein-
fithrung der IEEE-Norm verwendet worden ist, ist das Abschneiden (chopping). Um
z zu représentieren, wird rd(z) als diejenige Gleitkommazahl gewé&hlt, die zwischen
0 und z am néchsten bei z liegt, d.h. in der Binérdarstellung werden einfach alle
Stellen weggelassen, die nicht gespeichert werden konnen.

Aufrunden: Beim Aufrunden (rounding up, rounding towards infinity) wird die klein-
ste Gleitkommazahl, die grofler als z ist als rd(z) gewéhlt.

Abrunden: rd(z) ist beim Abrunden (rounding down, rounding towards minus infi-
nity) die groBte Gleitkommazahl, die kleiner als z ist.

Man beachte, dafl eine Zahl, die im Dezimalsystem als abbrechende Dezimalzahl darstell-
bar ist, im allgemeinen keine abbrechende Binérdarstellung besitzt, und daher im Computer
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nicht exakt représentierbar ist. Z.B.
(0.1)10 = (0.000110011...)5 = (.11001100 1100 1100. ..)527>.

Auf jedem Computersystem, das dem IEEE-Standard bei der Gleitkommaarithmetik
entspricht, kann man sich bei jeder Représentation einer reellen Zahl entscheiden, welche
der vier Rundungsmethoden gewéhlt werden soll.

In jedem der vier Falle hdngt der Unterschied zwischen der reellen Zahl z und der Gleit-
kommazahl rd(z), der Rundungsfehler (roundoff error), von der Gréfle von z ab und wird
daher am besten relativ zu z gemessen:

rd(z) = z(1+6), (1)

wobei 0 = 0(z) eine Zahl ist, die von z abhéngt. Im Fall des Rundens ist |§] < 27". In
den anderen Féllen ist |§] < 27"*1 doch ist das Vorzeichen von § a priori bekannt. Der
hochstmogliche Wert von § wird auch als Maschinengenauigkeit (unit roundoff) (im folgenden
mit eps) bezeichnet.

Liegt eine umzuwandelnde Zahl z nicht im Groflenbereich der Gleitkommazahlen, dann
gibt es zwei Moglichkeiten, die beide zu einem Laufzeitfehler des Programmes (floating point
exception) fithren:

e Ist das Ergebnis grofier (kleiner) als die groBite (kleinste) im Computer représentier-
bare Zahl, so passiert ein Uberlauf (overflow).

e Wenn das Ergebnis eine Zahl ist, deren Betrag kleiner ist als die betragsméafig
kleinste darstellbare Zahl ungleich Null, so passiert ein Unterlauf (underflow).

Obwohl Unterldufe eine Exception produzieren sollten, wird abhéngig vom Rechnersy-
stem das Ergebnis manchmal auch als Null représentiert, was nicht dem Standard entspricht
und mitunter zu seltsamen Effekten und zu starker Fehlerverstérkung (siehe 5) fithren kann.

Grundsitzlich kann durch vorsichtige Skalierung der Daten das Uberlauf- /Unterlaufprob-
lem vermieden werden, und wir werden im folgenden nicht mehr darauf eingehen und an-
nehmen, dafl alle Daten und Ergebnisse zu Gleitkommazahlen gerundet werden koénnen.

3.2. Grundrechenarten, Korperaxiome. Wenn eine arithmetische Operation o auf
zwei Gleitkommazahlen angewendet wird, ist das Resultat im allgemeinen keine im Com-
puter repréisentierbare Gleitkommazahl mehr. In diesem Fall wird das Ergebnis wieder ent-
sprechend einer der vier Rundungsmethoden in eine darstellbare Zahl verwandelt. Die so
entstehenden Ersatzoperationen o,, die Gleitkommaarithmetik, haben andere Eigenschaften
als die arithmetischen Grundrechenarten auf reellen Zahlen.

Beispiel 3.2.1. In diesen Beispielen wird aus Grinden der Ubersichtlichkeit auf die
Umwandlung in die Bindrdarstellung verzichtet. Stattdessen wird die analoge Darstellung im
Dezimalsystem (z = (dy ...dy)10 - 10° mit n = 5) mit Rundung auf 5 signifikante Stellen
verwendet, um die prinzipiellen Ideen aufzuzeigen.

12.457 4+, 1.1465 = 13.604
1.1297 %, 1.6574 = 1.8724
1378.6 —, 0.046732 = 1378.6

3453.3/,0.018394 = 187740

Eine wichtige Auswirkung der Rundung in der Definition der Gleitkommaoperationen ist
die Verletzung der Kérperaxiome. Beinahe keine der Standardrechenregeln (ausgenommen
die Kommutativgesetze und die Ezistenz neutraler Elemente) behélt Giiltigkeit. Besonderes
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Augenmerk sollte dabei auf die Tatsache gelenkt werden, dafi das Assoziativgesetz verletzt
ist.

Beispiel 3.2.2. Wie im obigen Beispiel wird wieder auf 5 signifikante Stellen gerundet.
(0.31564 +, 0.38436) +. 17845 = 17846
0.31564 +, (0.38436 +, 17845) = 17845

0.31564 + 0.38436 + 17845 = 17845.7

Wenn man das obige Beispiel genauer betrachtet, erkennt man immerhin, daf§ man den
Rundungsfehler minimieren kann, wenn man die einzelnen Terme vom kleinsten beginnend
summiert. Eine genauere Analyse dieses Effektes wird im Abschnitt 5 gegeben. Dort wird
auch ein Hinweis auf Summationsverfahren gegeben, die so konstruiert sind, daf§ sie den
relativen Rundungsfehler minimal halten.

4. Auswertung von Ausdriicken

Ein interessantes Problem der Numerik, das direkt mit Rundungsfehlern und deren Fort-
pflanzung zu tun hat, und dessen Auswirkungen gerne unterschétzt oder iibersehen werden,
ist die Frage, welchen von mehreren mathematisch dquivalenten Ausdriicken man wéhlen soll,
um das Ergebnis zu berechnen. Wir werden an mehreren Beispielen sehen, dafl das grofie
Unterschiede machen kann. Das fithrt auch dazu, dafl die Wichtigkeit analytischer Rechnun-
gen im numerischen Bereich gerne iiberschétzt wird. Manchmal ist das Ergebnis genauer,
wenn man z.B. schwierige bestimmte Integrale numerisch 16st statt sie zuerst symbolisch zu
integrieren und dann die entstehenden komplizierten Funktionen numerisch an den Grenzen
auszuwerten.

4.1. Analytisch vs. Numerisch. Es lohnt sich, einmal einen Blick auf die Vorgénge
bei der numerischen Auswertung eines komplizierten analytischen Ausdrucks zu werfen. Be-
trachten wir einmal folgendes Beispiel:

f(z) = —0.271668 cos(x) + 0.0804941 cos(3x) — 0.0381288 cos(5x)+
+ 0.0190644 cos(7x) — 0.00917915 cos(9z) + 0.00409648 cos(11x)—
—0.00165777 cos(13z) + 0.00059864 cos(152) — 0.000190156 cos(17x)+
+5.23507 - 1077 cos(19x) — 1.22798 - 10~° cos(21x) + 2.40257 - 10~° cos(23z)—
— 3.81097 - 1077 cos(25x) + 4.7049 - 10® cos(27z) — 4.23912 - 10 cos(29x)+
+2.47852 - 10719 cos(31x) — 7.05547 - 10~ "2 cos(33x)

Dieser Ausdruck ist entstanden aus symbolischer Integration von sin®*(x) und Berechnung
der Koeffizienten auf 6 signifikante Dezimalstellen. Was ist bei der Auswertung dieses Aus-
drucks zu tun? Zuerst ist die Funktion cos(z) an einigen verschiedenen Stellen auszuwer-
ten. Dies kann man zum Beispiel mit Hilfe der bekannten Reihendarstellung von cos(x)
durchfiithren. (Man beachte, daf die hdufig verwendeten transzendenten Funktionen selbst
schon numerische Schwierigkeiten aufwerfen!) Dabei hat man das Problem bis zum wievielten
Reihenglied man summieren soll. Mit Hilfe von Fehleranalyse und Ausniitzung der Periodi-
zitéit des Cosinus kann man dieses Problem so 16sen, daf3 der Fehler in der Grélenordnung der
Rechengenauigkeit bleibt. Danach hat man jedoch 32 Multiplikationen und 31 Additionen
auszufiihren, bei denen die Summanden verschiedene Vorzeichen haben. Bei solchen Rechen-
schritten ist der Fehler nur sehr schwer unter Kontrolle zu halten. Eine direkte numerische
Integration von sin®*(z) ist jedoch mit den geeigneten Methoden mit vorgegebener Genau-
igkeit ohne Probleme durchfiithrbar und benotigt etwa vergleichbar viele Rechenschritte.
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Zusitzlich deuten auch rein logische Uberlegungen darauf hin, da8 analytische Rechnun-
gen nicht immer Vorteile bringen, wenn man dabei auf transzendente Funktionen st68t und
man vielleicht alternativ das Problem direkt z.B. durch eine Reihenentwicklung approximie-
ren kann. Denn nur fiir den Menschen sind analytische Ausdriicke von Vorteil, wenn er sich
ein Bild von Funktionen oder Werten machen mochte. Fiir den Computer sind transzenden-
te Funktionen auch nur Reihendarstellungen, Kettenbruchentwicklungen oder Tabellenwerte,
die interpoliert werden miissen, um zu Gleitkommazahlen zu fithren.

Abgesehen davon gibt es viele Ausdriicke, die sich gar nicht analytisch berechnen lassen,

wie z.B.
% ginx
1 X .

Beispiel 4.1.1. Zum Abschluf$ noch ein Beispiel, das eine weitverbreitete Meinung wi-
derlegt: ,Wenn man alle Rechnungen auf dem Computer mit allen mdglichen vorhande-
nen verschiedenen Rechengenauigkeiten durchfiihrt (single precision, double precision,. .. ),
und wenn dann die Ergebnisse in den ersten n Dezimalstellen tibereinstimmen, dann sind
diese tibereinstimmenden Dezimalstellen auch korrekt.“ Das Beispiel stammt von Rump
([Rump 1988]) und kann auch in [Hansen 1992, p. 3] nachgelesen werden.

Die Rechnungen wurden auf einem S/370 Computer durchgefiihrt. Alle Eingangszahlen
sind auf dem Computer exakt reprisentierbar; daher entstehen alle Rechenfehler aus Run-
dungen. Das Problem ist, den Wert der Funktion

X

fle,y) = 52y +o*(1a’y? =y —121y" = 2) + 59 + 3
y

an (x,y) = (77617,33096) zu bestimmen. Die Rechenergebnisse mit single, double und ex-
tended precision (ungefihr dquivalent zu 6, 17 und 34-stelliger Dezimalarithmetik) waren

single precision: f=1.172603...
double precision: f =1.1726039400531 . ..
extended precision: [ = 1.172603940053178. ..

Alle Ergebnisse stimmen in den ersten sieben Dezimalstellen tberein. Die beiden genau-
er berechneten Ergebnisse unterscheiden sich sogar in den ersten 14 Dezimalstellen nicht.
Trotzdem haben sie mit dem wirklichen Ergebnis (kann zum Beispiel in Mathematica mit
rundungsfehlerfreier Arithmetik bestimmt werden) f = —0.8273960599468213 ... nicht ein-
mal das Vorzeichen gemein.

4.2. Konvergenz, Konvergenzbeschleunigung. Die moderne Analysis basiert auf
dem Begriff der Konvergenz. Die meisten grundlegenden Konzepte wie Ableitung, Integral,
Stetigkeit,. . . werden iiber konvergierende Folgen definiert. Wie oben erwahnt, werden auch
die meisten elementaren Funktionen entweder iiber Reihen definiert (manchmal werden sie
zwar nicht so definiert, aber die Reihenentwicklungen werden in der Regel zusétzlich bewie-
sen).

Nachdem alle Resultate bei numerischen Berechnungen nur bis zu einer bestimmten Ge-
nauigkeit benotigt werden, ist es nur natiirlich, diese Folgendefinitionen auszunutzen und
anstelle des Grenzwertes ein Folgenglied zu berechnen, das den Limes gut genug approxi-
miert. Wie findet man nun so ein Folgenglied? Die etwas saloppe Definition aus der Analysis,
die das Problem aber am besten wiederspiegelt, ist folgendermafien:

Die Folge {a,} konvergiert gegen den Wert a, wenn fiir jede positive reelle
Zahl e gilt, daf} fiir alle n, die ,grofl genug® sind (d.h. es gibt eine Zahl
N(e), sodaB fiir alle n > N(¢)), |a, — a|] < ¢ ist.
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Vom numerischen Standpunkt ist diese Definition mehr als unbefriedigend. Zum ersten ist
es oft unmoglich, zu sagen, wann n gro8 genug ist, d.h. die Funktion N (¢) ist meist unkon-
trollierbar. Manchmal ist ,,grof§ genug“ auch einfach viel zu grof.

Beispiel 4.2.1. Der genaue Wert der Zahl 7 /4 1Gfit sich durch die Reihe

00 ( B
253224—1 jz:1617 21
berechnen. Definiert man

2
an:zl_zm’

so erhdlt man eine Folge, die monoton fallend gegen m/4 konvergiert. Aus der ersten Dar-
stellung durch die alternierende Rethe erhdlt man fﬁr alle n die Abschdtzung

0 <:an"E S

4n+3
Um also /4 bis auf einen Fehler von 107 zu berechnen, muf man n ~ 250000 wdhlen, was
fiir eine verniinftige Berechnung viel zu hoch ist.

Um mit solchen Problemen zurechtzukommen, ist etwas Notation aus der Analysis notig,
die hier kurz wiederholt werden soll. Sie dient dazu, die Konvergenzgeschwindigkeit zweier
Folgen zu vergleichen:

Seien {a,} und {b,} zwei konvergente Folgen. Man sagt die Folge {a,} konvergiert mit
Ordnung {b,} ({a,} ist groB O von {b,}), also

a, = O(b,), wenn |a,| < K|b,|

fiir eine Konstante K und alle geniigend grofien n, und man sagt, daf§ {a,} schneller als {b,,}
konvergiert ({a,} ist klein o von {b,}), also

a, = o(b,), wenn lim ¢ = 0.

n—oo on
Beispiel 4.2.2.
500/n
3/n—40/n* +e " 3 = O(1/n)
1/n?
1/(nlogn)
e =o(1/n)
1/n?

Diese Notation wird iiberwiegend auf der rechten Seite von Gleichungen verwendet, um
Fehlerterme darzustellen ohne sich um die genaue Groéfie oder multiplizierende Konstanten
kiimmern zu miissen.

Die Abschitzung fiir die Reihe, die 7/4 darstellt, kann man mit Hilfe dieser Notation
auch so schreiben:

2
1= ———=7+0().
£ 1652 - 1 106

Die Abschitzung mit o statt O gilt jedoch bereits nicht mehr. Man erkennt also, daf§ fiir
numerische Berechnungen eine Konvergenzrate von 1/n viel zu gering ist.

Um Abschétzungen dieser Art allerdings fiir das Problem zu verwenden, bei welchem
Folgenglied man abbrechen soll, mufl man versuchen, sie in die folgende Form zu bringen:

an =a+b, +o(b,) =a+b,(1+ey,),
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mit einer Nullfolge {£,}. Obwohl man normalerweise nicht beweisen kann, dafi n grof§ genug
ist, kann man die Hypothese, dal n grof genug ist, testen, indem man |ay,1—ay| mit |bgi 1 — by
ey
die Hypothese, dafl n grofl genug ist, daf a,, ~ a+b,, gilt und daher b, eine gute Abschétzung
fiir den Fehler |a,, — af ist.

Die Konvergenzgeschwindigkeit der geometrischen Reihe Y 1/¢* ist ausreichend fiir nu-

merische Berechnungen. Man erhélt die Abschétzung

- 1 _ 1 ntl ny _ 1 n
D i =it =i H O = i e,
=0

vergleicht. Wenn ~ 1 fiir einige k in der Umgebung von n gilt, dann akzeptiert man

fiir jedes ¢ < r < 1. Wenn eine Folge so rasch konvergiert wie die geometrische Reihe, so
sagt man sie konvergiert exponentiell (geometrisch). Fiir viele numerische Anwendungen ist
dies die Mindestanforderung an die Konvergenzordnung.

Die Folgen {a, } werden zwar oft durch Reihen erzeugt, hiufiger jedoch werden sie durch
Iterationsverfahren generiert. Wenn @ eine reellwertige Abbildung ist, dann kann man durch

Api1 = (I)(Cln)7
rekursiv eine Folge mit Startwert ay definieren. Wenn {a,, } konvergiert, so mufl der Grenzwert
a ein Fixpunkt der Funktion ® sein. Man sagt, dal das durch ® definierte Iterationsverfahren
Konvergenzordnung p hat, falls fiir alle Startwerte ag in einer geniigend kleinen Umgebung
Ula) gilt
|1 — al < Cla, —alP, fiir alle n > o,

wobei C' < 1 fiir p = 1 vorausgesetzt sei. Eine leichte Abschéatzung zeigt, dafl ein Iterati-
onsverfahren erster Ordnung eine Folge erzeugt, die exponentiell konvergiert. Meist versucht
man jedoch, Iterationsverfahren mit hoherer als linearer Konvergenz (p = 1) zu erzeu-
gen. Superlineare Konvergenz (1 < p < 2), quadratische Konvergenz (p = 2) und kubische
Konvergenz (p = 3) sind iibliche Bezeichnungen. Z.B. ist das Newton—Verfahren zur Null-
stellenbestimmung fiir nicht-lineare Funktionen ein Iterationsverfahren mit quadratischer
Konvergenz (siehe 7).

Die Notationen O und o lassen sich auch auf reellwertige Funktionen verallgemeinern:
Sei lim, ., f(z) = fo. Dann sagen wir die Konvergenz ist O(g(h)), wenn

f(x) = fo

AN LA '

|9()]
fiir eine Konstante K und fiir alle  mit |x — x| klein genug. Gilt das fiir alle K > 0, ist also
lim f(x) — fo _
ez g(z)
so schreiben wir f(x) = o(g(x)) bei z.
Beispiel 4.2.3. Bei 0 gilt

0,

sin x

=1+ Z (2¢i1)!x2i =1+0(2*) =

=1

€
2
=1—% +o(z?).

Es gibt auch einige analytische Tricks, die Konvergenz von durch Reihen definierte Fol-
gen zu beschleunigen. Diese Konvergenzbeschleunigungsverfahren sind meist nicht von einem
Beispiel auf ein anderes iibertragbar und werden daher auch in dieser Vorlesung nicht behan-
delt. Einzig fiir geometrisch konvergierende Folgen und Folgen, die asymptotisch geometri-
sche Konvergenz erreichen, gibt es ein Standardverfahren — das A?-Verfahren von Aitken.
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Iterationsverfahren, die lineare Konvergenz aufweisen, kénnen mit dem A%-Verfahren in Ite-
rationsverfahren mit quadratischer Konvergenz verwandelt werden. Dieses Verfahren und
das damit verwandte Verfahren von Steffensen findet man z.B. in [Stoer 1994a, 5.10].

Beispiel 4.2.4. Zum Abschlufl noch ein Kuriosum, das aber auch mit Konvergenzraten
zu tun hat: Die ,beriihmteste Reihe der Analysis®, die harmonische Reihe

[e.e]

1
>t
=0

divergiert gegen +00. Das ist jedem bekannt. Die Divergenzrate ist jedoch so langsam, dafs
man dieses Verhalten auf keinem Computer auch nur anndhernd bestitigen kann. Nach
einiger Zeit sind die Glieder der Reihe so klein, daf$ sie kleiner sind als der relative Run-
dungsfehler, dafy also gilt s,11 = Sy +x« Gny1 = Sp. Dann hat die Summation im Computer
ihren Grenzwert erreicht (ohne einen Uberlauf zu verursachen). Dieser Grenzwert ist meist
sweit von Unendlich entfernt” — selbst bei sehr hoher Rechengenauigkeit wird 50 kaum
tberschritten.

5. Fehler

Bei jeder Berechnung fiir eine Anwendung entstehen Fehler. Eine der wichtigsten Aufga-
ben der numerischen Mathematik ist es, die Gré8enordnung dieser Fehler abzuschétzen und
Algorithmen zu finden, die die Fehler moglichst gering halten.

Von der Beobachtung der Wirklichkeit, iiber die Bildung des Modells bis zur Berechnung
der numerischen Resultate entstehen verschieden Arten von Fehlern, die die Genauigkeit des
Ergebnisses einschréanken:

Modellierungsfehler: Diese Fehler (sie werden nicht in der gesamten numerischen
Literatur erwdhnt) entstehen im Schritt vor der tatsdchlichen Berechnung wéhrend
der Modellbildung. Schon wahrend des Abstraktionsschrittes entstehen Fehler, deren
Einfluf} auf das Modell nur schwer abgeschétzt werden kann. Nach erfolgter Abstrak-
tion und Ubersetzung in ein mathematisches Modell kann es zusitzlich sein, daB das
Modell immer noch zu komplex fiir die numerischen Methoden ist. Dann wird es
oftmals noch vereinfacht (z.B. durch Linearisierung). Dabei ,verfilscht* man das
Modell und handelt sich Fehler ein, die durch eine Anderung in der Modellierung
entstehen, die auch den Giiltigkeitsbereich des Modells verkleinern.

Datenfehler: Fehler in den Eingabedaten lassen sich nicht vermeiden. Oft entstehen
die Eingabedaten zu Berechnungen aus Messungen, die nur von beschrénkter Ge-
nauigkeit sind. Manchmal miissen sogar Schitzwerte als Eingangsdaten herhalten.
Wichtig ist es hier, vom Anwender zu erfahren, welche Groéfienordnung der Fehler
zu erwarten ist.

Rundungsfehler: Dieser Fehlertyp entsteht, wenn man (was in beinahe allen nume-
rischen Berechnungen geschieht) nur mit Zahlen einer endlichen aber festen Zahl
signifikanter Stellen rechnet. Die Fortpflanzung solcher Fehler wihrend einer Rech-
nung bestimmt zu einem guten Teil die Giite eines numerischen Algorithmus. Theo-
rie zu deren Abschétzung wird in Abschnitt 5.1 entwickelt.

Approximationsfehler: Viele Methoden zur Berechnung von Groéflen liefern selbst
bei rundungsfehlerfreier Rechnung nicht die eigentlich gesuchte Losung sondern nur
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eine Approximation der Losung. Fehler, die aufgrund solcher Rechenmethoden ent-
stehen, heiflen Approximationsfehler. Soll zum Beispiel e* mit Hilfe der Reihenent-

wicklung
T - 1 k
e = Z EI
k=0

berechnet werden, so mufl die Summation nach endlich vielen Gliedern abgebrochen
werden (truncation error, Abbruchfehler). Auch bei der heute weit verbreiteten Dar-
stellung durch Kettenbriiche ([Hart 1968]) treten Abbruchfehler auf. Unabhéngig
davon, wie spidt man abbricht, ist ein Fehler auch bei rundungsfehlerfreier Rechnung
unvermeidlich.

Héaufig werden Probleme auch durch Diskretisierung approximiert: Integrale wer-
den durch endliche Summen angenéhert, Differentialquotienten durch Differenzen-
quotienten, mehrdimensionale Gebiete werden durch eine Vereinigung von endlich
vielen Rechtecken approximiert,. .. Fehler, die in diesem Zusammenhang auftreten,
werden auch als Diskretisierungsfehler (error of discretization) bezeichnet.

In vielen modernen Gleitkommaprozessoren werden analytische Funktionen ta-
belliert, und Zwischenwerte werden durch Interpolationsmethoden berechnet. Feh-
ler, die bei diesen Verfahren auftreten, heiflen auch Interpolationsfehler.

Beispiele fiir die verschiedenen Fehlerarten kann man zu Beginn des Kapitels 2 in der
Fallstudie iiber das Pendel finden.

5.1. Fehlerfortpflanzung: Chaos.

Definition 5.1.1. Sei z eine Zahl und Z eine fiir z berechnete Ndherung. Wenn man den
Unterschied von z und Z betrachtet, hat man grundsdtzlich zwei verschiedene Mdéglichkeiten:
Man berechnet den absoluten Fehler Az = Z—z, oder man bestimmt (fir z # 0) den relativen
Fehler ¢, = (2 — 2)/=.

In numerischen Berechnungen wird meist der relative Fehler abgeschétzt, da dieser in der
Praxis eine weitaus groflere Bedeutung hat und auch bei den Implementationen der Gleit-
kommaarithmetik der einzig abschétzbare Fehler fiir die arithmetischen Grundoperationen
ist.

Wie bereits der Ausfithrung oben zu entnehmen war, ist die Abschétzung der Rundungs-
fehler und Eingangsdatenfehler und deren Fortpflanzung fiir die Konstruktion eines numeri-
schen Algorithmus von wesentlicher Bedeutung. Im Abschnitt 3.2 haben wir bereits gesehen,
daBl verschiedene mathematisch dquivalente Ausdriicke nicht unbedingt zu gleichen Ergeb-
nissen fithren, wenn Rundungsfehler mit im Spiel sind. Es muf} also ein Verfahren gefunden
werden zu entscheiden, welche von mehreren mathematisch dquivalenten Methoden zur Be-
rechnung eines bestimmten numerischen Ausdruckes herangezogen werden soll.

Beispiel 5.1.2. Wie unterschiedlich die Resultate verschiedener Verfahren zur Auswer-
tung ein und derselben Funktion ausfallen konnen, ser anhand der Funktion

flz)=(1—-2)°=1-6z+ 152> — 202° + 152" — 62° + 2°

gezeigt. Die folgenden vier Diagramme zeigen die Auswertung des ersten Ausdruckes, die

naive Auswertung des zweiten Ausdruckes und die Auswertung des zweiten Ausdruckes mit
Hilfe des Horner-Schemas:

flz) =14 2(—6+ (15 4+ 2(—20 + (15 + z(—6 + x))))).

Diagramm a) zeigt die Auswertung mit Hilfe des ersten Ausdruckes und des Hornerschemas,
wdhrend Diagramm b) die naive Auswertung des expandierten Ausdrucks zeigt an 500 Stiitz-
stellen im Intervall [0.9,1.1]. Daf$ auch das Hornerschema nur begrenzt verwendbar ist zeigt
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der Vergleich zwischen Hornerschema und Auswertung von (1 — z)® in den Diagrammen c)
und d) im Intervall [0.995,1.005] wieder mit 500 Stitzstellen. Alle Auswertungen geschehen
mit einfacher Genauigkeit (ungefihr Rundung auf acht Stellen) und linearer Interpolation
zwischen den Stitzstellen.

a) b)
1.5-06 13  15e-06 .
i : } !
1.0e-06 1.0e-06 ff N
b | u;
5.0e-07 5.0e-07 i
0.0e+00 | 1 0.0e+00 | .
-5.0e-07 - 4 -5.0e-07 - .
~1.0e-06 - 4 -10e-06 - .
~1.5-06 b b b ) Be0f e L
090 095 100 105  1.10 090 095 100 105 110
c) d)
1.5e-14 1.5e-14 ——
1.0e-14 | . 1.0e-14
5.0e-15 1 5.0e-15 -
0.0e+00 1 0.0e+00 -
_5.06_15 L T I N B | ] - T S AR |

Oe-15
0.995 0997 0999 1001 1.003 1.005 0.995 0997 0999 1.001 1.003 1.005

Daran sieht man auch, dafS bei numerischen Berechnungen FEigenschaften wie Monotonie
und Stetigkeit von Funktionen scheinbar verloren gehen kinnen.

Auf qualitative Weise bezeichnen wir numerische Berechnungsmethoden, die den linken
Diagrammen (a), c)) entsprechen als numerisch stabiler als Algorithmen, die ein Verhalten
wie in den rechten Diagrammen (b), d)) zeigen.

Die folgenden und #hnliche Beispiele fiir Stabilitdt und Instabilitdt konnen auch in
[Neumaier 2000, 1.3] gefunden werden. In allen Beispielen wird gerundete Rechnung auf
12 signifikante Dezimalstellen verwendet (ein Taschenrechner TT 59).

Beispiel 5.1.3. Wir werten die Funktion

an mehreren Punkten aus. Das Ergebnis ist immer %, da f nur ein komplizierter Ausdruck

fiir eine konstante Funktion ist. Trotzdem weichen die Ergebnisse mitunter erheblich vom
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Erwarteten ab.

—_—

x f(x)
1 0.666666666666
10®  0.666666666000
10%  0.666666000000
10°  0.667000000000
10 0.660000000000
10 0.600000000000
1012 0

Beispiel 5.1.4. Auch bei der Funktion

2

B+5)-6B-%)

fla) = 2

tat das Ergebnis ist immer %, und auch hier treten seltsame Phdnomene auf.
x f(@)
1 0.666666666666

107! 0.666666666000
1072 0.666666660000
1073 0.666666000000
10~ 0.666600000000
107° 0.660000000000
2-107% 0.500000000000
1076 0

Zwei Griinde existieren fiir den Genauigkeitsverlust in den Beispielen 5.1.3 und 5.1.4.

e Die zu addierenden bzw. subtrahierenden Zahlen unterscheiden sich um mehrere
GroBenordnungen (z.B. 102 + 3). Sind x; = m; - 10% fiir ¢ = 1,2 zwei Zahlen mit
d:= e —ey —1 > 0, dann hat x5 keinen Einflu} auf die ersten d Dezimalstellen
der Summe oder der Differenz z; & x5. Die Informationen von x5 sind nur in den
weniger signifikanten Stellen des Ergebnisses, und die letzten d Stellen von z5 gehen
im Rundungsprozefl vollig verloren.

e Die Subtraktion zweier Zahlen fast gleicher Grofle fithrt zur Ausloschung signifi-
kanter Stellen und verschiebt bereits mit Rundungsfehlern behaftete Dezimalstellen
von hinteren nicht-signifikanten in vordere signifikantere Positionen. Dabei steigt
der relative Fehler um mehrere Groflenordnungen.

Dividiert man durch sehr kleine Zahlen oder multipliziert man in den Rechnungen mit sehr
grofien Zahlen, so wird zwar der relative Fehler nicht veréndert, der absolute Fehler kann
aber gewaltig anwachsen. Gliicklicherweise ist dies meist kein grofles Problem.

Im Fall der Ausloschung beachte man noch, daf§ die Subtraktion selbst im allgemeinen
ohne Rundungsfehler ausgefithrt wird. Die Instabilitdt stammt in diesem Fall aus der
Verstiarkung fritherer Fehler, wie mit dem folgenden Beispiel belegt.

Beispiel 5.1.5. Man berechnet die Differenz zweier Zahlen x, y auf 7 bzw. 6 signifikante
Stellen.
7 Stellen:
x:  0.3344689
y:  0.3344342
x—y: 0.0000347 kein Rundungsfehler
r—y: 0.347-107*
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6 Stellen:
gerundet relativer Fehler
z: 0.334469 ~3-1077
y:  0.334434 =~6-1077
x—y: 0.000035 Ekein Rundungsfehler
r—y: 035-107% ~86-1073
Obwohl bei der Berechnung der Differenz kein Rundungsfehler aufgetreten ist, wurden also
die alten Rundungsfehler in den Eingabedaten um etwa einen Faktor 10000 verstdrkt.

5.2. Fehlerfortpflanzung - mathematische Betrachtung. Im folgenden werden wir
manchmal die folgende etwas saloppe Schreibweise verwenden: Steht fiir einen arithmetischen
Ausdruck A fest, auf welche Art und Weise er berechnet werden soll (ev. durch geeigne-
te Klammerung vorgeschrieben), so bezeichnen wir mit gl(A) das Ergebnis, welches durch
Gleitkommarechnung zustande kommt. Auch die Auswertung von elementaren und tran-
szendenten Funktionen durch Ersatzfunktionen (moglicherweise mit Approximationsfehlern
behaftet) wird solcherart bezeichnet.

Beispiel 5.2.1.
glzxy) =z *,y
glla+ (b+c)) = a+. (b+.c)
gl(a+b) +¢) = (a+.b) +.c

gl(vz) = v,

Die arithmetischen Operationen sowie alle Funktionen, fiir die Gleitkomma-FErsatzfunk-
tionen implementiert sind, werden in der Folge als einfache Operationen bezeichnet. In der
Folge werden wir 0.B.d.A. annehmen, daf} alle elementaren Operationen E so implementiert
sind, daf3

gl(E) = E(1+9), [5] <eps (2)

gilt.

Um den Begriff des Algorithmus etwas zu formalisieren, nehmen wir an, dafl jedes Pro-
blem darin besteht, aus einem Satz von endlich vielen Eingabedaten xq, ..., x, endlich viele
Ausgabedaten v, ...,y zu berechnen. Solch ein Problem zu lésen heifit also, den Wert
einer Funktion ¢ : D — R™ zu bestimmen mit D C R". Ein Algorithmus ist eine eindeu-
tige Rechenvorschrift zur Berechnung von ¢(z). In jedem Zwischenschritt des Algorithmus
sind die Zwischenergebnisse in Form eines reellen Vektors (¥ € R™ gegeben Der Ubergang
zum néichsten Zwischenergebnis wird durch eine elementare Abbildung ¢® : D; — D;.q,
Dy, C R™, 20D = ©0) (2()) vermittelt. Diese elementaren Abbildungen sind durch den Al-
gorlthmus eindeutig bestimmt (unter Vernachléssigung der trivialen Permutationsinvarianz
in den Zwischenergebnissen).

Die Abfolge der elementaren Operationen bestimmt also eine Dekomposition der Funk-
tion ¢ in eine Folge elementarer Abbildungen ¢ mit

=Moo Vo op® D =D, D, CR"=R"

Beispiel 5.2.2. Wegen a®> —b* = (a+b)(a — b) kann man zur Berechnung von p(a,b) =
a? — b% zwei unterschiedliche Algorithmen heranziehen:
Algorithmus 1:

°®

(0) _(a W _(u @ _
(a’b)_<b)7 ¥ (uav)_(,uQ), (2 (U,U)—U—U.
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Algorithmus 2:

a+b

Ot = a | ¢<l><u,v,w>:( u ) oD (u,v) = uv.
b v —w

Mit Hilfe dieser Form der Darstellung wollen wir jetzt untersuchen, welche Griinde dafiir
verantwortlich sind, dafl verschiedene Algorithmen unterschiedliche Resultate liefern, um Kri-
terien fiir die Beurteilung der Giite von Algorithmen zu gewinnen. Die schon angesprochene
Fortpflanzung der Rundungsfehler spielt dabei eine wichtige Rolle.

Kommen wir fiir den Anfang der Untersuchungen zur Verletzung des Assoziativgesetzes
der Addition zuriick. Sei also ¢(a, b, ¢) = a+ b+ c. Bei Gleitpunktrechnung erhélt man statt
y = ¢(a,b, c) einen Naherungswert § = gl((a + b) + ¢), fiir den wegen 2 gilt

n:=glla+b)=(a+b)(1+ )
y=egln+c)=Mm+c)(1+d)=((a+b)(1+0)+c)(1+d)=

a-+b
= b 14+ —
(a+b+c) +a+b+c

Fiir den relativen Fehler ¢, erhélt man daher

01 (1 + d2) + d2).

a+b
gy = ———01(1+ 02) + 0.
Y a+b+c i 2) 2
Da eps meist eine sehr kleine Zahl ist und nach Voraussetzung immer |§;| < eps gilt, geniigt
es in erster Ndherung Terme hoherer als erster Ordnung in den d; zu ignorieren, und wir
erhalten
a+b
gy =——01+1-0
YT a+b+c ! 2
(= bezeichne auch im folgenden , gleich bis auf Terme zweiter oder hoherer Ordnung®). Die
Verstarkungsfaktoren aiﬁc und 1 bestimmen, wie stark sich die Rundungsfehler ¢; in den
elementaren Funktionen auf den relativen Gesamtfehler €, auswirken. In diesem Beispiel ist
der kritische Faktor der Bruch vor §;. Wertet man die Summe in der anderen Reihenfolge
aus (j = gl(a + (b + c))), so ist der entsprechende Vorfaktor -2t Im Beispiel aus dem

a+b+c”
Abschnitt 3.2 sind die beiden Faktoren
b b

_avrtodb ~ 3‘91()—57 _obt+e ~

a+b+c a+b+c
was die grofere Genauigkeit der Berechnung nach der ersten Methode erklart. Im allgemeinen
ist es also numerisch stabiler, die Summe a + b + ¢ nach der Formel (a + b) + ¢ zu berechnen,
wenn |a + b| < |b+ ¢| gilt.

5.2.1. Kondition, numerische Stabilitét.

Beispiel 5.2.3. Se:

Y

fla) = —

R
Bei x = 0.999 gilt f(x) = 1000. Untersuchen wir den Fehler analytisch, so ergibt sich fir
T = 0.999 4 ¢ mit kleinem Fehlerterm ¢

1000
F@) = 7000 =

= 1000(1 + 10% + 10%* +...).
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Verwendet man dieses Resultat, um den relativen Fehler zu bestimmen, so erhdlt man die
Ausdriicke
v -z ¢
lz|  0.999
|f(z) — f(2)]
f(z)
Der relative Fehler steigt also etwa um einen Faktor 10, obwohl wir fiir die Berechnung von
f Rundungsfehler freie Rechnung angenommen haben.

~ 1.001¢,

=103 +10%2% + . ...

Problemstellungen wie in Beispiel 5.2.3 nennt man schlecht konditioniert (ill-conditioned).
Auch dieser Begriff hat eine qualitative Bedeutung ohne exakte Definition.

Die qualitativen Begriffe Stabilitdt und Konditioniertheit wollen wir im folgenden ma-
thematisch zu fassen versuchen. Wir bedienen uns dabei einer Methode, Fehlerfortpflanzung
durch Vernachléssigung Terme hoherer Ordnung zu untersuchen, der differentiellen Fehler-

analyse des Algorithmus

o=0M o Vo . 0p®,

Zuerst geniigt es zu untersuchen, wie sich die Eingangsfehler Az von x auf das Endre-
sultat y = p(x) auswirken. Wir setzen voraus, daf§ die Funktion ¢ : D C R" — R™ stetig
differenzierbar ist. Ersetzt man die Eingabedaten x € R™ durch abgeédnderte Daten € R",
so erhilt man als Resultat § = ¢(Z) anstatt y = @(x). Durch Taylorentwicklung bis zum
ersten Glied ergibt sich unter Vernachlassigung Termen hoherer als erster Ordnung

Ay = ¢(7) — p(z) = Dp(z)Az, (3)
wobel
Op1(xz) . Opi(x)
ox1 Oxn
Dy(z) = : . :
Opm(x) .. Opm(z)
ox1 0zn

die Jacobimatrix (Funktionalmatrix) von ¢ bei  bezeichnet. Der einzelne Faktor 8%(3‘") mift

J

die Empfindlichkeit, mit der y; auf Anderungen in x; reagiert. Ist y; # 0 und ist z; # 0 fiir
alle 7, so folgt aus (3) fiir den relativen Fehler

n

Doy
e, = X . ¥ (l’) ey, (4)
g pi(z)  Oxj
z;  Opi(x)

Pie) om fiir die relativen Fehler, die unabhéngig sind von
der Skalierung der y; und der x;, heilen die Konditionszahlen der Funktion ¢ bei . K;; gibt
dabei den Einflu vom Eingabeparameter z; auf die Ergebniskomponente f;(z) an. Sind die
Konditionszahlen klein, liegt ein gut konditioniertes andernfalls ein schlecht konditioniertes
Problem vor. Bei schlecht konditionierten Problemen bewirken, wie wir oben gesehen haben,
relativ kleine Fehler in den Eingangsdaten x grofle Fehler in den Ergebnissen, unabhéngig
von der verwendeten Berechnungsmethode, selbst bei Rundungsfehler freier Rechnung.

Ist eine Aufgabe sehr schlecht konditioniert unabhéngig davon, welchen Algorithmus man
zu ihrer Losung verwendet, dann tritt chaotisches Verhalten (Chaos) auf, d.h. die Ergebnisse
werden scheinbar nicht mehr durch die Funktion ¢ sondern nur noch durch die Fehler in den
Eingabedaten bestimmt. Solches Verhalten tritt bei der Behandlung mancher dynamischer
Systeme, die durch nichtlineare gewohnliche oder partielle Differentialgleichungen oder durch
nichtlineare Differenzengleichungen beschrieben werden in natiirlicher Weise auf (auch bei

Die Verstarkungsfaktoren r;; :=
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exakter Rechnung), z.B. bei der Beschreibung von viskosen Strémungen mit Hilfe der Navier—
Stokes Gleichungen (siehe Numerik 2) oder der logistischen Differenzengleichung, die z.B.
Réauber-Beute-Modelle in der Biologie beschreibt.

Die Definition der Konditionszahlen von oben hat den Nachteil, daf§ fiir eine Funktion
¢ : R" — R™ immerhin m - n Zahlen berechnet werden miissen, um die Kondition eines
Problems zu bestimmen. Daher werden diese Zahlen oft zu einer einzigen Konditionszahl
zusammengefafit. Eine Zahl x heifit Konditionszahl, wenn beziiglich einer geeigneten Norm

Ayl l1ac]
ol =" Tl

gilt. Eine Konditionszahl kann man daher nach 3 berechnen als

1Ayl _ [[De()|m | Az]

Iyl = le@l

]
k= [ Dop(a)|ar,
()]l
fiir eine zu || || passende Matrixnorm || || 5. Besonders fiir lineares ¢ ist die obige Definition
iiblich, und im Kapitel 3 werden wir wieder darauf treffen.
Fiir eindimensionale Funktionen f : R — R ist die Untersuchung der Kondition am
Punkt z* sehr einfach. Im wesentlichen untersuchen wir drei verschiedene Félle:

1. Einfache Nullstelle: Ist f(z*) = 0 und f'(z*) # 0, hat also f bei z* eine einfache
Nullstelle, dann strebt k — oo fir x — z*. f ist also in der Umgebung einer
einfachen Nullstelle z* # 0 schlecht konditioniert.

2. Mehrfache Nullstellen, Pole: Existiert eine ganze Zahl k£ mit

fla) = (x —a)fg(x),  g(a") #£0,

dann hat f eine Nullstelle der Ordnung £ bei x*, falls £ > 0 gilt. Ist £ < 0, so
sprechen wir von einem Pol der Ordnung k. Immer gilt.

(@) = k(z — ") (@) + (x — 2) g ()

daher

und
afl(@)]
f(z)
m g (z)]| .
- \x! xr —x* -
g9(z)
vl
= |m|
T
Fiir x — 2* finden wir also
oo xF#0,
K —
|m| x*=0.

Fiir einen Pol bzw. eine Nullstelle bei x* sehen wir also wieder, dafl f schlecht
konditioniert ist, wenn z* # 0 gilt. Befindet sich der kritische Punkt aber bei Null,
so ist das Problem gut konditioniert.

3. Spitzen: Ist f bei z* nicht differenzierbar, und gilt lim, .« f'(z) = oo (f hat eine
»Opitze“ bei x*), so ist f schlecht konditioniert bei z*.
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Beispiel 5.2.4. Fiir die arithmetischen Operationen und die Quadratwurzel berechnet
man

p(r,y) =xky: eoy=cot ey,
ple,y) =x/y: oy =ex— ey,
< o y
r+ty rty
o(z) =Vr: /5= 36
Man sieht also, dafl die einzigen numerisch gefidhrlichen arithmetischen Operationen die
Addition und die Subtraktion sind. Beschrénken wir die weiteren Untersuchungen auf die

Addition. Haben x und y gleiches Vorzeichen, so liegt jede der beiden Konditionszahlen
zwischen 0 und 1, ihre Summe ist gleich 1, und daher haben wir

QD(ZL‘,y) :xiy P Eaty = €y, fallsxj:y#(),

[Eaty| < max{|ea], [e}-

Wenn ein Summand klein ist gegeniiber dem anderen, so kann er mit einem groflen relativen
Fehler behaftet sein, und das Ergebnis kann trotzdem nur einen kleinen relativen Fehler
aufweisen, wenn nur der andere Summand einen kleinen relativen Fehler hat. In diesem Fall
spricht man von Fehlerdimpfung.

Andererseits, wenn die beiden Summanden verschiedenes Vorzeichen haben und vom
Betrag ungefihr gleich sind, dann ist mindestens einer der beiden Faktoren |z/(z + y)|,
ly/(x + y)| (moglicherweise viel) grofier als 1, und es wird mindestens einer der Fehler ¢,
oder ¢, verstdarkt. Dies beschreibt das Phénomen der Ausldschung (Verlust signifikanter
Stellen) mathematisch genauer. Aufgrund der Wichtigkeit noch ein Beispiel:

Beispiel 5.2.5. Nehmen wir an, dafs wir mit Rundung auf acht Stellen rechnen. Seien
x = 0.348335866229 und y = —0.348313234991, und x, = 0.34833587 und y, = —0.34831323
Gleitkommaapproximationen zu x bzw. y. Es berechnet sich z, := x,+y, = 0.22640000-1074,
was sich exakt darstellen lafst; deshalb tritt an dieser Stelle auch kein zusdtzlicher Run-
dungsfehler auf. Die Approximationen x, und y, stimmen mit x und y in mindestens sie-
ben Stellen 1tiberein. Die achte Stelle ist schon fehlerbehaftet. Betrachtet man nun z,., so
sieht man, dafi die 4 aus eben diesen fehlerbehafteten Stellen berechnet worden ist, deshalb
selbst bereits fehlerhaft ist. Die Nullen dahinter geben iiberhaupt keine Auskunft mehr tiber
z =1 —1y = 0.22631238 - 10~*. Wir sehen also, daf die Approzimation z, fiir die wahre
Differenz z nur mehr auf drei signifikante Stellen genau ist. Wir haben durch Ausléschung
vier signifikante Stellen verloren — also ist der relative Fehler um einen Faktor 10000 an-
gewachsen.

Dafl Stabilitit und Kondition zwei grundverschiedene Dinge sind, soll schliefSlich das
folgende Beispiel aus [Neumaier 2000, 1.4] unterstreichen:

Beispiel 5.2.6. Se:
f@)=Vzt—1—-Val+1, fir(0<z<1).

Beix =0 gilt x7' —1 ~ a1+ 1, und es tritt Ausléschung auf, also ist der Ausdruck instabil.
Beix ~ 1 sind Vo' —1~0 und Vo' + 1~ 2, der Ausdruck ist also stabil.
Andererseits berechnet sich die Konditionszahl

1
2v1 — 22’
und fir x ~ 0 ist k ~ % wéhrend lim,_.; k = oo gilt.

Die Funktion f ist also bei O gut konditioniert aber obiger Ausdruck fir f ist instabil.
Bei 1 ist die Kondition schlecht, doch der Ausdruck ist stabil. Die schlechte Kondition bei 1

K =



28 1. EINLEITUNG I

kann man durch mathematische Transformationen nicht verdndern, doch die Instabilitdt be:
0 kann sehr leicht durch dquivalente Umformung des Ausdrucks fir f beseitigt werden:

7l —14++Va 41
Hz) = \\;x_l 1+ \\;x—l +1 (\/x_l —1-vaT 1) B
B xr2—1
Gl
In dieser Form fiir f tritt nahe 0 keine Ausloschung auf.

Um die Fortpflanzung von Fehlern in mehrstufigen Algorithmen zu analysieren, verwen-
den wir wieder Gleichung (3). Betrachten wir wieder den Algorithmus als Zerlegung

o= S0(7“) o SO(T’—l) o.. .o 90(0)7

mit stetig differenzierbaren ¥ : D; C R™ — D,.; C R™+!. Setzen wir wieder z0+!) =
0@ (2) mit 2® = z, und seien die Restabbildungen ¥ definiert durch
VD =M o op®,
Dann gelten fiir alle ¢ nach der Kettenregel
Dy(z) = D" (a) DD (a V). .. D (x) (5)
Dw(i)@(i)) — Dw(r)(x(r))pgp(rfl)(w(rfl)) o D(p(i)(:lj'(i)). (6)
In jedem Schritt erhdlt man durch den Einflul der Eingangs- und Rundungsfehler statt

der exakten Zwischenresultate 2 Néherungswerte #@. Der Zusammenhang ist z0+) =
gl(¢W(2®)). Fiir den absoluten Fehler Az(*+) haben wir

Azt — (gl(gp(i)(j(i))) — (p(i)(j(i))) + (@(i) (j(i)) — (p(i)(x(i)))' (7)
Es gilt in erster Ndherung nach Gleichung 3
PO (E0) — O (a) = D (al0) - Aat), 8

Fiir den zweiten Term verwenden wir die Voraussetzung 2 und erhalten die Abschétzung
gl(p(2)) = I+ Einr) - ¢ (2),
wobei [ die Einheitsmatrix bezeichnet, und FE;,; die diagonale Fehlermatrix

&1 0
€2

Eip =
0 Enit
Dies fithrt zu der Abschétzung
gl(e? (V) = ¢W(@D) = Eiyy - oV (@9).
Nachdem # in erster Naherung gleich () ist, gilt auch in erster Néherung durch Taylor-
entwicklung

Bl (@) — p(E) £ Eppag(a?) =

— EH_ll,(H—l) (9)

=iy

11 ist der bei der Auswertung von ¢® neu entstehende absolute Rundungsfehler, die Diago-
nalelemente von F;; sind die dazugehorigen relativen Rundungsfehler. Aus den Gleichungen
(7), (8) und (9) folgt eine rekursive Formel fiir die absoluten Fehler

Al'(H_l —Oé+1+D90 ( (%) )AZL‘ )_E+1 m(H_l)—{—DQO ( )A{E (10)
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wo Az(® = Az. Lost man die Rekursion auf, so erhilt man fiir den Gesamtfehler unter
Verwendung von (5) und (6)

Ay = Az = Do DpOAz + D™ . DeWay + - + apyy =
= Dop(x)Az + DY (zM)ay + -+ + DY @)y + gy = (11)
= Dy(z)Az + D¢(1)<w(1))E1$(1) + oo+ DY (2N E2" + B, 4y

Entscheidend fiir den Einflul des bei der Berechnung von 2 begangenen Rundungsfehlers
a; (bzw. E;) ist also die GroBe der Funktionalmatrix Dy(®) der Restabbildung 1@,

Wenn man nun zur Berechnung von y = ¢(x) einen anderen Algorithmus (eine andere
Zerlegung) verwendet, so dndert sich zwar Dy(z) nicht, wohl aber die Elementarfunktionen
©® und damit die Restabbildungen ¢, also auch die Matrizen D1, die die Fortpflanzung
der Rundungsfehler messen. Damit &ndert sich aber auch der Gesamteinflufl aller Rundungs-

fehler
DY (zMay + -+ 4+ DY (2, + a1

Ein Algorithmus ist dann numerisch stabiler als ein anderer, wenn dieser Gesamteinfluf3
der Rundungsfehler bei dem ersten kleiner ist als bei dem zweiten. Am Beispiel der beiden
Algorithmen aus Beispiel 5.2.2 wollen wir diese Analyse einmal durchfiihren:

Beispiel 5.2.7. Algorithmus 1:

2 2
o). =), = (5) v

w(l)@, U) =u— UZ; 1/}(2) (U, U) =u-—-"v,
DQO(G,, b) = (2@, _Qb)a
Dy (W) = (1,-20), P (a®)=(1,-1),

lei| < eps fiir alle i. Fir den Gesamtfehler erhdlt man daher mit Ax = (22)

Ay = 2aAa — 2bAb + a’e; — bPey + (a® — b?)es.
Der Gesamteinfluf$ der Rundungsfehler kann demnach abgeschitzt werden als
la*e; — by + (a® — b%)es| < eps(a® + b* + |a® — b?|).

Analog berechnet man fiir Algorithmus 2:
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a

g =20 = (¢ .= b . @ = a+b . 2B =y =a® -1,

b a—>b
a+b

1/}(1) (CL, b7 ’LL) = u(a - b)7 ¢(2) (U, U) =uv,
Dgp(&?) = (2&, _2b)7
DY (W) = (a+b,—a—b,a—b), DY@ @@ = (a—ba+b),
0 0

ap = 0 CBE=[ o ,
e1(a+0) €1

= (ca-n) 2= (")

as = e3(a® —b*), Fs=es,
wieder mit |e;| < eps fir alle i. In diesem Fall berechnet sich der Gesamtfehler als
Ay = 2aAa — 2bAb + (a* — b*) (1 + €2 + €3).
In diesem Fall qult fiir den Gesamteinflufs der Rundungsfehler
[(a® — b%)(e1 + &2 + &3)| < 3eps|a® — b?.

Jetzt konnen wir also endlich untersuchen, welcher Algorithmus der numerisch stabilere ist.
Wir miissen also untersuchen, fiir welche (a,b)

eps(a® + b + |a® — b?|) < 3eps|a® — b

gilt. Eine einfache Rechnung zeigt, daf dies fiir 1/3 < |a/b|*> < 3 der Fall ist. Algorith-
mus 2 ist also fir diese (a,b) numerisch stabiler. In den anderen Fallen (ausgenommen
den Grenzfillen, fir die beide Algorithmen gleich stabil sind) ist Algorithmus 1 numerisch

stabiler.
Man erhdlt zum Beispiel fiir a = 0.3237, b = 0.3134 bei Rechnung auf vier Stellen:

Algorithmus 1: a *, a = 0.1048, b *, b = 0.9882107 !,
(a4 a) —s (b*.b) = 0.65801072,
Algorithmus 2: a +, b= 0.6371, a —, b = 0.1030 101,
(@ +4 b) *4 (@ —, b) = 0.6562 102,
Das ezakte Resultat ist a* — b* = 0.6562131072; |a/b|> = 1.0668 ... . .

Diese Resultate sind also dazu geeignet, zu unterscheiden, welchen von zwei Algorith-
men man in welchem Fall zur Berechnung des Resultates heranziehen soll. Es ist aber nicht
zweckmifig (eigentlich ist es sogar unmoglich), alle moglichen Algorithmen zur Auswertung
einer bestimmten Funktion ¢ zu analysieren. Man bendétigt daher eine Methode, einen ein-
zelnen gegebenen Algorithmus auf seine Verwendbarkeit zu iiberpriifen. Dazu betrachten
wir noch einmal Gleichung (11): Der erste und der letzte Term sind unabhéngig von der
Zerlegung ¢ = 0" o ... 0 ¢ Einfache Abschitzungen liefern

|Eri1y] < eps|yl
|Do(x)Az| < eps|Dp(x)||z|,

da bereits die Eingangsdaten z durch Runden wenigstens einen Fehler der Gréflenordnung
|Az| < eps|z| aufweisen, wobei Absolutbetrige von Matrizen und Vektoren (auch im wei-
teren) komponentenweise gebildet werden. Die Summe dieser beiden Terme ist ein Fehler,



5. FEHLER 31

der bei jeder Berechnung von ¢ auftritt, egal welchen Berechnungsalgorithmus wir wahlen.
Daher heifit

AOy = eps(|Ap(x)[[2] + [y]) (12)

der unvermeidbare Fehler von y. Nachdem man aber ohnehin mit einem Fehler der Groflen-
ordnung A(®y zu rechnen hat, ist es nicht verniinftig, von den Rundungsfehlern «; (bzw.
E;) eines Algorithmus zu verlangen, dafl ihre Beitréige zum Gesamtfehler wesentlich kleiner
sind. Ein Rundungsfehler «; (E;) heifit also harmlos, falls sein Beitrag zum Gesamtfehler Ay
héchstens dieselbe Gréfenordnung wie der unvermeidbare Fehler A(©y ist:

DY (2 )ai| = [ DY@ (2 Bz | = Ay,

Sind alle Rundungsfehler in einem gegebenen Algorithmus harmlos, so nennt man den Al-
gorithmus gutartig.

Der Begriff der Gutartigkeit eines Algorithmus ist zentral fiir die Numerische Mathe-
matik. Solche Algorithmen sind grundsétzlich numerisch stabil. Hat man einen gutartigen
Algorithmus fiir die Losung eines Problemes gefunden, so reicht dies fiir die meisten Anwen-
dungen aus. Lediglich, wenn r (die Anzahl der elementaren Funktionen) sehr gro8 ist, kann
es trotzdem notwendig sein, zu versuchen Algorithmen zu suchen, die noch stabiler sind, also
Algorithmen, in denen viele Rundungsfehler Beitréige liefern, fiir die die Gréf8enordnung der
Fehlerbeitrige kleiner als Ay ist, falls dies moglich ist.

Zusammenfassend kann man (als Faustregel) sagen, dafl ein Algorithmus ziemlich sicher
gutartig ist, wenn die Kondition aller Abbildungen ¢ ungefihr gleich gut wie oder besser
als die Kondition der Abbildung ¢ ist. Es sollte jedoch in jedem Fall vermieden werden,
einen Algorithmus so aufzubauen, dafi Zwischenergebnisse 2 gebildet werden, von denen
das Endergebnis y wesentlich empfindlicher abhéngt als von den Eingangsdaten .

Beispiel 5.2.8. Die beiden Algorithmen aus den Beispielen 5.2.2 und 5.2.7 sind beide
gutartig. Der unvermeidbaree Fehler ist ndamlich

20y = eps( (2l 20l) (i) + 1o = 1) = eps(a(a? +.27) 4 [a? — ).

Ein Vergleich mit den Beitrdgen, die in Beispiel 5.2.7 ausgerechnet worden sind, zeigt, dafs
der gesamte Rundungsfehlereinfiuf3 beider Algorithmen dem Betrag nach hdchstens gleich
Ay jst.

Beispiel 5.2.9 (Summation). Will man die Summe vieler (N ) Zahlen z; berechnen, so
mufl man die Rundungsfehler kontrollieren. Ahnlich wie fiir drei Zahlen kann man ableiten,
dafs der Fehler minimal ist, wenn man die einzelnen Zahlen in der Reihenfolge ansteigender
Absolutbetrige summiert.

Der Aufwand fir das Sortieren der z; ist jedoch in der Gréfienordnung N log N, was fiir
grofse N deutlich gréfler als der Aufwand von N Additionen fir die Standardmethode, die
rekursive Summation (von z; beginnend), ist.

Die Frage ist also, ob man eine Methode finden kann, die Aufwand O(N) hat, aber trotz-
dem die Rundungsfehler unter Kontrolle hdlt. Im folgenden werden zwei Summationsmetho-
den der Ordnung O(N) vorgestellt, die die Rundungsfehler besser unter Kontrolle halten als
die rekursive Summation. Fir eine tiefgehende Untersuchung von Summationsmethoden und
weitere effiziente Algorithmen sein auf [Neumaier 1974 verwiesen.

Die einfachste Verbesserung ist die Methode der paarweisen Summation. Hierbei werden
jeweils zwei benachbarte Elemente der Folge (z1,...,zy) addiert, was zu einer neuen Folge

<Z§l), 20, ,z%}/ﬂ) comit 2 =z 2
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fiihrt. Falls N ungerade ist, setzen wir Z&/ﬂ = zn. Auf die so entstandene Summe wird

wieder die paarweise Summation angewandt, was eine weitere Folge zl-(Q) definiert, und dieser
Vorgang wird so lange wiederholt bis das Endergebnis

S :z{“"g”” =21+ 4+ 2N

vorliegt. Diese Form der Summation eignet sich hervorragend fiir Parallelrechner, da die
einzelnen Summationen in jeder derlog, N Stufen unabhdngig von einander berechnet werden
kénnen. Zusdtzlich erhdlt man aus der Fehlerabschdtzung die Fehlerschranke

N
‘ k eps
As <R i t Ry = ——
s < k;|x| mit Ry, T Jeps
und k = [logy N'|. Diese Fehlerschranke ist im allgemeinen kleiner als die Schranke fiir

die rekursive Summation, da sie proportional zu logy, N wdchst und nicht mit N wie im
Standardfall.

W. Kahan hat eine Methode der Summation vorgeschlagen, die Aufwand 4N hat und
deren Gesamtrundungsfehler in erster Ordnung von N wunabhdngig ist. Ste basiert darauf,
den Rundungsfehler in jedem einzelnen Schritt zu schéitzen und die darauffolgenden Schritte
demgemdfS zu kompensieren. Fir Bindrarithmetik lafit sich der Rundungsfehler dem Schema
aus Abb. 1.2 nach exakt bestimmen, in dem die Kdstchen die Mantissen der Summanden
darstellen:

a | ar a |
: TR
ateb | ay az+b1 |
t:=(a+.b)—a I 0 |
t—b ] —bs \

ABBILDUNG 1.2. Ermittlung des Rundungsfehlers (a +. b) — (a + b) = —by

Es gilt demnach
e=((a+.b) —sa)—.b
fiir a > b. Dieses Faktum niitzt man aus, um den Rechenfehler in jedem Schritt zu schdtzen

und bet den folgenden Summationschritten wieder einzubringen. Dieses Prinzip fiihrt zur
fehlerkompensierenden Summation (Kahan-Babuska—Summation,):

Algorithmus 5.2.10. Kahan—Babuska—Summation

S =T

e=0

for : =2 ton do
y=1x;—e€
zZ=8+Y
e=(z—5)—vy
s=z

done

FEine genauere Analyse der Rundungsfehler fiihrt noch zur folgenden Verbesserung, die
allerdings N Vergleichsoperationen zusdtzlich bendtigt, die auf modernen Computer etwa
denselben Aufwand bendtigen wie Additionen. Der Gesamtaufwand betrigt also etwa 5N .
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Algorithmus 5.2.11. verbesserte Kahan—Babuska—Summation

S =T

e=0

for : =2 ton do
Z2=84+x;

if |x,,] < |s| then
e=e+ (zy,+ (s —2))

else
e=e+(s+ (xy —2))
endif
done
s=s+e

Fiir diese Algorithmen wurde in [Neumaier 1974] folgender Satz bewiesen:

Theorem 5.2.12 (Kahan-Babuska—Summation). Der Rechenfehler bei der fehlerkom-
pensierenden Summation kann fir Algorithmus 5.2.10 durch

|As| < eps|s| + (eps—l—eps2 < n* + n)) Z |24]

bzw.
|As| < eps|s| + <epsn + eps® (in?) +3n? + 4n)) max ||

1<i<n

abgeschitzt werden, sofern neps < 1 5 gilt, was wohl immer der Fall sein diirfte.
Unter derselben Voraussetzung gelten fiir Algorithmus 5.2.11 die Fehlerabschditzungen

3 n
|As| < eps|s| + eps® (ZnQ + n) Z |4,
=1

a1 3, 9

|As| < eps|s| + eps <Zn + " +n> 1I£l?<}%|xz|

Man kann also mit fehlerkompensierender Summation &hnlich gute Ergebnisse erzielen

wie mit doppelt genauer Rechnung und anschlieBendem Runden, ein Verfahren, das etwa

den doppelten Aufwand von Summation mit einfacher Genauigkeit aufweist. Der hohere

(insgesamt vierfache bzw. fiinffache) Aufwand zahlt sich also nur dann aus, wenn keine hohere

Rechengenauigkeit auf dem Computersystem vorhanden ist, bzw. die maximale vorhandene
Rechengenauigkeit zu hohe Fehler produziert

5.3. Fehlerkontrolle, Fehlerminimierung, Fehlervermeidung. Die Abhandlungen
des Abschnitts 5.1 geben eine gute Methode, die Fortpflanzung der Fehler in einem Algo-
rithmus genau zu untersuchen. Dieses Analyseverfahren, Vorwdrtsanalyse (forward analysis)
genannt, beschreibt ja direkt, im Rahmen gewisser Vereinfachungen, wo die Fehler auftre-
ten und wie sie sich weiter ausbreiten. Wenn jedoch die Anzahl r der Zwischenschritte zu
grof} wird, steigt der Aufwand fiir diese Herleitung in einem solchen Ausmaf an, dafl diese
Methode nicht mehr praktikabel ist.

5.3.1. Riickwirtsanalyse. Fiir eine gewisse Grofie und manche Klassen von Algorith-
men kann man statt dessen versuchen, die Gutartigkeit des Algorithmus statt wie oben durch
Riickwdrtsanalyse (backward analysis) zu beweisen.

Um diese Methode zu erkldren, nehmen wir an, daf§ wir einen Algorithmus ® zur Be-
rechnung der Funktion ¢ untersuchen wollen. Sei y = ¢(z) das korrekte Ergebnis zu den
Eingabedaten x, und sei § = y + Ay = ®(x) das mit Fehlern behaftete Resultat, das der
Algorithmus berechnet. Dabei wollen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl die Eingabedaten ohne



34 1. EINLEITUNG I

weitere Rundungsfehler im Computer repriisentierbar seien. Bei der Riickwirtsanalyse wird
nun versucht zu zeigen, dafl sich § immer in der Form

§= ¢z + Ar) = (1) (13)
schreiben 148t und damit als das Ergebnis einer Rechnung mit exakter Arithmetik aber mit

verfalschten Eingabedaten interpretiert werden kann.
Wenn wir die Gleichung 13 weiter untersuchen, finden wir

=y + Dy(x)Az + O(Az)®

und damit

Ay = Dp(x)Az. (14)
Ist die Funktion ¢ gut konditioniert, so hat Ay die gleiche Gréfenordnung wie Az. Um also
zu gewéhrleisten, daf Ay nicht wesentlich groBer als Ay ist, muf man schlieflich noch
beweisen, dafl

Az < K eps |y
mit kleiner Konstante K ist.

Die Methode der Riickwértsanalyse wurde, weil sie quasi dafiir geschaffen ist, zur Un-
tersuchung der Algorithmen der linearen Algebra mit Erfolg angewendet. Eine typische
Abschétzung, die etwa in Kapitel 3 Abschnitt 4.1.5 zu finden ist:

Ein Algorithmus zur Lésung des linearen Gleichungssystemes Az = b mit symmetrischer
positiv definiter Matrix A ist die Cholesky—Faktorisierung, die A = LL* als ,Quadrat®
einer unteren Dreiecksmatrix darstellt und dann die einfachen Gleichungssysteme Lu = b
und L*x = u 16st. Ist & die mit Rundungsfehlern behaftete Losung, mit dem Algorithmus
errechnet. Dann gilt

(A+E)z=10
mit einer Fehlermatrix E, die der Abschétzung
||E|| = K eps || Al

geniigt. K héngt von der Dimension von A ab, ist aber nicht sehr hoch, und damit ist die
Stabilitéit des Algorithmus ,,Cholesky—Faktorisierung“ bewiesen.

Fiir die meisten grofien nicht-linearen Probleme sind jedoch weder Vorwérts- noch Riick-
wértsanalyse geeignet. Es gibt noch zwei weitere Moglichkeiten, die Rundungsfehler zu kon-
trollieren, die statistische Analyse und die Intervallrechnung.

5.3.2. Statistische Fehleranalyse. Diese Art der Fehlerabschéitzung beruht auf ei-
nem héufig verwendeten Trick in der Numerischen Mathematik: Wenn ein Problem zu grof3
wird, um es rigoros zu behandeln, dann verwende statistische Methoden, um einiges an
Komplexitiat aus dem Problem zu nehmen. Man erhélt bei diesen Methoden allerdings nur
Wahrscheinlichkeitsaussagen iiber die Grofle der Rundungsfehler; auf exakte Ergebnisse und
Abschétzungen mufl man dabei verzichten. Die relativen Rundungsfehler bei den elementa-
ren Operationen werden als Zufallsvariable angesehen. Dadurch werden auch die Resultate
des Algorithmus und die Zwischenschritte zu Zufallsvariablen. Man trifft dabei meist die
folgenden vereinfachenden Annahmen:

e Die relativen Rundungsfehler bei den elementaren Operationen sind auf dem Inter-
vall [— eps, eps] gleichverteilt und voneinander unabhdingig.

e Bei der Berechnung der Varianzen werden nur die Terme niedrigster Ordnung in eps
beriicksichtigt.

e Alle Varianzen bleiben stets so klein, dafl in erster Naherung bei allen Berechnungen
fiir arithmetische Operationen o gilt:

E(zoy) = E(x)o E(y).
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Dann verwendet man die Rechenregeln fiir Erwartungswerte und Varianzen, um alle diese
Rundungsfehler miteinander zu kombinieren und zu einem Erwartungswert fiir den gesamten
Rundungsfehler zu kommen und zu einer Varianz. Diese Rechnungen kénnen im Verlauf des
Algorithmus neben der wirklichen Berechnung mitgemacht werden und liefern am Fnde
eine Wahrscheinlichkeitsaussage iiber den Gesamtfehler. Eine genauere Abhandlung dieses
Themas kann man in [Stoer 1994a, pp. 32-35| finden. Anhand eines Beispieles kann man
die Grundideen jedoch erlautern:

Beispiel 5.3.1. Wieder sei das Problem, a®> — b zu berechnen, unser Beispielfall. Wir
wdihlen dazu Algorithmus 1. Es gilt E(a) = a, E(b) = b, 02 = o} = 0. Weiters haben wir
unter den obigen Annahmen

E(g;) =0, o2 = %eps=:eps
m=d(l+e), E(mp)=d, 07271 = a'eps’
m=P(1+e), Em) =V, o), =0b"es

y=(m—m)(1+es), E(y)=E(m —m)E(l+es)=a>—b"
Fiir o} berechnen wir
ol =ao> J%+E3 +E(n —10)°0tye, + E(L+e3)°0,, ), =

Yy 771 72 72
= (07, +02,)8ps" + (a® — b*)*eps” + 1(07, + 07,) =

(o
= (a* + b4)eps + ((a® = b*)* + a* + b')eps® =
= ((a® = b*)? + a* + b*)eps,

wobei wir hier bei = Terme der Ordnung 4 in eps gegentiber Termen der Ordnung zwei
vernachldssigt haben.

Fiir das Zahlenbeispiel a = 0.3237 und b = 0.3134 und eps = 5 - 10~* berechnen wir
die Streuung o, = 0.144eps = 0.415 - 10~*. Das ist in der Grifenordnung des wahren
Fehlers Ay = 0.1787-10~%. Die Fehlerschranke, die von der Vorwdrtsanalyse in Beispiel 5.2.7
berechnet wird, beliuft sich dagegen auf 0.10478 - 1073,

5.3.3. Intervallrechnung. Eine weitere sehr wichtige Methode zur Verfolgung von
Rundungsfehlern ist die Intervallrechnung. Sie ist eine Art automatisches rigoroses Feh-
leranalyseverfahren, das auch als essentielles Werkzeug fiir computerunterstiitztes Beweisen
dient.

Bei diesem Verfahren werden alle Zahlen und Ergebnisse durch Intervalle représentiert.
7.B. kann man jede reelle Zahl z aus den Eingangsdaten anstatt sie zu runden durch das
Intervall [z] := [z, Z] darstellen, wobei z die abgerundete und Zz die aufgerundete Gleitkom-
mazahl sind. Allgemeiner kann man jede Zahl z, die mit einem Fehler der maximalen Grofie
r behaftet ist, durch das Intervall [x] = [z — r, 2 + 7] darstellen. Im gesamten Algorithmus
verwendet man dann anstelle von Gleitkommaarithmetik Intervallarithmetik, die wir unten
kurz beleuchten werden.

Im folgenden seien mid([z]) = 3(z + T) und rad([z]) = $(Z — z) der Mittelpunkt bzw.
der Radius von [z].

Die Grundziige der Intervallrechnung basieren auf folgenden Rechengesetzen:

e Seien [a] und [b] zwei Intervalle, und sei o eine arithmetische Operation. Dann ist
[a] o [b] definiert als das kleinste Intervall [¢], fiir das gilt

[c] 2 {aobla€[a],be [0]}.
Z.B. gilt [1,2] + [2,4] = [3,6] oder [~1,2]  [-7,4] = [-14, 8].
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e Sei [a] ein Intervall und sei f eine elementare Funktion. Dann ist f([a]) definiert als
das kleinste Intervall [c], fiir das gilt

[c] 2 {f(a)la € [a]}.
Z.B. ist [—3,4]* = [0, 16].
Man beachte, dafl bekannte Rechenregeln fiir reelle Zahlen sich nicht einfach auf Intervalle
iibertragen lassen. So finden wir etwa in

[z] = [z] # 0,
[a]([b] + [c]) # [a][b] + [a]c]
die Verletzung einfacher elementarer Rechengesetze.
Wird Intervallarithmetik auf einem Computer implementiert, so muf eine geeignete Run-
dungsmethode zusétzlich definiert werden, die optimale Intervallrundung oder Aufenrun-

dung. Die elementaren Computeroperationen fiir Intervalle sind dabei so definiert, daf§ sie
mit den elementaren Intervalloperationen vertriglich sind:

e Seien [a] und [b] zwei Intervalle und sei o eine arithmetische Operation. Dann ist
[a] o [b] definiert als das kleinste durch Maschinenzahlen begrenzte Intervall [¢], fiir
das gilt

[c] 2 {aobla € [a],b € [b]}.
Z.B. ist [—0.34561,2.5674] + [—1.1225,0.45683] = [—1.4682,3.0243] bei Rechnung
auf fiinf signifikante Stellen.

e Sei [a] ein Intervall und sei f eine elementare Funktion. Dann ist f([a]) definiert als
das kleinste durch Maschinenzahlen begrenzte Intervall [¢], fiir das gilt

[c] 2 {/(a)la € [al}.
Z.B. ist sin([0.24657, 1.8683]) = [0.24407, 1], wiederum bei Rechnung auf fiinf Stel-
len.

Um Funktionen auszuwerten, die komplexere Ausdriicke haben, mufl man daher noch
ein wenig mehr an Beobachtung leisten. Hat man etwa zwei verschiedene arithmetische Aus-
driicke @, ®,, die dieselbe Funktion ¢ in elementaren Operationen ausdriicken, so wird im
allgemeinen die Intervallauswertung von ®; ein anderes Ergebnis liefern als die Auswertung
von ®,. In jedem Fall stimmen jedoch die folgenden Aussagen:

e Gilt [x] C [2], so gilt die Inklusionsisotonizitét
P;([2]) € 04([2]).
e Weiters gilt die WertebereichseinschlieSung

{o(@)lz € [2]} © Pi([2]).

e Die naive Intervallauswertung mit Hilfe der Zerlegung in elementare Funktionen
liefert EinschlieBungen, deren Giite linear von der Grofie der Ausgangsintervalle
abhéangt. Es gilt

rad @;([z]) = O(rad([x])),
wenn alle in ®; auftretenden elementaren Operationen nur iiber Intervallen ausge-
wertet werden, auf denen sie differenzierbar sind.

Es ist jedoch in hochstem Mafle schwierig, vorherzusagen welcher von vielen dquivalenten
Ausdriicken fiir eine gegebene Funktion ¢ die genaueste EinschlieBung fiir ¢([x]) produziert.

Unter Verwendung von Intervallrechnung kann man in jedem Fall eine exakte Einschlie-
Bung des Resultats erhalten. Andererseits erhélt man bei unkritischer Anwendung meist viel
zu schlechte Fehlerschranken. Man kann bei der Anpassung der Algorithmen nicht einfach al-
le Zahlen durch Intervalle und alle arithmetischen Operationen und elementaren Funktionen
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durch ihre Intervallanaloga ersetzen. Um verniinftig funktionierenden Intervallalgorithmen
zu entwickeln ist einige zusétzliche Arbeit zu investieren. Dies geht jedoch iiber den Rahmen
dieser Vorlesung hinaus. Weiterfithrende Informationen kann man z.B. in [Neumaier 1990]
und [Hansen 1992] finden. Einige wesentliche zusétzliche Informationen sind auch im Ka-
pitel 18 iiber globale Optimierung in Teil 2 zu finden.

Zusammenfassend kann man als Faustregel jedoch angeben, dafl man die Aufschaukelung
der Rundungsfehler am besten durch Beachtung einiger einfacher Regeln reduzieren kann:
Man vermeide moglichst

e Subtraktion von fast gleich groflen Zahlen, da durch Ausléschung die relativen Fehler
verstéarkt werden.

e Division durch sehr kleine Zahlen, da absolute Fehler verstarkt werden.

e Multiplikation mit sehr groflen Zahlen, da auch hier absolute Fehler verstarkt wer-
den.

5.4. Validierung numerischer Rechnungen. Grundsétzlich sind numerische Berech-
nungen aller Art mit Unsicherheiten allen méglichen Ursprungs behaftet, und es besteht im
allgemeinen keine Moglichkeit, sich Gewiflheit zu verschaffen, ob die Ergebnisse der Rech-
nung den gestellten Genauigkeitsanforderungen entsprechen. Es ist jedoch die Pflicht des
Numerischen Mathematikers, die Unsicherheiten zu minimieren.

Eine der Methoden, dieses Ziel zu erreichen, ist gewissenhafte Rechenfehleranalyse durch-
zufithren. Es gibt jedoch noch Fehlerquellen, an die man meist zu denken vergifit und einige
Methoden, zusétzliche Information zu gewinnen, um die Unsicherheit zu reduzieren.

Modellvalidierung: Modelle (siehe Kapitel 2) versucht man dadurch zu validieren,
dal man die Rechenergebnisse den zu modellierenden Phdnomenen gegeniiberstellt.
Dazu sollte man, wenn moglich, die gesuchten Gréflen in geplanten Experimen-
ten empirisch ermitteln. Dabei sollte der Giiltigkeitsbereich des Modells iiberpriift
(manchmal auch bestimmt) werden und festgestellt werden, fiir welche Datenkon-
stellationen sich das Modell stabil und fiir welche es sich instabil verhalt.

Aus diesen Untersuchungen kann man Informationen erhalten, die von der Form
sind: ,Ist das Modell zu grob?“ ,Wenn ja, in welchen Bereichen mufi das Modell
verfeinert werden?*“ | Werden die tatsdchlichen Phénomene mit der benotigten Ge-
nauigkeit wiedergegeben?*

Sensitivititsanalyse: Darunter versteht man Untersuchungen, die dazu dienen her-
auszufinden, wie stark das Ergebnis der Rechnung von kleinen Verdinderungen des
Modells, der Eingabedaten oder der Steuerparameter des verwendeten Algorithmus
abhéngt. Sie wird durchgefiihrt, indem man z.B. mehrere Durchldufe der Berechnung
ausfiihrt, jedoch die Eingabedaten zuféllig leichten Stérungen unterwirft und dann
die Abweichungen im berechneten Resultat bestimmt. Bei einem Modell, das nach
einem Vorgang modelliert wurde, der experimentell untersucht werden kann, sollte
man die Storung der Eingabeparameter entsprechend den tatséchlichen Verhéltnis-
sen wahlen. Dann kann man die Streuung in den Rechenergebnissen mit der der
experimentell bestimmten Ergebnisse vergleichen.

Ahnlich verhilt es sich mit den Verdnderung der Algorithmenparameter. Die
Abhéngigkeit der Ergebnisse von diesen Parametern sollte untersucht werden. Ist
die Verdnderung sehr grofl; obwohl der Parameter nur schwach veréndert worden
ist, so deutet das darauf hin, dafl der Algorithmus mit der Berechnung Probleme
hat und fiir die Problemlésung moglicherweise ungeeignet ist.

Softwarefehler: Fin Softwarefehler liegt immer dann vor, wenn das Programm et-
was anderes produziert als der Benutzer erwartet. Ein grofles Problem jeder Arbeit
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mit Computern, also auch bei der Durchfiihrung numerischer Berechnungen, ist das
Auftreten solcher Softwarefehler (bugs). Es gibt kaum eine Moglichkeit, ein Pro-
gramm herzustellen, das nicht an irgendeiner Stelle fehlerhaft arbeitet. Die Anzahl
der Fehler auf ein ertriagliches Mindestmafl zu reduzieren, ist die Aufgabe des Te-
stens.

Dabei wird die Software anhand moglichst vieler Eingaben, deren Ergebnis be-
kannt ist, iiberpriift. Alle auftretenden Fehler werden mit speziellen Fehlersuchpro-
grammen (debugger) genauer untersucht und entfernt. Man sollte zum Testen das
Programm in kleine einfach zu iiberblickende Teile (Module) zerlegen und diese
Teile einzeln testen. Dadurch kann man die Anzahl der iibersehenen Fehler meist
minimieren.

Eine eingehende Untersuchung von Programmen und deren Bugs hat ergeben,
dafl die Anzahl der Fehler iiberlinear von der Lénge der Programme und sehr stark
von der Ubersichtlichkeit und Komplexitét der Programmausdriicke abhéngt. Um
die Anzahl der Fehler zu minimieren, sollte also ,, Wurstcode“ (sehr lange Funktio-
nen) vermieden werden. Die Programme sollten in kleine unabhéngige, moglichst
wiederverwendbare Teile zerlegt werden, diese sollten gut kommentiert und iiber-
sichtlich gestaltet werden. Schliellich sollte iibergrofle Komplexitit von Ausdriicken
vermieden und statt dessen mit Zwischenergebnissen gearbeitet werden.



KAPITEL 2

Modellierung I

In diesem Kapitel behandeln wir Theorie und Praxis des Modellierens beginnend mit ein
wenig Theorie gefolgt von vielen Beispielen, die auch aufzeigen sollen, in welchen Gebieten
mathematische Modellierung eingesetzt wird und welche mathematischen Probleme dabei
auftreten.

1. Modelle

Der Begriff Modell hat im Sprachgebrauch viele Bedeutungen. Daher wollen wir hier eine
(etwas saloppe) Definition geben ([Oren 1979]). Uber diese kann man zwar streiten, aber
wenigstens erlautert sie den Begriff so weit, dafl wenig Raum fiir Misverstandnisse bleibt.

Definition 1.0.1. Ein Modell ist ein kiinstlich geschaffenes Objekt, das wesentliche
Merkmale, Beziehungen (Struktur) und Funktionen eines zu untersuchenden Objekts (Ori-
ginal) in vereinfachter Form wiedergibt, nachbildet und damit den Prozef$ der Informations-
gewinnung tber dieses Objekt erleichtert.

Die Person, die das Modell entwickelt oder verwendet, wird mit Modellierer bezeichnet.

In den meisten Fillen ist das Modell ein formalisiertes Abbild des Originals. Ein ma-
thematisches Modell verwendet mathematische Ausdriicke, um die relevanten Eigenschaften
eines Modells zu beschreiben. Andere Modellformen sind Simulationsmodelle (sie verwen-
den Computerprogramme, um das Original abzubilden), graphische Modelle (Balkendia-
gramm),. . .

1.1. Original und Modell. Die Beziehungen zwischen Original und Modell bestehen
als Analogien. Die Vorteile des Modelles resultieren im allgemeinen aus den beim Modellie-
rungsvorgang getroffenen Vereinfachungen. Es ist eine Reduktion (Abstraktion) des Originals.
Dabei richtet sich die Auswahl der abzubildenden Merkmale nach dem Zweck, dem das Mo-
dell dienen soll. Doch ein Modell hat nicht unbedingt nur weniger Eigenschaften als das
Original. Meist besitzt das Modell auch Eigenschaften, die keine Entsprechung beim Origi-
nal haben. (Wenn man z.B. bei der Modellierung der Stromungen im Inneren eines Sternes
den Stern in erster Néaherung als kugelférmig annimmt, dann hat das Modell des Sternes
einige Symmetrien, die der modellierte Stern nicht besitzt.)

Aus diesen Bemerkungen folgt, daf§ es fiir ein Original nicht nur ein einziges Modell gibt.
Jedes dieser Modelle erfafit immer nur Teilaspekte des Originals, und damit ist es fiir die Un-
tersuchung und Beschreibung der einzelnen zu beschreibenden Teile des Originals mehr oder
weniger gut geeignet. Der Modellierer muf sich aus diesem Grund immer iiberlegen, welche
Teilaspekte gut und welche schlecht beschrieben werden, d.h. er mufl den Griltigkeitsbereich
des Modelles angeben.

Beispiel 1.1.1. Es gibt mehrere verschiedene Moglichkeiten, die Bewegung eines Kdrpers
im physikalischen Umfeld zu beschreiben. Mit zunehmender Komplexitit des Modells wird
der Ghiltigkeitsbereich immer gréoffer. Wir werden im folgenden nur wenige Teilaspekte der
physikalischen Situation beleuchten.

39
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Newtonsche Mechanik: Sie beschreibt die Bewegung von Massenkdrpern, wenn die
Geschwindigkeiten klein gegentiber der Lichtgeschwindigkeit und die Massen klein
gegeniiber der Sonnenmasse, aber grofS gegeniiber der Protonenmasse bleiben.

Spezielle Relativitiatstheorie: Dieses Modell beschreibt die Bewegung von Kdérpern
auch fiir hohe Geschwindigkeiten. Die anderen Einschrdankungen bleiben bestehen.

Allgemeine Relativitidtstheorie: Wenn zusdtzlich noch groffe Massen beschrieben
werden sollen, dann muf$ man diese Theorie verwenden, auch wenn die Komplexitdit
bereits sehr grofs ist.

Quantenmechanik: Wenn die beteiligten Massen sehr klein sind, bzw. die Anzahl der
beteiligten Teilchen sehr gering ist, mufs man Quanteneffekte beachten. Dazu dient
das Quantenmechanische Modell. Die Quantenmechanik kommt in zwei Komple-
xitdtsstufen. Die Schrédingergleichung beschreibt kleine Massen mit niedrigen Ge-
schwindigkeiten. Sollen relativistische Effekte beriicksichtigt werden (mit Ausnahme
der Gravitation), mufs man kompliziertere Strukturen untersuchen, wie etwa das
Standardmodell, das auch die spezielle Relativitdtstheorie enthdlt.

was nicht modelliert ist: Sollen jedoch Situationen beschrieben werden, in denen
sich Elementarteilchen mit hohen Geschwindigkeiten in der Nihe groffer Massen mit
kleiner Ausdehnung bewegen, dann miifste man eine Theorie verwenden, die sowohl
allgemein relativistische als auch quantenmechanische Effekte beschreibt. Es gibt
jedoch trotz grofien Bemiihens der theoretischen Physiker bis dato kein konsistentes
Modell (Stichwort: GUT — grand unified theory), das diese Situation abdeckt.

Wozu benétigt man nun Modelle? Modelle konnen mehreren Zielen dienen. Ein Zweck
ist die Erkenntnisgewinnung. Das Original wird durch das Modell ersetzt mit dem Ziel, iiber
Teilaspekte des Modells neue Erkenntnisse zu gewinnen. Ein anderer moglicher Nutzen ist
die Erkenntnisvermittlung. Dabei dient das Modell dazu, eine kommunikative oder didakti-
sche Funktion zu iibernehmen, um Uninformierten bekannte Beziehungen n&herzubringen.
Ein graphisches Modell (Diagramm) dient zum Beispiel diesem Zweck. Manchmal werden
Modelle sogar dazu verwendet, zeitweilig die Funktion originaler Systeme zu iibernehmen.
Der ,,Autopilot”, ein Computer—Echtzeitsystem mit speziellen Programmen, iibernimmt —
auf der Basis von Modellen fiir Aerodynamik, Triebwerksverhalten,...— die Steuerung eines
Flugzeugs nach vorgegebenen Parametern.

Nach der Untersuchung des Modells iibertrégt der Modellierer schliefSlich die gewonnenen
Erkenntnisse im Analogieschlufl auf das Original. D.h. der Modellierer entnimmt dem Modell
Informationen, um sich dem Original gegeniiber angemessen verhalten zu konnen. Empirische
Experimente am Original konnen dadurch allerdings nicht ersetzt werden. Alle gewonnenen
Informationen miissen immer auf ihre Relevanz im Originalbereich getestet werden.

Beispiel 1.1.2. Die verschiedenen graphisch-mathematischen Verfahren der medizini-
schen Datenverarbeitung (Computer—Tomographie, Sonographie,. . . ) liefern Modelle von Tei-
len des menschlichen Kdrpers. Diese Modelle sind als Diagnosehilfsmittel in der modernen
Medizin zwar nicht mehr wegzudenken, doch diese Modelle enthalten immer nur bruchstiick-
hafte Information tiber den Kéorper und daher miissen sie durch andere diagnostische Mafs-
nahmen unterstitzt werden. (Es gibt zum Beispiel Fdille, wo man in einem Computer—
Tomogramm einen Gehirnschlag nicht von einem Tumor unterscheiden kann.)

1.2. Modellierung in der Praxis. Um ein praxistaugliches Modell zu erstellen, muf3
man {iblicherweise mehrere Durchldufe des in Abbildung 2.1 dargestellten Kreisprozesses
absolvieren. Dieser Prozel beginnt und endet beim oben dargestellten Gesprich mit dem
Anwender. Die einzelnen Eintrége in diesem Kreisprozefl sind nicht ganz konsistent in der
Literatur, doch das Prinzip ist immer dasselbe: Meist ist es mit einem Modell und der Be-
rechnung eines Ergebnisses nicht getan. Im Normalfall ist Modellierung ein sehr aufwendiger
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Vorgang, der viele Gespréche, Tests und Berechnungen umfafit. Der kleine Punkt ,,Modellie-
rung” im Kreisprozefl zerféllt selbst wieder in eine ganze Reihe wichtiger Unterpunkte, wie
im Abschnitt 1.3 beschrieben.

Gespréach mit
dem Anwender

Interpretation Modelli

der Resultate odetlierung

Berechnung der Entwicklung eines
Ergebnisse Ldsungsalgorithmus

Implementation

ABBILDUNG 2.1. Modellierungskreislauf

1.3. Modellbildung. Um ein Modellabbild eines Originals zu erschaffen, durchlauft
der Modellierer in mehr oder weniger ausgepréigter Form eine Reihe von Schritten:

Problemspezifikation: Der erste Schritt bei der Modellbildung dient zur Bestim-
mung von Ziel und Zweck der Untersuchung, die Eingrenzung des Problemes und
die Festlegung der erforderlichen Genauigkeit, gegebenenfalls auch der maximal auf-
wendbaren Rechenzeit.

Konzept: Beim Erstellen des Konzeptes wird die zuvor ungegliederte Struktur des
Originals begrifflich zerlegt und gegliedert. Wesentliche und unwesentliche Eigen-
schaften werden herausgearbeitet.

Entwurf: In diesem Abschnitt des Modellierungsprozesses wird der Modelltyp aus-
gewahlt. Dabei sind sowohl methodologische Prinzipien als auch Kosten—Nutzen—
Uberlegungen maBgebend. Die beiden wichtigsten Kriterien sind jedoch Adéquatheit
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und Einfachheit. Das bedeutet, daf§ das Modell die richtige qualitative Beschreibung
des Originals, wie sie zur Losung des gestellten Problems erforderlich ist, ermogli-
chen muf3. Dariiberhinaus muf§ es die richtige quantitative Beschreibung hinsichtlich
des in der Spezifikation festgelegten Genauigkeitsgrades erlauben (Adéquatheit).
Unter Einfachheit ist zu verstehen, dafl ,,bei zwei sonst gleichwertigen Modellen je-
nes vorzuziehen ist, das mit weniger Annahmen und geringeren Mitteln auskommt*
(Minimalitatsprinzip — bereits vor vielen Jahrhunderten von William Occam for-
muliert, in der englischen Literatur auch Occam’s razor genannt).

Festlegung der Parameterwerte: Bei der Auswahl des Modelltyps miissen auch
Anzahl und geeignete Werte der Modellparameter festgelegt werden. Wesentlich ist
dabei, die Anzahl dieser Parameter moglichst gering zu halten, besonders wenn die
Parameter aus vorhandenen Daten bestimmt werden miissen (siche Kapitel 8), da
sonst die Gefahr besteht, dal Datenfehler mitinterpoliert werden.

Beispiel 1.3.1. Am relativ einfachen Problem der Beschreibung der Schwingungsdauer T’
eines Pendels kann man die verschiedenen Schritte der Modellbildung und die verschiedenen
Fehlerarten gut erkliren. (siehe auch [Uberhuber 1995a, 2,p.13]).

Die experimentelle Bestimmung der Schwingungsdauer eines um eine feste Achse dreh-
baren Pendels lafit sich leicht bewerkstelligen (in den meisten Physikpraktika ist solch ein
Ezperiment vorhanden). Die Umkehrung dieser Fragestellung auf der anderen Seite, die
Bestimmung der Pendelldnge | zu einer vorgegebenen Schwingungsdauer ist experimentell
aufSerst aufwendig. Aus diesem Grund ist es giinstiger, zusdtzlich zu den Untersuchungen an
realen Pendeln ein mathematisches Modell zu erstellen, mit dem man die Abhdngigkeit der
Schwingungsdauer von den relevanten Einflufigrofien bestimmen kann.

Problemspezifikation: Zuerst muf der Begriff Schwingungsdauer spezifiziert werden:
Unter Schwingungsdauer wird jene Zeit verstanden, die vom Loslassen des Pendels bis zum
erstmaligen Erreichen der Mazimalauslenkung auf der Seite der Ausgangslage verstreicht.
Als Genauigkeitsanforderung wird z.B.

|Termittelt - Ttats&chlich| <é€

verlangt, wobei etwa € so gewdhlt werden kinnte, daf$ es in der Gegend der Mefigenauigkeit
liegt.

Konzept: Die Strukturanalyse eines Pendels liefert die folgenden Teile mit den rele-
vanten physikalischen Grofien: Pendelkorper (Masse, Ausdehnung, Luftwiderstand), Pende-
laufhingung = Stange oder Seil (Masse, Linge), Lager (Reibung), Gravitation (Fallbeschleu-
nigung). Andere Grofien kénnen bei (fast) allen Problemen vernachlissigt werden (die Masse
des Lagers, die Ausdehnung der Pendelaufhingung, die Luftbewegungen im Raum,. .. ).

Entwurf: Bei der Auswahl des Modelltyps kann man noch zusdtzliche Vereinfachungen
treffen:

Das mathematische Pendel: Im einfachsten Fall, der aber schon ausreicht, um die
wesentlichen FEigenschaften der Pendelschwingung zu beschreiben, werden folgende
zusdtzliche vereinfachende Annahmen (Idealisierungen) getroffen:

e Die Schwingung verliuft ungedampft: Es wird angenommen, daf$ keine Rei-
bungskrifte (Luftwiderstand, Lagerreibung) auftreten.
e Die Aufhingung ist masselos, und der Pendelkorper hat keine Ausdehnung (d.h.
die Masse ist in einem Punkt konzentriert).
Die Bewegungsgleichung des mathematischen Pendels ist eine gewdhnliche Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung

@' (t) = —w?sin(p(t)), mit ©(0) = @0, ¢'(0) =0, (15)
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Fa
ABBILDUNG 2.2. Pendel

wobei w? = g/l und g = 9.80665ms~? die Fallbeschleunigung bezeichnet. | ist
die Pendellinge und @y die Auslenkung des Pendels zum Zeitpunkt t = 0 (beim
Auslassen).

Linearisierung: Nachdem nicht-lineare Differentialgleichungen schwierig zu behan-
deln sind, trifft man oft noch die zusétzliche Annahme, daf nur kleine Auslenkun-
gen ¢ von Bedeutung sind, d.h. ¢ bleibt so nahe bei 0, dafi ¢ = sin(yp) gilt. Man
kann dann die Differentialgleichung durch ihre Linearisierung ersetzen:

" (t) = —wp(t). (16)

Der Vorteil dieser Beschreibung ist, daf$ die Gleichung explizit geldst werden kann:

©(t) = g coswt.

Die Liosung des nicht-linearen Problems ist dagegen nicht elementar darstellbar (aus-
genommen mit den Jacobischen Elliptischen Funktionen, die aber im allgemeinen
nicht zu den elementaren Funktionen gezihlt werden).

Physikalisches Pendel: Im Gegensatz zum mathematischen Pendel wird beim phy-
sikalischen Pendel nicht vorausgesetzt, dafS die Aufhdangung masselos ist. Auch auf
die Unterdriickung der Ausdehnung des Pendelkorpers wird verzichtet. Um ein ma-
thematisches Modell fiir diesen Fall zu bilden, mufs man das Tragheitsmoment der
Stange und des Pendelkérpers in Betracht ziehen. Man kann zeigen, daf sich ein
physikalisches Pendel, wenn man die Pendelaufhdngung und den Pendelkérper idea-
lisierend als starr annimmt, durch dieselbe Gleichung wie das mathematische Pendel
beschreiben lifit. Man kann alle auftretenden Grofle in die Pendellinge einrechnen.
Diese reduzierte Pendellange [* errechnet sich zu

r=—,
ma
wo a den Abstand des Schwerpunktes des Pendels zum Lager, J das Massentrdagheits-
moment bezogen auf den Lagerpunkt und m die Masse des Pendels bezeichnen.
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Komplexere Modelle: Wenn man auch die Reibungskrdfte nicht vernachldssigen
will, so fiihrt die Modellierung dieser Krifte zu einem weiteren Term in der Bewe-
gungsgleichung des Pendels:

" (t) = —w’sin(p(t)) + R(¢' (1)),

mit einer reellwertigen Funktion R, die bei realistischer Modellierung meist nicht-
linear ist. Will man auch noch auf die Starrheit von Aufhingung und Pendelkdrper
verzichten, so verldfit man bei der Modellierung das Gebiet der gewohnlichen Dif-
ferentialgleichungen und mufS auf eine Formulierung mait nicht-linearen partiellen
Differentialgleichungen ausweichen. Diese Modelle sind jedoch bereits so aufwendig,
dafl nur eine sehr spezialisierte Anwendung den Aufwand rechtfertigt (sonst Verstof
gegen das Einfachheitsprinzip).

Berechnung der Schwingungsdauer: Am einfachsten lifit sich T fir das Lineare

Modell berechnen. Die Schwingungsdauer berechnet sich aus der Kreisfrequenz w als

[
TL =27 —,
g

wie man aus der expliziten Losung der Differentialgleichung leicht erkennen kann. Das ndichst
einfachere Modell, das mathematische Pendel, wirft schon viel grofiere Probleme bei der
Berechnung der Schwingungsdauer auf. Das folgende (nicht elementar losbare) Integral —
ein vollstandiges elliptisches Integral erster Gattung) — drickt in diesem Fall die Schwin-
gungsdauer aus:

Ty = éE(sin(%))

w
w/2 1
E(y) = / e ——
0o +/1—y?sin’t
Dieses Integral kann man auf numerischem Weg z.B. durch die Methode von Gauf oder
durch eine Doppelfolge (eine Intervallschachtelung) bestimmen:

ag :=+/1—y> by:=1
0 an + by
Apy1 = anbn bn+1 = .

2
Die Folgen a, und b, sind monoton steigend bzw. fallend und konvergieren gegen einen
gemeinsamen Grenzwert c,. Der Wert des elliptischen Integrals ist dann E(y) = ﬁ
Die Schwingungsdauer fiir die komplizierteren Modelle zu bestimmen ist meist schuieriger
und abhdngig von der genauen Modellierung, und daher hier nicht durchgefiihrt.
FEin Zahlenbeispiel fir ¢ = 0.07679448 (= 4.4°) und | = 0.85m zeigt zum Abschluf§ noch

die Unterschiede zwischen den beiden einfachsten Modellen:
Ty =~ 1.850500016s, T ~ 1.849817967s.

Die Differenz ist [Ty — Tr| = —6.82 - 10~*s. Fulls als Genauigkeit also eine Millisekunde
ausreicht, geniigt es das lineare Modell zu verwenden, wenn der Finfluf$ der anderen nicht
modellierten Einfliisse ebenfalls unter dem geforderten Genawigkeitsniveau von ¢ = 1073s
bleibt.

Fiir ¢ = /4 bleibt bei gleicher Pendellinge die Schwingungsdauer nach dem linearen
Modell gleich; fiir das nicht-lineare Modell ergibt sich jedoch Th; ~ 2.18415248s. In diesem
Fall ist das lineare Modell unakzeptabel selbst bei geringsten Genauigkeitsanforderungen. Das
ist aber auch klar, da die Modellierungsanforderung ,geringe Auslenkung® nicht erfillt ist
— der Gliltigkeitsbereich des linearen Modells wurde also verlassen.
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1.4. Testen und Validierung. Jedes Modell muf, bevor es fiir die ihm zugedachten
Aufgaben eingesetzt wird, auf Validitat (Giiltigkeit) getestet werden. Nachdem die Giiltigkeit
von Modellen im allgemeinen nicht bewiesen werden kann, gibt es nur die Moglichkeit, sie zu
widerlegen (zu falsifizieren). Die Verifikation von Modellen kann nur indirekt erfolgen. Man
zeigt also entweder, dafi eine Falsifikation nicht mdéglich ist (sehr selten) oder dafl sie trotz
intensiver Bemiihung nicht gelingt.

Die folgenden Fragen miissen dabei untersucht werden: Stimmt das Modellverhalten mit
dem Verhalten des Originals hinreichend genau {iberein? Ist die Modellstruktur zu hoch ag-
gregiert (zu grob) und muf sie daher weiter detailliert werden? Ist die Modellstruktur zu
komplex (und daher zu fein) und kann sie vergrobert werden ohne die Genauigkeitsanfor-
derungen zu verfehlen? Wo liegen die Grenzen des Modells und wie verhilt es sich in den
Grenzbereichen?

Folgende Methoden werden zur Modellverifikation eingesetzt:

Indirekte Verifikation: Wie schon oben erwédhnt, wird versucht mittels intensiven
Modelltestens das Modell zu falsifizieren. Ist das nicht erfolgreich, so sagt man das
Modell sei indirekt verifiziert.

Statistische Verifikation: In diesem Fall wird mit statistischen Methoden unter-
sucht, wie zuféllig die nicht vom Modell abgedeckten Datenanteile sind.

Sensitivitatsanalyse: Mit dieser Methode wird untersucht, wie empfindlich das Mo-
dell auf Parameter- oder Strukturverdnderungen reagiert.

Sind diese Methoden gewissenhaft durchgefithrt und positiv abgeschlossen, so spricht
man von einem wvalidierten Modell wohlwissend, dafl es lediglich nicht gelungen ist, es zu
falsifizieren.

1.5. Algorithmus, Implementation, Berechnung. Nach Beendigung der Modellie-
rung miissen Informationen aus dem Modell gewonnen werden. Im Fall der mathemati-
schen Modellierung miissen die Endergebnisse aus den Eingabedaten berechnet werden. Hier
kommt die numerische Mathematik ins Spiel.

Zuerst muf ein Berechnungsalgorithmus ausgewahlt, 6fter neu erfunden, werden. Dieser
sollte numerisch stabil sein oder zumindest die Mo6glichkeit bieten, brauchbare Fehlerkon-
trolle und -analyse zu betreiben. Nach einer Test- und Beweisphase, die vor allem die theore-
tischen Aspekte des Algorithmus beleuchtet, wird meist eine abgespeckte Version (Prototyp)
erstellt, die nur eine eingeschrinkte Menge von Ein- und Ausgabedaten behandelt, aber die
prinzipielle Funktionstiichtigkeit zeigt.

Der Prototyp und danach der vollstéandige Algorithmus werden am Computer implemen-
tiert, und nach einer Testphase, bei der anhand vorhandener Testdaten (oft vom Prototypen
erzeugt) Softwarefehler gesucht und ausgebessert werden, werden Ergebnisse berechnet.

1.6. Interpretation. Ein Schritt dessen Wichtigkeit oft unterschétzt wird ist die In-
terpretation der Ergebnisse. Wird dieser Schritt vernachléssigt, erhélt der Anwender einen
,Zahlenfriedhof* mit dem er meist nichts anfangen kann. Es ist im allgemeinen so, dafl In-
formationen, die dem Modellierer ausreichen, die Ergebnisse zu iiberblicken, dem Anwender
nichts sagen. Um zu vermeiden, dafl der Anwender die Ergebnisse ignoriert und zu dem
Schlufl kommt, dafl Mathematik nur unniitze Antworten produziert, mufi der Modellierer
selbst noch die Ergebnisse analysieren und fiir den Anwender aufbereiten.

Zu diesem Zweck ist es notwendig, die folgenden Schritte durchzufiihren:

(1) Die Ergebnisse des mathematischen Modells sind aufzutrennen in wesentliche Infor-
mationen und Zusatz- bzw. Fehlerinformation.

(2) Danach sollte man die wesentlichen Resultate wieder in Begriffe des Anwenders
riickiibersetzen und zum Original in Beziehung bringen.
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(3) Gegebenenfalls kann man mit Hilfe graphischer Aufbereitung die Information zusétz-
lich strukturieren.

(4) Die Genauigkeitsinformationen bzw. die Fehlerinformation sollte dann zusammen-
gefaft und mit den Anforderungen verglichen werden. Eventuell konnten dann diese
Ergebnisse dem Anwender als Zusatzinformationen in einem Anhang zur Verfiigung
gestellt werden.

Erst nach diesem Interpretationsschritt kann das Problem wirklich als gelost betrachtet
werden, wenn der Anwender sich mit dem Ergebnis zufrieden zeigt. Ist das nicht der Fall,
mufl mit der Modellierungsarbeit wieder von vorne begonnen werden, und der Kreisablauf
beginnt von vorne.

2. Beispiele

Im Anschlufl werden einige Anwendungsbeispiele vorgestellt, die aus den verschieden-
sten Bereichen stammen, um zu unterstreichen wie wichtig mathematische Modellierung im
wissenschaftlichen und sozialen Umfeld ist. Diese Beispiele fithren ferner auf mathematische
Probleme, die mit den Methoden des ersten Teils bearbeitet werden koénnen und fiir die
Entwicklung eben dieser Methoden Motivierung sein sollen.

2.1. Architektur: Briickenbau, Baustatik, Festigkeitslehre. Werden Briicken, Hauser,
U-Bahn—Stationen oder dhnliche Bauwerke errichtet, so miissen die Architekten und Bauin-
geneure sicher gehen, dafl die errichteten Bauten die ihnen zugedachten Belastungen (plus
einen ausreichenden Sicherheitsspielraum) aushalten. Zu diesem Zweck miissen die Kréfte in
den einzelnen Bauteilen unter den vorgeschriebenen Belastungen bestimmt werden.

Die Baustatik beschéftigt sich mit der Modellierung von Tragkonstruktionen. Die ein-

fachsten Konstruktionen sind die statisch bestimmten Fachwerke. Ein Beispiel fiir ein solches
Fachwerk bietet Abb. 2.3.

—

Ro

Ry

Ty
Fy Fs 1

ABBILDUNG 2.3. Statisch bestimmtes Fachwerk

In diesem Fall sind bei vorgegebenen Belastungen F;, ¢ = 1,...,4 sowohl die Belastungen
sj, 7 = 1,...,8 der einzelnen Stébe als auch die Kréfte, die auf die Aufhdngungen wirken
(Ru, Ro, Ty, To) gesucht.

Um dieses Problem zu l6sen, bespricht man sich mit dem Architekten und kléart mit ihm
ab, dafl
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e alle Belastungen in einem Bereich bleiben sollen, in dem sich die Stébe nicht ver-
biegen.

e alle Stédbe sehr lang sind im Vergleich zu ihrem Durchmesser.

e die Nahtstellen so beschaffen sind, daf§ die ,,Stdbe brechen bevor die Nédhte zerstort
werden ‘.

e die Wand viel stabiler und fester ist als die Stébe.

Aus diesen Tatsachen ergeben sich die folgenden vereinfachenden Annahmen:

(1) Alle Verbindungsstébe werden als ideal gerade und als unendlich diinn angenommen.

(2) Die Wand sei unendlich fest und ideal senkrecht.

(3) Die auftretenden Verfomungskrifte in den Stédben, den Aufhéngungen und den Naht-
stellen werden vernachléssigt.

All dies fithrt zu folgendem Modell, das im wesentlichen auf dem Kréfteparallelogramm
(Abb. 2.4) fuflt, bei dem gilt

sin oy

sin 8

| Fil = | Fes|

ABBILDUNG 2.4. Krifteparallelogramm

Eine weitere wichtige Beobachtung ist, dafl sowohl die Stabkrifte als auch die Authéngungs-
kréifte linear von den einzelnen Belastungen F; abhéngen. Es geniigt also, die Einfliisse der
einzelnen Belastungen getrennt zu analysieren (dabei konnen sie sogar auf 1 gesetzt werden)
und am Ende geeignet gewichtet aufzusummieren. Die Ergebnisse konnen dann in Matrixno-
tation zusammengefafit werden:

S1 Eyy Eqs Ei3 I

52 Eo Eo Eo3 Eyy

: : : : : Fy
ss | — | Es1 Ego  Egz  Egy | . Iy
To Er,v Erye Erys Erpa Iy
Ty Erov Er,e Erys Erpa Iy
Ro Ery1 Ery2 Eryz Erpa
Ry FEro1 Erp2 Eroz Erpa

Was bleibt, ist die Elemente F;; der EinfluBmatrix zu berechnen. Das sei an den Ej; vor-
gefiihrt:

I} zerrt an den beiden Stében s; und sg. Dies fithrt nach dem Kréfteparallelogramm zu den
Stabkréften

sin 60°
_ Y
571 = Snamor ~ 399
in 75.96°
5| = 0 ~ 1.2458,

sin 44.04°
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wobei beide Kréfte s; und sg nach unten weisen. Der Stab sg iibertréigt seine Krifte auf die
Stébe s5 und sg, welche beide von der Wand weg weisen und die Betrége

sin 105°

= ~ 1.
|S5| |88| sin 45° 9063
sin 30°
|86| - ‘SS|Sin45° ~ 0.9868

haben. Die Kraft sg wirkt zusammen mit der Kraft s; auf die vordere obere Naht und verteilt
sich dort auf die Stdbe s3 und s4. Die Stabkraft s3 wirkt nach auflen, wahrend s, nach innen

und unten weist. Zuerst ist jedoch sges nach dem Schema unten zu berechnen.
s3

|8ges] = V/|57]2 4 |56]2 — 2| s7||s6] cos(180° — 30.96°) = 2.7948

a = Arcsin( 56 sin 149.04°) ~ 16.47°

ysgeS|
dann
sin 30.50°
|S4‘ - |Sges|m ~ 09823
sin 104.50°
= | — =~ 1.8737
53] = I3 sin 45°

Ahnliche Rechnungen fithren auf
|s1] & 3.5173, |so| ~ 1.4569,
|Ro| ~ 1.0302, |Ry|~ 3.5173,
To| ~ 1.0302, |Ty|~ 0.

Fiir die EinfluBfaktoren in der Matrix ergibt sich dann z.B.
Elk = :i:|5k|

Aus analogen Rechnungen, die sich iibrigens leicht algorithmisieren lassen, kann man alle
Eintrage der Matrix bestimmen. Bei gegebenen F; wird dann die Grofle der Belastungen ein-
fach durch eine Matrix—Vektor-Multiplikation bestimmt. Einfach ist auch, bei vorgegebener
Festigkeit der Stdbe und Wandanschliisse die maximal zuléssigen Belastungen Fj n.x durch
die Losung eines linearen Gleichungssystemes zu berechnen.

Kompliziertere Konstruktionen sind meist statisch unbestimmt. Um fiir diese statische
Untersuchungen anzustellen, ben6tigt man ein Modell iiber den inneren Aufbau der tra-
genden Elemente. Bei diesen Modellen werden dann Differentialgleichungen verwendet. Die
Behandlung dieser komplexen Modelle geht iiber den Stoff des ersten Vorlesungsteiles hinaus.

2.2. Geographie: Ozeanographie. Eine interessante Frage in der Ozeanographie ist,
inwieweit Meeresbewegungen und Stromungen (z.B. El Nifio) angeregte Eigenschwingungen
des Wassers sind und inwieweit ihre Bewegungen andere Ursachen hat. Zu diesem Zweck mo-
delliert man die Wasserbewegungen mit Hilfe einer partiellen Differentialgleichung auf einem
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komplexen dreidimensionalen Raum (dem Meeresbecken), die man zur Berechnung diskreti-
siert. Die Untersuchungen der Eigenschwingungen fiihrt dann auf ein Eigenwertproblem fiir
eine sehr grofie Matrix. Da allerdings nur die betragsgrofiten Eigenwerte interessant sind,
kann man zur Losung ein Iterationsverfahren (etwa den Lanczos—Algorithmus) verwenden,
wie in Kapitel 10 beschrieben.

2.3. Informatik: Bildkompression. In der modernen Multimedia-dominierten Infor-
matik wird die Kompression von Bildinformaten eine immer wichtiger werdende Aufgabe.
Unabhéngig vom Ursprung ist ein Bild immer darstellbar als m x n Matrix von Vektoren
positiver reeller Zahlen. Der Vektor v;; beschreibt z.B. die Farbe des Punktes in der i—ten
Reihe und j-ten Spalte. Ublicherweise ist v;; € R? und stellt den Rot—, Blau— und Griinanteil
der Farbe dar — es gibt aber auch Darstellungsarten mit vier und mehr Komponenten. Im
Fall von Schwarzweifibildern geniigt auch ein eindimensionaler Vektor.

Zwei mogliche Aufgaben kénnen in diesem Zusammenhang gestellt werden:

e Speichere ein Bild unter Verwendung von méglichst wenig Speicher ab ohne es zu
verfélschen.

e Speichere das Bild unter Verwendung von mdoglichst wenig Speicher ab und verdnde-
re es dabei nur so wenig, dafl ein Mensch ohne genau zu schauen keinen Unterschied
erkennen kann.

Die erste Aufgabe ist ein rein informatisches Problem, das durch verschiedene Kodierungs-
verfahren (z.B. GIF) gelost werden kann. Die zweite Aufgabe hingegen bietet genug Raum
fiir mathematische Methoden (JPEG, FIF).

Auch interessant ist die Kompression von Musik oder Videos. Auch in diesen Bereichen
werden mathematische Methoden (vor allem der Signalverarbeitung) eingesetzt (auch Fou-
riertransformation — FFT, wie in Kapitel 5, Abschnitt 3 beschrieben). Die momentan meist
verwendeten Kompressionsverfahren heiflen MP3 fiir Musik und MPEG bzw. AVI fiir Video.

2.4. Informatik: Schrift—, Bild— und Spracherkennung. Fin wichtiger Forschungs-
bereich in der Informatik ist die Verbesserung der Mensch—Maschine—Schnittstelle. Beson-
ders die fiir viele Menschen unituitive Eingabe mit Tastatur und Maus soll durch natiirliche
Kommunikation ersetzt werden. (Hand)schrifterkennung und die Verarbeitung natiirlicher
Sprache (Spracherkennung) und Mimik (Bilderkennung) stehen dabei im Vordergrund. Es
werden vor allem Methoden der Datenanalyse und Klassifikation (siche Kapitel 8) verwendet.

2.5. Medizin: Computertomographie. Fiir die Diagnose von Krankheiten im Be-
reich der Weichteile des menschlichen Korpers (Gehirn, Riickenmark, Gelenkskapseln,. . .)
ist es fiir den Arzt wesentlich, ein Modell des betroffenen Teils zu haben, an dem er sich
Orientierung verschaffen kann. Eine Maglichkeit, sich Uberblick zu verschaffen, ist, ebene
Schnittbilder zu erstellen. Natiirlich wére es besser, ein dreidimensionales Modell zu gewin-
nen, doch das ist mit den heutigen Techniken noch kaum realisierbar.

Im Gegensatz zu Rontgenaufnahmen sind CT-Bilder keine direkten Aufnahmen (Pho-
tographien), die direkt durch Projektion von Strahlungen auf eine Photoplatte entstehen.
Solche Schnittbilder entstehen als errechnete Bilder erst im Computer. Das Mefiverfahren
selbst wére nicht geeignet, direkt Bilder zu produzieren.

Die ersten in der Praxis verwendbaren Computertomographen wurden von dem Englénder
Godfrey Newbold Hounsfield und von dem US-Amerikaner siidafrikanischer Herkunft Allen
McLead Cormack um das Jahr 1973 gebaut. Im Jahr 1979 erhielten die beiden dafiir den
Nobelpreis fiir Medizin.
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Heute gibt es viele verschiedene Varianten von Tomographen (Scannern), die anstelle
von Rontgenstrahlen andere physikalische Mefiprozesse verwenden, jedoch bei der Berech-
nung der Bilder dieselben mathematischen Methoden verwenden (Sonographen, Kernspin-
Magnetresonanz-Tomographen,. . . ).

Alle diese Verfahren beruhen auf einer mathematischen Theorie, die der Osterreicher
Johann Radén (1887-1956) entwickelt hat.

Spezifikation: Es ist ein Schaubild (Auflosung 1024 x 1024 Bildpunkte, 1024 Graustufen)
der Dichteverteilung in einem Material (Gehirn) aus einer groen Menge an Einzelmessun-
gen mit Hilfe von Rontgenstrahlen zu berechnen. Das Mefiverfahren erfolgt in etwa geméaf3
dem Schaubild aus Abbildung 2.5: Es werden Rontgenstrahlen durch den auszumessenden
Korperteil geschickt, wobei fiir jede Richtung Eingangsintensitit Iy und Ausgangsintensitét
I bestimmt werden.

Modell: Es wird ein mathematisches Modell der Dichteverteilung im Koérperteil gebildet.
Die Dichteverteilung wird als Funktion

0:R* =R,
dargestellt mit ¢ = 0 auflerhalb des Korperteils. Danach soll mit Hilfe dieser Funktion ein
graphisches Modell gebildet werden, das die Dichte im Korperteil in Form C unterschiedlicher
Graustufen (Farben) darstellt (z.B. schwarz bedeute ¢ = 0, weify bedeute ¢ = maximal). Die

Auflésung des Bildes soll zumindest N x N Bildpunkte betragen, wobei nur ein minimaler
Teil des Bildes schwarz sein soll.

Ausgangsintensitat

Detektor

Rontgenstrahl

Rontgenquelle

ABBILDUNG 2.5. Meflverfahren der Computertomographie

Der Rontgenstrahl verlduft entlang einer Geraden in Richtung y durch den Punkt z und
hat eine Eingangsintensitéit Iy(y, z) und eine Ausgangsintensitét (y, z). Die Gerade hat die
Parameterdarstellung

g:x=z+Xy, M€ (—00,00).
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Auf dem Weg durch den Korperteil wird der Strahl vom Gewebe teilweise absorbiert. Die
Intensitdtsabnahme erfolgt geméafl dem Absorptionsgesetz

] = -[O e~ ffooo p(z+Ay) d)\‘

Dies fithrt zu der Beziehung

- / oz 4 Mgy dA = log I(y, 2) — log Io(y, 2) = $(y, 2), (17)

welche zu einer Integralgleichung fiir die unbekannte Funktion ¢ fiihrt. Ist nun £ eine Ebene,
die normal zur Strahlrichtung y liegt und z € £€. Lait man z variieren, dann kann man die
Integralbeziehung als Projektion der Funktion ¢ auf die Ebene £ L y deuten. Diese Zu-
ordnung, welche einer Funktion ¢ die Menge aller Projektionen auf Hyperebenen zuordnet
heit Radontransformation. Die Aufgabe ist also, aus diesen Projektionen die Funktion ¢ zu
berechnen. J. Radén hat 1917 bewiesen, dafl die Radontransformation umkehrbar ist, daf3
man also tatséichlich die Funktion ¢ eindeutig aus allen diesen Integralgleichungen zuriick-
gewinnen kann. Diese umgekehrte Radontransformation gilt es also zu berechnen.

Diese Transformation im R? und R? und eine Formel fiir ihre Umkehrung war der ei-
gentliche Satz von J. Radon. In der modernen Variante ist die Radontransformation ein
Operator

L OE(RY) — C(PY),
wobei mit P der Raum aller Hyperebenen in R™ bezeichnet sei. Die Transformation ist dann
definiert als

f(6) = /E f(x) dm(a),

wobei mit dm(z) das normale Fldchenintegral bezeichnet sei. Mit den Methoden von J.
Radon kann man dann eine Umkehrformel fiir diese Transformation beweisen.

Entwurf: Eine praktische Uberlegung fithrt nun zu dem SchluB, daB man unmoglich alle
Projektionen (iiberabzéhlbar viele!) bestimmen kann. Man muf sich also auf eine endliche
Anzahl beschranken. Andererseits geniigt es aber am Ende die Funktion als Bild graphisch
zu repréasentieren mit einer Auflosung von N x N Pixel. Wir konnen ¢ also durch eine Trep-
penfunktion ¢ approximieren, die konstant auf der Fléache ist, die einem Pixel P entspricht,
und sich dort ,,z.B. in weniger als einer Graustufe® von ¢ unterscheidet:

Qomax

| ota) = pla).de| < 22

In diesem Fall kann man das gesamte Problem diskretisieren. Man legt einen Raster iiber
den Korperteil wie in Abbildung 2.6 und nimmt an, daf§ die Pixel so klein sind, daf} ein
Strahl sie entweder in ihrer gesamten Lénge durchlduft oder aber {iberhaupt nicht beriihrt.

Numeriert man Pixel von links oben nach rechts unten durch, so kann man dem Pi-
xel P; die Dichte @|p, =: z; zuweisen. Die Absorption im Bereich, der durch ein Pixel Py
repriasentiert wird, berechnet sich zu

Alogl = —x./0,

wobei ¢ die Lénge ist, die der Strahl im Pixel zuriicklegt. Wegen der Kleinheit der Pixel und
der Tatsache, dafl nur Dichten relativ zu der Maximaldichte dargestellt werden, setzt man
die Lénge ¢ zu 0, wenn der Strahl den Bildpunkt nicht (oder fast nicht) trifft und zu 1, wenn
der Strahl den Pixel schneidet. Das fiihrt schliellich fiir jeden einzelnen Réntgenstrahl R;
zu einer Gleichung der Form

N2

gj :=logI(j) —log Iy(j) = — Zajk;xk‘a
k=1
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Qe

P

ABBILDUNG 2.6. Diskretes Modell der Computertomographie

wobei die einzelnen a;;, € {0,1}. Fafit man die z;, und die g; zu Vektoren x bzw. g und die
aj zu einer Matrix A zusammen, so erhélt man das lineare Gleichungssystem

g=A-ux.

Dieses Gleichungssystem enthilt N2 Variablen und so viele Gleichungen M wie gemessene
Strahlen. Klarerweise sollte M > N sein, damit man erwarten kann, die Werte z; zu be-
rechnen. Eine Frage ist, sollte M = N gelten (damit die Losungsitze der linearen Algebra
gelten) oder soll man M > N wihlen und sich etwas dazu iiberlegen? Es zeigt sich, daf§
auch aufgrund der vereinfachenden Annahmen von oben eine bessere Genauigkeit erzielt
wird, wenn man M > N wihlt, also ein iiberbestimmtes Gleichungssystem bildet. Metho-
den, solche Gleichungssysteme zu behandeln, werden wir in Kapitel 4 kennenlernen. Bei
sehr hohen Bildauflosungen, andererseits verzichtet man manchmal auch darauf M > N zu
wéhlen. Dann wird das System unterbestimmt, und man mufl wieder nachdenken, was mit
Losung gemeint sein konnte. Auch unterbestimmte Gleichungssysteme werden in Kapitel 4
untersucht.

Festlegung der Parameterwerte: Die Zahl N der Pixel pro Reihe und Spalte liegt bei
modernen Computertomographen zwischen 512 und 1024, was zu Gleichungssystemen in ca.
250000 bis 1000000 Variablen fiihrt. Die Anzahl der Farben C' liegt zwischen 256 und 16384.
Die Zahl M der gemessenen Strahlen ist zwischen 0.5N? und 2.5N?2.

Beobachtungen:

e Die Matrix A kann fiir jeden Computertomographen ein einziges Mal vor den Mes-
sungen bestimmt werden, da von einem Steuerprogramm immer die gleichen Strah-
lenverlaufe erzeugt werden.

e In jeder Zeile des Gleichungssystems sind nur wenige a;, von Null verschieden (ca.
2N bis 3N von den N? vielen). Solch eine Matrix heifit diinn besetzt. Es gibt spezielle
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Methoden zur Losung diinn besetzter linearer Gleichungssysteme (Iterationsverfah-
ren), siehe Kapitel 10.

Fiir Lehramtsstudenten ist es in diesem Zusammenhang interessant, dafl man einige dieser
Verfahren bereits Schiilern ab der 6. bis 7. Klasse nahebringen kann. Dazu empfiehlt es sich
z.B. den Artikel [Reichel, Zéchling 1990] zu lesen.

2.6. Tourismus: Lawinenvorhersage. Am 23. Februar 1999 verschiittete eine Lawine
Teile des tiroler Ortes Galtiir, eine der grofiten Lawinenkatastrophen, die je in den Alpen ge-
schehen waren. Tagelang wurde dariiber diskutiert, ob das Ungliick hatte verhindert werden
kénnen, ob die Lawinenkommission in fahrlédssiger Weise die Gefahr unterschétzt hatte.

Diese Fragen werden wahrscheinlich niemals restlos geklédrt werden kénnen. Tatsache ist
jedoch, dafl die Vorhersage von Lawinen eine duflerst schwierige Sache ist. Die momentane
Abschétzung der Lawinenwahrscheinlichkeit fiir einzelne Hange durch die Einteilung in vier
Klassen ist fehleranféllig und wird von Menschen aufgrund von Erfahrungswerten vorgenom-
men.

Seit zwei Jahrzehnten gibt es in der Schweiz ein Projekt zur Erstellung eines automati-
sierten Vorhersage- und Warnsystems, das Erfahrungswerte in mathematisch/physikalische
Zusammenhénge fassen und ein Modell fiir Lawinen bilden soll. Nach den Untersuchungen
héngen Zeit und Ort eines Lawinenabganges sowie dessen Umfang von zahllosen Faktoren
ab, die zum Teil nur sehr schwer mefibar sind (z.B. gewisse Veranderungen in der Form der
Schneekristalle in verschiedenen Tiefen des Schneebelages). Es ist aber auch bekannt, daf sich
iiber dhnlichen Boden, bei dhnlichen Temperaturverlaufen (iiber Tage und Wochen hinweg),
bei dhnlichen Steilheiten und Rauhheiten der Hange und bei dhnlichen Niederschlagsprofilen
(auch iiber Tage hinweg), auch &hnliche Lawinenhaufigkeiten und -gréfien ergeben.

Man versucht also, das Problem durch einen Klassifikationsalgorithmus (siehe Kapitel 8)
zu l6sen, indem man die verschiedenen Temperatur-, Niederschlags- und Hangprofile in we-
nige Klassen einteilt, fiir die die Lawinenh&ufigkeit dhnlich genug ist. Dann mufl man nur
noch fiir alle interessanten Hénge die Hangprofile erstellen und die Temperatur- und Nieder-
schlagskurven mitprotokollieren, um eine Art Lawinenwarnstufe (etwas feiner unterteilt als
die iiblichen Stufen I-1V) auf automatisierte Weise zu erhalten. Klassifikationsalgorithmen
sind z.B. ein mathematischer Weg, Erfahrungswerte zusammenzufassen und Zusammenhénge
zu erkennen, die zuvor vielleicht iibersehen wurden.

2.7. Unterhaltung: 3D engine. Bei der neuesten Generation der Computerspiele ste-
hen hervorragende 3D—-Graphikdarstellungen im Vordergrund. Die Aufgabe solch einen 3D
engine zu programmieren zerfillt dabei in einige Aufgaben. Zuerst mufl man die drei di-
mensionale virtuelle Welt des Spiels in Blickrichtung auf den zwei dimensionalen Bildschirm
projizieren und dabei verdeckte Kanten loschen. Das ist ein Problem aus der linearen Alge-
bra. Danach mufl man die Oberflichen der projizierten Korper modellieren und Licht und
Schatten berechnen. Zu diesem Zweck benotigt man mehrdimensionale Interpolation (meist
Triangulierungen, siehe Teil 2 Kapitel 14) und wieder lineare Algebra. Der wesentliche Punkt
bei den Algorithmen, die dabei verwendet werden, ist Geschwindigkeit. Der Mensch ist viel
besser im Erkennen von ,,Rucken® in der Erzeugung bewegter Bilder als im Erkennen von
Darstellungsfehlern. Die meisten Algorithmen kommen mit Matrix—Vektor Multiplikationen
aus und verwenden eine Art ,vorgefertigtes Ray—Tracing“ zur Darstellung von Licht und
Schatten.

Will man wirklich fotorealistische Bilder erzeugen, ist mehr an Zeit- und Rechenaufwand
von Noten (Jurassic Park,...), die Methoden zur Ausgestaltung der Bilder bleiben aber im
Prinzip gleich und Beschranken sich auf mehrdimensionale Interpolation und lineare Algebra.
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2.8. Astronomie: Veridnderliche Sterne. Zur Analyse von Sternen, die im Verlauf
der Zeit ihre Helligkeit veréindern, verwendet man Zeitreihen (iiber die Zeit verteilte Mef3-
werte). Um Aussagen iiber den Grund der Helligkeitsschwankungen machen zu kénnen, mufl
diese Zeitreihe genau analysiert werden. Nachdem es viele verschiedene Effekte gibt, die
zu einer Helligkeitsverdnderung eines Sterns beitragen kénnen (ein Zwillings- oder Mehr-
lingssternsystem, Planeten, exotische Begleiter wie Neutronensterne oder Schwarze Locher,
Schwankungen im Fusionsproze$,...), ist es wichtig, aus einer Zeitreihe moglichst viel an
Information zu extrahieren und mit Modellen von Sternen und Planetensystemen zu verglei-
chen.

Diese Aufgabe lauft wieder auf ein Datenanalyseproblem hinaus, das mit Methoden des
Kapitels 8 oder in eingeschrénkterer Form mit Methoden des Kapitels 5 behandelt werden
kann. Alles was iiber die Analyse der Zeitreihe selbst hinausgeht (Stern- und Planetensystem-
modelle) ist fiir die Methoden des Teils 1 zu komplex und kann zum Teil erst mit Verfahren
aus Teil 2 behandelt werden.

3. Andere Anwendungen

Andere Anwendungsbeispiele, deren Modelle auf mathematische Probleme fiihren, die
mit den Methoden aus dem ersten Teil nicht gelést werden konnen aber zum Teil mittels der
Verfahren, die im zweiten Teil vorgestellt werden, behandelt werden kénnen, werden in den
folgenden Unterabschnitten kurz vorgestellt. Die Modelle werden allerdings nicht vollsténdig
angegeben. Das wird fiir einige interessante Modelle im zweiten Teil getan.

3.1. Astrophysik: Sterne. Wie ist ein Stern aufgebaut? Wodurch entstehen Sonnen-
flecken und Protuberanzen? Wie entwickeln sich Sterne und was wird aus ihnen, wenn der
Fusionsbrennstoff ausgeht? Fragen dieser Art werden mit Sternmodellen untersucht, die meist
auf partiellen Differentialgleichungen (siehe Teil 2 Kapitel 20) und Integralgleichungen (kann
man mit dhnlichen Methoden behandeln) beruhen.

3.2. Biologie, Medizin: Epidemologie. Wie schnell breiten sich Krankheiten aus?
Wie viele Menschen werden wahrscheinlich betroffen sein? Ist ein rasches Eingreifen der Ge-
sundheitsbehérden notig und sinnvoll? Fragen dieser Art fithren auf dynamische Systeme,
die iiblicherweise mit Hilfe nicht-linearer gewohnlicher Differentialgleichungen und Differen-
zengleichungen modelliert werden. Gewohnliche Differentialgleichungen werden in Teil 2 Ka-
pitel 19 behandelt, wahrend Differenzengleichungen weitgehend im Computer als rekursive
Prozesse simuliert werden.

3.3. Biologie und Wirtschaft: Fischpopulationen. Auch auf gewohnliche Diffe-
rentialgleichungen und Differenzengleichungen fithrt die Untersuchung von Réuber—Beute—-
Modellen und Fischpopulationen. Leider hélt sich niemand an die Resultate dieser Modelle,
was mittlerweile zur Gefahrdung der meisten vom industriellen Fischfang verfolgten Arten
mit sich gebracht hat.

3.4. Graphik, Textverarbeitung: Fonts. Will man Schriften skalierbar auf dem Com-
puter und auf Ausdrucken darstellen, ist eine Pixel-unabhéngige Beschreibung der einzelnen
Buchstaben und Zeichen notwendig. Das geschieht meist auf der Grundlage von Bezier—
Kurven, die in Teil 2 Kapitel 14 genauer beschrieben werden.

3.5. Film, Graphik und Werbung: Photorealistische Darstellung. Wie bereits
weiter oben erwihnt, benttigt man mehrere Zutaten, um Bilder und Filme fotorealistisch
darzustellen. Neben mehrdimensionaler Interpolation (Form) und linearer Algebra (Licht,
Projektion) benotigt man auch noch gute Modelle fiir Oberflichen von Gegenstanden (Tex-
turen). Wihrend die ersten beiden saubere mathematische Beschreibungen besitzen, sind alle
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Modelle, die eine ausreichend schnelle Berechnung der Lichteffekte von Texturen zulassen,
rein auf Erfahrungswerten aufgebaut.

3.6. Informatik: Kryptographie. Die Verschliisselung von Daten ist in der Zeit von
Internet, e-business und e-cash nicht mehr nur Sache der Geheimdienste sondern beinflufit
das Leben jedes einzelnen immer mehr (Bankomat- und Kreditkarten!).

Gute Verschliisselungsalgorithmen (RSA, IDEA, Diffie-Hellman) beruhen auf zahlentheo-
retischen Zusammenhéngen und endlichen Korpern. Diese diskreten Algorithmen und Mo-
delle werden in keinem Teil der numerischen Mathematik behandelt, fithren aber mitunter
zu dhnlichen Problemen und werden in der einen oder anderen Vorlesung iiber Zahlentheorie
oder Angewandte Mathematik behandelt.

3.7. Meteorologie: Wettervorhersage. Wie wird das Wetter morgen? Und {ibermor-
gen? Téglich erfahren wir in den Nachrichten mehr oder weniger gute Vorhersagen fiir das
Wetter der néichsten Tage. All das beruht auf Wettermodellen, meist mittels dynamischer Sy-
steme auf Grundlage partieller Differentialgleichungen modelliert. Die Giite und Komplexitét
der Modelle hat in den letzten zwei Jahrzehnten so stark zugenommen, dafl die Vorhersage-
genauigkeit von knapp 70% auf {iber 85% gestiegen ist (die einfachste Vorhersage: ,,Morgen
wird das Wetter so wie heute“, hat iibrigens eine Trefferquote von etwa 74%).

3.8. Meteorologie: Klimamodelle, Ozonloch, Treibhauseffekt. Ozonloch und Treib-
hauseffekt fithren immer noch zu Diskussionen unter den Meteorologen und Klimaforschern,
obwohl sich langsam Trends abzuzeichnen beginnen. Der Grund fiir diese Uneinigkeit ist
die enorme Komplexitéit des Problems, das nur mit gekoppelten partiellen Differential- und
Integralgleichungen beschrieben werden kann, die Tendenz zu chaotischem Verhalten ha-
ben. Auch ist die Giite der Modelle nur schwer zu bestimmen (es gibt keine Experimente
unter Laborbedingungen). Die Grofle der Probleme erzwingt dariiber hinaus noch mathema-
tische Vereinfachungen, deren Auswirkungen nicht vollstdndig abgeschétzt werden kénnen.
Klimatologie bringt sowohl die numerische Mathematik als auch die Informatik und Com-
putertechnologie an ihre Grenzen und dariiber hinaus.

3.9. Pharmazie: Proteinfaltung. Die Kartographie der menschlichen Gene wurde ja
zu Beginn des neuen Jahrtausends abgeschlossen, doch sie ist in ihrem heutigen Zustand etwa
so brauchbar wie eine vollig verzerrte schwarz—weifl Kopie eines Straflenplanes von Wien oh-
ne Straflennamen, oder noch weniger. Der Grund ist, daff man nur die Nukleinbasensequenz
des Genoms entschliisselt hat. Alle biologischen Aktivitdten werden aber von Proteinen ge-
steuert. Der Zusammenhang besteht darin, dafl die Abfolge der Basen (A,C,T,G) die Abfolge
der 20 verschiedenen Aminoséuren in den Proteinen (zwischen 15 und 30000 Aminoséuren
lang) codiert.

Leider reicht das Wissen iiber die blofie Abfolge der Aminoséuren in einem Protein (die
Primérstruktur) nicht aus, um biologische Effekte des Proteins abschétzen zu kénnen. Dazu
mufl man die dreidimensionale Anordnung der Aminoséuren und ihrer Atome im Raum (pro
Aminoséure etwa 10 Atome) kennen. Nachdem es sehr schwierig ist, die Struktur eines
Proteins zu messen (eine darauf spezialisierte Gruppe von Chemikern schafft 1-3 Proteine
im Jahr), ist es notwendig ein mathematisches Modell fiir Proteine zu schaffen. Diese Mo-
delle sind meist Potentialmodelle, die das Energieniveau einer bestimmten Konfiguration
beschreiben, und es ist ein noch ungeldstes Problem, welches Potential die beste Beschrei-
bung bietet. Hat man ein Potential, mufl man noch diejenige Konfiguration der Aminoséauren
und ihrer Atome herausfinden, die das niedrigste Energieniveau aufweist. Das ist ein globales
Optimierungsproblem, das etwa mit den Methoden aus Teil 2 Kapitel 18 behandelt werden
kann.
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3.10. Physik: Gasdynamik. Die Beschreibung des Verhaltens realer Gase fiihrt auf
hyperbolische Erhaltungssétze (spezielle partielle Differentialgleichungen), iiber deren theo-
retisches Losungsverhalten nicht sehr viel bekannt ist. Trotzdem kann man numerische Be-
rechnungen machen, die verwendbare Vorhersagen fiir den realen Fall zulassen.

3.11. Physik: Halbleiter, Transportprobleme. Auch die Beschreibung von Halblei-
terbausteinen fithrt auf partielle Differentialgleichungen, sogenannte Drift-Diffusionsgleich-
ungen, die mit numerischen Methoden analog zu Teil 2 Kapitel 20 untersucht werden kénnen.

3.12. Unterhaltung: Digitales Fernsehen, Videoverschliisselung.

3.13. Verkehr: Crash-Tests. Wie viel Energie wirkt bei einem Unfall auf die Insassen?
Welche Teile der Karrosserie brechen? Diese Fragen werden mit Hilfe von Modellen, die aus
partiellen Differentialgleichungen bestehen, untersucht.

3.14. Verkehr: Aerodynamik, Flugzeugbau. Die optimale Gestaltung von Flug-
zeugfliigeln in Bezug auf Sicherheit und Energieverbrauch benétigt eine Kombination ver-
schiedenster mathematischer Richtungen. Partielle Differentialgleichungen beschreiben die
Stromungsverhéltnisse am Fliigel. Faktorenanalyse (Singuldrwertzerlegung,. .. ) versucht die
wesentlichen Parameter (Form, Materialeigenschaften,. . .) festzustellen, und mittels globaler
Optimierung wird die vorteilhafteste Parameterkonfiguration bestimmt.

3.15. Wirtschaft: Buchung von Flugzeugsitzen. Wenn ich Buchungen entgegen-
nehme, wie viele Sitze soll ich iiberbuchen (doppelt buchen) damit die Wahrscheinlichkeit
weniger als 2% ist, dafl wirklich mehr Fluggiste auftauchen als Sitze im Flugzeug vorhanden
sind? Beim heutigen Konkurrenzkampf in der Luftfahrt ist das eine der wesentlichen Fra-
gen. Buche ich zu wenige, bleiben Sitze frei, buche ich aber zu oft zu viel, verliere ich die
Reputation und es entstehen hohe Zusatzkosten (Freifliige, Hotelrechnungen,. . . ). Stochasti-
sche Prozesse, Differentialgleichungen, und in weiterer Folge globale stochastische Optimie-
rungsprobleme sind die mathematischen Modelle, zu denen dieses Problem fiihrt. Besonders
letztere gehoren zum Schwierigsten, was die numerische Mathematik im Moment zu bieten
hat.



KAPITEL 3

Numerische Lineare Algebra I:
Lineare Gleichungssysteme

1. Grundlagen

Dieser Abschnitt dient der Abklédrung der Schreibweisen und der grundlegenden Begriffe,
die in den Abschnitten {iber lineare Algebra verwendet werden.

1.1. Problemstellung. In diesem und dem néchsten Kapitel werden Verfahren zur
Untersuchung der Losbarkeit und zur Losung von Gleichungssystemen der Form

1121 + 19 + - - - + a1, = by

211 + A929T9 + -+ AonTy = b2

(18)

Am1T1 + A2l + - -+ Qpp Ty = bm

Gleichungen dieser Art treten einerseits als Hauptprobleme in manchen Modellen auf (Com-
putertomographie, siche Kapitel 2 Abschnitt 2.5), andererseits aber als Nebenprobleme in
einer ganzen Reihe numerischer Verfahren (Splineinterpolation, Lésung von Differentialglei-
chungen,. . .).

Mit den Methoden der linearen Algebra kann man das Problem (18) in Matrix—Vektor
Schreibweise umformulieren und endet so bei der im spéteren Verlauf verwendeten Form

A-x =0, (19)
wobei wir die einzelnen Teile zur Koeffizientenmatrizc A = (a;;) € K™™, dem Variablenvektor
r = (z;) € K" und dem Konstantenvektor b = (b;) € K™ zusammenfassen. K sei im

folgenden entweder R oder C.

In diesem Kapitel werden die Probleme mit m = n behandelt, also die Féalle mit qua-
dratischer Matrix A. Die iibrigen Félle, die unterbestimmten linearen Gleichungssysteme
(m < n) und die iberbestimmten linearen Gleichungssysteme (m > n) werden im Kapitel 4
untersucht.

1.2. Schreibweisen, Typen von Matrizen.

Definition 1.2.1. K" sei der n-dimensionale Vektorraum diber dem Kérper K, wobei K
fiir R oder C stehe. Fiir a € C bezeichne a die konjugiert komplexe Zahl und fiir a € R gelte
@ := a. Das innere Produkt zweier Vektoren aus K" sei definiert als

(x,y) == Zx,@
i=1

Definition 1.2.2. Im folgenden sei K™*™ als der Vektorraum der m x n—Matrizen (m
Zeilen, n Spalten) iber dem Kérper K definiert. Mit der Matrizmultiplikation bildet der
Vektorraum der quadratischen Matrizen K"*" eine Algebra (d.h. K™*™ ist mit + und - ein
Ring zusdtzlich zur Vektorraumstruktur). Sei A € K"™*", dann schreiben wir A;; = (A);; fir
das Element von A, das in der i—ten Zeile und der j—ten Spalte sitzt. i heiffe der Zeilenindex,
J der Spaltenindex des Elements.

57
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Mit AT sei die transponierte Matrix
-
(A)ij = Aji,

und mit A* die (hermitesch) konjugierte Matrix

(A%)ij = Ay

bezeichnet.
Ist A eine quadratische Matrixz, so kann man zusdtzlich die Schreibweisen A™Y fiir die
inverse Matriz, falls sie existiert, tr A fiir die Spur von A,

trA = i Aii7
=1

und det A fiir die Determinante von A einfiihren.

Im folgenden werden wir einige grundlegende Typen von Matrizen aufzdhlen, die im
weiteren Verlauf der Vorlesung noch gebraucht werden.
1.2.1. Diagonalmatrix. Eine Matrix der Form

dy - 0
D = e =: diag(dn; ce 7dnn)

heifit Diagonalmatriz. Fir D gilt D;; # 0 fiir 7 # j. Wird eine Matrix A oder ein Vektor
v mit D multipliziert, so entspricht diese Operation einer Skalierung. Im Fall einer Matrix
entspricht eine Multiplikation von links (D A) einer Zeilenskalierung und eine Multiplikation
von rechts (AD) einer Spaltenskalierung. Z.B.

@113 Q2 - Qin diayy  dearp oo dpai,
Q21 Q22 -+ Q2 diagr  dyaze -+ dpag,

. diag(dl, dg, ce 7dn> =
Am1 Am2 - Qmp dlaml d2am2 e dnamn
Der Diagonalteil einer quadratischen Matrix A sei definiert als
Diag(A) := diag(Aq1, ..., Ann).
Die Menge aller n x n—Diagonalmatrizen bildet eine Algebra. Sie sei mit X" bezeichnet.
1.2.2. Nullmatrix. Die Matrix
0 --- 0
O:=|: o
0 --- 0
heifit die Nullmatriz. Sie ist das neutrale Element bzgl. der Addition von Matrizen. Gleich-
zeitig ist sie der Nullvektor des Raumes K™*™.

1.2.3. Einheitsmatrix. Das neutrale Element der Matrixmultiplikation quadratischer
Matrizen ist die Einheitsmatriz

I:=diag(1,...,1).

Es gilt klarerweise (I);; = 1 und (I);; = 0 fiir ¢ # j. Die Spalten von I sind die Finheitsvektoren
e; (i=1,...,n) des Raumes K". Fiir reguléire Matrizen gilt A- A™1 = A"1. A=1
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1.2.4. Permutationsmatrix. Eine quadratische Matrix P wird Permutationsmatriz
genannt, wenn in jeder ihrer Zeilen und Spalten die Zahl 1 genau einmal auftaucht und alle
anderen Eintrége gleich 0 sind. Der Name ist dadurch gerechtfertigt, dafi die Multiplikation
eines Vektors v mit P eine Permutation der Komponenten von v bewirkt. Multiplikation
einer Matrix A mit P von links entspricht einer Vertauschung der Zeilen; Multiplikation von
rechts entspricht einer Vertauschung der Spalten.

Die Menge aller Permutationsmatrizen bildet eine Gruppe, die Permutationsgruppe &™.

1.2.5. Monomiale Matrix. Eine Monomiale Matrix ist eine Verallgemeinerung einer
Permutationsmatrix. Bei ihr ist in jeder Zeile und Spalte genau ein Element ungleich Null.
Jede monomiale Matrix M 148t sich schreiben als Produkt einer Permutationsmatrix P und
einer Diagonalmatrix D, M = PD oder M = DP.

Die Menge aller monomialen Matrizen bildet eine Gruppe Mon(n).

1.2.6. Rang—1 Matrix. Eine Rang-1 Matriz 1483t sich in der Form

A=y = (ix, oz, .. ., YnT)

mit Vektoren x,y # 0 schreiben. In einer Rang—1 Matrix sind je zwei Spalten von A sind
linear abhéngig) schreiben.

Es gilt tr(zy*) = (z,y).

1.2.7. Tridiagonale Matrix, Bandmatrix. Fine quadratische Matrix der Gestalt

* % 0 0 0 0 O

* % x 0 0 0 O

0 *x *x x 0 00

0 0 x x 0 00

TI: . . . . )

0O 0 0 - x % 0
0 00 *

00 00 0

heiBt tridiagonale Matriz. Es gilt T;; = 0 fir |¢ — j| > 1. Die Menge der tridiagonalen
Matrizen bildet eine Algebra Trid(n).

Sind noch weitere Subdiagonalen ungleich Null, so bezeichnet man diese etwas allgemei-
nere Matrix als Bandmatriz. Bei einer Bandmatrix gilt also 7;; = 0 fir |i — j| > K. In
diesem Fall heiit K die Bandbreite von T'. In manchen Féallen unterscheidet man noch die
obere Bandbreite und die untere Bandbreite.

1.2.8. Dreiecksmatrix. Zwei Haupttypen von Dreiecksmatrizen sind definiert:

Eine obere Dreiecksmatriz ist eine quadratische Matrix der Form

* ok ok * ok k
0 x =% *
0 0 = * % %

R = Pl ,
00 0 - * *
0 0 - 0 =
00 0 - 0 0 =%

es gilt also R;; = 0 fiir 7 > 7.
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Eine untere Dreiecksmatriz hat hingegen die Gestalt

* 00 --- 000
* 0 -~ 0 0 O
x % --- 0 0 0
I = - S
* * 0 0
* x 0
* * *

und daher L;; = 0 fiir ¢ < j.

Sowohl die oberen als auch die unteren Dreiecksmatrizen bilden Algebren, die mit R(n)
bzw. L(n) bezeichnet werden.

Eine spezielle Teilklasse der Dreiecksmatrizen bilden die normierten Dreiecksmatrizen,
die L;; = 1 bzw. R;; = 1 erfiillen. Die Mengen dieser Matrizen bilden Gruppen, fiir welche
die Notationen Ryorm(n) und Lyom(n) eingefithrt werden.

1.2.9. Hessenbergmatrix. Kreuzungen zwischen Tridiagonal- und Dreiecksmatrizen
sind die Hessenbergmatrizen, die besonders bei der Berechnung von Eigenwerten (Kapitel 9)
eine grofle Rolle spielen. Es gibt obere und untere Hessenbergmatrizen, und die oberen Va-
rianten haben die Gestalt

* %

0 = *
H:=/{: & :

0 00 -+ =«

0 00 --- =%

000 --- 0

Es sind also obere Dreiecksmatrizen mit einer zusétzlichen Nebendiagonale unterhalb der
Hauptdiagonale.

1.2.10. Unitdre Matrix, Orthogonale Matrix. Eine unitire Matrix ist eine Matrix
A € C™*" charakterisiert durch die Gleichung

ATA=AA" =1

Alle solche Matrizen sind klarerweise invertierbar, und es gilt | det A| = 1. Die unitéren nxn
Matrizen bilden eine Gruppe beziiglich der Matrixmultiplikation, die unitdre Gruppe U(n).
Fordert man zusétzlich zur charakterisierenden Gleichung noch det A = 1, so erhélt man
die Menge der speziellen unitdren Matrizen, die eine Untergruppe von U(n) bildet und mit
SU(n) bezeichnet wird.

Ist A € R™" so gilt A* = AT, und eine Matrix, die

ATA=AAT =1

erfiillt, heiflt orthogonale Matriz. Wieder gilt |det A| = 1 und die Matrizen bilden wieder
eine Gruppe, die orthogonale Gruppe O(n,K). Die Teilmenge der speziellen orthogonalen
Matrizen, der orthogonalen Matrizen mit det A = 1, bildet wieder eine Untergruppe, die
spezielle orthogonale Gruppe SO(n, K).

1.2.11. Spiegelungsmatrix. Die Matrix




1. GRUNDLAGEN 61

definiert eine Spiegelung an der Hyperebene durch 0 senkrecht zu z € K™\ {0}. Wegen S? =1
und S* = S ist S eine unitdre Matrix. Ein Satz der Geometrie besagt, dafl sich jede unitére
Matrix als Produkt von Spiegelungsmatrizen schreiben lafit.

1.2.12. Hermitesche Matrix, Symmetrische Matrix. Gilt fiir eine Matrix A €
K™*™ die Gleichung

AT = A,
so wird A hermitesche Matriz genannt. Gilt stattdessen die Gleichung
AT =A

oder ist speziell A € R™ ", so nennt man A eine symmetrische Matriz. Die Mengen der
hermiteschen und der symmetrischen Matrizen bilden Vektorrdume Sym(n) und Herm(n).
Fiir eine hermitesche (reelle symmetrische) Matrix gilt

(Az,y) = (z, Ay).

1.2.13. Positiv (Negativ) (semi—)definite Matrix. Eine Matrix A heifit positiv de-
finit, falls
r*Ar € R und z"Ax >0

fiir alle © # 0 gilt. Insbesondere gilt Az # 0, also ist A regulér. A heifit positiv semidefinit,
falls

r*Ar € R und 2¥Ax >0

fiir alle x gilt.

Negativ definit und negativ semidefinit seien analog definiert mit > und > durch < bzw.
< ersetzt.

Matrizen, die weder positiv noch negativ semidefinit sind, heilen indefinit.

1.2.14. Diinnbesetzte Matrix. Eine letzte Klasse von Matrizen kann nicht so ein-
deutig definiert werden wie die vorhergehenden Klassen. Trotzdem ist sie sehr wichtig fiir
numerische Anwendungen. Wenn eine Matrix so aufgebaut ist, dafl ein grofler Teil der Ein-
trége gleich 0 ist, dann spricht man von einer dinnbesetzten Matriz. Matrizen dieser Art kann
man sparsamer abspeichern, und es existieren spezielle Algorithmen fiir Matrixmultiplikati-
on, Eigenwerte,. .., die weniger Rechenoperationen verbrauchen, indem alle Operationen, in
denen 0 auftritt vereinfacht bzw. weggelassen werden.

1.3. Normen. Im Gegensatz zu R gibt es in C und in Vektorrdumen keine natiirliche
Ordnungsrelation. Um also die ,,Grofle“ eines Vektors bestimmen zu kénnen, muf ein neuer
Begriff eingefiihrt werden.

Definition 1.3.1. Sei V' ein Vektorraum. Eine Abbildung || || : V — RS heifit Norm,
wenn sie die folgenden drei Figenschaften hat:

N1: ||z]| > 0 fir xz #0,
N2: ||az| = |a||z] fir « € K,
N3: ||z +y|| < ||z|| + ||ly|l, die Dreiecksungleichung.
Am K" gibt es eine ganze Reihe von Normen. Die wichtigsten sind
Euklidische Norm:

Maximumsnorm:
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Summennorm:
n

Izl =) |l

i=1
Alle diese Normen gehoren zur Familie der Holdernormen, die definiert ist fiir 1 < p < oc:

]|, ==

Die Maximumsnorm entsteht durch Grenziibergang fiir p — oc.
Jede Norm definiert durch die Vorschrift

d(x,y) = |lz -y
eine Metrik auf dem zugrunde liegenden Vektorraum V', also eine Abbildung d : V xV — Ry
mit den Eigenschaften

M1: d(z,z) —O fir alle x € V,

M2: d(z,y) = = =y,
M3 d(m, y) = ( ),
d(z,y) + d(y,z) > d(x, 2) fiir alle z,y, 2 € V, die Dreiecksungleichung.
Die Menge

D.:={zeV| |z| <e}
heifit die zur Norm gehorende offene € -Kugel. Die 1-Kugel wird auch als Einheitskugel be-
zeichnet. Die Menge

B, :={zxeV| |z|]| <&}
heilt die zur Norm gehoérende abgeschlossene e-Kugel. Fiir die 2-Norm, die co-Norm und
die 1-Norm auf K" sehen die Einheitskugeln wie Kugeln, bzw. Wiirfel, bzw. auf der Spitze
stehende Wiirfel aus.

Eine Norm || ||ps auf dem Vektorraum K™*" der linearen Abbildungen vom normierten

Raum (K",|| |l1) in den normierten Raum (K™, || ||2) heifit Operatornorm, falls zu den
Normeigenschaften noch

4% [|Azlly < [ Al
fiir alle A € K™*" und alle x € K" gilt.

Eine Norm auf der Algebra K™*™ heifit Algebranorm, wenn sie zusétzlich zu den Eigen-
schaften N1, N2 und N3 noch

N4: ||A- B|| < ||A||| B]| fiir A, B € K™ erfiillt.

Betrachtet man die Elemente von K™*" als lineare Abbildungen A : (K", | |.) —
(K™ I |ly), so kann man die zu den beiden Normen gehirige Operatornorm (die zugehorige
Matrixnorm) definieren als

||A£E||
HA”M = ”S|1|1p1 ||Ax||y “ H AT

Diese Norm ist natiirlich eine Operatornorm, in einem gewissen Sinn sogar die bestmdgliche.
Im Spezialfall, da§ die quadratische Matrix A eine Abbildung von (K", || ||) auf sich
selbst repréasentiert, reduziert sich das zu der Definition

A
AL o= sup, [s] = sup bl

In diesem Fall zeigt ein leichtes Ubungsbeispiel, da die Operatornorm || A5 eine Algabra-
norm ist.
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Proposition 1.3.2. Sei || || eine Norm auf K", sei x € K" und seien A € K™*™. Fir
die zu || || gehorende Matriznorm gilt dann
[Az[] < [[Alla]]]]
1l = 1.
Die zu den Héldernormen fiir p = 1,2,00 gehorenden Matrixnormen sind:
Spektralnorm:

I|A|l2 = sup{+/(Ax, Az)|(x,z) = 1} = Betrag des betragsgrifsten Eigenwertes von A.

Zeilensummennorm:

=1,...,

Spaltensummennorm:

,,,,,

BEWEIS. Folgt aus den Definitionen. 0

Definition 1.3.3. Wird im Verlauf der Vorlesung eine Abbildung f : K — K auf ein
Element x € K" oder eine Matriz A € K™™ angewendet, so sei folgende Vereinbarung
getroffen:

f(@) €K™ und (f(z)); = f(z:),
f(A) e K™ und (f(A)); == f(Ay);

das heift die Funktion werde komponentenweise angewendet. Dies gilt im speziellen fir die
Funktionen | | und sgn.

FEine dhnliche Definition gelte fiir Vergleichsoperationen. Sei < eine der Vergleichsope-

rationen aus der Menge {<,>,<,> <,>}. Dann gelte fir z,y € K" und A, B € K"*™,
C e Kmxk

x <y <= Vi:x; <y,
A=< B: Vi, j:A; < DBy
Proposition 1.3.4. Fir z,y € K" und A, B € K"™™ gilt
[z £yl < [z + ]yl |Az| < |Allz],
A+ B| < |A[+[B],  AC| < A||C].
BeEwEIs. Alle Resultate folgen aus einfachen Anwendungen der Dreiecksungleichung. [J

Mit Hilfe von Normen 148t sich eine hinreichende Bedingung fiir die Regularitéit einer
Matrix beweisen.

Proposition 1.3.5. Sei A € K"*"; gilt |1 — A|| < a < 1, so ist A regulir und ||A7|| <
1

1-a-

BEWEIS. Der Beweis erfolgt indirekt. Angenommen, A ist nicht regular. Dann existiert
ein 0 # x € K" mit Az = 0. Dieses z erfiillt

]l =l = Az[| = |(T = A)z| <[ —Allllz]} < allz[],

und damit gilt ||z|| = 0, Widerspruch.

Die Rechnung

AT < AT =T + T < JATHIIT = Al +1 < aflA7H +1
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zeigt, daB | A7 < . O

Mit Hilfe von Normen definiert man auch noch zwei weitere Klassen von Matrizen:

1.3.1. H-Matrix. Eine Matrix A heifit H-Matriz, falls es reguldre Diagonalmatrizen
Dy und Dy gibt mit ||I — D1ADs| < a < 1. Diese Matrizen, speziell die beiden folgenden
Unterklassen, treten bei der Losung elliptischer Differentialgleichungen auf.

1.3.2. Diagonaldominante Matrix. Diese Matrizen erfiillen das folgende Kriterium,
das schwache Zeilensummenkriterium

|Aui| > Z |A], Vi
ki

Sind diese Ungleichungen strikt erfiillt, dann sind diagonaldominante Matrizen auch H-
Matrizen.

1.3.3. M-Matrix. Eine M-Matriz ist definiert als H-Matrix A, die die Vorzeichenver-
teilung

A >0, Ap <0, i#k

aufweist und es Dy und D, gibt mit ||I — D1 AD,|| < a < 1. Diese Matrizen treten speziell
bei der Losung elliptischer Differentialgleichungen auf.

1.4. Ergebnisse iiber die Losbarkeit linearer Gleichungssysteme. Aus der linea-
ren Algebra sind folgende Ergebnisse bekannt

Theorem 1.4.1. Fs sei A € K™ und b € K". Das lineare Gleichungssystem Ax = b
hat genau dann eine eindeutige Losung, wenn A reguldr ist. Dies ist wiederum genau dann
der Fall, wenn det A # 0, bzw. wenn rg A = n. In diesem Full ist die Lisung gegeben durch

r=A"'b.
Eine weitere Moglichkeit zur Berechnung der Losung basiert auf der Berechnung einiger
Determinanten.

Theorem 1.4.2 (Die Cramersche Regel). Die Lisung des linearen Gleichungssystems
Az = b lafit sich auch berechnen mittels der Formel

_ det A® 1
T det A detA

wobei AW diejenige Matriz sei, die entsteht, wenn man die i-te Spalte von A durch den
Vektor b ersetzt. Die Matriz Adj(A) ist die zu A adjungierte Matriz. Sie ist definiert durch

Adj(A) i = (—=1)7" det S, (A),

wo Si;(A), die (k, j)-Streichungsmatriz von A bezeichnet. Das ist die (n—1)x (n—1) Matriz,
die entsteht, wenn man in A die k—te Zeile und die j—te Spalte streicht.

Adj(A)b,

Ungliicklicherweise ist der Aufwand zur Berechnung einer Determinante sehr hoch (er ist
O(n!), wenn n die Dimension der Matrix A ist). Dies macht die Cramersche Regel zu einem
numerisch unbrauchbaren Berechnungsverfahren. Beginnend mit dem folgenden Abschnitt
werden wir Verfahren kennenlernen, deren Aufwand bedeutend geringer ist.

2. Direkte Verfahren

Das wohl bekannteste Verfahren zur Berechnung der Losung eines linearen Gleichungs-
systemes stammt von C.F. Gaufl (1777-1855) und wird deshalb Gaufischer Algorithmus
genannt. Es ist das Eliminationsverfahren, das im heutigen Lehrplan auch in Schulen gelehrt
wird. Um zu stabilen und gutartigen Verfahren zu kommen, ist es trotz des hohen Bekannt-
heitsgrades des Gaufischen Algorithmus notwendig, ihn noch einmal genau zu untersuchen.
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2.1. Der Gaufische Algorithmus. Beginnen wir die Untersuchungen mit den am ein-
fachsten zu losenden linearen Gleichungssystemen, denen mit dreieckiger Koeffizientenma-
trix. Sei A = L eine untere oder A = R eine obere Dreiecksmatrix. Dann gilt

Proposition 2.1.1. Das lineare Gleichungssystem Ax = b hat genau dann eine eindeu-
tige Losung, wenn

BEWEIS. Wegen Theorem 1.4.1 wissen wir, dafl das lineare Gleichungssystem genau dann
eindeutig losbar ist, wenn det A # 0. Nachdem A eine Dreiecksmatrix ist, gilt aber

=1

Dieses Produkt ist aber genau dann von 0 verschieden, wenn alle Diagonalelemente von A
von Null verschieden sind. U

Ein Algorithmus zur Losung solch eines , dreieckigen“ Systems ergibt sich beinahe von
selbst. Sei R eine obere Dreiecksmatrix, deren Diagonalelemente samtlich von Null verschie-
den sind. Schreibt man das Gleichungssystem Rx = b in Komponenten aus, so erhilt man

Ryyx1 + Rppxo+ -+ Rypx, = by

Rz, = b,.

Wegen R,, # 0 kann man z,, aus der letzten Gleichung berechnen x,, = b,/ R,,. Danach
kann man rekursiv die jeweils vorhergehenden z; ausrechnen, da jedes der R;; # 0. Diese
Vorgehensweise ist im folgenden Algorithmus zusammengefaf3t.

Algorithmus 2.1.2. Lésen von Gleichungssystemen mit oberer Dreiecksmatrix

for : =n to 1 step —1 do
if R;; =0 stop ; R ist singular

1 n
k=i+1
done
Fiir untere Dreiecksmatrizen L ist die Vorgehensweise und damit der Algorithmus analog.

Algorithmus 2.1.3. Losen von Gleichungssystemen mit unterer Dreiecksma-
trix
for 1 =1ton do

if L;; =0 stop ; L ist singuléar

n
T = Li (bi - Z Lik%)
i k=i+1

done

Zahlt man die Operationen, die nétig sind, um ein Gleichungssystem mit einer n x n
Dreiecksmatrix zu 16sen, so sieht man, dafl es im k-ten Schritt £ — 1 Multiplikationen, k& — 1
Additionen und eine Division zur Berechnung von z, (z,_x) sind. Das gibt bei n Schritten ei-
ne Gesamtsumme von n(n —1)/2 Multiplikationen, n(n—1)/2 Additionen und n Divisionen.
Auf modernen Computersystemen sind alle diese Operationen in etwa gleich aufwendig, was
zu einem Aufwand von n? Operationen zur Losung eines ,,dreieckigen® Gleichungssystemes
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fithrt. (Im allgemeinen legt man sich nicht darauf fest, welche Operationen wieviel aufwen-
diger sind als welche anderen und berechnet auch nicht die genaue Anzahl sondern bedient
sich der Landau—Symbole zur Darstellung des Aufwandes eines Algorithmus. In diesem Fall
wire das O(n?).)

Fiir allgemeines A zielt der Gauflsche Algorithmus darauf ab, das Gleichungssystem in
obere Dreiecksgestalt zu transformieren, indem man einfache lineare Transformationen an-
wendet, und es so zu l6sen. Dies geschieht dadurch, dal man systematisch Nullen unter der
Hauptdiagonale erzeugt. Dazu addiert man zu den Zeilen, in denen man 0 erzeugen will,
Vielfache einer Arbeitszeile.

Beispiel 2.1.4. Seien

2110 1

4 3 3 1 3
A=1s 795 =2

6 7 9 8 7

Dann berechnen wir

2110 1
;101 11 ;o 1
A= 0 3 5 5}’ b= -2’

0 4 6 8 4

und die Gleichungssysteme Ax = b und A'x = V' haben dieselbe Liosung. A’ ist entstanden,
indem geeignete Vielfache der ersten Zeile zu den anderen Zeilen addiert wurden. Fir b
wurden die Zeilenumformungen von A auf die einzelnen Komponenten von b angewendet.
Diese Operation kann man in Matrizschreibweise zusammenfassen als

1 2110 2110
, -2 1 4331 | 111 .
-3 1 6 79 8 4 6 8
Diese Prozedur wird fortgesetzt:
1 2110 2110
1 111 111
Laln A = -3 1 35 5| 2 2|
—4 1 4 6 8 2 4
und
1 2110 2110
1 1 11 1 11
-1 1 2 4 2

die gesuchte obere Dreiecksmatrix. Mit Hilfe dieser Matrixdarstellung kann man jetzt A wie
folgt zerlegen:

Zuerst beachte man, dafS sich jede der unteren Dreiecksmatrizen L; von der Einheitsmatriz
nur in einer Spalte unterscheidet. Matrizen dieser Form nennt man Frobeniusmatrizen. Die
Inversen dieser Matrizen berechnet man, indem man einfach das Vorzeichen der Elemente
neben der Hauptdiagonalen dndert. D.h.
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Das Produkt der Matrizen L; errechnet man auch sehr leicht; die Produktmatrix ist eine unte-
re Dreiecksmatriz, die als Nebendiagonaleintrige genau die Eintrige der einzelnen Matrizen
L; besitzt.

L:=L"L Ly ==

W = N =
B~ W

1
11

und zusammen mit den obigen Rechnungen folgt A = LR. Mit Hilfe dieser Dreieckszerlegung
von A kann man auch das lineare Gleichungssystem Ax = b losen. Da Ax = LRx = b gilt,
kann man mit Hilfe zweier ,dreieckiger Systeme® das Problem losen: Lu = b und danach
Rx = u berechnet die Losung x.

Dieses Beispiel zum Anlal nehmend formulieren wir den naiven GauBschen Eliminati-
onsalgorithmus

Algorithmus 2.1.5. Naiver Gauf3scher Algorithmus

(1) Berechne eine Dreieckszerlegung A = LR,
(2) Liose Lu = b,
(3) Lise Rx = u.
Bemerkung 2.1.6. Wichtig ist zu erkennen, daf$ zur Losung mehrerer linearer Glei-
chungssysteme mit derselben Koeffizientenmatriz A Schritt 1. nicht wiederholt werden muf.
Dies fiihrt im allgemeinen zu erheblicher Rechenzeitersparnis.

Der genaue Algorithmus zur Berechnung der Matrizen L und R lauft dann folgenderma-
Ben ab:

Algorithmus 2.1.7. LR—Zerlegung ohne Pivotierung
R=A L=1I
for k=1ton—1do
for j=k+1tondo
Uik = Tk )Tk
Tikn = Tjikn — gjkrk,k:n
done
done

wobei 1 ., in MATLAB-dhnlicher Notation den Vektor

Tk
Tjk+1
Tikm ‘= .
Tjn
bezeichne.

Nun zur Aufwandsabschitzung: Wieviele Flops (Floating point operations = Gleitkom-
maoperationen) werden bei einer Dreieckszerlegung verbraucht? Der Hauptaufwand ist in
der inneren Schleife die Vektoroperation. Sie benétigt 2(n — k 4+ 1) Operationen fiir eine
Skalarmultiplikation und eine Vektorsubtraktion. Dies wird innerhalb einer Doppelschleife
fir k =1,...,n— 1 auf die Spalten k +1,...,n angewendet. D.h. der Aufwand fiir die LR—
Zerlegung nach dem naiven Gaufischen Algorithmus ist O(n®) (genauer ist er asymptotisch
~ 2n?).

3Ungliicklicherweise ist der naive Gauf3sche Algorithmus, der bislang préasentiert wurde un-
brauchbar zur Losung linearer Gleichungssysteme. Dies hat zwei Griinde, oder einen Grund,
je nach Standpunkt. Erstens ist der Algorithmus nicht gutartig, und zweitens funktioniert
er nicht fiir alle reguldren Matrizen.
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01
A= (1 1).
Im ersten Schritt versucht der Algorithmus durch 0 zu dividieren und scheitert. Das liegt
aber nicht nur am Algorithmus, sondern bereits an der Fragestellung. Die Matriz A besitzt
ndamlich keine Zerlegung in Dreiecksmatrizen der Form A = LR. (Gdbe es eine solche,
so mifsten sowohl Li; als auch Ry; ungleich 0 sein, weil A reguldr ist. Dann wdre aber

Ay = L1 Ryy # 0, ein Widerspruch.)
Beispiel 2.1.9. Stort man die Matriz A aus Beispiel 2.1.8 ein wenig

1072 1
=)

so besitzt A eine Dreieckszerlequng mit

1 0 107 1
L= (1020 1) h= ( 0 1—1020)'

Jetzt kommen wir jedoch in der Bereich der Probleme mit der Gleitkommaarithmetik. Ange-
nommen eps = 1071¢, ein blicher Bereich bei der Verwendung von double precision Arith-
metik. Dann wird die Zahl 1 —10%° nicht exakt reprisentiert sondern gerundet. Nehmen wir
an, daf$ diese gerundete Zahl genau —10%° ist. Dann sind die Dreiecksmatrizen in Gleitkom-

maform
= 1 0 ~ 10~20 1
L= <1020 1) f= ( 0 —1020) '

deren Rundungsfehler auf den ersten Blick tolerierbar erscheinen mégen. Die Matriz R un-
terscheidet sich von R nur wenig relativ zu ||R||. Wenn wir jedoch das Produkt LR errechnen,

wird das Problem offensichtlich:
=~ 10720 1
= (7 1),

Diese Matriz ist nicht im geringsten nahe bei A, weil sich Ay = 1 von dem errechneten
(LR)y; = 0 doch bedeutend unterscheidet. Berechnen wir mit Hilfe dieser Dekomposition
z.B. die Léosung eines linearen Gleichungssystems, vielleicht fiir b = (1,0)7, so erhalten
wir mit der Zerlequng LR% = b das Ergebnis & = (0,1), doch ist die korrekte Lisung
r = (=1,1)". Obwohl der Algorithmus die Zerlequngsmatrizen L und R gutartig berechnet
hat, hat es das Ergebnis des linearen Gleichungssystems Ax = b nicht stabil berechnet.

Beispiel 2.1.8. Sei

Den Ursachen dieses Versagens gehen wir im néchsten Abschnitt auf den Grund. Zusétz-
lich werden wir einen Algorithmus entwickeln, der die meisten der obigen Schwierigkeiten
iiberwindet.

2.2. Pivotverfahren. Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dafl der Gaufische Eli-
minationsalgorithmus in seiner naiven Form nicht gutartig ist. Es hat sich jedoch gezeigt, daf3
durch eine Permutation der Zeilen von A die Instabilitédt unter Kontrolle gehalten werden
kann:

Beispiel 2.2.1. Betrachten wir noch einmal die Matrix A und den Vektor b aus Bei-
spiel 2.1.9. Vertauschen wir die Zeilen von A und die Komponenten von b, so erhalten wir
das ,neue” aber dquivalente Gleichungssystem

(102 1) = ()
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Fiihren wir jetzt den naiven Gauflschen Algorithmus durch, so erhalten wir (wieder mit
rundungsfehlerbehafteter Rechnung) die Zerlegung A ~ LR mit

. 1 0y 5 (11
L:(10—20 1) R:(o 1)'

Das Produkt dieser beiden Matrizen ergibt gerundet

=~ 1 1
LR~ (10_20 1) '
Die Rundungsfehler heben sich in diesem Fall auf, und auch die Berechnung von T aus den

beiden dreieckigen Systemen ergibt @ = (—1,1)", was mit dem richtigen Ergebnis iiberein-
stimmt.

Die giinstigsten Permutationen werden durch Wahl der Pivotelemente bestimmt, eine
Standardverbesserung des naiven Gaufschen Algorithmus, die seit den Fiinfzigerjahren in
Verwendung ist.

Dazu beginnen wir mit einer Beobachtung: Im Schritt £ des Eliminationsalgorithmus
werden Vielfache der k-ten Zeile von den Zeilen k 4 1,...,n der Matrix A subtrahiert, um
Nullen im k-ten Eintrag dieser Zeilen zu erzeugen. Dabei spielen die Zeile k die Spalte k
und besonders das Element Ay eine besondere Rolle. Dieses Element A, wird mit Pivot
bezeichnet. Von jedem Element der Teilmatrix Ay i.,k:, wird das Produkt eines Eintrages
in Spalte k mit einem Element in Zeile k£ subtrahiert, dividiert durch Ay:

* * *
Ay * ok — Apg * ok

Es gibt jedoch keinen Grund, warum gerade die k-te Zeile und die k-te Spalte fiir den
Eliminationsschritt verwendet werden miissen. Man koénnte genauso leicht Nullen in der
Spalte k erzeugen, indem man Vielfache irgendeiner Zeile ¢ mit £ < ¢ < n von den anderen
Zeilen subtrahiert. In diesem Fall wire dann das Element A;; der Pivot. Genausogut kénnte
man auch in Spalte j mit k& < j < n Nullen erzeugen statt in Spalte k. Damit wiirde A;; zum
Pivot. Man kann also jedes beliebige Element der Teilmatrix Ay.p, k:n, das ungleich Null ist,
als Pivotelement verwenden. Die Vertauschung von Zeilen und Spalten und die Wahl eines
anderen Pivotelements als Ay ist das, was iiblicherweise als Pivotverfahren bezeichnet wird.

Vom mathematischen Standpunkt ist das sehr gut, denn es 16st die Probleme, daf fiir
manche Matrizen der Algorithmus scheitert, weil er versucht durch Null zu dividieren, wenn
Agr = 0. Andererseits zeigt es sich, dafi es aus Stabilitatsgriinden sinnvoll ist, auch dann das
Pivotverfahren zu verwenden, wenn Ay # 0.

2.2.1. Spaltenpivotsuche. Nachdem man beim Pivotverfahren im k-ten Schritt die
Wahl zwischen (n — k)? moglichen Pivotelementen hat, benétigt man also im Verlauf des
Algorithmus O(n?) Operationen zur Auswahl der Pivotelemente, was signifikant zum Auf-
wand des Gaufischen Verfahrens beitragt. Daher beschéftigt man sich in einem ersten Schritt
nicht mit allen Elementen der Submatrix Ay, ., sondern nur mit denjenigen in der Spalte
k. Man vertauscht also im Verlauf des Algorithmus nur Zeilen der zu bearbeitenden Ma-
trix A. Solche Zeilenvertauschungen lassen sich nach Abschnitt 1.2.4 als Produkt mit einer
Permutationsmatrix von links beschreiben.
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Betrachtet man das Beispiel 2.1.9 fiir die Instabilitdt des naiven Gauf3schen Algorithmus,
so erkennt man, dafl die Quelle fiir die Instabilitit vom Faktor der GroSenordnung 10?° in
L herriihrt. Das bedingt ndmlich, dafl die Normen von L und R sehr grofl werden, was die
Rundungsfehler stark verstarkt. Man muf3 also wahrend der Dreieckszerlegung darauf achten,
daB die Faktoren L und R nicht zu grofl werden (dies ist in Beispiel 2.2.1 passiert). Dazu
fithren wir in einem ersten Schritt folgende Verbesserung des naiven Gauflschen Algorithmus
ein. Das so entstehende Verfahren wird in der Literatur L R—Zerlegung mit Spaltenpivotsuche
(oder einfach L R—Zerlegung, bzw. Gaufischer Algorithmus) genannt.

Wie bereits erwahnt, kann jedes Element der Teilmatrix Ay, i, als Pivotelement ver-
wendet werden, soferne es ungleich Null ist. Gliicklicherweise ist es meist nicht nétig, alle
diese Elemente zu durchsuchen; im allgemeinen reicht es vollig aus, eine der Komponenten
von Ay k., also des unteren Teils der k-ten Spalte, auszuwéhlen. Um die Komponenten von
L klein zu halten, wahlt man dasjenige Element, mit maximalem Absolutbetrag.

x ok ok x % * ok ok % % % %k k%
x % k% p A x x % I A *x * %
% % % -3 ¥ x % % 4 0 *x *x x|,

A % x % * % *k * 0 * * =
* % % % * % % % 0 * x =x

wobei P; eine Permutationsmatrix und L; eine Frobeniusmatrix ist. Der aus diesem Schema
entstehende Algorithmus kann wieder als Produkt von Matrizen geschrieben werden:

Ly 1Py i LyP, L1 PLA=R. (20)

Beispiel 2.2.2. Kehren wir zum Beispiel 2.1.4 zuriick, um die Vorginge zu illustrieren.

S 00 = DO
~N ~J W~
O O W
o Ot = O

Die Spaltenpivotsuche liefert die Acht in der dritten Reihe als gréfstes Element, daher werden
im ersten Schritt die dritte und die erste Zeile vertauscht.

—_
o 00 W N
ENIEN JTJUI
© O W
00 Ll — O
o O i 00
~ = W =
© = W ©
0 O =

Nach der Vertauschung folgt der erste Eliminationsschritt, der genau wie im Verfahren ohne
Pivotsuche funktioniert.

1 8795 8§ 7 9 5

-2 1 4331 -1 -3 3

1 = i 8 8
1 2 110

d 1/ \6 798 N

Tl i 1 1
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Die anderen Vertauschungs- und Eliminationsschritte funktionieren analog:

1 8 7 9 5 8 7 9 5
1 1 3 _3 19 o1
1 3 3 &= M3 %
1 oot af S R
4 4 4 2 2 2
1 8 7 9 5! 8 7 9 5!
1 To9 o1 T 91w
3 s S = o
iy 1 4 3 _6
7 2 2 2 7 7
1 8 7 9 5! 8 7 9 5}
1 T 91w T 91w
1 1= % b
1 & Ry
7 7 7 7
1 8 7 9 5 8 7 9 5}
1 T 9 1 T 9 1
1 N Pl N
1 5 T
3 7 7 3

Mit Hilfe dieses Schemas berechnet man allerdings keine L R—Faktorisierung von A (gliick-
licherweise, denn wir haben schon zuvor gesehen, dafi das nicht immer méglich ist). Tatséch-
lich haben wir nur eine #hnliche Zerlegung berechnet. Kehren wir zur Matrixdarstellung (20)
zuriick. Um etwas dhnliches wie eine Dreieckszerlegung zu erhalten, miissen wir das Produkt
L; P; genauer untersuchen. Eine kurze Rechnung zeigt, dafl

Ly 1Py i+ LoPyLyPL =L |- LyL\ Py PP,

wenn man definiert

n—1 n—1 n—1 n—1
= (I ) " w( T 27 = (11 5) 'n(IT 2.

j=i+1 j=i+1 j=i+1 j=i+1
Ein ,gliicklicher Zufall* bedingt dabei, da3 L, wieder eine untere Dreiecksmatrix der glei-
chen Gestalt wie L; ist (das wird dadurch verursacht, daf Pi_1 = P; gilt und Rechts- und
Linksmultiplikation mit derselben Permutationsmatrix eine symmetrische Vertauschung der
Zeilen und Spalten vornimmt. Zuerst vertauscht die Linksmultiplikation die Zeilen, was die
Einser auf der Hauptdiagonalen ,;in Unordnung bringt“. Die Rechtsmultiplikation vertauscht
mit Hilfe von Spaltenvertauschungen genau die beiden Einser wieder auf die Hauptdiagonale
zuriick. Aulerdem werden nur Zeilen und Spalten unterhalb der I in der linken oberen Ecke
von L; betroffen.)

Beispiel 2.2.3. Fine Rechnung als Beispiel:
1 1 1 1 1

—_
NN =
—_
—_
0NN =
—_
—_

0NN =
—_
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Nachdem die unteren Dreiecksmatrizen eine Algebra und die Permutationsmatrizen eine
Gruppe bilden, ist
—1,7,-1 -1
L:=L"L, ---L, ,
wieder eine untere Dreiecksmatrix und
PI:Pn_l"'PQ.Pl
wieder eine Permutationsmatrix. Das fiihrt zur Darstellung

PA=LR,

der Dreieckszerlegung mit Spaltenpivotsuche. Diese Zerlegung wird in der Literatur iiblicher-
weise auch als die LR—Zerlequng der Matrix A bezeichnet.
Dieses Verfahren liefert auch einen konstruktiven Beweis fiir den folgenden Satz

Theorem 2.2.4 (LR-Zerlegung). Zu jeder requliren quadratischen Matriz A € K"*"
gibt es eine Permutationsmatriz P € &", eine untere Dreiecksmatriz L € Ly omm(n) und eine

obere Dreiecksmatriz R € R(n) mit
PA=LR.

BEWEIS. Es ist nur noch zu beweisen, daffi immer ein Pivotelement existiert, das ver-
schieden von Null ist. Der Beweis erfolgt wieder indirekt. Angenommen, das wére nicht der
Fall. Dann ist im k-ten Schritt

max |(Lyy Py -+ LiPLA)ig| = 0.

Die Matrix A’ := Ly_1Py_1 --- L1 P} A sieht also etwa folgendermafien aus:

*
0
A — 00 -+ %x|* x % --- x| (DB|C
100 --- 0|/0 *x * --- x| "\O|D
00 --- 0]0 % % --- =
00 --- 0|0 % % --- x

A’ ist eine Blockdreiecksmatrix, und es gilt det A’ = det B det D. Nachdem aber die erste
Spalte von D der Nullvektor ist, gilt det D = 0 und damit det A’ = 0. Weil aber nun alle
L; und P; invertierbar sind, gilt auch det A = 0, was im Widerspruch zur Regularitat von A
steht. O

Was bleibt, ist den Algorithmus genau aufzuschreiben:
Algorithmus 2.2.5. LR—Zerlequng mit Spaltenpivotsuche
R=AL=1 P=1
for k=1ton—1do
Wihle 1 > k so, daf || = maxj—k, . |7
Tk < Tikn ; Vertausche die beiden Zeilen
Crae—1 < Lite—1
Pk,1:n < Pilin
for j=k+1tondo
Uik = Tk /Thi
Tikn = Tjkn — gjkrk,k:n
done
done
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Der Rechenaufwand dieses Algorithmus ist derselbe wie der fiir die Gaufelimination
ohne Pivotsuche O(n?), da die O(n?) Vergleichsoperationen, die fiir die Suche nach den
Pivotelementen notig sind, nicht ins Gewicht fallen. An Speicherbedarf féllt zusétzlich zu A
und b noch die Matrix P an, die aber nicht im Matrixformat abgespeichert werden muf. Da
P eine Permutation o beschreibt, kann P auch als Vektor p abgespeichert werden mit

pr = o(k).
Der zusétzliche Speicherbedarf ist also n ganze Zahlen.

Was noch {ibrig bleibt ist, zu untersuchen, was sich fiir die Losung von Gleichungssyste-
men ergibt, wenn man die L R-Zerlegung der Matrix mit Spaltenpivotsuche verwendet. Man
erhélt

Ar =0 <= PAx = Pb <= LRx = Pb.

Man muf} also nur den permutierten Vektor Pb berechnen bevor man mit dem Vorwérts-
und Riickwirtseinsetzen beginnt.

Algorithmus 2.2.6. Losung eines linearen Gleichungssystemes mit Spaltenpivotsuche

(1) Berechne PA = LR, die LR—Faktorisierung von A.
(2) Lose Lu = Pb
(3) Lise Rx = u.

Der Rechenaufwand betrigt wieder O(n?) Operationen.

2.2.2. Totalpivotsuche. Wahlt man nicht das betragsgrofite Element der k—ten Spal-
te als Pivotelement sondern das betragsgroBte Element der gesamten Teilmatrix Apy.p, kin,
so erhédlt man das Verfahren der Totalpivotsuche (vollstdndige Pivotsuche). In der Praxis
wird dieses Verfahren nur sehr selten angewendet, da der sehr geringe Zuwachs an Stabi-
litdt den hohen Aufwand nicht rechtfertigt; denn zur Auswahl der Pivotelemente sind O(n?)
Vergleichsoperationen notwendig, was wesentlich zum Gesamtaufwand des Algorithmus bei-
trigh.

Der Vollstandigkeit halber soll die Mathematik, die hinter dem Verfahren steckt, je-
doch kurz beschrieben werden. In jedem Schritt der Totalpivotsuche werden nicht nur Zeilen
sondern auch Spalten von A vertauscht, was sich als Matrixprodukt mit zusétzlichen Per-
mutationsmatrizen (Q; darstellen l1a8t:

Ly 1Py1-+ LoaPo L1 PLAGQQ2 - Qo1 = R.
Der gleiche Trick wie bei der Spaltenpivotsuche erlaubt es uns, die Zerlegung als
PAQ = LR

zu schreiben, wobei L und P wie dort definiert werden und () einfach das Produkt der @,
sei. Als Algorithmus aufgeschrieben stellt sich alles folgendermaflen dar:
Algorithmus 2.2.7. LR—Zerlequng mit Totalpivotsuche
R=A L=1P=10Q=I
for k=1ton—1do
Wihle i,7 > k so, daf |ri;| = maxi’,zz |75t
Tkkn < Tikn ; Vertausche die beiden Zeilen
Tkink <> Tk, 5 Vertausche die beiden Spalten
gm:kq — gm;kq
Pk, 1:n <7 Dilin
Q1:nk < Plinj
for j=k+1tondo
Uik = Tk /T
Tikn = Tjkn — gjkrkr,k:n
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done
done

Auch fiir Q) benotigt man keine gesamte Matrix sondern nur einen weiteren Vektor ¢ von
ganzen Zahlen. Der Algorithmus zur Losung des linearen Gleichungssystems wird auch ein
wenig komplizierter:

Ar =b <= PAxr = Pb <= PAQQ 'z = Pb < LRQ 'z = Pb.

Q! wiire iibrigens leicht zu berechnen, da jede Permutationsmatrix eine orthogonale Matrix
ist, und daher Q7' = Q7 gilt.
Algorithmus 2.2.8. Lisung eines linearen Gleichungssystemes mit Totalpivotsuche

(1) Berechne PAQ = LR, die LR-Faktorisierung mit Totalpivotsuche von A.
(2) Lose Lu = Pb
(3) Lise Rv = u.
(4) Berechne z = Qu.
Der Rechenaufwand betrigt wieder O(n®) Operationen, doch ist die vernachléssigte Kon-
stante deutlich grofler als fiir die L R—Zerlegung mit Spaltenpivotsuche.

2.3. Nachiteration. Die Genauigkeit der Losung eines linearen Gleichungssystemes,
die mit dem Spaltenpivotverfahren berechnet wurde, kann mit relativ geringem Aufwand
verbessert werden. Wir haben ja nicht die wahre Losung = des Gleichungssystemes Ax = b
bestimmt sondern nur eine rundungsfehlerbehaftete Néherungslosung z. Die genaue Feh-
leranalyse werden wir dann im Abschnitt 3 vornehmen. Wenn wir folgenden Algorithmus
durchfithren

Algorithmus 2.3.1. Nachiteration

(1) Berechne den Residuenvektor r :=b— AZ.
(2) Léose Lu = Pr.

(3) Lise Rz = u.

(4) Setze Tpey = T + 2.

Bei exakter Rechnung héitten wir dann Az,e, = AT+ Az = (b—1r) +r = b. Leider ergibt
der Algorithmus, wenn er in naiver Weise in Gleitkommaarithmetik umgesetzt wird, ein e,
das in keiner Weise genauer ist als der urspriinglich berechnete Wert Z. Der Grund dafiir ist
darin zu suchen, da§ der berechnete Wert 7 = gl(b— AZ) aufgrund von Ausléschung nur eine
erbarmliche Genauigkeit besitzt. Daher besitzt das aus 7 in Schritt 3 berechnete Z auch nur
eine sehr geringe Genauigkeit; daher verbessert die Korrektur in Schritt 4 die Lésung Z nicht.
In [Skeel 1980] wurde im Rahmen einer Fehleranalyse gezeigt, daf der Iterationsschritt ein
in der Genauigkeit verbessertes zy, erzeugt, wenn die Zahl

max; (| Af|z]);

min, (| Alfz]);

klein ist (was klein bedeutet, hingt von der verwendeten Gleitkommaarithmetik ab). In
diesem Fall erfiillt zpe,

7= (1A ]lo)

(A4 E)Tpen = b (21)
mit sehr kleinem Fehlerterm FE. Eine Losung z, die mit Hilfe des Spaltenpivotverfahren
berechnet wurde, erfiillt allerdings auch schon eine Gleichung dieser Art.

Um in diesem Fall mit Hilfe von Algorithmus 2.3.1 eine Genauigkeitsverbesserung zu er-
zielen, mufl r mit Gleitkommaarithmetik hcherer Genauigkeit berechnet werden. Dazu mufl
aber auch A in hoherer Genauigkeit verwendet werden (das ist sinnvoll, wenn A ausgehend
von bekannten Datenbestanden gerundet wird). Hat man beispielsweise & mit einfacher Ge-
nauigkeit (single precision) berechnet, so bietet sich an, r mit doppelter Genauigkeit (double
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precision) zu bestimmen. Ben6tigt man héhere Prizision und steht keine extended precisi-
on Arithmetik zur Verfiigung, so kann man sich eines Softwarepaketes zur Rechnung mit
noch hoherer Genauigkeit bedienen, bzw. die Rechenfehler minimieren, indem man etwa
fehlerkorrigierende Summation (Kahan-Babuska—Summation, siehe Kapitel 1 Beispiel 5.2.9)
verwendet. Die Geschwindigkeit der arithmetischen Operationen fallt dabei nicht so sehr ins
Gewicht, da der Gesamtaufwand eines Nachiterationsschrittes O(n?) betrigt.

Das Verfahren, den Algorithmus 2.3.1 zu verwenden, wenn Schritt 1 mit hoherer Ge-
nauigkeit berechnet wird, heiit Nachiteration mit gemischter Genauigkeit. Als Faustregel
fiir die erreichte Prézision kann man sagen, dafl nach k Iterationsschritten x mindestens
min(d, k(d — q)) korrekte Stellen hat, wobei eps ~ 107 und ko (A) =~ 107 (ko (A), eine
Konditionszahl fiir A, wird in Abschnitt 3.1.2 eingefithrt und héngt mit der Kondition des
Problemes Ax = b zusammen). Grob gesagt erzeugt die Nachiteration eine Losung, die kor-
rekt ist bis zur vollen (einfachen) Genauigkeit, wenn eps ko, (A) < 1. Auf Systemen mit sehr
kurzer Mantisse kann das Verfahren die Anzahl der effektiv l6sbaren linearen Gleichungs-
systeme signifikant vergroflern ohne alle Matrizen und Vektoren mit hoherer Genauigkeit
abspeichern zu miissen.

Zusétzlich ist es sehr wichtig, sich die Mdoglichkeit der Nachiteration im Gedéchtnis zu
halten im Zusammenhang mit einigen Verfahren zur Losung von Gleichungssystemen, die
wegen der speziellen Gestalt der Matrix A (Bandstruktur, Diinnbesetztheit) zur Berechnung
von P, L und R spezielle Pivotstrategien verwenden, um fiir L und R auch eine spezielle
Struktur zu erreichen. Bei diesen kann es passieren, dal Z keine Gleichung der Form (21)
mit besonders kleinem FE erfiillt. In diesem Fall kann mit Hilfe der Nachiteration die Ge-
nauigkeit der Losung stufenweise verbessert werden, auch wenn man zur Berechnung von 7
nicht Gleitkommaarithmetik hherer Genauigkeit verwendet. Der geringe Aufwand O(n?),
der meist nicht ins Gewicht fallt, und der Erfolg rechtfertigen bei weitem den hoheren Im-
plementationsaufwand.

3. Fehleranalyse

Wie schon in Kapitel 1 erwahnt, ist es die Pflicht des numerischen Mathematikers, einen
entwickelten Algorithmus auf seine Gutartigkeit zu testen. Wie sich herausstellen wird ist ge-
rade dies beim Gaufschen Eliminationsverfahren duflerst schwierig, in jedem Fall schwieriger
als bei beinahe allen anderen Algorithmen der numerischen linearen Algebra.

Fiir die Analyse, auch fiir die der spater noch kommenden Algorithmen, sind jedoch noch
einige Begriffe notwendig.

3.1. Regularititsmafle. Es ist aus der linearen Algebra wohl bekannt, dafl eine Matrix
A genau dann regulér ist, wenn ihre Determinante det A # 0 erfiillt. Dieses Kriterium ist
jedoch leider fiir numerische Zwecke nicht sehr brauchbar. Denn die Rundungsfehler, die
wéhrend der Berechnung der Determinante einer singuldren Matrix entstehen, fithren meist
dazu, dafl der tatséchlich berechnete Wert von Null verschieden ist. Es wird also Regularitat
vorgetduscht obwohl in Wirklichkeit Singularitéit vorliegt; es wird die eindeutige Losbarkeit
eines linearen Gleichungssystemes vorgespiegelt obwohl eventuell keine oder unendlich viele
Losungen existieren.

Unterscheidet sich eine Matrix A nur sehr wenig von einer singuldren Matrix, so kann
durch Rundungsfehlereinfliisse genauso der umgekehrte Effekt eintreten. Wahrend der LR—
Zerlegung treten dann sehr kleine Pivotelemente auf oder sogar Pivotelemente, die Null sind.
In beiden Féllen bricht der Algorithmus ab, da entweder durch Null dividiert wird oder ein
Uberlauffehler entsteht.

Diese Betrachtungen unterstreichen, dafl es wichtig fiir die Beurteilung numerische Be-
rechnungen ist zu wissen, wie requldr eine Matrix ist. Mit der Hilfe dieser Regularititsmafe
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konnen wir dann abschétzen, wie grof die auftretenden Fehler sein diirfen damit das Ergebnis
noch brauchbar bleibt.

3.1.1. Determinante. Das unbrauchbarste Regularitdtsmafl ist die Determinante.
Sie trifft nur ja/nein Aussagen iiber die Regularitét:

det A#0 <= A regular.

Auflerdem ist die Grole der Determinante kein Hinweis auf den Grad an Regularitit. Es gilt
ja bekannterweise

det(AA) = A" det A,
doch ein Vielfaches einer Matrix ist nicht mehr oder weniger regulér als die Matrix selbst.
Andererseits ist fir A = 2 und n = 50 der Faktor \» > 10'. Die Determinante ist also
offensichtlich nicht geeignet als Regularitatsmaf.
3.1.2. Konditionszahl. Beginnen wir die Untersuchung iiber Regularitéit von Matrizen
mit dem Studium des Problems der Matrixmultiplikation. Wie ist die Kondition des Problems

y = Az aus gegebenem A und x zu berechnen?
Nach Kapitel 1 Abschnitt 5 wissen wir, daf aus ¢(x) = Az die Gleichung

Ay = Dp(z)Ar = AAx

folgt, die die Verstarkung der absoluten Fehler der Eingangsdaten beschreibt. Fassen wir die
Konditionszahlen (die Fehlerverstérkungsfaktoren fiir die relativen Fehler) zu einer einzigen
Konditionszahl x zusammen, so finden wir, dafl fiir beliebig gewéhlte Normen gelten muf}

gl _ 1A
1yl [l
fiir x,y # 0. Durch Umformen finden wir, daf}

]

B EC] IR

eine Konditionszahl ist, wenn || |5 eine mit den zuvor gewahlten Normen vertrégliche
Matrixnorm ist. Im speziellen Fall der Matrixmultiplikation folgt

= Al
[ Az]]

Diese Konditionszahl hdngt von A und x ab, bietet aber relativ gute Abschétzungen fiir
die Fehlerverstarkungsfaktoren. Nehmen wir zusétzlich an, da die Matrix A quadratisch
und regulér ist. Dann konnen wir die Abhéngigkeit von z aus den obigen Abschéitzungen
entfernen:

-1
o= VL g < iy al,
[yl
und es gibt Vektoren x, fiir die Gleichheit gilt (wahlt man die 2-Norm, dann gilt das fiir jedes
nichtverschwindende Vielfache eines rechtssinguléren Vektors zum kleinsten Singuldrwert von
A — siehe Kapitel 4 Abschnitt 2.3).

Berechnen wir nun die Konditionszahl fiir das inverse Problem, der Losung des linearen
Gleichungssystemes Ax = y. Fiir reguldres A ist das dquivalent zur Multiplikation von y mit
der inversen Matrix A~!'. Nachdem die Konditionszahl x von oben unabhingig von z und y
und symmetrisch in A und A~! ist, erkennen wir sofort, daf8 x auch eine Konditionszahl fiir
das inverse Problem ist.

Dies rechtfertigt die folgende Definition.
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Definition 3.1.1. Sei A eine Matriz und || || eine Matriznorm. Dann kénnen wir die
(zu || || gehorige) Konditionszahl von A definieren als
K(A) = AT [IA]L

Falls wir uns auf eine bestimmte Norm beziehen, z.B. || ||2, dann versehen wir auch k mit

einem Index (ky). Fiir singuldre Matrizen setzen wir k(A) := oo.

Mit dieser Festlegung konnen wir auch die folgende Proposition formulieren, die die
Herleitungen von oben zusammenfaft.

Proposition 3.1.2. Sei A € K™*" regulir und betrachten wir die Gleichung Ax = y.
Das Problem y aus x zu berechnen hat Konditionszahl

r= Al o < TANATY)
beziiglich Fehlern in x. Das Problem x aus y zu berechnen hat Konditionszahl
Iyl .
k=A< NANATY
]l

beziiglich Fehlern in y. In beiden Ungleichungen existieren x und y, sodafl Gleichheit gilt.

Die Kondition ist bei Beachtung einiger Regeln auch als Regularitédtsmall gut geeignet.
Im Gegensatz zur Determinante erfiillt die Konditionszahl k(AA) = k(A) fur alle A € K.

Die Definition fiir singuldre Matrizen ist auch nicht unbegriindet wie die folgende Pro-
position zeigt.

Proposition 3.1.3. Sei B € K™*" singuldr mit rg B = n — 1. Sei A,, eine Folge von
requldren Matrizen mit A, — B. Dann gilt K(A,) — co.

BEWEIS. Es gilt A~! = Adj(A)/det(A) (aus der linearen Algebra). Ist rg B = n—1 dann
ist Adj(B) # 0. Aus diesen Fakten folgt

[ Adj(An) (1[I Al
An = )
w(An) Idet A,|
da der Zahler ungleich Null bleibt, der Nenner aber gegen Null strebt. U

Ferner gilt fiir die Konditionszahl noch
K(A) > [[AATY = [T = 1.

Nachdem die Einheitsmatrix eine sehr reguldre Matrix ist, die Konditionszahl 1 hat, liegt
die Annahme nahe, dafl einerseits sehr regulére Matrizen kleine Konditionszahlen nahe bei
eins, fast singuldre Matrizen andererseits sehr grole Konditionszahlen haben.

Folgendes Resultat, das aus den Definitionen und Resultaten zuvor folgt, sei zusammen-
fassend noch einmal erwahnt

Proposition 3.1.4. Es gilt fir die tatsichlich Losung x und die berechnete Ndherungs-
losung T eines linearen Gleichungssystemes Ax = b
Jaz] b — Az
]~ 6]

r(A)
Beispiel 3.1.5. Se:

1 200 [ —
A= | 200 I und daher A™'=="— 1 11 )
1 1 19\ 1 —55

Es gilt | Allsc = 2 und ||A™"|s = {99 Die Konditionszahl von A ist also ke(A) = 500 ~ 4.
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Skalieren wir A mit einer Diagonalmatriz D um, so dndert das das Verhalten der Matriz
im Gaufischen Algorithmus nicht im geringsten (sofern durch die Wahl der Skalierung nicht
die Wahl des Pivotelementes beeinflufst wird). Wie sieht es mit der Konditionszahl aus?
Sei D = diag(200,1). Dann sind

(1 200 L1 (1 =200

|DA|s = 201, [[(DA) Yoo = 201/199 und koo(A) = 40401/199 =~ 200; die Umskalierung

hat als die Konditionszahl um einen Faktor 50 vergréfiert.

Das obige Beispiel zeigt, dal die Konditionszahl nur dann als Maf fiir die Regularitét
von A verwendet werden kann, wenn man zuvor die Skalierung von A festlegt. Die folgende
von van der Sluis in [van der Sluis 1969] bewiesene Proposition gibt einen Hinweis auf die
zu verwendende Skalierung

Proposition 3.1.6. Fiir alle requliren Diagonalmatrizen D wird k..(DA) minimal bei
D =diag(1/ >, [Awkl, -, 1/ > p [Ankl), also wenn Y~ |(DA)y| =1 firi=1,...,n.

BEWEIS. Sei 0.B.d.A. A so skaliert, dal > ;_, |Ay| =1 fiir alle ¢ gilt. Fiir eine beliebige
reguldre Diagonalmatrix D finden wir dann

IDAlloe = max (IDs] Y |Ai]) = max |Dii| = [|D]lcc,

..... n P yeensT
und daher
Fioo(A) = [A [ Alloe = [(DA) ' Do < [[(DA) ool Dlloe =
= [(DA) Y[l DA||oc = Koo (DA).

Matrizen A, die
D Al ~ 1, firi=1,...,n
k=1

erfiillen, heiflen equilibriert. Fiir solche Matrizen ist die Konditionszahl ein niitzliches Maf3
fiir die Regularitét.

3.1.3. Singularitidtsabstand. Das ,beste“ Maf fiir die Regularitdt einer Matrix ist
der Singularititsabstand

sing(A) := inf{é > 0|3 B singuldr mit |B — A| < 0| A|}.

Lafit man also in A komponentenweise Fehler der Gréfienordnung sing(A) zu kann man eine
singuldre Matrix finden, fiir kleinere Fehler jedoch nicht.
Eigenschaften von sing(A):
e 0 <sing(A) <1,
e sing(A) = 0 genau dann, wenn A singulér ist,
e sing(D;AD;y) = sing(A) fiir beliebige regulidre Diagonalmatrizen Dy und Ds; das
heifit sing ist skalierungsunabhéngig.

Ungliicklicherweise ist der Singularitdtsabstand sehr schwierig zu berechnen. Man kann
jedoch einen Zusammenhang mit der Konditionszahl beweisen.

Proposition 3.1.7. Falls A requldr ist, gilt sing(A) > 1/ke(A).
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BEWEIS. Sei |B — A| < 4|A|. Ist B singulér, dann ist auch A~ B singulir, und damit
gilt wegen Proposition 3.1.6 || — A™'B|| > 1 und deshalb

1< |I= AT Bl = [[A7(A = B)llo < |47 [l B = Allo < |47 s l|0]Allloc = oo (A).

Aus dieser Abschitzung folgt fiir alle § die Ungleichung 6 > 1/k4(A) und daraus folgt die
Behauptung. 0

3.1.4. Konditionsschitzung. Ein grofler Nachteil der Definition der Konditionszahl
k(A) ist, daB man die Norm der Inversen von A kennen mufl. Diese ohne die Inverse selbst zu
berechnen ist schwierig. Das Berechnen der Inversen aber ist aufwendiger als die Losung eines
linearen Gleichungssystemes. Eines der schnellsten Verfahren zur Bestimmung der Inversen
A~! besteht darin, eine LR Zerlegung von A durchzufiihren und fiir jeden Einheitsvektor e;
das lineare Gleichungssystem Az = ¢; zu lésen. Die () sind dann die Spalten von A~!.
Der Aufwand fiir diese Berechnung ist zusitzlich zu den O(n?) der L R-Faktorisierung noch
einmal n - O(n?) = O(n?) fiir die Losung der Gleichungssysteme. Daher ist es manchmal
besser, die Konditionszahl von A nicht exakt zu berechnen sondern nur abzuschéatzen.

Die Konditionszahl k. (A) fir die Zeilensummennorm bestimmen wir nédherungsweise
wie folgt:

Sei s; die Summe der Betriige der i—ten Zeile der Matrix A~!. Aus der Definition von || |/s
folgt dann, dafl ein Index iy existiert mit

Die i—te Zeile von A™1 ist
(f(i))* _ (ei)*A_l.
Falls eine LR Faktorisierung von A vorliegt, so lift sich f® als Losung des konjugiert
transponierten Systems
A*f @ = €;

berechnen:

(1) Lose R*y = e,

(2) Lose L*z =y,

(3) Setze fO = PTz.
Konnten wir den Index i( erraten, so wire die Berechnung von r.,(A) in einfachster Weise
beendet. Fiir einen beliebigen Index erhalten wir eine untere Schranke fiir die Konditionszahl
von A. Sei e = (1,...,1)" und v ein beliebiger Vektor mit |d| = e. Dann gilt

(A7 d); = (e)"|ATN| < (e)"|ATHId] = []'e = 5. (22)

Die Berechnung der |A~1d|; ist weniger aufwendig als die Berechnung der s;. Es ist nahelie-
gend, fiir den Index 4 den Index der gréofiten Komponente von A~'d zu wihlen. Fiir d setzt
man am besten
d = sgn((A*)"te).

In diesem Fall erhalten wir, falls A~! spaltenweise konstante Vorzeichen hat, den exakten
Wert s; = ||[A7||o. Der Grund dafiir ist, dal dann die i—te Komponente ((A*)~'e); das
Vorzeichen der i—ten Spalte von A~! trigt, und wegen d; = sgn(((A*)"'e);) gilt in (22)
Gleichheit.

Alle diese Uberlegungen fithren zum folgenden Algorithmus zur Abschitzung der Kondi-
tionszahl ko (A).

Algorithmus 3.1.8. Konditionsschditzung
(1) Lise A*v = e und setze d = sgn(v).
(2) Liose Aw = d und suche j mit w; = max; |w;]|.
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(3) Lose A*f = e; und bestimme s = (|f|, e).

Dann gilt ||A7 oo > s und es gilt oft Gleichheit. Bei Untersuchungen mit Zufallsmatrizen
mit Ay, € [—1,1] findet man Gleichheit in mehr als 60% der Fdlle. In iber 99% aller Fille
gilt zumindest ||A™Y|o < 3s.

Der Aufwand fiir die Konditionsschéitzung ist bei vorliegender L R—Zerlegung nur O(n?)
zusitzliche Operationen. Es existieren auch andere Verfahren, die z.B. auch in den LAPACK
Routinen ??7con (siche 5) implementiert sind.

3.2. Datenstorung. Bevor wir uns auf die Analyse der Rundungsfehler im Gaufischen
Algorithmus stiirzen, ein kleiner Vorgeschmack. In vielen Anwendungsproblemen kommt es
vor, dafl die Koeffizienten des Systemes nicht exakt bekannt sind. In einem ersten Schritt
interessieren wir uns fiir die Ungenauigkeit der Losung, die daraus erwéchst. Der folgende
Satz, gibt Auskunft iiber die Auswirkungen von Ungenauigkeiten in der Matrix A.

Theorem 3.2.1 (Prager/Oettli). Seien A € K™ b, & € K". Fir beliebige nichtnegative
Matrizen AA € R ™ und Vektoren Ab € R™ sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Es gibt A € K" und b € K" mit
Az =b, |A—A<AA, und |b—b| <Ab.
(2) Es gilt die Ungleichung
|b— AZ| < Ab+ AA|Z|
fiir das Residuum.

BEwEIS. In [Prager, Oettli 1964]. O

Der Satz von Prager und Oettli erlaubt es also, von der Kleinheit des Residuums auf die
Brauchbarkeit einer Losung zu schliefien, soferne man eine Losung & von Az = b dann als
brauchbar definiert, wenn sie ein in der Nihe liegendes Gleichungssystem Az = b 15st.

Besitzen z.B. alle Komponenten von A und b dieselbe relative Genauigkeit ¢, d.h.

AA =¢lA|, Ab=celbl,
so ist Z Losung eines nahe liegenden Gleichungssystemes A7 = b mit |A — /~1| < AA und
|b — b] < Ab, falls

| AT — b] < e([b] + [A]|z]).

Diese Ungleichung liefert sofort das kleinste ¢, fiir das ein berechnetes & noch als brauchbare
Losung akzeptiert werden kann.

3.3. Rundungsfehler beim Gaufischen Algorithmus und verwandten Verfah-
ren. Daf selbst beim Spaltenpivotverfahren Probleme auftreten kénnen, sei an den beiden
folgenden Beispielen belegt:

Beispiel 3.3.1. Aus Beispiel 2.1.9 ist schon bekannt, dafs der Gaufsche Algorithmus
ohne Pivotsuche auf die Matriz
1072 1
()

angewendet nicht gutartig ist. Betrachten wir als ndchstes die Matrix

20
diag(10%°,1) - A = G 101 )
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Wenden wir darauf das Spaltenpivotverfahren an, so ist im ersten Schritt die Wahl des
Elements A1, als Pivotelement zuldssig. Die Matriz LiPiA sieht danach aber dhnlich aus
wie die Matriz R in Beispiel 2.1.9:

1 10%
R=IhA= (0 1— 1020>

mit den gleichen Rundungsfehlerproblemen wie dort.
Beispiel 3.3.2. Betrachten wir als ndchstes die Matriz

1 1
1 1 1
1 -1 1 1
A=1_1 1 1 1 1
1 -1 -1 -1 --- 1

Beim ersten Schritt passiert keine Vertauschung durch Pivotsuche. Die Elemente in der letz-
ten Spalte werden jedoch verdoppelt. Eine weitere Verdoppelung passiert im ndchsten Schritt,
und so weiter. Die am Ende erzeugte Matrix R ist

—_
OO = DN —

2n'71
Ihre co—Norm ist 21, die untere Dreiecksmatriz L dagegen hat co—Norm n, die gleiche wie
die Matriz A:

1
1 1
1 -1 1

L={_1 -1 -1 1
1 -1 -1 -1 --- 1

Betrachten wir die beiden Beispiele, so erscheint es als ob das Spaltenpivotverfahren kein
gutartiger Algorithmus sei.

Die Probleme im ersten Beispiel konnen wir noch korrigieren, indem wir uns die Bemer-
kungen iiber Konditionszahlen und equilibrierte Matrizen noch einmal ansehen und dafiir
sorgen, dafl die Matrix A equilibriert ist bevor das Spaltenpivotverfahren durchgefiihrt wird.
Dies fiihrt dann zum folgenden verénderten Spaltenpivotverfahren zur Berechnung einer L R—
Zerlegung der Matrix A. Man mufl dazu die Matrix nicht wirklich umskalieren. Es geniigt,
dies nur fiir die Wahl des Pivotelementes zu tun.

Algorithmus 3.3.3. LR—Zerlequng mit equilibrierter Spaltenpivotsuche
R=AL=I P=I
for k=1ton—1do

Wihle i > k so, daf s — = max;_y 5ot~

Tk < Tikn ; Vertausche die beiden Zeilen

gk,l:k—l — &,1:1@—1
Pk,1:n < Pilin
for j=k+1tondo
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fjk = Tjk/Tkk
Tikn = Tjikn — gjkrk,k:n
done
done

Die Probleme, die aus Beispiel 3.3.2 erwachsen, bediirfen allerdings einer weitaus griind-
licheren Untersuchung.

Nachdem die Anwendung einer Permutation keine numerisch bedenkliche Operation ist,
geniigt es, die Fehlerrechnung fiir die Matrix PA durchzufiihren, bzw. 0.B.d.A. anzunehmen,
daBl keine Vertauschungen bei der Bearbeitung von A nétig sind.

Beginnen wir zuerst mit der Untersuchung der auftretenden Fehler im Rahmen der L R—
Zerlegung. Seien im folgenden L und R die bei der Zerlegung der Matrix A € K™*" berech-
neten Faktoren. Deren Produkt unterscheidet sich von A durch eine Fehlermatrix H:

LR=A+H,
fiir die man folgende Fehlerabschitzung erhélt:
Theorem 3.3.4. Scien A, L, R und H wie im Absatz zuvor. Dann gilt
[H| < 3(n—1)eps(|A| + |L||R]),
w?bez’ 2?) bedeute in erster Niherung kleiner gleich (d.h. unter Vernachlissigung von Termen
O(eps?) ).

BEWEIS. Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist der Satz offensichtlich
wahr, da @ = 1 - @ ohne Rundungsfehler zerlegbar ist.
Also angenommen, daf der Satz fiir alle (n — 1) x (n — 1) Gleitkommamatrizen gilt. Sei

nun
a wr
(%)
mit B € K®D*x0=) ynd v,w € K !. Der erste Eliminationsschritt fithrt die folgenden
Rechnungen durch:

)
A, = gl(B — zuw").

Nachdem in der Berechnung von Z nur einzelne elementare Operationen vorkommen, haben
wir nach den Voraussetzungen an die Computerarithmetik

Z=Zo+f mit |[f] Seps%.
Q
Auch fiir A, gilt eine entsprechende Abschéitzung
Ai=B -2+ F mit |F|<2eps(|B|+|Z|jw]"), (23)

wie sich leicht nachrechnen 148t, da hier fiir jedes berechnete Element jeweils zwei elementare
Operationen hintereinander ausgefiihrt werden.

Die erste Zeile bleibt bei den weiteren Schritten der L R—Zerlegung unveréandert, und der
Algorithmus fihrt mit der LR Zerlegung der Matrix A, fort. Diese (n—1) x (n — 1)-Matrix
erfiillt aber die Induktionsvoraussetzung. Die Naherungsfaktoren Ly und R, fiir A erfiillen
also

LR, = A, + H, (24)
|Hy| < 3(n —2)eps(|Ai| + |[L1]| i) (25)
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Setzt man die Resultate zusammen, so erhélt man

~ = 1 0 a w*
LR_(z L]) (0 1%1)_

0 0
_A+(af H1+F>_A+H'

Aus der Gleichung (23) folgt, dafl
| A < (1+2eps) (|B] + 2] |w] "),
und daher haben wir wegen (24) und (25)
[Hy + F| < 3(n—1)eps(|B| + |2|[w] " + | L1||Ri]).
SchlieBlich folgt aus |af| < eps|v|

mzso-ves (0 1)+ (1) (5 12)))

die gesuchte Abschétzung. O

Auf den ersten Blick erscheint diese Abschétzung die Gutartigkeit des Algorithmus zu
beweisen. Der Fehler der Zerlegung ist ein Vielfaches der Maschinengenauigkeit eps, das von
|A| abhéngt. Doch auch ein zweiter Term steckt im Multiplikator von eps. Es ist dies der
Term |L||R|. Das Spaltenpivotverfahren erzeugt eine Matrix L mit |L| = O(I), doch die
Matrix R ist nicht kontrollierbar, wie das Beispiel 3.3.2 zeigt. Um dieses Verhalten noch
weiter zu analysieren, definieren wir

Definition 3.3.5. Der Wachstumsfaktor fiir die LR—Zerlequng von A sei

. maxi,j |R”|

p(A) =

Wenn p(A) von Groenordnung 1 ist, so ist nichts passiert und der Algorithmus war stabil.
Wenn p(A) andererseits sehr grof ist, dann kann man Instabilitét erwarten. Beispiel 3.3.2
zeigt, dal p(A) = 27! werden kann. Umgekehrt ist es aber nicht allzu schwierig zu beweisen,
daBl das auch schon der schlimmste Fall ist.

Die Frage ist jetzt: ,, Warum ist der Gaufische Eliminationsalgorithmus, genauer das Spal-
tenpivotverfahren, dann so berithmt und populér, wenn es doch nicht stabil ist?“ Die Antwort
kommt (wie ist es in der numerischen Mathematik auch anders zu erwarten) aus der Praxis:

maxiyj |Az] ’ '

Obwohl es Beispiele wie 3.3.2 gibt, die Wachstumsfaktoren besitzen, die
exponentiell von der Dimension abhéngen, erweist sich das Spaltenpivot-
verfahren in der Praxis als duflerst stabil. Faktoren R, die sehr viel grofier
als A sind, treten scheinbar in den Anwendungen nie auf. Es ist kein Bei-
spiel bekannt, bei dem in der Praxis exponentielle Instabilitdt beobachtet
worden wére.

Trotzdem, warum kann man verantworten, einen Algorithmus zu verwenden, bei dem die-
se Art von Instabilitdt auftreten kann und ihm in der Praxis vertrauen? Die Beantwortung
dieser Frage ist eine Sache der Statistik. Ausgepriagte Untersuchungen an Zufallsmatrizen
haben gezeigt, dal schon Matrizen, deren Wachstumsfaktor p(A) > +/n erfiillt, dulerst sel-
ten sind. In den allermeisten Féllen liegt er sehr weit unter dieser Grenze. Es gibt zwar einige
heuristische Argumente warum das so sein muf}, doch was der wahre Grund fiir dieses Ver-
halten ist, ist ein noch ungeldstes Problem. Empirische Wahrscheinlichkeitsverteilungen
fiir die Wachstumsfaktoren fiir Zufallsmatrizen der Dimensionen 8, 16, 32 und 64 aufgetragen
auf einer halblogarithmischen Skala kann man in Abbildung 3.1 sehen. Eine Darstellung der
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Wachstumsfaktoren von etwa 1000 Zufallsmatrizen verschiedenster Dimensionen kann man
in Abbildung 3.2 finden.

2 4 6 8 10 12

ABBILDUNG 3.1. Eine glatte Dichteschitzung basierend auf empirischen
Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir die Wachstumsfaktoren von Zufallsmatri-
zen der Dimensionen 8, 16, 32 und 64, basierend auf Samples der Grofie 104
fiir jede dieser Dimensionen. Die Dichte scheint exponentiell mit p(A) zu fal-
len, wahrend sie mit zunehmender Dimension kleiner und breiter wird und ihr
Peak Richtung +oo wandert.

100

10 |

p(A) L e,

0 IEEEEEEE Ll
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

n
ABBILDUNG 3.2. Wachstumsfaktoren fiir 500 Zufallsmatrizen verschiedener
Dimensionen mit unabhéngig normalverteilten Eintragungen. Es gibt nur 1
Matrix, deren Wachstumsfaktor die ,imagindre Grenze“ \/n iiberschreitet.

Nachdem die Fehleranalyse der L R—Zerlegung abgeschlossen ist, bleibt fiir eine vollstandi-
ge Analyse des Gaufischen Algorithmus noch iibrig, die Fehlerverstirkung in der Auflésung
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der dreieckigen Gleichungssysteme zu untersuchen. Was passiert also, wenn wir die berech-
neten L und R anstelle der wirklichen Faktoren L und R zur Losung des Gleichungssystemes
heranziehen? Diese Frage beantwortet der folgende Satz 3.3.7.

Zuvor untersuchen wir aber noch, was bei einem (Vorwérts—) Riickwértseinsetzschritt
geméB Algorithmus 2.1.3 (2.1.2) passiert.

Proposition 3.3.6. Sei R € R(n) (€ L(n)) eine obere (untere) Dreiecksmatriz und &
die nach Algorithmus 2.1.2 (2.1.8) berechnete Lisung von Rz = b. Dann ist T Losung eines
benachbarten Gleichungssystemes (R + F)& = b mit

|F| < neps|R|.

BEWEIS. Der Beweis erfolgt mittels vollstéandiger Induktion nach n, der Dimension der
Matrix R.

Der Induktionsanfang fiir n = 1 ist einfach: Es gilt #; = gl(b;/R11), und die Eigenschaften
der Gleitkommaarithmetik liefern sofort die Abschéitzung

. b
F1=——(1+e1), |a] <eps.
Ry
Fiir die bendtigte Abschétzung miissen wir nur noch beobachten, dafi mit €} = —&1/(1+ ;)
gilt
by

7= [€}] < eps+O(eps®) < eps.

R11 (1 + 8,1) ’
Nehmen wir nun an, wir hétten den Satz bereits bewiesen fiir Matrizen bis zur Grofle
(n — 1) x (n — 1). Schreiben wir das Gleichungssystem Rz = b an als

pow T\ _ (b
0 R1 Yy - &
mit (n — 1) x (n — 1)-Dreiecksmatrix R;. Multiplizieren wir aus, so erhalten wir die beiden
Gleichungen
Riy=c, pPz1+vy=>0.
Aus der ersten berechnen wir eine Nédherungslosung ¢ fiir y. Diese Losung erfiillt nach In-
duktionsvoraussetzung ein Gleichungssystem

(Ri+ F)j=c, |F|<(n—1)eps|Ry|.

Untersuchen wir nun die erste Gleichung;:

1= 1(b1_”g)
1=8 3

_ gl(by —vy)

B
_ gl(by —vy)
Bl+er)’
(b — gl(vp)(1 + )
Bl +¢€) ’

_ by — gl(vy)
Bl +e)(1+ey)
_ b —gl(vy)
ﬁ(l + 283) ’

(14+¢e1), |e1] <eps

] < eps

lea| < eps

5] < eps

les| < eps.
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Untersuchen wir den Ausdruck im Zahler weiter:

b1 —gl(vy) = b1 — <Z gl(v;7;)(1 + 77j)>

j=1
mit
n—1 .
L+n = H(l +ew) = (14 (n—jes;),  esi] < eps.
k=j

Setzen wir das oben ein, so erhalten wir

n—1

by —gl(vg) = by — (Z(Ujﬂj)(l +ée6;)(1 + (n — j)%’)) , lee;| < eps

J=1

n—1
=0 — (Z yjvi(1+ (n—j+ 1)57j)) » lerjl < eps.

J=1

Insgesamt ergibt sich aus dieser Rechnung die Formel

b= (Sl wivs(1+ (0= j + 1)ery))
6(1 —+ 263) .

Beobachtet man nun, dafl 8 = Ry, und v; = Ry j41, so sehen wir, dafl

(Rn(lo—l— 255) Ryl +J§’T;1]*;1+ 2)8”)) (”ZI) = (bcl>

gilt. Aus dieser Gleichung und der Tatsache, daf§ alle £, vom Betrag in erster Ordnung kleiner
als eps sind, folgt die Behauptung:

xr =

(RH R1j> + <263R11 (TL - ] + 2)87jR1j) F=b

0 Ry 0 F
N ~- ,
denn
|[F| < neps|R|
wegen der offensichtlichen Abschétzungen in der ersten Zeile und der Induktionsvorausset-
zung iiber F. Il

Theorem 3.3.7. Seien L und R die berechneten LR—Faktoren zur Matriz A € Knx»
(nach dem Spaltenpivotverfahren oder dem wvollstindigen Pivotverfahren). Seien @ die be-
rechnete Lisung zu L = b und & die berechnete Lisung zu Rx = 4. Dann erfillt & ein
Gleichungssystem der Form (A + E)x = b mit

|E| < neps(3|A| + 5|L||R]).

BEWEIS. Nach Proposition 3.3.6 gelten
(L+ F)u=
(R+ Q)i

|F| < neps|L|

b
b |G| < neps|R|

und daher

(L+ F)(R+G)i=(LR+FU + LG + FG)% =b.
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Theorem 3.3.4 impliziert o
LR=A+H
mit
|H| < 3(n—1)eps(|A] + |L||R]).
Setzen wir nun
E=H+FR+ LG+ FG,
so erhalten wir (A + F)Z = b und die Abschétzung

|E| < [H| +|F||R| + |L||G]
< 3neps(|A| + |L||R|) + 2neps(|L||R]).
Zusammengefafit ist das die gesuchte Fehlerschranke. 0

Wie nicht zu erwarten, tritt auch in Theorem 3.3.7 der Term |L||R| auf, der den Elimina-
tionsalgorithmus latent instabil gestaltet. Doch auch hier zéahlt das (unbewiesene) statistische
Argument von vorhin, das bedingt, daf in der Praxis Instabilitdten dieser Art nicht auftreten.

4. Systeme mit speziellen Eigenschaften

In manchen Fillen, fiir spezielle Klassen von Matrizen, lassen sich lineare Gleichungssy-
steme einerseits stabiler und andererseits mit weniger Aufwand behandeln. Auflerdem treten
die im folgenden besprochenen Klassen von Matrizen in den Anwendungen und in anderen
Bereichen der Numerik haufig auf, sodaf} sich eine gesonderte Untersuchung dieser Matrix-
typen lohnt.

4.1. Hermitesche positiv definite Matrizen: Die Cholesky—Zerlegung. Sei A €
Herm(n) (bzw. fiir reelle A sei A € Sym(n)) und positiv definit — siehe 1.2.12 und 1.2.13.
Dann kann man versuchen, eine Dreieckszerlegung zu konstruieren, die von der Form

A=LL"

ist. In diesem Abschnitt werden wir untersuchen, ob das immer funktioniert und welche
Stabilitdtseigenschaften diese Zerlegung besitzt. Zuvor miissen wir jedoch noch die Eigen-
schaften von hermitesch positiv definiten Matrizen analysieren.

Proposition 4.1.1. Sei A € Herm(n) eine hermitesche positiv definite Matriz. Dann

gilt
(1) Fiir jede Matriz B € K™™ n > m mit vg B = m gilt B*AB ist hermitesch positiv
definit.

) Alle Eigenwerte von A sind reell und positiv.
) Die Determinante von A ist reell und positiv.
) Jede Hauptuntermatriz von A ist wieder hermitesch positiv definit.
) Eigenvektoren zu verschiedenen Figenwerten sind orthogonal.

BEWEIS. (1) (B*AB)* = B*A*B = B*AB und daher ist die Matrix hermitesch. Sie
ist positiv definit, weil fiir jeden Vektor x # 0 auch Bz # 0 gilt (B hat vollen Rang),
und daher ist 2*(B*AB)x = (Bxz)*A(Bzx) > 0, weil A positiv definit ist.

(2) Sei z # 0 und Az = Az. Dann gilt 0 < z*Ax = Az*z = A|x|3. Daher ist \ positiv.

(3) Die Matrix A 148t sich, da sie hermitesch ist, orthogonal diagonalisieren. D = OT AO
mit einer orthogonalen Matrix O und der Diagonalmatrix D = diag(Aq,...,\,)
gebildet aus den Eigenwerten von A. Also gilt det A = det Odet Ddet OT = det D =
[T;:_; A; > 0 nach 2.
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(4) Sei B € K™*™ g0 gewéhlt, daB in jeder Spalte genau eine und in jeder Zeile hochstens
eine Eins vorkommt; alle anderen Eintridge seien Null. Dann besteht B*AB genau
aus der Hauptuntermatrix von A, die aus den m Zeilen und Spalten besteht fiir die
in den entsprechenden Zeilen von B eine Eins vorkommt. Nach 1 ist diese Matrix
hermitesch positiv definit.

(5) Seien A; und Ay zwei verschiedene Eigenwerte von A und z; und xs dazugehorige
Eigenvektoren. Dann gilt

)\2<$1,$2> = <$1,A$2> = <A$1,902> = /\_1<9017$2> = >\1<$17$2>

und damit (Ay — Ap){z1, x2) = 0. Weil Ay # A; gilt, ist (zq,22) = 0.
(6) Dal die Hauptminoren einer hermiteschen positiv definiten Matrix positiv sind,
folgt aus 3 und 4. Die Umkehrung ist ein bekannter Satz der linearen Algebra, das

Hauptminorenkriterium.
O

Wenden wir uns nun dem Problem zu, die Matrix A in Dreiecksfaktoren zu zerlegen.
Beginnen wir damit, zu untersuchen, wie der erste Schritt einer Gauflelimination ausséhe,
wiirden wir ihn auf die Matrix A anwenden, und nehmen wir dabei an, dafl A;; = 1:

1 v* 10 1 v*
AZ(U A):<v ]I) (O A—vv*)'

Der Gaufische Algorithmus wiirde jetzt im néchsten Schritt Nullen in der zweiten Spalte
erzeugen. Wollen wir allerdings eine symmetrische Zerlegung erreichen, dann wire es giinstig,
bereits jetzt wieder zu einer symmetrischen Form zuriickzukehren und statt in der zweiten
Spalte in der ersten Zeile Nullen zu generieren:

1 v ) (1 0 1 v
0 A—vv*)  \0 A—ovv* 0o 1/

Man bemerke, daf die obere Dreiecksmatrix, die von rechts multiplizierend die erste Zeile zu
Null setzt, genau die adjungierte Matrix zu der unteren Dreiecksmatrix ist, die die Nullen
in der ersten Spalte erzeugt. Zusammengefafit ergibt sich die Rechnung

(D)6 ate) ()

Die Grundidee der Cholesky—Zerlegung ist, diesen Prozefl (etwas verallgemeinert) fortzuset-
zen bis die mittlere Matrix in die Einheitsmatrix verwandelt ist.

Sei A jetzt beliebig hermitesch positiv definit. Dann gilt A;; > 0 nach Proposition 4.1.1.6
und wir konnen einen dhnlichen Reduktionsschritt wie zuvor durchfithren, wenn wir jeweils
einen Faktor o := \/A;; zu jeder der dreieckigen Transformationsmatrizen dazuschlagen:

_ (A v _
A= ( v fl) -
a 0 1 0 a Lo* N
- (iv ]I) (0 A— %ﬂvv*) (0 I ) = LAy Ly,

Ist die Teilmatrix A — A%lvv* positiv definit, so kann das Verfahren wiederholt werden. Das

ist aber klar, weil A — ALUUU* die untere (n — 1) x (n — 1) Hauptuntermatrix der Matrix

L7TALT'™ ist, welche nach Proposition 4.1.1.1 und 4.1.1.4 wieder hermitesch positiv definit
ist. Im néchsten Schritt wird also eine Matrix Ly gebildet, sodaf in L1 Lo Ao L5 LT alle Eintrage



4. SYSTEME MIT SPEZIELLEN EIGENSCHAFTEN 89

der ersten beiden Zeilen und Spalten (mit Ausnahme der Diagonalelemente) gleich Null sind.
Das Verfahren wird fortgesetzt und es endet mit einer Zerlegung der Gestalt
A=1LLy... L, 1L, ...LyL7 = LL",

-

L L*

wobei L;; > 0 gilt fiir alle 7, und L ist eine untere Dreiecksmatrix. Diese Abhandlung fassen
wir als Ergebnis im folgenden Satz zusammen:

Theorem 4.1.2 (Cholesky—Zerlegung). Jede hermitesche positiv definite Matriz A €
Herm(n) besitzt eine eindeutige Zerleqgung der Form

mit einer unteren Dreiecksmatriz L. Diese Zerlegung heif$t die Cholesky—Zerlegung von A.
Ist A reell, so ist auch L reell.

BEWEIS. Der oben vorgestellte Algorithmus konstruiert solch eine Zerlegung, und aus
den Aussagen von Proposition 4.1.1 folgt, dafl alle berechneten Quadratwurzeln aus positiven
Zahlen gezogen werden und dafl niemals durch Null dividiert wird. O

Bei der Implementation der Cholesky—Faktorisierung wird aus Symmetriegriinden immer
nur die Héalfte der Matrix A bendtigt, welche im Lauf der Berechnung mit der Matrix L
iiberschrieben werden kann. Es wird auch nur die Hélfte der Rechenoperationen gebraucht.
Im folgenden Algorithmus sei die n x n—Matrix A durch ihre untere Hélfte reprasentiert.

Algorithmus 4.1.3. Cholesky—Faktorisierung
L=A
for k=1 ton do
for j=k+1tondo
Lj:n,j = Lj:n,j - Lj:n,ijk/ka

done
Lk:n,k = Lk:n,k/\/ ka
done

Wieder ist der Hauptaufwand des Algorithmus in der innersten Schleife zu suchen. Im
j—ten inneren Schritt ist der Aufwand etwa 2(n — ) Flops. Insgesamt ergibt das

n n n k n
Z Z 2(n—j) ~ 222]’ ~ Zk‘Q ~ %ng Flops.
k=1 j=k+1 k=1 j=1 k=1
Die Cholesky-Faktorisierung benétigt damit etwa halb so viele Operationen wie die LR—
Zerlegung, was durch die Ausniitzung der Symmetrie nicht weiter verwunderlich ist.

Sie bietet aber noch einen weiteren grofien Vorteil gegeniiber dem Spaltenpivotverfahren.
Die Cholesky—Zerlegung ist immer stabil. Durch die Symmetrie der Zerlegung wird die Matrix
L nie sehr gro. Man kann zum Beispiel zeigen, daBl ||L||s = +/||Al|2. In den anderen p—

Normen unterscheidet sich ||L|| niemals um mehr als \/n von /||Al|. Die Stabilitit wird
dariiberhinaus erreicht ohne Pivotsuche. Das héngt damit zusammen, daf§ der betragsgrofite
Eintrag jeder hermiteschen positiv definiten Matrix immer auf der Hauptdiagonalen liegt.
Eine Fehleranalyse des Cholesky—Verfahrens fiithrt zu dem folgenden Satz.

Theorem 4.1.4. Sei A € Herm(n) eine hermitesch positiv definite Matriz, und sei eine
Cholesky—Zerlegung von A mittels Algorithmus 4.1.5 berechnet. Fir alle eps, die klein genug
sind, lduft der Algorithmus garantiert zu Ende, und die berechnete Matrix L erfillt

£

LL*=A+E mit +— = O(eps).
Ay~ Oteps)
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Der relative Fehler in der Berechnung der Zerlequng ist also von der Griffenordnung der
Maschinengenauigkeit eps.

BEwEIs. Z.B. in [Wilkinson 1968] O

Man beachte, dafl der Satz nur eine Aussage iiber die Giite der Zerlegung, also iiber das
Produkt LL* trifft. Uber die Matrix L selbst ist in diesem Theorem keine Aussage getroffen.
Es gilt ndmlich, dafl der relative Fehler in L

IL— L]
IL]
von der Kondition x(A) der Matrix A abhéngt. Nur das Produkt LL* erfiillt die nette
Stabilitatseigenschaft. Im schlecht konditionierten Fall heben sich beim Ausmultiplizieren
die Rundungsfehler gegenseitig automagisch auf.

Die gute Fehlerschranke erlaubt es auch, lineare Gleichungssysteme auf stabile Weise zu
16sen:

= O(k(A) eps)

Theorem 4.1.5. Die berechnete Liosung T eines linearen Gleichungssystemes Ax = b
mit hermitesch positiv definierter Koeffizientenmatriz A erfillt

(A+ AA)z =b, wobei HHAHH O(eps)

fiir ein AA € K=",

BEWEIS. Das folgt aus Theorem 4.1.4 und den Ergebnissen iiber dreieckige Gleichungs-
systeme. U

4.1.1. Die modifizierte Cholesky—Zerlegung, LDL—Zerlegung. Wenn A hermi-
tesch aber nicht positiv definit ist, so kann die Cholesky—Zerlegung nicht mehr funktionie-
ren, da es dann einen Schritt gibt, fiir den A; <= 0, soda} entweder das Wurzelziehen
oder das Dividieren fehlschlagt. Mochte man in diesem Fall eine dhnliche Zerlegung wie die
Cholesky-Faktorisierung machen, so hat man grundsétzlich zwei Moglichkeiten:

A= LL*— D Modifizierte Cholesky—Zerlegung
A=LDL* LDILZerlegung.

Die LDL—Zerlegung. In diesem Fall wird in den symmetrischen Eliminationsschritten
A nicht zur Einheitsmatrix reduziert sondern zu einer Diagonalmatrix, und die Matrix L
ist dann eine normierte Dreiecksmatrix. Es muf} allerdings, dhnlich wie beim Gaufischen Al-
gorithmus, keine Zerlegung dieser Form existieren. Zusétzlich mufl man wie dort, auch um
numerische Stabilitdat zu erreichen, ein Pivotverfahren verwenden. Um die Hermitizitéat nicht
aufzugeben, miissen dabei aber die Permutationsmatrizen von links und von rechts multipli-
ziert werden. Das Verfahren (ein Diagonalpivotverfahren) fithrt dann zu einer Zerlegung der
Form

PAP" = LDL*

mit P € &(n) eine Permutationsmatrix und L € L,om(n) eine normierte untere Dreiecks-
matrix. Der Vorteil dieser Zerlegung besteht erstens darin, dafl durch die Symmetrie die
exponentielle Instabilitdt des Gaufischen Algorithmus verschwindet, da alle méglicherwei-
se groen Werte in D landen. Die Faktoren L haben ja dieselbe Gréflenordnung wie A.
Das Auflosen eines diagonalen Gleichungssystemes mit D = diag(dy, ..., d,) ist unabhéngig
von den Groflenordnungen der d; gutartig. Der Speicher— und Rechenbedarf bei der LDL—
Zerlegung ist durch die Symmetrie von A etwa halb so grofl wie fiir eine L R-Zerlegung. Die
Diagonalelemente von A kénnen mit der Matrix D iiberschrieben werden, die Elemente von
L konnen, da L normiert ist, unterhalb der Hauptdiagonalen von A abgespeichert werden.
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Wegen der Symmetrieeigenschaften von A mufl man das obere Dreieck von A nicht im Spei-
cher ablegen. Ungliicklicherweise muf} nicht jede hermitesche Matrix A eine LD L—Zerlegung
besitzen, wie man an dem Beispiel
01
(1 0)

sehen kann. Wenn also von einem bestimmten Moment an alle Hauptdiagonalelemente, die
noch zur Auswahl stehen gleich Null sind, dann bricht der Zerlegungsalgorithmus ab. In
diesem Fall mufl man ein Offdiagonalelement als Pivot wéhlen. Das zerstort aber die Hermi-
tizitdt der Zerlegung, und das Verfahren fithrt zu einer normalen L R—Faktorisierung.

Die modifizierte Cholesky—Faktorisierung. Bei diesem Verfahren wird zu A eine
Diagonalmatrix D addiert, die A+ D positiv definit macht. Um eine modifizierte Cholesky—
Faktorisierung A = LL* — D mit D > 0 zu berechnen, gibt es nicht nur einen einzigen
verniinftigen Algorithmus. Abhéngig von der Anwendung sind verschiedene Methoden zur
Konstruktion von D sinnvoll. Das einfachste Verfahren ist, wiahrend der Ausfithrung der
Cholesky-Faktorisierung D mitzukonstruieren. Das Verfahren bietet auch einen einfachen
Test fiir die positiv Definitheit einer hermiteschen Matrix.

Algorithmus 4.1.6. Modifizierte Cholesky—Faktorisierung

L=A, D=0, € = gewiinschter Singularitédtsabstand von A + D
ist_pdef = TRUE ; Ist A positiv definit?
for k=1 ton do

if ka S 0 then

Dy = =Ly +¢€

ka =&

ist_pdef = FALSE
endif

for j =k+1tondo
Ljng = Ljng — LjngLje/ Lk

done
Ling = Lini/V Lk
done

Dieser Algorithmus ist nicht fiir jede Matrix stabil, und es gibt bessere Methoden zur
Konstruktion einer modifizierten Cholesky-Zerlegung, doch das geht iiber den Rahmen dieser
Vorlesung hinaus.

4.1.2. unvollstaendige Cholesky—Zerlegung. Eigentlich nicht in dieses Kapitel son-
dern zu den Vorkonditionierverfahren aus Kapitel 9 gehort die unvollstandige Cholesky—
Zerlegung. Das Problem beginnt damit, dafl fiir diinnbesetzte Matrizen der Choleskyfaktor
L im allgemeinen nicht mehr diinn besetzt ist. Besteht Speicherknappheit ist es oft nur mehr
moglich eine Matrix L zu konstruieren, die &hnlich wenige Nicht-Null-Elemente enthélt wie
A. Natiirlich ist die Matrix M = LL* meist deutlich von A verschieden, und daher kann
man mit L auch nicht direkt zur Losung von Gleichungssystemen verwenden. Sehr gut ver-
wendbar ist L allerdings zur Vorkonditionierung von Iterationsverfahren, wie in Kapitel 9
besprochen.

Zum Abschlufl des Abschnittes iiber die Cholesky—Faktorisierung sei noch bemerkt, dafl
alle Theoreme und Algorithmen anstelle fiir untere Dreiecksmatrizen L auch fiir obere Drei-
ecksmatrizen R formuliert werden kénnen, und somit auch eine Zerlegung der Form

A=R'R
existiert mit der Beziehung L* = R. Die dazu notigen Anderungen in den obigen Abschnitten
seien als Ubungsaufgabe dem Einzelnen iiberlassen.
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4.2. Tridiagonale Matrizen. Fiir tridiagonale Matrizen ist das Spaltenpivotverfahren
zur Losung eines Gleichungssystemes besonders gut geeignet. Einerseits werden Matrizen L
mit einem Band unterhalb der Hauptdiagonale und R mit hochstens zwei Béandern oberhalb
der Hauptdiagonale erzeugt, und andererseits ist der Algorithmus in diesem Fall besonders
gutartig. Es gilt ndmlich

p(A) <2

und damit folgender Satz.

Theorem 4.2.1. Sei T eine tridiagonale Matriz, und ser & die mit Hilfe des Spaltenpi-
votverfahrens berechnete Losung des Gleichungssystemes Tx = b. Dann erfillt T ein benach-
bartes Gleichungssystem (T + F)& = b mit

|F| < 13neps|T].

Der totale Rechenaufwand zur Auflésung eines tridiagonalen Gleichungssystemes betrigt
9(n — 1) Flops und ist damit linear in der Dimension der Matrix!

Berechnet man eine Cholesky—Zerlegung einer hermiteschen positiv definiten Tridiago-
nalmatrix, dann hat die entstehende Matrix L nur ein Band unterhalb der Hauptdiagonalen
und der Rechenaufwand ist wiederum O(n).

4.3. Bandmatrizen. Gauflelimination mit Spaltenpivotverfahren kann darauf spezia-
lisiert werden, um Bandstruktur in der Koeffizientenmatrix A auszuniitzen. Die Bandstruk-
turen von L und R sind allerdings nicht ganz einfach zu beschreiben. Zeilenvertauschungen
zerstoren namlich die Nullen oberhalb der Bander und erweitern damit die Bandbreite geméf
dem folgenden Satz.

Theorem 4.3.1. Angenommen A € K™ ist nichtsinguldr und hat obere und untere
Bandbreiten p und q. Wenn mittels Spaltenpivotverfahren L und R berechnet werden, dann
hat R obere Bandbreite p + q. In jeder Spalte von L sind hidchstens p + 1 Elemente ungleich
Null.

Das Vergroflern der Bandstruktur wird oft als Grund dafiir genommen, so lange wie
moglich ohne Zeilenvertauschung auszukommen und nur dann ein Pivotelement auflerhalb
der Diagonale zu wéhlen, wenn das Diagonalelement gleich Null ist oder sehr kleinen Absolut-
betrag hat. Der entstehende Algorithmus ist dann zwar nicht stabil aber der Speicherbedarf
bleibt gering. Mit Hilfe der Nachiteration kann aber, wenn die Kondition von A gut genug
ist, die Genauigkeit der Losung im Nachhinein verbessert werden.

Bei der Cholesky—Faktorisierung hermitesch positiv definiter Bandmatrizen tritt das Pro-
blem der BandbreitenvergroBerung nicht auf, da keine Pivotsuche nétig ist. Der Cholesky—
Faktor L hat genausoviele Bander unterhalb der Hauptdiagonalen wie A. Beide Matrizen
benétigen gleich viel Speicher, und der Rechenaufwand ist O(np?), wenn p die Bandbreite
von A ist. Der Algorithmus selbst unterscheidet sich von Algorithmus 4.1.3 nur dadurch, dafl
Multiplikationen fiir Elemente A;; mit |i — j| > m nicht ausgefithrt werden.

4.4. Diinnbesetzte Matrizen. Fiir Gleichungssysteme mit diinnbesetzten Matrizen
ist das Spaltenpivotverfahren meist nicht einsetzbar. Grund ist der Speicherbedarf der Fak-
toren L und R. Sind die Matrizen grofl genug, dann ist die Minimierung des Speicherbedarfs
wichtiger als die Stabilitdt der Zerlegung. Die Wahl der Permutationsmatrix P kann auf die
GroBe des Speicherbedarfs grofien Einflul haben, wie das folgende Extrembeispiel zeigt.
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Beispiel 4.4.1. Sei A die Pfeilmatrix

1 % % -+ %
* 2
A=|[* 3

* n

Ist A symmetrisch, dann kann man die Cholesky—Faktorisierung berechnen. Der Choleskyfak-
tor L ist dann voll besetzt (ebenso die Faktoren L und R einer LR-Zerlegung fiir unsymme-

trisches A):

* X ¥
* %
*

Wahlt man vor der Zerlequng allerdings die Permutation

n x

PAP' = 3
2
*

— X % e

so sieht der Choleskyfaktor (oder L bzw. R) viel diinner besetzt aus. Er bendtigt ebensoviel
Speicher wie A:

Diejenigen Elemente, die in L ungleich Null in A aber gleich Null sind, werden mit Fill-In
bezeichnet. Diesen Fill-In zu minimieren gilt es in allgemeinen Verfahren zur Faktorisierung
diinnbesetzter Matrizen. Dabei verwandelt man die Matrix A in eine Gestalt, die der unteren
Pfeilform mdoglichst &hnlich ist (multifrontale Elimination). Der Weg dazu ist Graphentheorie
und geht {iber den Rahmen dieser Vorlesung hinaus.

Meist werden Gleichungssysteme mit diinnbesetzten Matrizen jedoch nicht direkt durch
Zerlegungen gelost sondern mit iterativen Verfahren behandelt. Diese werden im Kapitel 9
besprochen.

5. Software

Die in diesem Unterkapitel gegebenen Erkldrungen sind als Hinweise gedacht. Genaue
Beschreibungen sprengen den Bereich des Skriptums und kénnen unter den jeweiligen Funk-
tionsnamen in den Handbiichern gefunden werden.

5.1. LAPACK. In diesem Abschnitt werden die zu allen besprochenen Algorithmen
gehorenden LAPACK Routinen aufgelistet. LAPACK Routinen kénnen am einfachsten aus
FORTRAN Programmen aufgerufen werden; jedoch auch aus C und C++ sind diese Unter-
programme verwendbar.

Die Namen der LAPACK Funktionen sind folgendermaflen aufgebaut:

pmmfff,
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wobei p fiir die Genauigkeit steht und entscheidet, ob reell oder komplex gerechnet wird. Hier
steht s fiir single precision reell, d fiir double precision reell, c fiir single precision komplex
und z fiir double precision komplex. Die beiden folgenden Buchstaben mm stehen fiir den
Matrixtyp, fiir den die Funktion ausgefiihrt werden soll. Die Bedeutung kann Tabelle 3.2
entnommen werden. SchliefSlich bezeichnet die zwei— oder dreibuchstabige Abkiirzung fff die

mm | Matrixtyp

ge | Allgemeine Matrix (auch rechteckig)

gg | Allgemeine Matrix bei allgemeinen Eigenwertproblemen
ge | Allgemeine Bandmatrix

ge | Allgemeine Tridiagonalmatrix

he | Hermitesche Matrix
ge | Hermitesche Matrix (gepackt abgespeichert — nur ein Dreieck)

hs | Untere Hessenberg—Matrix
ge | Untere Hessenberg—Matrix bei allgemeinen Eigenwertproblemen

ge | Orthogonale Matrix
ge | Orthogonale Matrix (gepackt abgespeichert)

po | Hermitesche positiv definite Matrix

pp | Hermitesche positiv definite Matrix (gepackt abgespeichert)
pb | Hermitesche positiv definite Bandmatrix

pt | Hermitesche positiv definite Tridiagonalmatrix

sy | Hermitesche (symmetrische) Matrix

sp | Hermitesche (symmetrische) Matrix (gepackt abgespeichert)
sb | Hermitesche (symmetrische) Bandmatrix

st | Hermitesche (symmetrische) Tridiagonalmatrix

tr | Dreiecksmatrix oder Block—Dreiecksmatrix

tp | Dreiecksmatrix (gepackt abgespeichert)

tg | Dreiecksmatrix bei allgemeinen Eigenwertproblemen
tb | Dreiecksbandmatrix

un | Unitdre Matrix
up | Unitdre Matrix (gepackte Speicherung)

bd | Bidiagonalmatrix
TABELLE 3.2. LAPACK Matrixtypen

Funktion, die ausgefithrt werden soll. Die Routinen, die fiir dieses Kapitel relevant sind,
werden im folgenden aufgefiihrt.

5.1.1. Auflésen von dreieckigen Gleichungssystemen. Dazu dienen die Funktio-
nen ptptrs. Die genauen Aufrufparameter kann man im LAPACK—-Handbuch finden, aber
die Funktionen lassen dem Benutzer die Wahl zwischen oberen und unteren Dreiecksmatri-
zen, ob er das Problem Ax = b oder das Problem A*x = b 16sen will, und bieten weiters
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die Moglichkeit, mehrere lineare Gleichungen mit der gleichen Koeffizientenmatrix aber mit
verschiedenen rechten Seiten in einem Aufruf zu l6sen.

5.1.2. Berechnung der LR—Zerlegung einer Matrix. Die Funktionen pmmtrf be-
rechnen eine L R—Zerlegung einer Matrix mit Hilfe des Spaltenpivotverfahrens. Der Funktion
iibergeben wird eine Matrix einer bestimmten Gestalt, die meist mit den Faktoren L und R
iiberschrieben wird. Die Permutationsmatrix wird als Vektor von ganzen Zahlen zuriickge-
geben.

5.1.3. Berechnung der Cholesky—Zerlegung einer Matrix. Fiir Berechnung der
Cholesky—Faktorisierung symmetrischer oder hermitescher Matrizen sind ebenfalls die Funk-
tionen pmmtrf zustdndig. Falls A nicht positiv definit ist, kann alternativ auch eine LD L—
Zerlegung bestimmt werden. Auch hier wird die Eingabematrix mit dem berechneten Faktor
iiberschrieben.

5.1.4. Auflésen eines Gleichungssystemes. LAPACK stellt zur Lésung von linearen
Gleichungssystemen zwei verschiedene Typen von Funktionen zur Verfiigung.

Simple driver: Diese einfach strukturierten Funktionen (pmmsv) losen Gleichungs-
systeme intern mit einer Form der Dreieckszerlegung, die dem jeweiligen Matrixtyp
am besten angepaflt erscheint. Alle bieten die Moglichkeit, gleichzeitig mehrere Sy-
steme mit derselben Koeffizientenmatrix zu lésen, und liefern zusétzlich zur Losung
nur noch eventuelle Abbruchinformationen, die auf numerische Singularitét der Ko-
effizientenmatrix hindeuten.

Expert driver: Die weitergehenden mit mehr Aufrufparametern versehenen und kom-
plizierter zu bedienenden Funktionen pmmsvx liefern zusétzlich zur Lésung noch
Informationen, die man zur Fehlerrechnung verwenden kann, wie Fehlerschranken
fiir die Losung und eine Schétzung der Konditionszahl der Koeffizientenmatrix. Au-
Berdem werden Nachiterationsschritte verwendet, um die Losung bis zur Grenzge-
nauigkeit zu verbessern.

Weitergehende Funktionsklassen berechnen Losungen zu linearen Gleichungssystemen
aus zuvor bestimmten Dreieckszerlegungen. Dies sind die Funktionen pmmtrs.

5.1.5. Konditionszahlen. Schitzwerte fiir die Konditionszahl einer Matrix kann man
nicht nur aus den Expert drivers fiir Gleichungslésung gewinnen sondern auch durch ein-
fache Funktionsaufrufe direkt erhalten. Dazu dienen die LAPACK Routinen pmmcon. Bei
diesen Funktionen kann man sich entscheiden, welche der beiden Normen ko, (A) oder r1(A)
geschétzt werden soll. Die Norm r4(A) kann direkt aus einer Singuldrwertzerlegung (Kapitel 4
Abschnitt 2.3) berechnet werden. Die Routinen zur Berechnung von Singulérwertzerlegungen
werden in Kaptitel 4 forgestellt.

5.2. MATLAB. Auch in MATLAB sind die meisten Algorithmen implementiert. Die
Funktionsnamen und einige Erklarungen werden in diesem Abschnitt gegeben.
Mit Hilfe des MATLAB-Aufrufes
[L,R,P] = 1u(A)
wird die Matrix A L R—faktorisiert. Die Matrizen L, R und P halten danach die Dreiecksfak-
toren und die Permutationsmatrix. Verwendet man in MATLAB den Aufruf
[L,R] = 1u(A)
so liefert MATLAB keine naive LR-Zerlegung, wie man vielleicht annehmen koénnte. Es
erzeugt eine pivotisierte Zerlegung in eine obere Dreiecksmatrix R und eine ,,psychologisch*
untere Dreiecksmatrix L, die das Produkt aus der Permutationsmatrix und der unteren

Dreiecksmatrix ist.
Cholesky—Zerlegungen werden in MATLAB mit Hilfe der Funktion

L = chol(A)
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berechnet, und das Ldosen linearer Gleichungssysteme ist besonders einfach durch den Ope-
rator \.

x = A\Db
16st das lineare Gleichungssystem Ax=b mit Hilfe einer geeigneten Matrixzerlegung. Kondi-
tionszahlen schliellich kénnen mit der Funktion cond bestimmt werden.



KAPITEL 4

Numerische Lineare Algebra II:
Uber— und unterbestimmte lineare Gleichungssysteme

1. Grundlagen

In diesem Abschnitt behandeln wir lineare Gleichungssysteme mit rechteckiger Koeffizi-
entenmatrix A € K"*™. Zuerst werden wir den wesentlich wichtigeren Fall des iiberbestimm-
ten Systemes (n > m) untersuchen. Zwei wichtige neue Matrixdekompositionen werden zur
Behandlung des Problemes notwendig sein.

1.1. Problemstellung, Ausgleichsprobleme, Fitten. Sei A € K™ und b € K"
Ist A nicht quadratisch, dann ist a priori nicht klar, was unter der Ldsung des linearen Glei-
chungssystemes Ax = b zu verstehen sein soll. Ist ndmlich n > m, so kann die Lésungsmenge
des Gleichungssystemes leer sein, da dimim(A) = m und eine Losung nur dann existiert,
wenn b € im(A). Ist hingegen n < m, so existieren im allgemeinen unendlich viele Losungen,
und es bleibt zu entscheiden, welche als die Losung gelten soll. Um die beiden Probleme zu
entscheiden, ist es giinstig, Anwendungsprobleme zu untersuchen, bei denen iiberbestimmte
Systeme auftreten.

Eines dieser Anwendungsprobleme ist in Kapitel 2 Abschnitt 2.5 vorgestellt worden, die
Computertomographie. In diesem Abschnitt ist ein Gleichungssystem konstruiert worden,
das eigentlich eine Losung haben miifite, wiren keine Vereinfachungen und keine Mef}fehler
bei der Bestimmung der Koeffizientenmatrix und der rechten Seite gemacht worden. Formu-
liert man das Gleichungssystem etwas um, so erhélt man

r=A—-b=0.

Ist das Gleichungssystem also erfiillt, so verschwindet das Residuum. Hat das Gleichungssy-
stem hingegen keine Losung, so existiert kein z, sodafl das Residuum verschwindet. In diesem
Fall ist es verniinftig zu verlangen, dal das Residuum moglichst klein gemacht werden soll.

Definition 1.1.1. Der Vektor x € K™ heifit Losung des tiberbestimmten Gleichungssy-
stemes Ax =b mit A € K" be K", falls

Az —b|| = min [|Ay —b
|4z — 0] = min {lAy — ]

also wenn das Residuum in einer gewdhlten Norm minimal ist.
Solch eine Minimallésung heifft Tschebyscheff-Approximation fir die co—-Norm || ||s
und Kleinste-Quadrate-Losung fir die 2-Norm || ||2-

Die Verwendung der 2-Norm ist iiblicher, da dann die Funktion ||Az — 0|3, die zu mini-
mieren ist, differenzierbar ist und als quadratische Funktion eine lineare Ableitungsfunktion
besitzt.

Tschebyscheff Approximation wird z.B. durch iterierte gewichtete Kleinste—Quadrate—
Approximation bestimmt, wobei bei jedem Iterationsschritt die jeweils betragsgrofite Kom-
ponente zunehmend stéarker gewichtet wird.

1.1.1. Skalierung. Bevor man Optimierungsprobleme untersucht, ist es notig, iiber die
richtige Art zu skalieren zu sprechen. Untersuchen wir die folgenden Beispiele:

97
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Beispiel 1.1.2. Betrachten wir ein Gleichungssystem mit einer 2 x 1-Matrix.

() -

Die optimale Lisung ist x = 2. In diesem Fall gilt ||r||> = || Az — b|> = 1/v2. Wenn wir
allerdings das Gleichungssystem Ax = b umskalieren, sagen wir, wir multiplizieren die erste
Zeile mit 100, dann dndert das an der Bedeutung des Gleichungssystemes Ax = b nichts.
Bearbeiten wir allerdings das Optimierungsproblem, so verdndert sich die Ldsung:

100 200
= ()= (%),

und x =~ 2.0001. Stdrker gewichtete Gleichungen werden also besser erfillt. Man muf$ daher
vor der Berechnung alle Gleichungen so skalieren, daf$ die erwarteten Fehler in etwa dieselbe
Grafienordnung besitzen.

2. Lineare iiberbestimmte Systeme

Angenommen, wir haben das System richtig skaliert und untersuchen das iiberbestimmte
Gleichungssystem Ax = b mit A € K™ b € K", n > m und rg(A) = m. Wie besprochen
suchen wir die Kleinste-Quadrate-Losung x zu diesem System, das heif3t wir 16sen

min ||Az — b||3.

zeKm
Das ist dquivalent zur Formulierung, die wir vorhin gew&hlt haben, da || ||2 nicht negativ
und x — 22 eine monoton wachsende Funktion ist. Aus einer zweidimensionalen Skizze kann
man erahnen, was im allgemeinen Fall gilt:

Offensichtlich ist 7 dann minimal, wenn es orthogonal auf das Bild im(A) von A steht. Im
obigen Bild bezeichnet P € K™*" die Orthogonalprojektion auf im(A).
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2.1. Normalengleichungen. Diese Untersuchungen fiihren direkt zum ersten Losungs-
ansatz. Wir untersuchen zuerst, wie man die Orthogonalprojektion P berechnen kann: Pro-
jiziert man v mittels P orthogonal auf y € im(A), so erfiillt y fiir alle a € im(A)

(a,y —v)y=a"(y—v)=0.
Speziell gilt das fiir eine Basis von im(A), das sind aber gerade die Spalten von A. Weil

y € im(A) liegt, kann man es schreiben als y = Az. Setzen wir all dies zusammen, so
erhalten wir fiir jede Spalte a; von A

a;(Az —v) =0,

j
oder zusammengefaflt

A" (Az —v) =0, oder A"Azr= A"v.
Hat A vollen Rang (wie vorausgesetzt), dann ist A*A regulédr, und wir kénnen z berechnen
aus
r=(A*A)" A%,
und schlieBlich ist die Orthogonalprojektion y auf v
y= A(A*A)' A% = Pu.
Der Orthogonalprojektor auf im(A) 148t sich also schreiben als
P = A(A*A) 'A%,

Fafit man alle diese Beobachtungen zusammen, so vermutet man, dafl sich die Kleinste—
Quadrate-Losung des iiberbestimmten Gleichungssystemes Ax = b schreiben lassen sollte
als

A*Ax = A"b.
Das ist in der Tat so, wie der folgende Satz zeigt.

Theorem 2.1.1. Sei A € K™*™ b € K", und habe A vollen Rang (somit ist A* A requldr).

Dann nimmt || Ax — b||y sein Minimum genau fiir die Losung & der Normalengleichungen
A*AT = A™b
an.

BEWEIS. Sei r =b— Ax, 7 = b — AZz. Weil 2 eine Losung der Normalengleichungen ist,

gilt A*r = 0. Daraus wiederum folgt
(r—rr)=(Alx —2),7) = (x — 2, A"rF) = 0.

Jetzt sind wir in der Lage die 2-Normen zu bestimmen:

A

1715+ 1l7 =l = (7, 7) + (7 =7 = 1) = (7,7) = (F = r,7) =
= (r,r) + (7,7 — 1) = |[7[l3.
Aus dieser Gleichung ist sofort ersichtlich, dafl ||r|l2 > [|7]|2, und es gilt Gleichheit genau
dann, wenn 7 = r. Setzt man dies in die Definitionen von r und 7 ein, so erhélt man
A*A(x —2) = A"A(r — 1) = 0,
und weil A*A regulér ist, folgt dal das Minimum bei 2 = £ angenommen wird. O

Wie 16st man die Normalengleichungen? Zuerst bemerkt man folgendes Resultat:
Proposition 2.1.2. Sei A € K™*™ n > m. Dann gilt

(1) A und A*A haben denselben Rang.
(2) Hat A mazimalen Rang, so ist A*A hermitesch positiv definit.
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BEWEIS. (1) Wenn Az = 0, so ist auch A*Azx = 0. Ist umgekehrt A* Az = 0, so
ist 0 = (z, A*Az) = (Az, Az), und daher ist Az = 0. Damit haben A und A*A
denselben Kern, daher denselben Rang.

(2) A*A ist offensichtlich hermitesch. Wenn rg(A) = n, so ist fiir x # 0 auch Az # 0,
also 0 < (Azx, Ax) = 2" A* Ax.
0

Damit hat man das iiberbestimmte Problem auf einen Fall aus Kapitel 3 zuriickgefiihrt,
und man kann einen ersten Algorithmus zur Losung des iiberbestimmten Gleichungssystemes
Ax = b angeben:

Algorithmus 2.1.3. Normalengleichungen

(1) Bilde A*A.

(2) Berechne eine Cholesky—Faktorisierung A*A = LL*.
(3) Lise Lu = A*b.

(4) Liose L*x = .

Der Rechenaufwand fiir diesen Algorithmus liegt fast vollsténdig in den ersten beiden
Punkten. Das Matrixprodukt ben&tigt mn? Flops, und die CholeskyZerlegung trigt weitere
n3/3 Flops bei. Alles gesamt ergibt O(n?(m +n/3)).

Ungliicklicherweise ist dieses Verfahren nicht sehr gut zur Berechnung von x geeignet,

da die Matrix A*A oft schlecht konditioniert ist. Genaue Abschitzungen folgen spéter in
Abschnitt 2.5.

2.2. QR~Zerlegung. Nachdem wir eine Orthogonalprojektion suchen, kann man in ei-
ner weiteren Variante versuchen, die Spalten der Matrix A zu orthonormalisieren. Daf§ das
immer geht, weifl man aus der linearen Algebra. Auch ein Algorithmus, das Orthogonalisie-
rungsverfahren von Gram—-Schmidt, wird dort angegeben. Dabei stellt man die Spaltenvek-
toren a; von A als Linearkombination von orthonormalen Vektoren ¢; dar. Diese Vektoren
werden so konstruiert, daf§ a; immer nur von ¢;, j <4 abhéngt. Man erhélt in Matrixschreib-
weise also eine Gleichung der Form

A=QR,
wobei Q € K™*™ eine Matrix ist, deren Spalten orthonormal sind, und R € K™*™ eine obere
Dreiecksmatrix mit positiven Diagonalelementen ist. Eine Dekomposition dieser Form heif3t
reduzierte Q R—Zerleqgung von A.

Ergéanzt man die Spalten von Q zu einer Orthonormalbasis von K" und sammelt alle
Vektoren in einer unitéren Matrix @ € U(n), so kann man A auch schreiben als

A=QR,

wobei R € K™™ eine verallgemeinerte obere Dreiecksmatrix (eine m x m—Dreiecksmatrix
plus n — m Nullzeilen am unteren Ende) mit positiven Hauptdiagonaleintrégen ist. Diese
vergroBerte Zerlegung heifit (volle) Q R—Zerlegung von A.

Fiir die beiden Typen von Q) R—Zerlegungen gilt folgender Satz:

Theorem 2.2.1. Jede Matriz A € K™™ hat eine (volle) QR—-Zerlequng, dquivalent eine
reduzierte Q R—Zerlegung. Hat A vollen Rang, so ist die reduzierte QR—Zerlequng eindeutig,
wenn R;; > 0 vorausgesetzt wird.

BEWEIS. Beginnen wir mit der Existenz: Der Beweis ist konstruktiv, mit Hilfe des Or-
thonormalisierungsverfahrens von Gram—Schmidt. Die Konstruktion erfolgt rekursiv. Seien
die a; die Spalten von A und die g; die Spalten von (). Der Vektor ¢; wird aus a; einfach
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durch Normierung berechnet:
¢ =—, mit [ru]=]al].
711

Danach miissen die Vektoren a; zusétzlich zur Normierung so korrigiert werden, dafl sie
orthogonal auf die schon bestimmten Vektoren ¢;, 7 < ¢ stehen:

i—1
1
G = (ai = g az’>Qj)-

Setzen wir ri, = (qg, ag) fiir k # ¢, so konnen wir die letzte Gleichung schreiben als

1 1—1 i—1

= — (CLZ' — E ’f’ji(]j) mit Ty = [|Q; — E le'q]' .
Ti5 — —
Jj=1 Jj=1

Die entstehende Matrix R = (ri;) ist dann eine obere Dreiecksmatrix mit R;; > 0 fiir alle 1.
Dadurch entsteht durch Umformen und Zusammenfassen der Spaltenvektoren zu Matrizen
R bzw. () eine reduzierte () R—Zerlegung;:

11 Ti2 T3 - Tim
Tog Toz -+ Taom
ay |Gz |- | Qm = q1 1 q2 | " | dm T3z 00 Tom
Tmm
' WV ~~ -
A Q R

Die volle Q R—Zerlegung kann dadurch berechnet werden, dafl man die Spaltenvektoren von
Q zu einer Orthonormalbasis ergénzt und mit den zusétzlichen Vektoren Q zu einer Matrix
Q ergénzt. Die Matrix R wird durch Erweiterung mit Nullzeilen zu R veréndert.

Wenn die Matrix vollen Rang hat, dann sind alle Elemente R;;, durch die dividiert wird,
ungleich Null, und die Zerlegung ist eindeutig. Sollte das nicht der Fall sein, so wéhlt man in
diesem Schritt irgendeinen Vektor ¢;, der orthonormal auf die bereits berechneten g; steht,
und fahrt mit dem Gram—Schmidt Prozef fort. O

Mit Hilfe dieser Zerlegung kénnen wir jetzt den Orthonormalprojektor auf das Bild von
A erneut berechnen. Sei wieder vorausgesetzt, dal A vollen Rang hat.

P = A(A*A)”A* =
QRIRR)R'Q" =

:QRR 1R* 1R*Q _

= QQ",
wobei die zweite Gleichung gilt, da Q*Q = I und die dritte Gleichung, da R invertierbar ist.
Man sieht also, daf sich die Gestalt von P stark vereinfacht. Versucht man nun wieder die
Normalengleichungen zu l6sen, so erhélt man

A*Ar = R*Rx = R*Q*b = A%,

und da R invertierbar ist, folgt x ist Losung der Normalengleichungen genau dann, wenn es
Losung der Gleichung

Rx =Q"b

1st.
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Betrachtet man all dies und setzt man voraus, daf§ man eine reduzierte () R—Zerlegung von
A berechnen kann, so erhéilt man folgenden Algorithmus zur Losung des Kleinste—-Quadrate—
Problems:

Algorithmus 2.2.2. Kleinste—Quadrate—Ldsung mit QQ R—Zerlegung

(1) Berechne die reduzierte QR—Zerlegung A = QR.
(2) Lose Rz = Q).

Der Aufwand wird vollstandig durch die () R—Zerlegung bestimmt. Verwendet man das
Housholder-Schmidt Verfahren (siehe 2.2.1), so ist der Aufwand ~ 2mn? + 2n®.

Das Gram—Schmidt Verfahren kann man zwar sehr gut fiir mathematische Beweise ein-
setzen, doch in Abschnitt 2.5 werden wir sehen, dafl die Berechnungsmethode nicht gutartig
ist. Zwei gutartige Methoden werden wir in den folgenden Unterabschnitten kennenlernen.
Zuvor sei das Gram—Schmidt Verfahren jedoch noch als Algorithmus zusammengefaf3t:

Algorithmus 2.2.3. Orthogonalisierungsverfahren von Gram—Schmaidt

for j =1 to m do
Vi = a4
fori=1toj—1do
i = q;a;
Vj = V5 — Tijqi
done
rii = llvsll2
G = /75
done
Wie schon erwihnt ist dieser Algorithmus instabil. Durch Umstellen der Schleifen kann
man den Algorithmus etwas stabilisieren. Der entstehende Algorithmus ist als modifizier-
tes Gram—Schmidt Verfahren bekannt. Es ist ein wenig stabiler als das Original, jedoch
unbrauchbar verglichen mit den unten vorgestellten Verfahren.

Algorithmus 2.2.4. Modifiziertes Gram—-Schmidt Verfahren
for i =1 tom do

V; = Q;
done
for i =1 to m do
rii = |lvill2
¢ = vi/Ti
for j =i+ 1tom do
Tij = ;v
UVj = V5 — Tijqi
done
done

Der Leser iiberzeuge sich selbst, daf§ die Algorithmen 2.2.3 und 2.2.4 dquivalent sind.

Bemerkung 2.2.5. Ubrigens lift sich die QR—Zerlequng auch hervorragend zur Lisung
von quadratischen linearen Gleichungssystemen verwenden:

b= Ar = QRr = Qb = Rx,

und damit ergibt sich folgender Algorithmus:
Algorithmus 2.2.6. (Lisung eines linearen Gleichungssystemes mit (QR—Zerlegung)

(1) Berechne die QR—Zerlegung von A.
(2) Ldse Rx = Q*D.
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Der Algorithmus ist im allgemeinen stabiler als der Gaufsche Algorithmus, wenn das
Householder—Schmadt Verfahren zur Berechnung der Faktoren (Q und R verwendet wird. Der
Aufwand ist mat gn?’ allerdings deutlich gréfler als der Aufwand beim Spaltenpivotverfahren.

2.2.1. Housholder—Schmidt Verfahren. Analysieren wir die Methode von Gram-—
Schmidt etwas genauer, so kénnen wir erkennen, dafl die Spalten von () und die Zeilen von
R in Algorithmus 2.2.3 schrittweise berechnet werden kénnen: Im ersten Schritt erhalten wir

A _r2 .. _Tim
711 711 T11

al a2 .« .. am . = ql a2 ... am

Mathematisch ist das dquivalent mit dem Produkt mit einer elementaren oberen Dreiecks-
matrix Ry:

AR, = A®,

Nach diesem Schritt ist die erste Spalte A§2) = ¢;. Dann formt man die Matrix A® in einem
weiteren Schritt um, in dem man die zweite Spalte von A® zu ¢, transformiert, dabei die
erste Spalte aber unverandert 1a83t:

1
1 ... _rom
1 a§2) afﬁ) " - e = qr | q2 | - ag)
1

Féahrt man mit diesem Verfahren fort, so erhélt man am Ende

~

ARRy--- R, = Q.
—

R-1

Das Gram—Schmidt Verfahren ist also ein Orthogonalisierungsverfahren mittels Dreiecks-
matrizen. Die mathematische Methode &hnelt damit der des Gauflschen Algorithmus. Die
Ursache fiir die Instabilitét dieses Verfahrens liegt darin, daf die Gréfie der R;; stark variieren
kann. Alle diese GroBenunterschiede fithren in spéteren Rechenschritten zu Ausléschungen.

Die Methode von Householder geht grundsétzlich anders vor. Die zugrunde liegende Idee
ist, die Hauptlast der Transformation auf die unitdren Matrizen zu legen und mit Hilfe
solcher Matrizen A in Dreiecksgestalt zu transformieren:

Q- Q1 A= R.
Q*

Damit konstruiert man eine volle () R—Zerlegung;:

Q
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Das Grundprinzip ist wieder ein Iterationsverfahren, in dessen Verlauf Nullen in den Spalten
von A erzeugt werden.

0 % =% % %
* 0 % =% * 0 =x *
2 e -
* 0 % =% * 0 =x *
0 % =% * 0 =x *
* k% * 0 % = * 0 =x *
¥k ok
¥ %
*
Qm :
-
%
0
0

Was noch bleibt ist, die Matrizen (); zu konstruieren. Im Standardverfahren setzt man die

Matrizen an als
I 0

wobei I eine (i —1) x (i — 1)-Einheitsmatrix und U eine (n—i+1) X (n—i+1) unitdre Matrix
sind. Die Matrix U mufl dann Nullen in der i~ten Spalte von A erzeugen. Das Householder—
Schmidt Verfahren wéhlt dazu eine spezielle Spiegelungsmatrix U, eine Householder Spie-
gelung. Die Idee bei der Konstruktion ist, eine geeignete Spiegelungshyperebene H so zu
wéhlen, da8 der i—te Spaltenvektor = auf ||z|/e; abgebildet wird:

]
0

z=|*| S Uz=| 0 = ||z]|e1,
* 0

siehe Abbildung 4.1. In Kapitel 3 Abschnitt 1.2.11 haben wir gesehen, dafl die Matrix
S=1I- ﬁvv* eine Spiegelung an der Hyperebene orthogonal zu v beschreibt. Aus Ab-
bildung 4.1 sehen wir, dal H die Hyperebene sein sollte, die normal auf v = ||z|le; — x
steht. Ungliicklicherweise haben wir dabei die Sache zu sehr vereinfacht. Es gibt nédmlich
viele Moglichkeiten, x auf die Gerade Aej zu spiegeln. Jedes Bild mit |[A| = ||z|| ist moglich.
Das sind genau die Vektoren pl|z|le; mit || = 1. Aus Griinden der numerischen Stabilitét
ist es am giinstigsten (um Ausloschungseffekte zu vermeiden) einen Wert fiir p zu wéahlen,
fiir den der Abstand zwischen x und pl|z||e; nicht zu klein ist. Ist z; = |z1|e’®, dann setzt
man p = —e'® — im reellen Fall bedeutet das u = — sgn(z1). Wenn z; = 0, dann setzt man
i = 1. Wir kénnen jetzt den Algorithmus zur () R—Zerlegung zusammenfassen:

Algorithmus 2.2.7. QR—Zerleqgung mittels Householder—Schmidt Verfahren

for k=1 tom do
T = Ak:n,k

vp = €28 ||z]|2e; +
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ABBILDUNG 4.1. Householder Spiegelung

v = Uk/ [k |2

Ak:n,k:m = Ak:n,k:m - 2Uk(UZAk:n,k:m)
done

Man beachte, dafl in diesem Algorithmus die Matrix Q) = Q7 - - - @, nicht berechnet wird.
Der Grund dafiir ist, da3 die Bestimmung von () zusétzlichen Aufwand kostet, aber man
in den meisten Anwendungen ebenso gut das Produkt Q- --Q,, (kein Druckfehler — die
Matrizen @; sind hermitesch) verwenden kann. Um Matrix—Vektor Produkte Q*z bzw. Qy
zu berechnen, bendétigt man nur die gespeicherten Vektoren vy:

Algorithmus 2.2.8. Berechnung von Q*x
for k =1 to m do

Thn = Thn — 205(V§Thon)
done

und

Algorithmus 2.2.9. Berechnung von Qy
for k =m to 1 step —1 do

Yken = Yken — 208 (V3Ykon)
done

Diese Algorithmen koénnen auch dazu verwendet werden, um die Matrix @) selbst zu
berechnen. Dazu verwendet man z.B. Algorithmus 2.2.9, um die Spalten Qe; von () sukzessive
zu bestimmen.

Bleibt noch, den Rechenaufwand fiir Algorithmus 2.2.7 festzustellen. Der dominierende
Faktor ist die Berechnung

Ak:n,k:m = Ak:n,k:m - 2vk(vl:Ak:n,k’:m)-
Sie kann zerlegt werden in eine Schleife von Vektoroperationen der Form
Ak = Ak — 205 (V5 Akeni)

die jede 4(n—k+1)—1 ~ 4(n—k+1) elementare Operationen verbraucht. All das m —k+1
mal fiir jedes k = 1,...,m. Asymptotisch ergibt das

2

3m3 Flops.

~ 2nm? —
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Einen Beweis fiir diese Behauptung kann man geometrisch finden: Man représentiert je vier
Flops durch einen kleinen Wiirfel der Kantenlénge 1. Dann benétigt eine der Vektoropera-
tionen im Schritt k einen Quader der Ausmafle

(n—k+1)x1x1.

Wenn man die gesamte innere Schleife zur Matrixoperation zusammenfaft, mifit ein Quader
der Ausmafe

m—k+1)x(m—Fk+1)x1
den Aufwand. Fafit man alle diese Quader fiir £ = 1,...,m zusammen, so erhélt man den
Korper aus Abbildung 4.2. Um den asymptotischen Aufwand des Algorithmus zu berechnen,

m=1

ABBILDUNG 4.2. Gesamtaufwand des Householder—Schmidt Verfahrens

iiberlegt man sich, gegen welchen Korper diese Repréasentation des Aufwandes konvergiert
fir n — oo und m — oo (bei gleichzeitiger Reskalierung des vier Flops représentierenden
Einheitswiirfels), das Ergebnis sieht man in Abbildung 4.3. Der Rauminhalt des Grenz-
wertkorpers ist die Summe aus einer Pyramide und einem Prisma, wie es in im rechten Teil

ABBILDUNG 4.3. Asymptotischer Gesamtaufwand des Householder—-Schmidt Verfahrens
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von Abbildung 4.3 dargestellt ist. Deren Volumina betragen

i(n—m)m®, und im’.

Insgesamt ergibt sich also fiir den Rechenaufwand

~ 2nm? — %m?’.

2.2.2. Givens Rotationen. Bei der Verwendung von Householder—Spiegelungen kann
man Nullen im groflen Rahmen erzeugen. Mochte man jedoch selektiver vorgehen, gibt es
einen anderen Typ von unitdren Matrizen, die sich anbieten, die Givens Rotationen. Diese
Matrizen sind Rang—2 Korrekturen der Identitdt von der Gestalt

1 «vv 0 - 0 --- 0
0 c s 0
0 -5 - c 0
O -+ 0 -+ 0 --- 1

wobei s = sin(d) und ¢ = cos(f). Die Abbildung, die dieser Matrix entspricht, ist eine
Drehung um den Winkel 6 in der (i, j)-Ebene.
Setzt man y = G(3, j, 0)x, so ist y, = 0, wenn

€T; —XT;
C = —F/—— S = J

,/x?+m? ,/x?%—x?
Diese Formeln sind allerdings nicht stabil. Daher ist es giinstiger, zur Berechnung von s und
¢ den folgenden Algorithmus zu verwenden:

Algorithmus 2.2.10. Berechnung der Givens Rotation

if b =0 then
c=1;,5=0
else
if |.CEJ| > ‘.’L"Z| then
T = —l'i/x’j
s=1/V1+72
c= ST
else
T = —xj/xi
c= 1/m
s=crT
endif
endif

Die Berechnung benétigt 5 Flops und eine Quadratwurzel. Bei der Linksmultiplikation
G(i,j,0)* A werden nur die i—te und die j—te Zeile von A verdndert. Es geniigt also, nur
diese beiden Zeilen neu zu berechnen, was einem Aufwand von 6m Flops entspricht. Ana-
log verandert Rechtsmultiplikation mit einer Givens Rotation nur zwei Spalten von A und
benotigt 6n Flops. Zur Abspeicherung einer Givens Rotation benétigt man zusétzlich zu den
beiden Indices ¢ und j nur noch eine Gleitkommazahl 4. Nachdem s? + ¢ = 1 gilt, kann
man 7 folgendermafien definieren.
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if c =0 then
vy=1
elseif |s| > |¢| then
v = sgn(c)s/2
else
v = 2sgn(s)/c
endif

Man speichert im Prinzip also den kleineren Wert von s und ¢ mit der Zusatzidee, aus-
zuniitzen, dafl [¢| < 1 und |s| < 1 gelten und man daher weifl, dal man s gespeichert hat,
wenn |y| < 1, und man sich ¢ gemerkt hat, wenn |y| > 1. Der Grund fiir das Abspeichern des
kleineren Wertes ist die Instabilitat von v/1 — 22, wenn x nahe bei 1 liegt. Der Algorithmus
zur Zuriickgewinnung von s und c sieht dann so aus:

if v =1 then
c=0
s=1

elseif |y| < 1 then
5 =2y
c=+v1-—s2

else
c=2/v
s=+1—¢2

endif

— —c
abgespeichert worden ist, doch beide Matrizen haben die gleichen Eigenschaften, wenn es
darum geht, Elemente zu Null zu setzen.

Mit Hilfe der Givensrotationen kann man natiirlich auf offensichtliche Weise eine QQR—
Zerlegung berechnen, indem man schrittweise alle Elemente unterhalb der Hauptdiagonalen

von A auf Null transformiert, z.B. spaltenweise:

Es ist dadurch zwar nicht zu unterscheiden, ob die Matrix ¢ i oder die Matrix <_SC _S>

Algorithmus 2.2.11. Q R—Zerlegung mit Givens Rotationen

for j =1tondo
for:=nto j+1step —1 do
Berechne ¢ und s fiir G(i — 1,4, 60) nach
Algorithmus 2.2.10 fiir x = Aj.,, 5
Ai—l:i,j:m = G(Z - 17 7;7 G)Ai—lci,j:m-
done
done

Der Algorithmus benétigt 3m?n — m?® Flops, was etwa eineinhalb mal so viel wie fiir
die Householder Spiegelungen ist. Die numerische Stabilitét ist vergleichbar. Der Vorteil der
Givensrotationen ist, dafl man spezielle Matrixstrukturen besser ausniitzen kann.
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Beispiel 2.2.12. FEin Beispiel fiir den Vorteil von Givens Rotationen bei speziellen Pro-
blemen ist die QR-Zerlegung einer Matrix der Gestalt

* ok % % * ok
* ok % % * ok
% ok ok * ok
* ok * ok

H = ,
*
* ok

einer oberen Hessenbergmatrix. Diese Matrizen treten bei der Bestimmung von Eigenwerten
und der Singuldrwertzerleqgung auf. Um die QQ R—Zerlegung solch einer Matrix auszurechnen,
mufs man nur die Elemente unterhalb der Hauptdiagonalen auf Null transformieren. Das ist
aber mit Givensrotationen leicht zu realisieren: Im ersten Schritt berechnet man

* * ES k o o * *
* ok % * %
E S 3 * ko ok
G(172701)H = * * * Xk ’
*
*
und im ndchsten Schritt
* ok k% x %
* ok % * %
* % * %k
G(2,3,0,)G(1,2,6,)H = R
* ok
*
und so weiter bis
¥k ok ok % %
ok %k %k
ko ok k *
G(m —1,m,0,,)...G(2,3,0,)G(1,2,0,)H = .
* %

Man bendtigt also nur m — 1 Givensrotationen fir die QR-Zerlegung dieser Matriz, der
Aufwand ist also O(m?), also wesentlich weniger als bei Verwendung von Householder—
Reflexionen, die bereits im ersten Schritt die Struktur von H zerstéren wiirden.

Was noch bleibt, ist eine Bemerkung zur schnellen Givens Transformation: Wenn man bei
der Berechnung der Givens Rotationen darauf verzichten mochte, Quadratwurzeln zu ziehen,
die auch auf modernen Computersystemen einen erheblichen Mehraufwand gegeniiber einer
Addition oder Multiplikation bedeuten, dann st68t man bald auf eine Abwandlung der Givens
Rotationen. Diese verénderten Transformationen basieren auf der Idee, auf die Unitaritét
der Matrizen (fast) zu verzichten.
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Bei der schnellen Givens Transformation wird die Matrix () der Zerlegung, die Pro-
dukt von Givens Rotationen ist, dargestellt als Paar von Matrizen (M, D), wobei M*M =
D = diag(dy,...,d,) gilt und jedes d; positiv ist; das heit M ist ,unitdr bis auf Skalie-
rung“. Definiert man namlich Q = M D™Y2, so ist Q wegen Q*Q = (M D~V/?)*(MD~/?) =
D~Y2DD~Y2 = T unitér. Ist jetzt Y eine m x m—Matrix mit Y*DY = D,., eine andere
Diagonalmatrix, so erfiillt die Matrix Mo, = MY

M Mneu - Dneu-

neu

Man kann also die Représentation (M, D) mit einfachen Rechnungen zu (Mpey, Dyen) trans-
formieren. Um die Matrizen so zu konstruieren, daf} sie geeignet Elemente zu Null setzen,
mufl man nur der Matrix Y diese Eigenschaft verpassen und dafiir sorgen, dafl sie D wieder
auf eine Diagonalmatrix abbildet.

Nachdem wie fiir die Givens Rotationen nur eine 2 x 2-Teilmatrix von der Identitét
verschieden ist, geniigt es das ganze Verfahren fiir 2 x 2-Matrizen und zweikomponentige
Vektoren zu entwickeln. Setzt man dann die Elemente dieser 2 x 2-Matrizen an die richtigen
Stellen in der grofien Matrix (analog zu den iiblichen Givens Rotationen), dann erhélt man
die Transformationsmatrizen der schnellen Givens Transformation. Sei also D = diag(ds, d»)
mit d; > 0. Setzen wir Y an als

by 1
=)

dgi- |b1|2d1 dlbl -+ dgCLl
dlbl + dga_l d1 + |a1|2d2 ’

Dann ist
Y; DY = (
wenn man somit erzwingen méchte, dal Y;*DY; diagonal ist, so erhilt man die Gleichung
b1d1 + a1d2 =0.

Ist x = (21, 29)* der Vektor, bei dem x5 zu Null gemacht werden soll und ist x5 # 0, dann

erhalt man aus
blxl + X9
Y* pr— R p—
1 v (1’1 -+ a1T9 Yy

a1xy = —,

die weitere Gleichung

vorausgesetzt yo soll gleich 0 sein. Nachdem x5 # 0 ist kann man die Gleichungen auflésen

und erhalt
_z1dy 1
Y, = ( ﬂﬂlzdl _%)
und
Y DY) = diag(d2(1 4+ v1),d1 (1 + 7)) =: Dy
Vi — (@(1 + 71))
0
. €T 2
mit v, = lx;}inl—i.

Analog, wenn man z; # 0 annimmt und Y, ansetzt als

. 1 ag
YZ‘(@ 1)
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mit as = —% und by = —@22—;, dann ergibt sich
}/Q*DYQ = dlag(d1(1 + ’72), dg(]. + /72)) = D2

iz = (951(16L ’Yz)>

mit yo = Iiﬂzg—;

Die Matrix G = DV %Y,D; /2 ist unitér und so konstruiert, dafl die zweite Komponente
von G*(D~/2?)x Null ist (fiir i = 1,2, wenn Y; existiert). Nachdem 7,7, = 1 kann man Y;
so wahlen, daf§ (1 + ;) < 2 gilt. Matrizen M, die aus 2 x 2-Matrizen der Form Y] gebildet
werden, heiflen schnelle Givenstransformationen vom Typ 1, diejenigen die aus 2 x 2-Matrizen
der Form Y5 konstruiert sind, werden schnelle Givenstransformationen vom Typ 2 genannt.

Linksmultiplikation mit M; benétigt nur halb so viele Operationen wie Linksmultipli-
kation mit einer gewohnlichen Givens Rotation. Auflerdem tritt im gesamten Prozefi des
Zu-Null-Machens keine Quadratwurzel auf. Die schnellen Givenstransformationen werden
bei der QR-Zerlegung genauso angewendet wie normale Givens Rotationen. Der einzige
Unterschied ist, daf§ durch die Faktoren (1 + «) die Elemente von M und D exponentiell
wachsen konnen. Das fithrt zwar nicht zu Stabilitdtsproblemen wie man mit Fehleranalyse
nachweisen kann. Trotzdem mufl man sich regelméfig davon iiberzeugen, dafl die Elemente
nicht schon so weit gewachsen sind, da die Gefahr eines Uberlauffehlers auftritt. In diesem
Fall mufl man dann die Matrizen M und D reskalieren. Dabei mufl man allerdings wieder
Quadratwurzeln berechnen.

Algorithmus 2.2.13. QR Zerlegung mit schnellen Givenstransformationen

[a, b, t] = function fast.givens(z, D)
if 29 # 0 then

a=—T1/Ty
b= —adz/dl
v = —ab
if v <1 then
=1 ; Typ der Transformation
T = d1
di = (14 7)d>
dy = (L+)7
else

t=2; Typ der Transformation
a=1/a;b=1/b

v=1/v
dl = (]. + ’Y)dl
dy = (14 7)d,
endif
else
t=2
a=20
b=20
endif

end

; Nach der Definition der Funktion fast.givens, die 2 x 2

; schnelle Givens Transformationen berechnet, folgt jetzt
; der Hauptteil des Algorithmus
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d=(1,...,1)
for j =1 tom do
for i =n to 5+ 1 step —1 do
la,b,t] = fast.givens(A;_1.;;, di—1:)

if t =1 then
b1
Ai—l:i,j:m = (1 &) Ai—l:i,j:m
else
1 a
Aiflzi,j:m = (E 1) Aifl:i,j:m
endif
done

done

Zum Versténdnis des obigen Algorithmus beachte man noch, daB wenn (M, D) eine
Schnelle-Givens—Darstellung von @ ist mit M*A = T fiir eine obere Dreiecksmatrix T,
dann sind Q = M D=2 und R = D~'/2T die Faktoren der QR-Transformation von A:

QR=MD 2D '\?T = MD'"M*A = MM 'M*"'M*A = A.

Der Algorithmus benétigt 2m?n — %

Uberliufe zu vermeiden und A, M zu reskalieren. Vorteile hat dieser Algorithmus vor allem
bei der Q R—Zerlegung von Bandmatrizen. Wenn A obere Bandbreite p und untere Bandbrei-
te ¢ hat, so hat R obere Bandbreite p + ¢q. Q R—Zerlegung mit Givens Rotationen bendétigt
O(mp(p + q)) Flops und O(mp) Quadratwurzeln. Sind p,q < m, so machen die Quadrat-
wurzeln einen bedeutenden Anteil des Gesamtaufwandes aus. Bei der Verwendung schneller
Givens Transformationen kann man auf diese Quadratwurzeln verzichten.

@ R—Faktorisierung mit Hilfe der Householder Spiegelungen oder der Givens Rotatio-
nen ist viel stabiler als das Gram—Schmidt Verfahren und die Normalengleichungen bei der
Losung des Kleinste-Quadrate—Problems. Wie wir jedoch in Abschnitt 2.5 sehen werden,
versagen alle diese Verfahren, wenn die Matrix A beinahe singulér (numerisch singulédr) ist.
Ein noch etwas aufwendigeres Verfahren, das im néchsten Abschnitt vorgestellt wird, kann
dabei Abhilfe schaffen - die Singuldrwertzerlegung.

m? Flops. Allerdings ist es, wie oben bemerkt, notig,

2.3. Singulidrwertzerlegung. Eine dritte Methode, das Kleinste-Quadrate—Problem
zu l6sen, die oftmals zwar eine noch aufwendigere Rechnung erfordert als das Householder—
Schmidt Verfahren oder die Givensrotationen, die aber auch dann stabil ist, wenn die Matrix
A fast singulér ist, basiert auf einer weiteren Art A in ein Produkt einfacherer Matrizen zu
zerlegen.

Die Idee der Singulérwertzerlegung geht von einer einfachen geometrischen Tatsache aus:

Das Bild der Einheitssphire S (bzgl. || |2 — S = {z € K"| ||z]]2 =
1}) unter einer linearen Abbildung A : K™ — K" ist ein Hyperellipsoid
(mehrdimensionale Verallgemeinerung einer Ellipse).

Ein Hyperellipsoid (siehe Abbildung 4.4) entsteht durch Strecken einer Einheitskugel um Fak-
toren oy, ..., 0, in Richtung orthogonaler Vektoren u,...,u,, € K”. Nehmen wir 0.B.d.A.
die u; als normierte Vektoren an. Dann sind die Vektoren o,;u; die Haupthalbachsen des
Hyperellipsoides. Nachdem o;u; auf dem Hyperellipsoid liegt, existiert ein normierter Vektor
v; € K™ mit Av; = o;u;. Wenn rg(A) = r, dann sind genau r dieser o; # 0. Alle anderen
verschwinden.

Definition 2.3.1. Sei A € K"*™. Dann heiflen die Langen o; der Haupthalbachsen des
Bildhyperellipsoides die singularen Werte von A. Nach Konvention werden sie der Grdfle
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o2U

o1ul -

N

AS

ABBILDUNG 4.4. singulire Werte und Vektoren im R?

nach angeordnet:
01209 2+ 2 Op.

Die normierten Richtungsvektoren der Haupthalbachsen wu; heiffen die links singuldren Vek-
toren von A und die Urbilder v; der Vektoren o;u; heiffen die rechts singuléren Vektoren von

A.

Stellt man die obigen Fakten in Matrixschreibweise dar, so erhélt man

AV = U3,
wobei U € K™™ die Matrix gebildet aus den Spaltenvektoren u; und V € K™ ™ die Matrix
geformt aus den Spaltenvektoren v; bezeichnet. Weiters ist ¥ = diag(oy,...,0y,). Es wird

sich im weiteren herausstellen, dal V' unitér ist, und daher koénnen wir die Gleichung von
rechts mit V*, der Inversen von V', multipizieren und erhalten

A=USV",
die reduzierte Singuldrwertzerleqgung von A. Verfahren wir nun genauso wie bei der redu-
zierten () R—Zerlegung, so erweitern wir U, eine Matrix, deren Spalten orthonormal sind, zu

einer unitiren Matrix U € U(n) und ¥ zu einer verallgemeinerten Diagonalmatrix ¥ € K™
durch Hinzufiigen von Nullzeilen. Nach dieser Erweiterung erhalten wir die Gleichung

A=UxV*

die (volle) Singuldrwertzerlegung von A.

Nachdem wir bis jetzt zwei Behauptungen noch nicht belegt haben, ndmlich, dafl das Bild
der Einheitssphére S unter jeder linearen Abbildung ein Hyperellipsoid ist und dafl die Matrix
V' unitér ist, fehlt noch ein wasserdichter Beweis fiir die Existenz der Singuldrwertzerlegung.
Der folgende Satz rdumt diese Probleme aus:

Theorem 2.3.2. Jede Matrix A € K™ besitzt eine Singuldrwertzerlequng
A=UXV"
mit U € U(n), Ve U(m) und ¥ € K™ eine verallgemeinerte Diagonalmatriz (X;; = 0 fiir
i # 7) mit
Y =diag(oy,...,0m), mit o1 >09> > 0op.

Die singuldren Werte sind eindeutig bestimmt, und wenn die Matrix quadratisch ist und die
o; paarweise verschieden sind, dann sind die rechts und links singuldren Vektoren w; und v,
eindeutig bestimmt bis auf Skalare X mit |\| = 1.
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Bewers. Die groite Ausdehnung von AS ist gegeben durch ||Al|2. Sei also o1 := || A2.
Nachdem

[All2 = sup |[[Azll;
[lzfl2=1
und weil S kompakt ist, wird das Supremum angenommen. Also existiert ein vy mit ||vy|ls = 1
und ||Avy|ls = 01. Wir setzen u; := Av;. Seien ugl) € K" und vj(.l) € K™ Erganzungen auf
Orthonormalbasen, und konstruieren wir die Matrizen U; € U(n) und V; € U(m) aus den
(1) (1)

i~ bzw. vy, v; 7. Dann erhalten wir

N o w*
U1A1/1:S:<01 B). (26)

Nun folgt ein Induktionsargument. Eine 1 x (n —m)-Matrix A bzw. eine (m —n) x 1-Matrix
A hat offensichtlich eine Singuldrwertzerlegung.
In Gleichung (26) ist B eine (n—1) x (m — 1)-Matrix, hat nach Induktionsvoraussetzung

also eine Singularwertzerlegung
> o2 * 2 01
> o7 + w'w = /o7 + (w,w) H(w)

oy w* o1
0 B w
[S]l2 > 4/ 0F + (w,w).

Nachdem U; und V; unitédr sind, gilt aber ||S|l2 = ||Allz = o1 und daher /o? + (w, w) >
o1 > /o? + (w,w), woraus wiederum (w,w) = 0 = w = 0 folgt. FaBt man alle diese
Resultate zusammen, so erhélt man

or 0 N 1 0 o 0 1 0 N
A:Ul(ol B)‘/l:UI(O U2><01 E/) (0 V’;)‘/la

N / \\ 7 \\
~ N —~

U by V*

Spaltenvektoren uy, u

B = U)XV,
Weiters gilt

)
2 2

und daher ist

eine Singularwertzerlegung von A.

Fiir den zweiten Teil des Beweises nehmen wir an, dafi A quadratisch ist und daf} die o;
paarweise verschieden sind. In diesem Fall ist oy eindeutig bestimmt durch die Eigenschaft
o1 = ||A||2. Sei nun w ein von v; linear unabhéngiger Vektor mit ||w||s = 1 und |[Aw||y = 0.
Fiithren wir nun einen Schritt des Gram—Schmidt Verfahrens durch:

w — (v, w)vy

2 [|lw — <U1,w>U1||2'

Nachdem ||Alls = o7 gilt, folgt ||Avs||2 < o;. In dieser Ungleichung muf3 aber Gleichheit
gelten, da nach dem Satz von Pythagoras w = cv; + svy mit |¢|?> + |s|> = 1 und daher
|Awl||s < o1 gelten wiirde. Definieren wir K™™' 3 y := (V;*vg)2.m, dann finden wir ||y|ls = 1
und ||Bylls = o1. Daher ist der singuldre Wert oy nicht eindeutig, was einem Widerspruch
zur Annahme der paarweisen Verschiedenheit der o; gleichkommt. Daher ist der singulére
Vektor vy (und damit auch u;) eindeutig bis auf Vielfache vom Betrag eins. Fiir alle anderen
singuldren Vektoren folgt die Eindeutigkeit aus einem Induktionsargument. O

Die Existenz der Singuldrwertzerlegung trifft eine bedeutende und starke Aussage.

Jede Matrix ist eine Diagonalmatrix, vorausgesetzt man verwendet im Ur-
bildraum und im Bildraum geeignete Orthonormalbasen, die links bzw.
rechts singuléren Vektoren.



2. LINEARE UBERBESTIMMTE SYSTEME 115

Aus der linearen Algebra ist noch eine andere dhnliche Zerlegung dieser Art bekannt, die
Eigenwertzerlegung. Fiir (manche) quadratische Matrizen A € K"*" existiert eine Matrix
T € K™ mit

A=TAT™,

wobei A die Diagonalmatrix ist, die aus den Eigenwerten gebildet wird. Wie héngen nun die
Singuldarwertzerlegung und die Egenwertzerlegung zusammen? Die Antwort ist: Eigentlich
gar nicht. Im Gegenteil, es gibt einige fundamentale Unterschiede:

e Die Singuldrwertzerlegung verwendet zwei unterschiedliche Basen (die links bzw.
rechts singuléren Vektoren), wihrend die Eigenwertzerlegung im Urbild— und im
Bildbereich dieselbe Basis (die Eigenvektoren) verwendet.

e Die Singuldrwertzerlegung verwendet Orthonormalbasen wéhrend die Eigenwertzer-
legung als Basis die normierten Eigenvektoren verwendet, die aber nicht orthogonal
aufeinander stehen miissen.

e Nicht alle quadratischen Matrizen besitzen eine Eigenwertzerlegung, doch alle Ma-
trizen, sogar rechteckige, besitzen eine Singuldrwertzerlegung.

Die Eigenwertzerlegung wird vor allem verwendet, wenn Potenzen oder allgemeinere
Funktionen der Matrix A, wie A°, e? oder sin(A) benétigt werden. Die Singuldrwertzer-
legung benétigt man vor allem zur Untersuchung der Eigenschaften von A selbst oder von
AL

Fassen wir einige Eigenschaften der Singulédrwertzerlegung zusammen:

Proposition 2.3.3. Sei A € K"*™, p:=min(n,m), r sei der Index des kleinsten nicht-
verschwindenden singuldren Wertes von A

01Z"'ZUTZOZUT+1:UT+2:"':O-}77

dann gilt

(1) rg(A) =r

(2) im(A) = (uq, ..., u,) und ker(A) = (Vyi1,. .., V).

(3) Die nichtverschwindenden singuldren Werte von A sind die Quadratwurzeln der
nichtverschwindenden FEigenwerte von A*A oder AA*.

(4) Wenn A hermitesch ist, dann sind die singuldren Werte von A die Absolutbetrige
der Eigenwerte.

(5) Firn=m gt |det(A)| =[], 0:.

(6) KJQ(A) = 2,

On

BEWEIS. Die meisten Behauptungen folgen beinahe direkt aus den Definitionen und der
Singuldrwertzerlegung.

(1) Sei A = UXV*. Nachdem U und V unitér sind, also bijektiven Abbildungen entspre-
chen, gilt rg(A) = rg(2). Der Rang der verallgemeinerten Diagonalmatrix ¥ ist aber
die Anzahl der nichtverschwindenden Diagonalelemente. Demnach ist rg(¥) = r.

(2) Auch diese Behauptung folgt aus der Singuldrwertzerlegung A = UXV*. Es gilt
im(X) = {ey,...,e.) und ker(X) = (€41, ...,€y). Nachdem ker(A4) = V! (ker(X))
und im(A) = Uim(X) gelten, folgt die Behauptung.

(3) A*A ist hermitesch und daher unitér dquivalent zur Diagonalmatrix, die aus den
Eigenwerten gebildet wurde. Aus der Singuldrwertzerlegung haben wir aber auch

A*A = (USVH(USV*) = VSUUSV* = V(S*S)V*.

Daher ist A*A auch unitdar dquivalent zu >*X, also hat ¥X*Y dieselben Eigenwer-
te wie A*A. Die nichtverschwindenden Eigenwerte von ¥*¥ sind aber of,...,07.
Klarerweise haben A*A und AA* dieselben nichtverschwindenden Eigenwerte.
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(4) Wenn A hermitesch ist, dann existiert die Eigenwertzerlegung mit unitérer Transfor-
mationsmatrix ) und der reellen Diagonalmatrix A gebildet aus den Eigenwerten.
Dann haben wir jedoch

A= QAQ" = QIA]sen(A)Q".
@ und @ sgn(A) sind unitér, und |A] ist eine Diagonalmatrix mit positiven Eintrégen.
Sei jetzt P diejenige Permutationsmatrix, fiir die P|A|P* jene Diagonalmatrix ist,
in der die Diagonalelemente absteigend nach der Grofle sortiert sind. Setzen wir
U=QP*V =Qsgn(A)P* und ¥ = P|A|P*, dann gilt
A =QP*P|A|P*Psgn(A)Q* = UXV™,
und wir sehen, dafl die singuldren Werte von A (die Eintrdge von X)) die Betréige
der Eigenwerte von A (die Eintrdge von |A) sind.
(5) |det A| = | det(UXV*)| = |det U|| det || det V*| = 1| det X|1 = ], 03.
(6) Wir wissen schon, da8 || Ay = o;. Die Singulirwertzerlegung von A~ ist
At = (VP)(PEtP)(UP),

wobei P die Permutationsmatrix P;; = 1 fiir i+ j = n+1 ist, also die Permutation,
die die Reihenfolge der Diagonalelemente von Y umkehrt. Der grofite Singulérwert
von A™!ist also 1/0,, daher gilt ||[A7Y |y = 1/0,,.

OJ

Die Singuldrwertzerlegung bietet zusétzlich noch die Moglichkeit, Auskiinfte iiber den
Grad an Regulariéit von A zu gewinnen. Wenn wir die Matrixgleichung A = UXV™* ausmul-
tiplizieren, so gewinnen wir die Gleichung

T

*

A= E o;U;V;
=1

das heifit A wird als Summe von » Rang—1 Matrizen dargestellt. Das ist nichts aulergew6hn-
liches, denn man kann jede Matrix auf vielfdltige Arten als Summe von Rang—1 Matrizen
darstellen (als Summe der Zeilen oder der Spalten,. .. ), doch diese Darstellung hat eine spe-
zielle Eigenschaft, die sie fiir alle moglichen numerischen Untersuchungen auszeichnet. Diese
Gleichung gibt namlich an, wie weit A von Matrizen entfernt ist, die niedrigeren Rang haben,
wie der folgende Satz bestétigt.

Theorem 2.3.4. Fir 0 <s <r sei

S
. *
Ay = E T V]
i=1

die s—te Partialsumme der ausmultiplizierten Singuldrwertzerlegung. Dann gilt
A=Al = inf [|A= Bz =0,
BeKnxXm

rg(B)<s

wobei wir 0,41 = 0 setzen. Das bedeutet, dafs der Abstand zu den Rang-s Matrizen genau
der singuldre Wert ogy1 ist.

BEWEIS. Der Beweis erfolgt indirekt. Angenommen, es gibt eine Matrix B vom Rang
hochstens s mit ||A—B|| < 0511. Dann existiert ein (m—s)—dimensionaler Teilraum W € K™,
sodal Bw = 0 fiir alle w € W und daher

[Aw|l2 = [|(A = B)w|ls < [[A = Bll2|lwll2 < ostafjwls.
Andererseits gilt fiir alle v € Vg := (vq,...,0541)

JAv]le > ousr0.
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Nachdem dimW = m — s und dimV,,; = s + 1, muf} es einen nichttrivialen Vektor = €
W N Vi1 geben. Dieser miifite dann aber

Osti|zllz < |Azlla < osi1lls]2
erfiillen, ein Widerspruch. Also ist inf ()< |4 — Bll2 > 0541. Wegen
A — As|l = 0511
folgt die Behauptung. O

In den vorhergehenden Abschnitten haben wir 6fters Voraussetzungen der Art: ,Sei A
eine Matrix von vollem Rang®,...gehabt. Nun ist die Bestimmung des Ranges von A im
Zusammenhang mit dem Auftreten von Rundungsfehlern keine Trivialitat. Oft 148t sich in
numerischen Algorithmen auch kein Unterschied zwischen Matrizen, die nicht vollen Rang
haben, und Matrizen, die sehr nahe an solchen sind, machen. Das fiihrt zur folgenden Defi-
nition

Definition 2.3.5. Sei A € K™*™. Der e-Rang von A ist definiert als

rg(A,e) = inf rg(B).
slde) =, 15 . relP)
A heifst numerisch von geringerem Rang, falls rg(A, ) < min(m,n) fir e = eps||A||2.

Mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung und Theorem 2.3.4 kann man fiir beliebiges ¢ den
e—Rang von A bestimmen und feststellen, ob A numerisch von vollem Rang ist oder nicht.
Ist Oumin(mn) > €ps||Al|2, so ist A numerisch von vollem Rang.

Kehren wir nun zuriick zum eigentlichen Inhalt dieses Abschnittes, den iiberbestimm-
ten linearen Gleichungssystemen. Beginnen wir wieder mit den Normalengleichungen und
verwenden wir die reduzierte Singuldrwertzerlegung:

A'Ax = A = (USVH(USV*)z = (USVH'D
= VIUULV*z = VXU
= VEV'2 = VEU*D
— SV*z =U*.
Man erhalt also folgenden Algorithmus zur Losung des Kleinste-Quadrate—Problems:

Algorithmus 2.3.6. Losung des Kleinste—Quadrate—Problems mit Singuldrwertzerle-
gung
(1) Bestimme die reduzierte Singuldrwertzerlequng A = Usv*.
(2) Ldse das diagonale Gleichungssystem Yu = U*b.
(3) Setze x = Vu.

Der Aufwand ist hauptséchlich bestimmt durch den Rechenaufwand der zur Bestimmung
der reduzierten Singuldrwertzerlegung notig ist. In Kapitel 10 werden wir sehen, dafl der
Aufwand dafiir etwa

~ 2nm? + 11m?

Flops betragt. Fiir m > n ist der Aufwand in etwa gleich dem, der zur Losung des Problems
mit Hilfe der Q) R—Zerlegung bendétigt wird.
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2.3.1. Berechnung. Entsprechend dem Aufbau der anderen Abschnitte sollte hier ein
Algorithmus zur Berechnung der Singularwertzerlegung folgen. Doch so vielfaltig die Ver-
wendbarkeit dieser Zerlegung, so zentral ihre Existenz ist, so schwierig ist ihre Berechnung.
Erst in den Kapiteln 9 und 10 werden wir im Rahmen der Eigenwertberechnung genug
Wissen angesammelt haben, um das Problem der Berechnung der Singuldrwertzerlegung an-
packen zu konnen. Bis dahin werden wir einfach so tun als konnten wir die Zerlegung ohne
Schwierigkeiten durchfiihren.

2.4. Die Pseudoinverse einer Matrix. Ein Konzept, das vor allem der mathema-
tischen Untersuchung der Kleinste-Quadrate-Probleme dient, ist die Pseudoinverse einer
Matrix. Betrachten wir noch einmal die Normalengleichungen

A" Az = A”b.

Hat A vollen Rang, so kann man z berechnen als z = (A*A)~!A*b. Die Abbildung AT :=
(A*A)~'A* € K™ vermittelt also eine lineare Abbildung, die einem Konstantenvektor
b € K" die Kleinste-Quadrate-Losung x € K™ zuordnet. Nachdem im Fall m = n die
Matrizen AT und A~! iibereinstimmen und auBerdem ATA = I gilt, nennt man A" die Pseu-
doinverse von A. Jeder Algorithmus, den man zur Losung des Kleinste-Quadrate—Problemes
heranzieht, kann auch dazu dienen, die Pseudoinverse der Koeffizientenmatrix zu berechnen.

Die Matrix AT dient auch zur Definition der Konditionszahl einer rechteckigen Matrix,
die uns bei der Fehleranalyse in Abschnitt 2.5 noch gute Dienste leisten wird. In Analogie
zur Definition fiir quadratische Matrizen setzt man

Definition 2.4.1. Die Konditionszahl der Matriz A € K™™ zur Matriznorm || || ist
gegeben durch

k(A) = [|A[IAYI,
falls A wvollen Rang hat und
K(A) = oo,
falls A nicht vollen Rang hat. Falls eine bestimmte Matriznorm (z.B. || ||2) gewdhit wird,

so versehen wir die Konditionszahl mit einem dazupassenden Index (z.B. ko(A)).

Aus der Singuldrwertzerlegung folgt fiir A € K™*™
01
A)=—.
k2 (A) o
2.5. Fehleranalyse. Um die Untersuchungen und das Hauptbeispiel (entnommen aus
[Trefethen, Bau 1997]) in diesem Abschnitt zu motivieren, betrachten wir zu Beginn eine
Anwendung, die irgendwo zwischen den Inhalten der Kapitel 5 und 8 liegt:

Beispiel 2.5.1. Gegeben seien 11 Punkte im R?, Meflwerte zu denen eine Funktion
geschdtzt werden soll, die das Verhalten des gemessenen Phdnomens mdéglichst gut beschrei-
ben soll. Vereinfachend nehmen wir einmal an, dafs wir ein Polynom suchen. Andere, oft
besser geeignete, Funktionsklassen werden wir in den Kapiteln 5 und 8 kennenlernen.

FEin Satz, der direkt aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt, besagt, daff es genau
ein Polynom hdchstens 10-ten Grades gibt, auf dessen Graphen alle 10 gegebenen Punkte
liegen. Dieses Interpolationspolynom st in Abbildung 4.5 dargestellt. Seien fiir eine kurze
mathematische Untersuchung (x1,41), - ., (Tn,yn) € K? die gegebenen Datenpunkte und

n—1
p(z) = Z a;x’
i=0
das Interpolationspolynom. Der Zusammenhang zwischen den a; und den x; bzw. y; kann
durch ein lineares Gleichungssystem ausgedriickt werden (auch wenn man so im allgemeinen
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_57‘\w\w\w\w\w\w\w\w\w\w\‘w
5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

ABBILDUNG 4.5. Interpolationspolynom vom Grad 10

Interpolationspolynome nicht berechnet) mit einem speziellen Typ von Koeffizientenmatriz,
etner Vandermonde Matrix

2 n—1

1z xf - 2] ag Y1
2 n—1

I @ a3 -+ x4 ai Y2

1 oz 22 -0 ay! az | =¥
2 1

1z, x, - ap—1 Yn

Die Determinante der Vandermonde Matriz ist H#j(x,» — x;); daher ist die Koeffizienten-
matriz tnvertierbar, wenn die x; paarweise verschieden sind.

Betrachten wir die Abbildung 4.5, so erkennen wir unschwer, daf$ das Interpolationspo-
lynom die Form der Daten nur schlecht reprdisentiert. Das ist ein typischer Effekt der Po-
lynomianterpolation, und tblicherweise wird die Ubereinstimmung eher schlechter als besser,
wenn mehr Datenpunkte verwendet werden.

Es gibt jedoch die Mdglichkeit, die Ubereinstimmung in der Form zu verbessern, sogar
wenn man die Art und Anzahl der Datenpunkte nicht verdndert. Der Trick ist, den Grad des
Polynomes zu reduzieren. Mit diesem Polynom kann man die Datenpunkte zwar nicht mehr
interpolieren sondern nur noch approximieren, doch im Falle eines MefSprozesses macht das
nicht wirklich viel aus. Sei also p ein Polynom (m — 1)—~ten Grades mit m < n. Stellt man
wie zuvor das Gleichungssystem auf, das dem Interpolationsproblem entspricht, dann erhdlt
man

m—1

1z - 2] i a Y1
—

1 29 T X a Y2
o

1 x5 Ty ) =Y |,

: 3 a1

eine Art Vandermonde System mit rechteckiger Koeffizientenmatriz, ein iberbestimmtes Glei-
chungssystem. Lést man fir dieses Gleichungssystem das Kleinste—Quadrate—Problem, so
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suchen wir damit das Polynom (m — 1)~ten Grades, fir das

m

Z p(:) — vl

i=1

die Summe der Quadrate der Abweichungen an den Datenpunkten, minimal wird. In Ab-
bildung 4.6 ist das Approzimationspolynom T7—ten Grades dargestellt, das zu denselben 11

X X X —X X A

_57\w\w\w\w\w\w\w\w\w\w\
5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

ABBILDUNG 4.6. Approximationspolynom 7-ten Grades

Datenpunkten gehort wie das Interpolationspolynom aus Abbildung 4.5. Man sieht, daf es
die Form der Daten viel besser wiederspiegelt als das Interpolationspolynom.

Im folgenden sei die Fehleranalyse motiviert durch den Versuch, die Abbildung e¥™*") quf
dem Intervall [0,1] durch ein Polynom 14—ten Grades anzundhern. Dazu seien 100 Daten-
punkte gleichformig dber das Intervall [0, 1] verteilt vorgegeben: 7, = i/100 fir i =0,...,99.
A= ()2 99 € RIOXIS s die Koeffizientenmatriz und b := (e™()),_o oo der Vektor
der rechten Seiten. Lost man das System mit den diversen Verfahren, die wir in diesem
Abschnitt kennengelernt haben, so erhalten wir folgende relativen Fehler fiir den hochsten

Koeffizienten ay4 bei Berechnung mit doppelter Genauigkeit:

Algorithmus (a14 — a14)/ a4
Losung der Normalengleichungen 0.607 - 10°
QR-Zerlegung mnach dem modifizierten | 0.293 - 1072
Gram—Schmidt Verfahren
QR-Zerlegung der Matrix (A[b) nach dem | 0.565-1077
modifizierten GS Verfahren
Q R—Zerlegung nach dem Householderverfah- | 0.315-107°
ren mit expliziter Berechnung von @)
QR-Zerlegung der Matrix (A|b) nach dem | 0.315-107°
Householderverfahren mit impliziter Berech-
nung von Q*b

Singulidrwertzerlegung 0.177-1077
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Die einzelnen Approzimationspolynome sind in Abbildung 4.7 dargestellt. Sie unterscheiden
sich im Bereich, in dem angepafit (gefittet) wird, kaum von der Funktion und voneinan-
der. Auferhalb des Bereiches machen sich die Rechenfehler jedoch deutlich bemerkbar: Die
einzelnen Approzimationspolynome weisen bedeutende Unterschiede auf.

—— Approximierte Funktion
""""""" Normalengleichungen
---- Gram-Schmidt

— — - Householder QR

—-— SVD

15 |

_2_0"“\“‘\‘“\“‘\“‘\“‘\“"
-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

ABBILDUNG 4.7. Approximationspolynome 14-ten Grades zur Funktion es™(*!)

Um Gutartigkeit zu untersuchen, miissen wir zuerst einmal den unvermeidbaren Fehler
abschétzen. Nachdem das Kleinste-Quadrate—Problem stark mit || |;—Approximationen
verkniipft ist, ist es natiirlich bei dieser Untersuchung die euklidische Norm in den Mittel-
punkt zu stellen. Wie bei allen Untersuchungen der numerischen linearen Algebra wird die
Konditionszahl (hier x2(A)) der involvierten Matrizen im Mittelpunkt stehen.

Drei hauptséachliche Grofien werden benétigt, um den unvermeidbaren Fehler einer Kleinste—
Quadrate—-Approximation zu bestimmen:

(1) Die Konditionszahl rs(A) der Koeffizientenmatrix A;

(2) Der Winkel 6 = arccos( ”m!ﬂ, der die Giite der Approximation (die relative Grofle

des Residuums) mift;
[All2 [|l2

(3) Die Giite der Approximation von ||Az||s durch ||A|]2 und [|z||2: 7 := TAls

Es gelten folgende Beziehungen:
1 <hg(A)<oo, 0<0<E, 1<n< koA

Mit Hilfe dieser Groflen kénnen wir die Abhéngigkeiten von x, A und b im folgenden Satz
zusammenfassen.
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Theorem 2.5.2. Sei b € K", A € K™ und sei v € K™ die Losung des Kleinste—
Quadrate—Problems. Dann sind die relativen || ||o Konditionszahlen gegeben durch

[Axlls _ ra(A) [|Ab]
lzlla — meosé [|b]l2
——

Kb—x
un lAz] (A tan [|AA]
Z|2 K9 tan 2
< (ralA) + .
Tl = 7 Tl
ﬂ;»r—mc

Im Spezialfallm = n gilt 6 = 0 und damit reduzieren sich die Abschdtzungen auf die iblichen
Konditionszahlen ko(A)/n und ko A).

BEWEIS. Zur Bestimmung der Konditionszahlen transformieren wir das Problem in die
einfachste Darstellung, die wir bislang kennengelernt haben. Sei A = UXV* die Singuldrwert-
zerlegung von A. Nachdem alle Abweichungen in der 2-Norm gemessen werden, spielen
unitdare Transformationen keine Rolle. Wir konnen also 0.B.d.A. annehmen, daf§ A eine ver-
allgemeinerte Diagonalmatrix ist:

01
02

I o
0 0
eine n X n—Matrix mit einer m x m-Einheitsmatrix in der linken oberen Ecke. Auch die
Pseudoinverse von A 1t sich einfach darstellen: AT = (B’_1 O). Daraus ergibt sich dank
dem Zusammenhang z = A'b die Abschétzung

Der orthogonale Projektor P auf im(A) ist dann trivialerweise gegeben durch P =

oy = A28l _ 1A [6ll2_[1Pbll2 A, [All2 _ ra(A)
: 12 1Pbl2 [[6]]2 cosf n  ncosf’
wobei wir verwendet haben, dafl x Losung des Kleinste—-Quadrate—Problems ist und daher

Ax = Pb gilt.

Die Untersuchungen von Anderungen in A gestaltet sich weitaus schwieriger. Eine Verande-
rung von A dndert ndmlich sowohl im(A) als auch die singulédren Werte von A. Die Zusam-
menhénge sind im Gegensatz zu den Stérungen in b nichtlinear. Untersuchen wir zu Beginn
die Abhéngigkeit von Pb von A. Diese Abhéngigkeit ist von im(A) allein bestimmt. Wie
andert sich also § wenn A verandert wird?

Sei AA eine Anderung der (Diagonal-) Matrix A. Dann wird bei gegebener || AA||, die ma-
ximale Drehung A« ausgelost, wenn man AA := ||AA|qu,e). Diese Storung von A bewirkt

eine Verdrehung von im(A) um einen Winkel von tan(Aa) = ‘AAHQ . Wegen Aa < tan(Aa)
haben wir

[AA[l2 _ |AA],
Tn 1Al
Die néchste Frage ist, was passiert bei Verdrehung von im(A) um den Winkel A« mit dem
Vektor Pb (siche zur folgenden Erklarung Abbildung 4.8). Wir wissen, daf§ b— Pb orthogonal
zu Pb ist, und daher folgt aus dem Satz von Thales, daf egal wie im(A) verdreht wird Pb
immer auf der Sphére Sle”2( b) liegt (S, (z) :={y € K| ||y — x|l = r}). Der Vektor Pb ist

Aa <

Ka(A). (27)
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ABBILDUNG 4.8. Zusammenhang zwischen Pb, b und im(A).

Basis eines gleichschenkeligen Dreiecks mit Basiswinkel §. Wird im(A) um den Winkel Aa
verdreht, so wird auch der Winkel 6 zwischen b und im(A) um hochstens A« vergrofert. Die
Verdnderung A(Pb) ist die Basis eines gleichschenkeligen Dreiecks mit Zentralwinkel < 2A«
und Schenkelldnge 1||b|2. Demnach gilt

IA(PD)[|2 < [[Bllzsin(Aa) < [|b]l2Aa, (28)
und wegen der Abschétzung (27) folgt

IAPB)s - ma(A) |AA]
[PV, = “eost AT

(29)

Nun fehlt zur Vollstandigkeit der Abschédtzungen noch der Rest der Zusammenhénge zwi-

schen  und A. Sei also
_[AA  [AA 0
sa=(30) = (5"« (4,

mit der m x m-Matrix AA; und der verbleibenden (n — m) x m—Matrix AA,, und seien
A und b analog zerlegt. Verdnderungen des Typs AA; sind leicht zu analysieren, da von
ihnen im(A) nicht verdndert wird. Daher wird der Einflufl solch einer Stérung durch die
Konditionszahl von A; bestimmt:

[Az]2 [AA;2 [AA]l
< Ko(Ar) = ra(A) .
]l VAL 1Al

(30)

Storungen der Form A A, verdrehen im(A) ohne aber die Abbildung innerhalb von im(A) zu
verdndern. Das entspricht einer Verdrehung von b; ohne A; zu dndern. Die Konditionszahl
dieser Verédnderung haben wir schon bei der Berechnung von x4, im ersten Teil des Beweises
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bestimmt:

[Azlla _ ra(A) [[Abi ][

=l = m balle
Um die Abschétzungen zu beenden miissen wir noch den Zusammenhang zwischen Ab; und
A A, herausarbeiten. Ab; reagiert nur auf Verdnderungen parallel zu im(A). Diese héingen
aber direkt mit der Verdnderung A(Pb) zusammen, die wir schon bestimmt haben. Die
Verdnderung A(Pb) liegt nicht parallel zu im(A) sondern in einem Winkel von 7/2 — 0 zu
im(A). Daher gilt ||Aby||2 = [|A(Pb)|| sin f, und nach der Abschitzung (28) haben wir

(31)

. o AA .
|Ab|| < (]|b||2Aa) sing < ||b||2H”A||H2/<2(A) sin 6.
2
Weil ||| = ||b]|2 cos @ gilt, folgt
[Abfl2 . [|AA]
< Ko(A) tan 6,
ballz (Al
und zusammen mit (31) gelangen wir schlieBlich zu
| Az||2 3 Ko(A) tan b ||A Ay,
el = IAll2
was zu (30) addiert schlieBlich die behauptete Abschétzung ergibt. O

Nachdem wir nun endlich die Kondition des Problemes festgestellt haben, kénnen wir
den Ergebnissen von Beispiel 2.5.1 auf den Grund gehen. Bestimmen wir zuerst die drei
Kenngrofen:

ro(A) = 0.22718 - 10", 0 =0.37461-107°, 5 = 0.21036 - 10°.

Die Matrix A ist also besonders schlecht konditioniert, und die Kleinheit des Winkels 6
bedeutet, da es*) sehr gut durch ein Polynom 14-ten Grades angenéhert werden kann. 7
liegt etwa in der Mitte zwischen den moglichen Werten 1 und xo(A). Wir kénnen aus den
Formeln von Theorem 2.5.2 sofort die Einfluizahlen

Kpy = 0.11-10%, K4y = 0.32- 101

berechnen. Jetzt konnen wir auch die relativen Fehler der von den einzelnen Algorithmen
berechneten Losungen bestimmen.

2.5.1. Normalengleichungen. Das Ergebnis, das die Normalengleichungen liefern, ist
katastrophal schlecht. Man kann die Instabilitét formlich riechen. Trotzdem werden auch
heute die Normalengleichungen héufig zur Losung eines Kleinste-Quadrate—Problemes her-
angezogen. Der Grund ist meist Geschwindigkeit. Fiir m > n benétigt diese Methode etwa
den halben Aufwand einer Q R—Zerlegung (~ m?n Flops). Der Grund fiir die Instabilitét ist
wie folgt: Nachdem die Cholesky—Zerlegung ein stabiler Algorithmus ist, gilt, da} die be-
rechnete Losung & von A*Az = A*b ein benachbartes Gleichungssystem (A*A + F)T = A*b
erfilllt mit ||H||2/||A*A|l2 = O(eps). Dann folgt aus der Theorie iiber quadratische lineare

Gleichungssysteme
rT—I
% = O(ky(A*A)eps) = O(ky(A)*eps).

k2 (A)

Die Kondition des Problemes ist aber xo(A) + #. Die Normalengleichungen liefern

also nur dann eine vertretbar gute Losung, wenn entweder tan(A) ~ 1 oder n < ko(A). Falls
andererseits rko(A) sehr grofl ist und entweder tan(A) & 0 oder n & ko(A) ist, so liefern die
Normalengleichungen meist schlechte Losungen. Wir haben folgende Proposition
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Proposition 2.5.3. Die Lisung des Kleinste—Quadrate—Problems unter Verwendung der
Normalengleichungen ist instabil. Stabilitit ist nur dann gegeben, wenn tan/n grofi oder

ko(A) klein ist.

Im Beispielfall ist x3(A)? ~ 0.5-10%!. Bei der verwendeten doppelten Rechengenauigkeit,
die etwa Rundung auf 16 Stellen entspricht, ist es nicht verwunderlich, dafl relative Fehler
von Groflenordnung 1 auftreten.

2.5.2. Gram—Schmidt Verfahren. Hier mufl man den Grund fiir das schlechte Ergeb-
nis im Test an einer anderen Stelle als zuvor suchen. Zuerst erkennen wir, daf§ die Rundungs-
fehler um einen Faktor 10'* verstirkt worden sind, also etwa einen Faktor 10000 iiber der
durch die schlechte Konditionierung bedingten zu erwartenden Verstérkung liegt. Der Grund
dafiir liegt darin, dal das Gram—Schmidt Verfahren Matrizen @) erzeugt, deren Spalten nicht
orthogonal sind. Dies ist jedoch ein zentraler Punkt bei der Umformung der Normalenglei-
chungen.

Proposition 2.5.4. Die Liosung des Kleinste—Quadrate—Problems mit QQR—Zerlequnyg,
die nach dem (modifizierten) Gram-Schmidt Verfahren erzeugt wurde, ist instabil wegen
Verlust der Orthogonalitit in Q).

Man kann diese Probleme jedoch umgehen, indem man verwendet, dafl wenigstens das
Produkt QR, der berechneten Matrizen mit A sehr gut iibereinstimmt. Man kann also die
Normalengleichungen

(Q*Q)Rx = Qb

fir Rz aufstellen und z durch Riickwiértssubstitution berechnen. Ublicherweise ist das be-
rechnete () gut konditioniert, und daher sind die Normalengleichungen stabil lésbar. Der
Mehraufwand ist jedoch bedeutend und sollte daher vermieden werden.

Eine weitere Moglichkeit ist, den Vektor b gleich mitzuorthonormalisieren und daher die
Matrix (A|b) mit dem modifizierten Gram-Schmidt Verfahren QR zu zerlegen (A|b) = OR.
Dann erhiélt man den Vektor Q*b als die letzte Spalte von R und R als die ersten m Spalten
von R. Lést man nun Rz = *b mit den so berechneten Komponenten, so erhélt man einen
stabilen Algorithmus.

Proposition 2.5.5. Der Algorithmus zur Berechnung der Kleinste—Quadrate—Ldsung
mit Hilfe des modifizierten Gram—Schmidt Verfahrens ist gutartig, wenn Q*b und R implizit
durch die QR—Zerlegung der erweiterten Matriz (A|b) berechnet werden.

2.5.3. Householder Verfahren. Die berechnete Losung im Beispiel hat einen relativen
Fehler von 0.315-107%, was einer Fehlerverstirkung um den Faktor 10'° entspricht. Das war
durch die schlechte Konditionierung des Problemes auch etwa zu erwarten. Man sieht auch,
daBl es keinen Unterschied macht, ob man () berechnet oder Q)*b iterativ aus der Zerlegung
bestimmt.

Proposition 2.5.6. Sei & die Kleinste—-Quadrate—Ldosung des Problems Ax = b berechnet
mit dem Householder Verfahren. Dann hat T folgende Figenschaft:

H
[RellE = O(eps).

(A + H)Z — b||2 = min, =
i 1Al

fur eine Fehlermatric H € K"*™. Dabei macht es keinen Unterschied, ob Q) berechnet wird
oder ob Q*b implizit bestimmt wird mittels Algorithmus 2.2.8.

Ein analoges Resultat gilt fiir die Berechnung der () R—Zerlegung mittels Givens Rota-
tionen.
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2.5.4. Singuliarwertzerlegung. Im Beispiel liefert die Singuldrwertzerlegung die ge-
naueste Losung mit einem relativen Fehler von lediglich 0.177 - 107, was noch unter dem
erwarteten Fehler liegt. Wie fast alle Algorithmen, die auf der Singuldrwertzerlegung basie-
ren, ist auch die Losung des Kleinste-Quadrate-Problemes auf diese Weise ein gutartiger
Algorithmus. Es gilt eine Proposition analog zu 2.5.6.

3. Lineare unterbestimmte Systeme

Linear unterbestimmte Systeme und iiberbestimmte Systeme, bei denen A nicht vollen
Rang hat, treten nicht allzu haufig auf. Meist verlangt man dann zusétzlich, um eine der un-
endlich vielen moglichen Losungen auszuwihlen, die Minimalitét von ||z||2. Solche Probleme
kommen iiblicherweise aus zwei unterschiedlichen Quellen.

e A hat eigentlich vollen Rang, aber der eps-Rang von A ist nicht maximal, das heif3t
A ist numerisch von geringerem Rang.

e A hat durch Konstruktion niedrigen Rang und eigentlich haben wir es mit einem
einfachen Optimierungsproblem mit linearen Gleichungsnebenbedingungen zu tun.

3.1. Berechnung. Der eigentlich einzige stabile Algorithmus zur Losung des Problems
basiert auf der Singulérwertzerlegung.

Theorem 3.1.1. Sei A € K™™ mit Rang rg(A) = r < m. Sei A = UXV* die Sin-
gquldrwertzerlegung von A. Dann ist

i=1

der Vektor in K™ mit minimaler 2-Norm ||x||2, der ||Ax — b||s minimiert. Es gilt

[Az = bf|5 =

BeEwEIS. Fiir jedes x € K™ gilt
| Az — 0|3 = [|(U*AV)(V*2) = U"D||3 = [|Zw — UD||3 =

i=1 i=r+1
mit w = U*z. Offensichtlich gilt fiir eine Losung = des Kleinste-Quadrate-Problems w =
(ufb)/o; fur ¢ = 1,...,r. Setzen wir w; = 0 fir j > r + 1, dann hat das entstehende x
minimale Norm. U

Der Satz gibt auch Auskunft iiber Minimalnormlésungen eines echten unterbestimmten
linearen Gleichungssystemes (A € K™*™ mit n < m). Dann ist rg(A) = n, und jede Losung
x des Gleichungssystemes ist eine Kleinste-Quadrate-Losung mit || Az — b|| = 0. Wieder ist

L - <ui7 b>
x = ; - v;
die Losung mit minimaler Norm.

Dies ist ein typisches Beispiel, wie man eine Losung eines Problemes A erhalten kann,
indem man ein anderes Problem B, dessen Lésung man bereits kennt so verallgemeinert,
daf} das neue Problem C' auch eine Verallgemeinerung vom urspriinglichen Problem A ist.

Eine weitere Methode zur Behandlung des Kleinste-Quadrate—Problemes, wo A nicht vol-
len Rang hat, ist durch ) R—Zerlegung mit Spaltenpivotsuche. Dies ergibt einen schnelleren
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Algorithmus, der jedoch nicht so stabil ist wie die Singularwertzerlegung. Dieses Verfahren
wird z.B. in [Golub, Van Loan 1996, 5.5.6] beschrieben.

4. Software

Auch hier seien wieder Hinweise auf LAPACK und MATLAB gegeben.

4.1. LAPACK. Die genauen Beschreibungen der LAPACK Routinen kann man dem
LAPACK Handbuch entnehmen:

Einerseits existieren Funktionen zur Erzeugung von Householder Matrizen und von Gi-
vens Rotationen:
LAPACK | Beschreibung
?larfg Erzeugt eine Householder Spiegelung
?larf Berechnet das Produkt einer Householder Spiegelung mit einer Matrix
?larfx Kleine n—Householder Spiegelung mal Matrix
?larft Berechne Block Householder Spiegelung
?larfb Block Householder Spiegelung mal Matrix
7lartg Erzeugt eine Givens Rotation
?largv Erzeugt einen Vektor von Givens Rotationen
?lartv Wendet einen Vektor von Givens Rotationen auf ein Vektorpaar an
?lasr Wendet eine Folge von Givens Rotationen auf eine Matrix an

Andererseits stellt LAPACK auch Moglichkeiten zur Verfiigung, Zerlegungen direkt zu be-
rechnen:

LAPACK | Beschreibung

7geqrf Berechnet eine () R—Zerlegung

7geqpf Berechnet eine () R—Zerlegung mit Spaltenpivotsuche

7ormgr Multipliziert @) in faktorisierter Form mit einer Matrix (reell)
7unmqr Multipliziert @) in faktorisierter Form mit einer Matrix (komplex)
7orgqr | Erzeugt die Matrix @ (reell)

7ungqr Erzeugt die Matrix @ (komplex)

7gesvd Bestimmt die Singuldrwertzerlegung einer Matrix

Auflerdem kann LAPACK unter interner Verwendung der geeigneten Verfahren gleich das
gesamte Kleinste—-Quadrate—Problem losen:

LAPACK | Beschreibung

7gels Minimiert ||AX — Bl|2 fiir Matrix A von vollem Rang
7gelss | Minimiert ||AX — BJ|; fiir beliebige Matrix A

unter Verwendung der Singuldrwertzerlegung

7geequ Equilibriert eine Matrix

4.2. MATLAB. Die Funktion
[Q,R] = qr(A)
berechnet eine volle @ R—Zerlegung von A (meist nach dem Householder Verfahren). Eine

noch etwas stabilere Variante, die () R—Zerlegung mit Spaltenpivotsuche erhalt man durch
Aufruf von

[Q,R,P] = qr(A)
Die Permutationsatrix P ist so gewéhlt, dal QR = PA gilt und auflerdem die Diagonalele-
mente von R monoton fallend sind.

Moéchte man reduzierte (Q R—Zerlegungen berechnen, so verédndert man die Funktionsauf-
rufe ein wenig:
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[Q,R] = qr(4,0)
[Q,R,P] = qr(A,0)

Die Pseudoinverse A" von A erhilt man durch Aufruf der Funktion
Api = pinv(A)

Die zweite wichtige Zerlegung, die Singuladrwertzerlegung wird mit der Funktion
[U,S1i,V] = svd(A)
bestimmt (svd ist die Abkiirzung von ,, singular value decomposition*, dem englischen Aus-
druck fir Singuldrwertzerlegung). Wieder berechnet der oben angegebene Funktionsaufruf
die volle Zerlegung, und analog zur () R—Zerlegung erzeugt

[U,81,V] = svd(A,0)
die reduzierte Variante. Benotigt man nicht alle sondern nur dir K grofiten Singularwerte,
so kann man diese schneller mit der Funktion
S = svds(A,K)
finden, die eine sortierte Liste dieser K grofiten Singuldrwerte zuriickliefert.
Um den Rang einer Matrix zu bestimmen, kann man auf die Funktion

n = rank(A)

zuriickgreifen. Den e-Rang von A kann man ebenfalls mit dieser Funktion bestimmen, indem
man die Toleranz ¢ als zusétzlichen Parameter angibt:

n = rank(A,eps)



KAPITEL 5

Interpolation I:
Eindimensionaler Fall

1. Grundlagen

Wie wir schon in Kapitel 2 in den Anwendungsbeispielen 2.8, 3.4 und 3.5 gesehen haben,
ist es Ofters wiinschenswert, durch vorgegebene Punkte Kurven oder Flachen zu legen. Dabei
denkt man sich, oder es folgt aus einer Theorie, dafl die gegebenen Punkte in Wirklichkeit auf
einer durchgehenden Kurve liegen, die moglichst gut approximiert werden soll. Im einfachsten
Fall, den wir in diesem Kapitel besprechen, geht es darum, eine eindimensionale Funktion
ZUu approximieren.

Manchmal ist es iiber das Approximationsproblem hinaus auch interessant, den Verlauf
einer ,durch Punkte gegebenen Funktion“ auflerhalb des durch die Punkte iiberdeckten
Bereichs zu schétzen, also den Verlauf zu extrapolieren.

Das Problem, das wir in diesem Kapitel behandeln wollen, 148t sich folgendermaflen
definieren.

Definition 1.0.1. Sei p(x) : R — R eine FunktiOn. Wir sagen o interpoliert die Punkte

(xj, f;), 3=0,...,n mit x; # xy, firi#k, falls fir alle j

p(x;) = f;
gilt. Die Punkte (z;, f;) heifflen die Stiitzstellen, die Zahlen x; nennen wir Stiitzabszissen
und die f; Stiitzordinaten.

Sei F eine Klasse reeller Funktionen ®(x,aq,...,a,), die von n + 1 Parametern a;
abhdingen. Bei der Losung eines Interpolationsproblemes zu vorgegebenen Stiitzstellen (x;, f;)
geht es darum, jenes ® € F (also die Parameterwerte a;) zu finden, das die Punkte (x;, f;)
interpoliert. Wir sprechen von einem linearen Interpolationsproblem, falls die Parameter a;
linear in ® auftreten, also

O(x,a9,...,a,) = agPo(z) + -+ + a, Pp ()
gilt. Andernfalls sprechen wir von einem nichtlinearen Interpolationsproblem.
Zu den linearen Interpolationsproblemen gehoren die Interpolation durch

e Polynome,
e trigonometrische Funktionen,
e Splines.

Das einzige nichtlineare Interpolationsproblem, das wir besprechen werden, ist die Inter-
polation durch

e rationale Funktionen.

1.1. Polynome. Die élteste Form der Interpolation ist die Interpolation durch Polyno-
me. Die Klasse F von Interpolationsfunktionen ist dann R [z], die Menge der Polynome
hochstens n—ten Grades, also Funktionen der Gestalt

n
O(z,aq,...,a,) = Z a;a’.
=0

129
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Diese Art der Interpolation geht in die Zeit von Newton, Lagrange zuriick, und es gibt sehr
viel Material und viele verschiedenartige Algorithmen zur Behandlung dieser Interpolations-
probleme. Nachdem Polynome jedoch sehr ,starre* Funktionen sind, die die (optische) Form
der Punktmenge nur sehr schlecht reprasentieren, wird die Polynominterpolation in letzter
Zeit nicht mehr so hiufig verwendet wie in der Vergangenheit. Als Beispiel diene noch ein-
mal das folgende Interpolationspolynom 10-ten Grades durch die mit x gekennzeichneten
Punkte, dargestellt in Abbildung 5.1. Die Oszillationsphédnomene am Ende des interpolierten

-5 -4 -3 -2 -1 O 1 2 3 4 5

ABBILDUNG 5.1. Interpolationspolynom 10-ten Grades

Bereiches sind typisch fiir Interpolationspolynome. Erhéht man die Anzahl der Stiitzstellen
(und damit den Grad des Polynomes) verbessert sich dieses Verhalten nicht. Im Gegenteil,
es wird meist noch schlimmer. Daher weicht man heute meist auf andere Funktionsklassen
aus, die die ,Form“ der Punktmengen besser reprisentieren. Da jedoch die meisten dieser
Funktionsklassen mehr oder weniger auf Polynomen aufbauen, ist es zumindest nétig, sich
die Grundlagen der Polynominterpolation anzueignen.

Alles beginnt mit einem Existenz- und Eindeutigkeitssatz:

Theorem 1.1.1. Zu beliebigen n + 1 Stitzstellen (xj, f;), 7 = 0,...,n existiert genau
ein Polynom P € R™[z] hichstens n—ten Grades, das die Punkte (z;, f;) interpoliert.

BEwWEIS. Eindeutigkeit: Angenommen, P und () seien zwei Polynome héchstens n—ten
Grades, die das Interpolationsproblem l6sen. Dann gilt

(P—=Q) () = P(x;) = Qx;) = fi = [i =0

fiir alle i. Das Polynom P — @ ist als Differenz zweier Polynome héchstens n—ten Grades
selbst wieder ein Polynom hochstens n—ten Grades. P — () hat aber nach der obigen Rech-
nung n + 1 Nullstellen, ist somit das Nullpolynom. Daher folgt P = @), was die Eindeutigkeit
beweist.

Existenz: Der Existenzbeweis erfolgt konstruktiv. Wir 16sen zuerst die einfacheren Interpo-
lationsprobleme

1 i=k,
0 sonst,

Lz($k> =ik, Oix = {
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also fiir die Stiitzstellen (x;,d;;). Die Interpolationspolynome fiir diese Stiitzstellen heifien
Lagrangesche Interpolationspolynome und lassen sich explizit angeben:

(x —x0)...(r — i) (r —xinq) ... (x — xp)

(ZEZ' — IQ) Ce (l‘z — xi—1)<mz’ — xi+1> e (Il — l’n)
w(z)

Li(z) =
C(r— )W (x)

mit w(z) = [[}_y(x — z). Wegen des ersten Beweisteiles sind die L; eindeutig bestimmt.
Die Losung des allgemeinen Interpolationsproblemes 148t sich dann einfach aus diesen ele-
mentaren Bausteinen berechnen:

P(x) =) fiLi().
i=0
Es gilt
P(xy) = Zfz’Li(Ik) = Zfz’(;ik = [
i=0 i=0

Diese Darstellung heifit die Lagrangesche Darstellung des Interpolationspolynoms oder die
Lagrangesche Interpolationsformel. U

Beispiel 1.1.2. Fir n = 2 seien die drei Punkte (0,1), (1,3) und (3,2) gegeben. Dann
sind die elementaren Polynome gegeben als
(x —1)(x —3)
(0—1)(0-13)’

Lo(l‘) =

P ergibt sich dann zu
P(z) = Lo(z) 4+ 3L1(z) + 2Ls(x) = §(—5a® + 17z + 6).

P(2)=2(-5-2>+17-2+6) = L.

Ungliicklicherweise ist die Lagrangesche Darstellung zwar sehr brauchbar fiir Beweise und
theoretische Untersuchungen, doch vollig ungeeignet fiir numerische Berechnungen. Sowohl
Berechnung als auch Auswertung sind viel zu aufwendig. Die beiden folgenden Algorithmen
bauen die Losung des Problemes fiir n 41 Punkte schrittweise aus den Losungen fiir weniger
Punkte auf.

1.1.1. Der Algorithmus von Neville. Mochte man den Wert des Interpolationspo-
lynomes nur an einer bestimmten Stelle berechnen (oder an wenigen Stellen), so kann man
dafiir den Algorithmus von Neville verwenden. Sei dazu

Pio’h--.ik (Z‘)
das Interpolationspolynom aus R®[z], das das Interpolationsproblem

Pioil...ik (Iz,«) = fir

16st fiir r =0, ..., k. Man kann diese P dann rekursiv berechnen
Pi(z) = f; (32)
Pioil...ik (l’) = <I _ xiO)Pil"'ik (.Z') - (.’17 B xik)ljiouik—l (.’L’) . (33)
'Tik — xio



132 5. INTERPOLATION I: EINDIMENSIONALER FALL

Der Algorithmus von Neville berechnet aus dem folgenden Tableau den Wert des Interpola-
tionspolynoms an einer fixen Stelle y gemifl dieser Rekursionsformel:

k=20 1 2 3
7o | fo = Po(y)
Poi(y)
x| fi =P1(y) Pou(@/)
Pia(y) Poi23(y)
Ty | fa = Pa(y) Praz(y)
Pas(y)
r3 | f3 = P3(y)

Dabei werden die Elemente P;, ;, aus ihren linken Nachbarn und den passenden Stiitzab-
szissen geméf der Rekursionsformel (33) berechnet.

Beispiel 1.1.3. Den Wert P(2) fiir das Interpolationsproblem aus Beispiel 1.1.2 kénnen
wir gemdj$ dem Newville Algorithmus errechnen:

P01(2) :5

1| P(2)=3 P2(2) = 2
P12(2) - g

3| Py(2) =2

Der Algorithmus ist sehr effizient, wenn man das Interpolationspolynom nur an einer
bestimmten Stelle auswerten méchte. Er ist nicht besonders gut geeignet, wenn man die
Koeffizienten des Polynoms berechnen mochte oder den Wert des Polynoms auch nur an
mehreren Stellen finden méochte.

Eine etwas ausfiihrlichere Abhandlung findet man z.B. in [Stoer 1994a, 2.1.2] oder in
[Schwarz 1986, 3.5].

1.1.2. Die Newtonsche Interpolationsformel. Dividierte Differenzen. Wenn man
eine der Aufgaben l6sen mochte, fiir die der Nevillsche Algorithmus nicht geeignet ist, al-
so die Koeffizienten des Polynomes zu bestimmen oder das Polynom an mehreren Stellen
auszuwerten, dann bewéhrt sich der Newtonsche Algorithmus.

Newton schldgt den folgenden Ansatz fiir das Interpolationspolynom vor:

Por..n() = a0+ ar(z — x0) + ag(x — xo)(x — 1) + -+ + apn(z — x0) ... (T — 21—1).

Dieser Ansatz resultiert aus einer Verallgemeinerung der ,Darstellung mit verschobenem
Zentrum*®

n

ple) =) alz—c)

1=0

eines Polynomes p. Die Auswertung eines so dargestellten Polynoms erfolgt recht effizient
mit einer Verallgemeinerung des Horner Schemas geméaf§ der Formel

P(y) = ao + (v — zo)(a1 + (x — 21) (a2 + ... (. — Tpa)(an1 + (T — Tp-1)an) ... ).

Ferner konnen die Koeffizienten a; durch Einsetzen rekursiv bestimmt werden. Setzen wir in
Po1.., den Wert z ein, so erhalten wir sofort die Gleichung

ag = fo-
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Fahren wir sukzessiv mit den Werten x4, ..., z, fort, so finden wir die Beziehungen
fi = P(x1) = ap + ay (21 — x0)

fo = P(x2) = ap + a1(z2 — xo) + az(x2 — zo)(z2 — 1)

Verwenden wir zusétzlich die rekursive Beziehung (33), so konnen wir die Gleichungen weiter
vereinfachen. Beobachten wir folgendes Faktum: P;;, ; _, und P, ., unterscheiden sich
durch ein Polynom hdochstens k—ten Grades, das die £ Nullstellen z;, ..., z; _, besitzt. Sei
mit

f 1081 ...0

der Koeffizient von z* des Polynoms P, bezeichnet. Dann gilt

0011k
Pioil~~-ik (l’) = Roi1~--ik—1 (1:) + fi0i1~~-ik (l’ - xio) s (LL’ - xik—l)'
Aus der rekursiven Beziehung (33) folgt dann eine rekursive Gleichung fiir die fiy;, i,

. fqu - fio---ik—1

fioh...ik -
Ly, — Ty

k
Wegen dieses Zusammenhanges nennt man die f; ;, ;, die k—ten dividierten Differenzen. Als
Konsequenz erhalten wir die Newtonsche Darstellung des Interpolationspolynoms

Por.n(x) = fo+ for(x —20) + - + for.n(z —20) ... (x — Tp).

Nachdem das Interpolationspolynom P, ;. ; nur von den Punkten (:Eij, fzj) aber nicht von
deren Reihenfolge abhingt, ist auch der Koeffizient f;,;, ;, nicht von der Reihenfolge der In-
dizes abhéngig. Die dividierten Differenzen sind also invariant unter Permutation der Indizes.
Nachdem man zur Darstellung des Interpolationspolynoms nur die dividierten Differenzen
fo1..r benétigt, bestimmt man die f’s in folgendem Tableau, dem Differenzenschema, in
dessen erster Zeile am Ende die gesuchten Koeffizienten stehen:

To E
Jou
Ty | f1 @
fo
Ty | foo

Wie beim Algorithmus von Neville berechnet man auch hier die einzelnen Eintrdge aus
den beiden linken Nachbarn und den dazugehorigen Stiitzabszissen. Die unterstrichenen
Tabelleneintréige sind dabei die gesuchten Koeffizienten des Interpolationspolynoms.

Beispiel 1.1.4. Zu den Stiitzstellen von Beispiel 1.1.2 berechnen wir das Differenzen-

schema
0] fo=1
for=2
1 fi=3 f012f—%
fi2=—3
3| fo=2

Das fiihrt zum Interpolationspolynom
Poip(x) =1+ 2z — 2a(z — 1)

und zum Wert
Po2(2) =1+4—-22=12.
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Algorithmus 1.1.5. Newtonsches Interpolationspolynom

a:(an"'7fn)
for k=1ton do

for i =n to k step —1 do
ali] = (ali] — ali —1])/(z; — i)
done
done

Nach Beendigung dieses Algorithmus stehen im Vektor a die Koeffizienten (fiir die New-
tonsche Darstellung) des gesuchten Interpolationspolynoms. Der Aufwand zur Berechnung
betrigt O(n?) elementare Operationen.

Die Auswertung des so gewonnenen Interpolationspolynomes an einer beliebigen Stelle
erfolgt praktischer Weise geméafl dem folgenden Algorithmus.

Algorithmus 1.1.6. Verallgemeinertes Horner Schema zur Auswertung des Newton-
schen Interpolationspolynomes
p = aln]
for k=n—1to 0 step —1 do
p = alk] + p(z — zy)
done

Weitere Informationen zur Newtonschen Interpolation kann man etwa in [Stoer 1994a,
2.1.3] oder in [Schwarz 1986, 3.4] finden.

1.1.3. Hermite Interpolation. Ein etwas verallgemeinertes Interpolationsproblem 148t
sich mit einer Verallgemeinerung der dividierten Differenzen behandeln:

Fiir 1 =0,...,m seien jeweils reelle Zahlenpaare (x;, fi(k)) mit k=0,...,n;
gegeben. Das Hermitesche Interpolationsproblem besteht dann darin, jenes
Polynom P € R™[z] mit n + 1= 31" n, zu finden, das

P®(z;) = 1

7

fiir alle + und passenden £ erfiillt. Es werden an den Stiitzstellen also nicht
nur Funktionswerte sondern auch (eventuell hohere) Ableitungen vorgege-
ben.

Wiederum gilt ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz

(

Theorem 1.1.7. Zu beliebigen Zahlen x, . . ., T, f; " mitk = 0,....,n;undi=0,...,m

existiert genau ein Polynom P € R™[z] mitn+1=>"._. n;, das
PO () = £V

7

fir alle (i, k) erfillt.

BEWEIS. Der Beweis kann analog zum Beweis des Existenzsatzes der normalen Polyno-
minterpolation gefiihrt werden. Es gibt wieder eine Darstellung der Form

Py =35 19 L)

i=0 k=0
mit den verallgemeinerten Lagrangepolynomen L;;, die rekursiv definiert werden durch

Lin—1(z) = lin,1(2), 1=0,...,m,

n;—1

Lip(z) = la() = Y 0 (x)Lis(x), k=n;—2,n;—3,....0.

s=k+1
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In diesen Gleichungen bezeichne ¢;;(x) das Hilfspolynom

(z—z)f oy (v — 2\ ,

Ui() = L 0<i<m, 0<k<n,

k() 1 E p— <i<m n
i#i

Durch Induktion zeigt man leicht, daf§ fir k =n; — 1,...,0

L) () = {

was die Interpolationseigenschaften von P beweist. U

1, i=7und k = s,

0, sonst,

Betrachtet man als Motivation die Beziehung

lim f(x1) — f(z0)

/
= f (xl)a
T1—T0 1 — o
so konnen wir die verallgemeinerte erste dividierte Differenz
!/
Jor = f'(z0)
definieren fiir x; = . Darum fiithren wir neue Abszissen ¢;, j = 0,...,n ein, indem wir die
x; n;—mal wiederholen und der Gréfie nach ordnen,
xoz...:xoSajl:...:xlg...Sxm:...:xm.
A TV ~ VvV 7 A TV 7
no ni Nm

Analog verfahren wir mit den f;, was neue Stiitzordinaten y; erzeugt. Das verallgemeinerte
Newtonsche Interpolationspolynom, das zu den Stiitzstellen (¢;, ;) gehort

Por.n() = yo +yor(x —to) + - + yor.n(x — o) ... (x — 1),
16st dann das Hermitesche Interpolationspolynom, falls wir die verallgemeinerten dividierten
Differenzen y; i1, i+r geméB folgender Rekursionsformel bestimmen:
k
Yijit1,...i+k = %fj( )>

falls tz = ti—l—l == ti—‘rk =T; gﬂt und

Yiit1,.. itk =

sonst.
Beispiel 1.1.8. Seien die folgenden Interpolationsdaten gegeben:
2o=0, f¥=-1, fV=-2
zn=1, f9=0, fY=10 f? =410

Die zugehorigen t; sind to =t =0, to = t3 =ty = 1. Es entsteht das folgende Differenzen-
schema:

to = 0 -1 = Yo
-2 = f’(o) = Yo1
th1=0|-1=un 3 = Yo12
L=y 6 = Yo123
to=1| 0=y 9 = Y123 5 = Yo1234
10 = f/(1) = yo3 11 = Y1234
t3 = 1 O = Y3 20 = f”(l) = Y234
10 = f/<1) = Y34
t4 =1 0= Ya
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Es fiihrt zum Hermiteschen Interpolationspolynom
P(x)=—-1-2(x—0)+3(x—0)>+6(x —0)>3*(z—1)+5(x —0)7>*(z—-1)>*=
= —1— 21+ 32 + 62%(x — 1) + 52%(x — 1)~

Fiir weiterfithrende Information und Fehlerabschétzungen siehe etwa [Stoer 1994a, 2.1.5]
oder [Schwarz 1986, 3.4].

1.1.4. Das Restglied der Polynominterpolation. In diesem Abschnitt wollen wir
untersuchen, wie stark ein Interpolationspolynom P von einer Funktion abweichen kann,
wenn P(z;) = f(z;) gilt fiir i = 0,...,n. Auf den ersten Blick erscheint diese Frage unsinnig,
kann doch bei geeigneter Wahl von f und x ohne weitere Voraussetzung der Unterschied
zwischen P(z) und f(x) beliebig grofi gemacht werden. In den Anwendungen ist die Funktion
f jedoch meist nicht beliebig und besitzt einige zusétzliche Eigenschaften, die zur Berechnung
von Abschéitzungen ausgeniitzt werden konnen. Das ist besonders dann wichtig, wenn Werte
fiir Funktionen aus Tabellen durch Interpolation geschétzt werden sollen.

Theorem 1.1.9. Wenn f € C""(R,R) ist, dann existiert fiir jeden Punkt x ein & im
kleinsten Intervall, das alle Stitzstellen x; und x enthdlt mit

w(z) f"I(E)

f(x) = Por.n(7) = (n+1)

wobei wieder w(x) = [[i_(x — ).

BEwEIs. Die Abschétzung folgt im Prinzip aus dem Mittelwertsatz der Differentialrech-
nung. U

Beispiel 1.1.10. Sei f(x) = sinx und seien die 6 Stiitzstellen x; = % firi=20,...,5
gegeben. Dann gilt die Gleichung

sinx — P(x) = — H(x — ;)

fiir ein geeignetes £, und daher folgt die Abschdtzung

: lw ()]
|sinz — P(z)] < T

AuBlerhalb des durch die Interpolationspunkte iiberdeckten Intervalls wachst |w(x)| sehr
stark an. Daher sollte das Interpolationspolynom P auch nicht zur Approximation von f an
einer Stelle z auflerhalb des kleinsten Intervalls, das alle x; enthélt, also zur Extrapolation
verwendet werden.

Man wiirde jetzt annehmen, dafl durch Hinzufiigen weiterer Stiitzpunkte die Approxi-
mationseigenschaften des Interpolationspolynomes verbessert werden. Sei ein fixes Intervall
[a] := [a,a] gegeben. Zu jeder Funktion f und jeder Intervalleinteilung A = {a = zg < 77 <
.-+ < x, =a} gibt es ein eindeutiges Interpolationspolynom Pg héchstens n—ten Grades mit
Pl(z;) = f(z;). Eine Folge A,, von Intervalleinteilungen induziert so eine Folge Pim, und

man sollte annehmen, dafl Pim gegen [ konvergiert, wenn die Feinheit der Unterteilung

Al = max|af?) — ;™|
fiir m — oo gegen 0 konvergiert. Leider ist diese Vermutung im allgemeinen falsch. Es gilt
namlich folgender Satz

Theorem 1.1.11 (Faber). Zu jeder Folge von Intervalleinteilungen A,, von [a] gibt es
eine stetige Funktion f auf [a], sodaff die Polynome Pa, (x) fir m — oo auf |a] nicht
gleichmafsig gegen f(x) konvergieren.
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Nur fiir ganze (auf ganz C analytische) Funktionen f strebt jede Folge von Interpolati-
onspolynomen (unabhéngig von der speziellen Wahl der Zerlegung) gleichméfBig auf [a] gegen
f. Fiir alle f gibt es zumindest spezielle Folgen A, sodafl Pa,, gegen f konvergiert.

Aquidistante Intervalleinteilungen z* = a+i(b—a)/m fiir i = 0, ..., m garantieren nicht
einmal die punktweise Konvergenz fiir nicht-ganze Funktionen, z.B. nicht fiir
1
= — =|-5,5
f@) = Lo = 5,5,

fl@) =V, [a] =101].

2. Rationale Interpolation

Speziell in der Ndhe von Polstellen versagt die Polynominterpolation vollig. Die Starrheit
von Polynomen ist dann zu grof3, um die gesuchte Funktion gut genug zu approximieren. Die
einfachste Verallgemeinerung der Polynominterpolation, die sich anbietet, ist dann die In-
terpolation mit einer rationalen Funktion, also einem ,,Bruch gebildet aus zwei Polynomen*.

Nachdem rationale Funktionen selbst Polstellen haben koénnen, kénnen sie auch Stiitz-
punkte in der Ndhe von (vermuteten) Polen gut interpolieren. Wir werden allerdings sehen,
daB auch rationale Funktionen als einfachste Verallgemeinerung von Polynomen in gewisser
Weise ,,starr® sind; sie konnen im Gegensatz zu Polynomen nicht alle Interpolationsprobleme
l6sen. Probleme treten dann auf, wenn einige Punkte bereits auf einer rationalen Funktion
niedrigeren Grades liegen, sie also in spezieller Lage sind. Rationale Funktionen , weigern*
sich also, Punkte zu treffen, wenn eine Teilmenge bereits die Form einer bestimmten ratio-
nalen Funktion festlegt.

2.1. Grundlagen. Beginnen wir wieder mit Stiitzstellen (z;, f;) fiir ¢ = 0,...,n, und
sei wieder x; # xy, fiir j # k. Wir versuchen, die Stiitzstellen mit einer Funktion der Gestalt
PT’,S
N )
Qr,s (LL’)

zu interpolieren, wobei P™*(z) ein Polynom héchstens vom Grad r und Q™*(z) ein Polynom
hochstens vom Grad s seien:

P (z) = i a;x’
i=0

Q™ (x) =) b,
=0

Die r + s + 2 Parameter der Funktion ®"*(x) sind jedoch nicht unabhéngig voneinander.
Multipliziert man den Zéahler und den Nenner mit der gleichen Zahl A, so veréndert das
den Bruch nicht; alle Parameter sind also nur bis auf einen gemeinsamen Faktor bestimmt.
In Wirklichkeit sind also nur r + s + 1 Parameter voneinander unabhéngig; man kann also
hochstens r 4+ s + 1 Stiitzpunkte interpolieren. Daher wéahlen wir n = r + s.
Betrachten wir die Interpolationsgleichungen
PT’S<.Z'Z')
O™ xi) = S = fis (34)
Qr,s(xi)
so sehen wir, dafl wir sie in ein lineares Gleichungssystem in den Koeffizienten a; und b;
verwandeln kénnen:

ao—l—alxl—k+arx:—fz(b0+b1xl++bs$f):O,
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fire =0,...,7+ s, ein homogenes unterbestimmtes lineares Gleichungssystem mit r + s+ 1
Gleichungen in r + s + 2 Variablen. Im Rahmen der folgenden Untersuchungen bezeichnen
wir dieses System mit S™*.

Nachdem wir nun das Interpolationsproblem in ein lineares Gleichungssystem umgewan-
delt haben, erscheint es bereits gelost, etwa mit den Methoden aus den Kapiteln 3 und 4;
doch das néchste Beispiel zeigt, warum die Untersuchungen hier erst beginnen.

Beispiel 2.1.1. Seir = s = 1 und versuchen wir die Interpolationsaufgabe fiir die Punkte
(0,1), (1,2) und (2,2) zu lésen. Das zugehirige Gleichungssystem SYt ist dann

ag -1 bo = O,
ap + a —2(b0+b1) :O,
ap + 2@1 — 2(b0 + 2b1) =0.

FEine der unendlich vielen (fiir die Lésung des Problemes gleichwertigen) Lisungen ist gegeben

durch
CLOZO, 60:0, CL1:2, blz].,
die rationale Funktion, die dadurch bestimmt wird, ist

_2x

ol (2) =2
T

wenn man den Definitionsbereich von R\{0} auf ganz R erweitert. Unglicklicherweise ver-
fehlt die Funktion ®"(x) die Stiitzstelle (xo, fo) = (0,1). Nachdem jede Léisung des Interpo-
lationsproblems fiir r = s = 1 aber jedenfalls das Gleichungssystem S*' losen muf, und S*!
keine anderen Losungen als die angegebene hat, kann das von uns untersuchte Interpolati-
onsproblem nicht gelést werden; (o, fo) ist ein unerreichbarer Punkt.

Das vorangegangene Beispiel zeigt, dafl es rationale Interpolationsprobleme gibt, die
unlosbar sind. Wir wollen als néchstes versuchen herauszufinden, welche rationale Interpola-
tionsprobleme 16sbar sind und welche nicht. Dazu schadet es aber nicht, die mathematischen
Begriffe zu kléren.

Definition 2.1.2. Eun rationaler Ausdruck st eine Aquivalenzklasse von Paaren von
Polynomen (P, Q) mit Q # 0 beziiglich der Aquivalenzrelation

(P, Q1) ~ (P, Q2) : <= Pi(2)Q2(x) = Pa(2)Q1(x).

FEin Vergleich mit den rationalen Zahlen Q, die mathematisch ganz dhnlich konstruiert wer-
den, und den ganzen Zahlen Z, die algebraisch den Polynomen entsprechen, zeigt, dafS zwei
rationale Ausdriicke genau dann dquivalent sind, wenn sie durch ,Kirzen® oder ,Erweitern®
aus einander hervorgehen.

Ein Element der Aquivalenzklasse hat minimalen Zihler— und Nennergrad (dabei un-
terdriicken wir die Mdglichkeit, Zdihler und Nenner mit Konstanten zu erweitern); daher
sind Zihler und Nenner teilerfremd. Diesen (fast) eindeutig bestimmten Reprdasentanten der
Aquivalenzklasse [®] werden wir mit ® bezeichnen.

Nachdem wir jetzt wissen, woriiber wir sprechen, beginnen wir die Untersuchungen. Dabei
starten wir bei der Analyse des Systemes S™° und dessen Losungen.

Theorem 2.1.3. Sei S™° wie zuvor gegeben. Dann gelten

(1) S™* hat immer nichttriviale Lisungen, und jede solche gehirt zu einem rationalen
Ausdruck
P (x)
Q- (x)

(2) Wenn &1 und ®5 zu Liosungen von S™ gehiren, so gilt 1 ~ Py die rationalen
Ausdriicke sind also dquivalent.

O"%(x)
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(3) Besitzt S™* eine teilerfremde Ldsung, so ist auch das zu S™° gehdrende Interpolati-
onsproblem ldsbar.

BEWEIS. (1) Aus den Sédtzen der linearen Algebra folgt sofort, daBl das homogene
unterbestimmte lineare Gleichungssystem S™* unendlich viele Lésungen besitzt. Es
bleibt zu zeigen, dafl jede nichttriviale Losung

(an--)arabO?"'vbS)%(07-'-70)

einen rationalen Ausdruck bestimmt. Angenommen das ist nicht der Fall. Dann ist
das zugehorige Q™° das Nullpolynom, also sind alle b, = 0. Dann folgt aus den
Gleichungen von S™° fiir alle e =0,...,r + s

P(x;) =0,

und daher hat das Polynom P, welches hochstens r—ten Grad besitzt, r+s+1 > r+41
Nullstellen. Aus diesem Grund ist auch P das Nullpolynom, was der Nichttrivialitéat
der Losung (ag, . .., a., by, ..., bs) widerspricht.

(2) Seien ®4(x) = 511((3;)) und Py(x) = 522((?) zwei Losungen des Gleichungssystemes S™°.
Betrachten wir das Polynom hochstens (r + s)-ten Grades

P(z) = Pi(2)Qa(z) — Pa(2)Q1(z).
Setzen wir die Stiitzabszissen z; in dieses Polynom ein, und verwenden wir die
Interpolationsbedingungen (34), so erhalten wir

P(z;) = Pi(z;)Q2(x;) — Po(;)Q1(z;) = [1Q1(z;)Q2(x;) — f1Q2(x;)Q1(2;) = 0.
Das Polynom P hat also r + s + 1 Nullstellen, ist also das Nullpolynom. Daher gilt
(I)l([E) ~ <I>2(x)
(3) Fiir t =0,...,7 + s gibt es zwei mogliche Félle:
(a) @™°(x;) # 0: In diesem Fall folgt aus der i—ten Gleichung von S™ die i-te
Interpolationsbedingung

r,8 . Pr,s(xi) o
@ (xl) QT’S(x,L') fZ‘
(b) Q™*(x;) = 0. Hat das Nennerpolynom an einer Stiitzstelle eine Nullstelle, so
folgt aus der i—ten Gleichung von S™* die Beziehung P™*(z;) = 0, also hat auch
das Zahlerpolynom an z; eine Nullstelle. Man kann daher aus beiden Polynomen

Pm*(x) und Q™*(x) jeweils einen Faktor (x — x;) herausheben:
Pre(a) = (& — @)p()
Q" (x) = (x — xi)q(x),

und daher sind P™*(x) und Q™*(x) nicht teilerfremd.
0

Diese Resultate beinhalten beinahe schon die gesamten Fakten, die zum Verstdndnis
der rationalen Interpolation nétig sind. Der néchste Satz ist eine Zusammenfassung und
Reformulierung dieser Tatsachen.

Theorem 2.1.4. (1) Sei ®™* eine Lésung von S™°, und sei ®™° der dquivalente
teilerfremde rationale Ausdruck. Die Interpolationsaufgabe ist genau dann ldsbar,
wenn auch die Parameter von ®™° das System S™ erfiillen.

(2) Falls S™ mazximalen Rang hat, so ist die Interpolationsaufgabe genau dann losbar,
wenn die Losung ®™° von S™° teilerfremd ist.

BEWEIS. Der Beweis ist eine Umformulierung der Resultate von Theorem 2.1.3. U
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Dieses Theorem ermoglicht es, die Losbarkeit der Interpolationsaufgabe zu iiberpriifen.
Man bestimmt irgendeine Losung des Gleichungssystemes S™° und berechnet (z.B. mit dem
Euklidischen Algorithmus) den grofiten gemeinsamen Teiler von P™* und @™°. Hat man
diesen gefunden, so kann man sofort durch Abdividieren den rationalen Ausdruck ®"* finden.
Genau dann, wenn dessen Koeffizienten das System S™* erfiillen, ist die Interpolationsaufgabe
losbar.

Aber auch iiber die Fille, in denen die Interpolationsaufgabe nicht losbar ist, geben die
Untersuchungen Auskunft.

Theorem 2.1.5. Die erreichbaren Stitzpunkte eines unlésbaren Interpolationspro-
blemes befinden sich in spezieller Lage, das heifit es existiert eine rationale Funktion & (z)
mit p+ o <m, die die m + 1 erreichbaren Punkte (z;,,...,x;, ) interpoliert.

BEWEIS. Nehmen wir an, die unerreichbaren Stiitzpunkte hétten die Indizes (ji, .. ., ja)-
Dann ist nach dem Beweis von Theorem 2.1.3 die Losung ®"*(z) durch (v —z;,) ... (z —x;,)
kiirzbar. Aus dieser Umformung entsteht ein rationaler Ausdruck W7 (x) mit p = r — a und
o = s — a, der das Interpolationsproblem fiir die m = r + s+ 1 — « erreichbaren Punkte 16st.
Wegen

ptot+l=r+s+1-2a<r+s+1—-a«
befinden sich die erreichbaren Punkte in spezieller Lage. 0

Wir erkennen also, daf§ rationale Interpolationsprobleme nur dann lésbar sind, wenn keine
Situationen entstehen, in denen spezielle Lagen von Punkten auftreten. Allerdings zerstoéren
kleine Stérungen in den Stiitzstellen die spezielle Lage und verwandeln ein unlésbares Pro-
blem in ein l6sbares Problem. Nachdem Punkte in spezieller Lage , viel seltener® anzutreffen
sind als Punkte in allgemeiner Lage, nehmen wir im folgenden an, dafl der generische Fall
vorliegt, die Punkte in allgemeiner Lage sind und das Interpolationsproblem daher l6sbar
ist.

2.2. Inverse und Reziproke Differenzen, Der Thielesche Kettenbruch. Im Spe-
zialfall s = 0 wird die rationale Interpolation zur Polynominterpolation, und aus diesem
Spezialfall konnen wir ersehen, dafl die numerische Losung des Systemes S™° einen zu
hohen Rechenaufwand bendétigt. Dariiber hinaus ist die Koeffizientenmatrix von S™* eine
Vandermonde-artige Matrix, die meist schlecht konditioniert ist.

Um Zahler— und Nennergrad ausgewogen zu halten, suchen wir in der Folge nach ratio-
nalen interpolierenden Funktionen der Gestalt ®™"(x) oder """ (z) je nach dem, ob die
Anzahl der Stiitzstellen ungerade oder gerade ist. Dabei gehen wir analog zur Newtonschen
Darstellung des Interpolationspolynoms vor, indem wir sukzessive vorgehen, schrittweise
Stiitzstellen dazunehmen und r und s gemaf der folgenden Tabelle wéahlen:

r=0 1 2 3

i -]
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Untersuchen wir den Fall ungerader Stiitzstellenzahl; im geraden Fall funktioniert alles
analog. Wir versuchen also mit Hilfe einer Funktion ®™"(z) die Stiitzstellen (z;, f;), i =

0,...,2n zu interpolieren. Nehmen wir an, wir hétten schon eine Losung gefunden. Dann
gilt
gy = P _ P Pl
Q" (x) Q"(x)  Q™(xo)
Pz r—x
ot (2 —ag) @) °

D = fo+ ,
Q x) 7' Q(w)/Pr(x)

wobei wir die Interpolationsbedingung fiir (¢, fo) verwendet haben. Aus den iibrigen Be-

dingungen folgt dann

Q" (z;) T; — T
= =: (xg, ;).
P(e)  fi )
Verwenden wir nun die Interpolationsbedingung fiir x;, und fithren wir eine &hnliche Um-
formung durch wie zuvor, so erhalten wir

Q") _ .. Q"(x) Q&) _
Pl(z) p(o, 71) + Pr=1(z)  Pr1(z)
_ Q" '(z) _
= gp(.%'o,i['l) + (LC — xl)PTl(m) =

( ) Tr — I
0541 Pn—l(x)/Qn—l(x> ’
und daher fOlgt aus den ﬁbrigen Interpolationsbedingungen

P (xy) - T — T . (w0, 1, 7)
Q"il(l'i) <P(91707$i)—80(3307$1) A

Man erkennt ein Schema, in dem die ¢’s eine gewisse Rolle spielen. Das Bildungsgesetz fiir
die ¢’s kann man auch aus diesen Umformungen ablesen:

o) = fi
O(X0y - v vy XYy Ty Tpy) = :
’ T (s - X, T) — (X0, - Ty, T
Nachdem dieses Bildungsgesetz analog zu den Definitionen fiir die dividierten Differenzen
aussieht, nur invertiert, nennt man die ¢(xz,...,zx) inverse Differenzen. Manche dieser

Differenzen kénnen dabei oo werden. Treten Ausdriicke auf, die unbestimmt sind, so ist das
Interpolationsproblem unlésbar, das haben wir aber oben ausgeschlossen. Mit Hilfe dieser
inversen Differenzen kann man die Losung des Problems geméfl den Umformungen von oben
als Kettenbruch darstellen:

n,nx:Pn(x): T — o _
Y=o TR e
= f + * ~ To — R
’ @('Ival) + Pn_léf)/g.?%_l(l‘)
o r — T
= fo+ o T

gp(l’o, T, *1'2) +

T — Top—1
o(To, ..., Tay)
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Der einzige Wermutstropfen in der Ableitung, die die gesuchte rationale Funktion in
Form eines Kettenbruches darstellt, der ebenso leicht auszuwerten ist wie ein Interpolations-
polynom in Newtonscher Darstellung, ist, dal die inversen Differenzen nicht symmetrisch in
ihren Argumenten sind ganz im Gegensatz zu den dividierten Differenzen. Durch eine kleine
Anderung in den Definitionen 148t sich dieser Umstand allerdings korrigieren.

Definition 2.2.1. Seien die reziproken Differenzen p(z;, ..., x;4x) durch die folgende
rekursive Beziehung definiert
p(z;) = fi,
Lj — Lijt+1

ples @ir1) fi— fix1’
Ty — Tiyk
P(%‘, . 7$z‘+k71) - P(l'iﬂa coy Titk

Die reziproken Differenzen sind symmetrisch in ihren Argumenten, was man durch Induktion
tberprifen kann.

p(wi,$i+1,---,$i+k) = ) _p($i+17"->wi+k71)-

Proposition 2.2.2. Zwischen den inversen und den reziproken Differenzen gilt die Be-
ziehung

o(xo, ... xp) = p(xo, ..., xp) — p(zoy ..., Tp_2)
fir p > 2. Fir p = 0,1 stimmen die inversen Differenzen mit den reziproken Differenzen

tiberein.

BEWEIS. Vollstiandige Induktion. Fiir p = 0,1 gilt die Ubereinstimmung nach Definition.
Sonst haben wir die Gleichung

@(xo, e ,le'p+1) = xp _ xp+1 =
o(xg, ... xp) —@(Xoy oy Tp1, Tpi1)
_ Tp — Tp41 .
— p(zo, ... Tp) — p(Tos .-, Tp—2) — (p(T0, - -, Tp_1, Tpy1) — p(Tos - -+, Tp—2)) N
_ Tp — Tp+i _
p(To, . xp) — p(Tos -y Ty 1, Tpy1)
= p(x0, ..., Tpr1) — p(Ty ..y Tp_1)
wegen der Symmetrie von p(xg, ..., Zpt1). O

Am einfachsten berechnet man die reziproken Differenzen aus einer Tabelle dhnlich der,
mit deren Hilfe man die dividierten Differenzen berechnet.

%o | fo= ﬂ(l'o)
p(IQ,Z’l)
| fi= IO<I1) P(l’o,xl,xz)
,0(371,1'2) p<$07xl7x27x3)
Ty | fo= P(ZU2) 0(931,552,133)
p(x27x3> :
x3 | f3= P($3) :

Aus den unterstrichenen reziproken Differenzen kann man analog zu vorhin einen Ketten-
bruch bilden, indem man Proposition 2.2.2 verwendet. Der entstehende Kettenbruch heifit
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auch Thielescher Kettenbruch:

n,n _ T—T0
@ (I) — p(l’o) + p((EO,.’L’l)+ T—Tq

p(zg,z1,w2)—p(z0)+
p(xo,x1,22,23)—p(x0,21)+

T—T2n—1
p(xo,....x2n)—p(T0,...,T2n—2)

Der Fall ®"+1" ist analog.

Die Anwendung dieser Interpolationsmethode wollen wir uns anhand des folgenden Bei-
spieles ansehen.

Beispiel 2.2.3. Wir wollen die Punkte (0,0), (1,—1), (2,—%) und (3,9) mit einer ra-
tionalen Funktion ®*' interpolieren.

0] 0= p(xo)
=1
1| —=1=p(x1) __%
1
2 ’ 59 2
2| =5 = p(a2) s 6
3
31 9=p(zs)
Aus den unterstrichenen Grifien gewinnt man den Thieleschen Kettenbruch
42% — 9
O (2) = 0 + e
1 T — —2x+7
;T —2
2 T 1

2
wobet man auf das Ausmultiplizieren in der Anwendung natirlich verzichten wiirde, da sich
der Kettenbruch viel besser auswerten ldft.

Zusammenfassend kann man folgende beiden Algorithmen zur rationalen Interpolation
angeben, die sich von den Algorithmen zur Newtonschen Polynominterpolation nur unwe-
sentlich unterscheiden.

Der Einfachheit halber berechnen wir die Koeffizienten des Kettenbruchs iiber die inver-
sen Differenzen statt iiber die reziproken Differenzen.

Algorithmus 2.2.4. Thielescher Kettenbruch (inverse Differenzen)
for £k =0 ton do

h=f;

for i =1toi do

h = (z — xi-1)/(h — alk — 1])

done

alk] = h
done

Nach Beendigung dieses Algorithmus stehen im Vektor a die inversen Differenzen fiir den
gesuchten Thieleschen Kettenbruch. Der Aufwand zur Berechnung betrigt O(n?) elementare
Operationen.

Die Auswertung des so gewonnenen Kettenbruches an einer beliebigen Stelle erfolgt prak-
tischer Weise geméfl dem folgenden Algorithmus, der die Analogie zur Auswertung des Inter-
polationspolynomes in der Newtonschen Darstellung, zum verallgemeinerten Horner Schema
(Algorithmus 1.1.6) aufzeigt.

Algorithmus 2.2.5. Auswertung des Thieleschen Kettenbruches
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p = aln]

for k=n—11to 0 step —1 do
p=alk] + (z — z)/p

done

2.3. Ein Neville—-artiger Algorithmus. Ganz dhnlich wie bei der Polynominterpola-
tion ist auch bei der rationalen Interpolation der Aufwand, den Thieleschen Kettenbruch zu
berechnen zu hoch, wenn man ihn nur an einer Stelle auswerten mochte. Fiir die Polynomin-
terpolation schafft da der Nevillesche Algorithmus Abhilfe. Eine Verallgemeinerung dieses
Algorithmus dient nun zur Berechnung des Wertes des Thieleschen Kettenbruches an einer
bestimmten Stelle.

Wie beim Nevilleschen Algorithmus gehen wir rekursiv vor, und zu diesem Zweck fithren
wir die folgende Notation ein:

B (x)

KN RE

sei die Losung fiir das Interpolationsproblem
O () = fi, firi=tt+1,... t+r+s.

Den Koeffizienten der hochsten Potenz des Polynomes P,"*(x) bezeichnen wir fortan mit p;”*
und den hochsten Koeffizienten von Q;° mit g,”°.

Proposition 2.3.1. Mit obiger Notation gelten die folgenden Rekursionsformeln:

Startwerte:
P@) = fi, Q) =1
Ubergang (r — 1,5) — (1, s):
PP (x) = (& — x)g) P (@) = (@ = 2opoy)ai P (@)
(@) = (r—x)q b ;rl1 (z) — (= — xr+s+t)qt+1 Q;rlls(x)
Ubergang (1,5 — 1) — (1, 5):
PP(@) = (o = wpi™ P @) — (0 = s PP @)
P() = (@ —a)pr T QT (@) = (@ = 2Dl QP ()

BEWEIS. Die Startwerte sind so gewahlt, daf sie offensichtlich die Interpolationsbedin-
gungen erfiillen. Im folgenden zeigen wir von den beiden zueinander analogen zweiten Schrit-
ten nur den ersten.

Wir nehmen an, daf die Ausdriicke ®,"* und ®]}** bereits so konstruiert sind, da8 sie
die zugehorigen Interpolationsaufgaben l6sen. Es gilt daher

Py () — fiQy (@) =0, miti=AA+1 . A drfs—1,

fiir A = ¢ oder A = t+ 1. Definieren wir P;”* und Q;” durch die Rekursionsformeln, so ist der
Grad von P;”® hochstens gleich r und der Grad von @} ist hochstens s. Dariiber hinaus gilt

PP (@) — fiQr" (w:) = (w3 — w)g; (P () — iy ™ (1) —
— (i — xr+s+t)qz+1ls<Ptr 1’8(3;1) fiQy 13( i)) =0,
wegen obiger Interpolationsbeziehungen. Wir haben also
Ptr,5<xi> _ f
)

weil wir vorausgesetzt haben, dafl keine unerreichbaren Punkte auftreten. O

O (z;) =
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Leider treten in diesen Rekursionsformeln noch die Koeffizienten p;® und ¢;** auf, deren
Berechnung wir unter anderem gerade vermeiden wollten. Gliicklicherweise erlauben es die
Rekursionsformeln durch Zusammenfassen ebendiese Koeffizienten zu eliminieren.

Daraus kann man dann die folgenden neuen Rekursionsformeln fiir die ®;* herleiten:

Theorem 2.3.2. Fliir die rationalen Ausdriicke ®,° gelten die folgenden Rekursionsfor-
meln:

Startwerte:
x) = f,, O Nz) =00, P (x):=0
Ubergang (r — 1,5) — (r,s):
Oy () — @ (x)
- (1 Py (@) — (e >)) o

T = Tryst Oy (2) = @ (@

)" (2) = 4" (x) +

Ubergang (1,5 — 1) — (r,s):

r,8 r,s @7"8 1( )_(Dns_l(x)
% (x) = (Dt+1l( ) + L :

z— (1 @) e ) )
)

T = Tristt O () — @y

BEWEIS. Auch hier beweisen wir nur den Ubergang (r—1,5) — (r, s). Die andere Formel
wird wieder analog hergeleitet.
Schritt 1: Es gelten die Beziehungen

-1, ~1,s— (* —2) - (T — Trgspa1)
¢: ! S('r) - ¢:+il ° l(x) - _pz;f»ll o lq: b 'r‘ —Es r—1 ,S 7]:+S
()@ (2)

(I):Jtll’s(«r) . q)glll,sfl(x) . _p;rll s—1 r—1,s (l‘ - xt—l—l) ('I Lptstt— 1)

qt+1 r—1,s r—1,s—1
Qi1 ()@ (2)

Wegen

r—1,s r—1,s—1 r—1,s—1 r—1,s
B (@)@ (@) - Py ()@ (@)
r—1,s r—1,s—1
41 (@)@ (@)
wissen wir, da§ das Z#hlerpolynom hochstens (r + s — 1)-ten Grades ist, und dafl sein
r—1,s—1 r—1,s

hochster Koeffizient laut Konstruktion gleich —p;, ;" "¢, ist. Ferner verschwindet das

Zihlerpolynom nach Definition von ®;"* und ®;*~" an den r + s — 1 Punkten z; fiir
1=t+1,t+2,...,t+r+s— 1. Daher hat es die Form

&7 (@) - @) ) =

pz+11 o 1q775n . S(x - xt-i-l) s (:E - xr+s+t—1)a

und die erste Gleichung ist bewiesen. Die Herleitung der zweiten Beziehung ist analog.
Schritt 2: Aus Proposition 2.3.1 wissen wir

(¢ —20)g; Pl (@) = (¢ = 2rraa) i P ()
(& —@)a; Qi (@) = (2 = Zerd)a Q1 (@)

Indem wir diesen Bruch mit

o (@) =

p;+11 o 1(33 - ﬂft) cee (IL’ - $r+s+t—1)

1 -1, —1,5—1
(@)@ N (2)Q " ()
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erweitern, erhalten wir nach Schritt 1

(1 = 2B (@) Fi(2) = (1 = 20001) B (@) Fy(a)

o5 (x) = ,
) (&~ 0 Fi(2) — (2~ Trere) Fo(2)
wobei
Fi(z) = o (2) — 137" (2),
Fy(a) = @ " () = D550 (@),
Elementare Umformungen fithren diese Beziehung iiber in die gesuchte Gleichung. 0

Im Anwendungsfall verwendet man iiblicherweise die Sequenz
(0,0) — (0,1) — (1,1) = (1,2) = -+ — (4,4) — (4,i + 1) — -+,

und damit kann man die obigen etwas uniibersichtlichen Formeln noch vereinfachen. In
diesem Fall geniigt es, sich anstelle von (7, s) nur 7 + s zu merken. Ist y der Punkt, an dem
wir ®;° auswerten wollen, dann setzen wir

Tig:=®°(y), miti=r+s+tundk=r+s;
somit werden die Formeln aus Theorem 2.3.2 zu den rekursiven Beziehungen
Tio = [i, (35)

7_‘1',—1 = 07 (36)
Tij—1 — Tic1 k-1

Y — Ti—k (1 - Ti,k—l - Ti—l,k—l) - 1'
Y— T Tig—1—Ti—1 52

Tig =Tk +

Man kann die Werte 7T;, in einem Tableau anordnen und die Berechnungen &dhnlich dem
Algorithmus von Neville durchfithren. Der groite Unterschied besteht darin, daf§ nicht nur
die linken Nachbarn in die Berechnungen eingehen sondern auch das Element direkt links
daneben, das zwei Reihen weiter zuriickliegt. Bei den Berechnungen in dem Tableau sind
also alle vier Ecken eines Rhombus beteiligt.

(r,s) = (0,00  (0,1) (1,1) (1,2)
Jo="Too
0="T51 Tia
fi=Tip 159
0="T1 15, T35
fo="Tsp T35 :
0="T5_ T5, :
fs="Tsp ;

Interpolationsformeln wie diese werden zum Beispiel in Taschenrechnern dazu beniitzt,
tabellierte Funktionen an Stellen auszuwerten, die nicht in den Tabellen enthalten sind.
Der Vorteil der rationalen Interpolation gegeniiber interpolierenden Polynomen, speziell in
der Nihe von Polstellen, sei anhand des aus [Bulirsch, Rutishauser 1968 entnommenen
folgenden Beispieles belegt.
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Beispiel 2.3.3. Flir die Funktion f(x) = cot(x) seien die Werte fir ganze Grad in einer
Tabelle gegeben. Durch Interpolation soll daraus ein Niherungswert fiir cot 2°30" berechnet
werden. Polynominterpolation 4. Ordnung nach Neville ergibt das Tableau

x; | fi = cot(x;)

1° 1 57.28996163

14.30939911

2° | 28.63625328 21.47137102

23.85869499 22.36661762

3° 1 19.08113669 23.26186421 22.63519158
21.47137190 23.08281486

4° | 14.30066626 22.18756808

18.60658719

5° | 11.43005230

Andererseits erhalten wir durch rationale Interpolation mit Graden (2,2) gemdfS den Glei-
chungen (35)-(37) das folgende Ergebnis:

v | fi = cot(x;)

1° |1 57.28996163

22.90760673

2° | 28.63625328 22.90341624

22.90201805 22.90369573

3° | 19.08113669 22.90411487 22.90376552
22.91041916 22.90384141

4° | 14.30066626 22.90201975

22.94418151

2° | 11.43005230

Der Vergleich zur exakten Liosung cot2°30° = 22.9037655484 ... zeigt, dafi die rationale
Interpolation bei vergleichbarem Aufwand viel genauere Werte liefert (ungenaue Stellen sind
unterstrichen,).

Ahnlich wie bei der Polynominterpolation ist der Neville-artige Algorithmus der Be-
rechnung des Thieleschen Kettenbruches nur dann vorzuziehen, wenn lediglich der Wert der
interpolierenden rationalen Funktion an einer bestimmten Stelle beno6tigt wird. Sollten meh-
rere Auswertungen gebraucht werden, dann ist die Verwendung der Algorithmen 2.2.4 und
2.2.5 vorzuziehen.

Zusammenfassend sei der Neville-artige Algorithmus noch einmal explizit aufgeschrieben:

Algorithmus 2.3.4. Newille—artiger Algorithmus zur Auswertung der rationalen Inter-
polationsfunktion an einer Stelle
T, =(0,...,0)
T = (an--'afn)
for k=0 ton do
for i = k ton do
h=1— (T[] =Tl —1])/(T[i] — Tin[t — 1])
h=hx(y—xiw)/(y— ) —1
}

h=(T[i]—T[i—1])/h
T.[i| =T[i] + h
done

T, =T
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T="T,
done

Nach Ablauf des Algorithmus enthdlt T'[n] den Wert der interpolierenden rationalen Funktion
am Punkt y.

3. Trigonometrische Interpolation

Will man periodische Funktionen approximieren, so sind weder rationale Funktionen noch
Polynome besonders brauchbar, da keine dieser Funktionenklassen besonders gut dazu ge-
eignet ist, periodische Vorginge darzustellen. Zwei vollig verschiedene Zugénge fithren dabei
zum gleichen Problem. O.b.d.A. nehmen wir in diesem Abschnitt an, dafl die Periodenlénge
der untersuchten Funktion f gleich 27 ist. Sonst fithrt man eine lineare Variablentransfor-
mation durch.

3.1. Grundlagen. Das erste Problem, das wir untersuchen, ist wieder ein lineares
Interpolationsproblem. Gegeben seien die N Punkte (x;, f;) fir i = 0,..., N — 1 mit

O§I0<.T1<"‘<ZL’N,1<27T,

und wir nehmen an, daf} sie Bild-Urbild—Paare einer 2r—periodischen Funktion f sind. Da die
elementaren trigonometrischen Funktionen sin kz und cos kx fiir k € Z die Periodenlange 27
haben, versuchen wir das Interpolationsproblem fiir die Klasse der Funktionen ¥ der Form

() = 20

M
A
=+ ;(Ak cos kx + Bysinkx) + % cos(M + 1)z

zu l6sen (dabei lassen wir den letzten Term in der Summe weg, falls N = 2M + 1 ungerade
ist). Zur Vereinfachung nehmen wir an, daf§ das Intervall [0, 27| d4quidistant unterteilt ist:

2k
Ty = WW, fir k=0,1,...,N — 1.
In diesem Fall werden die Formeln und Funktionen bei komplexer Rechnung einfacher und
iibersichtlicher. Verwenden wir die Moivresche Formel

e = cost +isint,
so konnen wir die Funktion ¥ umformen zu
p(x) 1= co + c1€® + cpe®® - + ey qeN-Diz
und dann werden die Interpolationsbedingungen zu
plz;))=fi, k=0,....,N—1
Die Parameter von ¥ und p héngen wie folgt zusammen:
Ag=2c), Apx=cktenk, Br=ilce —cvi), Amp = 2cu,

wobei kK =1,..., M. Bis auf diese Gleichungen sind die Interpolationsprobleme fiir p und ¥
nicht dquivalent. Im allgemeinen stimmen p und ¥ nur an den Stiitzabszissen z; iiberein. Die
Beziehungen von oben ermdéglichen allerdings, ¥ aus p zu berechnen und umgekehrt. Das
trigonometrische Interpolationsproblem fiihrt also auf die Frage, wie eine Funktion p(z), ein
trigonometrisches Polynom zu berechnen ist, das die Interpolationsbedingungen erfiillt.

Fiir die speziell gewéhlten dquidistanten Stiitzstellen z; finden wir, wenn wir die Abkiirzun-
gen

o= ez‘az7 Wy = etk — 62/€7ri/N

verwenden, dafl das komplexe Polynom

P(z)=cy+crz+ - +ey12V 7t
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die Interpolationsbedingungen
P(wk)sz, k:07...,N—1
erfiillt. Aus der eindeutigen Losbarkeit der Polynominterpolation folgt daher sofort

Theorem 3.1.1. Zu beliebigen Stiitzstellen (2km /N, fi,) mit komplexem f gibt es genau
ein trigonometrisches Polynom

p(z) =co+ 1€ 4 -+ ey e IE

mit p(2kw /N) = fy. firk=0,1,...,N — 1.

Die Koeffizienten c; von p lassen sich auf einfache Weise aus Formeln berechnen. Dazu
bendtigen wir folgende leicht nachzurechnende Beziehungen

3 .
wj = wj,
wy” = w]
= . N fiwj=v
Zwkwk— 0 fiir j £ ¢
k=0 g7z
das heift die speziellen Vektoren w') := (w), wi, ... ,wfv_l)T bilden eine Orthogonalbasis von

CV. Aus den Eigenschaften von Orthogonalbasen in euklidischen Vektorrdumen erhalten wir
also Formeln fiir die Koeffizienten c;.

Proposition 3.1.2. Fir das trigonometrische Polynom p(z) = fo:_ol cpe*® gilt
p(xj):fj, jZO,,N—l

fir kompleze Zahlen f; und x; = 2j7/N genau dann wenn

1 N-1 1 N-1
= - _ —2mijk/N

Die Abbildung F : CN — C¥ mit (fy) — (c;) heiBt diskrete Fouriertransformation
(DFT). Ihre Umkehrung (¢;) — (fx) = F~'(c;) entspricht der Auswertung eines trigonome-
trischen Polynoms und wird Fouriersynthese genannt. Der Zusammenhang zwischen F und
FList

f=F() = NFG):
das heifft man kann die Inverse der diskreten Fouriertransformation wieder durch eine dis-
krete Fouriertransformation ausdriicken.

Das zweite Problem ist das der Approximation einer 2r—periodischen Funktion f durch
ein trigonometrisches Polynom ¥ (geformt wie oben), sodafl der Fehler im quadratischen
Mittel minimal ist:

/0 ﬂ(f(x) — U(z))*dr = min.

Dieses Problem laBt sich durch folgende Uberlegungen auf ein Problem der Funktional-
analysis (das eine leichte Verallgemeinerung einer Fragestellung der linearen Algebra ist)
zuriickfiihren. Betrachten wir die stetigen Funktionen C[0, 27| auf dem Intervall [0, 27]. Fiir
diese Funktionen kénnen wir ein inneres Produkt definieren als

(f,9) = /0 Wf(:zc)g(m) dz.

Auf diese Weise wird C|0, 27| zu einem Raum mit innerem Produkt, und durch die {ibliche
Definition ||f|l2 := /(f, f) wird er auch zu einem normierten Raum. Ungliicklicherweise
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konvergiert nicht jede Cauchyfolge xy in (C0,27],| ||2) gegen ein Element von C10, 27].
Ganz dhnlich wie man aus Q die reellen Zahlen R konstruiert kann man aus C|0, 27| den
Raum L?[0, 2] bilden, den Raum der quadratisch Lebesgue—integrierbaren Funktionen auf
dem Intervall [0, 27], der wie R vollsténdig ist. Jede auf [0,27] stetige Funktion und jede
Funktion f, deren Quadrat f? Riemann-integrierbar ist, sind in L?[0,27] enthalten. Der
Raum L?[0, 27| zusammen mit dem inneren Produkt ( , ) ist vollstéindig, also ein Hilbert-
raum. Hilbertrdume sind euklidischen Vektorrdumen sehr dhnlich, mit der Ausnahme, daf3
sie im allgemeinen unendlich dimensional sind.
Nehmen wir an, wir héitten eine Orthonormalbasis {©g, ¢1, ... } von L?[0, 27, sodaf wir
jedes Element f € L?[0,27] darstellen kénnen als
f(@) =) aipi(x). (38)
=0
Solche Orthonormalbasen (sind keine Basen im Vektorraumsinn) gibt es in L?(0, 27|, wie
in jedem separablen Hilbertraum. Wie in euklidischen Vektorrdumen kénnen wir dann die
Koeffizienten aj der Entwicklung (38) einfach berechnen:

(pr: ) = (o0 Y aipi) = Y ailn, i) = ax,
=0 =0

wobei wir einfach annehmen, dafl wir Summe und Integral (das innere Produkt) vertauschen
diirfen (man kann beweisen, dal man das immer darf). Brechen wir die Entwicklung (38)

beim N-Term ab N

flz) = Zai%(x)a
i=0
so losen wir aulerdem das Problem, welche Linearkombination der endlich vielen Basisele-
mente {o,...,¢n} die Losung des Kleinste-Quadrate—Problem

N
f— Z a;P;
i=0

ist. Das ist klar, weil der ,Fehlervektor® f — Zz‘]\io a;p; orthogonal auf den von ¢y, ..., N
aufgespannten Teilraum steht.

Alle diese Resultate wéren fiir unser Problem jedoch voéllig iiberfliissig, hatten wir nicht
das folgende Resultat:

min

2

Proposition 3.1.3. Die trigonometrischen Funktionen 1,sinkx,coskx firk =1,2,...
bilden ein System von paarweise orthogonalen Funktionen in L?[0,2r]. Es gelten die Bezie-
hungen

o 0 firg#k
/ cosjrcoskrdr =< 2rn  firj=k=0
0 T firj=k>0,

2 Lo .
/ sin jx sin kx dx = 0 ﬁfrj,#k"7>0’k>0
0 ™ firj=k>0,

2
/ sin jrcoskxdr =0 fir alle j >0, k > 0.
0

{ 1  coskx sinkx} b =19
\/%7 ﬁ? ﬁ ) R B

Die Funktionen
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bilden eine Orthonormalbasis von L*[0,27] im oben besprochenen Sinn.

BEWEIS. Der Beweis kann in jedem Buch iiber Analysis oder Funktionalanalysis gefun-
den werden, etwa in [Heuser 1986/2, XVII]. O

Die Entwicklung in die Orthonormalbasis der trigonometrischen Funktionen kann man
zusammenfassend schreiben als

A o
flz) = 70 + E Ay, cos kx + By sin kx. (39)
k=1

wobei der Faktor % vor Ag ein Normierungsfaktor ist, der sicherstellt, dafl sich die Integrale
zur Berechnung der Koeffizienten in kompakterer Form darstellen lassen.

Die Koeffizienten der Entwicklung (39) fiir die Basis der trigonometrischen Funktionen
heiflen Fourierkoeffizienten, die Summe auf der rechten Seite der Entwicklung heifit die Fou-
rierentwicklung bzw. die Fourierreihe von f. Den Ubergang von f zu den Fourierkoeffizienten
nennt man Fourieranalyse. Stellt man umgekehrt f als diese Summe dar und berechnet man
Werte von f aus der Fourierreihe (wertet man also die Fourierreihe aus), so bezeichnet man
den Vorgang als Fouriersynthese, zusammenfassend bezeichnet man diese beiden Ubergéinge
als Fouriertransformation.

Zur Berechnung der Fourierkoeffizienten mufl man also Integrale der Form

1 2
A =— f(z) cos kx dx (40)
™ Jo
1 2m
B; = — (x)sin jxdx (41)
T Jo
fir k=0,1,2,... und j = 1,2, ... berechnen. Nachdem man aber, wie iiblich in der nume-

rischen Mathematik, unendliche Reihen fiir Berechnungszwecke nicht verwenden kann, ist
man darauf angewiesen, die Fourierreihe von f nach endlich vielen Gliedern abzubrechen.
Dafl das (zumindest fiir geniigend glatte Funktionen) nichts ausmacht, zeigt der folgende
Satz

Theorem 3.1.4. Sei f € C>|0,2n] eine Funktion mit Periodenlinge 2m. Dann erfillt
die Folge der Fourierkoeffizienten von f
lim n'A, =0
fiir beliebiges 1. (A,,) fallt also schneller als jedes Polynom in n wdchst; so eine Folge nennt
man schnell fallend. Ein analoges Resultat gilt fiir die Folge der By.

Setzt man also gem#fl dem vorangegangenen Resultat die Fourierkoeffizienten ab einem
bestimmten fixen Glied N gleich 0, so ist der entstehende Fehler nicht sehr grofl. Ist die
transformierte Funktion f nicht unendlich oft differenzierbar, so fallen die Fourierkoeffizien-
ten nicht schnell, doch es gilt immer noch fiir jedes f € L?[0, 27|, daB

AF+> A?+ B
i=1
konvergiert. Selbst fiir nichtstetige Funktionen bilden also die Fourierkoeffizienten jedenfalls
immer eine Nullfolge.

Wollen wir die Fourierkoeffizienten von f berechnen, so miissen wir die Integrale (40) und
(41) berechnen. Auf numerischem Weg 16st man dieses Problem in diesem Fall am besten
mit Hilfe der Trapezregel (siehe Kapitel 6) und dquidistanten Integrationsstiitzstellen

2mg

.Z'j—w, j:O,,N
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Aus der Integrationsformel erhalten wir dann die Approximation

N
2
U = ; f(x;) cos kx; (42)
5 N
bj = N ;f(iﬁz) sin ja;, (43)
mit £k =0,1,... und 5 = 1,2,... fiir die Fourierkoeffizienten von f.

Nachdem man aus den Summenidentitéten fiir die trigonometrischen Funktionen
cos ky cos by = 1 (cos(k + €)y + cos(k — €)y)
sin ky sin ly = 1 (cos(k — £)y — cos(k + £)y)
cos ky sin by = $(sin(k + £)y — sin(k — £)y)
kennt, erhélt man fiir die d4quidistanten Stiitzstellen die diskreten Orthogonalitéitsrelationen.
Theorem 3.1.5. Die trigonometrischen Funktionen erfillen fir die dquidistanten Stiitz-
stellen die diskreten Orthogonalititsrelationen
N (0, falls B2 ¢ 7 und £ ¢ 7
Zcos kxjcosle; = ¢ X falls entweder B € Z oder B € Z
j=1 | N, falls%EZund%EZ
(0, falls ’%K ¢ 7 und % ¢ 7 oder
% € 7Z und % ez
2, falls Bt € Z und EL ¢ Z
, Jalls B ¢ Z und EL € Z

N
E sin kx; sinlx; =

J=1

vz |

\

N
Z cos kx;sinflx; = 0.
j=1
Benutzt man diese Aussagen, um das spezielle Fourierpolynom
N-1
g(x) = % + jzl(aj cos jx + bjsin jx) + a?n cos nx

zu untersuchen, findet man das (vielleicht etwas iiberraschende) Resultat

Theorem 3.1.6. Das spezielle Fourierpolynom g(x) zu den dquidistanten Stiitzstellen
x;, dessen Koeffizienten aus den Niherungsformeln (42) und (43) berechnet wurden, ist das
eindeutige interpolierende trigonometrische Polynom mit den Stiitzstellen (xj, f(:cj)).

Nach diesem Satz ist plotzlich das vollkommen verschiedene Problem 2 auf Fall 1 zuriick-
gefithrt worden; eine Naherungslosung fiir das approximierende Fourierpolynom ist also das
interpolierende trigonometrische Polynom zu den dquidistanten Stiitzstellen x;. Man landet
bei der Diskretisierung der Fouriertransformation genau bei der diskreten Fouriertransfor-
mation, was auch den Namen der ersten Transformation rechtfertigt.

3.2. Die schnelle Fouriertransformation (FFT). Die Berechnung der diskreten
Fouriertransformation und damit auch die Bestimmung einer Approximation fiir die Fou-
rierreihe einer Funktion lauft darauf hinaus, Summen der Form

s
b —2mijk/N
cj = N % fre ™ (44)
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zu berechnen. Die direkte Auswertung benétigt O(N?) Operationen, was fiir Anwendun-
gen mit sehr groffen Zahlen N ungeeignet ist. In der Mitte der Sechzigerjahre haben zu-
erst [Cooley, Tukey 1965] und dann [Gentleman, Sande 1966] Verfahren angegeben,
die zumindest fiir spezielle Werte von N nur einen Aufwand von O(N log N) elementaren
Operationen benotigen. Generell wird die Erfindung der Algorithmen, die unter dem Namen
,Fast Fourier Transform® (FFT) bekannt geworden sind, Cooley und Tukey zugeschrieben,
doch bereits in [Good 1958] wurde ein analoges Verfahren beschrieben.

Alle diese Methoden beruhen darauf, N als Produkt kleinerer Zahlen zu schreiben. Im
Idealfall geht man von einer Primfaktorenzerlegung

N =p{"py=®...pmm

aus und fiihrt die Fouriertransformation der Ordnung N schrittweise auf eine Abfolge von
Fouriertransformationen niedrigerer Ordnung zuriick. Im giinstigsten Fall, wenn

N=2"

fiir eine natiirliche Zahl n ist, funktioniert die Methode am besten und bietet die grofite Auf-
wandsreduktion. Ist N eine Primzahl, so ist keine Reduktion der Anzahl der Rechenschritte
moglich, und ein Algorithmus, der die Summen (44) auswertet, hat zwangslaufig Ordnung
O(N?). Fiir Anwendungsfille ist eine Situation moglichst zu vermeiden, in denen zu grofie
Primfaktoren pjy in der Primfaktorenzerlegung von N auftreten.

Wir wollen uns im folgenden auf den Spezialfall N = 2" beschrénken und dabei die Me-
thode aus [Gentleman, Sande 1966] vorstellen, die auch Sande-Tukey Verfahren genannt
wird. Sei

Mit dieser Notation werden die Summen (44) zu

N-1
Nej = Z fepit. (45)
k=0

Die Methode der schnellen Fouriertransformation betrachtet die Summen fiir gerades und

ungerades j getrennt. FaBt man die Terme fiir f,p/* und fi, Mp%(HM) zusammen (mit M =

N/2), so wird (45) zu

M—-1

N—
Ncy = Z 2% Z(fk+fk+M /)n 1= Z (n Y fbk (46)

k=0

TT
o

z
g

-1

Neyr = fkp7(z%+1)k = ((fs = frrnr) Pn Pn 1= Z f(n 1):0ka 1 (47)
k=0 0

B
Il

wobei wir verwendet haben, daf§ p? = p,_; und pM = —1. Betrachten wir die Gleichungen
genau, so sehen wir, dafl wir die Summen der Gestalt (44) auf je zwei Summen der halben
Léange zuriickgefithrt haben. Nachdem N eine Zweierpotenz ist, kénnen wir dieses Verfahren
rekursiv fortsetzen, was zu den Beziehungen

2.0m=1_1
Nejgnomyy = 3 f00, r=0,1,...,2" 1, j=0,1,...,2.2""~1
k=0
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fiihrt, wobei die ff’g) rekursiv definiert sind durch

éf/? = fk

(m=1) _ ¢(m) (m)
ri = Jrg T fojiema

Froanomj = (£ = Frjpam—) Pl

firk=0,...,N—1,7=0,....,2% 1 -1, r=0,...,2% " ~1und m = 1,...,n. Der
Beweis dieser Formeln geschieht durch Induktion nach m und derselben Umformung wie in
den Gleichungen (46) und (47). Am Ende erhalten wir fiir m = 0 die Formel

L o
crzﬁfﬁyo), r=0,...,N—1.

Die Fouriersummen (44) sind also auf N Fouriertransformationen der Lénge 1 zuriickgefiihrt
worden, die trivial gelost werden konnen. Der Aufwand betrégt in jedem Schritt 3N /2 ele-
mentare Operationen (N Additionen und N/2 Multiplikationen). Nachdem n Schritte aus-
gefiihrt werden miissen, betrédgt der Rechenaufwand O(Nn) = O(N log, N) elementare Ope-
rationen.

Versuchen wir nun aus diesen Herleitungen einen Algorithmus zu entwickeln, so stoflen
wir zunéchst nicht auf Schwierigkeiten, wenn wir zwei Arrays der Linge N verwenden, um

die alten Werte ffT) und die neuen Werte f*(fﬁ_l) auf einmal abspeichern zu konnen. Ist die
Zahl N jedoch sehr grofi und versuchen wir daher mit nur einem Array von N Elementen
Grofle auszukommen, so miissen wir noch einige zusétzliche Uberlegungen anstellen.

Es geniigt uns dann ein einzelner Array f fiir die Abspeicherung der N Zahlen fﬁ’:)
m)

(r=0,...,2" " —1,k=0,...,2™ — 1), wenn wir nach Auswertung von fy,:) und f:7k+2m71

mit f;f:_l) und fff;l,)m . iiberschreiben. Dies kénnen wir dadurch erreichen, da8 wir fr(;?) im
Element f [7(m,r, k)] abspeichern, wobei die Indexabbildung 7 die Bedingungen
T(m—1,r k) =71(m,r k)

r(m—1,r +2""™ k) = 7(m,r, k+2"1)

firm=1,...,n,7=0,...,2"™ —1und k = 0,...,2™ — 1 erfiillen mufl. Als Startwerte
verwendet man die natiirliche Ordnung der fi, das heifit f[k] = fi, und wir haben

7(n,0,k) = k.

Lost man die Rekursion, so kann man explizite Formeln fiir 7 angeben. Diese beruhen auf
der Bindrdarstellung ganzer Zahlen:

z=ap+a -2+ +a,_1-2""" a,e€{0,1}
Definiert man die Bitumkehrabbildung u, eine selbstinverse Abbildung, durch
u(z) =ag- 2"t +a; - 2"+ Fap,
so gilt fiir die Indexabbildung
T(m,r k) =k + u(r)
firalle m =1,...,n, r = 0,...,2" ™ — 1 und k£ = 0,...,2™ — 1. Der Beweis fiir diese

Behauptung erfolgt iibrigens durch Nachrechnen und Induktion. Fiir m = n stimmt die
Behauptung offensichtlich, und der Schritt von m auf m — 1 lauft folgendermaflen ab:

k=1ao+a -2+ -+ amo-2"24+0-2""1
=Gyt Qg 24y, 204020
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und daher gilt

kE+u(r+2"") =
=ap+F Qg 2" 12" 2" a2 =
=k+2™" +u(r).
Fiir m = 0 gilt insbesondere
7(0,7,0) = u(r), firr=0,...,N—1.
Zusammenfassend kann man den folgenden Algorithmus fiir die Fouriertransformation

angeben.
Algorithmus 3.2.1. FFT nach Sande und Tukey

f:(fOJ"‘JfN—l)
for m =n to 1 step —1 do
for k=0to 2™ ! —-1do
¢=ph,
for r =0 to 2"! — 1 step 2" do
= [lr + k|
y—f[r+kr+2m ]

Nach Ablauf des Algorithmus berechnet man die gesuchten Fouriertransformierten c; als
1 -~
¢ = Nf[u(j)], firj=0,...,N—1

Die Verallgemeinerung dieses Verfahrens fiir allgemeines NV sei im folgenden noch kurz
skizziert. Nehmen wir an, dal N = p - m als Produkt zweier Zahlen dargestellt ist, wobei p
eine Primzahl sei. In diesem Fall fassen wir in (44) die Summen ¢, zusammen, deren Indices
k = p mod p fiir fixes 0 < p < p — 1 erfiillen. Mit k =lp+ pund I = 0,...,m — 1 haben
wir die Darstellung

pm—1 m—1 /p—1
j(ep+ j+vm)(dp+
Copts = Z ICat Z <Z FrromeTrmer u)) _

j=0 \v=0
Verwenden wir
(+vm) (tp+p) jtp, wtmp (GHvm)u _  (Hvm)p p o\t
Wy =wy Wy Wy = wpy ( ) ,
so erhalten wir daraus eine neue Darstellung der Summe

m—1 p—1
_ } : } : (G+vm)p 2 : L.
C€p+u - fj+1/m f]—i—muwma

j=0 \v=0

das heifit, dafl wir die Fouriertransformation der Ordnung N auf p Fouriertransformationen
der Ordnung m zuriickgefiihrt haben. Wenn wir nun die Koeffizienten f7,, , genauer unter
die Lupe nehmen, so finden wir bei festem j die neue Darstellung

Fimp = @ Z Firaomwi™ = wi (Z fitvmwy ) :
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Man berechnet die Koeffizienten fiir die Fouriertransformationen der Ordnung m selbst wie-
der aus Fouriertransformationen der Ordnung p. Folglich ist eine Fouriertransformation der
Ordnung p-m zuriickfiithrbar auf p Fouriertransformationen der Ordnung m, deren Koeffizien-
ten aus m Fouriertransformationen der Ordnung p berechnet werden kénnen. Beriicksichtigt
man, daf fiir 4 = 0 nur eine Summe fiir f; berechnet werden muf, und daf} fiir v = 0
der Faktor des ersten Summanden gleich 1 ist, so erkennt man, daf§ der Rechenaufwand fiir
den Reduktionsschritt 3p(p — 1)m elementare Operationen betrégt, davon p(p — 1)m Mul-
tiplikationen. Fiir den Rechenaufwand Zy einer Fouriertransformation der Ordnung p - m
gilt
IN =Lpm =D Zp+3pp—1)m, p>2.

Diese Reduktion kann man jetzt geméafl der Primfaktorenzerlegung von N weiterfithren, und
man benotigt m; + mo + - -+ + m, Reduktionsschritte. Das verringert zwar ebenfalls den
Rechenaufwand meist betrichtlich gegeniiber O(N?), doch die Effizienz O(N log N) wird
nur fiir N = 2" erreicht.

Zum Abschlufl der Untersuchungen iiber trigonometrische Polynome bleibt noch die Un-
tersuchung, welche Phénomene bei der trigonometrischen Interpolation auftreten. Beginnen
wir mit Resultaten iiber die Fourierreihe einer Funktion.

Theorem 3.2.2. Sei f € L?[0,27| eine 2w —periodische stiickweise stetige Funktion mit
stiickweise stetiger erster Ableitung. Dann konvergiert die zugehdrige Fourierreihe

Ay | .
g(x) = 70 + kz_;(Ak cos kx + by sin kx)

an xoy gegen
1
(1 I .
5(lim f(y)+ T f(y))

Das heifst, falls f an xq stetig ist, konvergiert g an xo gegen f(zo).

BeweEIs. Kann in jedem Lehrbuch iiber Analysis, z.B. in [Heuser 1986/1, XVII] nach-
gelesen werden. O

Wie wir gesehen haben ist das approximierende Fourierpolynom, dessen Koeffizienten
durch Trapezregel berechnet werden, genau das interpolierende trigonometrische Polynom.
Alle diese Approximationen sind so gestaltet, dafl bei Erhohung von N, das heifit Erhohung
des ,,Polynomgrades” bei gleichzeitiger Erhéhung der Stiitzstellenzahl, das interpolierende
trigonometrische Polynom gegen die Fourierreihe strebt. Daher leidet die trigonometrische In-
terpolation nicht an dem selben Mangel wie die Polynominterpolation, dafl bei Erhéhung der
Stiitzstellenzahl nicht notwendigerweise eine Verbesserung der Approximationseigenschaften
erzielt wird. Trotzdem treten bei der trigonometrischen Interpolation unerwiinschte Phéano-
mene auf. Ganz dhlich wie die Interpolationspolynome zeigen auch die trigonometrischen
Polynome Uberschwingungsverhalten (siche Abbildung 5.2), das Gibbs-Phénomen. Aller-
dings sind diese Schwingungen nur dann wirklich schlimm, wenn die zu approximierende
Funktion Unstetigkeitsstellen aufweist.

4. Splines

Bislang haben wir Interpolationsprobleme immer in Funktionsklassen gel6st, in denen die
einzelnen Funktionen (Polynome, rationale Funktionen, trigonometrische Polynome) iiber
den gesamten interpolierten Bereich durch einen einzigen mathematischen Ausdruck gege-
ben sind. Alle diese Funktionsklassen haben den Nachteil, dafl ihre Elemente auf die eine
oder andere Weise , starr® sind. Polynome losen zwar jedes Interpolationsproblem, sie sind
jedoch nicht in der Lage, die (optische) Form der Punkte in geniigender Weise wiederzugeben
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ABBILDUNG 5.2. Gibbs-Phénomen: Oben das Fourierpolynom 10. Grades,
unten das 20. Grades

(sieche Abbildung 5.3). Rationale Funktionen auf der anderen Seite sind zwar viel besser als

ABBILDUNG 5.3. Oszillationen des Interpolationspolynoms

Polynome, wenn es darum geht, Form wiederzugeben, doch dafiir sind sie zu starr, jedes In-
terpolationsproblem zu 16sen, es gibt, wie wir in Abschnitt 2.1 gesehen haben, unerreichbare
Punkte (siche Abbildung 5.4). Dariiber hinaus kénnen Polynome und rationale Funktionen
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ABBILDUNG 5.4. Unerreichbare Punkte fiir die rationale Interpolation: 5 = 0!

Eigenschaften wie Periodizitét nicht oder nur ungeniigend einfangen.

Die letzte Funktionsklasse, die wir in Abschnitt 3 kennengelernt haben, die trigono-
metrischen Polynome, 16st das Problem der Periodizitdat, doch leidet sie wieder an Oszil-
lationsphdnomenen, fast wie die Polynome. Das Gibbs-Phé&nomen erzeugt Schwingungen
wie sie in Abbildung 5.5 zu sehen sind. Sie sind zwar viel kleiner als die Schwingungen
der Polynome, doch sie sind grofler als notwendig. Auflerdem erzwingt die Entwicklung in
Grundschwingungen Periodizitit. Diese Funktionsklasse ist daher nicht in der Lage nicht-
periodische Funktionen gut zu approximieren.

ABBILDUNG 5.5. Trigonometrische Interpolation

4.1. Grundlagen. Alle diese Funktionen sind in gewisser Weise starr durch das Fest-
halten an einem fixen mathematischen Ausdruck, der im gesamten interpolierten Bereich
seine Giiltigkeit hat, der sogar auf ganz R definiert ist (mit Ausnahme der Polstellen bei der
rationalen Interpolation) und noch dazu leicht auszuwerten ist. Auflerdem sind sie in ihrem
gesamten Definitionsbereich C'*°; also beliebig oft differenzierbar.
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Die néchste Funktionsklasse, die wir untersuchen, versucht das Problem auf grundsétzlich
andere Weise zu l6sen und vermeidet (oder verringert zumindest) dabei die Probleme der
fehlenden Wiedergabe von Form und Periodizitét, wie man etwa in Abbildung 5.6 erkennen
kann.

ABBILDUNG 5.6. Kubischer interpolierender Spline

Die Grundidee ist, die Funktionen aus kurzen Stiicken zusammenzusetzen, und zwar so,
daf} die entstehende Abbildung C* (k-mal stetig differenzierbar) ist fiir ein k > 0. Auf solche
Weise gebildete Funktionen werden Splines genannt. (,,Spline“ hat in der englischen Sprache
mehrere Bedeutungen. Urspriinglich bedeutete Spline diinne Latte, Leiste oder Lamette.
Spéter bezeichnete man eine diinne biegsame Holz- oder Gummileiste, mit der man grofle
Kurven zeichnen konnte — also ein tiberdimensionales Kurvenlineal — ebenfalls mit Spline.)

4.2. B—Splines. Sind die Stiicke, aus denen die Splines zusammengebaut sind, Poly-
nome, im iibrigen die haufigste Variante, dann spricht man von polynomialen Splines oder
schlicht von Splines. Besondere Wichtigkeit haben dabei die kubischen Splines, die wir in
Abschnitt 4.3 ausfiihrlich behandeln werden.

Splineinterpolation kann man auch gut auf Kurven (Splinekurven, Bézier Kurven), Fléichen
(Splinepatches, Bézierpatches) und Hyperflichen verallgemeinern. Mehrdimensionale Inter-
polation ist Bestandteil von Teil 2, Kapitel 14. Diese Verallgemeinerungen kann man auch
in [Risler 1992] nachlesen. Urspriinglich wurden die Splines in [Rutishauser 1960] ein-
gefiithrt. Umfassende Darstellungen kann man etwa in [Bohmer 1974, [de Boor 1978]
oder [Uberhuber 1995a, 9] nachlesen.

Beginnen wir mit den mathematischen Begriffen.

Definition 4.2.1. Sei Py, := R*[z] der (k + 1)-dimensionale Vektorraum der Polynome
hochstens k—ten Grades in einer Variablen.

Definition 4.2.2. Sei k > 0 eine ganze Zahl, [a,b] C R ein Intervall, und sei T eine
Folge von ¢ — 1 Punkten, genannt Knotenpunkte, in [a,b] mit

a<TI <To<- - <Tp_q1<bh.
Wir schreiben auflerdem 179 = a und 7o = b. Weiters sei eine Folge r von £ — 1 ganzen Zahlen
r; mit 0 < r; <k gegeben.
Der Raum Py, ;. bezeichne dann den Vektorraum der stiickweise polynomialen Funktionen
vom Grad < k auf [a,b], die C""! an 7; sind (fiir r; = 0 sei keine Bedingung an ; gegeben).
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Lemma 4.2.3. Es gilt
-1
dim Py = (k+ 1)l =) 7.
i=1
Fine Basis fiir Py ., ist gegeben durch die Funktionen
pij() = (& =)},
eingeschrankt auf [a,b] firj =r;, ...,k undi=0,...,0—1, wobei (x—1;)4 := sup(z—7;,0).
BeEWEIS. Der Raum ist ein Teilraum des Raums Py ;. (o,..0) aller Polynome, die jeweils

auf den [ Intervallen [7;, 7,11] definiert sind und Grad < k haben. Eine Basis fiir diesen Raum
ist gegeben durch die Funktionen

Y

fij(@) = {(x — Ti)j T € |1, Tisal,

0 x & [Ti, Tita).

fir i =0,...,0—1und j =0,...,k. Sei f € Pyr,, und sei P = f|;, ... Dann ist P ein
Polynom und

k
PO(z) =" a (x — 7).
j=0

Die Bedingung, dafl f an 7; C" ist, iibersetzt sich zu den r; linearen Gleichungen
k . .
mlal!) = Zj(j —-1)...(j — m)ay_l)Tij_m
j=m

fir m = 0,...,r; — 1. Diese Gleichungen sind offensichtlich unabhéngig, was die behauptete
Aussage bestétigt. ’

Die Funktionen (z —7;); sind C°, und daher ist (z —7;)%. an 7; (j —1)—mal stetig differen-
zierbar. Nachdem es (k+ 1) — > ;1; viele solche Funktionen gibt und die p;; offensichtlich
linear unabhéngig sind, bilden sie eine Basis. 0

Die oben genannte Basis ist leider unpraktisch, wenn es darum geht, Interpolationspro-
bleme zu l6sen. Zu diesem Zweck fithren wir eine praktischere Familie von Elementen in
Pr-r ein, die B-Splines.

Sei t = (t;) eine (endliche) Folge reeller Zahlen, Knoten genannt, die ¢; < ¢4 erfiillen
mogen fiir alle j. Wenn r dieser ¢; gleich 7 sind, so nennt man 7 einen Knoten(punkt) der
Ordnung r, bzw. einen Knoten(punkt) der Multiplizitit r.

Definition 4.2.4. Seit = (tq,...,ty,) eine Folge wie oben. Fir x € R definieren wir die
Funktionen By (i =0,...,m —k — 1) rekursiv wie folgt:

I 4 <x<tip
Bi’o’t(x) B {O sonst

Bij1(v) = wig(2)Big—1(x) + (1 —wis1k(x))Biz1k—1(x), fiir k> 0.
Hier ist

titj—ti

2=l enn t; <t
wm@%Z{ ' B

0 sonst.

Diese Funktionen werden B-Splines genannt, und wir werden den Index t immer dann weg-
lassen, wenn klar ist, von welcher Folge t wir sprechen.
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Man kann {ibrigens auch B—Splines fiir unendliche Folgen ¢ definieren, nachdem die Defini-
tion fiir jedes B;; nur endlich viele der ¢; verwendet. Der B-Spline B; ;, hat Trager [t;, titr1],
und zu seiner Definition werden nur die ¢; mit 1 < j <i+k+1 verwendet. Aus der Definition
kann man dariiber hinaus noch folgendes ablesen: Man hat genau dann B, = 0 wenn fiir
einen Index ¢ gilt, dal t; = ;1 511.

Proposition 4.2.5. Die B-Splines B, haben die folgenden Eigenschaften:

(1) By ist ein stickweises Polynom vom Grad k.

(2) Big(x) =0 fir x ¢ [ti,tisk+1], das heifit supp B, x = [ti, tivk+1]. Jedes By, hat also
kompakten Triger.

(3) Bix(x) > 0 fir x € (ti,tivk+1); Bir(ti) = 0 aufler wenn t; = tiyg = -+ = tig <
tivkt+1, das heifit wenn t; ein Knoten der Ordnung k ist, und dann gilt B; x(t;) = 1.

(4) Sei [a,b] ein Intervall mit t, < a und b < t,,_r. Dann gilt

m—k—1

> Bix(z)=1

fir alle x € [a,b]. Das heifit die B;y, bilden eine Partition der Eins von [a, b].

(5) Sei x € (t;, tizk+1). Dann gilt B (z) =1 genau dann wenn v =t; 14 = -+ = tipy.
(6) By ist rechtsseitig stetig (sogar rechtsseitig unendlich oft differenzierbar) an allen
r eR.

BEWwEIS. Die Eigenschaften 1, 2, 3, 4 und 6 sind klar fiir £ = 0, also folgen 1, 2, 3 und
6 fiir alle £ aus einfachen Induktionsbeweisen. Ferner ist 5 eine Konsequenz aus 3 und 4.
Es bleibt also noch 4 zu zeigen. Auch das wollen wir mit vollstdndiger Induktion angehen.
Nachdem der Induktionsanfang bereits erwéihnt wurde, fehlt nur noch der Induktionsschritt.
Sei z € [a,b]; dann gibt es ein k < j < m —k — 1, sodaB x € [t;,t;41). Ist 2 = t; und gilt
B;i(x) =1, so folgt alles aus 3. In den anderen Féllen gilt

m—k—1 i
> Bilz)= Y Bl
i=0 i=j—k
nach 2 und
j j j
> Bilr) = Y wisl@)Bia (@) + > (1= w1 4(2))Bipr e (2)
i=j—k i=j—k i=j—k

definitionsgeméf. Fafit man die Terme richtig zusammen, erhélt man

Z Bik(r) = wjki(®)Bjhr-1(x) + Y Bix-a(@) + (1 —wjprx(2)Bjsrra(@).

k i=j+1—k

(2

Aus 2 folgen B;_j ;—1(x) = 0 und Bt x-1(x) =0, weil x € [t;,t;41). Aus der Induktionsan-
nahme folgt schliellich

7 m—(k—1)—1
Z Bip-1(z) = Z B;j1(z) =1,
i=0

i=j+1—k
was die Formel 4 beweist. O
Falls wir das Intervall [a, b] betrachten und ¢, = --- = t,, = b gilt, dann ist die Formel

aus Proposition 4.2.5.4 nur richtig fiir # € [a,b). Wir definieren dann B,,,_x_1x(b) = 1 um,
was den B-Spline B,,,_;_1  linksseitig stetig bei b und die Formel 4.2.5.4 giiltig macht. Dies
ist allerdings nur dann notwendig, wenn ein Knoten der Ordnung k + 1 an b existiert.
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Beispiel 4.2.6. Die B-Splines in diesem Beispiel basieren auf ganzzahligen Knoten t; €
Z. Alle Knoten sind einfach, aufler wenn explizit anders angegeben.
Fir k =1 finden wir typische B-Splines in Abbildung 5.7, fir k = 2 in den Abbildun-

ABBILDUNG 5.7. B;;, oben fiir einfache Knoten, unten fiir den doppelten
Knoten 3

gen 5.8 und 5.9.

Kehren wir nun zuriick zum Raum Py, ;, fiir das Intervall [a,b]. Sei t = (to,...,t,) eine
Folge von Punkten mit m =k +n =k +{(k+ 1) — >_;r;, die die folgenden Bedingungen
erfiillt:

(1) ti <tiya,
(2) t;<afir0<i<k,
B)t;>bfirn<j<n+k,
(4) jeweils k 4+ 1 — r; der t; stimmen mit 7; iberein fiir 1 <7 </ —1.
Die Knoten t; fiir « = k41, ...,n—1 sind eindeutig bestimmt durch die obigen Eigenschaften.
Die iibrigen ¢; miissen nur < a bzw. > b erfiillen.

Proposition 4.2.7. Ist t wie oben gegeben, dann ist Py ., der Raum der stickweisen
Polynome vom Grad < k, die C*Pi sind an t;, falls t; ein Knoten der Ordnung p; ist. Falls
k < p; ist, sei keine Bedingung bei t; gestellt.



4. SPLINES 163

10

ABBILDUNG 5.9. B, fiir mehrfache Knoten: 4 dreifach, 6, 7 und 9 doppelt.

BEWEIS. Die Behauptung folgt aus den Definitionen von Py, ,, und t. O

Aus dem letzten Resultat folgt das fiir die Verwendbarkeit der B-Splines wichtige

Theorem 4.2.8. Wenn alle Knoten t; Vielfachheit < k+1 haben, wobei die t; wie zuvor
defintert seien, dann bilden die B-Splines B, fir i = 0,...,n — 1 eine Basis fir Pyr,.
Diese Basis heif$t auch die B-Spline Basis von Py, ;.

BEWEIS. Der Beweis erfolgt in zwei Schritten. Der erste ist unabhéngig von der Viel-
fachheit der Knoten. Der zweite schliefSlich beweist die Basiseigenschaft.
Schritt 1: Ohne Einschrinkung der Vielfachheit der Knoten gilt fiir alle ¢ € [a, b] die Be-
ziehung

(=1 = 3 vun()Busla), (49

wobei wir ¢; () = (tiy1 — t)(tige — t) ... (tikx — t) setzen, bzw. 1, o(t) = 1.
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Diese Gleichung beweisen wir mittels Induktion nach k. Fiir £ = 0 ist sie offensichtlich
erfiillt. Die Induktionsannahme ist

.I—t szk 1 1k 1 szk 1 zkfl(aj)a

weil By g—1(z) = 0 fiir « € [a,b], da k + 1 Knoten kleiner oder gleich a sind. Nun verwenden
wir die rekursive Definition von B :

3 vialt) Busta Zm (1) Bt a(2) + (1 = wisr (@) Begrpa(2)) =

= o (t)wo k() Bog—1( +Zsz 1(@) (ip(t)win(x) +
+ Yok ()(1 — Wz',k:(l")))-

Fiir t; = t;4x verschwindet B;;_; identisch, und fiir ¢; < ¢;1 erhalten wir

Vi (Owi (@) + Vi1 k() (1 — win(2)) = Vi1 () ((Eier — Hwin(@) + (8 — 1)(1 — wip(x))) =
= P p-1(t) (Wi,k(m)(tl-i-k ti) +ti— t)
=Yk (t)(x —t),

wobei wir mehrfach die Definitionen von w;; und ;; verwendet haben. Aus den letzten
beiden Beziehungen folgt schlieBllich unter nochmaliger Beriicksichtigung von By ,_1(x) =0
und der Induktionsannahme

3 sl Bu(e) = (0~ )Y s (OBusa () = (2 ) — 0 = (2 1)

Aus (48) folgt unmittelbar die weitere Gleichung

(@—t)h =) vulty) j=0,....,n—1, (49)

1>]

da fiir < t; beide Seiten verschwinden; die linke nach Definition und die rechte, da B, ;(x) =
0 fiir alle . Fiir z > ¢; argumentiert man folgendermafien: Fiir 7 < jund ¢ > j — k — 1 ist
Yik(t;) =0, und fiir ¢ < j — k — 1 verschwindet B, j(z). Daher stimmt die rechte Seite mit
S i r(t;) Big(x) iiberein, und die behauptete Gleichung folgt aus (48).

Schritt 2: Nachdem wir bereits eine Basis des Raumes Py -, kennen, reicht es zu zeigen,
daf3 sich die Basiselemente durch die B—Splines audriicken lassen. Stimmt dann auch noch
die Anzahl der B—Splines, oder sind sie linear unabhéngig, dann haben wir bewiesen, daf sie
eine Basis bilden.

Beginnen wir mit der bekannten Basis

(x—a)® s=0,....k

(z—7)} i=1,....0—1, s=mr;,... k.
Aus Schritt 1 folgt, dal (x — t)¥ dargestellt werden kann fiir beliebiges t. Differenzieren
wir Gleichung (48) nach ¢, so folgern wir auch sofort, daf§ (z —t)® fiir 0 < s < k dargestellt

werden kann, daher auch die (x —a)® fiir s = 0, ..., k. Aus Gleichung (49) kénnen wir weiters
schliefen, daB sich (z —t;)* ebenfalls durch die B, ;, ausdriicken laBt. Fiir (x —¢;)% fiir s < k
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miissen wir noch ein klein wenig arbeiten. Wir haben fiir v < k

U

1 1
m(x Zk—z dtv @Dzk() k().

Sind k + 1 — r Knoten t; gleich t;, etwa t; = t;;1 = --- = tj4—r. Dann hat 1);; eine
(k41 —r)-fache Nullstelle an ¢;, und daher folgt auch

d’U

dt” wlk() 0, firv=0,....,.k—rundj—k<i<j—1

Nachdem supp B, = [ti, ti+x+1] haben wir iiberdies

7j—1
Z dtvwzk )Bik(x) =0, fire>t;und0<ov<k-—r.

=0

Fassen wir all das zusammen, so erhalten wir

k—v)! v
@t = C S D 1) B

127
was beweist, daf auch (z—t;)5 fiir s = 7, ..., k darstellbar ist. Da8 die B;  linear unabhéngig
sind, folgt letztlich aus deren Trigereigenschaften. U

Bevor wir uns um das Interpolationsproblem kiimmern stellen, wir zuerst noch einige
Algorithmen zusammen, die den Umgang mit B-Splines erleichtern.

4.2.1. Auswertung. Abgesehen von der offensichtlichen Idee, in jedem Intervall [t;, ;1]
die Summe

f(@) =) aiBix(x)
i=0
auszurechnen und damit die Polynomdarstellung von f in diesem Intervall zu bestimmen,
dann das Horner Schema zu verwenden, kann man die obige Summe auch noch direkt mit
Hilfe der rekursiven Definition der B, auswerten.
Proposition 4.2.9. Es gilt
f(I) = ZazBl’k(l‘) = Zagl)Bi,kfl(I> == Z agk)BL()(Jf)
mat
oV = wipg(@)a + (1~ wipm (@)ay.

Dabei verwenden wir fir v <t die Konvention B;; = 0 fiir i <O0.

BEWEIS. Folgt aus der rekursiven Definition der B, . O

So kann man {ibrigens auch die Polynomdarstellung berechnen, indem man a(j ) explizit
von x abhéngig macht.

Der Aufwand einer Auswertung benétigt die Berechnung von @ Konvexkombinatio-

nen, die jeweils zwei Multiplikationen, eine Division und eine Subtraktion bené6tigen. Der
Gesamtaufwand ist also 2k(k + 1) elementare Operationen. Dieser Aufwand mag etwas hoch
erscheinen, doch er hat die Vorteile, dafi er gutartig ist und dafl man ihn sehr gut auf Spli-
nekurven verallgemeinern kann.
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4.2.2. Einfiigung eines Knoten. Sei f(x) eine Splinefunktion wie zuvor, definiert
mit einer Knotenfolge t = (to, ..., tn4r). Wenn wir einen weiteren Knoten £ so einfiigen, daf
t < t,_1, dann konnen wir die Funktion f nach folgendem Resultat in die B, .7 fiir die neu
entstandene Folge ¢ entwickeln:

Proposition 4.2.10. Es gilt

3

mat R
a; wenn th'Jrk <t
a; = wi7k(f)ai +(1-— whk(f))ai_l wenn t; <t < tin
ai—1 wenn t <.

BEWEIS. Der Beweis erfolgt durch Induktion nach k. Wie beim Auswertungsalgorithmus
in 4.2.1 erhalten wir unter Zuhilfenahme der Induktionsannahme

n—1 n—1 n
Z a;Bi i (v) = Z agl)Bi,kfl,t(ﬂf) = Z(afgl))ABi,k—l,{(x)'
=0 =0 =0
Eine erneute Anwendung der Definition der B—Splines fiithrt dann zu
Y aiBigi(w) =Y (@) VB, i(x). (50)
i=0 i=0
Vergleicht man die beiden Resultate, so sieht man sofort, dafl es geniigt, die Gleichung
(agl))A: (a;)M zu zeigen. Fiir k = 0 ist das klar nach Definition.
Aus 4.2.1 wissen wir, dafl
— ¢ tish —
Livk — 1 tivk — 1
gilt und auBerdem wegen der Induktionsannahme

n—1 n
(1) _ (D)y
a; " Bip-14(x) = Z(ai )Bz’,k—l,f(x)
=0 i=0
a(l) wenn t; <t
7 i+k—1 >
(1) "~ — (1) f*ti (1) tith— 7{ N
(a; ') = S —— i_lﬁ wenn t; <t < t1p_1

a§1_)1 wenn t < t;

erfiillt sind. Der komplizierteste Fall liegt vor, wenn t; < t < tiix—1. Dann gilt

R t—t;, x—t t—1t; tip—z
(az(l)) =a; - — +a; Lok +
livk—1 —titivg — 1 bivk—1 —titivg — 1
ta, liyk—1 —1 o —1;1 ta, liyk—1 — 1 tigp1—2 ‘
Livk—1 — Litigp—1 — i1 Livk—1 — Litigp—1 — i1

Wenn wir nun die rechte Seite von (50) unter Verwendung der obigen Formeln umrechnen,
so erhalten wir

. t—t N tig —1
’ ik — 1 Ttk — 4
und ; ;
x—t iy 1 — X
()M = Gy——— + Gy — (51)

Livk—1 — tivk—1 —t;
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Die letzte Formel gilt wegen der Einfligung des neuen Knoten t zwischen t; und t;,_, in der
Folge t; aus diesem Grund gilt auch ¢, = t;1x_1. Aus den letzten beiden Beziehungen folgt

(dl)(l) _— Tr — tl t— tz ¥ ay Tr — tl ti+k —t
Livkh—1 — titigr — 1 Livk—1 —titigg — 1
ta livk—1—x  t—1t; ta livk—1— T tigp—1—t
i1 i2 )
bivk—1 —titiyp—1 —ti 1 Livk—1 —titiyp—1 —ti 1

und ein Vergleich mit (51) zeigt sofort die Gleichung (agl))A = (a;)V. Falls £ < t; oder

t > t;15_1 gilt, folgt die Gleichung offensichtlich aus den Definitionen. ([l

4.2.3. Interpolation. Mit Hilfe der B-Spline Basis kénnen wir nun endlich die Interpo-
lationsaufgabe attackieren. Seien wieder Stiitzstellen (z;, f;) gegeben mit paarweise verschie-
denen w; fir i =0,...,n— 1, und sei t = (¢1,...,t,4x) irgendeine Folge, die B-Splines B, 1
definiert. Sei ®(z,ap,...,a,_1) = Z;:Ol a;B; ;(x) die Funktionenklasse, die wir zur Losung
der Interpolationsaufgabe heranziehen wollen.

Die Interpolationsbedingungen

f(iUz) = ZaiBi,k(ﬂCi) = fi
i=0

fithren auf ein lineares Gleichungssystem der Form

Bo,k(l"o) Bn—lJc(iUo) Qo fo

BO,k(xn—l) Bn—1,k($n—1) ap—1 fn—l

Im Gegensatz zu den anderen Interpolationsproblemen (Polynome, rationale Funktionen,
trigonometrische Funktionen) ist das Gleichungssystem hier die korrekte Methode, die Ko-
effizienten zu bestimmen. Der Grund dafiir liegt in der Trigereigenschaft der B—Splines
begriindet. Wir wissen aus Proposition 4.2.5.2, da8 supp B, = [t;, ti+x] gilt. Aus diesem
Grund sind hochstens k& von den n Werten B, j(z;) ungleich Null. Die Koeffizientenmatrix
des Gleichungssystems, im folgenden A genannt, ist also eine Bandmatrix mit Bandbreite k.
Die Interpolationsaufgabe ist offenbar genau dann losbar, wenn die Koeffizientenmatrix A
reguldr ist. Dafiir haben [Schoenberg, Whitney 1953] ein Kriterium angegeben:

Theorem 4.2.11. Die Matriz A = (B;(x;)); ist genau dann reguldr, wenn die Diago-
nalelemente von A nicht verschwinden, also B;y(x;) # 0 fir alle i gilt.

AuBerdem ist die Matrix A total positiv, das heifit alle » x r Hauptuntermatrizen haben
nichtnegative Determinante. Ist A regulédr, dann kann man L R-Zerlegung ohne Pivotsuche
verwenden, um das Gleichungssystem stabil zu 16sen. Es entstehen also in R keine zusétzli-
chen Bénder, und der Aufwand zur Losung des Systems ist nur O(k?n). Nachdem k meist viel
kleiner als n und fix gewéhlt wird, ist der Aufwand zur Losung des Interpolationsproblemes
fiir Splinefunktionen linear.

Meist wird die Folge ¢ so gewéhlt, dafl alle der ¢; mit irgendeinem der x; iibereinstim-
men. Dann lassen sich die B; ;(x;) gut berechnen, und die Matrix A ist regulér sofern die
Vielfachheiten der Knoten nicht gréfer als die Ordnung der B—Splines sind.

4.3. Kubische Splines. Spezialfélle der Rdume P ., sind die Funktionenklassen Sy, -,
die in der néchsten Definition eingefiihrt werden. Traditionell werden sie die Rdume der
Splines vom Grad & mit Knoten 7; genannt. Urspriinglich wurde die Klasse der Splines auf
genau diese Rdume eingeschrankt.
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Definition 4.3.1. Sei Sy, der Raum Py, fir die spezielle Folge r = (k,...,k). Die
Funktionen in Sy, sind definitionsgemdf C*~' und werden iiblicherweise mit Splines vom

Grad k bezeichnet.

Die am héufigsten verwendeten Splines sind die Splines vom Grad 3, auch kubische Splines
genannt. Mit ihnen wollen wir uns in diesem Abschnitt beschéftigen. Man konnte sie zwar
als B-Splines wie zuvor behandeln, doch ihre spezielle Struktur erlaubt eine etwas direktere,
leichter versténdliche Vorgehensweise.

Seien wieder Stiitzstellen (z;, f;) fiir i = 0,...,n gegeben. Die Stiitzknoten w#hlt man
wieder so, daf ¢; = z; fiir ein 7 und daf} alle Knoten einfach sind. Man kénnte dann wie zuvor
vorgehen und die Koeffizienten fiir die B-Spline Basis wie in 4.2.3 berechnen und den Spline
mit Hilfe des Auswertungsalgorithmus aus 4.2.1 auswerten. Die klassische Methode ist jedoch
anders. Man kann nédmlich in diesem Fall durch direkte Berechnungen mit gleichem Aufwand
sofort die Polynomdarstellung des gesuchten Splines in den Teilintervallen bestimmen:

Sei S(z) der gesuchte kubische Spline. In den Intervallen [x;, z;,1] ist er dann durch einen
polynomialen Ausdruck der Form

si(x) == a;(x — x;)* + bi(z — ;)% + ci(w — ;) + d;

gegeben. An den Stiitzstellen ist der Spline nach Definition C?, und daher erhalten wir dort 3
Ubergangsbedingungen (fiir den Funktionswert, die erste und die zweite Ableitung). Um ein
giinstiges Gleichungssystem zu erhalten, ist es lohnenswert, die Koeffizienten der polynomia-
len Ausdriicke durch die Funktionswerte und die (noch unbekannten) zweiten Ableitungen

von S an den Stiitzstellen auszudriicken. Sei f := S”(x;) und h; = x; — x;—1. Dann gilt
wegen der Ubergangsbedingungen fiir die linke und die rechte Intervallgrenze

si(;) = di = i

si(wip1) = ah? + bhI 4+ c¢hi + di = fin

si(x;) = &

S;-(.Ti+1> = 3alh12 + lehl + C;

o) = 2%, —

S;I(Ii+1> = 6a2h1 + 2[)@ = 1/;1

Lost man die Gleichungen auf, so kann man alle Koeffizienten aus den folgenden Beziehungen
bestimmen:

a; = Gth(fz,ii—l - fi”)’
b, = L
() 2J1 )
G = h%(fi—i—l - fz) - %hi(fz'/,ﬂ + 2fiﬁ)’
d; = fi.

Somit geniigt es, die sogenannten Momente f;” zu berechnen. Dies geschieht mit Hilfe der

Ubereinstimmung der ersten Ableitungen an den Stiitzstellen. Es gelten
3;(%) = h%.(fi-‘rl - fi) - %hz‘(f{L + Qf{,)y
S;(ﬂfiﬂ) = h%.(fi—i—l - fi) + éhi(inlﬁrl + f'g(/>7
und wegen s;(z;) = s,_,(z;) erhalten wir die Gleichung

hicifiiy + 2(hioy + ha) fi' + hafiq — }%(fi-i—l — fi) + hf_ (fi = fiz1) = 0.

1

Diese Beziehungen fiir alle ¢ erzeugen ein tridiagonales Gleichungssystem, wobei wir bis-
lang unter den Teppich gekehrt haben, dafl bei zy und x,,_; keine Ubergangsbedingungen
vorgegeben sind. Eine einfache Abzéhlung von Gleichungen und Unbekannten ergibt einen
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Mangel von zwei Bedingungen. Welche Bedingungen man vorschreibt beeinfluit die Art der
berechneten Splines. Die folgenden drei Bedingungstypen sind {iblich:
Natiirliche Splines: S"(zo) = 5" (x,) =0,
Periodische Splines: S'(z) = S'(x,) und S”(x¢) = S”(z,,). Weiters mufl natiirlich
fo = fn gelten.
Splines mit vorgegebenen Ableitungen: S'(zg) = f| und S'(z,) = f, mit vorge-
gebenen Werten f§ und f/.
Der Grof3teil der Gleichungen wird von diesen Bedingungen nicht beeinflufit. Im allge-
meinen sieht das aufzulosende Gleichungssystem folgendermaflen aus:

"

2 X €o 0 o
pio 20N L n
. . 2 2
ILLQ c. t. . = .
; 2 )\kz,l " Mo
n Mk llcl Mk

Nur £ und die &; sind von den zusétzlichen Bedingungen abhéngig. Nachdem im Fall der
periodischen Splines fy = f, gelten muf ist dort £ = n — 1; sonst gilt £ = n. In der Koeffizi-
entenmatrix und im Konstantenvektor werden dabei die folgenden Abkiirzungen verwendet:

hjra

A= It
J hj + hj+1
hj
A
n = 6 (fj+1_fj_fj_ j—1>
7 hi+ hjg hjs1 h;
fir j =1,...,n — 1. Die iibrigen Konstanten sind abhéngig von den zusétzlichen Bedingun-

gen:
Natiirliche Splines:
>\0:07 770:07 50:07
[Ln:O, T]n:O, Snzo
Periodische Splines:

_ hn _ hn—l
Ao = 5 80 = Fth o
_ _ 6 fi—fo fo—fn—1
gnfl - )\nflu o = hnthn_1 ( h1 - hn .

vorgegebene Ableitungen:
/\0:17 770:%(%_]%)7 Mn:L
50 = 07 N = % (fr/L - fn_h];nil) ’ gn = 0.

Aufler im periodischen Fall ist das entstehende Gleichungssystem tridiagonal und dia-
gonal dominant. Es 148t sich also durch LR—Zerlegung ohne Pivotsuche stabil 16sen. Der
Aufwand dafiir betrigt ~ 12n nach Kapitel 3, ist also wie erwartet linear in der Anzahl der
Stiitzstellen. Auch im periodischen Fall 1d8t sich das Gleichungssystem leicht 16sen, selbst
wenn es nicht genau Tridiagonalgestalt hat. Nur zwei Gleichungen weichen von dieser Form
ab, und der Aufwand zur Losung ist wieder linear in n.

Eine Zusatzeigenschaft macht kubische Splines besonders interessant. Im Fall der nat{irli-
chen Splines gilt ndmlich die folgende Minimalitatseigenschaft:
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Theorem 4.3.2. Fiir alle Funktionen f € C?|xg,x,], die die Interpolationsbedingungen
f(x;) = fi erfiillen, ist der interpolierende natiirliche kubische Spline diejenige Funktion, die
die Seminorm

1]l = / @) P

0
manimiert. Der kubische Spline ist also jene interpolierende zweimal stetig differenzierbare
Funktion, fir die die Gesamtkrimmung minimal ist.
Eine dhnliche Eigenschaft haben die periodischen Splines (fiir alle periodischen zweimal
stetig differenzierbaren Funktionen) und die Splines mit vorgegebenen Ableitungen am Rand
(fiir alle solchen C? Funktionen).

4.4. Andere Splines. Obwohl die stiickweise aus Polynomen zusammengesetzten Spli-
nes mit Abstand am h#ufigsten verwendet werden, gibt es doch fiir spezielle Interpolations-
aufgaben die Moglichkeit, andere Funktionenstiicke aneinanderzureihen.

4.4.1. Exponentialsplines. Eine Verallgemeinerung der kubischen Splines erhélt man,
wenn man als Interpolationsfunktion f diejenige C?-Funktion wiihlt, die die Interpolations-
bedingungen

f(l’l):f“ i:07...,n
erfiillt, vorgegebene Ableitung am Rand

fg)=fj, i=0n

hat und zu gegebenen \; das Funktional

z_:/m“—l(f”(x))Q+/\z(f,(x))2 dr

minimiert. Falls alle \; = 0 sind, ist die Interpolationsfunktion genau der kubische Spline.
Andernfalls hat die Funktion f in jedem Teilintervall [x;, z;41] die Darstellung

al’ + al(x — ;) + o o(x — x, \) + a P (x — x3, \)

mit den Funktionen
6/\90 + e—)\:c -9

o(z,\) = 3(cosh()\gy) —1) =

A2 A2
6 , . 3(eM — e — 2\
(x,\) = ﬁ(smh()\:x) — )\:E) = ( b );

deshalb der Name Ezxponentialsplines.

4.4.2. v—Splines. In [Nielson 1974] wurde eine Klasse von Interpolationsfunktionen
vorgestellt, die aus stiickweisen kubischen Polynomen entstehen und in manchen Anwendun-
gen giinstigere Figenschaften als kubische Splines und Exponentialsplines besitzen. Leider
sind diese Funktionen nicht iiberall C?. An den Stiitzstellen springen die zweiten Ableitungen
manchmal. Allerdings haben v—Splines auch eine Minimalitétseigenschaft. Im Funktional,
das die Exponentialsplines minimieren, wird der zweite Term diskretisiert. Das entstehende
Funktional lautet dann

[ 0@y s Sl

o
Man kann zeigen, daf§ die dadurch definierten Funktionen die Gestalt

n—1 n—1

s(z) = a + a4 Z al? (z — ;)% + Z al? (z — ;)%
i=0 =0
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haben mit geeigneten al(k). Im Speziallfall v; = 0 fiir alle j ist s gerade die interpolierende
kubische Splinefunktion.

4.4.3. Formstabile Interpolation. Eine andere mogliche Verallgemeinerung der stiick-
weisen Polynomfunktionen ist Wahl stiickweiser rationaler Funktionen an deren Stelle. In
[Neumaier 1998] ist eine interpolierende C''~Funktion hergeleitet, die aus rationalen Funk-
tionen zusammengesetzt ist und die optische Form der Stiitzstellenmenge sehr gut wiederzu-
geben im Stande ist. Daher auch der Name formstabile Interpolation. Die Herleitung dieser
Funktionen ist allerdings etwas aufwendiger und sprengt den Rahmen dieses Skriptums.

5. Extrapolation

In manchen Anwendungsbereichen (z.B. bei der Integration — siche Kapitel 6) ist es
sinnvoll, eine Interpolationsfunktion auch auflerhalb des von den Stiitzstellen {iberdeckten
Intervalls auszuwerten. Fiir die Polynominterpolation gibt Theorem 1.1.9 Auskunft iiber den
zu erwartenden Fehler. Speziell der Term w(x) steigt auBerhalb des Intervalls [z, z,], das
von den extremalen Stiitzabszissen begrenzt wird, stark an. Ahnliches gilt auch fiir rationale
Interpolationsfunktionen. Daher ist es in den meisten Fallen nicht sinnvoll, eine Auswertung
auBerhalb des Intervalls [z, x,], also eine Extrapolation, durchzufiihren.

Ein Fall, in dem eine solche Vorgangsweise angebracht ist, tritt jedoch in einigen An-
wendungsbereichen auf. Angenommen, man versucht ein Berechnungsproblem durch Diskre-
tisierung zu l6sen. Dabei ndhert man z.B. kontinuierlich definierte Funktionen durch Trep-
penfunktionen an oder zerlegt wie bei der Computertomographie (Kapitel 2, Abschnitt 2.5)
Gebiete in kleine Quader. Dann fiihrt man die anstehenden Berechnungen fiir die vereinfach-
ten Funktionen oder Gebiete aus, wobei sich der Aufwand meist stark reduziert. Die Grobheit
der Diskretisierung (die Lénge der Intervalle, auf denen die Treppenfunktion konstant ist,
die Seitenldnge der Quader, . ..) wird meist als Parameter (Diskretisierungsparameter) mit-
gefithrt. Sei mit h der Diskretisierungsparameter bezeichnet. Dann kann man mit Hilfe des
Diskretisierungsverfahrens Nidherungswerte N (h) fiir das zu berechnende Ergebnis bestim-
men. Den genauen Wert erhédlt man, wenn man auf jede Diskretisierung verzichtet, also
N(0) bestimmt. Ein Extrapolationsverfahren berechnet mehrere Werte N (h,,) fiir die ersten
Glieder einer Nullfolge (h,), bestimmt eine Interpolationsfunktion durch die Stiitzstellen
(hi, N(h;)) und wertet diese dann an 0 aus, um einen besseren Naherungswert fiir N(0) zu
erhalten als es die N (h;) sind.

Von den Interpolationsmethoden, die wir bisher kennengelernt haben, sind nur die Po-
lynominterpolation und die rationale Interpolation geeignet, eine Funktion zu konstruieren,
die man zur Extrapolation heranziehen kann.

5.1. Polynomextrapolation. Seien (h;, f;), i = 0,...,n, die Stiitzstellen, mit deren
Hilfe das Interpolationspolynom p konstruiert werden soll. Nachdem das Ziel ist, den Wert
p(0) zu bestimmen, verwendet man idealerweise den Algorithmus von Neville, siehe 1.1.1, zur
Auswertung. Dadurch, dafl an x = 0 ausgewertet werden soll, vereinfachen sich die Formeln
fiir die Tableaus.

Es geht wieder darum, aus einer Rekursionsformel p(0) zu bestimmen. Analog zu 1.1.1
definieren wir die Werte P; ;i fir j =0,...,nund k=0,...,n—j

Py=f;

Pt i = hiPii1 sk — hjii P j1r—1
27 ] p— ‘
hjvr — h;
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Dann gilt Py, = p(0), und dieser Wert kann wieder aus einem Tableau, wie dem folgenden
berechnet werden.

k=0 1 2 3
ho | fo=Fo
For
hi| fi=hH Poia
Pry Fo123
ha | fo =Py Pros
Poy
hs | fs=Ps

Ein Beispiel fiir die Anwendung der Polynomextrapolation ist das Romberg—Verfahren
zur numerischen Integration, siche Kapitel 6 Abschnitt 3.2.

Extrapolation bei 0 ist {ibrigens der einzige Fall fiir den eine Auswertung auflerhalb des
Intervalls, das durch die Stiitzstellen gegeben ist, sinnvoll erscheint. Betrachten wir ndmlich
die Fehlerabschétzung aus Theorem 1.1.9, so erkennen wir, daf der Term w(z) der Haupt-
grund fiir die Unbrauchbarkeit des Interpolationspolynoms auflerhalb des Interpolationsin-
tervalls ist. Sein Betrag steigt dort ndamlich sehr stark an. Im fiir die Polynomextrapolation
interessanten Fall ist die Sache anders. Dort gilt |w(0)| = [}_o(hx) < 1.

5.2. Rationale Extrapolation. Statt eines Interpolationspolynoms kann man natiir-
lich auch eine rationale Interpolationsfunktion ® verwenden. Wiederum wéahlt man zur Be-
stimmung von ®(0) einen Neville-artigen Algorithmus (Abschnitt 2.3). Genau wie im Fall
der Polynomextrapolation vereinfachen sich die Formeln etwas dadurch, dal die Auswer-
tungsstelle y = 0 ist.

Wiederum definiert man rekursiv Werte 7}, mit £ = 0,...,n und ¢ = k,...,n geméB
den folgenden Gleichungen
E,O = fiv (52)
T; 1 :=0, (53)
Tik1—Tic1
Tig =Tk + 7 ’ . 54
* T h (1 T — Ti-1,k-1) _q (54)
h Tig—1—Tio1 k-2

Man kann die Werte 7}, wieder in einem Tableau anordnen und die Berechnungen dhnlich
dem Polynomextrapolationsverfahren durchfithren. Der grofite Unterschied zur Polynomex-
trapolation besteht (wie auch schon bei der Interpolation) darin, dafl nicht nur die linken
Nachbarn in die Berechnungen eingehen sondern auch das Element direkt links daneben, das
zwei Spalten weiter zuriickliegt. Bei den Berechnungen in dem Tableau sind also alle vier
Ecken eines Rhombus beteiligt.

(r,s)= (0,0)  (0,1) (1,1) (1,2)
Jo="Top
0="T5 T,
fi=Tip T3
0="1T,_4 15,1 T33
fa =Ty T3
0="1T5_, T3, :

f3 - T3,0
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Rationale Extrapolation wird z.B. auch bei der numerischen Integration eingesetzt und
verbessert meist die Ergebnisse der polynomialen Extrapolationsverfahren. Ein Beispiel dafiir
sieht man in Kaptiel 6 Abschnitt 3.3.

6. Software

Zur Losung von Interpolationsproblemen stehen viele Unterfunktionen aus den verschie-
denen Softwarebibliotheken zur Verfiigung. Die Berechnung von Interpolationspolynomen
bzw. deren Auswertung kann z.B. mit den Programmen e01a?? der NAG Bibliothek erfol-
gen. Diese Softwaresammlung stellt auch Prozeduren zur rationalen Interpolation (eOlraf
und e01rbf) zur Verfiigung. Auch ISML stellt analoge Funktionen zur Verfiigung.

Fiir die sehr wichtigen Splinefunktionen gibt es in allen Softwarebibliotheken gut ver-
wendbare Funktionen. Die Funktionen pchsp, pchim, pchic,...der Pakete CMLIB, SLATEC
und NETLIB berechnen kubische Splinefunktionen, Ableitungen, Auswertungen,. .. Auch in
der MATH-LIBRARY der ISML gibt es Funktionen fiir kubische Splines, allen voran die Funk-
tion csher, die fiir beliebig vorgegebene Funktions- und Ableitungswerte die interpolierende
kubische Splinefunktion berechnet und fiir jedes Teilintervall die Koeffizienten des Teilpo-
lynoms berechnet — zusétzlich gibt es noch andere Funktionen cs???, die beinahe alle
vorstellbaren Dinge fiir kubische Splinefunktionen berechnen. In der NAG Bibliothek dienen
die Funktionen e01b?? zur Manipulation von Splinefunktionen.

Nicht nur kubische Splines sondern auch beliebige B—Splines konnen mit Hilfe der Softwa-
rebibliotheken berechnet werden. bintk aus CMLIB und SLATEC bestimmen zu Polynom-
grad und Detenpunkten die Koeffizienten in der B-Splinebasis. Auch IMSL und NAG stellen
dafiir Funktionen zur Verfiigung (bsint bzw. e01baf und e02baf). Funktionen zur Auswer-
tung ermoglichen es dann aus den Koeffizienten der B-Spline Basisentwicklung auch Werte
der interpolierenden Funktion zu berechnen: NAG/e02bcf bzw. ISML /MATH-LIBRARY /bsval.
Funktionen zur Berechnung von Integralen und Ableitungen, bzw. zur Bestimmung der
giinstigsten Knotenpunkte komplettieren die bereitgestellten Funktionen fiir B-Splines.

Auch zur Berechnung von Exponentialsplines existiert Software. Erwahnt seien hier die
NETLIB-Programme A/TENSION bzw. TOMS/716.

Ein eigenes Kapitel ist die FFT. Unmengen von Software existiert zur Losung dieser
Aufgabe. Die bekannteste Sammlung von Funktionen zur FFT ist das FFTPACK aus der
NETLIB. Das FFTPACK besteht vor allem aus der Funktion cfftf fiir die komplexe FFT
und einigen Funktionen fiir reelle FFT (rfftf) bzw. Sinus— (singf) und Cosinustransfor-
mation (cosqf). Die dazugehorigen Riicktransformationen erhélt man durch Ersetzen des f
am Ende der Funktionsnamen durch ein b.

Méchte man (besonders auf Vektor— und Parallelrechnern) mehrere Funktionen gleichzei-
tig transformieren, dann kann man die analogen Funktionen aus dem VFFTPACK, ebenfalls
aus der NETLIB Sammlung, verwenden.

Auch in den groien Softwarebibliotheken IMSL und NAG existieren Unterprogramme fiir
die Berechnung schneller Fouriertransformationen. In der MATH-LIBRARY der IMSL wurden
die Funktionen aus dem FFTPACK iibernommen; allerdings wurden zusétzlich Funktionen
fiir die Berechnung mehrdimensionaler schneller Fouriertransformation und deren Umkeh-
rungen hinzugefiigt (££t2d, ££t2b, ££t3d, ££t3b). Die NAG Sammlung enthilt eigenstindi-
ge Funktionen, die allesamt die Beschrinkung aufweisen, daf§ die Primfaktorenzerlegung
von N, der Anzahl der Datenpunkte, hochstens 20 Faktoren enthalten darf. Zusétzlich darf
kein Faktor selbst gréfler als 19 sein. Die Funktionen c06e?? dienen zur eindimensionalen
Fouriertransformation. Vektorisierte Versionen (c06£77) stehen ebenso zur Verfiigung wie
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Unterprogramme zur Sinus— und Cosinustransformation. Mit der Funktion c06f jf steht au-
Berdem ein Unterprogramm zur Berechnug beliebigdimensionaler Fouriertransformationen
zur Verfiigung.

In Matlab sind die Funktionen FFT, IFFT zur Berechnung der Fouriertransformati-
on und deren Inverser definiert. polyfit, poly und spline dienen zur Berechnung von
Interpolations- und Approximationspolynomen, deren Auswertung und zur Bestimmung in-
terpolierender Splines.

Mathematica stellt ebenfalls Funktionen fiir verschiedene Interpolationsaufgaben zur
Verfiigung. Besonders Fourier, InterpolatingPolynomial und InterpolatingFunction
seien dabei besonders hervorgehoben.



KAPITEL 6

Differentialrechnung und Integration I:
Eindimensionaler Fall

,Differenzieren ist eine Wissenschaft, integrieren ist eine Kunst.“ Daf} sich dieser den
meisten Mathematikern bekannte Ausspruch in der numerischen Mathematik umkehrt, ist
unter anderem Inhalt dieses Kapitels.

1. Grundlagen

Beginnen wir mit einer Diskussion des Spruches aus der Einleitung: Mit den bekannten
Differentiationsregeln (Linearitdt, Produktregel, Kettenregel,...), einigen bekannten Um-
formungstricks und wenigen auswendig gelernten Ableitungsfunktionen kann nach einiger
Ubung jeder Schiiler einer hoheren Schule, ob er sich fiir Mathematik interessiert oder nicht,
zu jeder Funktion, die man als Zusammensetzung elementarer Funktionen aufschreiben kann,
die Ableitungsfunktion bestimmen.

Bei der Berechnung von Integralen sieht die Sache vollig anders aus. Einige unbestimmte
Integrale kann man direkt berechnen, manches andere mit Ansétzen oder speziellen Inte-
grationstricks. Ungliicklicherweise ist das die Ausnahme. Bei vielen Funktionen kann man
sogar beweisen, daf sich die Stammfunktion nicht als Zusammensetzung elementarer Funk-
tionen schreiben 148t. Es sind auch nicht unbedingt die kompliziert gebauten Funktionen,
deren Stammfunktionen sich nicht berechnen lassen, wie man an den folgenden Beispielen

erkennen kann:
_p2 2
/:ce “dx, bzw. /e T dx.

Das zweite Integral ist so wichtig, dafl sich die Mathematiker entschlossen haben, das Problem

wegzudefinieren.
2 T,
erf(z) = —/ e’ dx
VT Jo

Die Eigenschaften der Fehlerfunktion wurden genau analysiert, und sie liegt in tabellierter
Form vor, sodaf} sie ebenso gut verwendet werden kann wie ein Sinus oder eine Exponenti-
alfunktion.

Ungliicklicherweise kann man das nicht mit jedem Integral machen, auf das man trifft.
Doch das ist im allgemeinen auch nicht nétig. Meist mufl man in Anwendungen auch nur
bestimmte Integrale der Form

b
/ f(z)dx
a

berechnen. Das Resultat eines solchen Integrals ist eine Zahl, fiir die die klassische Berech-
nungsart: , Bestimme die Stammfunktion F von f, und weil

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a)

gilt, werte die Stammfunktion bei @ und b aus.” nur eine Moglichkeit ist. Wie wir schon in

Kapitel 1 gesehen haben, ist die klassische Methode, sollte sie einmal funktionieren, nicht

175
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unbedingt numerisch gutartig, besonders wenn die Stammfunktion ein komplexer mathema-
tischer Ausdruck ist.

Wir wollen also in diesem Kapitel versuchen, Mdoglichkeiten zu finden, den Wert eines
bestimmten Integrals auf andere Weise zu approximieren.

Numerische Differentiation ist eine schwierigere Sache. Wie wir wissen, ist analytisch
ableiten eine algorithmisch einfache Sache, die etwa von Computerprogrammen problemlos
erledigt werden kann. Wollen wir aber den Wert der Ableitung an einem bestimmten Punkt
bestimmen, so haben wir zuerst einmal die Wahl zwischen zwei Verfahren:

(1)

Analytisch differenzieren und Auswerten der Ableitungsfunktion. Dieses Verfahren
ist schwierig anzuwenden, denn es benétigt einen Programmteil, der symbolisch
rechnen kann, und der fiir neue Funktionenklassen angepafit werden muf}. Aufler-
dem funktioniert das Verfahren nur fiir Funktionen, die durch eine explizite Formel
gegeben sind, was in Anwendungen oft nicht der Fall ist. Diese Vorgehensweise ist
also unpraktikabel, oder zumindest unbefriedigend.

Die Alternative ist, die Definition der Ableitung durch den Differentialquotienten

zu verwenden:
flz+h) = f(z)
h

Da man den Grenzwert nicht direkt bestimmen kann, mufl man ihn durch einen Dif-
ferenzenquotienten approximieren. Doch welches A wihlt man fiir die Approxima-
tion. Ist h zu grof, ist der Differenzenquotient zu ungenau, und die Approximation
schlecht. Ist h sehr klein, so gilt f(x + h) = f(x), da f stetig ist, und daher treten
bei der Berechnung des Zéhlers starke Ausloschungseffekte auf. Daher kann man
h nicht beliebig klein wihlen, und die Approximationsgiite ist beschréankt. Dies sei
auch in der folgenden Tabelle belegt, in der die Ergebnisse des Differentialquotien-
ten fiir die Funktion f(z) = z® an der Stelle z = 1 und verschiedene h aufgelistet
sind. Die Berechnung erfolgte mit doppelter Genauigkeit, also etwa 16 signifikanten
Dezimalstellen.

f'(z) = lim

h|((1+h)*—1)/h
1|7
10~ | 3.310000000000004
10~2 | 3.030100000000013
10~ | 3.003000999999728
10~ | 3.000300009998735
107 | 3.000030000110953
10~ | 3.000002999797857
107 | 3.000000301511818
10~% | 3.000000003972048
10~ | 3.000000248221113
10710 | 3.000000248221113
1011 | 3.000000248221113
1012 | 3.000266701747023
10-13 | 2.997602166487923
10~ | 2.997602166487923
10715 | 3.330669073875469
10716 | 0

Man sieht schnell, daf§ die hochste Genauigkeit fiir h ~ 107% etwa 8 signifikante
Stellen betréigt. Im allgemeinen findet man, dafl die Approximation der Ableitung
durch den Differenzenquotienten etwa einen relativen Fehler der Groflienordnung
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veps erzielt. Im Fall doppelter Genauigkeit gehen also etwa 8 signifikante Stellen
verloren, auch unbefriedigend.

Nachdem sich beide offensichtlichen Verfahren als ungiinstig herausgestellt haben, ist einiges
an zusétzlichen Uberlegungen von Noten. Wir werden uns in Abschnitt 8 damit beschéftigen.

2. Integration - einfache Verfahren

In diesem Abschnitt wollen wir die Grundideen der numerischen Integration, wie sie schon
aus der Schule bekannt sind, aufarbeiten. Gleichzeitig dienen sie auch als Ausgangspunkt fiir
die numerisch verwendbareren Verfahren in den spéteren Abschnitten.

2.1. Trapezregel, Mittelpunktregel. Die einfachste Idee zur Approximation eines
bestimmten Integrals stammt aus der geometrischen Interpretation des Integrals. Geméaf3
Abbildung 6.1 ndhert man die Fliche zwischen der Funktion f und der z—Achse begrenzt

ABBILDUNG 6.1. Trapezregel

durch die Geraden z = a und x = b, die ja dem bestimmten Integral entspricht, durch die
Flédche des eingezeichneten Trapezes an

b a—>b
| rarin =2 + £0))

In Abbildung 6.1 scheint diese Nédherung gut genug fiir eine erste Approximation zu sein,
doch Abbildung 6.2 liefert einen Hinweis darauf, was bei dieser Form der Approximation
schief gehen kann. Es ist also unbedingt notwendig, eine Fehlerabschétzung zu machen, und
das geschieht am besten auf algebraischem Weg. Betrachtet man die Trapezregel aus einem
anderen Blickwinkel, kommt man zu dem folgenden Schluf: Um das bestimmte Integral zur
Funktion f im Intervall [a, b] zu berechnen, ndhert man f durch ein Interpolationspolynom
p ersten Grades an. Das Integral iiber p verwendet man dann als Approximation fiir das
Integral iiber f:

o) = fo)+ LD )
und damit , ,
[ t@dex [ pta)de =25 ) + 1) = T
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f()

ABBILDUNG 6.2. Eine ungiinstige Funktion fiir die Trapezregel

Der Vorteil dieser Sichtweise ist, dal wir Theorem 1.1.9 aus Kapitel 5 verwenden kénnen,
um den Unterschied zwischen f und p abzuschétzen:

/(&)

F(@) = pla) = (@ = a) @ — )2,

fir ein &, € [a,b]. Daher gilt

a+h a+h a+h
[ t@de-1n) = [ @) s =5 [ (@) - e —a - hyde -

_ ) _ "),
= /a (x —a)(r —a—h)de = — D h?,

fiir ein n € [a,b], wobei wir, um in die zweite Zeile umzuformen, den Mittelwertsatz der
Integralrechnung verwendet haben. Ist also die Funktion f nicht zu stark gekriimmt auf
[a,b] und ist h klein, dann bietet die Trapezregel eine gute Approximation fiir den Wert des
bestimmten Integrals. Ist etwa |f”(z)] < 1 und h = 1072, dann ist der Fehler kleiner als
1077,

Nachdem fiir allgemeine bestimmte Integrale leider keine dieser Bedingungen zutrifft,
mufl man sich eine Verbesserung der Methode einfallen lassen, um den moglichen Fehler
weiter zu verringern. Wieder ist es eine einfache Idee, die ebendiese Verbesserung erméglicht.
Halbieren wir die Lange des Intervalls, so reduziert sich der Fehler auf ein Achtel. Daher teilen
wir [a, b] in n gleich groBe Teile und approximieren auf jedem der entstehenden Teilintervalle

das bestimmte Integral mit Hilfe der Trapezregel. Sei z; = a + (b — a). Setzen wir jetzt
h= b_T“, so erhalten wir die Formel

, n=1 Lz
/a f()dr = ;/ floyde =2

=h<@+;f(%)+@) =:Ty(f)

fiir die zusammengesetzte Trapezregel, die man iiblicherweise einfach mit Trapezregel bezeich-
net. Die Fehlerabschiitzung fiir T},(f) kann man aus der Fehlerabschéitzung fiir ) herleiten.

(f(2s) + f(xig1)) =
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Es gilt

// (b B CL) 1 — "
/ f(@)dx =Ty (f Zf = B EZJ[ (m:)-
1=0

Die Summe zusammen mit dem Faktor 1 / n beschreibt das arithmetische Mittel der Werte
" (ms). Ist f" stetig, dann gibt es wegen des Zwischenwertsatzes ein ) € [a, b] mit f”(n) =
S f"(m:), und daher haben wir schlieflich die

Proposition 2.1.1. Fir die (zusammengesetzte) Trapezregel gilt die Fehlerabschitzung

[ swae-min = LU0y (55)

fiir einn € [a,b].

Diese Abschétzung trifft eine starke Aussage: Wihlt man die Unterteilung des Intervalls
[a,b] fein genug, dann kann man den Approximationsfehler fiir das Integral beliebig klein
machen. Halbiert man die Feinheit der Unterteilung, dann verkleinert sich der Fehler auf ein
Viertel. Halbierung der Unterteilung ist auch die giinstigste Wahl, falls man einen bereits
berechneten Wert weiter verbessern mochte, da man in diesem Fall alle bereits bestimmten
Funktionswerte wiederverwenden kann.

Ein zweites einfaches Verfahren zur Abschétzung eines bestimmten Integrals kann man
aus den Riemannsummen konstruieren. Aus der Analysis ist bekannt, daf fiir jede Riemann—
integrierbare Funktion f die Folge der Riemannsummen

1
mf (&)
ziEA i+1 )
gegen das bestimmte Integral konvergiert, wenn die Feinheit der Unterteilung A gegen Null
geht. Das gilt fiir jede mogliche Wahl der Zwischenstellen &;. Am einfachsten ist, die Mit-
telpunkte der Teilintervalle als Zwischenstellen zu wéhlen. Gibt man sich eine dquidistante
Unterteilung

a=Tg <11 < < XTp1<xTp=2>

von [a, b] vor, so erhédlt man die (zusammengesetzte) Mittelpunktregel

b n—1
a =0

wieder setzt man h = =% und z; = a + (b — a) Der Unterschied zwischen den beiden
Approximationen ist in Abbildung 6.3 dargestellt.

Fiigt man die beiden Methoden zueinander, so erhélt man den einfachen Berechnungs-
algorithmus 2.1.2. Dabei nimmt man an, daf}, wenn sich die beiden Approximationen T} f)
und Mp,(f) nur um e unterscheiden, auch der Wert des bestimmten Integrals bis auf Feh-
ler der Groflenordnung e erreicht ist. Halbiert man in jedem Schritt des Algorithmus die
Unterteilung, dann kann man zusétzlich die Eigenschaft

T (f) = 3(Tu(f) + Ma(f))

verwenden, um den Rechenaufwand zu minimieren.

b—a

Algorithmus 2.1.2. Gemischte Trapez— und Mittelpunktregel
h=b—a
n=1
T = 4(f(a) + (b))
for ¢ = 1 to MAXITER do
M=0
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f(x
L D |7 9

7 777

a b a b

ABBILDUNG 6.3. Trapezregel und Mittelpunktregel

for j=0ton—1do
M=M+ fla+ (j+1/2)h)

done

M = hM

T=(T+M)/2

h=h/2

n=2n

if |T' — M| < ¢ then

return(7)

endif
done
warn (”Hdochstzahl an Iterationen tberschritten,”)
warn ("erforderliche Genauigkeit nicht erreicht!”)
return(7)

wobei eine geeignete Hochstanzahl MAXITER an [terationen vom Benutzer vorgegeben wird.

Wegen Proposition 2.1.1 wissen wir, daf bei geniigend kleiner Feinheit i der Unterteilung
auch der Fehler der Ndherung beliebig klein wird. Genauer ist nach dem n-ten Schritt der
Approximationsfehler um einen Faktor 1/2?" gesunken. Obwohl man den Wert des bestimm-
ten Integrals mit Algorithmus 2.1.2 beliebig genau berechnen kann, ist der Aufwand meist
zu groB, da man im n-ten Schritt 2"~! Funktionswerte berechnen muf}; der Rechenaufwand
steigt also exponentiell.

Um dieses Problem zu umgehen, mufl man neue Methoden der Integralberechnung er-
finden. Man kann einerseits versuchen, mittels genauer Fehleranalyse den Wert Ty(f) zu
schitzen; das fiihrt zu den Extrapolationsverfahren. Andererseits kann man die Approxima-
tion des Integrals in jedem einzelnen Teilintervall verbessern; dieses Vorgehen fiihrt zu den
Newton-Cotes Formeln. Genauere Uberlegungen ergeben schlieBlich die adaptiven Verfah-
ren und die Gau—Quadratur, die heute das wahrscheinlich gebréauchlichste eindimensionale
Integrationsverfahren ist.

3. Extrapolationsverfahren

Extrapolationsverfahren beruhen auf der Idee, die Naherungswerte Ty, (f) fiir die ersten
Glieder einer Nullfolge h,, zu bestimmen und daraus den Wert fiir h = 0, also den genauen



3. EXTRAPOLATIONSVERFAHREN 181

Wert des Integrals, zu schitzen. Zu diesem Zweck mufl man jedoch zuerst den Approxima-
tionsfehler genau bestimmen. Der Weg dazu fiihrt iiber ein Resultat aus der Analysis, die
Euler-Maclaurinsche Summenformel.

3.1. Euler—-Maclaurinsche Summenformel. Die Herleitung der von Euler und spéter
unabhéngig von Maclaurin gefundenen Summenformel beginnt mit dem Versuch, eine Sum-

me der Form
> k),
k=1

also eine Summe von Fléchenstiicken der Grofie f(k) - 1 durch das bestimmte Integral

/0 " fw) da

zu berechnen. Dazu verwendet man die Sprache des Riemann-Stieltjes Integrales, welches
etwa in [Heuser 1986/1, XI, 90] entwickelt wird. Es gilt

S f(k) = / " fe)dle),

wobei |z] definiert sei als
lz] =k firzelkk+1),keZ

die grofite ganze Zahl < x. Ist f stetig differenzierbar, so kann man das Riemann-Stieltjes
Integral in ein gewohnliches Integral umformen:

S (k) = / (@) + (@ — L)) (@) de,

und etwas symmetrischer:

Zf(k):/onf(x)derer/on (2 |2) - 1) f(a) da. (56)

Diese Gleichung ist die allgemeinste Form der Eulerschen Summenformel. Man kann auch
schon den Zusammenhang mit der Trapezregel sehen. Leider ist sie in dieser Form als Grund-
lage eines Extrapolationsverfahrens nicht verwendbar. Um sie jedoch in eine brauchbare Form
umzuwandeln, miissen wir zundchst noch einige zusétzliche Mathematik entwickeln.

Alles beginnt mit dem Versuch, die Funktion %5 in eine Potenzreihe zu entwickeln.
Setzt man die Reihe an als

)
= —:[I‘j
e D Db
e 1 pardA
e

so kann man durch Multiplikation mit der Reihenentwicklung von %, die sich leicht aus
der Reihe fiir e* berechnen 1d8t, und durch Koeffizientenvergleich rekursive Beziehungen fiir
die Bj herleiten. Klarerweise sind By = 1 und By = —By/2 = —1/2. Aulerdem gilt fiir jedes

k> 2
k-1
k
| B; =0.
Z(]) ’

j=0
Die Zahlen B; heiflen Bernoullische Zahlen, und die ersten ergeben sich zu
By=1, Bi=—-3, By=2% By=0 firj>1,

_ 1 1 _ 1 _ 5
B4__%7 BG_Eu B8__%7 Blo_%w"
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Alle Zahlen sind rational, und man kann das asymptotische Verhalten
Boj, ~ 2(2k)!(2m) 2%, fiir k — oo

beweisen. Die Bernoullischen Zahlen sind auflerordentlich beziehungsreich; sie treten etwa in
der Reihenentwicklung des Tangens auf:

0 B 22k(22k _ 1)B2k B
tanx = Z(—l)k ! )] 21
k=1

die man selbst aus der Entwicklung von x cot x berechnen kann:

- k22kB2k 2k
rcotx = Z(—l) Waz :
k=0 '
Auch die berithmten Summenformeln
=1 w2 =1 wt
- d -
Ze2 60 ; nt = 90

ergeben sich aus einer allgemeineren Beziehung, in der die Bernoullischen Zahlen eine be-
deutende Rolle spielen

— 1 By, (2m)%
R
Die Herleitung dieser Gleichung kann man etwa in [Heuser 1986/2, 148] nachschlagen.

Untersuchen wir als nichstes die Funktion

ZE@m

ef—l;

g(z,t) =

sie ist als Zusammensetzung analytischer Funktionen fiir alle ¢ und hinreichend kleinen |z|
in eine Reihe der Form

= B;(t) ;
gty = 3 2 (57)
=0 '
entwickelbar. Multipliziert man fiir die Untersuchung von Gleichung (57) die Potenzreihen-

entwicklung von —*5 mit derjenigen von e so erhiilt man durch Koeffizientenvergleich eine
Gleichung fiir die Polynome Bj(t)
[k
By (t) = Z_E (j)Bjtk‘% (58)
J_
die Bernoullischen Polynome. Offensichtlich gilt By (0) = By. Sie hingen iiber die Gleichun-
gen

d
EBkH(t) = (k+1)B(t), bzw.

r B - B
/ Bu(t) dt — kt1(2) k1
0

kE+1

miteinander zusammen. Weiters folgt aus Gleichung (58) und bekannten Formeln fiir Sum-
men von Binomialkoeffizienten fiir alle &

/01 Bu(#) = 0.
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Kehren wir jetzt wieder zur Eulerschen Summenformel (56) zuriick. Genauer analysieren

wir den Term .
/0 (z—|z] = 1) f'(z) da.

Auf [0,1) stimmt (z — |z] — 4) mit Bi(z) = (z — 1) iiberein. Somit kann man die Eigen-
schaften der Bernoullischen Polynome verwenden, um partiell zu integrieren.

o= [ e-lal =D @ = [ B o=

oLl fro(fse)

1
=T 13 / By(a) () do.
2 2 0
Ist f geniigend oft differenzierbar, dann kann man R; durch weitere partielle Integrationen
als Summe darstellen

m B _1\m+1
Ry= (-1l o4 12“ Ry,
k=2 '

mit )
Ry = [ Bu(z)f™(z)d
/0 (2) £ () da

In analoger Weise kann man die Integrale f;ﬂ (z — |z] — %) f'(z) dz behandeln, indem man
die Funktionen By(t) von [0,1) periodisch auf ganz R mit Periodenléinge 1 zu Funktionen
B (t) fortsetzt

Br(t) := By(t — [t]).

Auf diese Weise erhilt man die Fuler—Maclaurinsche Summenformel

= [ oty LI L 57 S

1 " »
G | B @@ (9

fiir eine (2p + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion f. Etwas umgewandelt erhdlt man
fiir ein allgemeines Intervall [a,b], indem man f(z) := g(a + zh) fiir x € [0,n] setzt, den
Zusammenhang zwischen der Trapezregel und dem Integral

b = By, ~ 1
/ g(z)dx — Ti(g) = Z %h2m[g(2m 1)]b AP 2p+2/ 52p+1 )9(2p+1)( ) dz.

‘= 2m)! (2m + 1)!
(60)

Diese Fehlerformel ist die Grundlage fiir die Extrapolationsverfahren zur Berechnung des
bestimmten Integrales. Fiir h — 0 geht der Fehler geméfl der rechten Seite gegen 0. Dabei
Unterscheidet sich der Fehler von einem Polynom in A nur aufgrund des Integralterms. Setzt
man voraus, dal dieser Term asymptotisch fiir h — 0 keine Rolle spielt, so kann man
annehmen, daf fiir ein Interpolationspolynom p geniigend hohen Grades festgelegt durch
einige Werte von h der Wert p(0) gerade den Wert des bestimmten Integrals beschreibt.
Auf diese Weise gelangt man zum polynomialen Extrapolationsverfahren aus 3.2. Wenn
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man nicht annimmt, dafi Polynome zur Beschreibung der Fehlerfunktion ausreichen, kann
man stattdessen auch eine rationale Funktion ® zur Interpolation der berechneten Werte
heranziehen. Auf diese Weise gelangt man zum Verfahren der rationalen Extrapolation, die
wir in Abschnitt 3.3 besprechen werden.

3.2. Polynomextrapolation. Das Polynomextrapolationsverfahren, auch Romberg Ver-
fahren genannt, bestimmt N&herungswerte T}, fiir die Werte h; = 5:(b — a). Das kann etwa
mittels Algorithmus 2.1.2 geschehen. Dann fiithrt man geméafl Kapitel 5 Abschnitt 5.1 ein
polynomiales Extrapolationsverfahren aus, um den Wert Tj zu schétzen.

Beispiel 3.2.1. Man berechne das Integral

2
1
/ = dx = log(2) = 0.6931471805 . . .
1T

mat Hilfe des Polynomextrapolationsverfahrens. Es entsteht das folgende Tableau

hy, T,
1 0.75
0.6944444444
1 10.7083333333 0.6931746032
0.6932539683 0.6931474776
T 10.6970238095 0.6931479015 0.6931471819
0.6931545307 0.6931471831
1 10.6941218504 0.6931471834
0.6931476528
1 0.6933912022

Man erkennt, dafs der Niherungswert Ty,16 lediglich drei Stellen Genawigkeit besitzt. Der
aus den finf ersten Ndiherungen geschdtzte Wert Ty ist jedoch auf sieben Stellen genau. Die
Extrapolation, die auf der Fuler—Maclaurinschen Summenformel basiert, hat im vorliegenden
Fall die Anzahl richtiger Stellen mehr als verdoppelt.

3.3. Rationale Extrapolation. Um wirklich hohe Genauigkeiten zu erzielen, ist das
im vorigen Abschnitt vorgestellte Verfahren etwas zu aufwendig. Das liegt einerseits an der
Polynomextrapolation, andererseits am zu hohen Aufwand fiir die Berechnung der 27! — 1
Funktionswerte, falls ein Polynom n-ten Grades verwendet werden soll. Ein Ausweg aus
dieser Misere ist, anstelle polynomialer Extrapolation rationale Funktionen zu verwenden
und die Nullfolge etwas abzuwandeln.

Man definiert die Folge h,, rekursiv etwa wie folgt:

ho = %(b — CI,)
hl = %(b — CL)
hy, = t2e2

2

und berechnet die Werte T}, durch eine Abwandlung von Algorithmus 2.1.2. AnschlieSend
bestimmt man mit den Methoden aus Kapitel 5 Abschnitt 5.2 den Naherungswert fiir Tj
durch rationale Extrapolation.

Beispiel 3.3.1. Die Zahl m kann durch numerische Berechnung des Integrals

1
1
/0 [ g2 0% = arctan(l) = % = 0.7853981633. .
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néiherungsweise bestimmt werden. Wir berechnen fir h = 1 1 1 1L 1 1 1

5,3 160 5 130 16 dte Naherungs-
werte, und davon ausgehend kann das Integral approximiert werden. Der beste Niherungs-
wert, der aus direkten Berechnungen stammt, ist T% = 0.7852354030 mit drei korrekten
Stellen. Polynomextrapolation gemdff Abschnitt 3.2 liefert Ty, = 0.7853982585 mit sechs
korrekten Stellen. Rationale Extrapolation liefert hingegen die Niherung Ty, = 0.7853981662

mit immerhin acht korrekten Stellen.

4. Interpolatorische Quadraturformeln

Der andere Weg zur Verbesserung der Genauigkeit der Approximation bei der Berech-
nung bestimmter Integrale beruht auf der folgenden Uberlegung: Die Trapezregel hat die
Eigenschaft, daf} sie alle Polynome ersten Grades ohne Approximationsfehler integriert. Man
suche also eine neue Quadraturformel' der Art

b n
/ f@)de = Y A (e

mit paarweise verschiedenen Stiitzstellen x; € [a, b], die Polynome n—ten Grades exakt inte-
griert. Wieder liegt die Grundidee der Bestimmung der A; in der Berechnung eines Interpo-
lationspolynomes.

Um das Interpolationspolynom zu bestimmen, kann man die Lagrangesche Darstellung
heranziehen (siche Kapitel 5 Abschnitt 1.1). Seien die Punkte (x;, f(z;)), i =0, ...,n, gege-
ben. Dann hat das Interpolationspolynom n—ten Grades P, zu obigen Punkten die Gestalt

F(x) = Zf(xi)Li(x).

Die Koeffizienten A; der Quadraturformel konnen aus dieser Darstellung leicht bestimmt
werden:

A= /b Li(z)dx. (61)

Fiir das Interpolationspolynom gilt dann némlich

/ab Py(x)dr = gf(%) /ab Li(z)dx = ZAl.f(xi)_

Diese Beziehung gilt fiir alle polynomialen Quadraturformeln.

Allgemeinere interpolatorische Quadraturformeln verwenden nicht Interpolationspolyno-
me sondern andere Interpolationsfunktionen, wie etwa kubische Splines. In diesem Fall 1duft
die Berechnung des Integrals auf die Losung eines linearen Gleichungssystemes hinaus.

4.1. Newton—Cotes Formeln. Werden die Stiitzstellen fiir eine polynomiale Quadra-
turformel innerhalb des Intervalls [a,b] dquidistant gewihlt, so erhalten wir, je nach Wahl
des Polynomgrades n, eine der Newton—Cotes Formeln. Viele dieser auf mathematisch &hnli-
che Weise entstehenden Quadraturformeln haben historisch bedingt eigene Namen erhalten
(Keplersche Fafiregel, Simpsonsche Regel, 3/8-Regel,...), und alle Newton-Cotes Formeln
kénnen ebenso wie deren einfachste Variante, die Trapezregel, aufgeteilt auf Teilintervalle
angewendet werden, um die Genauigkeit weiter zu verbessern.

I¥rijher war die Aufgabe zur Flichenberechnung folgendermaflen formuliert: ,Man finde ein Quadrat
gleichen Fliacheninhalts zu der Fliche, die von den Kurven ...begrenzt wird.“ Daher das Wort Quadratur.
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Aus Gleichung (61) kann man die Newton—Cotes Formeln berechnen. Im allgemeinen
kann man sie durch Substitution unter dem Integral auf Standardform transformieren. Die
rationalen Zahlen A; kann man auflerdem auf gemeinsamen Nenner s bringen und tabellieren:

b

/abf(x)de(b—a)/Olf(a—kx(b_a))dx%

—ax I ()
ns Zazfz =Ny (f),
=0
wobei 0; = sA; und f; = f(a + th) mit h = b_Ta, weil die Stiitzstellen dquidistant gewihlt
sind.
Aus Kapitel 5 Theorem 1.1.9 koénnen wir auch wieder eine Fehlerabschétzung herleiten:

b
/ f(x) dz — N (f) = —hrH K £ (),

dabei hingen K und p von n aber nicht von f ab. Wir sagen, dafl die Quadraturformel die
Ordnung p besitzt, wenn p die grofite ganze Zahl ist, sodafl alle Polynome kleineren Grades
exakt integriert werden.

Firn=1,2,...,6 erhalten wir die folgenden Newton—Cotes Formeln:
n| o; ns | Fehler Name
1] 1 1 2| —hPs f@(&) Trapezregel
201 4 1 6 —h5% f®(€) | Simpson-Regel
31 3 3 1 8| =R fW(E) | 3/8Regel
417 32 12 32 7 90 | —h75>- f©(¢) | Milne-Regel
5/19 75 50 50 75 19 288 | —h7 25 fO)(€)
6|41 216 27 272 27 216 41840 | —h'0= f®(€) | Weddle-Regel

Fiir grofiere Werte von n treten negative Gewichte o; auf, und die Formeln werden instabil,
weil sich kleine Anderungen von f auf die Summe stéarker als auf das Integral auswirken und
Ausloschung auftritt.

4.2. Andere Polynom-basierte Quadraturformeln. Verwendet man anstelle der
Newtonschen Interpolationspolynome Hermitsche Interpolation, dann kann man unter Ver-
wendung von Ableitungen des Integranden f die Ordnung der Quadraturformeln weiter
erhohen. Im einfachsten Fall, wenn man nur die Randpunkte und die Ableitungen am Rand
vorschreibt, erhédlt man die Integrationsregel

/ f(x)dz ~ My(f) = B(F(a) + (b)) + & (F(a) — F/(b),

eine Quadraturformel vierter Ordnung wie die Fehlerabschitzung

b h5
_ — " @
[ 1@ = () = ~751%)
zeigt. Man kann natiirlich auch nicht-dquidistante Stiitzstellen x; verwenden; die beste Wahl
fithrt in diesem Fall zu den Integrationsregeln von Gauf}, die in Abschnitt 5 besprochen
werden.

Andere Integrationsformeln verwenden Stiitzstellen, die entweder auflerhalb des Integra-
tionsintervalles liegen, oder die ein Intervall iiberdecken, das kleiner ist als das Integrations-
intervall. Viele dieser Regeln wurden in der Vergangenheit untersucht, doch heute sind alle
diese Formeln ungebrauchlich und werden kaum mehr verwendet.
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4.3. Spline-basierte Quadraturformeln. Anstelle von Interpolationspolynomen kann
man den interpolierenden Spline zu den Stiitzstellen (z;, f(z;)), 7 = 0,...,n, bestimmen und
integrieren. Am giinstigsten w#hlt man dabei die beiden Zusatzbedingungen s'(a) = f'(a)
und s'(b) = f'(b) und die dazugehorigen kubischen Splines. Aus der Darstellung von s mit
Hilfe der Momente f! kann man die Quadraturformel schreiben als

/f ( +2fo, + f( )) ;i( +22f”+f”>

Der erste Term ist gleich der zusammengesetzten Trapezregel. Den Korrekturterm berechnet
man aus dem Gleichungssystem fiir die f/” aus Kapitel 5 Abschnitt 4.3.

5. GaufB3—Quadratur

Kommen wir nun zu der Grundlage fiir die heute gebréauchlichsten Integrationsmethoden.
Die Idee basiert auf folgender Uberlegung: Bei den Newton-Cotes Formeln kann man durch
die Wahl der n + 1 Koeffizienten A; eine Quadraturformel definieren, die Polynome bis zum
Grad n exakt integriert. Man hat jedoch mehr als n+ 1 freie Parameter. Fiigt man zur Liste
der Parameter nicht nur die Koeffizienten A; sondern auch die Stiitzabszissen x; hinzu, so
sollte man eine Quadraturformel konstruieren kénnen, die Polynome bis zum Grad 2n + 1
exakt integriert. Der Weg zu dieser Konstruktion fiihrt iiber orthogonale Polynome.

Gleichzeitig ermoglicht dieser Zugang, das zu losende Problem etwas zu verallgemeinern.
Sei w : R — R eine Gewichtsfunktion, die auf (a,b) positiv ist. Dann definiert

_ / F(@)g(z)w(z) du

ein inneres Produkt auf C[a, b]. Nachdem Integralausdriicke wie oben im Verlauf dieses Ka-
pitels ofters auftreten, fithren wir noch die folgende Notation ein:

/aba(x)w(x) do = /a.

Die Aufgabe in diesem Abschnitt sei, den Ausdruck [ f fir Funktionen f mdoglichst gut

durch einen Ausdruck der Form .
[ =Y A
i=0

ZUu approximieren.

5.1. Orthogonale Polynome. Nachdem der oben definierte Ausdruck (f,g) ein in-
neres Produkt auf C[a,b] definiert, induziert er auch ein inneres Produkt auf dem Raum
R[z] der Polynome. Ausgehend von der Basis {1,z,2% 23,...} kann man mit Hilfe des
Gram—Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens eine Orthogonalba&s {po,p1,...} des
Raumes R|x] beziiglich ( , ) konstruieren. Die Basiselemente p; seien 0.B.d.A. monisch
(p(z) = 2™ + ap_12" 1 + -+ + a1 + ag); sie heifien orthogonale Polynome.

Proposition 5.1.1. Die Orthogonalen Polynome {pg,p1,...} beziglich { , ) haben
folgende Eigenschaften.

(1) Der Grad von py ist k,
(2) Pas1 steht orthogonal auf alle Polynome vom Grad < n,
(3) polx) =

(4) p1(z) = :L’—Oél mit

a1 =

=T
= &
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(5) Fiirn > 1 gilt die Drei-Terme—Beziehung

pn+1(95) = l‘pn(x) - Oén+1pn(95) — Bng1Pn-1(z)
mit

T 2 X
Qpt1 = G Z;n7 Brt+1 = —f PP 1-
pn n 1

(6) Firn > 1 sind die Nullstellen von p,41 allesamt einfach und reell. Auflerdem liegen
alle im Intervall |a,b].

BEWEIS. (1) Nach dem Gram-Schmidt—Verfahren gilt die Beziehung
n—1
po=2" =Y (pi,a")pi.
=0

Der Rest des Beweises folgt mittels vollstéandiger Induktion. py = 1, und daher ist
grad py = 0. Sei die Behauptung fiir £ bewiesen. Dann folgt aus obiger Formel, daf3
grad pp41 = grad 28! = £+ 1, weil von 25! nur Terme kleineren Grades abgezogen
werden.

(2) Sei ¢ ein Polynom vom Grad < m. Dann l&8t sich ¢ entwickeln in der Basis der
orthogonalen Polynome

= Z a;ipi(x)

wobei k = grad ¢ gilt, wegen 1. Aus dieser Beziehung folgt

k
(@ Pns1) =D ai(pi, pas1) = 0,
=0

wegen der Orthogonalitétseigenschaft der Polynome p;.
(3) ist offensichtlich.
(4) p1(z) =z — aq, und aus der Orthogonalititsbeziehung

02(1,p1):/p1:/x—oz1/1

folgt die Behauptung.

(5) Nachdem p,,;; als monisch vorausgesetzt wird, hat das Polynom p,; — xp, den
Grad n und 148t sich somit in die Basiselemente {po, p1,...,pn} entwickeln. Setzen
wir die Entwicklung an als

n—2

Pn4+1 = TPpn — Qp1Pn — ﬁn+1pn—1 - E Yin+1Pi,
i=0
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so konnen wir wieder die Orthogonalititsbeziehungen verwenden (es gelte j < n—2):
0= <pn+1apn> = /xpi - CYn-i-l/ ﬁn—&-l Prn— 17pn Z% n+1 pz:pn =
= [t =au [ 52
0= <pn+17pn71> = /xpnpnl - an+1<pn7pnfl> - BnJrl /pil_
n—2
- Z%,n+1<pz'>l7n—1> =
=0

1=
= /xpnpn_l —ﬁn+1/pi_1,

0 - <pn+1apj> = /xpnp] - an+1<pnapj> ﬁn—i—l Pn—1, p] Z/Vz n+1 pzapj

= / TPjPn — Vit / p;.

Aus den ersten beiden Gleichungen folgen die behaupteten Beziehungen fiir «;,
und [3,41. Die dritte Gleichung impliziert fiir j < n — 2

Yin+1 = =0,
J,n+ fp?
weil zp;, ein Polynom vom Grad j 4+ 1 < n, nach 2 orthogonal auf p,, steht.
(6) Seien xg,x1, ...,z die Nullstellen ungerader Vielfachheit von p,,1, die in [a, b] lie-

gen. Kénnen wir k = n zeigen, so sind wir fertig, da die x; dann die n+ 1 Nullstellen
von p,y1 sind, damit ist ihre Vielfachheit eins. Nehmen wir also an, dafl £ < n gilt.
Betrachte

q(z) = (x —x0)(x —x1) ... (x — ).
Dann gilt grad ¢ = k& < n, und daher folgt aus 2

(Pnt1,q) = / Pnt19 = 0. (62)

Nachdem jede Nullstelle von p,, 1, die nicht gleich einer der Zahlen {xy, ..., zs} ist,
entweder gerade ist oder aulerhalb von [a, b] liegt, wechselt p, 1 das Vorzeichen in
[a, b] genau an den Punkten {zy, ...,z }. Da auch das Polynom ¢ nach Konstruktion
an genau diesen Punkten das Vorzeichen wechselt, hat ¢p,, 11 auf ganz [a, b] dasselbe
Vorzeichen. Weil w positiv ist, gilt

[a= [ e ()a(e)w(e) dr £ 0

ein Widerspruch zu (62). Daher ist £ = n, und die Behauptung ist bewiesen.
OJ

Fiir verschiedene Gewichtsfunktionen w und Intervalle [a,b] sind die orthogonalen Poly-
nome tabelliert und haben sogar Namen erhalten:
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] Name

1,1] | Legendre

—1,1] | Tschebyscheff, erster Art
1,1]
1,1]

Tschebyscheff, zweiter Art
Jacobi

e " 0,00) | Laguerre
e ™ a>—1 0,00) | Laguerre, verallgemeinert
e (—00,00) | Hermite

Von diesen sind die Legendre—, die Laguerre—, die Tschebyscheff- und die Hermitepolynome
wahrscheinlich die bekannteren.

5.2. Gaufi—Quadratur. Die Eigenschaften der orthogonalen Polynome ermdoglichen
jetzt, eine interpolatorische Quadraturformel

1= ZZ:;AJ(%)

zu konstruieren, die Polynome vom Grad < 2n + 1 exakt integriert.

Theorem 5.2.1. Seien {xg,...,x,} die Nullstellen des orthogonalen Polynoms pni1,
und sei
Alz/L“ izO,l,...,n,
wobei L; das i—te Lagrange Polynom tiber xg, 1, ..., x, ist. Fir eine beliebige Funktion f sei

Gof = Aif(x).
1=0

Dann qilt fiir alle Polynome p vom Grad < 2n + 1

BEWEIS. Nachdem G, eine interpolatorische Quadraturformel mit n 4+ 1 Abszissen ist,
integriert GG, alle Polynome vom Grad < n exakt. Sei also p ein Polynom mit Grad < 2n+1.
Dann kann man p durch p,,, dividieren und erhélt eine Gleichung

D = Pn+1q + 7
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mit Polynomen ¢ und r vom Grad < n. Daher folgt
Gnp = Z Aip(z;)
i=0

= Z Ai(ppy1(zi)q(z;) + r(z;)) nach Konstruktion
i=0

= Z Air(z;)  weil ppii(x;) =0
i=0
= G,r

= / r weil GG, Polynome vom Grad < n exakt integriert

= /(Pn+1q + 1) wegen Proposition 5.1.1.2

Eine wichtige Folgerung aus diesem Resultat, das die Stabilitdt der GauB3i—Formeln im-
pliziert, ist die Positivitdat der Koeffizienten A;. Es folgt ndmlich

O

L) = L) = {O wen i 7

1 wenn i =j.

Wegen L?(x) > 0 und grad(L?) = 2n < 2n + 1 gilt
0< /L? =G,L} =) AL (x;) = A
=0

Nachdem Ay + -+ + A, = [ 1, ist kein Koeffizient grofier als [ 1. Das hat zur Konsequenz,
daB keine einzelnen Werte f(x;) zu stark gewichtet werden, woraus die Gutartigkeit der
Gauflschen Integrationsmethode folgt. Speziell gilt

Theorem 5.2.2. Der Fehlerterm der Gaufischen Quadraturformeln betrdgt

B f(2n+2)(€)
/f—an—m/piH,

sofern f € C*"2[a,b], wobei & € [a,b]. Ferner folgt aus der Positivitit der Koeffizienten A,
und dem Satz von Weierstraf$ fiir stetige Funktionen f

lim Gof = | f.

5.3. Gauf3—Kronrod Formeln. Wenn man die verschiedenen anderen Integrations-
methoden, wie Extrapolationsverfahren und Newton—Cotes Formeln, mit der Gauflschen
Integration vergleicht, so findet man aus den Fehlerformeln, daf§ die GauB-Quadratur die
hochste Ordnung besitzt und daher wahrscheinlich auch die genauesten Resultate liefert.
Mochte man jedoch ein gegebenes Integral mit der Genauigkeit € approximieren, so findet
man schnell heraus, wie schwierig es ist, das korrekte n herauszufinden, fiir das [ f—G,f <&

gilt. Das liegt vor allem an der Tatsache, daB sich f("*2 nur schwer iiber [a,b] abschétzen
l1a83t.
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Geht man aufgrund dieser Schwierigkeiten dazu iiber, der Reihe nach mehrere G f zu
berechnen, so stofit man schnell auf das Problem, dafl (eventuell bis auf den Intervallmittel-
punkt) keine zwei Gaufiformeln dieselben Abszissen z; besitzen. Man kann also die bereits
berechneten Funktionswerte nicht wiederverwenden. Diese Eigenschaft der Gaufschen For-
meln bedingt, daf in der praktischen Anwendung die theoretischen Vorteile dieser Methode
sehr schnell verloren gehen.

Eine Losung dafiir schlug [Kronrod 1965] vor: Man gibt im néchsten Schritt die n be-
reits berechneten Abszissen der Formel G, fest vor und konstruiert eine (2n+1)-Punktformel,
die die dann grofftmogliche Ordnung 3n + 1 besitzt fiir n gerade, bzw. 3n+ 2 fiir n ungerade.
Die neuen Abszissen liegen in den Intervallen

(a,x0), (xo, 1)y oy (Tp_1,n), (Tn, b).

Im néchsten Schritt erhéht man n wieder bei Beibehaltung der bereits berechneten Abszis-
sen. Es gibt Softwareprogramme und Tabellen, die die Abszissen und die Koeffizienten A;
berechnen. Gaufi—Kronrod Integration ist in den meisten Mathematikpaketen (Mathematica,
MAPLE, ...) das bevorzugte Verfahren zur eindimensionalen numerischen Integration.

6. Adaptive Verfahren

Eine Moglichkeit die Genauigkeit von Quadraturverfahren zu steigern ist, das Intervall
in Teilstiicke aufzuteilen, wie wir schon bei der zusammengesetzten Trapezregel gesehen
haben. Ein &dhnliches Verfahren ist auch bei Verwendung anderer Newton—Cotes Formeln
erfolgreich. Leider erhoht eine feinere Unterteilung auch den Rechenaufwand betréachtlich.
Die Beobachtung, daf§ die feine Unterteilung nicht in jedem Teilabschnitt des Intervalls [a, b]
notwendig wére, fithrt zu den adaptiven Integrationsverfahren.

Ein adaptives Verfahren unterteilt das Integrationsintervall rekursiv solange bis in jedem
Teilintervall die erforderliche Genauigkeit erreicht ist. In jedem Teil wird zur Berechnung des
Integrals eine einfache Newton—-Cotes Formel verwendet. Das fiihrt dazu, dafl die am Ende
gewihlte Unterteilung dort fein wird wo der Integrand stark variiert und dort grob bleibt
wo der Integrand sehr gut durch das Interpolationspolynom approximiert wird.

Als Abbruchkriterium fiir die weitere Unterteilung verwendet man zwei verschiedene
Néherungswerte J; und J, fiir das Integral iiber dasselbe Teilstiick. Man kann fiir J; etwa
die Trapezregel und fiir J, den Wert der Simpsonregel verwenden. Dann stoppt man die
weitere Halbierung, wenn

J1 + I= Jy + I

ist fiir einen Schitzwert I, der die korrekte Grofenordnung des Integrales richtig wiedergibt.
In [Gander 1985] kann man einen Algorithmus finden, der mittels Definition einer rekursi-
ven Prozedur die fortgesetzte Unterteilung durchfiihrt. Méchte man auf rekursive Strukturen
verzichten, so kann man ein adaptives Verfahren etwa folgendermaflen formulieren. Dieses
Verfahren verwendet die Trapezregel und die Simpsonregel.

Algorithmus 6.0.1. Adaptives Quadraturverfahren
ag=a; a; =2>b
fo = F(a); fi = f(b)
I=(b—a)(fo+f1)/2
I=0
1=0k=1p=1;,s=1
11 = 1; Ein Vektor von Indices, welche Intervalle betrachtet werden
for i = 0 to MAXITER do

h = a, — a;

m = (a +a;)/2
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g=f(m)

Jv=h(f; + fr)/2

Jo = (J1 4+ 2hg)/3

if I +.J, =+ J, then
p=p+1;s=s+1
ap = Mm; fp:g

k=p;is=p

else
I=1+J
J=1s
s=s—1
k=1,

endif

if s =0 then
return(/)

endif

done

Die Subunterteilungen, die ein adaptives Integrationsverfahren in etwa erzeugt, sind in
Abbildung 6.4 dargestellt.

— -

a b

ABBILDUNG 6.4. Adaptives Quadraturverfahren

7. Transformationen

Auf die Wichtigkeit, ein Integral vor Anwendung eines der beschriebenen Integrations-
verfahren auf eine verniinftige Gestalt zu transformieren, sei explizit hingewiesen. Besonders,
wenn der Integrand im Integrationsintervall Singularitdten aufweist, ist Vorsicht geboten.

Die am h&ufigsten angewendete Transformation ist eine algebraische Substitution, wie
im folgenden Beispiel dargestellt:

/01 za f(z)de = q/1 Pl £(29) dt.

0

Das erste Integral enthélt eine Singularitdt an 0, falls p € Z, ¢ € N und p > —q; f sei
analytisch in [0, 1]. Andererseits hat fiir p+ ¢ — 1 > 0 das zweite Integral keine Singularitiit.
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Mit einer Substitution der Form x = tanht kann man unbekannte Randsingularitéten
iiber dem Intervall [0, 1] dadurch auflésen, da8 das Integrationsintervall auf (—oo, 0o) iiber-
gefithrt wird und die Singularitéten dabei verloren gehen.

Befindet man sich bereits auf einem unbeschréankten Integrationsintervall, féllt aber der
Integrand so langsam ab, daf keine Integrationsmethode (Trapezregel, GauBquadratur) ein
verniinftiges Resultat liefert, so kann man mit Hilfe der Transformation # = sinh ¢ die Fallge-
schwindigkeit der Funktion so weit steigern, daf schliefilich exponentielles Abklingen eintritt.
Es gibt kaum Integranden, fiir die endlich viele Schritte dieser Substitution nicht ausreichen,
um exponentielles Abklingen zu erreichen.

Das sind nur wenige Beispiele von Substitutionen, die man iibrigens auch numerisch statt
algebraisch durchfithren kann. Beim Auftreten von Singularititen oder stark variierenden
Integranden lohnt es sich jedoch immer, zuerst einige Transformationen durchzufiihren bevor
man ein numerisches Integrationsverfahren anwendet, auch wenn es einige analytische Arbeit
bendtigt. In diesem Fall wird auch numerisch Integrieren wieder eine Kunst.

8. Numerische Differentiation

Wie schon angedeutet, dreht sich numerisch der eingangs zitierte Spruch um: ,,Numerisch
Integrieren ist eine Wissenschaft, Numerisch Differenzieren ist eine Kunst.*

In Abschnitt 1 haben wir die beiden Methoden des Differenzierens untersucht, die sich
vom mathematischen Standpunkt her am meisten aufdréangen, und wir haben beide als un-
befriedigend erkannt. Andererseits gibt es nicht viel Wahl, und so wollen wir versuchen, die
beiden Ansétze zu verbessern und zugénglicher bzw. numerisch verwendbarer zu machen.

8.1. Automatische Differentiation — Vorwértsmethode. Wie wir in der Einlei-
tung festgestellt haben, ist ein numerischer Zugang zur Differentiation nicht einfach, und
im allgemeinen ist die Genauigkeit, mit der Ableitungen numerisch approximiert werden
konnen, begrenzt. Daher wére ein Verfahren praktisch, mit dem man die Stérke der symboli-
schen Differentiation erhalten kénnte, ohne tatséchlich ein Programm verwenden zu miissen,
das symbolisch rechnen kann.

Der Weg zu diesem Verfahren fiihrt iiber die Rechenregeln der Differentiation, speziell
iitber die Kettenregel. Die meisten modernen Programmiersprachen erlauben es dem An-
wender, die arithmetischen Operatoren umzudefinieren (operator overloading) und fiir neue
Zahlentypen zu verwenden.

Dieses Faktum kann man ausnutzen, indem man eine neue Algebra einfiihrt, deren Ele-
mente aus Paaren (f, f') reeller Zahlen bestehen, fiir die die Rechenoperationen o in geeig-
neter Weise definiert werden. Diese Algebra der Differentialzahlen werden wir im folgenden
mathematisch exakt definieren.

Definition 8.1.1. Sei DR die Menge R x R von Paaren reeller Zahlen, im folgenden
mut
df = (. 1)
bezeichnet zusammen mit den folgenden arithmetischen Operationen:
df £dg = (f+g.f +4)
Adf == (Af,Af)
df = dg := (f*g ffrg+f*d)
df /dg = (h, (f' = h*g')/h) mith=f/g firg#0
h*f,n*h*f) mit h = f*1 firl<neR
(h,nxhx f'/f) mith= f" firl>neR, f>0
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dfdg = (hh*(kxg +g=f/f) mitk=1log(f), h=-exp(g*k) firg>0

Die Funktionen ¢ : R — R werden auf DR gemdf folgender Regel fortgesetzt:

pldf) = (e(f),¢'(f) * [)
wo p(f) und @' f definiert sind. Zum Beispiel gelten

abs(df) := (abs(f),sgn(f) = f') fir f #0,

Vdf = (b, f')(2h)) it h=/F,
expldf) == (h.h f) mit h = exp(f),
log(df) == (log(f), f'/f) fiir f >0,
gy o { T2 1) it =sin(f) - fiisin(f) > V22

V(W1 =hZ Rk ) mit h=cos(f) firsin(f) < v2/2.

DR bildet zusammen mit den Operationen +, —, * eine kommutative Algebra mit Eins-
element (1,0) (und Nullelement (0,0)). Die Algebra ist nicht nullteilerfrei, da etwa (0, 1) *
(0,1) = (0,0) gilt. Die Differentialzahlen der Form a = (a,0) bilde eine Teilalgebra von
DR, die isomorph zu R ist und daher mit R identifiziert wird. Differentialzahlen dieser Form
heiflen auch Konstanten.

Um die Differentialzahlen zur Berechnung von Ableitungen beliebiger Funktionen verwen-

den zu konnen ist noch die folgende Beobachtung, die in einfacher Weise aus den Definitionen
folgt, von Néten.

Proposition 8.1.2. Seien f, g reelle Funktionen R — R, die an xq € R differenzierbar
sind, und seien

df = (f(xo), f'(z0)),  dg = (9(0), 7 (20))
Differentialzahlen.

(1) Sei o irgendeine der oben definierten arithmetischen Operationen, und sei die Funk-
tion p definiert als

p(z) = f(x)og(z).
p ist dann offensichtlich bei xqy differenzierbar, und es gilt
(p(20), P'(20)) = df o dg.

(2) Ist ¢ : R — R eine an xq differenzierbare Funktion, und sei q gegeben durch

q(z) = f(e(x)).

Dann ist auch q bei xo differenzierbar, und es gilt

(Q(Io)aq,(xo)) = p(df).

Aus dieser Proposition folgt als einfaches Korollar folgender zentraler Satz iiber Diffe-
rentialzahlen.

Theorem 8.1.3. Sei f ein Ausdruck in einer Variable x, zusammengesetzt aus arith-
metischen Operationen und elementaren Funktionen, und sei die Differentialzahl f(dx) mit
dx = (xo, 1) definiert. Dann ist die durch f beschriebene Funktion an xq differenzierbar, und
es gilt

(f(x0), f'(z0)) = f(dx).
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Man kann also Differentialzahlen zur Bestimmung der Ableitung einer beliebigen durch
einen Ausdruck gegebenen Funktion f verwenden ohne einen Ausdruck fiir /' zu kennen.

Das folgende Beispiel fiir die Anwendung von Differentialzahlen ist aus [Neumaier 2000)]
genommen.

Beispiel 8.1.4. Angenommen, wir wollen die Ableitung der Funktion

r—1)(x+3 3
foy D)
x4+ 2 x4+ 2
an der Stelle xqg = 3 bestimmen. Um mit den Ergebnissen der symblischen Differentiation zu

vergleichen, bestimmen wir die Ableitungsfunktion

3
/ — 1

fz) + (x +2)?
Funktionsauswertungen liefern sofort

12 28

3)=—=24 '(3) = — =1.12.

Verwenden wir nun Differentialzahlen zur Bestimmung von f'(3), so missen wir f(dx) fir
dx = (3,1) berechnen. Um die Unabhingigkeit vom arithmetischen Ausdruck zu belegen,

berechnen wir fiir beide oben angegebenen arithmetischen Ausdriicke.

(3,1)+2
(2, )x(6,1)  (12,8)
(5,1 (5,1)

_(E 8_1?2*1)_(1_2 2)
- 5’ 5 - 5725/"

bzw.
/ . 3 B
3 30—2x1\
~en- g =60 - (321 -

= (¥:%):

Die Methode, mittels Differentialzahlen Ableitungen von Funktionen zu berechnen nennt
man auch Vorwdrtsmethode der automatischen Differentiation. Man kann sie sowohl auf
hohere Ableitungen als auch auf die Bestimmung partieller Ableitungen (des Gradienten)
von Funktionen mehrerer Verdnderlicher verallgemeinern.

Hierbei ist die Berechnung héherer Ableitungen f”(xq), . .., f™(zo) mit relativ geringem
Aufwand von n?N Operationen moglich, falls N Operationen zur Auswertung von f nétig
sind.

Die Bestimmung des Gradienten einer mehrdmensionalen Funktion hat dahingehend
hoheren Aufwand, und in Teil 2 in Kapitel 16 werden wir die Riickwértsmethode der au-
tomatischen Differentiation kennenlernen, die hilft den Aufwand auch fiir die Bestimmung
partieller Ableitungen klein zu halten.

8.2. Differenzenquotienten — Extrapolation. Die Differentiationsmethode aus Ab-
schnitt 8.1 funktioniert natiirlich nur fiir Funktionen, die durch einen Ausdruck gegeben sind.
In der Praxis trifft man allerdings oftmals auf Funktionen, fiir die nur die Bestimmung von
Funktionswerten moglich ist, oftmals durch einen aufwendigen Algorithmus (etwa das Losen
einer Differentialgleichung).
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In der Einleitung haben wir schon den einfachsten Fall zur numerischen Annéherung der
Ableitung f'(x¢) zu einer gegebenen Funktion f betrachtet, den Vorwdrtsdifferenzenquoti-
enten.

p(h) := flwg,x0 + h] = f(zo + h}i — f(zo)

Den Approximationsfehler findet man sofort durch Taylorentwicklung

k F+1) (o)

p(h) = f'(x0) + Z mhl + O(h*), (63)

wenn f an xy mindestens (k + 2)-mal differenzierbar ist. Wenn die Auswertung von f sehr
aufwendig ist, approximiert man mit einem fix gewéhlten p(h) und handelt sich einen Fehler
der Groflenordnung O(h) ein. Die damit erzielbare Genauigkeit ist dann begrenzt wegen der
in der Einleitung besprochenen Ausloschungseffekte.

Mit einem geeigneten Trick kann man die Approximationseigenschaften verbessern oh-
ne die Anzahl der Funktionsauswertungen von f zu erhéhen. Verwenden wir ndmlich den
zentralen Differenzenquotienten

(1) = flag + by — ] = LIS )
k f(2i+1)($0)

= flw)+2 (2i+ 1)

i=1

64
h2i + O(h2k+2), ( )

so kénnen wir die Ableitung mit dem kleineren Fehler O(h?) approximieren, falls f wenigstens
zweimal differenzierbar ist.

Beispiel 8.2.1. Wir verwenden wieder die Funktion f(z) = 3

um die Frgebnisse vergleichen zu kénnen.
h| ((L+h)* = (1= h)%)/(2h)
1(4
1071 | 3.010000000000002
1072 | 3.000100000000006
1073 | 3.000000999999863
10~ 3.000000009999448
1073 | 3.000000000097369
107% | 2.999999999919734
1077 | 3.000000000086267
1078 | 2.999999992869817
1079 | 3.000000081687659
10719 | 3.000000248221113
10~ | 3.000000248221113
10712 | 3.000100168293329
10713 | 2.99926750102486
1071 | 2.997602166487923
1071° | 3.164135620181696
10716 | 1.665334536937735

In dem Beispiel erkennen wir, daf die Genauigkeit besser wird, bei h = 1079 betrigt die
grofite Genauigkeit 10 signifikante Stellen. Wir haben also zwei signifikante Stellen gewonnen.
Es treten aber wieder genau die gleichen Ausloschungseffekte auf wie fiir den Vorwértsdiffe-
renzenquotienten.

wie in der Einleitung,
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Will man dieses Problem umgehen, ist es notwendig, die Funktion 6fter als zweimal aus-
zuwerten. Kann man sich das leisten, so bietet sich folgende Betrachtungsweise an. Die Tay-
lorentwicklungen in den Gleichungen (63) und (64) deuten darauf hin, dafl sich die Funktion
p(h) wie ein Polynom bei h = 0 verhélt. Es ist also wie bei der Idee des Rombergverfahrens
(siche Abschnitt 3.2) einen Versuch wert, den p(0) durch Polynomextrapolation zu schétzen
und zu hoffen, dafl die Approximation besser ist als die Approximationen fiir die einzelnen
h.

Dies ist im allgemeinen auch der Fall, wie wir aus folgenden einfachen Rechnungen sehen
koénnen:

Beispiel 8.2.2. Wir berechnen ein letztes Mal die Ableitung von f(z) = x3 an v = 1.

Diesmal verwenden wir die Werte fiir h = 271,272,273 274 und den Newville-artigen Algo-
rithmus zur Polynomextrapolation. Mit den Vorwdrtsdifferenzenquotienten erhalten wir den
Schitzwert f'(1) = 3, mit 15 richtigen signifikanten Stellen, errechnet aus 4 Funktionswer-
ten von f, von denen keiner als Approzimation getaugt hitte (p(2=*) = 3.19140625). Das
ist natirlich auch durch die Finfachheit der Funktion f bedingt, doch im allgemeinen ist

derselbe Effekt bemerkbar.

Die zentralen Differenzenquotienten liefern noch schneller noch genauere Approxima-
tionen, doch man muf} fiir eine Extrapolation mit n Differenzenquotienten immerhin 2n
Funktionswerte berechnen statt n + 1 Werte fiir die Vorwértsdifferenzenquotienten.

Bemerkung 8.2.3. Eine ausfiihrliche Fehleranalyse, die man etwa in [Neumaier 2000,
3.2] nachschlagen kann liefert fir die beziiglich Genauigkeit optimale Schrittweite h den
Schdtzwert

f(z)

flz + ho,x — hg)

fiir den Vorwdrtsdifferenzenquotienten, und die maximal erreichbare Rechengenauigkeit ist
O(y/eps). Fiir die zentralen Differenzenquotienten wahlt man

= |22
oPt flz + ho,x — hg)

opt —

eps! /2

eps!/3

und erhdlt eine Genauigkeit von O(eps2/3). Verwendet man Extrapolation mit 5 Werten von
p(h) mit h = hg27", i = 0,...,4, dann erhdlt man eine Mazimalgenauigkeit von O(eps®/%)
bei der optimalen Wahl von hy = O(eps'/®). Fiir Estrapolation von p(h?) steigt die Ma-
zimalgenavigkeit auf den beinahe perfekten Wert O(eps''/'?), wobei man am giinstigsten
h = O(eps*/'%) wdhlt.

Fiir die Approximation hoherer Ableitungen wéahlt man hohere dividierte Differenzen,
und wieder ist Extrapolation die beste Methode zur Schitzung der Ableitung. Fiir zweite
Ableitungen verwendet man den hoheren zentralen Differenzenquotienten

flea+h)—2f(x)+ flz—h)
h? ’
und bei h = O(eps'/*) ist der Approximationsfehler O(eps'/?). Mit quadratischer Approxi-

mation (3 Werte) verbessert sich das zu h = O(eps'/®) mit einer Fehlergrofie von O(eps®/4).
Fiir dritte Ableitungen erhalten wir

p(h?) = 2f[x — h,z,x + h] =

3(f(@+2h) — f(o—2h) — (f(z +h) — f(z = h))

h3 ’
und der Fehler ist von GréBenordnung O(eps?/®) bei optimaler Wahl von h = O(eps'/®).
Wieder verbessert Extrapolation diese Werte.

p(h?) := 6 f[x—2h,x—h,z+h,z+2h] =
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Man bemerke, dafl h fiir hohere Ableitungen immer grofler gewahlt werden muf3, da die
Ausloschungseffekte sich viel stérker auswirken. Gleichzeitig werden die Fehlerordnungen
grofer und die Notwendigkeit zur Extrapolation stéarker.

Wie beim Integrieren liefert dariiber hinaus rationale Extrapolation noch bessere Ergeb-
nisse als Polynomextrapolation, doch sei hier keine genaue Fehleranalyse angegeben, da das
den Rahmen der Vorlesung sprengen wiirde.

9. Software

Wie bei den Interpolationsproblemen gibt es grofie Mengen an Standardsoftware zusétz-
lich zu den in Mathematica bzw. MAPLE enthaltenen GauBB—Kronrod Verfahren.

Sowohl NAG als auch IMSL, SLATEC und CMLIB beinhalten eine grofie Sammlung
spezieller Integrationsprogramme. Auflerdem steht mit QUADPACK eine eigene Bibliothek zur
Verfiigung, die so auf Integration spezialisiert ist, wie es LAPACK auf lineare Algebra ist.

Bei den Software-Integrationsprogrammen ist es jedoch besonders wichtig, die richtige
Funktion fiir den jeweiligen Integranden zu wéahlen.

Es gibt in allen Sammlungen Funktionen fiir global adaptive Unterteilungsstrategien
(QUADPACK/qag, NAG/d01aue, IMSL/MATH-LIBRARY/qdag), fiir Integranden mit Singularitidten
unbekannten Typs (QUADPACK/qags, NAG/d0O1aje, IMSL/MATH-LIBRARY/qdags), fiir Singula-
ritdten mit bekannter Lage (QUADPACK/qagp, NAG/dOlale, IMSL/MATH-LIBRARY/qdagp), fiir
algebraisch—logarithmische Endpunktsingularitdten (IMSL/MATH-LIBRARY/qdaws, NAG/dO1ape,
QUADPACK/qaws), fiir unendliche Integrationsbereiche (IMSL/MATH-LIBRARY/qdagi, NAG/d0O1lame,
QUADPACK/qgagi) und fiir einige weitere Quadraturaufgaben wie verschiedene Gewichtsfunk-
tionen und Cauchysche Hauptwerte. Beinahe alle diese Programme verwenden Gauf3—Kronrod
Formeln oder Abwandlungen bzw. spezielle Methoden zur Behandlung der Singularitéten.






KAPITEL 7

Nichtlineare Gleichungssysteme I:
Eindimensionaler Fall, Nullstellen

1. Grundlagen

Die Losung von Gleichungssystemen ist eine der wichtigsten Teilaufgaben der numeri-
schen Mathematik. Den einfachsten Fall bilden die linearen Gleichungssysteme, die wir mit
den Methoden der numerischen linearen Algebra in den Kapiteln 3 und 4 algorithmisch gel6st
haben.

Nichtlineare Gleichungssysteme sind eine Stufe schwieriger, da die Bandbreite der Pro-
bleme viel grofler ist. Lineare Gleichungssysteme @hneln einander sehr stark, und man kann
den Koeffizienten der Variablen eindeutig ansehen, ob das Problem Lésungen hat, und ob die
Losung eindeutig ist. Die einzigen Schwierigkeiten des linearen Falls sind Rundungsfehler.

Nichtlineare Gleichungen présentieren sich ganz anders. Es geniigt nicht ein Problem zu
untersuchen, um Informationen iiber alle anderen zu erhalten. Es ist algorithmisch maoglich,
wie wir in diesem Kapitel sehen werden, einzelne Losungen der Gleichung zu finden, doch
bereits die Untersuchung, ob Loésungen existieren und wie viele Losungen existieren ist ein
extrem schwieriges Problem. In Teil 2 Kapitel 13, wenn wir den mehrdimensionalen Fall
behandeln, werden wir dazu kurze Untersuchungen anstellen, doch es wird erst in Teil 2
Kapitel 18 moglich sein, Algorithmen zu entwickeln, die sicherstellen kénnen, alle Losungen
eines nichtlinearen Gleichungssystems zu finden.

In diesem Abschnitt wollen wir jedoch mit dem einfachsten Fall beginnen und uns
auf nichtlineare Gleichungen in einer Variablen beschrénken. Ferner wollen wir uns damit
begniigen Approximationen einzelner Losungen zu finden ohne Wert auf die Vollstandigkeit
der Losungsmenge zu legen.

1.1. Problemstellung. Sei f : R — R eine Funktion. Wir suchen zu einem n € R ein
¢ € Rmit f(§) = n. Doch sogar dieser einfache Fall ist fiir eine numerische Behandlung noch
zu allgemein. Wir werden fiir die Funktion f mindestens noch stetig voraussetzen. Auflerdem
konnen wir die Gleichung f(§) = n umformen zu f(§) —n = 0, und auf diese Weise kommen
wir zu der folgenden Problemstellung

Sei f : R — R stetig. Wir suchen ein £ € R mit f(£) = 0.

Wegen der Umformung auf , = 0“ bedeutet die Losung einer nichtlinearen Gleichung
also das Auffinden einer Nullstelle der Funktion f, es wir daher auch (eindimensionales,
univariates) Nullstellenproblem genannt.

Trotz seiner Eingeschrénktheit tritt bereits das eindimensionale Nullstellenproblem in
der numerischen Mathematik an vielen Stellen als wichtiger Teil anderer Verfahren auf. So
ist etwa

(1) Ein Minimum oder Maximum einer Funktion f {iber einem Intervall [a, b] entweder
einer der Randpunkte oder eine Nullstelle der Ableitungsfunktion f’(z), die in ]a, b]
liegt.

201
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(2) Die Singularitéten einer Funktion f : R — R, also die Punkte £ € R mit lim,_.¢ f(z) =
400, lassen sich als Nullstellen der reziproken Funktion

g(fﬂ):{F iié

finden.

(3) Die Eigenwerte einer Matrix A sind die Nullstellen ihres charakteristischen Polynoms
p(A) = det(A — All). Dieser Fall wird aber iiblicherweise nicht direkt als Nullstellen-
problem behandelt sondern mit Hilfe anderer Methoden bewéltigt, wie in Kapitel 9
beschrieben.

(4) Wie wir in Teil 2 Kapitel 19 sehen werden, kann man Randwertprobleme der Form

y'(x) = f(z,y,9"), y:la,0] =R
y(a) = Yo, y() = v,

wenn sie losbar sind, durch Betrachtung der entsprechenden Anfangswertprobleme

(65)

yél(x) = f('raytvyDa Yt - [a7b] - R
yi(a) = Yo, yila) =t,

fiir verschiedene Parameter ¢ behandeln. In diesem Fall ist offenbar y; eine Losung
von 65, wenn t eine Nullstelle der Funktion

h(t) = ye(b) — u
ist.

Wie wir sehen, kénnen Funktionsauswertungen von f einfach oder sehr aufwendig sein.
Es kann eine explizite Formel von f bekannt sein, oder es ist wie in (4) nur ein Algorithmus
zur Auswertung von f gegeben. Ist kein expliziter arithmetischer Ausdruck fiir f bekannt,
so ist es auBlerdem meist nicht méglich, die Ableitung von f zu bestimmen.

Unser Ziel wird es also sein, Algorithmen zur Nullstellensuche zu finden, die moglichst
wenige Funktionswerte verwenden und moglichst keine Ableitungsinformation benutzen.

2. Bisektionsverfahren

2.1. Grundlagen. Der einfachste Algorithmus zur Nullstellensuche basiert auf einer
wichtigen, aus der Analysis bekannten Eigenschaft der reellen Zahlen, dem Intervallschach-
telungsprinzip, und einer Eigenschaft reeller, stetiger Funktionen, dem Zwischenwertsatz.

Sei f wieder die zu untersuchende stetige reelle Funktion. Nehmen wir an, wir kennen
zwei Punkte a und b, an denen f unterschiedliches Vorzeichen hat, d.h. fiir die f(a)f(b) <0
gilt. In einem solchen Fall folgt aus dem Zwischenwertsatz, dal f, das ja im Intervall [a, ]
das Vorzeichen wechselt, wenigstens eine Nullstelle in |a, b] besitzt. Das Paar (a,b) wird in
diesem Fall auch als Klammer (Finschlieffung) bezeichnet.

Wiederholte Bisektion an geschickt gewéhlten Teilungspunkten erzeugt eine Folge im-
mer kleiner werdender Intervalle, die nach dem Intervallschachtelungsprinzip am Ende eine
Nullstelle von f enthalten wird.

2.2. Mittelpunktbisektion. Im einfachsten Fall, wenn man aufler Funktionswerten
keine weitere Information iiber f besitzt, wahlt man als Teilungspunkt in jedem Schritt
den Mittelpunkt des EinschlieBungsintervall. Das fithrt zum #&uflerst stabilen (aber auch
langsamen) Algorithmus der Mittelpunktbisektion.

Algorithmus 2.2.1. Mittelpunktbisektion
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f=I(a)
fh=f(b)
if f+ fh >0 then
error “Kein Vorzeichenwechsel in |a,b]”

endif
if f > 0 then
r=a
a=b
b=z ; jetzt gilt f(a) <0< f(b)
endif
1=2
if f == 0 then
r=a
else
z=(a+b)/2
1=1+1
f=f(z)
while |a — b| > € do
if f > 0 then
b=z
endif
if f <0 then
a=x
endif
z=(a+b)/2
1=141
I=f(z)
done
endif

stop “f hat eine Nullstelle & mit | — x| < e”.

Beispiel 2.2.2. Wir verwenden die Funktion f(x) = z* — 5, um ausgehend von den

Startwerten a = 1 und b = 3 die Nullstelle £ = /5 = 2.2360679774997 . .. zu approzimieren.
Algorithmus 2.2.1 liefert die folgenden Resultate:

ZT; T T;

2 10 2.2421875
2.5 11 2.23828125
2.25 12 2.236328125

2.125 15 2.2353515625
2.1875 14 2.23583984375
2.21875 | 15 2.236083984375
2.234375 | 16 1.2359619140625

Nach den ersten zehn Iterationsschritten ist das Einschlieffungsintervall um einen Faktor
210 = 1024 verkleinert worden, die Genauigkeit ist also um 3 Dezimalstellen verbessert wor-
den. Damit das Verfahren die ansprechende Genauigkeit von etwa 10 Dezimalstellen erreicht,
sind zusdtzlich zu den angegebenen 14 Schritten weitere 20 Iterationen nétig.

© 0 3 S Grds of e

Proposition 2.2.3. Bezeichnen wir mit a;, b; und z; die Finschlieffungen und berech-
neten Mittelpunkte im i—ten Iterationsschritt, dann erfillt der mazximale Fehler in x; die
folgende Beziehung

lz; — & < %’bz —a;| =27"|b—q|
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fir i > 2.
BEWEIS. Einsetzen in die Definition des Algorithmus. 0

Proposition 2.2.4. Algorithmus 2.2.1 terminiert nach

|b—a

t =2+ [log,

]

Funktionsauswertungen.

BEWEIs. Folgt sofort aus der Beziehung in Proposition 2.2.3 und der Abbruchbedingung
des Algorithmus 2.2.1. O

Wegen Proposition 2.2.3 konvergiert die Mittelpunktbisektion global und (R-)linear mit
Faktor ¢ = %

Achtet man nicht auf korrekt gerichtete Rundung, so kann die Fehlerabschétzung in Pro-
position 2.2.3 ungiiltig werden, doch man kann immer noch sagen, dafi das letzte berechnete
x; eine gute Approximation fiir £ ist, in dem Sinne, daf§ die durch Gleitkommaarithmetik
berechnete Funktion f nahe bei x; das Vorzeichen wechselt.

3. Sekantenverfahren

3.1. Grundlagen. Will man das langsame Konvergenzverhalten der Bisektionsmethode
aus Abschnitt 2 verbessern, verwendet man, dafl glatte Funktionen in der N&he einfacher
Nullstellen gut linearisiert also durch Geraden approximiert werden koénnen.

Davon ausgehend argumentiert man folgendermaflen: Kennt man zwei Approximationen
21 und x5 einer Nullstelle der Funktion f, so ist die Nullstelle selbst im allgemeinen nahe
dem Schnittpunkt der Geraden durch (z1, f(x1)) und (z9, f(x2)), der Sekante von f bei x;
und x,, mit der x—Achse.

Mathematisch driickt sich das folgendermaflien aus. Die Sekante ist das lineare Interpola-
tionspolynom (siehe Kapitel 5) zu den Stiitzstellen (z1, f(z1)) und (z2, f(x2)), daher gegeben
durch

Por(x) = f(z1) + floy, 22 (z — 21).

Die Nullstelle ¢ dieser Funktion ist leicht berechenbar. Sie existiert, falls fiir die Steigung
flz1, xe] # 0 gilt, und in diesem Fall erhalten wir

f(z1)

c=m- flw1, za]

(66)

Nachdem wir erwarten, dafl die Nullstelle ¢ der Sekante eine bessere Approximation fiir die
Nullstelle der Funktion f ist als die urspriinglichen Naherungswerte x; und s, kénnen wir
Gleichung (66) zur Definition eines Iterationsverfahrens heranziehen. Fiir eine graphische
Darstellung siehe Abbildung 7.1

Man beginnt mit zwei Ndherungswerten xo und x; fiir die Nullstelle, deren Funktionswerte
verschiedene Funktionswerte aufweist. Dann berechnet man weitere Approximationen z;,
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x1 X2

ABBILDUNG 7.1. Ein Schritt des Sekantenverfahrens

1 > 2 geméf folgender Iterationsvorschrift

R | O
i ’ f[xiafi—l]
_ . @wimzi)f(@)
b fla) = flrio)
=z Ty — XTj—1 _

1= fli)/ f(x)
Iz’—1f($i) - l'if(%'—l)
fl) = fleia)

wobei die letzte der vier dquivalenten Darstellungen meist numerisch instabiler ist als die
anderen drei.

Algorithmus 3.1.1. Sekantenverfahren

Iy =a

To = b

i=2

while |f(x;)| > ¢ do
it = T T T ) 1)
1=1+1

done

stop “f hat eine Nullstelle & nahe x;”.

Beispiel 3.1.2. Betrachten wir die Funktion f(x) = x® — 5 mit den Startwerten xy = 1
und x1 = 3. Das Iterationsverfahren 3.1.1 liefert die Ergebnisse
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NN W —
[\

2.23809523809524
2.23605150214592
2.23606797003472
2.23606797749982

2.23606797749979

oD TGP oA D

—0.159999999999999
0.0090702947845811
—7.36797509617304 - 10~°
—3.33848246825141 - 1078
1.23456800338317 - 10~ '3
8.88178419700125 - 1016

3.2. Konvergenzgeschwindigkeit. Das Sekantenverfahren konvergiert lokal superli-
near gegen &, wenn £ einfache Nullstelle der Funktion f ist.

Proposition 3.2.1. Sei f in der Ndhe der Nullstelle & zweimal stetig differenzierbar,
und es gelte f'(§) # 0. Sei ¢ := %f”(ﬁ)/f’(ﬁ) Dann ist die durch das Sekantenverfahren
definierte Folge x; konvergent gegen &, fiir alle Startwerte xo und x1, die gentigend nahe bei
& sind, und es gilt die Abschdtzung

Tit1 — Ty = Cz‘(ﬂﬂi - f)(%‘—l - 5)
mit
lim ¢; = c.
71— 00

Speziell gilt, daf$ das Sekantenverfahren lokal iberlinear konvergiert.
BEWEIS. Wegen der Newtonschen Interpolationsformel gilt

0= f(&) = f(zs) + flri, zia](§ — ) + flzi, zior, §(§ — i) (§ — wi1).

In einer geniigend kleinen Umgebung von ¢ ist die Steigung f[x;, ;1] ungleich Null, da
(&) # 0 vorausgesetzt ist. Damit kann man umformen zu

f () fl, xi1, €
§=1; — ozl flonaea] (—z)( i) =
= Tip1 — (€ — x)(§ — xio1),
wobei wir
o flwi, ziz1, €]
Sl ]

gesetzt haben.

Liegen nun 7; und 7 in einer geniigen kleinen abgeschlossenen Kugel B,.(£) um &, dann
bleibt der Ausdruck
f[Th? 2, 5]

f[7717 UQ]
beschréankt. Sei ¢ eine obere Schranke, und definieren wir r := min(r, 1/2¢). Dann gilt fir
T, Tio1 € Bry(§)

Ci(7717772) =

w1 = €] < 5lw = €] < 7o,
sodaf} fur Startwerte g, z1 € B,,(§) die gesamte Folge der z; in der rp—Kugel um ¢ bleibt.
Mit Hilfe eines einfachen Induktionsargumentes folgt |z; —&| < 227%rq, und daher konvergiert
die Folge der x; gegen &.
Aus dieser Tatsache folgt dariiber hinaus noch, dafl
668 110 _
fi&g  2r©

lim ¢; =

1—00
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und mit ¢; := |¢||x;_1 — £]| folgt weiters die Beziehung
|[Tit1 — €| = qilzi — €.
Weil lim ¢; = 0 gilt, ist das Sekantenverfahren lokal {iberlinear konvergent. 0

Leider gilt das Resultat nicht fiir alle Startwerte xg, 1. Das Verfahren ist also nicht global

konvergent. Ein Beispiel fiir das Versagen der Sekantenmethode kann man in Abbildung 7.2
finden.

ABBILDUNG 7.2. Nichtkonvergenz des Sekantenverfahrens

3.3. Mehrfache Nullstellen — Nullstellencluster. Wie wir schon in fritheren Ka-
piteln gesehen haben, hat f genau dann eine m—fache Nullstelle an &, wenn die Funktion in
einer Umgebung von £ geschrieben werden kann als

flz) = (z = &§)"g(x)
mit stetiger Funktion g, die g(§) # 0 erfiillt. Fiir mehrfache Nullstellen (m > 1) ist das
Sekantenverfahren nur linear konvergent.

Beispiel 3.3.1. Sei f(x) = 22, und wir verwenden das Sekantenverfahren, um die einzige
Nullstelle ¢ = 0 dieser Funktion mit den Starwerten x; = 1 und xo = % zu finden. Der
Algorithmus 3.1.1 erzeugt die Folge
1111
3587137
Untersuchen wir das Verhalten etwas genauer, und setzen wir 1/z; = n;, so sehen wir

T34 = 1.08-1077.

X

2 2
gy = Timli T il (i — i )vwi 1 1w
il = 5 = =
Ly — Tia (@ —zim) (@ + Tim1) @+ 2
T+ T 1
Nip1 = ———— = — + = N; +Ni-1.
Lili—1 Ti  Ti-1

Die Nenner der erzeugten Folge sind also die Fibonacci—Zahlen, und daher ist die Konvergenz
(Q-)linear mit Konvergenzfaktor ¢ = (v/5 —1)/2.

Veréndert man eine Funktion mit einer m—fachen Nullstelle £ ein wenig, das passiert
etwa durch Rundungsfehler bei der Auswertung, dann hat die gestorte Funktion f(x) bis
zu m verschiedene Nullstellen in der unmittelbaren Umgebung von &, einen sogenannten
Nullstellencluster. Ist die Storung klein genug, so entstehen Nullstellen, die numerisch von
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der mehrfachen Nullstelle der ungestorten Funktion ununterscheidbar sind. In diesem Fall
konvergieren die meisten Nullstellenverfahren genauso langsam gegen einfache Nullstellen
innerhalb des Nullstellenclusters wie sie gegen die mehrfache Nullstelle konvergieren wiirden.
Im Groben kann man sagen, daf§ m-fache Nullstellencluster in einem Bereich von z/eps
numerisch nicht von einer m—fachen Nullstelle unterscheidbar sind.

Ist eine gerade Anzahl einfacher Nullstellen &1, ..., & in einem Nullstellencluster in ei-
ner Umgebung eines Punktes £* gegeben, so ist es schwierig, einen Vorzeichenwechsel der
Funktion f zu finden, da das Produkt der Linearfaktoren x — &; positiv ist fiir alle Werte x
auflerhalb des von den &; erzeugten Intervalls. Um einen Vorzeichenwechsel zu finden, mufl
man also einen Wert innerhalb des Clusters finden, was im Prinzip ebenso schwierig ist wie
eine Nullstelle selbst zu finden.

Nachdem in der Praxis Nullstellen von héherer als zweiter Ordnung nur sehr selten auf-
treten, betrachten wir in der Folge nur den Fall einer doppelten Nullstelle. In diesem Zusam-
menhang bemerken wir, daf§ wir damit auch den Fall zweier eng benachbarter Nullstellen
beschrieben haben.

Gilt f(z) = (z—&)?g(z), so kann man diese Nullstelle nicht durch einen Vorzeichenwechsel
von f erkennen. Allerdings ist £ in diesem Fall eine einfache Nullstelle der Funktion

W) = (x = &)V g(x)] = sgn(z — &) V| f(2)],

und wenn wir auf A einen Schritt des Sekantenverfahrens anwenden, erhalten wir die neue
Iterationsvorschrift

Ty — Tj—1 Ty — Tj—1

T b)) T @) @)

Das Vorzeichen ist positiv, falls £ im von x;_; und z; begrenzten Intervall liegt, und sonst
negativ. Nachdem wir ¢ nicht kennen, wahlen wir einfach das negative Vorzeichen und nennen
das durch die Vorschrift

Tit1 = T4

Ty — XTj—1

1= @)/ f @)

definierte Iterationsverfahren, das Wurzelsekantenverfahren.

Tit1 = T

Algorithmus 3.3.2. Wurzelsekantenverfahren

I =a
To = b
1=2
while |f(x;)| > ¢ do
Tip1 = Xj — ——l

1=r/f(@i1)/f(ws)
if |f(zit1)] > [f(z;)|then
h =4
Tit1 = T4
endif
1=14+1
done
stop “f hat eine Nullstelle & nahe x;”.

Algorithmus 3.3.2 konvergiert lokal superlinear im Fall einer doppelten Nullstelle &.

Beispiel 3.3.3. Die Funktion f(x) = x* — 223 + 22?2 — 22 + 1 hat die doppelte Nullstelle
¢ = 1. Beginnt man Algorithmus 3.3.2 mit den Startwerten x1 = 0, 1y = g, so erhdlt man
die folgenden Resultate.
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T Tit1 f ($i+1)

0 1.2 0.0976
1.74522604659078 1.2 0.0976

1.2 1.05644633886449 0.00674222757113

1.05644633886449 1.00526353445128 0.00005570200768
1.00526353445128 1.00014620797161 0.00000004275979
1.00014620797161 1.00000038426329 0.0000000000003
7 1.00000038426329 1.00000000002636 0

Man sieht leicht die superlineare Konvergenz, und bemerkt weiters die geringe Grenzgenau-
1gkeit der Nullstelle, obwohl der Funktionswert von f bereits 0 erreicht hat. Der Grund dafiir
ist die hohe Rundungsfehleranfilligkeit mehrfacher Nullstellen (in diesem Fall \/eps).

Fiir ein allgemeines f kann natiirlich wéhrend des Algorithmus 3.3.2 ein Vorzeichen-
wechsel auftreten, obwohl die beiden Startwerte dasselbe Vorzeichen hatten. In diesem Fall
betrachten wir das als giinstige Fiigung, da wir dann ein global konvergentes Verfahren zur
Nullstellensuche, eine EinschlieSungsmethode, anwenden konnen. Die Konstruktion eines
solchen Verfahrens, das die giinstigen Eigenschaften der Algorithmen 2.2.1, 3.1.1 und 3.3.2
verbindet, werden wir im néchsten Abschnitt in Angriff nehmen.

SO W N

4. Global superlinear konvergente Verfahren

In diesem Abschnitt wollen wir versuchen, ein global konvergentes EinschlieBungsverfah-
ren zu konstruieren, das schneller konvergiert als das Mittelpunktbisektionsverfahren.

4.1. Die naive Sekanten-Bisektions-Methode. Ein erster Schritt in die richtige
Richtung ist der Versuch, indem man den Vorzeichenwechsel im Sekantenverfahren erzwingt.
Das konnte zu globaler Konvergenz fiihren, da man auf diesem Weg ein EinschlieBungsver-
fahren konstruiert.

Man definiert das Iterationsverfahren um zu

Algorithmus 4.1.1. [terationsschritt der naiven Sekanten-Bisektion
Tiv1 = x; — f(@3)/ flwi, xiaa]
if f(ﬂfl',l)f(ﬂfprl) < 0 then

Ty = Tj—1

endif

Das erzwingt in jedem Schritt einen Vorzeichenwechsel, doch leider konvergiert das Ver-
fahren oft nicht. Jetzt ist nicht schuld, dafl sich die Punkte von der Nullstelle entfernen
konnen, sondern der Umstand, daff die Lénge der Intervalle [|[{x;,z;—1} nicht gegen 0 kon-
vergiert. Der Grund ist, daf§ die x; meist nur von einer Seite gegen £ konvergieren. Dariiber
hinaus ist die Konvergenz dieses Verfahren im allgemeinen auch nur linear.

4.2. Sekanten-Bisektions-Verfahren mit Vorzeichenwechselsuche. Bemiiht man
sich ein bifichen mehr und programmiert man sorgfaltig, dann kann man die Eigenschaften
von Bisektions- und Sekantenverfahren so kombinieren, daf§ ein robuster Algorithmus ent-
steht, der global superlinear konvergiert. Man wird allerdings sehen, dafi die Komplexitét
des Verfahrens schon sehr grof ist. Es wurde aus [Neumaier 2000] entnommen.

Algorithmus 4.2.1. Sekanten-Bisektions-Verfahren mit Vorzeichenwechselsuche
=)
nf=1
if f == 0 then
return((x, “Nullstelle erraten”))
endif
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f2=f(x2)
nf=2
if f2 ==0 then
return((x2, “Nullstelle erraten”))
endif

; finde einen Vorzeichenwechsel
while f*f2> 0 do
; setze den besten Punkt an x2.
if | f| < |f2| then
rl=x2
f1=f2
r2=x
f2=f
else
rl=x
f1=f
endif

; Wurzelsekantenmethode

r=22— (22 —21)/(1 — max(\/f1/[f2,2))

if © == 22 || nf == nfmaz then
return((x2, “Doppelte Nullstelle oder kein Vorzeichenwechsel”))
endif
f=1)
nf=nf+1
if f ==0 then
return((x, “Nullstelle erraten”))
endif

; wir haben einen Vorzeichenwechsel gefunden
slow=0
while nf < nfmazx do
; Berechnung eines neuen Punktes xx und der Genauigkeit
if slow==0 then
; Sekantenschritt
if | f| < |f2| then
v =x—(z—22)x [/(f = [2)
acc = |xx — x|
else
zr=122— (22 —2x)* f2/(f2— f)
acc = |xx — 22|
endif
elseif slow==1 then
; Sekanten-Extrapolationsschritt
if f1* f2>0 then
qg=max(f1/f2,2% (x —z1)/(x — x2))
zr =122 — (2 —2x1)/(1 —q)
acc = |xx — x|
else
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qg=max(f1/f,2% (22 —z1)/(22 — x))
zr=x—(x—21)/(1—q)
acc = |xx — x|
endif
else
; Schritt mit geometrischem Mittel
if v x 22 > 0 then
xx = x % \/22/xl
elseif r == 0 then
xr = 0.1* 22
elseif 2 == ( then
rr=01xx

else
zx =0
endif
acc = max(abs(zx — [z, 22]))
endif
; Abbruchtests

if acc < 0 then
return((xx, “Approximative einfache Nullstelle”))
endif
fi=f(xz)
if ff == 0 then
return((xx, “Einfache Nullstelle”))
endif

; Berechne Verkleinerungsfaktor und neue Einschlieflung

if f2x ff <0 then
rf = (22 —zz)/(x2 — x)
rl=x
1=/
T=2T
I=1
else
rf=(x—zx)/(x— x2)
xl=z2
f1=f2
T2=11
2=
endif

; erzwinge zwel aufeinanderfolgende Mittelungsschritte,

; im nichtlokalen Fall (slow=2)
if rf > 0.7 ||| slow==2 then
slow=slow+1
else
slow=0
endif
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done
done

Der Algorithmus beginnt mit zwei Startwerten x und x2. Liefern diese keinen Vorzei-
chenwechsel, so wird die Wurzelsekantenmethode verwendet, in der Hoffnung, dafl sie eine
doppelte Nullstelle oder einen Vorzeichenwechsel liefert. Tritt keiner dieser Félle ein, so wird
nach nfmaz Schritten erfolglos abgebrochen.

Die Variable slow z#hlt die Anzahl der aufeinanderfolgenden Schritte, die nicht minde-
stens zu einer Reduktion der Linge des EinschlieBungsintervalls um den Faktor 1/+/2 gefiihrt
haben. Ist das mindestens zweimal hintereinander passiert, dann werden zwei aufeinander-
folgende Bisektionsschritte gemacht (hier wird anstelle des arithmetischen das geometrische
Mittel verwendet, da dieses fiir sehr grofie Intervalle giinstigere Unterteilungspunkte liefert).

War nur ein langsamer Schritt dabei, dann nimmt man an, dafl das durch einen Sekan-
tenschritt passiert ist, der auf die falsche Seite der Nullstelle gefithrt hat. Daher werden der
neueste Punkt x und der letzte Punkt, an dem f dasselbe Vorzeichen hatte, zu einem li-
nearen Extrapolationsschritt herangezogen. Dabei wird darauf geachtet, die Schrittweite auf
verniinftige Weise einzuschranken.

Algorithmus 4.2.1 ist ein robustes, effizientes Verfahren zur Nullstellensuche, das lokal
superlinear gegen einfache und doppelte Nullstellen konvergiert. Wird ein Vorzeichenwechsel
gefunden, dann konvergiert die Methode sogar global, doch in ungiinstigen Fiéllen kann die
Konvergenz linear mit halber Konvergenzgeschwindigkeit im Vergleich zur Mittelpunktsbi-
sektion sein.

Wird kein Vorzeichenwechsel gefunden, kann das Verfahren auch nicht konvergent sein,
doch das ist nicht {iberraschend. Schlieflich existieren Funktionen ohne Nullstelle.

Ublicherweise reichen jedoch etwa 10-15 Funktionswerte aus, um eine Nullstelle mit voller
erreichbarer Genauigkeit von ca. 16 Dezimalstellen (einfache Nullstelle) zu finden. Daher ist
eine Wahl von nfmaz == 20 gut, um iiberfliissige Funktionsauswertungen im Fall der Nicht-
Konvergenz zu vermeiden.

Fiir unstetige Funktionen mufl man aufpassen, da in diesem Fall ein Vorzeichenwechsel
nicht automatisch die Existenz einer Nullstelle garantiert. In diesem Fall mufl man zusétz-
lich eine Dampfungsmethode verwenden, die genauer im mehrdimensionalen Fall (Teil 2,
Abschnitt 13) beschrieben wird.

5. Genauere Konvergenzuntersuchung

Mochte man die genauere Konvergenzordnung der Iterationsverfahren untersuchen, dann
mufl man noch ein paar Untersuchungen anstellen.

5.1. Grundlagen.
Lemma 5.1.1. Seien pg, p1,...,ps nichtnegative Zahlen mit

p = —1+zs:pi>0,
=0
und sei k eine positive Losung der Gleichung
sl — ipi/is—i. (67)
=0
Ist e; eine gegen oo divergierende Folge mit

S
€it1 = .+ E Dj€i—j
=0
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fiir eine Zahl o € R, dann existieren 3 > 0 und v € R mat
e > BK' + 7
fiir alle 1 > 1.

BEWEIS. Wir wihlen ig > s so gro, dal e; + a/p > 0 fiir alle i > ¢y — s und setzen

f:= min {/f (e; + a/p) }
1=10—S,...,i0
Dann ist # > 0, und wir haben
e > Bk’ — a/p
fiir alle i > 79 — s. Nach Konstruktion gilt die Gleichung bereits fiir ¢ = i — s, ..., %, und

nach Induktion gilt es fiir alle i > 15 — s wegen

S
€iy1 = o+ ijeifj >
j=0

> o+ pi(BE —afp) =

=B i = (—p+ > _pjafp =
=0 =0

= Bk — a/p.
Wahlt man nun
= min{—a/p, e1 — Bk, en — BK, ... €ig_s1 — ﬁ/ﬁio*s’l},
dann erhélt man
e; > PBr"+ 7
fiir alle 7 > 1. O

Es ist moglich zu beweisen, da§ Gleichung (?7?) genau eine positive reelle Losung « hat,
und dafl diese Losung

1<kr< 1+maX{po,---7Ps}
erfillt.

Proposition 5.1.2. Fiir einfache Nullstellen hat das Sekantenverfahren die Konvergen-
zordnung k = (1 ++/5)/2 ~ 1.618....

BeEwEIs. Nach Proposition 3.2.1 gilt fiir das Sekantenverfahren
|Tiv1 — €] eloy — E]|mimg — €]
mit ¢ = sup ¢;. Zieht man den Logarithmus aus dieser Beziechung erhélt man
€i+1 > € +e_1+a
mit o = log;, ¢. Lemma 5.1.1 impliziert dann
e > BK' +
mit G > 0, v € R und « die positive Losung der Gleichung
kP =k + 1.
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5.2. Die Methode von Opitz. Man kann die Konvergenzordnung der Sekantenme-
thode basierend auf den Ergebnissen des vorigen Abschnittes verbessern, indem man nicht
nur Informationen aus dem letzten Schritt sondern auch weiter zuriick liegende Punkte mit-
verwendet.

Ein interessantes Verfahren, die Methode von Opitz ([Opitz 1958]) basiert darauf, die
Pole der Funktion h = 1/f zu approximieren, indem man den Spezialfall

a
E—x
betrachtet. Fiir diese Funktion sind die dividierten Differenzen
a

(€ —@is) . (€= m)

einfach zu berechnen. Bildet man Quotienten aufeinanderfolgender Terme, erhélt man

h(z) =

h[ﬂ?i,s, R ,l’i] =

h[lﬂifs, e 7xi71]

§=ua;+

h[l'z;s, e ,xi] '

Fiir allgemeine Funktionen verwendet man diese Beziehung, um Approximationen fiir £
aus gegebenen x1,...,x,y; iterativ zu bestimmen. In der Praxis erzeugt man sich dabei
Zg, ..., Ty fiir s > 1 aus den Optiz—Formeln niedrigerer Ordnung.

Theorem 5.2.1. Fir Funktionen der Form

h(a) = )
=8
mit ps_1 € R¥7x] gibt die Opitz—Formel den exakten Pol & in einem Schritt.

BEWEIS. Folgt aus Polynomdivision wegen

mit a = —ps_1(§), und das Polynom ps_» fillt in den in der Formel auftretenden dividierten
Differenzen weg. U

Theorem 5.2.2. Sei & ein einfacher Pol der Funktion h (eine einfache Nullstelle von
f), und sei h(z)(x — &) wenigstens C* in einer Umgebung von &. Dann konvergiert die Folge
x; die durch die Opitz—Iteration erzeugt wird, fir alle Anfangswerte, die geniigend nahe bei
¢ liegen, und

(€ = i41) = ¢ [1€ )

fiir v > s, wobei cgs) gegen eine Konstante konvergiert fiir i — oo. Das impliziert, daf$ das

Verfahren von Opitz lokal superlinear konvergiert Konvergenzordnung ks = k, gegeben als
positive reelle Losung der Gleichung

Iis—H :HS+I€S_1+"'—|—1.
BeEwEIS. [Opitz 1958] oder [Neumaier 2000, 5.4.4]. O

Wiéhlt man s = 1, dann stimmt die Methode von Opitz mit dem Sekantenverfahren
iiberein. Das Verfahren von Opitz ist fiir s > 1 dem Sekantenverfahren iiberlegen, und die
Konvergenzordnung wéchst monoton mit s. Es mufl jedoch zur Erreichung globaler Kon-
vergenz ebenfalls auf eine Kombination mit einem EinschlieSungsverfahren, also einer Bi-
sektionsmehode zuriickgegriffen werden. Weil das Verfahren aber von s Pukten abhéngt,
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kann die , Divergenzerkennung® erst nach s Schritten beginnen (in einem Algorithmus ana-
log zu 4.2.1 erst bei slow > s), und somit ist im ungiinstigen Fall der linearen Konvergenz
die Konvergenzgeschwindigkeit lediglich 1/s der des Bisektionsverfahrens.

Andererseits kann man mit der Methode von Opitz Konvergenzraten beliebig nahe bei 2
finden, und man benétigt gar nicht einmal sehr hohe s.

s Ordnung | s Ordnung
1 1.61803 |6 1.99196
2 1.83929 |7 1.99603
3 192756 |8 1.99803
4 1.96595 |9 1.99902
5 1.98358 |10 1.99951

6. Fehleranalyse

6.1. Grenzgenauigkeit. Nehmen wir an, daf§ die Gleitkommaapproximation gl(f(z))
fir f(x) in einer Umgebung von ¢ die Abschétzung

[ gl(f(x)) — f(z)] <0

erfiillt. Wir suchen mit unseren Methoden Punkte, die Nullstellen ¢ von gl(f) sind. Der
Funktionswert der wahren Funktion erfiillt also nur |f(§)| <.
Ist € eine m-fache Nullstelle von f, dann ist f(z) = (z — &)™g(x) mit g(§) # 0, und es

folgt
@‘ < o/ 2 —o(¥5).
9(¢) 19(&)]

Im Spezialfall einfacher Nullstellen gilt

o) = LLE — gg~ ric
also gilt fiir den absoluten Fehler in erster Naherung
S=e= T

Man kann also die folgenden Schliisse ziehen:

(1) Fiir sehr kleine |f/(€)], also fiir sehr flache Funktionen wird der Fehler in & sehr
stark verstérkt. In diesem Fall ist £ schlecht konditioniert.

(2) Speziell fir mehrfache Nullstellen ist die Kondition schlecht, da die Anzahl der
korrekten Stellen nur 1/m der Mantissenlénge betragt.

(3) Eine doppelte Nullstelle kann von zwei einfachen Nullstellen nicht unterschieden
werden, wenn diese weniger als O(v/§) auseinander liegen.

6.2. Deflation. Um einige oder alle Nullstellen einer Funktion f zu berechnen, kommt
eine Standardmethode, Deflation genannt, zum Einsatz. Es funktioniert analog zur Poly-
nomdivision folgendermaflen.

Sind bereits Nullstellen &, ..., & (s > 1) bekannt, mit den zugehorigen Vielfachheiten
mi,..., Mg, so kann man die iibrigen Nullstellen von f finden, indem man die Funktion

_ f(z)
g(z) := IR

auf Nullstellen untersucht.
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Obwohl die numerisch berechneten Werte der &, mit Fehlern behaftet sind, ist diese
implizite Deflation stabil von einem numerischen Standpunkt. Denn selbst wenn die ein-
zelnen &, ungenau sind, sind die iibrigen Nullstellen von ¢ immer noch exakte Nullstellen
von f. Kinzig im Fall von Nullstellenclustern, konnen numerische Schwierigkeiten auftreten,
doch diese sind ohnehin nur schwer unterscheidbar von mehrfachen Nullstellen und schlecht
konditioniert.

Warnung. Fiir Polynome ist es numerisch sehr instabil, explizite Deflation, also das Ab-
dividieren von Faktoren, durchzufiihren. Der Grund dafiir ist, dal die Nullstellen von Poly-
nomen zwar stabil sind unter kleinen relativen Anderungen der Koeffizienten aber instabil
unter kleinen absoluten Anderungen, die aber beim expliziten Abdividieren auftreten. Daher
ist auch bei Polynomen die implizite Deflation vorzuziehen.

7. Newton-Verfahren

Zum Abschlul noch eine Bemerkung zum bekanntesten Nullstellensuchverfahren, der
Newton—Iteration, die durch die Vorschrift

_f(=)
f'(wi)
definiert ist. Wir werden sie im mehrdimensionalen (Teil 2, Kapitel 13) genauer behandeln,

da sie sich dort als Methode der Wahl herausstellen wird. Im eindimensionalen leidet sie an
einem wesentlichen Nachteil

Tit1 = T

Sie benotigt die Ableitung von f, die oft approximiert werden mufl und

relativ viel Zusatzaufwand zur Berechnung von f bedeutet.
Im eindimensionalen Fall bedeutet das, dafl die quadratische Konvergenz nicht ausreicht, um
den Nachteil des hoheren Aufwandes in einem Schritt auszugleichen. Im mehrdimensionalen
kehrt sich dies um.
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KAPITEL 8

Datenanalyse und Funktionsapproximation

1. Grundlagen
Approximationsprobleme, siche Neumaier, Bd II, S. 18f.
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2. Auswertung von Reihen, Konvergenzbeschleunigung
Padé-Approximation.

Eta— und Epsilonalgorithmus.

3. Algorithmen zur Klassifikation
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KAPITEL 9

Numerische Lineare Algebra III:
Eigenwertprobleme

1. Grundlagen

Die Berechnung der Eigenwerte einer Matrix spielt in vielen Anwendungsgebieten eine
grofle Rolle. Die Modelle ?? und 7?7 aus Kapitel 2 sind gute Beispiele dafiir.

1.1. Normalformen. Eine Eigenwertzerlegung einer quadratischen Matrix A € K™*"
ist eine Faktorisierung

A=XAX1,
wobei X eine regulire Matrix, gebildet aus einer Basis von Eigenvektoren zu A, und A =
diag(Ay, ..., \,) die aus den Eigenwerten zusammengesetzte Diagonalmatrix sind. Aus der

linearen Algebra ist bekannt, dafl nicht jede Matrix eine Eigenwertzerlegung besitzt.

Die Frage welche Matrizen diagonalisierbar sind (eine Eigenwertzerlegung besitzen) fiihrt
iiber den folgenden algebraischen Ausdruck:

Definition 1.1.1. Das charakteristische Polynom der Matriz A ist definiert durch den
Ausdruck

pa(x) == (—1)" det(A — ).
Das Vorzeichen wurde dabei so gewdhlt, dafi p monisch ist. Die Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms sind genau die Eigenwerte von A. Die Vielfachheit der Nullstelle heifit die
algebraische Vielfachheit des Figenwertes.

Die Menge aller Figenvektoren zum fix gewdhlten Figenwert \ bildet zusammen mit dem
Nullvektor einen Vektorraum FE), den Eigenraum zum Figenwert \. Die Dimension von Ej,
also die maximale Anzahl linear unabhdingiger Figenvektoren zu A, heifit die geometrische
Vielfachheit von \.

Stimmen fiir jeden Eigenwert geometrische und algebraische Vielfachheit iiberein, so
existiert eine Basis aus Eigenvektoren, und daher ist A diagonalisierbar.

Definition 1.1.2. Fiir jede invertierbare Matriz T ist die Abbildung
A TAT

eine Ahnlichkeitstransformation. Zwei Matrizen A und B heifen dhnlich, wenn es eine Ahn-

lichkeitstransformation gibt, die A und B verbindet; d.h. es gibt eine requldre Matriz T mait
B=TAT .

Das folgende Resultat ist auch bestens bekannt aus der linearen Algebra:

Proposition 1.1.3. Zwei dhnliche Matrizen A und B haben dasselbe charakteristische
Polynom, dieselben Eigenwerte mit denselben algebraischen und geometrischen Vielfachhei-
ten.

BEWEIS. Nachdem A und B #hnlich sind, existiert eine Matrix T mit B = TAT~'. Dann
ist aber

prar—1(z) = det(2l — TAT ') = det(T (21 — A)T™') =
= det(T) det(2] — A) det(T) " = det(al — A) = pa(z).

219
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Daher stimmen die Eigenwerte und deren algebraische Vielfachheiten iiberein. Ist F) der
Eigenraum der Matrix A. Dann ist V) := TE) der Eigenraum zum Eigenwert A der Matrix
B =TAT'. Weil T invertierbar ist, stimmen die Dimensionen von Ey und V) iiberein. O

Es existieren jedoch Matrizen, die nicht diagonalisierbar sind. Fiiir diese Matrizen existiert
eine Verallgemeinerung der Eigenwertzerlegung, die Jordan—Zerlegung:

A=TJT™,

wobei J eine Blockdiagonalmatrix ist aufgebaut aus sogenannten Jordanblocken. Ein solcher

Jordanblock hat die Gestalt

A1 0 0
0 X 1

0
: D |
0 -+ - 0 )\

Es gibt jedoch noch andere Normalformen, die die Eigenwerte einer Matrix verraten. Die
wichtigste von diesen ist die Schur—Zerlegung. Sie ist eine Verallgemeinerung des Satzes iiber
symmetrische (hermitesche) Matrizen, der besagt, dafl jede hermitesche Matrix A unitér
diagonalisierbar ist, d.h. es gibt eine unitidre Matrix U mit

A=UANU".

Die Verallgemeinerung fiihrt zur Schur—Zerlegung;:

Theorem 1.1.4. Jede quadratische Matriz A € K™ " besitzt eine Faktorisierung der
Form

A=URU",

die Schur—Zerlegung, mit einer unitiren Matrix U und einer oberen Dreiecksmatriz R.

BEWEIS. Der Beweis erfolgt mittels Induktion. Fiir n = 1 ist die Behauptung trivial.
Nehmen wir also an, dafl n > 2 ist. Sei x irgendein normierter Eigenvektor von A und A der
dazugehorige Eigenwert. Sei U; eine unitéare Matrix, deren erste Spalte mit x {ibereinstimmt.

Dann hat U AU; die Gestalt
. A
Us AU, = (0 g)

mit einem Vektor y und einer (n — 1) x (n — 1)-Matrix C. Nach der Induktionsannahme
existiert eine Matrix Us, die C' Schur—faktorisiert C' = Uy RoU;. Setzen wir

1 0
UZUl(o Ug)’

Ut AU = <A yU2> _. R

so gilt

0 Ry
0J

Ist A hermitesch, so stimmt die Schur-Zerlegung mit der Eigenwertzerlegung iiberein.
Nachdem die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix R genau das Produkt der Haupt-
diagonalelemente ist, sind ebendiese Hauptdiagonalelemente (wegen der Gestalt des charak-
teristischen Polynoms) auch die Eigenwerte von R. Aus Proposition 1.1.3 folgt, dafl man mit
Hilfe einer Schur—Zerlegung die Eigenwerte einer beliebigen Matrix A bestimmen kann.
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1.2. Allgemeines iiber Algorithmen zur Eigenwertberechnung. Obwohl die obi-
gen Resultate einen groflen theoretischen Wert haben, sind sie zur numerischen Bestim-
mung der Eigenwerte nur bedingt verwendbar. Besonders das Standardverfahren, das man
in der linearen Algebra lernt, ist unbrauchbar. Dort berechnet man die Eigenwerte von A,
indem man die Nullstellen des charakteristischen Polynomes pa(x) sucht. Die Griinde fiir
die Unverwendbarkeit des Standardzuganges sind die folgenden: Erstens ist die Berechnung
des charakteristischen Polynoms sehr aufwendig (O(n!)), und zweitens ist die Nullstellenbe-
rechnung von Polynomen numerisch sehr instabil (Nullstellen von Polynomen sind schlecht
konditioniert).

Das charakteristische Polynom ermoglicht es jedoch einen wesentlichen mathematischen
Aspekt der Eigenwertberechnung zu beleuchten. Sei

p(z) = 2" + ap_ 12" - F a4 ag

ein beliebiges monisches Polynom. Es gilt

—X —Aayg
1 -z —aq
1 -z —as9
p(z) = (—1)" det
1 -z —Qp—2
1 (—z—ay1)
0 —Qo
1 0 —a
1 0 —Q9
= det (2l — L N OE
1 0 —Ap—2
1 —Qp—1

p ist also das charakteristische Polynom obiger Matrix. Ist A eine Nullstelle von p, so ist A
auch ein Eigenwert von A und ein Eigenvektor zu \ ist (1, A\, A%, ..., A" 1)*. A heifit Begleit-
matriz zu A. Die Existenz dieser Begleitmatrix zeigt, dafl das Bestimmen von Polynomnull-
stellen und die Berechnung von Eigenwerten dquivalente mathematische Probleme sind, und
an dieser Stelle kommt ein algebraisches Resultat ins Spiel, das auf Arbeiten von Abel und
Galois im neunzehnten Jahrhundert aufbaut und von Abel im Jahr 1824 bewiesen worden
ist.

Theorem 1.2.1 (Abel 1824). Fir jedes n > 5 existiert ein Polynom p mit rationalen
Koeffizienten vom Grad n, das eine reelle Nullstelle r besitzt mit der Figenschaft, daf r
nicht geschrieben werden kann als algebraischer Ausdruck, der rationale Zahlen, Additionen,
Subtraktionen, Multiplikationen, Divisionen und k—te Wurzeln enthdlt. Anders ausgedriickt
existiert keine Formel und damit kein endlicher algebraischer Algorithmus, der aus den Ko-
effizienten eines Polynoms vom Grad n > 5 die Nullstellen berechnet.

Der oben zitierte Satz impliziert iiber die Aquivalenz zwischen Eigenwerten und Nullstel-
len von Polynomen auch die Unmoglichkeit der Bestimmung der Eigenwerte allgemeiner Ma-
trizen A mit Hilfe endlicher Algorithmen. Das hat die folgende Konsequenz: In den Kapiteln 3
und 4 haben wir Verfahren zur Losung elementarer linear algebraischer Probleme kennenge-
lernt, die konnten wir sie in exakter Arithmetik implementieren die behandelten Probleme
exakt l16sen wiirdeen. Fiir Eigenwertberechnung ist eine solche Vorgangsweise unmdoglich!
Daher muf} jeder Algorithmus zur Losung des Eigenwertproblemes approximativ sein. Fast
alle Eigenwert—Algorithmen funktionieren iterativ.
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Die meisten Verfahren zur Eigenwertberechnung versuchen eine Schur-Zerlegung von A
zu berechnen, indem sie eine Folge von unitdren Ahnlichkeitstranformationen mit Matrizen
QQ; ausfithren, sodafl das Produkt

QL QBRAQQ..Q
& 5

gegen eine obere Dreiecksmatrix R konvergiert fiir j — oc.

Um den Aufwand zu minimieren geschieht das in zwei Phasen. Zuerst wird die Ma-
trix A mittels unitiren Ahnlichkeitstransformationen in Hessenbergform (siche Abschnitt 2)
transformiert und dann wird die Hessenbergmatrix H iterativ Schur—faktorisiert (sieche Ab-
schnitt 3).

2. Transformationsverfahren

Abhéngig von der Gestalt der Matrix A transformiert man sie mittels einem direkten
Verfahren entweder in Hessenberggestalt, eine Hessenbergmatriz ist eine Matrix der Form

* ok
H=10 « )
0 0 * ok

wenn A allgemeine Gestalt hat, oder in Tridiagonalform, wenn A hermitesch ist.

2.1. Transformation auf Hessenberggestalt. Die Transformation einer allgemeinen
Matrix in Hessenbergform funktioniert analog zur Q R—Zerlegung, die in Kapitel 4 vorge-
stellt worden ist. Man verwendet Householder—Transformationen (); um sukzessive die Nul-
len spaltenweise zu erzeugen. Anhand einer (5 x 5)-Matrix sei die Methode beschrieben
(Hervorgehoben sind diejenigen Elemente, die sich im jeweiligen Schritt &ndern.):

¥ % %k kX ¥ k  k k% ¥ ok ok k%
* % ok kX . *x ok k k ok ¥ ok ok k%
Q7 Q1
* ok % k% — 0 % % * =x = * %k ok %k
* ok %k k% 0 x % % =% * %k x  k
* ok k% k% 0 x % % =% * %k x  k

* *
A Q1A QTAQ:

Man fiihrt also zuerst einen Schritt wie bei einer Q R-Zerlegung aus mit der einzigen Ande-
rung, dafl man bei der Wahl der Householdermatrix die erste Zeile von A ignoriert. Danach
multipliziert man von rechts mit der hermitesch konjugierten der Householdermatrix. Dies
a8t die erste Spalte unverédndert, und daher bleiben die bereits erzeugten Nullen unberiihrt.
Die weiteren Schritte sehen dann etwa folgendermaflen aus:

* ok ok kX * ok ok %k % ¥ ok ok ok %
* % x % . * ok k% % ¥ ok ok %k %
Q3 Q2

* % % % BN * ok k% = * ok %k

* ok k% 0 * % % * k%

* ok kK 0 * % % * k%

* * * *
A Q3Q7AQ Q3Q7AQ1Q:
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Wiederholt man n — 2 solche Householderschritte, so erhilt man eine unitére Ahnlichkeit-
stransformation auf Hessenberggestalt

* %
EE

* K ¥ ¥
ECE I S S
* K ¥ *x X

\Q:Lz e Q;QIAngQ e Qn,% =: H.

-~

Q" Q

Der untenstehende Algorithmus ist eine Abwandlung von Algorithmus 2.2.7 aus Kapitel 4.

Algorithmus 2.1.1. Hessenberg Transformation
for k=1ton—2do

T = Api1. n k

vp = €28 || z]|2e; +

v = Ui/ ||k |2

Ak—i—l:n,kz:n - Ak—i—l:n,k:n - 2Uk (UZAIH-l:n,k:n)

Al:n,k+1:n = Al:n,kJrl:n - 2(A1:n,k+1:nvk)vz
done

Der Algorithmus unterscheidet sich nur durch die letzte Zeile innerhalb der Schleife vom
Householder— Schmidt Verfahren zur Berechnung der Q) R—Zerlegung. Wieder wird das Pro-
dukt Q =[], ® (Q; nicht explizit berechnet. Sollten Matrix—Vektor—Produkte bendtigt wer-
den, konnen 51e mittels der Algorithmen 2.2.8 und 2.2.9 aus Kapitel 4 iterativ bestimmt
werden.

Der Aufwand zur Bestimmung der Hessenbergtransformierten ist in etwa doppelt so grofl
wie fiir eine ) R—Zerlegung. Asymptotisch betrégt er

10

3

2.2. Transformation auf Tridiagonalgestalt. Im hermiteschen Fall fithren die unitaren
Ahnlichkeitstransformationen A wieder in eine hermitesche Matrix iiber. Wendet man also
den Algorithmus zur Hessenbergtransformation auf eine hermitesche Matrix A an, so erhélt
man als Resultat eine hermitesche obere Hessenbergmatrix H, also eine hermitesche Tri-
diagonalmatrix 7T'. In diesem Fall kann man die meisten Rechenschritte zur Berechnung der
Produkte mit den Householdermatrizen von rechts einsparen, da man das Ergebnis bereits
kennt, und man kann die Symmetrie von Ausgangs— und Resultatmatrizen verwenden, um
den Aufwand auf

4
~ —n3

elementare Rechenoperationen zu reduzieren.

2.3. Gutartigkeit der Transformationen. Wie aus der Konstruktion zu erwarten
ist, ist die Hessenbergtransformation ein gutartiger Algorithmus. Erstens wird mit unitéren
Matrizen gearbeitet und zweitens ist er sehr dhnlich zum Householder—Schmidt—Verfahren
zur Berechnung einer () R—Zerlegung. In der Tat gilt der folgende Satz:

Theorem 2.3.1. Sei die Hessenbergtransformation A = QHQ* der Matrix A aus Al-

gorithmus 2.1.1 berechnet und seien die rundungsfehlerbehafteten Ergebnisse mit Q und H
bezeichnet. In dieser Situation gilt

QHQ" = A+ AA, HHAHH O(eps)
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fuir eine Fehlermatriz AA.

3. QR—Verfahren

In diesem Abschnitt wollen wir das verbreitetste Verfahren zur Berechnung der Eigenwer-
te einer oberen Hessenbergmatrix vorstellen. Man kann den Algorithmus auch fiir allgemeine
Matrizen A anwenden, doch der Aufwand ist in diesem Fall im allgemeinen O(n?) oder mehr.

Im folgenden wird der Algorithmus aus Motivationsgriinden nur fiir reelle symmetrische
Matrizen, also fiir Tridiagonalmatrizen, entwickelt; er 18t sich jedoch beinahe ohne Anderung
auf Hessenbergmatrizen verallgemeinern. Das einzige, das wirklich gedndert werden muf, ist
die Wahl der richtigen Shiftstrategie, doch darauf wird in Abschnitt 3.6 genauer eingegangen.

3.1. Der Rayleigh—Quotient. Um Schétzwerte fiir Eigenwerte zu berechnen, ist der
folgende Ausdruck wesentlich:

Definition 3.1.1. Der Rayleigh-Quotient eines Vektors x € K" beziiglich der Matriz A

ist der Skalar
x*Ax
r(z) = :
(z, )

Ist y Eigenvektor zum Eigenwert A, so gilt r(y) = A. Die Formel 148t sich aus der Losung
eines Kleinste-Quadrate-Problems motivieren. Man sucht die Zahl r(z), die || Az — r(x)x||2
minimiert. Stellt man fiir dieses Problem die Normalengleichungen auf (x ist die Matrix,
Az ist der Vektor b, die rechte Seite), so erhélt man r(z)z*z = 2* Az, und eine Umformung
dieser Beziehung fithrt zum Rayleigh—Quotienten.

Betrachtet man r(z) als Abbildung K® — R, so kann man den Gradienten berechnen.
Eine einfache Anwendung der Quotientenregel liefert

Vr () = V(z*Azx)(z,z) — 2" AzV ((z, ) _ 24z 2x(z*Ax) _ 2 (Az — r(x)a).

(x,a:>2 (z,x) (x,1:>2 (z,x)
Werten wir Vr(x) wieder an einem Eigenvektor y zum Eigenwert A aus, so ist das Resultat

Vr(y) = ﬁ(ky —\y) =0;

die Eigenvektoren sind also gerade die stationdren Punkte der Funktion r. Aus dieser Tat-
sache und der Taylorentwicklung der Funktion r erhalten wir schliellich noch das Ergebnis

Proposition 3.1.2. Sei q einer der Eigenvektoren von A. Dann gilt
r(z) —r(g) = Oz — qlf3),  firz —q.

Der Rayleigh—Quotient ist also ein Schitzwert fiir den Eigenwert zum FEigenvektor q, der in
etner Umgebung von q quadratisch genau ist.

3.2. Potenziteration und inverse Iteration. Wie man der Abbildung 9.1 entneh-

. v Av A%y A3v . . .
men kann, kann man erwarten, daf§ die Folge ol TaeT> Taze]» Ta%.]s - - - Wit einem (beinahe)

beliebigen Startvektor v gegen einen Eigenvektor zum grofiten Eigenwert A\; konvergiert.
Nehmen wir an, dafl der Startvektor v der Folge nicht orthogonal auf ¢;, den Eigenvektor zu
A1 steht. Dann gilt eine Gleichung der Gestalt

v
m = a1q1 + G2q2 + -+ + ApGn,

wobei die ¢; die Eigenvektoren von A bezeichne. Die einzelnen Folgenglieder erfiillen dann
die Beziehung
Aky

m = CkO‘IfGIQI + /\SGQQQ + )‘ZanQn)'
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ABBILDUNG 9.1. Potenziteration

fiir irgendeine Konstante c;. Die Gleichung kann noch etwas umgeformt werden zu

AFp k k

Weil die Konstanten ¢, so gewéhlt sind, daf§ die Norm der Folgenglieder konstant gleich eins
bleibt, erhalten wir den folgenden Satz.

Theorem 3.2.1. Unter den Voraussetzungen |[Ai| > |Xo| > -+ > | A\ > 0 und (q1,v) # 0
konvergiert die Folge (v®) := A*v /|| A*v||) und die Folgenglieder erfiillen
A2

k )\2 2k
[0 — ()] = O L O —x =0 |2
A A1

fiir k — oo, wobei \*) .= r(v®) den zu v®) gehirigen Rayleigh—Quotienten bezeichne. Das
+ bedeutet, dafs in jedem Schritt entweder die eine oder die andere Wahl des Vorzeichens
die Abschdtzung richtig macht.

Den Algorithmus der Potenziteration kann man folgendermafien formulieren:
Algorithmus 3.2.2. Potenziteration

v© st beliebig mit ||v©] = 1.
for k=1to ? do

w = Av*-D

vk = w/|wl|

AF) — (U(k))TAv(k) ; Rayleigh--Quotient
done

Das Abbruchkriterium ist in diesem Fall nicht angegeben, da gerade an diesem Punkt
sich Top—Qualitats—Software auszeichnet. Der mathematische Hintergrund dazu ist meist
nicht so ausgeprégt; es zdhlen eher Erfahrungstatsachen und statistische Untersuchungen.

Leider ist die Potenziteration nur von beschranktem Nutzen, da sie erstens nur den
grofften Eigenwert und einen dazupassenden Eigenvektor finden kann und zweitens die Kon-
vergenz nur linear mit dem Faktor |Ag/A;| ist, der fiir viele Matrizen nahe bei 1 liegt; die
Konvergenz ist also meist sehr langsam. Gliicklicherweise lassen sich diese beiden Fakten
durch einen einfachen Trick dndern.
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Fiir jedes p € R, das nicht Eigenwert von A ist, stimmen die Eigenvektoren von A und
(A — pl)~! {iberein. Ist némlich Az = Az, so folgt

(A—phz=N—pz = A\—p) ‘o= (A—pul) '

Nehmen wir nun an, daf 4 sehr nahe an einem bestimmten Eigenwert A; ist, so ist (A; —p)~*
sehr viel grofer als (\; — p) ! fiir 4 # j. Wenden wir also die Potenziteration statt auf die
Matrix A auf die Matrix (A — pl)™! an, so wird die erzeugte Folge relativ rasch gegen
den zu \; gehérenden Eigenvektor ¢; konvergieren. Das entstehende Verfahren heifit inverse
Iteration und ist ein Standardverfahren zur Bestimmung eines Eigenvektors bei gegebenem
Schatzwert fiir den Eigenwert. Aus Theorem 3.2.1 kann man sofort das folgende Theorem
ablesen:

Theorem 3.2.3. Sei \; der Eigenwert, der v am néchsten liegt, und sei A\, der zweitnéchste.
Dann gilt |p— N;| < [ — M| < |\ — Ni| fiir i # j. Sei weiters (gj,v) # 0; dann konvergiert
die Folge ((A — )% /||(A — ul)=*|)) und ihre Glieder v*) erfiillen

2k>

o™ — (+¢,)| = O ‘M—Ajk AB x| =0 ‘:u_)‘j
v — q — [ , J— | = [
’ p—= Ak ’ = Ak
fiir k — oo, wobei \*®) wieder die Rayleigh-Quotienten zu v'®) bezeichnet.
Diese Konvergenzbeschleunigung ist ein auflerordentlich wichtiges Werkzeug bei der nu-
merischen Eigenwert/Eigenvektor—Suche. Der folgende Algorithmus fafit sie zusammen:

Algorithmus 3.2.4. Inverse Iteration
v©) beliebig mit ||v©® | = 1.
for k=1to 7 do

Lise (A — pulw = v*=Y nach w.

v = w/||w|
AF) = ()T Ap®) ; Rayleigh--Quotient
done

3.3. Rayleigh—Quotient Iteration. Wir kennen also jetzt eine Moglichkeit, einen Fi-
genwert zu schitzen, wenn wir einen Schétzwert fiir einen Eigenvektor kennen (den Rayleigh—
Quotienten); und wir kennen eine Moglichkeit, einen Vektor zu berechnen, der ndher an einem
Eigenvektor liegt, wenn wir einen guten Schétzwert fiir einen Eigenwert kennen (die inverse
Iteration). Eine naheliegende Idee ist also, die beiden Methoden miteinander zu kombinieren.
Daraus resultiert die Rayleigh—Quotient Iteration.

Algorithmus 3.3.1. Rayleigh—Quotient Iteration
v© beliebig mit ||[v] = 1.
A0 = ()T Ay©)
for k=1to 7 do

Lise (A — A\FDDw = v*=Y nach w.

vk = w/||w]]
AE) = (v T Ap®) ; Rayleigh--Quotient
done

Die kleine Anderung im Algorithmus, das Anpassen des Shiftwertes 4 in jedem Schritt,
hat dramatische Auswirkungen auf die Geschwindigkeit des Algorithmus. Jetzt kombinieren
sich ndmlich die lineare Konvergenz der inversen Iteration und die quadratische Genauigkeit
des Rayleigh-Quotienten. Es ist also nicht weiter verwunderlich, dal das folgende Resultat
gilt.
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Theorem 3.3.2. Die Rayleigh—Quotient Iteration konvergiert fiir fast alle (alle bis auf
eine Menge vom MafS Null) Startwerte v©® € R™ gegen ein Figenwert/Eigenvektor-Paar.
Wenn sie konvergiert, so konvergiert sie schliefSlich mit kubischer Geschwindigkeit. Ist also
v geniigend nahe am Grenzvektor q;, so gelten

™ —(£¢)]| = O™ — (£¢)|*)
und
A 5] = O(A® = A
fiir k — oo. Die Vorzeichen in der ersten Gleichung miissen auf beiden Seiten geeignet
gewdhlt werden.

Um zu unterstreichen wie schnell kubische Konvergenz ist (sie verdreifacht in jedem
Iterationsschritt die Anzahl der korrekten Stellen), sei das folgende Beispiel zitiert:

Beispiel 3.3.3. Sei die Matriz

A:

)
—_ o =

1
1
4

gegeben. Mit dem Startwert v© = 1/v/3(1,1,1)7 sind die ersten Glieder der Folge der A :
ANO =5 AD=52131..., A? =5.214319743184. ..

Der wahre Wert des Eigenwertes zu demjenigen Eigenvektor, der v'%) am ndchsten liegt, ist
A = 5.214319743377. Nach drei Iterationen ist also bereits zehnstellige Genauigkeit erreicht.
Drei weitere Iterationsschritte wiirden bei gentigend genauer Rechnung die Zahl der korrekten
Stellen auf etwa 270 erhdéhen.

Jeder Schritt der Rayleigh—Quotienten Iteration benétigt die Losung eines linearen Glei-
chungssystems. Weil die Matrix in jedem Schritt verdndert wird, kann man auch nicht im
Vorhinein LR-zerlegen, und damit ist der Aufwand fiir einen ITterationsschritt O(n?).

Ist allerdings A eine obere Hessenbergmatrix, so senkt sich der Aufwand durch die grofie
Anzahl von Nullen auf O(n?), und fiir Tridiagonalmatrizen gar auf O(n), was die Wichtigkeit
der ersten Phase, der Hessenbergtransformation, noch einmal unterstreicht.

3.4. QR—Verfahren ohne Shifts. Obwohl die Rayleigh—Quotienten Iteration eine her-
vorragende Moglichkeit bietet, einzelne Eigenwert /Eigenvektor—Paare effizient zu berechnen,
ist das Verfahren doch zu aufwendig, wenn es darum geht, alle Eigenwerte einer Matrix zu
berechnen. Der folgende absurd einfach wirkende Algorithmus ist der Start zur Losung dieses
Problems.

Algorithmus 3.4.1. QR Verfahren ohne Shifts
A® =4
for k=1to ? do

QWRK = A+=D + QOR--Zerlegung von AK~1

A®) = RBHQ®) + pusmultiplizieren in umgekehrter Reihenfolge
done

Auf den ersten Blick erscheint es unklar, warum dieser Algorithmus {iberhaupt etwas
verniinftiges berechnen soll. Trotzdem steht die Behauptung, da8 die Folge (A*)) gegen eine
obere Dreiecksmatrix konvergiert (bzw. gegen eine Diagonalmartix im hermiteschen Fall).
Das einzige, das man leicht iiberpriifen kann ist, da wirklich unitére Ahnlichkeitstransfor-
mationen ausgefithrt werden:

AW = QW AB=D k),
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Der Rest hingt stark mit einem weiteren Verfahren zusammen, der gleichzeitigen Itera-
tion, welche wiederum auf der Blockpotenziteration aufbaut.
3.4.1. Blockpotenziteration. Was mag passieren, wenn man bei der Potenziteration

anstelle eines einzelnen Vektors eine Menge {U(()O), e ,qug)} von linear unabhéngigen Vektoren
gleichzeitig verwendet? Nachdem A regulér ist, sind die Mengen {Akvéo), o ,Akv,(,?)} jeweils

wieder linear unabhéngig. In Matrixnotation kénnen wir das etwa folgendermaflen schreiben:

VO = i) @)

m

sei die Startmatrix. Definiere V*) als
VE = AR O = (P @),

Nachdem unser Hauptinteresse dem Raum aufgespannt von den Spalten von V*) gilt, be-
stimmen wir eine Orthonormalbasis dafiir mit Hilfe einer reduzierten () R—Zerlegung

OB k) — k).

Nachdem der von V* aufgespannte Raum aus Griinden, die analog sind zu den Griinden fiir
die Konvergenz der Potenziteration, gegen den Raum konvergiert, der von den Eigenvektoren
zu den m betragsgrofiten Eigenwerten konvergiert, konvergiert die Matrix Q(k) gegen () =
(q1] - - |gm), die Matrix gebildet aus ebendiesen Eigenvektoren.

Der Beweis dafiir ist ebenfalls analog zum Beweis fiir die Konvergenz der Potenziteration.
Man entwickelt alle v](-o) in die Eigenvektoren von A und verwendet danach die Formeln fiir
die Gram—Schmidt Orthonormalisierung. Es resultiert der folgende Satz:

Theorem 3.4.2. Seien die m betragsgrofiten Eigenwerte vom Betrag her verschieden

und sind die m fihrenden Hauptminoren der Matriz QTV(O) nichtverschwindend, wobet
Q = (qi|--|gm) ist. Dann konvergieren die Spalten der Matrizen QW™ mit linear gegen
die Eigenvektoren zu den m betragsgrifiten Eigenwerten von A:

g\ = (&q;)|| = O(C"),
fir1 < j <m, wobei

A
C= maxM

1<k<m |\ <1

ist. Wieder mufS man das Vorzeichen + in jedem Schritt und fiir jedes j geeignet wdhlen.

BEWEIS. Sei Q) erginzt zu einer orthogonalen Matrix @ aus Eigenvektoren von A. Dann
gilt A=QAQT, und sei A der fithrende (m x m)-Teil der Matrix A. Dann gilt

VE = AV 0 = QAFQTVO = QAP QWY + O(| A [F)

fiir kK — oo. Aus der Hauptminorenbedingung folgt, dafl QTVO regulér ist. Daher kann man
die obige Gleichung umformen zu

VI = QA"+ O(Amn ) QTVE.

Nachdem QTV(O) reguléir ist, ist der Spaltenraum von V*) derselbe wie der Spaltenraum
von

QA" + O(| A1 ).
Klarerweise konvergiert dieser Raum linear gegen den Spaltenraum von (). Nachdem das

Argument auch fiir alle fithrenden Teile der Matrix V) gilt, weil jeder der ersten m Haupt-
minoren ungleich Null ist, konvergieren auch alle fiihrenden Teilmengen der Spalten von V (¥)
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gegen die entsprechende fithrende Spaltenmenge von Q. Aus der Definition der Q) R—Zerlegung
folgt der Rest der Behauptungen. 0

3.4.2. Gleichzeitige Iteration. Fiir numerische Zwecke ist das Verfahren der Block-
potenziteration denkbar ungiinstig, da jeder einzelne der Vektoren vj(-o) gegen ein Vielfa-
ches des Eigenvektors zum betragsgrofiten Eigenwert konvergiert. Die Kondition der Basis
{v(()k), . ,v,(,]f)} wird also mit zunehmendem £ immer schlechter. Die Rundungsfehler wiirden
also mit der Zeit die Informationen zerstoren. Die Losung des Problemes ist jedoch simpel.
Man orthonormalisiert die Basis in jedem Schritt der Iteration. Das verédndert den aufge-
spannten Raum nicht, verhindert aber die Verschlechterung der Kondition. Dieses Vorgehen

fithrt zum Algorithmus der gleichzeitigen Iteration.
Algorithmus 3.4.3. Gleichzeitige Iteration

Wiihle Q) mit orthogonalen Spalten
for k=1to 7 do

Z = AQ*-1)

QWR® = Z ; reduzierte QQR--Zerlegung done

Theorem 3.4.4. Aus der Form dieses Algorithmus folgt, daf$ er unter den Vorausset-
zungen von Theorem 3.4.2 auch analoge Ergebnisse wie in Theorem 3.4.2 gelten.

3.4.3. Zusammenhang zwischen gleichzeitiger Iteration und ()QR—Verfahren.
Das Ziel dieses Abschnittes ist es zu zeigen, dafl das QQ R—Verfahren dquivalent ist zur gleich-
zeitigen Iteration angewendet auf die Startmatrix Q) = I. Da die Startmatrix und da-
mit auch alle iterierten Matrizen Q*) quadratisch sind, muB man keine reduzierten QR
Zerlegungen berechnen sondern kann volle () R—Faktorisierungen verwenden. Im folgenden
seien die erzeugten Matrizen statt mit Q(k) mit Q* und statt R® mit R® bezeichnet.
Verfolgt man mit diesen Bezeichnungen den Algorithmus 3.4.3, so kann man die folgenden
Beziehungen zwischen den einzelnen Matrizen ablesen. Die Gleichungen (68), (69) und (70)
folgen direkt aus dem Algorithmus. (71) ist eine Definition fiir die Matrizen A®):

QY =1 (68)
7(k) _ AQ(k—l) (69)
ZW) = k) gk (70)
Ak _ (Q(k))TAQ(k) (71)

Auf dhnliche Weise kann man den () R—-Algorithmus in Gleichungen zusammenfassen.
Beziehung 75 dient wieder als Definition der Matrix Q(k):

A0 =4
Ak=D — k) )
AR = Rk QF)
*) — W@ . QW

Die Ubereinstimmung in den Bezeichnungen A®) und Q) in den Gleichungen fiir beide
Algorithmen wurden nicht von ungefihr gewihlt. Der nichste Satz wird zeigen, da8 es sich
dabei um jeweils dieselben Matrizen handelt. Fiir beide Algorithmen sei zusétzlich noch die
Bezeichnung

72)
73)
74)

)

(
(
(
(75

1

R® = RO RGE=D  pM) (76)

eingefiithrt. Mit Hilfe dieser Notation kann man den folgenden Satz beweisen
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Theorem 3.4.5. Die Algorithmen 3.4.1 und 3.4.3 erzeugen identische Folgen von Matri-
zen R™, Q(k) und A®) | die definiert sind durch die QR-Faktorisierung der k-ten Potenzen
von A

Ak = Q(k)E(k)-
A®) st die Projektion
Ak _ (Q(k))TAQ(k)'

BEWEIS. Der Beweis erfolgt mittels Induktion nach k. Fiir k& = 0 ist die Ubereinstimmung
offensichtlich. Fiir beide Algorithmen gilt nimlich A° = Q(O) =RY =Tund A® = A, wie

man leicht aus den Gleichungen (68), (71), (72) und (76) ablesen kann. Fir k& > 1 folgt fir
die gleichzeitige Iteration

Ak — AQ(kfl)R(kfl) - Z(k)ﬁ(kfl) - Q(k)R(k‘)R(k*l) - Q(k)R(k),

wobei man in dieser Reihenfolge die Induktionsvoraussetzung und die Gleichungen (69), (70),
(76) verwendet.
Andererseits beweist man fiir das () R—Verfahren

A = AQFVREN — A0 QW@ Q=D RE=D —
= QWAMQR | QE-DRE-D — ... =
=QWQ® . QWD AR RE-1 — ok=-D k) pk) RE=1) — ) R*)

wobei man in dieser Reihenfolge die Induktionsvoraussetzung, dann die Gleichungen (75),
k — 1 Mal die Gleichungen (73) und (74), wieder (74) und zuletzt (76) verwendet.

Damit ist die Aquivalenz der Algorithmen gezeigt und die erste Behauptung. Die zweite
Behauptung folgt zum Beispiel aus (71). O

Aus der Aquivalenz von QR Verfahren und gleichzeitiger Iteration kénnen wir auch
Resultate iiber die Konvergenz des (Q R—Verfahrens herleiten. Aus (71) folgt, daf die Dia-
gonalelemente der Matrizen AY) Rayleigh-Quotienten von A zu den Spalten von Q® sind.
Wenn diese Spalten gegen Eigenvektoren von A konvergieren, konvergieren die Hauptdia-
gonalelemente gegen die zugehorigen Eigenwerte. Die Elemente abseits der Hauptdiagonale
werden aus inneren Produkten zweier verschiedener Spalten von Q) gebildet, und da die-
se Spalten orthogonal werden, verschwinden sie im Grenzwert. Also konvergiert A%*) gegen

eine Diagonalmatrix. Ferner folgt aus Theorem 3.4.4 das Resultat iiber die Konvergenz des
(QR—Verfahrens

Theorem 3.4.6. Sei der Algorithmus 3.4.1 angewendet auf die reelle symmetrische Ma-
trix A, deren Figenwerte
[Ar] > o] > - > A
erfiillen und deren entsprechende Figenvektormatriz ) nichtverschwindende Hauptminoren
hat. Dann gilt fiir k — oo, dafl A%®) linear mit Konstante maxy | \py1|/| M| gegen diag(Ay, ..., An)
konvergiert. Ferner konvergiert Q(k) mit derselben Geschwindigkeit gegen Q).

3.5. QR—Verfahren mit Shifts. Niemand wiirde sich fiir das ) R—Verfahren inter-
essieren, wenn die erreichbare Konvergenzordnung nur linear ist. Doch ein Trick, der dem
Ubergang von der Potenziteration zur Rayleigh-Quotienten Iteration entspricht, verleiht dem
Algorithmus Fliigel. Es ist dies die Einfiihrung von Shifts A — A — ul. Eine weitere Verbes-
serung, die Deflation zerteilt die Matrix A® in Untermatrizen. Der praktisch verwendete
@ R—-Algorithmus ist im folgenden zusammengefaft.

Algorithmus 3.5.1. QR Verfahren mit Shifts
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Wihle eine Toleranz €.
(Q(O))TA(O)Q(O) = A ; tridiagonalisieren von A
for k=1to 7 do
Wiihle einen Shift pu*)
QWRK = A=) _ (O] ; QR--Zerlegung
A®) = RBQ®) (k)]
if Aj,j—l—l < ¢ then
Ajj1 =0
Ajr1; =0
B - R . A O
Zerlege A®) in zwei Teilmatrizen ( 0 A
Wende das QQ R—Verfahren ab nun auf Ay und As getrennt an.
endif
done

Dieser Algorithmus ist das Standardverfahren zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigen-
vektoren einer Matrix A seit Anfang der Sechzigerjahre. Erst zu Beginn der Neunzigerjahre
ist ein neues Verfahren entwickelt worden, das beginnt das () R—Verfahren zu verdréangen, die
Divide-and-conquer Algorithmen, die in Abschnitt 4.3 kurz beschrieben werden.

Definiert man Q® und R® analog zu Abschnitt 3.4.3, so kann man leicht herleiten, daf

Q(k) und R%® eine QR-Zerlegung einer geshifteten Potenz von A bilden:
(A— u(’“)]l)(A — M(kfl)]l) L (A- p V1) = Q(k)ﬂ(k)-

Die erste Spalte von Q® ist das Resultat einer wiederholt geshifteten Potenziteration mit
dem Startvektor e;. Die letzte Spalte ist das Resultat einer wiederholt geshifteten inversen
[teration angewendet auf den Startvektor e,. Sind die Shifts gute Schétzwerte fiir einen
Eigenwert, so konvergiert diese letzte Spalte sehr schnell gegen einen Eigenvektor.

Wie man p®) am besten wihlt, ist Untersuchungsgegenstand des néchsten Abschnittes.

3.6. Shift—Strategien. Aus den Resultaten iiber die Rayleigh—Quotienten Iteration
kann man herauslesen was sehr gute Eigenwertschitzwerte x*) sind. Man wihlt am besten
den Rayleigh—Quotienten

(EN\T 4. (k)
W) ag

W= g
g
Wie wir schon zuvor festgestellt haben, benétigt man keinen weiteren Rechenaufwand zur
Bestimmung von x®*). Es gilt ndmlich
()T Ag® = eZQ(’“)T AQWe, = e] ABe, = AW

nn’

man kann also den benétigten Rayleigh-Quotienten von der Hauptdiagonale der Matrix A®)
ablesen. Die Wahl p*) = A™) heift wegen dieser Zusammenhénge auch Rayleigh—Quotienten
Shift. Aus den Verbindungen zwischen ) R—Verfahren mit Shifts und der Rayleigh—Quotienten
Iteration folgt, daf§ das Q R—Verfahren mit Rayleigh—Quotienten Shift schliefflich kubisch
konvergiert. Trotz der phantastischen Konvergenzgeschwindigkeit ist dieser Shift nicht erste
Wabhl.

Der Grund dafiir ist, dafl die Konvergenz des Verfahrens nicht garantiert werden kann.
Betrachtet man namlich die Matrix

0 1
()
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so sieht man dafl das (QR—Verfahren ohne Shift nicht konvergiert:

0 1y (1 O
—0WpRM —
a=avr= (1 5) (o )

1 0\ /0 1
M) _ pMoM) _ _
AW = RO _(0 1)(1 0)_A.

Der Rayleigh—Quotienten Shift © = A, hat keinen Effekt, da A,, = 0, also versagt auch
das @QR—Verfahren mit Rayleigh—Quotienten Shift. Das Problem ist, daf3 die Eigenwerte
der Matrix gleich 1 und —1 sind. Soll also die Schéitzung 0 fiir die Eigenwerte verbessert
werden, so ist wegen der Symmetrie unklar welcher Eigenwert favorisiert werden soll, und
der Schatzwert wird gar nicht verbessert. In so einem Fall versagt der Rayleigh—Quotienten
Shift, und das @) R—Verfahren konvergiert mit dieser Shift-Strategie gar nicht.

Um Symmetrien dieser Art zu brechen untersuchen wir die rechte untere 2 x 2 Teilmatrix

von AK);
_ Anfl,nfl Anfl,n
B = ( An,nfl Ann )
Der Wilkinson—Shift ist definiert als derjenige Eigenwert von B, der nidher an A, liegt. Im
Fall eines Unentschiedens wéhlt man irgendeinen. Eine numerisch stabile Formel fiir den

Wilkinson—Shift ist
sgn(§) A2

n,n—1

6] + \/ 24+ A2
wobei § = 1

5(An_1n-1 — Ann) ist. Sollte § = 0 gelten, so setzt man sgn(d) = 1. Im gene-
rischen Fall erzielt der Wilkinson—Shift ebenso wie der Rayleigh—Quotienten Shift kubische
Konvergenz. Aulerdem gilt, daff im schlimmsten Fall wenigstens noch quadratische Konver-
genz erreicht wird, das (QR—Verfahren zusammen mit dem Wilkinson—Shift konvergiert also
im Gegensatz zum Rayleigh-Quotienten Shift immer.

Im obigen Beispiel ist der Wilkinson—Shift gleich 1, und die Konvergenz erfolgt in einem
Schritt.

Es gibt noch andere Shift—Strategien, besonders solche, die die explizite Subtraktion
AF=D — BT vermeiden, um Ausloschungseffekte zu minimieren. Solche implizite Shift-
Strategien verbreiten sich in der letzten Zeit immer mehr. Sie sind aber vor allem dann
von Vorteil, wenn unsymmetrische Hessenbergmatrizen Schur—faktorisiert werden sollen. Im
unsymmetrischen Fall mufl auch das Auftreten komplexer Eigenwerte in Betracht gezogen
werden. Ein () R—Doppelschritt ist dann die Losung. Genauere Beschreibungen dieser Ver-
fahren konnen etwa in [Golub, Van Loan 1996, chapters 7 and 8] nachgeschlagen werden.

Zum Abschlu8 der Abhandlungen iiber das @) R—Verfahren mufl noch etwas iiber die
Gutartigkeit des Algorithmus ausgesagt werden.

= Ann

Theorem 3.6.1. Sei eine reelle symmetrische Matriv A € K™" diagonalisiert mittels
Algorithmus 3.5.1, wobei i*) der Wilkinson—Shift sei, und es mégen A und Q) die berechneten
Faktoren bezeichen. Dann gilt

1AaA]l

QAQ* = A+ AA, =
[ Al

O(eps)

fiir eine geeignete Fehlermatriz AA. Daher erfiillen die bestimmten Eigenwerte :\j die Abschdtzung

A=A
IA]l

= O(eps).
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Der Algorithmus ist also gutartig. Der Aufwand von ~ §n3 ist umso bemerkenswerter als
er etwa ein Drittel des Aufwandes zur standardméfigen Berechnung eines Matrixproduktes
zweier n X n Matrizen ist.

4. Andere Verfahren

Im Laufe der Zeit sind neben dem () R—Verfahren noch andere Algorithmen zur Eigen-
wertberechnung interessant gewesen oder geworden.

4.1. Jacobi Verfahren. Der élteste Algorithmus wurde 1845 von Jacobi konstruiert.
Er basiert auf der Tatsache, dafl zwar Matrizen der Gréfle 5 x 5 oder mehr nicht explizit
diagonalisiert werden koénnen, kleinere Matrizen abar schon.

Im Jacobi Verfahren diagonalisiert man immer wieder 2 x 2 Teilmatrizen in der Form

(-0 1)

und hofft, dafl dabei die gesamte Matrix gegen eine Diagonalmatrix konvergiert. Das Stan-
dardverfahren wéhlt fiir J Rotationsmatrizen der Form

J— cosf sind
~ \—sinf cos@

2b
tan(20) = P
solch eine Matrix wird in der Literatur mit Jacobirotation bezeichnet.

Als zu diagonalisierende Untermatrix wahlt man iiblicherweise diejenige 2 x 2 Teilmatrix,
die das betragsgrofite Nebendiagonalelement enthélt. Man kann zeigen, daf3 bei dieser Wahl
die Matrix mit quadratischer Geschwindigkeit gegen eine Diagonalmatrix konvergiert. Die
Konvergenzordnung ist also 2 im Gegensatz zu 3 beim ) R—Verfahren.

Der Hauptvorteil des Jacobi—Verfahrens ist die gute Parallelisierbarkeit. Nachdem in je-
dem Schritt immer nur zwei Zeilen und Spalten betroffen sind, kann man gleichzeitig mehrere
Jacobirotationen beinahe unabhéngig voneinander anwenden. Ist die Zahl der zur Verfiigung
stehenden CPUs sehr grof3, so iibertrifft das Jacobi—Verfahren das nur schlecht paralleli-
sierbare (QR—Verfahren. Seit dem Aufkommen von Divide-and—conquer Algorithmen, die
ebenfalls gut parallelisierbar sind aber viel schneller konvergieren, ist die Bedeutung des
Jacobi—Verfahrens stark zuriickgegangen.

mit

4.2. Bisektion. Das Bisektionsverfahren dient vor allem der Bestimmung eines kleinen
Teils der Eigenwerte. Mit Hilfe der Bisektion kann man etwa die gréfiten 5 Eigenwerte, die
kleinsten 10 oder alle im Intervall [a, b] finden. Sind die gesuchten Eigenwerte bestimmt, so
kann man die zugehorigen Eigenvektoren durch einen inversen Iterationsschritt berechnen.

Die Idee zur Bestimmung der Eigenwerte liegt darin, die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms p4(z) = det(zl — A) zu suchen. Ja, obwohl a priori die Nullstellenbestimmung
bei Polynomen instabil ist! Man versucht jedoch nicht, die Nullstellen des Polynoms aus
den Koeffizienten zu berechnen (das ist instabil), sondern verwendet eine etwas subtilere
Variante.

Beginnen wir mit einer irreduziblen symmetrischen Tridiagonalmatrix A (irreduzibel be-
deutet, dafl kein Nebendiagonalelement verschwindet). Andernfalls konnte man A auf Tridia-
gonalgestalt transformieren und in Teilmatrizen zerlegen. Mit AM, A seien die Haupt-
untermatrizen von A bezeichnet. Das wesentliche mathematische Resultat ist jetzt, daf die
Eigenwerte von A®) und die Eigenwerte von A**Y folgende Gleichung erfiillen:

(k+1) _ (k) _ y(k+1),
AT AT <N
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die Eigenwerte von A®) liegen also zwischen denen von A*+Y) . Diese Eigenschaft ist es, die
einem ermoglicht, die Anzahl der Eigenwerte in einem gegebenen Intervall zu zahlen.

Es gilt ndmlich, daf§ die Anzahl der negativen Eigenwerte der Tridiagonalmatrix A €
K™*" gleich der Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folge

1,det(AM), det(A@), ... det(A™)

ist; diese Folge ist auch unter dem Namen Sturmsche Kette bekannt. Tritt 0 in der Folge auf,
so definiert man als Vorzeichenwechsel auch einen Ubergang von 0 auf — oder 4 aber nicht
einen Ubergang von — oder + auf 0. Indem man A um ein Vielfaches der Identitét verschiebt,
kann man mit dieser Methode auch die Anzahl der Eigenwerte im Intervall (—oo, b) oder im
Intervall (a,00) zéhlen. Schneidet man diese Intervalle, so ist es auch moglich, die Anzahl
der Eigenwerte in Intervallen der Form [a,b) zu bestimmen.

Eine weitere wesentliche Beobachtung ist, da die Determinanten von A%, A%*=1 ynd
A%=2) fiir eine Tridiagonalmatrix durch eine Drei-Terme-Rekurrenz zusammenhéngen:

det(A®) = Agy, det(A® V) — A7, det(A*2),

und damit kann man auch das charakteristische Polynom mit relativ geringem Aufwand
berechnen:
P (@) = (A, — 2)p" V(@) = AR p* P (2)

ist eine Rekurrenz, die die charakteristischen Polynome fiir die einzelnen Teilmatrizen A®)
zueinander in Beziehung setzt. Als Anfangswerte setzt man p(~Y(z) = 0 und p©(z) = 1.
Wertet man sukzessive die Polynome p®(z) an verschiedenen Stellen z aus und zihlt man
Vorzeichenwechsel, so kann man beliebig kleine IntervalleinschlieSungen fiir alle Eigenwerte
von A berechnen.

4.3. Divide—and—conquer. Die modernsten Verfahren zur Eigenwertberechnung sind
die sogenannten Divide—and—conquer Algorithmen. Sie stellen die bedeutendste Innovation
auf dem Gebiet der Eigenwertberechnung dar seit Erfindung des ) R—Verfahrens in den
frithen Sechzigerjahren. Von Cuppen 1981 eingefiihrt dauerte es etwa zehn Jahre bis sich
der Algorithmus durchsetzte. Obwohl er etwa zweimal so schnell wie das () R—Verfahren ist
und er sich viel besser parallelisieren 1d8t, haben Stabilitéitsprobleme die Verbreitung des
Verfahrens behindert.

Im folgenden wird auf die Probleme, die mit der Stabilisierung des Algorithmus zusam-
menhéngen, nicht ndher eingegangen. Es wird im Gegenteil nur die Grundidee présentiert.

Sei T' eine symmetrische irreduzible Tridiagonalmatrix. Dann kann 7" in zwei Unterma-
trizen zerlegt werden:

~

T1 Tl
_ g _ B | B
T = 3 n

~

T2 T2

Hier entsteht die Matrix 7} durch Subtrahieren von [ vom rechten unteren Element von
T;. Analog entsteht Ty durch Subtraktion von £ vom linken oberen Element von T5. Zu-
sammenfassend kann man also feststellen, dal sich jede Tridiagonalmatriz schreiben lafst als
die Summe einer 2 x 2 Blockdiagonalmatriz mit tridiagonalen Blécken und einer Rang—1
Korrektur.

Der Divide—and—conquer Algorithmus funktioniert durch fortgesetzte Unterteilung der
Matrix T' geméafl dem obigen Verfahren. Oft stoppt man bevor man 2 x 2 Matrizen erreicht
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hat, deren Eigenwerte man explizit berechnen kann, und bestimmt schon fiir 10 x 10 Unter-
matrizen die Eigenwertzerlegung mit dem () R—Verfahren. Danach berechnet man jeweils aus
den Eigenwerten von den Untermatrizen Ty und T5 und der Rang-1 Korrektur die Eigenwerte
von T'. Dies geschieht folgendermafien: Angenommen wir haben Diagonalisierungen

Ty = QD1Q%, Ty = QaDyQs

bereits berechnet. Dann folgt aus der Zerlegung von 7" die Beziehung

(@) () ) (M )

mit dem Vektor 2" = (g, ,qy ), wobei ¢ die letzte Spalte von Q; und ¢, die erste Spalte von
()2 bezeichnet.
Wir haben das Problem also darauf reduziert, die Eigenwerte einer Matrix der Gestalt

D+ ww'

mit einer Diagonalmatrix D zu berechnen, also einer Diagonalmatrix plus einer Rang-1
Korrektur. Wir kénnen annehmen, da8 w; # 0 fiir alle j, da sonst das Problem reduzibel
wire. Ist nun ¢ ein Eigenvektor von D +ww ' zum Eigenwert A, so gilt

(D+ww")g=XAg = (D — \)g+w(w'q)=0.
Weil A kein Eigenwert von D sein kann, ist (D — AI) invertierbar und es folgt
g+ (D =MN)"tww q) =0 = wig+w (D— )" w(w'q) =0,
was man umschreiben kann als

fN (') =0

mit der Funktion

r)=1+ ]
f(@) ) ph—
7=1
Nachdem w'q # 0 ist — andererseits wiire ¢ Eigenvektor von D, hitte also genau eine
nichtverschwindende Komponente ¢;; dann wére aber w; = 0, ein Widerspruch — gilt
fA)=0

genau dann, wenn A ein Eigenwert von D + ww ' ist. Diese Gleichung heifit auch Sekular-
gleichung. Die Form der rationalen Funktion f(z) impliziert, dafl sie genau n Nullstellen
besitzt, die mit einem Newton—Verfahren (siche Kapitel 7) schnell bestimmt werden kénnen.
Zur Bestimmung jeder einzelnen Nullstelle benotigt man O(1) Aufwand, gesamt also O(n)
fiir alle n Nullstellen. Der Gesamtaufwand fiir Unterteilung und Rekombination bei Losung
der Sekulargleichung betriigt O(n?).

Speziell bei der Berechnung von FEigenwerten und Eigenvektoren ist der Vorteil des
Divide-and—conquer gegeniiber dem () R—Verfahren offenbar. Die Reduktion der symmetri-
schen Matrix auf Tridiagonalgestalt (Phase 1) ist bei beiden Algorithmen gleich ~ %n?’ , doch
der Iterationsprozef verbraucht beim Q R—Verfahren ~ 6n® Flops, wihrend er beim Divide—
and—conquer Algorithmus ~ %n?’ elementare Rechenschritte verbraucht, was in Summe einer
Verbesserung von ~ 9n? auf ~ 4n3 Flops entspricht. Schwerer wiegt noch die Méglichkeit zur
Parallelisierung, die den Siegeszug dieses Verfahrens in den néchsten Jahren unvermeidlich
machen wird.
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5. Berechnung der Singuldrwertzerlegung

Endlich, nach Analyse der Eigenwerte berechnenden Algorithmus kann man auch ein
Verfahren zur Bestimmung der Singuldrwertzerlegung einer Matrix A konstruieren. Wieder
wird das Verfahren in zwei Phasen aufgeteilt. In Phase 1 wird die n x m Matrix A in eine
quadratische Bidiagonalmatrix B der GroBe min(m,n) x min(m,n) transformiert. Danach
werden die singuldren Werte von B in Phase 2 iterativ approximiert.

5.1. Transformation auf Bidiagonalgestalt. Es gibt zweieinhalb verschiedene Ver-
fahren, eine rechteckige Matrix A auf Bidiagonalform zu bringen, also A = U BV ™* zu zerlegen
mit

* ok 0 0
0 = *
B = 0
* %
0 0 =x

Die einfachere ist die Methode der Golub—Kahan Bidiagonalisierung, im folgenden mit GK—
Bidiagonalisierung bezeichnet. Mit Hilfe von Householder-Spiegelungen erzeugt man ab-
wechselnd Nullspalten und Nullzeilen wie anhand der untenstehenden Matrix angedeutet:

¥ ok k% % %k k% * x 0 0
* ok x %k 0 % % =% * k%
* ok % %k Uy 0 * % =x Wi * k%
— —
* ok x ok 0 % % =% * k%
* ok x ok 0 % % = * k%
* ok kK 0 % % =% * k%
A U A Ui AV
* ok *
% k% * 0
Us 0 * = Vo * %
— —
0 *x =* * ok
0 *x =* * ok
0 x = * ok
Us;UF AV, UsUF AV Vs,
% * %
* * %k
U;- * %k Uy- * ok
— —
0 =x *
0 =x 0
0 =x 0
Ug‘...UfAVlvz Ui...UAVIV,

Dieses Verfahren entspricht also zwei gleichzeitig durchgefiihrten Householder () R-Faktorisierungen,
eine von rechts die andere von links. Der Aufwand fiir die GK—Bidiagonalisierung betrigt

~ dnm? — %mg

Flops.
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Falls n > m ist, so erweist sich dieses Verfahren als zu aufwendig, da dann ein Grofiteil
der zu erzeugenden Nullen unterhalb der Hauptdiagonale sitzt. Das von Lawson, Hanson und
Chan vorgeschlagene Verfahren, die LHC-Bidiagonalisierung verfolgt daher die folgende Idee:

* ok x %k * ok %k ok * ok
* ok x %k * ok % * %
* ok x Kk * % *
— —
* ok x Kk *
* ok x k
* ok k%
A QA UrQ*AV

Man beginnt mit der Berechnung einer Q R—Zerlegung von A = QQR. Das erzeugt alle un-
terhalb der Hauptdiagonale liegenden Nullen in einem Schritt. Fiir die iibrigbleibende m x m
obere Dreiecksmatrix R bestimmt man die Bidiagonalisierung mittels GK-Bidiagonalisierung.
Dieser Trick reduziert den Aufwand auf

~ 2nm? + 2m?

Flops. Das Verfahren ist billiger als die GK-Bidiagonalisierung, wenn n > gm

Das zweieinhalbte Verfahren ist eine leichte Verallgemeinerung des LHC—Verfahrens und
wird Drei—Schritt-Bidiagonalisierung genannt. Der Trick ist, die () R—Zerlegung nicht zu
Beginn durchzufiihren sondern irgendwann in der Mitte des Algorithmus. Im GK—-Prozef3
wird eine Matrix nédmlich in jedem Schritt ein klein wenig schméler. Nach & Schritten hat
die noch zu bearbeitende Matrix die Dimensionen (n—k) x (m —k), und wenn das Verhiltnis
geniigend grof} ist, fithrt man die Q R-Zerlegung durch und reduziert das Problem wie im
LHC—Verfahren auf eine quadratische Dreiecksmatrix. Die maximale Einsparung erzielt man,
wenn (n — k)/(m — k) = 2 erreicht ist. Diese Wahl liefert die Aufwandsabschétzung

~4dnm® — gm® — 2(n —m)®,

eine moderate Verbesserung gegeniiber den anderen beiden Verfahren.

5.2. Berechnung der Singuldrwerte. Nachdem man das Problem darauf reduziert
hat, die Singularwerte einer quadratischen Bidiagonalmatrix zu errechnen, mufl man nur das
Problem nur noch mit einem geeigneten Eigenwertproblem in Verbindung bringen:

Sei die Singulédrwertzerlegung A = UXV* bekannt. Dann gelten die beiden Gleichungen

A*A = VX*OV* = V2V*

()= )6 5 %)

die jeweils die Singuldrwerte und singuléren Vektoren in eine Eigenwertzerlegung umschrei-
ben. Es hat jedoch jede der beiden Formulierungen seine Nachteile. Die erste Form, die die
Singularwerte von A mit der Kovarianzmatriz A*A in Verbindung bringt, leidet an der star-
ken Erhohung der Konditionszahl (es gilt ja kao(A*A) = ro(A)?). Ist die Matrix A schlecht
konditioniert, so birgt diese Tatsache eine mogliche Instabilitat. Auf der anderen Seite ver-
doppelt die zweite Formulierung die Dimension der zu behandelnden Matrix und erhoht
damit die im () R—Verfahren zu leistende Arbeit um einen Faktor 4.

Der gebréuchlichste Algorithmus ist eine leichte Abwandlung des @ R—Verfahrens, aufbau-
end auf der Matrix A*A und der ersten Formulierung. Das Instabilitétsproblem wird dadurch
umgangen, dafl die Matrix A*A nie explizit gebildet sondern nur implizit ) R—zerlegt wird.
Die genaue Vorgehensweise, sei im folgenden illustriert:

und
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Sei
di fi 0 0
0 d, :
: . : fn—l
0 - - 0 d,

die zu zerlegende Bidiagonalmatrix. Dann wihlen wir eine Art Wilkinson—Shift, indem wir
die Eigenwerte der rechten unteren 2 x 2—Teilmatrix 7" der Tridiagonalmatrix B* B bestimmen
(diese Teilmatrix kann fast ohne zusétzlichen Rechenaufwand bestimmt werden)

T = di—l + fTZL—Q dn—lfn—l
dn—lfn—l di + f,,%_l

und denjenigen auswihlen ()), der niher bei d2 + f2_; liegt. Bestimmen wir dann eine

Givens—Rotation
c S T d% — A\ [*
—S51 O dlf 1 - \0)’

c1 = cosfy und s; = sinfy, und setzen wir G; = G(1,2,0,).

Danach wenden wir GG; auf B an. Am folgenden Beispiel mit n = 6 seien die weiteren

Schritte illustriert:
x ok
* k%
BG, = o
ko ok
* ok
*

Der eine Eintrag unterhalb der Hauptdiagonale stort, und daher konstruieren wir sukzessive
weitere Givensrotationen Uy, Vo, Us,..., V,_1 und U,_; mit deren Hilfe wir das Element
wieder Richtung rechts unten ,aus der Matrix schieben®“. Die ersten drei Schritte seien im
folgenden angegeben:

*
Ul*BGl -
*
*
X* ok
*
* *
UfBGVy =
*
U;Us BG, Vs =
*
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und so weiter. Der Vorgang endet mit einer neuen Bidiagonalmatrix B5:
B - (Ul e Unfl)*B(Gl‘/Q e anl) - U*BV

Implizit hat man damit einen geshifteten () R—Schritt fiir die symmetrische Tridiagonalmatrix
B*B ausgefiihrt. Das so konstruierte Verfahren konvergiert mit kubischer Geschwindigkeit
gegen eine Diagonalmatrix B und damit gegen eine Singuldrwertzerlegung. Jedoch ist es
notig, zwei verschiedene Deflationsschritte zur Verkleinerung des Problems zusétzlich einzu-
bauen. Erstens, wenn sich B zerlegen 13t

(B, 0
B_(o Bg)

kann man das Problem direkt in zwei kleinere aufsplitten, doch auch wenn d; = 0 gilt fiir ein
k kann man das Problem zerteilen. Wieder verwendet man geeignete Givensrotationen, um
das entsprechende Nebendiagonalelement fj; auch auf Null zu transformieren. Das Verfahren
sei ebenfalls anhand eines 6 x 6 Beispieles illustriert.

*
*
B = 0
X ok
kX ok
" 0 %
H;B = o
ko ok
* %k
H;H!B = 0 ) *
*
*
* * * 0

und das Problem zerféllt. Setzt man alle diese Algorithmenteile zusammen erhélt man das
implizite (Q R—Verfahren zur stabilen Berechnung der Singuldrwertzerlegung einer Bidiago-
nalmatrix B.

Der Gesamtaufwand zur Bestimmung der Singuldrwertzerlegung wird véllig vom Bidiago-
nalisierungsverfahren dominiert. Jeder Schritt der Iteration benotigt ndmlich lediglich einen
Aufwand von O(n), was einen Gesamtaufwand von O(n?) fiir die gesamte Phase 2 ergibt.
Verwendet man Drei—Schritt—Bidiagonalisierung, ist der asymptotische Aufwand zur Bestim-
mung einer Singuldrwertzerlegung

~dnm® — 3m® — 2(n —m)®.
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6. Software

An Software seien vor allem wieder die Funktionen der LAPACK Sammlung hervorge-
hoben. Sie enthélt Unterprogramme zur Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren
fiir symmetrische Matrizen (syev, syevd, syevx), tridiagonale Matrizen (steqr mit QR-
Verfahren, stedc mit Divide-and—conquer), fiir unsymmetrische Matrizen (geev, geevx)
und Hessenbergmatrizen (hseqr, hsein) und viele mehr. Auch Programme zur Bestimmung
von Tridiagonalisierungen, Bidiagonalisierungen und Hessenbergtransformationen sind ent-
halten. Weiters existieren natiirlich auch Programme zur Berechnung einer Singulérwertzer-
legung (gesvd,. .. ).

Die Programmpakete wie MAPLE, Mathematica und MATLAB enthalten einfache Funk-
tionen zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren. Dort sind meist () R—Verfahren
implementiert.



KAPITEL 10

Numerische Lineare Algebra I'V:
Iterationsverfahren

1. Grundlagen

In den vergangenen Kapiteln haben wir eine Handvoll Methoden kennengelernt, die ver-
schiedenen Aufgaben der linearen Algebra auf numerischem Wege zu l6sen. In Kapitel 9,
wo es darum ging, Eigenwerte und Eigenvektoren zu bestimmen, sind zum ersten Mal Ver-
fahren aufgetaucht, die selbst bei rundungsfehlerfreier Rechnung keine exakten Resultate
mehr liefern. In allen anderen Féllen sind die Algorithmen so konstruiert, dafl sie in endlich
vielen Rechenschritten im Prinzip das mathematische Problem exakt 16sen kénnen; solche
Verfahren nennt man direkte Verfahren. Auch Eigenwerte berechnende Algorithmen beste-
hen im herkémmlichen Fall aus einer direkten Phase (z.B. Hessenbergtransformation) und
einer iterativen Phase, die aber nur auf stark vereinfachte Probleme angewendet wird. Eine
Gemeinsamkeit aller dieser Algorithmen ist die GréBenordnung O(n?) des Rechenaufwandes.

Fiir wirklich grofie Probleme (etwa Computertomographie — siehe Modell 2.5 aus Ka-
pitel 2) ist dieser Aufwand jedoch viel zu hoch. Er ist auch in dem Sinne unversténdlich
hoch als in jedes Matrixproblem nur O(n?) (bei diinnbesetzten Matrizen nur O(n)) Zahlen
eingehen. Warum sollte dann der Aufwand zur Berechnung immer O(n?) sein?

In den vergangenen vier Jahrzehnten ist die maximale Dimension der gerade noch lésba-
ren Matrixberechnungen etwa alle fiinfzehn Jahre um eine Zehnerpotenz gestiegen. Von
n = 20 in den Fiinfzigerjahren auf etwa n = 20000 Mitte der Neunzigerjahre. Im gleichen
Zeitraum ist die maximale Leistungsfihigkeit der Computersysteme hingegen um einen Fak-
tor 10° gestiegen. Man kann also den O(n?) Flaschenhals deutlich erkennen. Trotz einer
gewaltigen Verbesserung der Hardware ist die maximale Dimension der Matrixberechnungen
,nur® um einen Faktor 10% gestiegen.

Nun, ganz korrekt sind die oben stehenden Aussagen nicht. Es existieren Algorithmen fiir
die meisten Probleme der linearen Algebra, die einen geringeren Aufwand als O(n?) haben.
Fiir die Losung eines linearen Gleichungssystems haben Coppersmith und Winograd 1986 ein
Verfahren gefunden, das Ordnung O(n?37®) hat. Allerdings ist der Koeffizient des hichsten
Terms n?37 so groB, dafl der Gesamtaufwand fiir heutzutage berechenbare Probleme trotz
des niedrigen Exponenten hoher ist als bei der L R—Zerlegung mit Spaltenpivotsuche.

Die einzige Idee, die noch hilft, grofie Systeme mit Dimensionen jenseits von 10° zu 16sen,
ist Losungen nicht mehr direkt zu bestimmen sondern approximativ durch Verwendung eines
Iterationsverfahrens. Im Gegensatz zu den Algorithmen aus Kapitel 9 versucht man jedoch,
den Aufwand eines einzelnen Schrittes so stark wie moglich zu reduzieren. Mehr als O(n)
Rechenoperationen kann man fiir einen einzelnen Iterationsschritt in einem Algorithmus fiir
Probleme riesiger Dimension nicht verwenden. Gelingt es dann auch noch, das Verfahren so zu
gestalten, daf lediglich O(1) Iterationsschritte nétig sind, so hitte man das ideale Verfahren
gefunden, doch meist ist die hchste erreichbare Verbesserung von O(n?) auf O(n?). Heutzu-
tage Ende der Neunzigerjahre {ibertreffen Iterationsverfahren wegen der hohen Konstanten
vor den fithrenden Termen n? die direkten Algorithmen in praktischen héchst dimensionalen
Anwendungsproblemen um einen Faktor zehn. Doch durch die steigende Leistungsfahigkeit
der Computersysteme, die in der Zukunft die Losung noch groBlerer Probleme ermdéglichen
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werden, wird der Siegeszug der Iterationsverfahren nicht mehr aufzuhalten sein, da spéatestens
dann der kleinere Exponent zu wachsenden Geschwindigkeitsunterschieden fithren wird.

Iterationsverfahren kénnen O(n?) jedoch nicht immer {ibertreffen. Fiir Zufallsmatrizen ist
das sehr unwahrscheinlich. Der Weg zur Geschwindigkeitssteigerung fiihrt iiber die Ausniitzung
der Matrixstruktur, die in den meisten Anwendungsproblemen alles andere als zufillig ist.
Hochdimensionale Probleme fithren meist auf diinnbesetzte Matrizen (oft gar auf Matrizen
mit Bandstruktur), die in jeder Zeile nur v Eintrige haben, die von Null verschieden sind. Fiir
solche Matrizen kann man Matrix—Vektor Produkte anstatt in O(n?) Rechenschritten mit
O(vn) elementaren Operationen berechnen, und Matrix—Vektor Produkte sind die einzigen
komplexen Rechenoperationen, die in einen Iterationsschritt eingehen.

1.1. Krylov-Raume. Nachdem wir schon festgestellt haben, dafl wir uns beim Entwurf
der Iterationsalgorithmen auf Matrix—Vektor Produkte einschrianken wollen, ist zu erwarten,
dafl Rdume, die von Vektoren b und deren iterierte Produkte mit einer Matrix A aufgespannt
werden, zentrale Bedeutung erlangen werden:

Definition 1.1.1. Gegeben eine Matriz A € K™*™ und einen Vektor b € K", dann ist
die dazu assoziierte Krylovfolge gegeben durch die iterierten Produkte von A mit b:

b, Ab, A%b, A3b, . ..

Der von den ersten n Vektoren der Krylov-Folge aufgespannte Vektorraum IC,, heifit der
n—te Krylov—-Raum zu A und b:

K, := (b, Ab, Ab, ..., A" 'b).
Die Matriz K, die als Spalten die ersten n Glieder der Krylov—Folge enthdlt, heifit die n—te
Krylov—-Matriz zu A und b:

K, = <b A”_1b>.

Die meisten Iterationsalgorithmen funktionieren, indem sie das zu bearbeitende Problem
in Krylovrdume wachsender Ordnung projizieren und die Lésungen der niedriger dimensio-
nalen Problems zur Approximation der Losung der hochdimensionalen Aufgabe verwendet.
Dabei werden implizit Q R—Zerlegungen und Hessenbergreduktionen von Krylov-Matrizen
bestimmt.

Die im folgenden vorgestellten Verfahren konnen entsprechend der folgenden Tabelle
angeordnet werden. Dabei steht die Abkiirzung CG fiir das konjugierte Gradientenverfahren
(englisch: conjugate gradients) und die Abkiirzung GMRES fiir Verallgemeinerte-Minimale—
Residuen (englisch: generalized minimal residuals)

Az = \z Az =10

Ab|Ab] - - -

A # A* Arnoldi Iteration GMRES Verfahren

A = A* Lanczos Iteration CG Verfahren

2. Arnoldi Iteration

Das zentrale Verfahren, auf dem die meisten anderen Iterationsverfahren aufbauen ist die
Arnoldi ITteration. In Kapitel 4 haben wir zwei grundverschiedene Methoden kennengelernt,
eine Q R—Faktorisierung einer Matrix zu berechnen, das Gram—Schmidt Verfahren und das
Householder Verfahren. Dort haben wir aus Stabilitéatsgriinden die Householder—Reflexionen
dem Gram-Schmidt Verfahren vorgezogen. Doch das Gram—Schmidt Verfahren hat einen
wichtigen Vorteil. Man kann es nach n Schritten unterbrechen und erhélt eine unvollstandige
QQ R—Zerlegung, eine reduzierte () R—Faktorisierung der ersten n Spalten von A.
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Zur Berechnung einer Hessenbergreduktion existieren ebenfalls zwei Standardverfahren
— Householder Reflexionen (Kapitel 9) und die Arnoldi Iteration, die also ein Analogon des
Gram—Schmidt Verfahrens fiir Hessenbergreduktion ist.

2.1. Das Iterationsverfahren. Nehmen wir an, wir hétten bereits eine Hessenbergre-
duktion von A bestimmt:
A=QHQ"
mit untdrer Matrix ) und oberer Hessenbergmatrix H, oder umgeformt AQ = QH. Sei Q),,
die m x n Teilmatrix von @), die aus den ersten m Spalten von () besteht:

Qm = <q1 Qm)-

Mit H,, sei die (m + 1) x m linke obere Teilmatrix von H bezeichnet, selbst wieder eine
obere Hessenbergmatrix:

q2

hll e hlm

hm,mfl hmm
hm+1,m

Mit diesen Bezeichnungen gilt die Gleichung
AQm - Qm—&-lf{m-

Schreibt man diese Gleichung spaltenweise auf und extrahiert daraus die Beziehung fiir die
letzte, die m—te, Spalte, so erhélt man

AQm = hlle + -+ hmem + herl,QOJrl
oder umgeformt
herl,QOJrl = AQm - hmem - hlle- (77)
Betrachtet man diese Gleichung in den Spezialféllen m = 1 und m = 2:

ho1qa = AQ1 — hiiq1
hsaqs = Aqa — haoga — hiaqi =

— 1 A2, _ hiitho hithos
= h21A q1 Fro1 Afh-i-( Fios h12)(l1;

so erkennt man, daf fiir alle ¢

¢ € Ky,
dem Krylov-Raum zu A und ¢, gilt. Der i-te Vektor erfiillt nach Gleichung (77) eine i 4 1-
Terme Rekurrenzrelation, die nur sich und die anderen Krylov—Vektoren enthélt. Mit Hilfe
dieser Gleichung formuliert man den Algorithmus der Arnoldi Iteration

Algorithmus 2.1.1. Arnoldi Iteration

b beliebig
a1 = b/ o]
for m=1to 7 do
v = Agp
for j =1 to m do
hjm = q;v
V=0 — hjmg;
done

hm-i-l,m = “UH



244 10. NUMERISCHE LINEARE ALGEBRA 1V: ITERATIONSVERFAHREN

if hypt1m = 0 then
stop

endif

dm+1 = U/hm—‘rl,m
done

Das Arnoldi Verfahren erzeugt Vektoren g;, die orthonormal sind und die Krylov-R&ume
KCi. aufspannen. Das ist dquivalent dazu, daf} es eine () R—Zerlegung der zugehorigen Krylov—
Matrix K,

berechnet. Der Vorteil ist, dal weder K, noch R, explizit berechnet werden, denn beide
Matrizen sind ausgesprochen schlecht konditioniert, weil alle Spalten von K, dazu tendieren,
denselben dominanten Eigenvektor von A zu approximieren (sieche Abschnitt 3.2 in Kapitel 9,
die Potenziteration). In Analogie zur Blockpotenziteration kann man annehmen, daf§ die
Matrix @,, die ersten m dominanten Eigenwerte von A approximiert.

Fiithren wir eine weitere Notation ein: H,, sei die Matrix I:Im ohne die letzte Zeile. Dann
gilt die Beziehung H,, = Q,’;Qmﬂ.ﬁ]m, weil die Matrizen @), und @Q,,.1 die ersten m bzw.
m + 1 Spalten der unitdren Matrix () enthalten. Aus der Zerlegung A = QHQ* enthalten
wir folglich die Beziehung

Hm = Q;AQm
Diese Matrix représentiert die orthogonale Projektion von A auf den Krylov-Raum I,
dargestellt in der Basis {q1, . .., ¢n}. (Beziiglich der Standardbasis des K™ ist der orthogonale
Projektor gegeben durch die Formel @,,Q% A.) Diese Abbildung nimmt einen Vektor v € IC,y,,
wendet A darauf an und projiziert das Ergebnis Av wieder auf IC,, zuriick. Diese Projektion
tragt den Namen Rayleigh—Ritz Verfahren, nicht zuletzt, weil die Eintrdge von H,, gerade
die Rayleigh Quotienten beziiglich A der Vektoren ¢; sind.

Weil H,, eine Projektion der Matrix A ist, kann man annehmen, dafl die Eigenwerte von
H,, einen starken Zusammenhang mit den Eigenwerten von A besitzen. Die m Eigenwerte

)

von H,,, im folgenden mit 0§m bezeichnet, werden auch Arnoldi Eigenwertschitzer oder

Ritz—Zahlen genannt.

Theorem 2.1.2. Die Matrizen Q,,, die die Arnoldi Iteration erzeugt, sind die unitdren
Faktoren von reduzierten QQR—Zerlequngen der Krylov—-Matrizen

K, = QunR.
Die Hessenbergmatrizen H,, sind die zugehdrigen Projektionen

auf die Krylov-Rdaume K,,, und die Iterationsschritte hingen iber die Gleichung

AQu = Qi1 Hom

zusammen.

2.2. Polynomiale Approximation. Haben wir einen Vektor x € K,,, gegeben, so kann
man ihn in die urspriingliche Basis {b, Ab, ..., A" b} entwickeln:

r = agh + a1 Ab+ - - + a1 A" = q(A)b,

wobei ¢ das Polynom

q(z) =ap+arz+-+ap 12"

bezeichnet. Aus diesem Grund kann man Krylov—-R&ume immer mit Hilfe von Matrixpo-

lynomen analysieren. Sei fiir die folgende Analyse K _ [2] die Bezeichnung der Menge der
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monischen Polynome hochstens k—ten Grades in einer Variablen. Dann 16st das Arnoldi
Verfahren das folgende Approximationsproblem:

Finde das Polynom p™ € K [z], das die Norm
1p" (A)bl|2
minimiert.
Dieses Approximationsproblem hat genau eine Losung, sofern dim K,,, = m ist, ndmlich das
charakteristische Polynom von H,,. Die Nullstellen dieses charakteristischen Polynoms sind
genau die Ritz—Zahlen 9](-m), welche iiber die Arnoldi Iteration bestimmt werden konnen.

Die Polynominterpretation erméglicht es auch, die Invarianzeigenschaften der Arnoldi
[teration zu bestimmen:

Theorem 2.2.1. Wird die Arnoldi Iteration angewendet auf die Matrix A € K™ dann
qilt

Translationsinvarianz: Wird A um ol verschoben (A — A+ ol), so dndern sich
die Ritz—Zahlen zu 0](-m) +o0.

Skalierungsinvarianz: Wird A durch oA ersetzt, so werden auch die Ritz—Zahlen
skaliert: Qj(m) — 00§m).

Unitére Invarianz: Ersetzt man A durch eine unitdar dhnliche Matriz UAU*, und
verdndert man b zu Ub, so bleiben die Ritz—Zahlen gleich.

In allen drei Féllen verdndern sich die Ritz—Vektoren Q)ny;, die den Eigenvektoren y; von
H,, entsprechen, nicht.

2.3. Arnoldi Iteration und Eigenwerte. Die letzten beiden Resultate zeigen auch
schon auf, wie die Arnoldi Iteration Eigenwerte von A auffindet. Betrachten wir dazu eine
Matrix, die nur m < n verschiedene Eigenwerte besitzt. Dann besitzt A ein Minimalpolynom
p vom Grad m, dessen Nullstellen genau die Eigenwerte von A sind, und es gilt p(A) = 0.
Dieses Polynom ist also dann jenes Polynom p™, das von der Arnoldi Iteration berechnet
wird (jedenfalls, wenn der Startvektor b Komponenten in Richtung jedes Eigenraumes von
A besitzt).

Im generischen Fall versucht man dieses Minimalpolynom zu approximieren, weil es zu
hohen Grad hat. Deswegen wihlt man das Polynom m—ten Grades, das ||p™(A)||2 minimiert
und erhélt anstelle eines Minimalpolynoms ein ,,Pseudo-Minimalpolynom*. Die Ritz—Werte,
die Nullstellen dieses Pseuso—Minimalpolynoms, sind demnach gute Approximationen fiir die
Nullstellen des Minimalpolynoms, die Eigenwerte von A.

Mit zunehmendem Polynomgrad approximieren die Nullstellen von p™ die Eigenwerte von
A immer besser, und dieser Fortschritt kann graphisch mit Hilfe der Arnoldi—Lemniskaten
dargestellt werden. Eine Lemniskate ist eine Familie von Kurven

{zeC:lg(x)| =C3,
wo ¢ ein Polynom ist und C € R eine reelle Zahl. W&hlt man speziell ¢ = p™ und

o™ (A
c =12
1ol

so erhélt man die m—te Arnoldi-Lemniskate. Diese Arnoldi-Lemniskaten approximieren das
Spektrum von A dahingehend, dafl sie mit steigender Iterationszahl die geometrische Form
des Spektrums immer besser approximieren. Abbildung 10.1 stellt diese Lemniskaten fiir
verschiedene Iterationsschritte dar. In der Abbildung erkennt man auch, da die Arnoldi—
Lemniskaten zuerst kleine Teile abspalten, die die extremen Eigenwerte einhiillen und sich
mit geometrischer Geschwindigkeit zusammenziehen. Die ,,grolen Wolken“ werden immer
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ABBILDUNG 10.1. Arnoldi-Lemniskaten zu den Iterationsschritten m =
1,2,4,8,12,16 fiir eine 100 x 100 Matrix A. Die kleinen Punkte sind die Ei-
genwerte von A, wahren die groflen Punkte die Ritz—Zahlen représentieren.

besser eingeschlossen je hoher der Polynomgrad wird, und die Ritz—Zahlen verteilen sich
immer mehr innerhalb dieser Wolken.

Die Konvergenz der Arnoldi Iteration genauer zu analysieren ist eine duflerst schwierige
Aufgabe, und sie wird bis heute noch nicht vollstdndig verstanden.

3. Das GMRES Verfahren

Das GMRES Verfahren ist eine Abwandlung der Arnoldi Iteration, die dazu verwendet
wird, lineare Gleichungssysteme Ax = b zu losen. Die Idee ist, den Losungsvektor z, :== A™1b
durch denjenigen Vektor z,, € K,, zu approximieren, der die Norm des Residuums r,, =
b — Ax,, minimiert. Man 16st also in anderen Worten ein Kleinste-Quadrate Problem, um
T, zu bestimmen.

Die Formulierung des Kleinste—-Quadrate Problems ist einfach. Sei K,, die m—te Krylov—
Matrix zu A und b. Dann ist unser Problem, denjenigen Vektor v zu finden, der

HAKm’U — b”2

minimiert. Ist dieser Vektor erst gefunden, erhélt man z,, = K,v. Das Kleinste—-Quadrate
Problem koénnte man z.B. dadurch 16sen, daf§i man eine Q) R—Zerlegung der Matrix AK,,
berechnet.

Dieses Verfahren wire jedoch numerisch instabil (aus den schon bekannten Griinden: die
katastrophale Kondition von K,,). Stattdessen berechnet man mit Hilfe der Arnoldi Iteration
eine Folge von Matrizen @),,, die Orthonormalbasen fiir die aufeinander folgenden Krylov—
Réaume KC,,, bilden. Wir schreiben also z,, = Q,,y statt z,, = K,,c. Daher lautet unser neues
Kleinste—-Quadrate Problem: Finde einen Vektor w € K™ mit

|AQmw — b||2 ist minimal.

Mit dieser Formulierung und Gleichung (77) kann man die Dimension des Problems redu-
zieren und das Kleinste—-Quadrate Problem umformulieren zu

HQm+1FImw - bHZ

ist ein Minimum. Nun sind beide Vektoren innerhalb der Norm im Spaltenraum von @), 1,
und man kann ohne die Norm zu verdndern mit @), von links multiplizieren. Verwendet
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man iiberdies noch die Gleichung Q7,10 = [|b]|2€1, die aus der Konstruktion der @; folgt, so
erhélt man schliellich die GMRES Formulierung des Kleinste-Quadrate Problems

| Ew — [[b]l2e1 2 = min.

Im n—ten Schritt des GMRES Verfahrens l6sen wir dieses Problem nach w und setzen x,, =
Qnw. Dies 148t sich als Algorithmus formulieren:

Algorithmus 3.0.1. GMRES Verfahren
¢ = b/[|b]l2
for m =1 to 7 do
Fiihre Schritt n der Arnoldi Iteration (Alg. 2.1.1) aus
Suche w, das |Hpw — ||b]|zeq |2 minimiert
Ty = Qmw
done

Der Schritt ,,Suche w,. .. “ ist ein (m + 1) x m Kleinste-Quadrate Problem, das mit Hilfe
eines Update Prozesses gelost werden kann. Hat man die Q) R—Zerlegung der Matrix H,
berechnet, so kann man mit Hilfe einer einzelnen Givens—Rotation eine () R—Faktorisierung
von ﬁmH berechnen, und somit reduziert sich der Aufwand zur Losung dieses Kleinste—
Quadrate-Problems auf O(m).

GMRES héngt ebenso wie das Arnoldi Verfahren mit Polynomapproximation zusammen.
Man sucht wieder ein Polynom p,,, das

[2m (A)0]|2

minimiert. Diesmal wihlt man das Polynom jedoch nicht im Raum K72, [z] sondern in K7*[2],
der Menge der Polynome ¢ hochstens m—ten Grades, die ¢(0) = 1 erfiillen. GMRES 16st genau
dieses Optimierungsproblem. Wie die Arnoldi Iteration hat auch das GMRES Verfahren
diverse Invarianzeigenschaften:

Theorem 3.0.2. Sei das GMRES Verfahren auf die Matrix A angewendet. Dann gilt

Skalierungsinvarianz: Wenn man A durch cA ersetzt, fir eine komplere Zahl o,
und wenn gleichzeitig b gegen ob ausgetauscht wird, so verdndern sich die Residuen
T 2U OTpp.

Unitéire Invarianz: Der Ubergang A — UAU* und b — Ub fiir eine unitire Matriz
U fiihrt zu einer Verdnderung der Residuen von r,, auf U*r,,.

Das GMRES Verfahren ist nicht translationsinvariant wie die Arnoldi Iteration, da die
Menge der Polynome mit ¢(0) = 1 im Gegensatz zu den monischen Polynomen nicht trans-
lationsinvariant ist.

Die Konvergenzgeschwindigkeit des GMRES Algorithmus ist (wie bei fast allen modernen
[terationsverfahren) eine schwierig zu untersuchende Angelegenheit. Lediglich zwei Tatsachen
sind offensichtlich.

e GMRES konvergiert monoton, d.h.

Ireallz < llrelle-

Das folgt, weil offensichtlich K C Kpyq.
e Nach hochstens n Schritten gilt ||r,, = 0]|, das Problem ist also gelost; wenigstens
bei rundungsfehlerfreier Rechnung.

Diese beiden Aussagen sind im numerischen Zusammenhang leider vollig unbrauchbar.
Damit der GMRES Algorithmus brauchbar ist, mufi Konvergenz (oder beinahe Konvergenz)
nach m < n Schritten eintreten.
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Was wir noch wissen, ist, daf3
[7ml2 = [lpm (A)bll2 < [[pm (A)]]2]16]2

minimal ist. Fiir generische A und b bestimmt demnach die Zahl

([l ]2 -
inf m (A
“bH2 = pmeKI[:] Hp ( )H2

die Konvergenzrate von GMRES. Das fiihrt auf die mathematisch sehr anspruchsvolle Frage,
wie klein ||p,,(A)]|2 werden kann wenn man eine Matrix A und eine natiirliche Zahl m gegeben
hat. Fiir diagonalisierbare Matrizen kann man diese Zahl abschétzen:

Theorem 3.0.3. Sei A = VAV~ eine Eigenwertzerlegung von A. Dann gilt nach dem
m~ten Schritt der GMRES Iteration fir das Residuum r,, die Abschdtzung

||rm||2 . )
inf o (Ale < Kko(V)  inf . 7
bll2 ~ pmekplal 1P (A)llz2 < )pmesz] [Pl aca)

wobet wir fir eine beliebige Menge M
Ipl[as := sup [p(2)]
zeEM

setzen und A(A) das Spektrum von A (die Menge der Eigenwerte von A) bezeichnet.

Ist A also nicht zu weit davon entfernt normal zu sein, ist also ko(V') % 1, und kénnen
Polnome gefunden werden, deren Groéfle auf dem Spektrum von A rasch mit wachsendem
Polynomrad f&llt, so konvergiert das GMRES Verfahren schnell. Ansonsten kann die Kon-
vergenz kriechend sein. Durch geeignete Vorkonditionierung (siehe Abschnitt 7) kann die
Matrix meist so verdndert werden, dafl eine hohe Konvergenzgeschwindigkeit erzielt werden
kann.

4. Lanczos Iteration

Die Lanczos Iteration ist die Spezialisierung der Arnoldi Iteration auf hermitesche Ma-
trizen A. In diesem Fall sind die Matrizen H,,, symmetrisch und tridiagonal. Daher sind ihre
Eigenwerte, die Ritz—Zahlen oder Lanczos Schétzungen, reell. Die (n + 1)-Terme Rekurrenz
(77) wird zu einer Drei-Terme Rekurrenz, und mit der Notation

aq b1
bl a9 bg
Hm = bQ as
' . bm—l
bm—l Am

kann man Algorithmus 2.1.1 umformulieren:

Algorithmus 4.0.4. Lanczos Iteration

b beliebig
¢ = b/|[b]]2
bo — 0

q =0

for m=1to ? do
v=Aqn ; A¢n —bm-1G¢n-1 fir groBere Stabilitat

Ay = qr—rl—LU
V=0 — bm—lQm—l — AmAm
b = [|v]2

if b, = 0 then
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stop

endif

qm+1 = U/bm
done

Dieser Algorithmus benétigt in jedem Iterationsschritt eine Matrix—Vektor Multiplikati-
on, ein inneres Produkt und einige wenige Vektoroperationen. Fiir diinnbesetzte Matrizen
bedeutet das Aufwand O(n) mit einer sehr kleinen Konstante fiir jeden Schritt. Der néchste
Satz fafit einige Eigenschaften der Lanczos Iteration zusammen:

Theorem 4.0.5. Die Matrizen ), gebildet aus den berechneten Vektoren q; sind redu-
zierte QR—Faktoren der Krylov—Matrizen K,,:

Die tridiagonalen Matrizen H,,
sind die entsprechenden Projektionen auf die Krylov-Rdume, und aufeinanderfolgende Er-
gebnisse der Iteration hdngen folgendermajflen zusammen:

AQm = Qm+11ﬁ[m-

Diese Gleichung kann man auch in Form einer Drei—Terme Rekurrenz umschreiben:

AQm = bmfImel + amQm + meerl-

Solange die Lanczos Iteration nicht abbricht, also der Krylov-Raum IC,, Dimension m besitzt,
ist das charakteristische Polynom von H,, das eindeutige Polynom p™ € K. [z], das das
Approximationsproblem

Ip™ (A)b]| = min
erfillt.

Ublicherweise findet auch die Lanczos Iteration die extremen Eigenwerte der Matrix A
zuerst. Ublicherweise konvergieren einige Lanczos-Schétzwerte linear gegen diese extremen
Eigenwerte. Genauer tendiert die Lanczos Iteration dazu, gegen Eigenwerte in den Regionen
zu konvergieren, die zu ,diinn mit Eigenwerten besetzt sind“. Gibt es Regionen [a,b], in
denen die Eigenwerte ,,beinahe gleichverteilt” sind, so konvergiert die Lanczos Iteration gegen
Tschebyscheff Punkte iiber diesem Intervall — Die m Tschebyscheff Punkte im Intervall

[—1,1] sind definiert als
;1
mj:cos(u), 1<7<m.
m

Rundungsfehler haben einen sehr grofien Einflufl auf die Lanczos Iteration, und es ist
wichtig, diese im Auge zu behalten. Der Grund dafiir ist, dafl im Gegensatz zur Arnoldi
Iteration die Vektoren ¢y, g, . . . durch die (m+1)-Terme Rekurrenz explizit dazu gezwungen
werden, aufeinander orthogonal zu stehen. Das Ausniitzen der Symmetrie in der Lanczos
[teration bedingt, dafl eine mathematische Identitdt Grund fiir die Orthogonalitéit wird, diese
quasi aus dem Nichts durch die Daten entsteht. Dieser Prozef wird durch die Rundungsfehler
mitunter empfindlich gestort.

Dafl die Lanczos Iteration in der Praxis trotzdem auflerordentlich wertvoll ist, ist eben-
falls ein Phénomen, das noch nicht vollstdndig analysiert ist. Was iiblicherweise passiert, ist
das Auftreten von ,, Geistereigenwerten. Besonders exponierte Eigenwerte werden im Verlauf
des Verfahrens bei spéteren Iterationsschritten plotzlich mehrfach getroffen, wobei die Viel-
fachheiten, die der Algorithmus produziert, mit den aktuellen Vielfachheiten der Eigenwerte
nichts zu tun haben. Eine verniinftig klingende Erklarung fiir das Auftreten dieser Geisterei-
genwerte ist die folgende: Konvergenz eines Ritz—Wertes gegen einen Eigenwert annihiliert
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die entsprechende Figenvektorkomponente im Vektor b. Durch Rundungsfehler wird diese
Komponente jedoch nicht vollstindig entfernt; es bleibt ein winzig kleiner Rest {ibrig. Dieser
wird jedoch in den folgenden Iterationsschritten wieder so weit verstiarkt, dafl im weiteren
Verlauf wieder eine neue Ritz—Zahl konstruiert werden muf, die diese Pseudokomponente
erneut annihiliert wird, usw.

Ein Detail am Rande: Die Lanczos Iteration héngt stark mit orthogonalen Polynomen
zusammen, und die Drei-Terme Beziehung der Lanczos Iteration entspricht der Drei-Terme
Beziehung bei der Konstruktion von orthogonalen Polynomen. Genauere Zusammenhénge
kann man etwa in [Trefethen, Bau 1997, 37] nachlesen.

5. Konjugierte Gradienten

Obwohl in der heutigen Zeit das Verfahren der konjugierten Gradienten als Spezialfall
einer Anwendung der Arnoldi Iteration auftritt, war dieses Verfahren 1952 der eigentliche
Beginn der Krylov-Raum Iterationsverfahren. Hestenes und Stiefel fiihrten es ein, um sym-
metrische positiv definite lineare Gleichungssysteme schnell zu 16sen, wenn die Eigenwerte
gut verteilt sind.

Die Aufgabe, ein Gleichungssystem Az = b zu l6sen fiir eine hermitesche Matrix A kénnte
man mit dem iiblichen GMRES Algorithmus l6sen, doch dieser benttigt mehr Aufwand als
notig. Durch die Symmetrie kann man wieder die (m + 1)-Terme Rekurrenz durch eine
Drei-Terme Rekurrenz ersetzen. Diese Verfahren sind auch unter den Namen Konjugierte
Residuen oder MINRES (englisch: minimal residuals) bekannt.

Hier sei im folgenden der einfachste Fall beschrieben — die Losung eines linearen Glei-
chungssystemes mit symmetrischer positiv definiter Koeffizientenmatrix A.

Das Verfahren der konjugierten Gradienten, im folgenden CG genannt, ist ein System
von Rekurrenzgleichungen, das die eindeutige Folge von Punkten x,, € K,, generiert, das
die Eigenschaft hat, in jedem Schritt die A-Norm des Fehlers

lenlla = [lze = 2nlla

zu minimieren (z, = A~'b sei wieder die exakte Losung). Dabei ist die A-Norm eines Vektors

y gegeben durch
lylla = VyTAy.
Der Originalalgorithmus von Hestenes und Stiefel lduft folgendermaflen ab:

Algorithmus 5.0.6. Konjugierte Gradienten Iteration

1:0—0
To =
bPo=To

for m=1to 7 do
Om = (1) 7m-1)/(p,) _1Apm_1) ; Schrittweite

Tm = Tm—1 + mPm—1 ; Naherungslosung
T = T'm—1 — QmApm_1 ; Residuum
B = (r) 1)/ (r] _rm_1) ; Verbesserung in diesem Schritt
DPm = Tm + BmPm—1 ; neue Suchrichtung
done

Der Algorithmus ist auflerordentlich einfach und sehr unaufwendig. Die einzige Schwie-
rigkeit in der Implementation ist die Wahl eines Konvergenzkriteriums; dies ist jedoch eine
Sache fiir Spezialisten und nicht Gegenstand dieser Vorlesung. In jedem Schritt tritt ne-
ben einigen Vektoroperationen nur ein Matrix—Vektor Produkt auf. D.h. fiir diinnbesetzte
Matrizen ist der Aufwand fiir einen Iterationsschritt O(n).
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Warum der Algorithmus funktioniert, sei im folgenden kurz erldutert. Alles beginnt mit
dem folgenden Satz

Theorem 5.0.7. Sei A symmetrisch und positiv definit und b beliebig. Solange der Itera-
tionsprozefs nicht konvergiert hat (r,,—1 # 0) treten im Algorithmus keine Divisionen durch
Null auf, und es gelten die folgenden Identitditen:

Icm = <$17$27 .- $m> = <p0>p17 .- ~pm71> =
= <7’0,T1, . ..Tm_1> = <b, Ab, .. .Am_1b>.

Auflerdem sind die Residuen orthogonal

r;rj =0, firj<m

und die Suchrichtungen A-konjugiert
p;Apj =0, firj<m.

BEWEIS. Der Beweis ist ein Induktionsbeweis ohne wesentliche technische Schwierigkei-
ten. U

Diese Orthogonalitétseigenschaften enthalten bereits die wesentlichen Aussagen iiber das
Verfahren. Der folgende Satz ist eigentlich nur eine Folgerung daraus.

Theorem 5.0.8. Hat das Verfahren noch nicht konvergiert, dann ist x,, der eindeutige
Punkt in IKC,p,, der ||ey||a minimiert. Die Konvergenz ist monoton
lemlla < llem—1lla,
und e, = 0 wird fir ein m < n erreicht.

In Gleitkommaarithmetik ist die Garantie fiir Konvergenz nach hochstens n Schritten
leider nicht mehr haltbar. In der Praxis ist der erforderliche Genauigkeit bereits nach m < n
Schritten erreicht, was die theoretische exakte Konvergenz fiir m = n unwichtig erscheinen
lat. Worauf man jedoch besonders zu achten hat ist eine gute Vorkonditionierung (siche
Abschnitt 7), um eine kriechende Konvergenz zu vermeiden.

Der bekannteste Satz iiber die Konvergenz des CG Verfahrens ist der folgende:

Theorem 5.0.9. Sei das Konjugierte—Gradienten Verfahren angewendet auf die symme-
trische positiv definite Matriz A mit ko(A) = k und den Vektor b. Sei xo der Startvektor des
Verfahrens, und sei

€ = Tj — Ty,

wobei x, = A™'b fiir die exakte Losung steht. Dann erfiillen die A~Normen der Fehler

(52 (52 ) (5

Fiir k — oo wverhdlt sich der Fehler asymptotisch wie

(-3

Man kann also fiir moderate Konditionszahlen r erwarten, dafi der Algorithmus in O(\/kK)
Schritten konvergiert.

Eine der wesentlichen Bedeutungen des CG Verfahrens liegt iibrigens darin, daf§ man
es als Algorithmus zur lokalen Optimierung einer reellwertigen Funktion verwenden kann.
Diese Anwendung ist Gegenstand von Teil 7?7, Kapitel 17.
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6. Uberblick iiber andere Iterationsverfahren

Der Nachteil der Krylov—Iterationen fiir nichtsymmetrische Probleme ist der in jedem
Schritt steigende Aufwand durch Verwendung einer (m-+1)-Terme Rekurrenz. Durch Einfithrung
eines zweiten Krylov—Raumes (fiir A*) kann man auch fiir unsymmetrische Probleme Drei-
Terme Rekurrenzen herleiten. Die Verfahren, die so aufgebaut sind heiflen Biorthogonali-
sierungsverfahren. Die beiden bekanntesten Vertreter sind das BCG (biconjugate gradients
— bikonjugierte Gradienten) und das CGN (auch CGNR) (conjugate gradients for normal
equations — konjugierte Gradienten fiir die Normalengleichungen) Verfahren.

6.1. CGN Verfahren. Das CGN Verfahren ist einfach das CG Verfahren angewendet
auf die Normalengleichungen
A*Ax = A"b.
A*A ist hermitesch und positiv definit, und daher ist das CG Verfahren anwendbar. Die
entsprechenden Krylov-Raume werden erzeugt durch die Vektoren

{A%D, (A" A)A™D, ... (A" A" A%b)

Die Matrix (A*A) wird dabei nicht explizit gebildet sondern durch zwei Multiplikationen
ersetzt. Das CG Verfahren minimiert die (A*A)-Norm von x,, — x,, und es gilt

lemllasa = Ve A" Aem = [[Aemlla = [rm]l2-

Das CGN Verfahren minimiert also die 2-Norm des Residuums in jedem Schritt; es ist also
eine Minimale-Residuen Methode wie GMRES. Da sich jedoch die Krylov—R&dume unter-
scheiden, sind die beiden Methoden ebenfalls grundverschieden. Die Konvergenzrate fiir das
CGN Verfahren kann aus derjenigen fiir das CG Verfahren hergeleitet werden: es gilt

rale o (2-1),
||’I“0||2 lf-l—l

weil ko(A*A) = ky(A)?. Fiir groBe x impliziert das, da man mit O(k) Iterationen rechnen
muB bis zur Konvergenz auf vorgegebene Genauigkeit, ein Wert, der fiir praktische Anwen-
dungen viel zu hoch ist; speziell wenn die Matrizen nicht sehr gut konditioniert sind.

Das CGN Verfahren ist jedoch dann im Vorteil gegeniiber dem CMRES Verfahren, wenn
die Matrix brave Singuldrwerte besitzt, sich die Eigenwerte aber in einem Ring rund um
den Ursprung anordnen. Dann benétigt das CMRES Verfahren m ~ n Iterationsschritte
wihrend CGN relativ rasch konvergiert.

6.2. BCG Verfahren. Das BCG Verfahren basiert auf der Idee, eine Drei-Terme Re-
kurrenz dadurch zu erzwingen, dafl es eine Faktorisierung der Form

A=vTVv

bestimmt mit tridiagonaler Matrix 7. Verwendet man auch noch die adjungierte Gleichung
A* — V_*T*(V_*)_l,

so kann man beide Beziehungen verwenden, um die Faktorisierung zu berechnen. Dabei
hilft, dafl zwar V' nicht mehr unitér ist, aber immer noch die beiden Matrizen V und V —*
,orthogonal zueinander” sind:

(V=)yv=IL
daher auch der Ausdruck Biorthogonalisierungsverfahren.

Setzen wir W = V7, so stehen die Spalten v; bzw. w; biorthogonal aufeinander im

folgenden Sinn:

*

w;

V; = 5”
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Fassen wir wieder die ersten m Vektoren in die Matrix V,,, bzw. W,,, zusammen, so kann man
die Biorthogonalitdtsbeziehungen schreiben als

WV =V W, =1
Daraus folgen schliellich die zur Arnoldi Iteration analogen Gleichungen
AV, = erITm
AW, = Wit S
T, =S, =W, AV,,

mit Tridiagonalmatrizen T}, und S,,. T, (S,,) erhélt man wieder aus T, (Sm) durch Loéschung
der letzten Zeile (Spalte). Diese Gleichungen entsprechen den beiden Drei-Terme Rekurren-
zen

Avm = Ym-1Um—1 + QpUp + ﬁmvarl;
* ) _ —
A W, = ﬁm—lwm—l + QW + YmWm+1,

wobei die «; die Hauptdiagonale, die [3; die untere Nebendiagonale und die v; die obere
Nebendiagonale von 1" besetzen.

Die Vektoren v; liegen im Krylov-Raum zu A und v;, wéhrend die w; im Krylov-Raum
zu A* und w; liegen. Der klassische Algorithmus, der diese Beziehungen ausniitzt, ist der
folgende:

Algorithmus 6.2.1. Bikonjugierte Gradienten
o = 0
Po=710=">
qo = so =beliebig
for m=1to 7 do

O = (S70-17m-1)/ (@1 APm—1)

Tm = Tm-1 + OmPm—1

'm = Tm—-1 — amApm—l

Sm = Sm—1 — amAQm—l

B = (Sprm)/ (Sp_1Tm—1)

Dm = Tm + ﬁmpm—l

Qm = Sm + BQO—l
done

Es gilt s7,7; = 0 und ¢}, Ap; = 0, woraus wieder die Konvergenz folgt.

Es existieren noch einige weitere Biorthogonalisierungsverfahren, wie CGS (cojugate gra-
dient squared), QMR (quasi minimal residuals), TFQMR (transpose—free QMR), ...alle
haben ihre Vor— und Nachteile. Bislang konnte sich jedoch noch keiner dieser Algorith-
men durchsetzen. Die Weiterentwicklung der Verfahren stellt im Moment einen groflen For-
schungsschwerpunkt im Bereich der numerischen linearen Algebra dar, und die Zukunft wird
zeigen, welches der Verfahren schliellich die Oberhand gewinnen wird.

7. Vorkonditionierung

Wie schon mehrfach in diesem Kapitel erwéihnt, ist Vorkonditionierung ein wesentlicher
Schritt vor der Losung eines linearen Gleichungssystemes. Der mathematische Hintergrund
ist der folgende:

Fiir jede invertierbare Matrix M haben

Ar=b und M ‘Az =M1
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dieselben Losungen. Wenn man allerdings das Gleichungssystem mit einem Iterationsverfah-
ren 16st, so héngt die Konvergenzgeschwindigkeit im einen System von den Eigenschaften
von A, im anderen System jedoch von den Eigenschaften von M ~'A ab. Wihlt man den
Vorkonditionierer M gut, so kann das zweite Gleichungssystem mitunter um ein Vielfaches
schneller gelost werden als das erste.

Nun kann man aber M ~!A nicht explizit berechnen. Daher mufl man den Vorkonditio-
nierer so wihlen, dafl man Multiplikationen M ~! Az effizient berechnen kann. Auerdem soll
das Produkt M 1A schéne Eigenschaften haben, etwa daf§ |[M~*A — I|| klein ist, oder daf
M~!A wenigstens fast normal ist und die Eigenwerte in einem Cluster liegen.

Es gibt eine Menge an Verfahren, die solche Vorkonditionierer erzeugen, wie etwa un-
vollstindige Cholesky—Zerlegungen, Diagonalskalierungen oder Block—Vorkonditionierer. Alle
oder auch nur einige dieser Vorkonditionierer zu dikutieren wiirde aber den Rahmen dieser
Vorlesung sprengen, und daher sei hier nur noch einmal deutlich auf die Notwendigkeit ver-
wiesen und auf die Literatur zu diesem Thema ([Golub, Van Loan 1996] wire eventuell
ein guter Punkt, um eine Beschéftigung mit dieser Problematik zu beginnen).
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