PROSEMINAR zZU NUMERISCHE MATHEMATIK 1 (SS 2009)

(22) Vergleichen Sie die Definitionen fiir Q- und R-lineare Konver-
genz. Gibt es R-linear konvergente Folgen, die nicht Q-linear
konvergieren? Gibt es Q-linear konvergente Folgen, die nicht
R-linear konvergieren?

(23) Verwenden Sie Differenzenquotienten und deren Eigenschaft

um die Ableitung f’(4533414141/111231321) fiir die Funktion

f(x) :=zsinx

moglichst genau zu approximieren. Untersuchen Sie die dabei
auftretenden Effekte und vergleichen Sie das Ergebnis mit dem
Resultat, das Sie mit Hilfe der Ableitungsfunktion erhalten.
(Berechnen Sie den Differenzenquotienten fiir geeignete h > 0.)

(24) Vergleichen Sie die Stabilitét der beiden angegebenen Metho-
den, den Ausdruck (1 — z)? zu berechnen:

(1-2)*=1-3x+32% — 2°.

Wie ist die Kondition des Problems?
(25) Bestimmen Sie moglichst genau die Ableitung f(3) fiir die
Funktion

— MLy rsing

) = 3125 '
f@) Vebr — 7295544 5708 22 — 17z — 17

(26) Seien ng = 1, mp = 1. Man definiere rekursiv die Folgen
Mpy1 = My + 20g, Ny = My + Ny

Man zeige, daf3 die Folge der Briiche {T;—:} gegen v/2 konver-
giert. Wie schnell konvergiert das Verfahren?

(27) Seien xg, yo zwei Zahlen mit 0 < yo < x¢ und zoyo = 2. Man
definiere rekursiv die beiden Folgen

Tn + Yn 2
Tpy1 = 9 y  Ynt1 =

Tn41

Man zeige, da8 die Folge {y,} monoton wéchst und die Fol-
ge {z,} monoton fillt, und dafl weiters fiir alle n gilt, da8
V2 € [yn, x,]. Die Folgen {z,} und {y,} definieren also eine
Intervallschachtelung fiir v/2. Bestimmen Sie die Konvergenz-
ordnung des Iterationsverfahrens, wenn z.B. die Folge {x,,} oder

die Folge {y,} als Approximation fiir v/2 herangezogen wird.
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(28) Betrachten Sie das folgende Iterationsverfahren fiir gegebene
positive reelle Zahlen x, wy und fiir n > 2 € N:

vi =z fw
(n — Dw; + v
. :

Wi41 =

(a) Fiihren Sie mehrere Tests mit verschiedenen Werten von z,
wp und n durch, um zu erkennen, gegen welchen Wert die
Folgen {v;} und {wy} konvergieren. (Hinweis: fiir n = 2 ist
das Verfahren analog zu Beispiel 27.)

(b) Beweisen Sie, dafi fiir den Grenzwert s gilt s € [vg, wy| fiir
alle k, und dafl die Folgen eine Intervallschachtelung fiir
den Grenzwert bilden.

(c) Fiihren Sie das Iterationsverfahren fiir die Werte x = 4,
wy = 2, n = 3,10,25,50,100 aus und vergleichen Sie die
Ergebnisse. Schlieflen Sie, fiir welche Werte von n das Ver-
fahren tatsichlich verwendbar ist.

(29) Vergleichen Sie die Approximationsverfahren fiir /2 aus den
Beispielen 26 und 27. Testen Sie, wie viele Folgenglieder beno6tigt
werden, um v/2 auf 3, 6, 9, 12 Stellen genau zu bestimmen. Wie
viele Folgenglieder benétigt man jeweils, um die Genauigkeit
auf 100 bzw. 1000 Stellen zu heben?

(30) Die Losungen einer quadratischen Gleichung

ar’* +bx+c=0, a#0

sind bekannterweise

—b+ Vb? — dac
2a '
Bestimmen Sie die Kondition des Problems abhéngig von den
Parametern a, b, c. Wo ist die Kondition schlecht, wo ist sie
gut?

(31) Wann sind die Berechnungsformeln aus Beispiel 30 stabil, und
wann sind sie instabil? Fiithren Sie im Fall von Instabilitédten al-
gebraische Umformungen durch, um stabilere Losungsformeln
zu erhalten. (Hinweis: untersuchen Sie die Losungen der Glei-
chung z = (1 — az)?)
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