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•à¥¤¨á«®¢¨¥.

–¥«ì ¤ ®£® ãç¥¡®£® ¯®á®¡¨ï |   ãç¨âì áâã ¤¥â®¢ à¥è âì ®á®¢ë¥

§ ¤  ç¨ ¤¨áæ¨¯«¨ë \“à ¢¥¨ï ¬ â¥¬ â¨ç¥áª ®© ä¨§¨ª¨".

‚ ¯®á®¡¨¨ ¨§« £  îâá ï âà¨ ®á®¢ë¥ ¬¥â® ¤  à¥è¥¨ï ãà ¢¥¨© ¬ â¥-

¬ â¨ç¥áª ®© ä¨§¨ª¨: ¬¥â® ¤ å  à ªâ¥à¨áâ¨ª „ « ¬¡¥à , ¬¥â® ¤ à §¤¥«¥¨ï

¯¥à¥¬¥ëå, ¬¥â® ¤ äãªæ¨¨ ƒà¨ ; ¢¢® ¤ïâá ï ¨ à §êïáïîâá ï ¯®ïâ¨ï

å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ¨ ¯«®áª¨å ¢®«, ®¡®¡é¥ëå äãªæ¨© ¨ ¨å ¯à®¨§¢® ¤ëå.

„«ï ã á¢®¥¨ï ¬ â¥à¨ «  ¤®áâ  â®ç® ¢« ¤¥âì ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¬   «¨§®¬

¢ ®¡ê¥¬¥ ¯¥à¢ëå ¤¢ãå ªãàá®¢ ã¨¢¥àá¨â¥â®¢ ¨ ã¬¥âì à¥è âì ¯à®áâ¥©è¨¥

®¡ëª®¢¥ë¥ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¥ ãà ¢¥¨ï.

• ¥è¥¨¥ § ¤  ç á®¯à®¢® ¦¤ ¥âá ï à §êïá¥¨¥¬ ¯à¨¬¥ï¥¬ëå ¬¥â® ¤®¢ ¨

¯®ïâ¨©. Ž¤ ª ® ¬ë ¥ áâ  ¢¨«¨ á¢®¥© æ¥«ìî á¨áâ¥¬ â¨ç¥áª ®¥ ¨§«® ¦ ¥¨¥

â¥®à¨¨. ’ ¥®à¥â¨ç¥áª¨¥ ¢®¯à®áë à áá¬ âà¨¢ îâá ï   ª ®ªà¥âëå ¯à¨¬¥-

à å. Œ¥â® ¤ë à¥è¥¨ï § ¤  ç ¨§« £  îâá ï áª ®à¥¥ ¢ ¢¨¤¥ à¥æ¥¯â®¢, ç¥¬

¢ ¢¨¤¥ â¥®à¥¬, ¨ ¨««îáâà¨àãîâá ï à¥è¥¨¥¬ ª ®ªà¥âëå § ¤  ç. ’  ª ®©

å  à ªâ¥à ¨§«® ¦ ¥¨ï ¢ë¡à  ¢ á¢ï§¨ á â¥¬, çâ® ¯à¨ ä®à¬ã «¨à®¢ª ¥ â¥®à¥¬

áãâì ¬¥â® ¤  ç áâ® â¥à ï¥âá ï §  ¬® ¦ ¥áâ¢®¬ ¬¥«ª¨å ¯® ¤à®¡®áâ¥©. Šà®¬¥

â®£®, ®¡ëç® ¬¥â® ¤ ¥ ¨áç¥à¯ë¢ ¥âá ï ä®à¬ã «¨à®¢ª ®© ® ¤®© â¥®à¥¬ë

¨«¨ ¤ ¦ ¥ ¥áª ®«ìª¨å. ’  ª ®© á¯®á®¡ ¨§«® ¦ ¥¨ï ®¯à ¢¤  ¥é¥ ¨ â¥¬, çâ®

â®çë¥ ä®à¬ã «¨à®¢ª¨ áâã ¤¥âë ¯®«ãç îâ ¢ ªãàá¥ «¥ªæ¨©, ¯ à ««¥«ì®

ª ®â®à®¬ã ¢¥¤ãâá ï ¯à ªâ¨ç¥áª¨¥ § ïâ¨ï. ‚   ç «¥ ª  ¦¤®£® à §¤¥« 

¤ îâá ï ááë«ª¨   «¨â¥à âãàã á ãª  § ¨¥¬ áâà ¨æ.

‘ ¤àã£®© áâ®à®ë, ¤ ®¥ ¯®á®¡¨¥ ¥ ï¢«ï¥âá ï â  ª¦ ¥ ®¡ëçë¬ § ¤  ç¨ª ®¬,

¯®áª ®«ìªã ç¨á«® § ¤  ç §¤¥áì ¥¢¥«¨ª ®. Ž® ï¢«ï¥âá ï ãç¥¡ë¬ ¯®á®¡¨¥¬

¯à®¬¥¦ãâ®ç®£® å  à ªâ¥à  ¬¥¦¤ã ãç¥¡¨ª ®¬, ¨§« £  îé¨¬ â¥®à¨î, ¨

§ ¤  ç¨ª ®¬.

Šãàá ¯à ªâ¨ç¥áª¨å ã¯à ¦¥¨©, ¯®á«ã¦¨¢è¨© ®á®¢®© ¤«ï ¤ ®£®

¯®á®¡¨ï, á«® ¦¨«á ï ¯® ¤ ¢«¨ï¨¥¬ ªãàá®¢ «¥ªæ¨©, ç¨â  ¥¬ëå á®âàã ¤¨-

ª  ¬¨ ª  ä¥¤àë ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨© ¬¥å  ¨ª ®-¬ â¥¬ â¨ç¥áª ®£®

ä ªã «ì â¥â   Œƒ“ . €¢â®à ¢ëà ¦  ¥â £ «ã¡®ªãî ¯à¨§ â¥«ì®áâì ¢á¥¬ã ª ®«-

«¥ªâ¨¢ã ª  ä¥¤àë ¨ ¢ ®á®¡¥®áâ¨ à¥æ¥§¥â  ¬ ¨ § ¢¥¤ãîé¥© ª  ä¥¤à®©

 ª  ¤¥¬¨ªã • €• Ž«¥©¨ª Ž.€. §  ¢á¥ § ¬¥ç ¨ï ¨ ®¡áã¦¤¥¨ï ¨ ¯®¬®éì

¢ ¯® ¤£®â®¢ª ¥ ¤ ®£® ¯®á®¡¨ï.

5 ¬ ï 1992 £ . €.ˆ.Š®¬¥ç



ƒ ‹€‚€ I. ƒˆ•…••Ž‹ˆ—…‘Šˆ… “• €‚•…•ˆŸ.

Œ…’Ž „ •€• €Š’…•ˆ‘’ˆŠ.

[3, á.43{47, 59{61, 71{73, 190{260]; [9, á.292{310]; [11, á.60{70, 80{131];

[12, á.11{13, 52{62, 193{207]; [14, á.23{81,403-413].

x1. ‚ë¢® ¤ ãà ¢¥¨ï „ « ¬¡¥à .

“à ¢¥¨¥ „ « ¬¡¥à 

@2 u
@t2

( x; t ) = a2

@2 u
@x2

+ f ( x; t ) ; x 2 [0 ; l ] ; t > 0 : (1 :1)

®¯¨áë¢ ¥â ¬ «ë¥ ¯®¯¥à¥çë¥ ª ®«¥¡ ¨ï  â ïãâ®© áâàãë ¨ ¯à® ¤®«ìë¥

ª ®«¥¡ ¨ï ã¯àã£®£® áâ¥à ¦ï. •à¨¢¥¤¥¬ ªà âª¨© ¢ë¢® ¤ íâ®£® ãà ¢¥¨ï

(¡®«¥¥ áâà®£¨© ¢ë¢® ¤ á¬. ¢ [3, 12, 14].

1. •®¯¥à¥çë¥ ª ®«¥¡ ¨ï áâàãë.

•¨á. 1

•ã áâì áâàã  ¤«¨®© l  â ïãâ   á

á¨«®© T . • ¯à ¢¨¬ ®áì Ox ¢¤®«ì

áâàãë,  å ® ¤ïé¥©á ï ¢ ¯®«® ¦ ¥¨¨

à ¢®¢¥á¨ï, ¨ ¯ã áâì x = 0 | «¥¢ë©

ª ®¥æ áâàãë. ’ ®£ ¤  x = l | ¯à ¢ë©

ª ®¥æ áâàãë. ‚®§ì¬¥¬ ®áì Ou ,

¯¥à¯¥¤¨ªã «ïàãî ª Ox , ¨ ¡ã ¤¥¬

à áá¬ âà¨¢ âì «¨èì ¯®¯¥à¥çë¥

ª ®«¥¡ ¨ï áâàãë, ª ®£ ¤  ª  ¦¤ ï â®çª   x á¬¥é ¥âá ï â®«ìª ® ¢¤®«ì ®á¨

Ou . „«ï á®§¤ ¨ï â  ª¨å ª ®«¥¡ ¨© ¬® ¦®,  ¯à¨¬¥à, ª ®æë áâàãë

§ ªà¥¯¨âì ¥¯® ¤¢¨¦® ¨«¨ ¯à¨ªà¥¯¨âì ¨å ª ª ®«¥çª  ¬, ª ®â®àë¥ ¤¢¨¦ãâá ï

¯® ¢¥àâ¨ª  «ìë¬ áâ¥à ¦ï¬, ª  ª   à¨á. 3.

Ž¡®§  ç¨¬ ç¥à¥§ u ( x; t ) á¬¥é¥¨¥ â®çª¨ x áâàãë ¢ ¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨ t .

•à¥¤¯®«® ¦¨¬, çâ® ã£ «ë, ®¡à §ã ¥¬ë¥ áâàã®© á ®áìî x , ¬ «ë: j� j; j� j � 1

(á¬. à¨á. 2). „®ª  ¦ ¥¬, çâ® u ( x; t ) ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â ãà ¢¥¨î (1. 1). „«ï

íâ®£® § ¯¨è¥¬ ¢â®à®© § ª ® •ìîâ®  ¢ ¯à®¥ªæ¨¨   ®áì Ou ¤«ï ãç áâª  

áâàãë ®â x ¤® x + � x :

au m = Fu : (1 :2)

•¨á. 2



‡¤¥áì au � @2 u
@t2 ( x; t ); m = � � � x , £ ¤¥ � | ¯«®â®áâì («¨¥© ï) áâàãë,

â . ¥. ¬ áá  ¥¤¨¨æë ¤«¨ë (¤«ï ® ¤®à® ¤®© áâàãë),  

Fu � ( F
«

) u + ( F
¯

) u +

~f ( x; t )� x:

—¥à¥§ F
«

( F
¯

) ®¡®§  ç¥  á¨« , ¤¥©áâ¢ãîé ï   ãç áâ®ª [ x; x + � x ] á®

áâ®à®ë «¥¢®£® (¯à ¢®£® ªã áª   áâàãë,   ( F
«

) u (( F
¯

) u ) | ¥¥ ¯à®¥ªæ¨ï

  ®áì Ou ;

~f ( x; t ) | ¯«®â®áâì ¯®¯¥à¥çëå ¢¥è¨å á¨«. • ¯à¨¬¥à, ¢

¯®«¥ â ï¦ ¥áâ¨ ‡¥¬«¨ ¥á«¨ áâàã  £®à¨§®â  «ì ,   ®áì Ou  ¯à ¢«¥ 

¢¥àâ¨ª  «ì® ¢¢¥à å, â®

~f ( x; t ) = � g� , £ ¤¥ g � 9 ;8¬ =á

2 :
•® ¤áâ  ¢«ïï au ; m ¨ Fu ¢ (1. 2), ¯®«ãç ¥¬

@2 u
@t2

� � x � ( F
«

) u + ( F
¯

) u +

~f ( x; t )� x: (1 :3)

„ «¥¥, ¤«ï £¨¡ª ®© áâàãë á¨«   â ï¦ ¥¨ï T  ¯à ¢«¥  ¢ ª  ¦¤®© â®çª ¥

¯® ª  á â¥«ì®© ª áâàã¥. •à¨¬¥¬, çâ® T ¯®áâ® ï  ¯® ¢¥«¨ç¨¥ (á¬.

[3]). ’ ®£ ¤ 

( F
«

) u = � T sin � ; ( F
¯

) u = T sin � (1 :3

0
)

¨ (1.3) ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤

@2 u
@t2

� � x � � T sin � + T sin � +

~f ( x; t )� x: (1 :4)

•®áª ®«ìªã ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ \¬ «ë¥" ª ®«¥¡ ¨ï áâàãë, ¯à¨ ª ®â®àëå

j� j ¨ j� j � 1, â® á â®ç®áâìî ¤® ¡¥áª ®¥ç® ¬ «ëå ¢ëáè¥£® ¯®à ï¤ª   ¯®

� ¨ �

sin � � tg � =

@u
@x

( x; t ); sin � � tg � =

@u
@x

( x + � x; t ) (1 :4

0
)

•® ¤áâ  ¢«ïï íâ¨ ¢ëà ¦ ¥¨ï ¢ (1.4), ¨¬¥¥¬ á â®© ¦ ¥ â®ç®áâìî

@2 u
@t2

� � x � T
�

@u
@x

( x + � x; t ) �
@u
@x

( x; t )

�
+

~f ( x; t )� x: (1 :5)

Žâáî ¤ , ¤¥«ï   � x , ¯à¨ � x ! 0 ¯®«ãç ¥¬ á ãª  § ®© â®ç®áâìî

ãà ¢¥¨¥ (1.1), ¢ ª ®â®à®¬

a =

s
T
�

; f ( x; t ) =

~f ( x; t )

�
: (1 :5

0
)

‡ ¬¥ç ¨¥ 1.1. ˆ§  è¥£® ¯à¥¤¯®«® ¦ ¥¨ï ® á¨«¥  â ï¦ ¥¨ï ¢ëâ¥ª  ¥â ,

çâ® ¯à®¥ªæ¨¨   ®áì Ox á¨« F
«

¨ F
¯

à ¢ë � T cos � ¨ T cos � á®®â-

¢¥âáâ¢¥®. •®íâ®¬ã ¨å áã¬¬  ( T cos � � T cos � ) ¥áâì ¢¥«¨ç¨  ¯®à ï¤ª  

O ( � 2

+ � 2

) ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à®¥ªæ¨ï   ®áì Ox à ¢® ¤¥©áâ¢ãîé¥© á¨«,



¤¥©áâ¢ãîé¨å   ãç áâ®ª áâàãë ®â x ¤® x + � x , ¥áâì ¬ « ï ¢¥«¨ç¨ 

¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ ¯à¨¡«¨¦ ¥¨¨. ‘«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à¨ â  ª ®¬ ¯à¥¤¯®«®-

¦ ¥¨¨ ® á¨«¥  â ï¦ ¥¨ï ¬ «ë¥ ª ®«¥¡ ¨ï áâàãë á â  ª ®© â®ç®áâìî

ï¢«ïîâá ï ¯®¯¥à¥çë¬¨.

‡ ¬¥ç ¨¥ 1.2. ˆ§ (1 :3

0
) ¨ (1 :4

0
) ¢ëâ¥ª  ¥â , çâ®

T
@u
@x

( x; t ) (1 :6)

¥áâì ¢¥àâ¨ª  «ì ï ¯à®¥ªæ¨ï á¨«ë  â ï¦ ¥¨ï áâàãë ¢ â®çª ¥ x ¢ ¬®¬¥â

¢à¥¬¥¨ t .

•  áá¬®âà¨¬ £à  ¨çë¥ ãá «®¢¨ï ¤«ï áâàãë.

€. …á«¨ «¥¢ë© ª ®¥æ áâàãë x = 0 § ªà¥¯«¥, â® ¥£® á¬¥é¥¨¥ à ¢®

ã «î:

u (0 ; t ) = 0 ; t > 0 : (1 :6

0
)

•. •à¥¤¯®«® ¦¨¬, çâ® «¥¢ë© ª ®¥æ áâàãë ¯à¨ªà¥¯«¥ ª ª ®«ìæã ¯à¥¥-

¡à¥¦¨¬® ¬ «®© ¬ ááë, ª ®â®à®¥ ¬® ¦ ¥â á¢®¡® ¤®, ¡¥§ âà¥¨ï ¤¢¨£  âìá ï

¯® ¢¥àâ¨ª  «ì®¬ã áâ¥à ¦î (â  ª ®© ª ®¥æ ¬® ¦®  §¢ âì á¢®¡® ¤ë¬).

’ ®£ ¤  ¢¥àâ¨ª  «ì ï á®áâ  ¢«ïîé ï á¨«ë ¤¥©áâ¢¨ï áâ¥à ¦ï   «¥¢ë©

ª ®¥æ áâàãë à ¢  ã «î. ‘«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯® âà¥âì¥¬ã § ª ®ã •ìîâ® ,

¢¥àâ¨ª  «ì ï á®áâ  ¢«ïîé ï (1.6) á¨«ë  â ï¦ ¥¨ï áâàãë ¯à¨ x = 0

â  ª¦ ¥ à ¢  ã «î:

@u
@x

(0 ; t ) = 0 ; t > 0 : (1 :6

00
)

‚. ‚ ¡®«¥¥ ®¡é¥¬ á«ãç ¥, ª ®£ ¤    «¥¢®¬ ª ®æ¥ ª áâàã¥ ¯à¨ªà¥¯«¥

£àã§ ¬ áá®© m , ¢ë¯®«ï¥âá ï ªà ¥¢®¥ ã á«®¢¨¥

m
@2 u
@t2

(0 ; t ) = T
@u
@x

(0 ; t ) ; t > 0 (1 :7)

…á«¨, ªà®¬¥ â®£®, £àã§ ¯à¨ªà¥¯«¥ ª ¯àã¦¨¥ (á¬. à¨á.3) ¦ ¥áâª ®áâ¨ k ,

•¨á. 3

â® ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ (1.7) ã¦® ¤®¡ -

¢¨âì á¨«ã ã¯àã£®áâ¨ � ku (0 ; t ). …á«¨

¦ ¥   £àã§ ¤¥©áâ¢ã ¥â ¥é¥ ¨ á¨«  âà¥-

¨ï, ¯à®¯®àæ¨® «ì ï áª ®à®áâ¨, â®

¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ (1.7) ¤®¡ ¢«ï¥âá ï c¨-

«  âà¥¨ï � � @u
@t (0 ; t ). ’  ª¨¬ ®¡à §®¬

¯®«ãç ¥âá ï ä¨§¨ç¥áª¨ ®á¬ëá«¥®¥

«¨¥©®¥ ªà ¥¢®¥ ã á«®¢¨¥ ¢¨¤ 

m
@2 u
@t2

(0 ; t ) = T
@u
@x

(0 ; t ) � ku (0 ; t ) � �
@u
@t

+ f ( t ) : (1 :8)

‡¤¥áì f ( t ) | ¥ª ®â®à ï ¢¥èïï á¨« , ¯à¨«® ¦ ¥ ï ª «¥¢®¬ã ª ®æã

áâàãë ¨ ¯ à ««¥«ì ï ®á¨ Ou .



•¨á. 4

2. •à® ¤®«ìë¥ ª ®«¥¡ ¨ï ã¯àã£®£® áâ¥à ¦ï.

•ã áâì ¨¬¥¥âá ï ® ¤®à® ¤ë© ¥ ¯à ï¦ ¥ë© áâ¥à ¦ ¥ì ¤«¨®© l . • ¯à ¢¨¬

®áì Ox ¢¤®«ì áâ¥à ¦ï â  ª, çâ®¡ë ¥£® «¥¢ë© ª ®¥æ  å ® ¤¨«á ï ¢ â®çª ¥

x = 0, â®£ ¤  x = l | ¥£® ¯à ¢ë© ª ®¥æ. •ã ¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì «¨èì

¯à® ¤®«ìë¥ ª ®«¥¡ ¨ï áâ¥à ¦ï. —¥à¥§ u ( x; t ) ¡ã ¤¥¬ ®¡®§  ç âì á¬¥é¥¨¥

â®çª¨ x ¢ ¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨ t ¢¤®«ì ®á¨ Ox .

„®ª  ¦ ¥¬, çâ® u ( x; t ) ã ¤ ¢«¥â¢®à ï¥â ãà ¢¥¨î (1.1). „«ï íâ®£® § ¯¨è¥¬

¢â®à®© § ª ® •ìîâ®  ¢ ¯à®¥ªæ¨¨   ®áì Ox ¤«ï ãç áâª   áâ¥à ¦ï ®â

x ¤® x + � x :

ax m = Fx ; ax �
@2 u
@t2

( x; t ); m = � � x: (1 :9)

‘¨«  Fx ¨¬¥¥â ¢¨¤

Fx = F
«

+ F
¯

+

~f ( x; t )� x: (1 :9

0
)

£ ¤¥ F
«

( F
¯

) | á¨«  ¢¤®«ì ®á¨ Ox , ¤¥©áâ¢ãîé ï   ãç áâ®ª [ x; x + � x ] á®

áâ®à®ë «¥¢®£® (¯à ¢®£®) ªã áª   áâ¥à ¦ï,  

~f ( x; t ) | ¯«®â®áâì ¢¥è¨å

á¨«,  ¯à ¢«¥ëå ¢¤®«ì ®á¨ Ox . • ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ áâ¥à ¦ ¥ì ¢¨á¨â

¢¥àâ¨ª  «ì® ¢ ¯®«¥ â ï¦ ¥áâ¨ ‡¥¬«¨ â  ª, çâ® ®áì Ox  ¯à ¢«¥  ¢¨§,

â®

~f ( x; t ) = g� .

•® ¤áâ  ¢«ïï Fx ¢ (1.9), ¯®«ãç ¥¬

@2 u
@t2

( x; t ) � � x � F
«

+ F
¯

+

~f ( x; t )� x: (1 :10)

—â®¡ë  ©â¨ ¢¥«¨ç¨ë F
«

¨ F
¯

, ¢®á¯®«ì§ã ¥¬á ï § ª ®®¬ ƒãª  

� ( x; t ) = E" ( x; t ) : (1 :11)

‡¤¥áì � ( x; t ) |  ¯à ï¦ ¥¨¥ áâ¥à ¦ï ¢ â®çª ¥ x , â .¥. � ( x; t ) = T ( x; t ) =S,

£ ¤¥ T ( x; t ) | á¨«   â ï¦ ¥¨ï áâ¥à ¦ï ¢ â®çª ¥ x ,   S | ¯«®é ¤ì

¯®¯¥à¥ç®£® á¥ç¥¨ï; E | ¬® ¤ã «ì ž£   ¬ â¥à¨ «  áâ¥à ¦ï,   " ( x; t ) |

®â®á¨â¥«ì ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¢ â®çª ¥ x . „«ï ãç áâª   áâ¥à ¦ï [ x; x + h ] ¥£®

¤«¨  ¢ ¥ ¯à ï¦ ¥®¬ á®áâ® ï¨¨ à ¢  h ,   ¢  ¯à ï¦ ¥®¬ h + u ( x +

h; t ) � u ( x; t ). •®íâ®¬ã ¥£®  ¡á®«îâ®¥ ã ¤«¨¥¨¥ à ¢® u ( x + h; t ) � u ( x; t ),

  ®â®á¨â¥«ì®¥ ã ¤«¨¥¨¥ à ¢®

u ( x + h; t ) � u ( x; t )

h
�!

@u
@x

( x; t ) ; h ! 0 :



ˆâ  ª,

" ( x; t ) =

@u
@x

( x; t ) (1 :12)

Žâáî ¤  ¯® § ª ®ã ƒãª   (1.11)

T ( x; t ) = S� ( x; t ) = SE" ( x; t ) = SE
@u
@x

( x; t ) (1 :13)

Žâ¬¥â¨¬, çâ® § ª ® ƒãª   (1.11) | íâ® «¨¥©®¥ ¯à¨¡«¨¦ ¥¨¥ ¤«ï

§ ¢¨á¨¬®áâ¨ � ( x; t ) ®â " ( x; t ) ¨ ® ¯à¨¬¥¨¬ «¨èì ¯à¨ ¬ «ëå ¤¥ä®à¬ æ¨ïå,

â .¥. ¬ «ëå " ( x; t ).

“ç¨âë¢ ï  ¯à ¢«¥¨¥ á¨« F
«

¨ F
¯

, ¯®«ãç ¥¬

( F
«

= � T ( x; t ) = � SE
@u
@x

( x; t ) ;

F
¯

= � T ( x + � x; t ) = � SE
@u
@x

( x + � x; t ) :
(1 :14)

„¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨,  ¯à¨¬¥à, u ( x; t ) ¬®®â®® ¢®§à áâ  ¥â ¯® x , â®

áâ¥à ¦ ¥ì à áâ ïãâ , §  ç¨â F
«

� 0 ,   F
¯

� 0. ‚ â® ¦ ¥ ¢à¥¬ï

@u
@x � 0.

íâ® ®§  ç ¥â , çâ® § ª¨ ¢ (1.14) ¢ë¡à ë ¢¥à®.

•® ¤áâ  ¢«ïï (1.14) ¢ (1.10), ¯®«ãç ¥¬

@2 u
@t2

( x; t ) � � x � SE
@u
@x

( x + � x; t ) � SE
@u
@x

( x; t ) +

~f ( x; t )� x: (1 :15)

Žâáî ¤ , ¤¥«ï   � x , ¯à¨ � x ! 0, ¯®«ãç ¥¬ (1.1) á

a =

s
SE
�

=

s
E
�

; f ( x; t ) =

~f ( x; t )

�
(1 :16)

£ ¤¥ � = �=S | (®¡ê¥¬ ï) ¯«®â®áâì áâ¥à ¦ï.

•  áá¬®âà¨¬ £à  ¨çë¥ ãá «®¢¨ï ¤«ï áâ¥à ¦ï.

€. ¤«ï § ªà¥¯«¥®£® ª ®æ  áâ¥à ¦ï ¯à¨ x = 0 ¯®«ãç ¥âá ï ªà ¥¢®¥

ã á«®¢¨¥ (1 :6

0
).

•. „«ï á¢®¡® ¤®£® ª ®æ  áâ¥à ¦ï ¯à¨ x = 0  â ï¦ ¥¨¥ (1.13) à ¢®

ã «î. •®íâ®¬ã ¢ë¯®«ï¥âá ï (1 :6

00
).

‚. ‚ ¡®«¥¥ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¯à¥¤¯®«® ¦¨¬, çâ® ª «¥¢®¬ã ª ®æã x = 0 áâ¥à ¦ï

¯à¨ªà¥¯«¥ £àã§ ¬ áá®© m , § ªà¥¯«¥ë©   ¯àã¦¨¥ á ¦ ¥áâª ®áâìî

k > 0, ¯à¨ç¥¬ ¯àã¦¨   å ® ¤¨âá ï ¢ ¥ ¯à ï¦ ¥®¬ á®áâ® ï¨¨, ª ®£ ¤ 

á¬¥é¥¨¥ «¥¢®£® ª ®æ  à ¢® ã «î.

•¨á. 5



•ã áâì £àã§ ¤¢¨¦ ¥âá ï á «¨¥©ë¬ âà¥¨¥¬: F
âà

= � �v , £ ¤¥ � > 0, v |

áª ®à®áâì £àã§ . ’ ®£ ¤  ¯à¨ x = 0 ¢ë¯®«ï¥âá ï ªà ¥¢®¥ ã á«®¢¨¥

m
@2 u
@t2

(0 ; t ) = � ku (0 ; t ) + SE
@u
@x

(0 ; t ) � �
@u
@t

(0 ; t ) + f ( t ) ; (1 :17)

£ ¤¥ f ( t ) | ¢¥èïï á¨« , ¤¥©áâ¢ãîé ï   «¥¢ë© ª ®¥æ áâ¥à ¦ï ¢¤®«ì

®á¨ Ox .

x2. •¥áª ®¥ç ï áâàã .

1. ‡ ¤  ç  Š®è¨ ¤«ï ãà ¢¥¨ï „ « ¬¡¥à .

•  áá¬®âà¨¬ ãà ¢¥¨¥ „ « ¬¡¥à  (1.1)   ¢á¥© ç¨á«®¢®© ®á¨:

@2 u
@t2

= a2

@2 u
@x2

; �1 < x < 1 ; t > 0 : (2 :1)

•â® á®®â¢¥âáâ¢ã ¥â ä¨§¨ç¥áª ®© § ¤  ç¥ ® áâàã¥ ®â®á¨â¥«ì® ¡®«ìè¨å

à §¬¥à®¢. „«ï ¯à®áâ®âë ¬ë áç¨â  ¥¬, çâ® f ( x; t ) � 0, â .¥.¢¥è¨å á¨«

¥â .

•¨¦ ¥ ¬ë ã¢¨¤¨¬, çâ® à¥è¥¨© ã ãà ¢¥¨ï(2.1) ¡¥áª ®¥ç® ¬®£®, ¨ ¤«ï

® ¤®§  ç®£® § ¤ ¨ï ¤¢¨¦ ¥¨ï áâàãë ¤®áâ  â®ç® § ¤ âì   ç «ìë¥

¯®«® ¦ ¥¨ï ¨ áª ®à®áâ¨ ¢á¥å â®ç¥ª áâàãë (ª  ª ®¡ëç® ¢ ¬¥å  ¨ª ¥):

u ( x; 0) = ' ( x ) ;
@u
@t

( x; 0) =  ( x ) ; x 2 I R (2 :2)

‡¤¥áì ' ¨  | § ¤ ë¥ äãªæ¨¨, ' ( x ) |   ç «ì®¥ ®âª«®¥¨¥,  ( x )

|   ç «ì ï áª ®à®áâì â®çª¨ x áâàãë.

‡ ¤  ç  (2.1) | (2.2)  §ë¢ ¥âá ï § ¤  ç¥© Š®è¨ (¨«¨   ç «ì®© § ¤  ç¥©)

¤«ï ãà ¢¥¨ï „ « ¬¡¥à  (2.1). •  ¢¥áâ¢  (2.2)  §ë¢ îâá ï   ç «ìë¬¨

ã á«®¢¨ï¬¨,   äãªæ¨¨ ' ( x ) ;  ( x ) |   ç «ìë¬¨ ¤ ë¬¨.

2. Œ¥â® ¤ „ « ¬¡¥à .

Œ¥â® ¤ „ « ¬¡¥à  ®á®¢    â®¬, çâ® ®¡é¥¥ à¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï (2.1)

¨¬¥¥â ¢¨¤

u ( x; t ) = f ( x � at ) + g( x + at ) ; (2 :3)

£ ¤¥ f ¨ g | ¯à®¨§¢®«ìë¥ äãªæ¨¨ ® ¤®© ¯¥à¥¬¥®©.

‡ ¬¥ç ¨¥ 2.1. …á«¨ f ¨ g ª« áá  C 2

(I R ), â® u ( x; t ) â  ª¦ ¥ ¤¢ ¦¤ë

¥¯à¥àë¢® ¤¨ää¥à¥æ¨àã ¥¬ ï äãªæ¨ï. Ž¤ ª ®, ®ª  §ë¢ ¥âá ï, f ¨ g
¬® ¦® ¡à âì ¥¤¨ää¥à¥æ¨àã ¥¬ë¬¨ ¨ ¤ ¦ ¥ à §àë¢ë¬¨. ’ ®£ ¤  u ( x; t )

â  ª¦ ¥ ¡ã ¤¥â à §àë¢®© äãªæ¨¥©.

Š ª ¡ã ¤¥â ¯®ª  § ® ¢ x6 £ «.IV, â  ª  ï à §àë¢ ï äãªæ¨ï ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â

ãà ¢¥¨î (2.1) ¢ á¬ëá«¥ â¥®à¨¨ ®¡®¡é¥ëå äãªæ¨©.



—â®¡ë ¤®ª  § âì (2.3), á ¤¥« ¥¬ § ¬¥ã ¯¥à¥¬¥ëå ¢ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¬

ãà ¢¥¨¨ (2.1)

� = x � at; � = x + at (2 :4)

3. ‡ ¬¥  ¯¥à¥¬¥ëå ¢ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¬ ãà ¢¥¨¨.

‚ëà §¨¬ äãªæ¨î u ( x; t ) ¢ ®¢ëå ª ®®à ¤¨ â  å �; � :

u ( x; t ) = v ( �; � ) ; (2 :5)

£ ¤¥ �; � á¢ï§ ë á x; t á®®â®è¥¨ï¬¨ (2.4). • ¯à¨¬¥à:

u ( x; t ) = x ) v ( �; � ) =

1

2

( � + � ) :

‘¤¥« âì § ¬¥ã ¯¥à¥¬¥ëå ¢ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¬ ãà ¢¥¨¨ (2.1) |

§  ç¨â  ©â¨ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¥ ãà ¢¥¨¥ ¤«ï äãªæ¨¨ v ( �; � ), íª¢¨-

¢ «¥â®¥ (2.1).

„«ï íâ®£® ã¦® ¢ëà §¨âì

@2 u
@t2 ¨

@2 u
@x2

ç¥à¥§ ¯à®¨§¢® ¤ë¥ äãªæ¨¨ v ( �; � )

¯® ¯¥à¥¬¥ë¬ �; � ¨ ¯® ¤áâ  ¢¨âì íâ¨ ¢ëà ¦ ¥¨ï ¢ (2.1). •ã¦ë¥

¢ëà ¦ ¥¨ï ¯®«ãç îâá ï ¯à¨ ¯®¬®é¨ â¥®à¥¬ë ® ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¨

á«® ¦®© äãªæ¨¨ ¨§ â® ¦¤¥áâ¢ 

u ( x; t ) = v
�
� ( x; t ) ; � ( x; t )

�
(2 :6)

€ ¨¬¥®, ¤¨ää¥à¥æ¨àã ï (2.6) ¯® t ¨ ¯® x , ¯®«ãç ¥¬ ¯® â¥®à¥¬¥ ®

¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¨ á«® ¦®© äãªæ¨¨

(
@u
@t =

@v
@�

@�
@t +

@v
@�

@�
@t;

@u
@x =

@v
@�

@�
@x +

@v
@�

@�
@x:

(2 :7)

€ «®£¨ç® ¬® ¦® ¢ëà §¨âì ¨ «î¡ë¥ ¤àã£¨¥ ¯à®¨§¢® ¤ë¥. „¨ää¥à¥-

æ¨àã ï ¯¥à¢®¥ â® ¦¤¥áâ¢® ¢ (2.7) ¯® t , ¯®«ãç ¥¬:

@2 u
@t2

=

�
@
@t

@v
@�

�
@�
@t

+

@v
@�

@2 �
@t2

+

�
@
@t

@v
@�

�
@�
@t

+

@v
@�

@2 �
@t2

(2 :8)

‚å ® ¤ïé¨© áî ¤  ®¯¥à â®à

@
@t ¢ëà ¦  ¥¬ ¨§ â®£® ¦ ¥ ãà ¢¥¨ï (2.7):

@
@t

=

@�
@t

@
@�

+

@�
@t

@
@�

(2 :9)

ˆá¯®«ì§ã ï íâ® ¢ëà ¦ ¥¨¥ ¢ (2.8), ¯®«ãç ¥¬

@2 u
@t2

=

�
@�
@t

@2 v
@�2

+

@�
@t

@2 v
@�@�

�
@�
@t

+

@v
@�

@2 �
@t2

+

+

�
@�
@t

@2 v
@�@�

+

@�
@t

@2 v
@�2

�
@�
@t

+

@v
@�

@2 �
@t2

=

=

�
@�
@t

�
2 @2 v

@�2
+ 2

@�
@t

@�
@t

@2 v
@�@�

+

�
@�
@t

�
2 @2 v

@�2
+

@v
@�

@2 �
@t2

+

@v
@�

@2 �
@t2

:

(2 :10)



‡¤¥áì ¬ë ¨á¯®«ì§®¢ «¨ â® ¦¤¥áâ¢®

@2 v
@�@�

=

@2 v
@�@�

:

„¥©áâ¢ã ï   «®£¨ç®, ¬® ¦® ¯®«ãç¨âì (§ ¬¥ïï ¢ (2.10) t   x ) ä®à¬ã «ã

@2 u
@x2

=

�
@�
@x

�
2 @2 v

@�2
+ 2

@�
@x

@�
@x

@2 v
@�@�

+

�
@�
@x

�
2 @2 v

@�2
+

+

@v
@�

@2 �
@x2

+

@v
@�

@2 �
@x2

:

(2 :11)

“¯à ¦¥¨¥ . ‚ë¢¥áâ¨ ä®à¬ã «ã

@2 u
@t@x

=

@�
@t

@�
@x

@2 v
@�2

+

�
@�
@t

@�
@x

+

@�
@t

@�
@x

�
@2 v

@�@�
+

+

@�
@t

@�
@x

@2 v
@�2

+

@2 �
@t@x

@v
@�

+

@2 �
@t@x

@v
@�

:

(2 :12)

‡ ¬¥ç ¨¥ 2.2. Ž¡ëç® ä®à¬ã «ë (2.7) ¨ (2.10){(2.12) § ¯¨áë¢ îâ , § ¬¥ïï

v   u . • ¯à¨¬¥à, (2.7) § ¯¨áë¢ îâ ¢ ¢¨¤¥

(
@u
@t =

@u
@�

@�
@t +

@u
@�

@�
@t;

@u
@x =

@u
@�

@�
@x +

@u
@�

@�
@x:

(2 :13)

Ž¤ ª ® ¯à¨ íâ®¬ á¨¬¢®«

@u
@�

�
¨

@u
@�

�
¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ã¦® ¯®¨¬ âì

ª  ª ¯à®¨§¢® ¤ãî ¢¤®«ì «¨¨¨ � = const (¨«¨ � = const):

@u
@�

�
d
d�

 

u

�
�
�
�
� = const

!

; (2 :14)

â .¥. ä ªâ¨ç¥áª¨ ª  ª

@v
@�

�
¨«¨

@v
@�

�
,   ¥ ª  ª \ç áâãî ¯à®¨§¢® ¤ãî u ( x; t )

¯® � (¨«¨ � ) " | íâ® ¢ëà ¦ ¥¨¥ «¨è¥® á¬ëá« , ¯®ª   ¥ ¢ë¡à  

¢â®à ï ª ®®à ¤¨ â   � (¨«¨ � ).

„¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¨§ (2.14) ¢¨¤®, çâ®

@u
@� § ¢¨á¨â ¥ â®«ìª ® ®â ¢ë¡®à 

¯¥à¥¬¥®© � , ® ¨ ®â ¯¥à¥¬¥®© � , å ®â ï íâ® ¨ ¥ ®âà ¦ ¥® ¢ ®¡®§  ç¥¨¨

@u
@� . ’  ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥ ¡ãª¢ë u ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ (2.7) ¢¬¥áâ®

v , ª  ª ¢ (2.13), ¬® ¦ ¥â ¯à¨¢® ¤¨âì ª ¥¤®à §ã¬¥¨ï¬.

“¯à ¦¥¨¥ . • ©â¨

@u
@� , ¥á«¨ u ( x; t ) = t; � = x ,   � = t + x .

• ¥è¥¨¥ . t = � � x = � � � = ) @u
@� = � 1.

“¯à ¦¥¨¥. • ©â¨

@u
@� , ¥á«¨ u ( x; t ) = t; � = x ,   � = t � x .

• ¥è¥¨¥ . t = � + x = � + � = ) @u
@� = 1.



’ ¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¢ ¯à¨ª« ¤ëå § ¤  ç å ¨á¯®«ì§ãîâ ä®à¬ã «ë â¨¯  (2.13),

çâ®¡ë ¥ ¢¢® ¤¨âì ®¢ëå ¡ãª¢. • ¯à¨¬¥à, ¤ ¢«¥¨¥ ®¡ëç® ®¡®§  ç ¥âá ï

¡ãª¢®© p, á¨«  â®ª   | ¡ãª¢®© j , ¯«®â®áâì | ¡ãª¢®© � ¨ â .¤.

Œë â  ª¦ ¥ ¢áî ¤ã ¨¦ ¥ ¡ã ¤¥¬ ¯®«ì§®¢ âìá ï ä®à¬ã « ¬¨ ¢¨¤  (2.13).

4. „®ª  § â¥«ìáâ¢® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï „ « ¬¡¥à  (2.3).

ˆ§ ®¡é¨å ä®à¬ã « (2.13) ¤«ï § ¬¥ë (2.4) ¯®«ãç ¥¬

@
@t

= � a
@
@�

+ a
@
@�

;

@
@x

=

@
@�

+

@
@�

;

(2 :15)

Žâáî ¤  ¯®«ãç ¥¬:

(
@2

@t2 = a2

@2

@�2

� 2 a2

@2

@�@� + a2

@2

@�2

;
@2

@x2

=

@2

@�2

+ 2

@2

@�@� +

@2

@�2

;
(2 :16)

•® ¤áâ  ¢«ïï (2.16) ¢ (2.1), ¯®«ãç ¥¬

�
a2

@2

@�2
� 2 a2

@2

@�@�
+ a2

@2

@�2

�
u = a2

�
@2

@�2
+ 2

@2

@�@�
+

@2

@�2

�
u (2 :17)

•®á«¥ ¯à¨¢¥¤¥¨ï ¯® ¤®¡ëå ç«¥®¢ ¨ á®ªà é¥¨© ¯®«ãç ¥¬

@2 u
@�@�

= 0 : (2 :18)

•â® ¥áâì ª  ®¨ç¥áª¨© ¢¨¤ ãà ¢¥¨ï „ « ¬¡¥à  (2.1), â .¥. ¥£® ¯à®áâ¥©è¨©

¢¨¤, ¢ ª ®â®à®¬ ®® «¥£ª ® à¥è ¥âá ï. —â®¡ë à¥è¨âì (2.18), ®¡®§  ç¨¬

@u
@�

( �; � ) = v ( �; � ) (2 :19)

’ ®£ ¤  (2.18) § ¯¨è¥âá ï ¢ ¢¨¤¥

@v
@�

�
d
d�

 

v

�
�
�
�
� = const

!

= 0 : (2 :20)

Žâáî ¤  á«¥¤ã ¥â , çâ® v

�
�
�
�
� = const

¥ § ¢¨á¨â ®â � , â .¥.

v ( �; � ) � c( � ) ; (2 :21)



¨«¨ ¢¢¨¤ã (2.19)

d
d�

 

u

�
�
�
�
� = const

!

= c( � ) : (2 :22)

ˆâ¥£à¨àã ï íâ® ®¡ëª®¢¥®¥ ãà ¢¥¨¥, ¯®«ãç ¥¬

u

�
�
�
�
� = const

=

Z
c( � ) d� + c

1

( � ) : (2 :23)

’  ª¨¬ ®¡à §®¬,

u = g( � ) + f ( � ) ; (2 :24)

£ ¤¥ g ¨ f | ¥ª ®â®àë¥ äãªæ¨¨ ®â ® ¤®© ¯¥à¥¬¥®©. ‘ ¤àã£®© áâ®à®ë,

äãªæ¨ï ¢¨¤  (2.24) ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â ãà ¢¥¨î (2.18) ¯à¨ ¯à®¨§¢®«ìëå

äãªæ¨ïå f ¨ g. • ª ®¥æ, ¯à®¨§¢® ¤ï ¢ (2.24) § ¬¥ë (2.4), ¬ë ¯®«ãç ¥¬

¯à¥¤áâ  ¢«¥¨¥ „ « ¬¡¥à  (2.3).

‡ ¬¥ç ¨¥ 2.3. ƒà ä¨ª äãªæ¨¨ f ( x � at ) ¢ (2.4) ¯à¥¤áâ  ¢«ï¥â á®¡®©

¢®«ã , ¡¥£ãéãî ¢¯à ¢® ¢¤®«ì ®á¨ Ox á® áª ®à®áâìî a,   g( x + at ) | ¢®«ã ,

¡¥£ãæãî ¢«¥¢® á â®© ¦ ¥ áª ®à®áâìî. •â® ®§  ç ¥â , çâ® £à ä¨ª äãªæ¨¨

f ( x � at )

�
g( x + at )

�
¯à¨ «î¡®¬ t > 0 ª  ª äãªæ¨¨ ®â x ¯®«ãç ¥âá ï ¨§

£à ä¨ª   äãªæ¨¨ f ( x )

�
g( x )

�
á ¯®¬®éìî ¯ à ««¥«ì®£® ¯¥à¥®á  ¢¯à ¢®

(¢«¥¢®) ¢¤®«ì ®á¨ Ox   at . ’  ª¨¬ ®¡à §®¬, ä®à¬  £à ä¨ª   äãªæ¨¨

f ( x � at ) ª  ª äãªæ¨¨ ®â x ¯à¨ à §ëå ä¨ª á¨à®¢ ëå t ® ¤  ¨ â   ¦ ¥.

’  ª¨¥ äãªæ¨¨ ¢ ä¨§¨ª ¥  §ë¢ îâá ï ¡¥£ãé¨¬¨ ¢®« ¬¨. ’  ª¨¬ ®¡à §®¬,

à §«® ¦ ¥¨¥ „ « ¬¡¥à  (2.3) ®§  ç ¥â , çâ® «î¡®¥ à¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï

„ «®¬¡¥à  ¥áâì áã¬¬  (ä¨§¨ª¨ £®¢®à ïâ áã¯¥à¯®§¨æ¨ï, ¨â¥àä¥à¥æ¨ï,

 «® ¦ ¥¨¥) ¤¢ãå ¡¥£ãé¨å ¢®«.

5. • ¥è¥¨¥ § ¤  ç¨ Š®è¨ (2.1), (2.2) ¤«ï ãà ¢¥¨ï „ « ¬¡¥à .

”®à¬ã «  „ « ¬¡¥à .

•à¨¬¥¨¬ ¬¥â® ¤ „ « ¬¡¥à  ª § ¤  ç¥ (2.1), (2.2). „«ï íâ®£® § ¬¥¨¬

ãà ¢¥¨¥ (2.1) íª¢¨¢ «¥âë¬ ¥¬ã ¯à¥¤áâ  ¢«¥¨¥¬ (2.3). ’  ª¨¬ ®¡à §®¬,

®áâ  ¥âá ï «¨èì ãç¥áâì   ç «ìë¥ ã á«®¢¨ï (2.2). ˆ§ ¨å ¬ë ¨  ©¤¥¬

¥¨§¢¥áâë¥ äãªæ¨¨ f ¨ g ¯® § ¤ ë¬ ' ¨  .

€ ¨¬¥®, ¯® ¤áâ  ¢¨¬ (2.3) ¢ (2.2):

(
f ( x ) + g( x ) = ' ( x ) ;

f 0
( x )( � a) + g0

( x ) a =  ( x ) ; x 2 I R :
(2 :25)

‡ ¬¥ç ¨¥ 2.4. ‚® ¢â®à®¬ ãà ¢¥¨¨ (2.25) ¨á¯®«ì§®¢   ä®à¬ã « 

¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï á«® ¦®© äãªæ¨¨:

�
@
@t

f ( x � at )

� �
�
�
�
t =0

=

�
f 0

( x � at )

@
@t

( x � at )

� �
�
�
�
t =0

= f 0
( x )( � a) (2 :26)



‡¤¥áì f 0
( x ) | ®¡ëª®¢¥ ï ¯à®¨§¢® ¤ ï (  ¥ ç áâ ï). ‚ íâ®¬ § -

ª«îç ¥âá ï ¤®áâ®¨áâ¢® ¬¥â® ¤  „ « ¬¡¥à , ª ®â®àë© ¯®§¢®«ï¥â á®¢¥àè¨âì

¯¥à¥å ® ¤ ®â ãà ¢¥¨© (2.1), (2.2) á ç áâë¬¨ ¯à®¨§¢® ¤ë¬¨ ª ãà ¢¥¨ï¬

(2.25) á ®¡ëª®¢¥ë¬¨ ¯à®¨§¢® ¤ë¬¨.

„ «¥¥, ¨â¥£à¨àã ï ¢â®à®¥ ãà ¢¥¨¥ (2.25), ¯®«ãç ¥¬ ¯®á«¥ ¤¥«¥¨ï  

a:

� f ( x ) + g( x ) =

1

a

xZ

0

 ( s) ds +

c
a

: (2 :27)

‘ª« ¤ë¢ ï íâ® ãà ¢¥¨¥ á ¯¥à¢ë¬ ãà ¢¥¨¥¬ ¢ (2.25) ¨ ¤¥«ï   2,

¯®«ãç ¥¬

g( x ) =

1

2

' ( x ) +

1

2 a

xZ

0

 ( s) ds +

c
2 a

; (2 :28)

  ¢ëç¨â  ï, ¯®«ãç ¥¬

f ( x ) =

1

2

' ( x ) �
1

2 a

xZ

0

 ( s) ds �
c

2 a
=

1

2

' ( x ) +

1

2 a

Z
0

x
 ( s) ds �

c
2 a

; (2 :29)

•® ¤áâ  ¢«ïï íâ¨ ¢ëà ¦ ¥¨ï ¢ à §«® ¦ ¥¨¥ „ « ¬¡¥à  (2.3), ¯®«ãç ¥¬

ä®à¬ã «ã „ « ¬¡¥à 

u ( x; t ) =

' ( x � at ) + ' ( x + at )

2

+

1

2 a

x + atZ

x � at

 ( s) ds (2 :30)

‡ ¬¥ç ¨¥ 2.5. Š ª ¢¨¤® ¨§ (2.28) { (2.29), ¢®«ë f ( x � at ) ¨ g( x + at )

®¯à¥¤¥«ïîâá ï ¯®   ç «ìë¬ ¤ ë¬ ' ¨  ¥ ® ¤®§  ç®,   á â®ç®áâìî

¤® ª ®áâ  âë,   à¥è¥¨¥ u ( x; t ) § ¤  ç¨ Š®è¨ | ® ¤®§  ç®.

x3. € «¨§ ä®à¬ã «ë „ « ¬¡¥à .

1. •  á¯à®áâà ¥¨¥ ¢®«.

“¯à ¦¥¨¥.

‚®§ì¬¥¬ á«¥¤ãîé¨¥   ç «ìë¥ ¤ ë¥ ¢ (2.2) (á¬. § ¬¥ç ¨¥ 2.1):

•¨á. 6



• à¨áã ¥¬ ä®à¬ã áâàãë ¯à¨ t = 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5, áç¨â  ï a = 1. (Œ® ¦®

áç¨â  âì, çâ® ' ( x ) | ªã á®ç®-«¨¥© ï äãªæ¨ï. ’ ®£ ¤  à¥è¥¨¥ ¯®«ãç¨âá ï

â  ª¦ ¥ ªã á®ç®-«¨¥©®© äãªæ¨¥©, ¨ ®® ï¢«ï¥âá ï à¥è¥¨¥¬ ãà ¢¥¨ï

(2.1) ¢ á¬ëá«¥ â¥®à¨¨ ®¡®¡é¥ëå äãªæ¨© (á¬. § ¬¥ç ¨¥ 2.1). Ž¤ ª ®

¬® ¦® áç¨â  âì, çâ® £à ä¨ª ' ¢ ã£ «®¢ëå â®çª  å ¥¬®£® § ªàã£ «¥, â  ª

çâ® ' ( x ) 2 C 2

(I R ). ’ ®£ ¤  à¥è¥¨¥ â  ª¦ ¥ ¡ã ¤¥â ª« áá  C 2

¨   ¢á¥å

à¨áãª  å ¨¦ ¥ â  ª¦ ¥ ã¦® áç¨â  âì, çâ® ¢á¥ ã£ «ë ¥¬®£® § ªàã£ «¥ë.)

• ¥è¥¨¥. •® ä®à¬ã «¥ „ « ¬¡¥à  (2.30)

u ( x; t ) =

1

2

' ( x � t ) +

1

2

' ( x + t )

•â® §  ç¨â , çâ® £à ä¨ª ' ( x ) ã¦® á ¦  âì ª ®á¨ Ox ¢ 2 à § , á ¤¢¨ãâì

¢¯à ¢®   t , ¢«¥¢®   t ¨ à¥§ã «ì â  âë á«® ¦¨âì:

•¨á. 7

„ «ìè¥ íâ¨ £®à¡¨ª¨ ¢ëá®â®©

1

2

¨ è¨à¨®© 2 à §ê¥§¦  îâá ï ¢«¥¢® ¨

¢¯à ¢® á® áª ®à®áâìî 1 ª  ¦¤ë©.

‡ ¤  ç . • à¨á®¢ âì ä®à¬ã áâàãë ¯à¨ t =

1

4

; 1

2

¢ ã á«®¢¨ïå ¯à¥¤ë¤ãé¥£®

ã¯à ¦¥¨ï.

“¯à ¦¥¨¥ (ã ¤ à ¯® áâàã¥ ¬®«®â®çª ®¬). ‚®§ì¬¥¬ ¢ (2.2) á«¥¤ãîé¨¥

  ç «ìë¥ ¤ ë¥:
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• à¨áã ¥¬ ä®à¬ã áâàãë ¯à¨ t = 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5, áç¨â  ï a = 1.

• ¥è¥¨¥. •® ä®à¬ã «¥ „ « ¬¡¥à  (2.30)

u ( x; t ) =

1

2

x + tZ

x � t

 ( s) ds = � ( x + t ) � � ( x � t ) ;

£ ¤¥

� ( x ) =

1

2

xZ

0

 ( s) ds :

•¨á. 9

•â   ä®à¬ã «  ®§  ç ¥â , çâ® £à ä¨ª äãªæ¨¨ � ( x ) ã¦® á ¤¢¨£  âì ¢«¥¢®

¨ ¢¯à ¢®   t ¨ à¥§ã «ì â  âë ¢ëç¨â  âì:

•¨á. 10

„ «ìè¥ íâ   âà ¯¥æ¨ï à §¤¢¨£  ¥âá ï ¢«¥¢® ¨ ¢¯à ¢® á® áª ®à®áâìî 1.

‡ ¤  ç  . ‚ ã á«®¢¨ïå ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ã¯à ¦¥¨ï  à¨á®¢ âì ä®à¬ã áâàãë

¯à¨ t =

1

4

¨ t =

1

2

.

2. • à ªâ¥à¨áâ¨ª¨.

•à¨ à¥è¥¨¨ ¤¢ãå ¯à¥¤ë¤ãé¨å ã¯à ¦¥¨© ¬ë ¢¨¤¥«¨, çâ® ¯à ï¬ë¥

x � t = const ¨£à îâ ®á®¡ãî à®«ì. • ¯à¨¬¥à, ã£ «®¢ë¥ â®çª¨ £à ä¨ª ®¢

à¥è¥¨© u ( x; t ) «¥¦  â   ¯à ï¬ëå x � t = 0 ¨ x � t = 2.



„«ï ãà ¢¥¨ï (1.1) á ª ®íää¨æ¨¥â®¬ a   «®£¨çãî à®«ì ¨£à îâ

¯à ï¬ë¥ x � at = const. Ž¨  §ë¢ îâá ï å  à ªâ¥à¨áâ¨ª  ¬¨ ãà ¢¥¨ï

(1.1). ’  ª¨¬ ®¡à §®¬, å  à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ ãà ¢¥¨ï „ « ¬¡¥à  | íâ® ¤¢ 

á¥¬¥©áâ¢  ¯à ï¬ëå (á¬. à¨á.11).

•¨á. 11

•ã ¤¥¬  §ë¢ âì ¯à ï¬ë¥ x � at = const å  à ªâ¥à¨áâ¨ª  ¬¨, ¡¥£ãé¨¬¨

¢¯à ¢® (á® áª ®à®áâìî a). Ž¨, ®ç¥¢¨¤®, ï¢«ïîâá ï «¨¨ï¬¨ ãà®¢ï

¢®«ë f ( x � at ). —¥¬ ¡®«ìè¥ áª ®à®áâì a, â¥¬ ¬¥ìè¥ ã£®«  ª«® 

å  à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ ª ®á¨ Ox (¯à¨ à ¢ëå ¬ áèâ  ¡ å ¯® ®á ï¬ Ox ¨ Ot ):

tg � =

1

a
:

€ «®£¨ç®, ¯à ï¬ë¥ x + at = const  §ë¢ îâá ï å  à ªâ¥à¨áâ¨ª  ¬¨, ¡¥£ã-

é¨¬¨ ¢«¥¢®. Ž¨ ï¢«ïîâá ï «¨¨ï¬¨ ãà®¢ï ¢®«ë g( x + at ).

3. •  §àë¢ë à¥è¥¨ï .

‚®§ì¬¥¬ ¢ ª   ç¥áâ¢¥ f ( x ) à §àë¢ãî äãªæ¨î:

f ( x ) =

(
0 ; x < 2 ;

1 ; x � 2 :
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•¨á. 13

’ ®£ ¤  äãªæ¨ï

u ( x; t ) = f ( x � at ) (3 :1)

ï¢«ï¥âá ï à §àë¢®© ¢¤®«ì å  à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ x � at = 2 (á¬. à¨á. 13).

•  à¨á. 13 ¨§®¡à ¦ ¥ë ¯à®ä¨«¨ äãªæ¨¨ u ( x; t ) ¯à¨ t = 1 ; 3 ; 5.

”ãªæ¨ï (3.1) ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â ãà ¢¥¨î „ « ¬¡¥à  (2.1) ¢ á¬ëá«¥ â¥®à¨¨

®¡®¡é¥ëå äãªæ¨© (á¬. § ¬¥ç ¨¥ 2.1).

ˆâ  ª:







• ¥è¥¨ï ãà  ¢¥¨ï „ « ¬¡¥à   ¬®£ãâ ¨¬¥âì à  §àë¢ë;

•  §àë¢ë à  á¯à®áâà  ïîâáï ¯® å à  ªâ¥à¨áâ¨ª ¬.

‡ ¬¥ç ¨¥ 3.1. Œ® ¦® ¢§ïâì £ « ¤ªãî äãªæ¨î f " ( x ), ¡ëáâà® ¬¥ïîéãîá ï

®â 0 ¤® 1   ®âà¥§ª ¥ ®â x = 2 ¤® x = 2 + " , £ ¤¥ " > 0:

•¨á. 14

’ ®£ ¤  äãªæ¨ï f " ( x � at ) ¡ã ¤¥â ®¡ëçë¬ (£ « ¤ª¨¬) à¥è¥¨¥¬ ãà ¢¥¨ï

„ « ¬¡¥à , áª ®«ì ã£® ¤® ¡ëáâà® ¬¥ïîé¨¬á ï ®â 0 ¤® 1 ¢¡«¨§¨ â®ç¥ª

å  à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ x � at = 2. •à¨ " ! 0 + à¥è¥¨ï f " ( x � at ) á å ® ¤ïâá ï

ª à §àë¢®© äãªæ¨¨ f ( x � at ). ˆ¬¥® ¢ íâ®¬ á¬ëá«¥ ¥áâ¥áâ¢¥®

áç¨â  âì â  ªãî à §àë¢ãî äãªæ¨î ®¡®¡é¥ë¬ à¥è¥¨¥¬ ãà ¢¥¨ï

„ « ¬¡¥à  (á¬. â  ª¦ ¥ § ¬¥ç ¨¥ 2.1).



‡ ¬¥ç ¨¥ 3.2. •  §àë¢ë¥ à¥è¥¨ï u ( x; t ) ãà ¢¥¨ï „ « ¬¡¥à  ¤«ï

áâàãë ¨ áâ¥à ¦ï «¨è¥ë ä¨§¨ç¥áª ®£® á¬ëá« . Ž¤ ª ® â  ª ®¬ã ¦ ¥

ãà ¢¥¨î „ « ¬¡¥à  ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â ,  ¯à¨¬¥à, ¤ ¢«¥¨¥ p( x; t ) £  § 

¢ ¤«¨®© ã§ª ®© âàã¡ª ¥ ( ¯à¨¬¥à, ¢® ä«¥©â¥ ¨«¨ ®à£  ®© âàã¡¥).

”ãªæ¨ï p( x; t ) ¬® ¦ ¥â ¡ëâì à §àë¢®©.

•¨á. 15

•  §àë¢ë¥ à¥è¥¨ï ¢®«®¢®£® ãà ¢¥¨ï ¢ £  §®¢®© ¤¨ ¬¨ª ¥  §ë¢ îâá ï

ã ¤ àë¬¨ ¢®« ¬¨. •à¨ ¯®«¥â¥ á ¬®«¥â   á® á¢¥à å§¢ãª ®¢®© áª ®à®áâìî

(á¬. x 8) ®â ¯¥à¥¤¨å ªà®¬®ª ªàë«ì¥¢ à á¯à®áâà ï¥âá ï â  ª  ï ã ¤ à ï

¢®« , §  äà®â®¬ ª ®âà®© ¤ ¢«¥¨¥ ¡®«ìè¥, ç¥¬ ¯¥à¥¤ äà®â®¬. Œë

á«ëè¨¬ å«®¯� ®ª ¢ â®â ¬®¬¥â , ª ®£ ¤  äà®â ¢®«ë ¯à® å ® ¤¨â ç¥à¥§  è¥

ãå ® (á¬. à¨á. 62).

4. Ž¡« áâì § ¢¨á¨¬®áâ¨ à¥è¥¨ï ¨ ¥¥ £à ä¨ç¥áª ®¥ ¯®áâà®¥¨¥.

‚®¯à®á. —â® ã¦® § âì, çâ®¡ë ¢ëç¨á«¨âì à¥è¥¨¥ u § ¤  ç¨ (2.1) |

(2.2) ¢ â®çª ¥ ( x � ; t � )?

Žâ¢¥â . ˆ§ ä®à¬ã «ë „ « ¬¡¥à  (2.30) ¢¨¤®, çâ® ã¦® § âì   ç «ìë¥

®âª«®¥¨ï ' ( x ) ¢ ¤¢ãå â®çª  å: x = x � + at � ¨ x = x � � at � ,   â  ª¦ ¥

  ç «ìë¥ áª ®à®áâ¨  ( x )   ®âà¥§ª ¥ [ x � � at � ; x � + at � ] ¬¥¦¤ã íâ¨¬¨

â®çª  ¬¨. ‡ âì ' ( x ) ¨  ( x ) ¢¥ ®âà¥§ª   [ x � � at � ; x � + at � ] ¥ ã¦®.

•®íâ®¬ã ®âà¥§®ª [ x � � at � ; x � + at � ]  §ë¢ ¥âá ï ®¡« áâìî § ¢¨á¨¬®áâ¨

à¥è¥¨ï § ¤  ç¨ Š®è¨ (2.1) | (2.2) ¢ â®çª ¥ ( x � ; t � ).

‡ ¬¥ç ¨¥ 3.3. ’ ¥¯¥àì ¬ë ¬® ¦ ¥¬ â®ç® áª  § âì, ª ®£ ¤  áâàãã ¬® ¦®

áç¨â  âì ¡¥áª ®¥ç®©: ª ®£ ¤  à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï â®çª   x �  å ® ¤¨âá ï  

à ááâ® ï¨¨, ¡®«ìè¥¬ ç¥¬ at � ®â ª ®æ®¢ áâàãë, £ ¤¥ t � | à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë©

¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨.

„«ï £à  ä¨ç¥áª®£® ¯®áâà®¥¨ï ®¡« áâ¨ § ¢¨á¨¬®áâ¨ à¥è¥¨ï ¨§ â®ç-

ª¨ ( x � ; t � ) ¢ë¯ã áª  îâá ï ¤¢¥ å  à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ ãà ¢¥¨ï „ « ¬¡¥à  ¤®

¯¥à¥á¥ç¥¨ï á ®áìî Ox :
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•¥à¥á¥ç¥¨¥ íâ¨å å  à ªâ¥à¨áâ¨ª á ®áìî Ox áãâì â®çª¨ x � � at � ¨

x � + at � ,   ®âà¥§®ª ®á¨ Ox ¬¥¦¤ã íâ¨¬¨ â®çª  ¬¨ | íâ® ¨ ¥áâì ®¡« áâì

§ ¢¨á¨¬®áâ¨ à¥è¥¨ï u ¢ â®çª ¥ ( x � ; t � ). •à®¢¥à¨¬ íâ®. “à ¢¥¨ï  è¨å

å  à ªâ¥à¨áâ¨ª

x � at = c
1

; x + at = c
2

: (3 :2)

•®áª ®«ìªã â®çª   ( x � ; t � ) «¥¦¨â   íâ¨å å  à ªâ¥à¨áâ¨ª  å, â® x � � at � = c
1

¨ x � + at � = c
2

. —â®¡ë  ©â¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ å  à ªâ¥à¨áâ¨ª á ®áìî Ox ,

ã¦® ¢ (3.2) ¯®«® ¦¨âì t = 0, â®£ ¤  ¯®«ãç¨âá ï

x = c
1

= x � � at � ¨ x = c

2

= x � + at � :

5. •  á¯à®áâà ¥¨¥ ¢®«.

“¯à ¦¥¨¥. ˆ§¢¥áâ®, çâ® ' ( x ) =  ( x ) = 0 ¯à¨ x 62[2 ; 5].

• ©â¨ ®¡« áâì, ¢ ª ®â®à®© à¥è¥¨¥ u ( x; t ) § ¤  ç¨ (2.1) | (2.2) à ¢®

ã «î ¯à¨ t > 0.
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• ¥è¥¨¥ . ˆ§ â®ç¥ª 2 ¨ 5 ®á¨ Ox ¢ë¯ã áª  ¥¬ å  à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ ¢«¥¢® ¨

¢¯à ¢® á®®â¢¥âáâ¢¥®. ‚ ®¡« áâ¨ ¯® ¤ íâ¨¬¨ å  à ªâ¥à¨áâ¨ª  ¬¨ à¥è¥¨¥

à ¢® ã «î. „¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï â®çª¨ ( x � ; t � ), «¥¦  é¥© ¯® ¤ íâ¨¬¨

å  à ªâ¥à¨áâ¨ª  ¬¨, ®¡« áâì § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¥ ¯¥à¥á¥ª  ¥âá ï á ®âà¥§ª ®¬ [2 ; 5].

•®íâ®¬ã ¢ íâ®© ®¡« áâ¨ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ' ( x ) �  ( x ) � 0. ‘«¥¤®¢ â¥«ì®,

u ( x � ; t � ) = 0.

x4. Œ¥â® ¤ å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ¤«ï £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨å ãà ¢¥¨© ¢â®à®£®

¯®à ï¤ª   á ¤¢ã¬ï ¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨ ¯¥à¥¬¥ë¬¨. ‡ ¤  ç  Š®è¨.

1. •  §«® ¦ ¥¨¥ ®¯¥à â®à  „ « ¬¡¥à    ¬® ¦¨â¥«¨.

•à¨¢¥¤¥¬ ãà ¢¥¨¥ „ « ¬¡¥à  ª ª  ®¨ç¥áª ®¬ã ¢¨¤ã (2.18) ¤àã£¨¬

á¯®á®¡®¬. „«ï íâ®£® § ¯¨è¥¬ ¥£® ¢ ¢¨¤¥

ut ( u ) �
�

@2

@t2

� a2

@2

@x2

�
u = 0 : (4 :1)



•  §«® ¦¨¬ íâ®â ®¯¥à â®à   ¬® ¦¨â¥«¨:

ut ( u ) �
�

@
@t

� a
@
@x

� �
@
@t

+ a
@
@x

�
u = 0 (4 :2)

Š ª ¨§¢¥áâ®,

L
( � a; 1)

�
@
@t

� a
@

@x
; L

( a; 1)

�
@
@t

+ a
@

@x
(4 :3)

| ®¯¥à â®àë ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï ¢¤®«ì ¢¥ªâ®à®¢ ( � a; 1) ¨ ( a; 1) á®®â-

¢¥âáâ¢¥®. •â¨ ¢¥ªâ®àë  ¯à ¢«¥ë ¢¤®«ì å  à ªâ¥à¨áâ¨ª

x + at = const ¨ x � at = const: (4 :4)

…á«¨ ¢§ïâì å  à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ §  ª ®®à ¤¨ âë «¨¨¨, â .¥. ¯®«® ¦¨âì

� = x � at ; � = x + at; (4 :5)

â® ¢ á¨«ã (2.15) ®¯¥à â®à „ « ¬¡¥à  ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤

ut =

@2

@t2

� a2

@2

@x2

= :L
( � a; 1)

� L
( a; 1)

= � 2 a
@
@�

2 a
@
@�

= � 4 a2

@2

@�@�
: (4 :6)

‚ë¢® ¤: å  à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ ãà ¢¥¨ï (4.1) | íâ® â  ª¨¥ «¨¨¨, ®¯¥à â®àë

¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï L
( � a; 1)

¢¤®«ì ª ®â®àëå ¢å ® ¤ïâ ¢ ª   ç¥áâ¢¥ ¬® ¦¨â¥«¥©

¢ ®¯¥à â®à „ « ¬¡¥à .

‡ ¬¥ç ¨¥ 4.1. •®áª ®«ìªã ®¯¥à â®àë ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï ¢¤®«ì å  à ª-

â¥à¨áâ¨ª ¢å ® ¤ïâ ¬® ¦¨â¥«¥¬ ¢ ®¯¥à â®à „ « ¬¡¥à , â® ® ®¡à é ¥â

¢ ã «ì «î¡ãî äãªæ¨î, ¯®áâ® ïãî ¢¤®«ì å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ª  ª ®£®-«¨¡®

á¥¬¥©áâ¢ , ¢ ç áâ®áâ¨, «î¡ãî â  ªãî à §àë¢ãî äãªæ¨î (á¬. § ¬¥-

ç ¨¥ 2.1). •â¨¬ ¨ ®¡êïáï¥âá ï, ¯®ç¥¬ã à¥è¥¨ï ãà ¢¥¨ï „ « ¬¡¥à 

¬®£ãâ ¨¬¥âì à §àë¢ë ¢¤®«ì å  à ªâ¥à¨áâ¨ª.

2. ƒ¨¯¥à¡®«¨ç¥áª ®¥ ãà ¢¥¨¥ ¢â®à®£® ¯®à ï¤ª   á ¯®áâ® ïë¬¨ ª ®íää¨æ¨-

¥â ¬¨   ¯«®áª ®áâ¨.

•  áá¬®âà¨¬ ãà ¢¥¨¥ ¢¨¤ 

Au � a
@2 u
@t2

+ 2 b
@2 u
@t@x

+ c
@2 u
@x2

= 0 ; x 2 I R ; ; t > 0 : (4 :7)

‚ ¤ ®¬ ¯ãªâ¥ ¡ã ¤¥¬ áç¨â  âì, çâ® ª ®íää¨æ¨¥âë a; b ¨ c | ¯®áâ® ïë¥

ç¨á« .

•®¯ëâ  ¥¬á ï ¯à¨¬¥¨âì ¬¥â® ¤ ¯ãªâ   1 ª ãà ¢¥¨î (4.7) ¢¬¥áâ® (4.1).

—â®¡ë ¯®«ãç¨âì à §«® ¦ ¥¨¥ ¢¨¤  (4.2), ã¦® à §«® ¦¨âì   «¨¥©ë¥

¬® ¦¨â¥«¨ \å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áªãî " ª¢ ¤à â¨çãî ä®à¬ã

a( �; � ) � a� 2

+ 2 b� � + c� 2

= � 2

 

a
�

�
�

�
2

+ 2 b
�
�

+ c

!

: (4 :8)



„«ï íâ®£® à¥è¨¬ å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®¥ ãà ¢¥¨¥

a� 2

+ 2 b� + c = 0 (4 :9)

…£® ª ®à¨

�
1 ; 2

=

b�
p

b2 � ac
a

(4 :10)

¢¥é¥áâ¢¥ë ¨ à §«¨çë, ¥á«¨ ¤¨áªà¨¬¨ â ¯®«® ¦¨â¥«¥:

D � b2 � ac > 0 (4 :11)

•â® ¨ ¥áâì ã á«®¢¨¥ áâà®£®© £¨¯¥à¡®«¨ç®áâ¨ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ãà ¢-

¥¨ï (4.7).

•® â¥®à¥¬¥ ‚¨¥â  

a� 2

+ 2 b� + c = a( � � �
1

)( � � �
2

) (4 :12)

•®íâ®¬ã å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª  ï ª¢ ¤à â¨ç ï ä®à¬  ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤

A ( �; � ) = � 2 a
�

�
�

� �
1

� �
�
�

� �
1

�
= a( � � �

1

� )( � � �
2

� ) : (4 :13)

‘®®â¢¥âáâ¢¥®, ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¥ ãà ¢¥¨¥ ¯à¨®¡à¥â  ¥â ¢¨¤

Au =

�
@
@t

� �
1

@
@x

� �
@
@t

� �
2

@
@x

�
u = 0 (4 :14)

Ž¡®§  ç¨¬

L
( � �

1

; 1)

=

@
@t

� �
1

@
@x

¨ L
( � �

2

; 1)

=

@
@t

� �
2

@
@x

:

•®«® ¦¨¬,   «®£¨ç® (4.5)

� = x + �
1

t ; � = x + �
2

t: (4 :15)

’ ®£ ¤ 

L
( � �

1

; 1)

� � 0; L
( � �

2

; 1)

� � 0 : (4 :16)

‘«¥¤®¢ â¥«ì®, L
( � �

1

; 1)

| ®¯¥à â®à ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï ¢¤®«ì «¨¨©

� = const,   L
( � �

2

; 1)

| ¢¤®«ì «¨¨© � = const. •®íâ®¬ã

L
( � �

1

; 1)

= c
1

@
@�

�
�
�
�
� = const

; L
( � �

2

; 1)

= c
2

@
@�

�
�
�
�
� = const

: (4 :17)



Žâáî ¤  ¢ëâ¥ª  ¥â , çâ® (4.14) íª¢¨¢ «¥â® ãà ¢¥¨î

@
@�

@
@�

u = 0 : (4 :18)

•®íâ®¬ã ,   «®£¨ç® (2.24), ®¡é¥¥ à¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï (4.7) ¨¬¥¥â ¢¨¤

u = f ( � ) + g( � ) = f ( x + �
1

t ) + g( x + �
2

t ) (4 :19)

‚®«  f ( x + �
1

t ) ¡¥¦¨â ¯® ®á¨ x á® áª ®à®áâìî �
1

,   g( x + �
2

t ) | á®

áª ®à®áâìî �
2

(¢«¥¢®, ¥á«¨ �
1

> 0 ; �
2

> 0).

‚ ç áâ®áâ¨, ¤«ï ãà ¢¥¨ï „ « ¬¡¥à  (4.1), å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®¥ ãà ¢-

¥¨¥ (4.9) ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤ � 2 � a2

= 0, ®âªã ¤  �
1

= � a; �
2

= a ¨ (4.15)

¯¥à¥å ® ¤¨â ¢ (2.4),   (4.19) | ¢ (2.24).

•à¨ ¯®¬®é¨ ¯à¥¤áâ  ¢«¥¨ï (4.19) ¢á¥ ¢ë¢® ¤ë x3 ®â®á¨â¥«ì® à §àë¢®¢

à¥è¥¨ï, à á¯à®áâà ¥¨ï ¢®« ¨ ®¡« áâ¨ § ¢¨á¨¬®áâ¨ «¥£ª ® ¯¥à¥®á ïâá ï

  ãà ¢¥¨¥ (4.7) (á¬. § ¬¥ç ¨¥ 2.1).

• ¥è¥¨ï ãà ¢¥¨ï (4.7) ¬®£ãâ ¨¬¥âì ®á®¡¥®áâ¨ ¢¤®«ì å  à ªâ¥à¨áâ¨ª,

®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå ãà ¢¥¨ï¬¨

� � x + �
1

t = const ¨«¨ � � x + �
2

t = const (4 :20)

•â® ¢¨¤® ¨§ (4.19), ¥á«¨ ¢§ïâì f ¨«¨ g ¥£ « ¤ª¨¬¨ äãªæ¨ï¬¨ (á¬.

â  ª¦ ¥ § ¬¥ç ¨¥ 4.1).

‡ ¤  ç  Š®è¨ (4.7) á   ç «ìë¬¨ ã á«®¢¨ï¬¨ (2.2) ¨¬¥¥â à¥è¥¨¥

u ( x; t ) =

�
2

' ( x + �
1

t ) � �
1

' ( x + �
2

t )

�
2

� �
1

+

1

�
2

� �
1

Z x + �
2

t

x + �
1

t
 ( s) ds (4 :21)

‡ ¤  ç . ‚ë¢¥áâ¨ ä®à¬ã «ã (4.21).

‡ ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï ãà ¢¥¨ï „ « ¬¡¥à  �
1

= � a; �
2

= a ¨ (4.21)

¯à¥¢à é ¥âá ï ¢ ä®à¬ã «ã „ « ¬¡¥à  (2.30).

Š ª ¢¨¤® ¨§ (4.21), ®¡« áâì § ¢¨á¨¬®áâ¨ à¥è¥¨ï u ¢ â®çª ¥ ( x � ; t � ) ¥áâì

®âà¥§®ª [ x � + �
1

t � ; x � + �
2

t � ]) ®á¨ Ox . …£® ª ®æë ¯®«ãç îâá ï ¯¥à¥á¥ç¥¨¥¬

®á¨ Ox á å  à ªâ¥à¨áâ¨ª  ¬¨ (4.20), ¢ë¯ãé¥ë¬¨  § ¤ ¯® ¢à¥¬¥¨ ¨§

â®çª¨ ( x � ; t � ):
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Žâ¬¥â¨¬, çâ® ª ®à¨ �
1

¨ �
2

¬®£ãâ ¨¬¥âì ® ¤¨ ª ®¢ëå § ª; â®£ ¤  ¢®«ë

f ( x + �
1

t ) ¨ g( x + �
2

t ) ¡¥£ãâ ¢ ® ¤ã ¨ âã ¦ ¥ áâ®à®ã .

•à¨¬¥à . „«ï ãà ¢¥¨ï

�
@2

@t2

+ 5

@2

@t@x
+ 6

@2

@x2

�
u = 0 (4 :22)

å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®¥ ãà ¢¥¨¥

� 2

+ 5 � + 6 = 0 (4 :23)

¨¬¥¥â ª ®à¨ �
1

= � 2 ; �
2

= � 3, ¨ ®¡é¥¥ à¥è¥¨¥

u = f ( x � 2 t ) + g( x � 3 t ) (4 :24)

| ®¡¥ ¢®«ë ¡¥£ãâ ¢¯à ¢®.

• ©¤¥¬ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¥ ãà ¢¥¨¥ å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ãà ¢¥¨ï (4.7).

‡ ¬¥â¨¬, çâ® ¢ á¨«ã (4.20) ª  á â¥«ìë© ¢¥ªâ®à ( dx; dt ) ª å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ¥

ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â ãà ¢¥¨î

dx + �
1

dt = 0 ; ¨«¨ dx + �
2

dt = 0 (4 :25)

•®íâ®¬ã

dx
dt = � �

1

, ¨«¨

dx
dt = � �

2

, â .¥. � � � dx
dt ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â å  à ªâ¥-

à¨áâ¨ç¥áª ®¬ã ãà ¢¥¨î (4.9):

a
�

dx
dt

�
2

� 2 b
dx
dt

+ c = 0 : (4 :26)

•â® ¨ ¥áâì ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¥ ãà ¢¥¨¥ å  à ªâ¥à¨áâ¨ª. ‚ á¨¬¬¥âà¨-

ç¥áª ®© ä®à¬¥ ®® ¢ë£ «ï¤¨â â  ª:

adx 2 � 2 bdxdt + cdt2

= 0 (4 :27)

3. ƒ¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨¥ ãà ¢¥¨ï ¢â®à®£® ¯®à ï¤ª   á ¯¥à¥¬¥ë¬¨ ª ®íää¨æ¨-

¥â ¬¨   ¯«®áª ®áâ¨.

•ã áâì â¥¯¥àì ª ®íää¨æ¨¥âë a; b ¨ c ¢ (4.7) ¯¥à¥¬¥ë¥, â .¥. § ¢¨á ïâ ®â

x ¨ t :

Au ( x; t ) � a( x; t )

@2 u
@t2

+ 2 b( x; t )

@2 u
@t@x

+ c( x; t )

@2 u
@x2

= 0; x 2 I R ; t > 0 (4 :28)

•®¯ëâ  ¥¬á ï ®¡®¡é¨âì ¯®áâà®¥¨ï ¯ãªâ   2, çâ®¡ë ¯à¨¢¥áâ¨ (4.28) ª

ª  ®¨ç¥áª ®¬ã ¢¨¤ã (4.18) ¨«¨ ¡«¨§ª ®¬ã ª ¥¬ã (á¬. [13]).

‡ ¬¥¨¬ ¢ ¬ «®© ®ªà¥áâ®áâ¨ ª  ¦¤®© â®çª¨ ( x; t ) ãà ¢¥¨¥ (4.28)

ãà ¢¥¨¥¬ (4.7) á ¯®áâ® ïë¬¨ ª ®íää¨æ¨¥â  ¬¨, à ¢ë¬¨ §  ç¥¨î



•¨á. 19

ª ®íää¨æ¨¥â®¢ ãà ¢¥¨ï (4.28) ¢ íâ®© â®çª ¥ ( x; t ). •â® ¯à®æ¥¤ãà 

 §ë¢ ¥âá ï \§ ¬®à ¦¨¢ ¨¥¬ ª ®íää¨æ¨¥â®¢".

•à¨ íâ®¬ å  à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ \§ ¬®à® ¦ ¥®£®" ¢ â®çª ¥ ( x; t ) ãà ¢¥¨ï ¡ã ¤ãâ

¨¬¥âì  ¯à ¢«¥¨ï, § ¢¨á ïé¨¥ ®â ( x; t ), ª  á â¥«ìë© ¢¥ªâ®à ( dx; dt ) ª

ª ®â®àë¬ ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â ãà ¢¥¨î (4.27) (á¬. à¨á. 19)

ˆâ¥£à «ìë¥ ªà¨¢ë¥ ãà ¢¥¨ï (4.27)  §ë¢ îâá ï å  à ªâ¥à¨áâ¨ª  ¬¨

ãà ¢¥¨ï (4.28) (á¬. [13]). ˆâ  ª, ¢ ¢¨¤ã (4.27) ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¥

ãà ¢¥¨¥ å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ãà ¢¥¨ï (4.28) ¨¬¥¥â ¢¨¤

a( x; t ) dx 2 � 2 b( x; t ) dxdt + c( x; t ) dt 2

= 0 : (4 :29)

“à ¢¥¨¥ å  à ªâ¥à¨áâ¨ª (4.29) ¯®«ãç ¥âá ï ä®à¬ «ì®© § ¬¥®©

@
@t

7! dx ;

@
@x

7! � dt: (4 :29

0
)

•à¥¤¯®«® ¦¨¬, çâ® ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ®¡« áâ¨ ¯«®áª ®áâ¨ ( x; t ), £ ¤¥

à¥è ¥âá ï ãà ¢¥¨¥ (4.28), ¢ë¯®«ï¥âá ï áâà®£®¥ ã á«®¢¨¥ £¨¯¥à¡®«¨ç®áâ¨

(4.11):

b2

( x; t ) � a( x; t ) c( x; t ) > 0 : (4 :30)

’ ®£ ¤ , ¤¥«ï ãà ¢¥¨¥ (4.29)   dt 2

¨ à¥è ï ¯®«ãç¥®¥ ª¢ ¤à â®¥

ãà ¢¥¨¥, ¯®«ãç ¥¬ ¤¢  à §«¨çëå ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨ï:

dx
dt

=

b�
p

b2 � ac
a

: (4 :31)

…á«¨ äãªæ¨¨ a; b ¨ c | £ « ¤ª¨¥, â® ãà ¢¥¨ï (4.31) ¨¬¥îâ á®®â¢¥â-

áâ¢ãîé¨¥ ¨¬ ¤¢  á¥¬¥©áâ¢  ¨â¥£à «ìëå ªà¨¢ëå. •ã ¤¥¬ ®¡®§  ç âì

íâ¨ á¥¬¥©áâ¢  å  à ªâ¥à¨áâ¨ª á®®â¢¥âáâ¢¥® § ª  ¬¨ \+

00
\ � 00

. ‚ë¡¥à¥¬

  ¯«®áª ®áâ¨ ( x; t ) ®¢ë¥ ª ®®à ¤¨ âë �; � â  ª, çâ®¡ë � = const   å  -

à ªâ¥à¨áâ¨ª  å á¥¬¥©áâ¢  \+

00
,   � = const   å  à ªâ¥à¨áâ¨ª  å á¥¬¥©áâ¢ 

\ � 00
. •â® §  ç¨â , çâ® ¬ë ¢ë¡¨à ¥¬ å  à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ ¢ ª   ç¥áâ¢¥ ®¢ëå



ª ®®à ¤¨ âëå ªà¨¢ëå,   �; � | íâ® ¯¥à¢ë¥ ¨â¥£à «ë ãà ¢¥¨© (4.31)

á®®â¢¥âáâ¢¥®.

Žâ¬¥â¨¬, çâ® § ¬¥  ¯¥à¥¬¥ëå ( x; t ) 7! ( �; � ) ¥¢ëà® ¦¤¥  ¢ ª  ¦¤®©

â®çª ¥, ¢ ª ®â®à®© ¢ë¯®«ï¥âá ï ã á«®¢¨¥ (4.30). „¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¨§ (4.31)

¢¨¤®, çâ® ¢ ª  ¦¤®© â®çª ¥ å  à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ ¨¬¥îâ à §ë¥  ¯à ¢«¥¨ï,

  ¯®áª ®«ìªã grad � ¨ grad � ®àâ®£® «ìë á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ å  à ªâ¥à¨-

áâ¨ª  ¬, â® grad � ¨ grad � â  ª¦ ¥ ¨¬¥îâ à §ë¥  ¯à ¢«¥¨ï. •®íâ®¬ã ,

ª áâ  â¨, ¨áª ®¬ë¥ ª ®®à ¤¨ âë �; � áãé¥áâ¢ãîâ ¢ ¤®áâ  â®ç® ¬ «®© ®ªà¥áâ-

®áâ¨ ª  ¦¤®© â®çª¨. Žâ¬¥â¨¬, çâ® ¢® ¢á¥© à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ®¡« áâ¨

¯«®áª ®áâ¨ ( x; t ) ¨áª ®¬ë¥ ª ®®à ¤¨ âë ¬®£ãâ ¥ áãé¥áâ¢®¢ âì.

•à®¢¥à¨¬, çâ® ¢ ª ®®à ¤¨ â  å �; � ãà ¢¥¨¥ (4.28) ¯à¨¢® ¤¨âá ï ª ª  ®-

¨ç¥áª ®¬ã ¢¨¤ã (4.18) á â®ç®áâìî ¤® ç«¥®¢, á® ¤¥à ¦  é¨å ¯à®¨§¢® ¤ë¥

¯¥à¢®£® ¯®à ï¤ª  . „«ï íâ®£® ¢ë¢¥¤¥¬ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¥ ãà ¢¥¨¥ ¤«ï

äãªæ¨© � ( x; t ) ; � ( x; t ), â  ª  §ë¢ ¥¬®¥ å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®¥ ãà ¢¥¨¥.

•®áª ®«ìªã � ( x; t ) = const   «î¡®© å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ¥ ¨§ á¥¬¥©áâ¢  \+

00
,

â .¥. íâ   å  à ªâ¥à¨áâ¨ª   ï¢«ï¥âá ï «¨¨¥© ãà®¢ï äãªæ¨¨ � , â® grad �
®àâ®£® «¥ íâ®© å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ¥ (á¬. à¨á.19):

grad � ? ( dx; dt ) : (4 :32)

‘«¥¤®¢ â¥«ì®, grad � k ( dt; � dx ), ®âªã ¤ 

@�
@x

.
@�
@t = � dt

dx , ¨«¨

dt = � kdx; £ ¤¥ k =

@�
@x

�
@�
@t

: (4 :33)

•® ¤áâ  ¢«ïï (4.33) ¢ (4.29), ¯®«ãç ¥¬ ¨áª ®¬®¥ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¥ ãà ¢-

¥¨¥:

a( x; t )

�
@�
@t

�
2

+ 2 b( x; t )

@�
@t

@�
@x

+ c( x; t )

�
@�
@x

�
2

= 0 (4 :34)

’ ®ç® â  ª ¦ ¥ ¢ë¢® ¤¨âá ï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¥ ãà ¢¥¨¥ ¤«ï � ( x; t ) ¨ ®®

á®¢¯ ¤ ¥â á (4.34):

a( x; t )

�
@�
@t

�
2

+ 2 b( x; t )

@�
@t

@�
@x

+ c( x; t )

�
@�
@x

�
2

= 0 (4 :35)

‚ íâ®¬ ¥â ¨ç¥£® ã ¤¨¢¨â¥«ì®£®, ¯®áª ®«ìªã (4.29) á®¢¬¥é ¥â ¢ á¥¡¥ ¤¢ 

à §ëå ãà ¢¥¨ï (4.31).

’ ¥¯¥àì ¢á¯®¬¨¬ ä®à¬ã «ë (2.10) | (2.12) § ¬¥ë ¯¥à¥¬¥ëå ¢ ¤¨ää¥-

à¥æ¨ «ì®¬ ãà ¢¥¨¨. •® ¤áâ  ¢«ïï ¢ëà ¦ ¥¨ï (2.10) | (2.12) ¢ (4.28),

¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¤«ï äãªæ¨¨ v ( �; � ) = u ( x; t ) ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¥ ãà ¢¥¨¥

� ( �; � )

@2 v
@�2

+ 2 � ( �; � )

@2 v
@�@�

+  ( �; � )

@2 v
@�2

+ � � � = 0 ; (4 :36)



£ ¤¥ : : : § ¬¥ï¥â ç«¥ë, á® ¤¥à ¦  é¨¥ «¨èì ¯à®¨§¢® ¤ë¥ ¯¥à¢®£® ¯®à ï¤ª  

®â v . •à¨ íâ®¬ ¤«ï ª ®íää¨æ¨¥â®¢ �; � ¨  ¯®«ãç ¥¬ ¢ëà ¦ ¥¨ï:

� = a
�

@�
@t

�
2

+ 2 b
@�
@t

@�
@x

+

�
@�
@x

�
2

; (4 :37)

 = a
�

@�
@t

�
2

+ 2 b
@�
@t

@�
@x

+

�
@�
@x

�
2

; (4 :38)

� = a
@�
@t

@�
@t

+ 2 b
�

@�
@t

@�
@x

+

@�
@t

@�
@x

�
+ c

@�
@x

@�
@x

: (4 :39)

Ž¡®§  ç¨¬ ç¥à¥§

~A â  ª  §ë¢ ¥¬ë© å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥

®¯¥à â®à  A ¨§ (4.28), á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© â®çª ¥ ( x; t ):

~A ( �
1

; �
2

) =

~A ( x; t ; �
1

; �
2

) � � ( x; t ) � 2

2

+ 2 b( x; t ) �
2

�
1

+ c( x; t ) � 2

1

: (4 :40)

’ ®£ ¤  (4.34) ¨ (4.35) à ¢®á¨«ìë â®¬ã , çâ®

� =

~A ( grad � ) = 0;  =

~A ( grad � ) = 0 : (4 :41)

Žª ®ç â¥«ì® (4.28) ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤, ¯® å ® ¦¨©   (4.18):

2 � ( �; � )

@2 v
@�@�

+ : : : = 0 : (4 :42)

‡ ¤  ç . „®ª  ¦¨â¥, çâ® � ( �; � ) 6= 0 ¯à¨ � = � ( x; t ) ; � = � ( x; t ), ¥á«¨

¢ë¯®«ï¥âá ï ã á«®¢¨¥ (4.30). (ˆá¯®«ì§ã©â¥ (4.37) | (4.41)).

“à ¢¥¨¥ (4.42) ¬® ¦® à¥è âì ¯à¨¡«¨¦ ¥®. ‚ à ï¤¥ á«ãç ¥¢, ª ®£ ¤ 

ãà ¢¥¨¥ (4.42) ®ª  §ë¢ ¥âá ï ¤®áâ  â®ç® ¯à®áâë¬, ã ¤ ¥âá ï  ©â¨ ¥£®

®¡é¥¥ à¥è¥¨¥ ¨ â  ª¨¬ ®¡à §®¬  ©â¨ ®¡é¥¥ à¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï (4.28).

“¯à ¦¥¨¥ ( x18 [13]) . • ©â¨ ®¡é¥¥ à¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï

@2 u
@x2

� 2 sin x
@2 u

@x@y
� cos

2 x
@2 u
@y2

� cos x
@u
@y

= 0 : (4 :43)

• ¥è¥¨¥. “à ¢¥¨¥ å  à ªâ¥à¨áâ¨ª (4.29) ¯®«ãç ¥âá ï ¨§ (4.43) ¯à¨

¯®¬®é¨ § ¬¥

@
@x 7! dy;

@
@y 7! � dx (á¬.(4 :29

0
)):

dy2

+ 2 sin xdydx � cos

2 xdx 2

= 0 (4 :44)

¨«¨ �
dy
dx

�
2

+ 2 sin x
dy
dx

� cos

2 x = 0 :



Žâáî ¤ 

dy
dx

= � sin x �
p

sin

2 x + cos

2 x = � sin x � 1 : (4 :45)

ˆâ¥£à¨àã ï, ¯®«ãç ¥¬

y = cos x � x = c:

Žâáî ¤  äãªæ¨¨

c( x; y ) = y � cos x � x

¯®áâ® ïë ¢¤®«ì ¨â¥£à «ìëå ªà¨¢ëå, â .¥. ®¨ ¨ ï¢«ïîâá ï ¯¥à¢ë¬¨

¨â¥£à « ¬¨ ãà ¢¥¨© (4.45). ‘«¥¤®¢ â¥«ì®,

�
� = y � cos x � x;
� = y � cos x + x:

(4 :46)

Œë ã¦ ¥ § ¥¬, çâ® ãà ¢¥¨¥ (4.43) ¢ ¯¥à¥¬¥ëå �; � ¨¬¥¥â ¢¨¤

(4.42). Ž¤ ª ®  ¬ ¨â¥à¥á¥ ¨ ¢¨¤ ç«¥®¢, á® ¤¥à ¦  é¨å

@v
@�;

@v
@� ,

®¡®§  ç¥ëå ¬®£®â®ç¨¥¬ ¢ (4.42). Œ® ¦® ¡ë«® ¡ë ¢®á¯®«ì§®¢ âìá ï

£®â®¢ë¬¨ ä®à¬ã « ¬¨ (2.10) | (2.12), ® ¬ë á ¤¥« ¥¬ § ¬¥ã ¯¥à¥¬¥ëå

(4.46) ¢ (4.43) ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®. ‚¬¥áâ® v ¬ë ¢áî ¤ã ¡ã ¤¥¬ ¯¨á âì u :

(
@u
@x =

@u
@�

@�
@x +

@u
@�

@�
@x =

@u
@� (sin x � 1) +

@u
@� (sin x + 1) ;

@u
@y =

@u
@� +

@u
@� :

(4 :47)

Žâáî ¤ 

@2 u
@x2

= : : : + 2

@2 u
@�@�

(sin

2 x � 1) + : : : +

@u
@�

cos x +

@u
@�

cos x: (4 :48)

‡¤¥áì ¬®£®â®ç¨¥¬ ®¡®§  ç¥ë ç«¥ë, á® ¤¥à ¦  é¨¥

@2 u
@�2

¨

@2 u
@�2

, ª ®â®àë¥,

ª  ª ¬ë ã¦ ¥ § ¥¬ (á¬. (4.42)), ã¨çâ® ¦  îâá ï ¯à¨ ¯¥à¥áç¥â¥ ¢á¥å ç«¥®¢

(4.43). •®íâ®¬ã ¨å ¨ ¥ ã¦® ¯¨á âì!

€ «®£¨ç®,

@2 u
@x@y

= : : : +

@2 u
@�@�

(sin x � 1) +

@2 u
@�@�

(sin x + 1) + : : : (4 :49)

• ª ®¥æ,

@2 u
@y2

= : : : + 2

@2 u
@�@�

+ : : : (4 :50)

•® ¤áâ  ¢«ïï (4.47) | (4.50) ¢ (4.43), ¯®«ãç ¥¬

@2 u
@�@�

(2(sin

2 x� 1) � 2 sin x� 2 sin x� cos

2 x� 2)+cos x (

@u
@�

+

@u
@�

) � cos x (

@u
@�

+

@u
@�

) = 0 :



•®á«¥ ¯à¨¢¥¤¥¨ï ¯® ¤®¡ëå ç«¥®¢ ¨ á®ªà é¥¨©

@2 u
@�@�

= 0 = ) u = f ( � ) + g( � ) :

Žâ¢¥â: u ( x; y ) = f ( y � cos x � x ) + g( y � cos x + x ).

„«ï § ªà¥¯«¥¨ï ¬ â¥à¨ «  à¥ª ®¬¥¤ã ¥¬ à¥è¨âì § ¤  ç¨:

‡ ¤  ç¨. • ©â¨ ®¡é¥¥ à¥è¥¨¥ ¤«ï á«¥¤ãîé¨å ãà ¢¥¨©:

1 :
@2 u
@x2

+ 2

@2 u
@x@y

� 3

@2 u
@y2

+ 2

@u
@x

+ 6

@u
@y

= 0 :

2 : x
@2 u
@x2

� y
@2 u
@y2

+

1

2

�
@u
@x

�
@u
@y

�
= 0 ; x > 0 ; y > 0 :

3 : x 2

@2 u
@x2

� y 2

@2 u
@y2

� 2 y
@u
@y

= 0 :

4 :
@

@x

�
x 2

@u
@x

�
= x 2

@2 u
@y2

:

5 : ( x � y )

@2 u
@x@y

�
@u
@x

+

@u
@y

= 0 :

6 :
@2 u

@x@y
+ y

@u
@x

+ x
@u
@y

+ xyu = 0 :

‡ ¤  ç¨. • ¥è¨â¥ á«¥¤ãîé¨¥ § ¤  ç¨ Š®è¨:

1 :
@2 u
@x2

+ 2

@2 u
@x@y

� 3

@2 u
@y2

= 0 ;

u
�
�
y =0

= 3 x 2 ;
@u
@y

�
�
�
�
y =0

= 0 :

2 : 4 y 2

@2 u
@x2

+ 2(1 � y 2

)

@2 u
@x@y

�
@2 u
@y2

�
2 y

1 + y 2

�
2

@u
@x

�
@u
@y

�
= 0 ;

u
�
�
y =0

= ' � ( x ) ;
@u
@y

�
�
�
�
y =0

= '
1

( x ) :

3 : (1 + x 2

)

@2 u
@x2

� (1 + y 2

)

@2 u
@y2

+ x
@u
@x

� y
@u
@y

= 0 ;

u
�
�
y =0

= ' � ( x ) ;
@u
@y

�
�
�
�
y =0

= '
1

( x ) :

4 :
@2 u
@x2

+ 2 cos x
@2 u

@x@y
� sin

2 x
@2 u
@y2

� sin x
@u
@y

= 0 ;

u
�
�
y =sin x = ' � ( x ) ;

@u
@y

�
�
�
�
y =sin x

= '
1

( x ) :



5 :
@2 u
@x2

+ 4

@2 u
@x@y

� 5

@2 u
@y2

+

@u
@x

�
@u
@y

= 0 ;

u
�
�
y =0

= f ( x ) ;
@u
@y

�
�
�
�
y =0

= F ( x ) :

6 : x 2

@2 u
@x2

� 2 xy
@2 u

@x@y
� 3 y 2

@2 u
@y2

= 0 ;

u
�
�
y =1

= ' � ( x ) ;
@u
@y

�
�
�
�
y =1

= '
1

( x ) :

4. •¥£¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨¥ ãà ¢¥¨ï.

•  áá¬®âà¨¬ á«ãç ©, ª ®£ ¤  ¢¬¥áâ® ã á«®¢¨ï áâà®£®© £¨¯¥à¡®«¨ç®áâ¨ (4.30)

¢ë¯®«ï¥âá ï ¯à®â¨¢®¯®«® ¦®¥ ¥à ¢¥áâ¢®

b2

( x; t ) � a( x; t ) c( x; t ) < 0 : (4 :51)

’ ®£ ¤  ãà ¢¥¨¥ (4.28)  §ë¢ ¥âá ï í««¨¯â¨ç¥áª¨¬ ¢ â®çª ¥ ( x; t ). •à¨

íâ®¬ ¯à ¢ë¥ ç áâ¨ ãà ¢¥¨© (4.31) - ª ®¬¯«¥ª á® á®¯à ï¦ ¥ë¥ äãªæ¨¨,

¨ ¯à¨ ¨å ¨â¥£à¨à®¢ ¨¨ ¯®«ãç îâá ï ª ®¬¯«¥ª á® á®¯à ï¦ ¥ë¥ \¯¥à¢ë¥

¨â¥£à «ë" � ¨ � =

�� . Žª  §ë¢ ¥âá ï, ¥á«¨ ¢§ïâì z
1

= Re� =

� + �
2

¨ z
2

= Im� =

� � �
2 i ¢ ª   ç¥áâ¢¥ ®¢ëå ª ®®à ¤¨ â , â® ãà ¢¥¨¥ (4.28)

¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤

@2 u
@z2

1

+

@2 u
@z2

2

+ : : : = 0 ; (4 :52)

â .¥. ¥£® £ « ¢ ï ç áâì á®¢¯ ¤ ¥â á ®¯¥à â®à®¬ ‹ ¯« á  (á¬. § ¤  ç¨ N

9 ¨ 12{17 ¨§ [13]). •â® ¯®§¢®«ï¥â à¥è âì â  ª¨¥ ãà ¢¥¨ï â®ç® ¨«¨

¯à¨¡«¨¦ ¥®.

“¯à ¦¥¨¥ (N 14 [13]). •à¨¢¥¤¥¬ ª ª  ®¨ç¥áª ®¬ã ¢¨¤ã ãà ¢¥¨¥

y
@2 u
@x2

+ x
@2 u
@y2

= 0 ; y > 0 ; x > 0 : (4 :53)

• ¥è¥¨¥. “à ¢¥¨¥ å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ydy2

+ xdx 2

= 0 ¯à¨¢® ¤¨âá ï ª

p
ydy =

� i
p

xdx , â .¥. ãà ¢¥¨¥ (4.53) | í««¨¯â¨ç¥áª ®¥. ˆâ¥£à¨àã ï, ¯®«ãç ¥¬

y 3 =2 � ix 3 =2

= c. ‚ë¡¨à ¥¬ §  ®¢ë¥ ª ®®à ¤¨ âë z
1

= Rec = y 3 =2 ; z
2

=

Imc = x 3 =2

. ’ ®£ ¤ 

@u
@x

=

@u
@z

2

3

2

x 1 =2

;

@u
@y

=

@u
@z

1

3

2

y 1 =2

Žâáî ¤  ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥¬ ¯®«ãç ¥¬ (¥ ¢ë¯¨áë¢ ï ç«¥ë á

@2 u
@z

1

@z
2

¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á (4.52)):

@2 u
@x2

=

@2 u
@z2

2

9

4

x +

@u
@z

2

3

4

x � 1 =2

+ : : : ;
@2 u
@y2

=

@2 u
@z2

1

9

4

y +

@u
@z

1

3

4

y� 1 =2

+ : : : :



•® ¤áâ  ¢«ïï ¢ (4.53),  å ® ¤¨¬

�
@2 u
@z2

1

+

@2 u
@z2

2

�
9

4

xy +

3

4

@u
@z

1

xy � 1 =2

+

3

4

@u
@z

2

yx � 1 =2

= 0 :

Žâáî ¤  ¯®«ãç ¥¬ ª  ®¨ç¥áª¨© ¢¨¤:

@2 u
@z2

1

+

@2 u
@z2

2

+

1

3 z
1

@u
@z

1

+

1

3 z
2

@u
@z

2

= 0 :

’ ¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ á«ãç ©, ª ®£ ¤  ¢ (4.30) ¢¬¥áâ® § ª   > áâ®¨â =. ’ ®£ ¤ 

ãà ¢¥¨¥ (4.28)  §ë¢ ¥âá ï ¢ëà® ¦¤¥ë¬ ¨«¨ ¯ à ¡®«¨ç¥áª¨¬ ¢ è¨à®ª ®¬

á¬ëá«¥ ¢ â®çª ¥ ( x; t ). …á«¨ (4.28) | ¯ à ¡®«¨ç¥áª ®¥ ãà ¢¥¨¥ ¢ ¥ª ®â®à®©

®¡« áâ¨, â® ãà ¢¥¨ï (4.31) á®¢¯ ¤ îâ ¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® ¨¬¥¥âá ï â®«ìª ®

® ¤¨ ¥§ ¢¨á¨¬ë© ¯¥à¢ë© ¨â¥£à « � ( x; t ). „«ï ¯à¨¢¥¤¥¨ï (4.28) ª

ª  ®¨ç¥áª ®¬ã ¢¨¤ã ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¢ ª   ç¥áâ¢¥ ¬® ¦® ¢§ïâì «î¡ãî äãªæ¨î

â  ª, çâ®¡ë § ¬¥  x; t ! �; � ¡ë«  ¥¢ëà® ¦¤¥®©. Žª  §ë¢ ¥âá ï, (4.28)

¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤

@2 u
@�2

+ : : : = 0 : (4 :54)

“¯à ¦¥¨¥ (N 10 [13]). •à¨¢¥¤¥¬ ª ª  ®¨ç¥áª ®¬ã ¢¨¤ã ãà ¢¥¨¥

sin 2 x
@2 u
@x2

� 2 y sin x
@2 u

@x@y
+ y 2

@2 u
@y2

= 0 ; 0 < x < �; y > 0 : (4 :55)

• ¥è¥¨¥. “à ¢¥¨¥ å  à ªâ¥à¨áâ¨ª sin

2 xdy 2

+ 2 y sin xdydx + y 2 dx 2

=

0 ¯à¨¢® ¤¨âá ï ª ¢¨¤ã (sin xdy + ydx )

2

= 0, â .¥. ãà ¢¥¨¥ (4.55) |

¯ à ¡®«¨ç¥áª ®¥. •®á«¥ à §¤¥«¥¨ï ¯¥à¥¬¥ëå dx= sin x = � dy=y, ®âªã ¤ 

ln tg ( x=2) = � ln y + c, ¨«¨ y tg ( x=2) = c
1

. ‚®§ì¬¥¬ � = y tg ( x=2), â®£ ¤ ,

¯à¨¨¬ ï � = y ,  å ® ¤¨¬

@u
@x

=

@u
@�

y
1

2 cos

2

x
2

;

@u
@y

=

@u
@�

tg

x
2

+

@u
@�

:

Žâáî ¤  ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥¬ ¯®«ãç ¥¬, ¥ ¢ë¯¨áë¢ ï ç«¥ë á

@2 u
@�@� ¨

@2 u
@�2

, ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á (4.54):

@2 u
@x2

=

@u
@�

y
sin( x=2)

2 cos

3

( x=2)

+ : : : ;
@2 u
@y2

=

@2 u
@�2

+ : : : ;
@2 u

@x@y
=

@u
@�

1

2 cos

2

( x=2)

+ : : : :

•® ¤áâ  ¢«ïï ¢ (4.55),  å ® ¤¨¬

sin

2 x
�

@u
@�

y
sin( x=2)

2 cos

3

( x=2)

�
� 2 y sin x

@u
@�

1

2 cos

2

( x=2)

+ y 2

@2 u
@�2

= 0 ;



®âªã ¤  ¯®«ãç ¥¬ ª  ®¨ç¥áª¨© ¢¨¤:

@2 u
@�2

+

@u
@�

�
� sin

2 x
y 2

2 cos

2

( x=2)

�
sin x

y cos

2

( x=2)

�
=

@2 u
@�2

+

@u
@�

�
�

2 �
� 2

+ � 2

�
= 0 :

‡ ¤  ç¨. •à¨¢¥áâ¨ ª ª  ®¨ç¥áª ®¬ã ¢¨¤ã á«¥¤ãîé¨¥ ãà ¢¥¨ï:

1 :
@2 u
@x2

� 2

@2 u
@x@y

+

@2 u
@y2

+ �
@u
@x

+ �
@u
@y

+ cu = 0 :

2 : tg

2 x
@2 u
@x2

� 2 y tg x
@2 u

@x@y
+ y 2

@2 u
@y2

+ tg

3 x
@u
@x

= 0 :

3 : cth

2 x
@2 u
@x2

� 2 y cth x
@2 u

@x@y
+ y 2

@2 u
@y2

+ 2 y
@u
@y

= 0 :

x5. •®«ã¡¥áª ®¥ç ï áâàã .

1. ‘¬¥è  ï § ¤  ç  ¤«ï ãà ¢¥¨ï „ « ¬¡¥à .

•  áá¬®âà¨¬ ãà ¢¥¨¥ „ « ¬¡¥à  (2.1)   ¯®«ã¯à ï¬®© x > 0. ”¨§¨ç¥áª¨

íâ® á®®â¢¥âáâ¢ã ¥â áâàã¥, ã ª ®â®à®© ® ¤¨ ª ®¥æ  å ® ¤¨âá ï ¢   ç «¥

ª ®®à ¤¨ â ,   ¤àã£®©   ®ç¥ì ¡®«ìè®¬ à ááâ® ï¨¨ ®â   ç «  ( 

à ááâ® ï¨¨ � at ):

@2 u
@t2

= a2

@2 u
@x2

; x > 0 ; t > 0 : (5 :1)

•  ç «ìë¥ ã á«®¢¨ï (2.2) §¤¥áì â  ª¦ ¥ ¥®¡ å ® ¤¨¬ë:

u ( x; 0) = ' ( x );

@u
@t

( x; 0) =  ( x ) ; x > 0 : (5 :2)

Šà®¬¥ â®£®, ä¨§¨ç¥áª¨ ®ç¥¢¨¤®, çâ® ã¦® § ¤ âì ªà ¥¢®¥ ã á«®¢¨¥  

«¥¢®¬ ª ®æ¥ áâàãë ¯à¨ x = 0. • ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ íâ®â ª ®¥æ § ªà¥¯«¥,

â® ¥£® á¬¥é¥¨¥ à ¢® ã «î:

u (0 ; t ) = 0 ; t > 0 : (5 :3)

‚®§¬® ¦ë â  ª¦ ¥ ¤àã£¨¥ ä¨§¨ç¥áª¨ á® ¤¥à ¦  â¥«ìë¥ ªà ¥¢ë¥ ã á«®¢¨ï

(á¬. (1.8) ¨ (1.17)).

‡ ¤  ç  (5.1) | (5.3)  §ë¢ ¥âá ï á ¬¥è ®© , ¯®áª ®«ìªã ¢ ¥© ¯à¨áãâáâ¢ãîâ

ª  ª   ç «ìë¥ (5.2), â  ª ¨ ªà ¥¢ë¥ ã á«®¢¨ï (5.3).

2. • ¥è¥¨¥ á¬¥è ®© § ¤  ç¨ (5.1) | (5.3). Œ¥â® ¤ ¯ ¤ îé¨© ¨ ®âà ¦ ¥®©

¢®«.

•à¨¬¥¨¬ ¬¥â® ¤ „ « ¬¡¥à , â .¥. ¡ã ¤¥¬ ¨áª  âì à¥è¥¨¥ ¢ ¢¨¤¥

u ( x; t ) = f ( x � at ) + g( x + at ) (5 :4)



•® ¤áâ  ¢«ïï íâ® à §«® ¦ ¥¨¥ ¢   ç «ìë¥ ã á«®¢¨ï (5.2), ¯®«ãç ¥¬, ª  ª ¨

¢ x2, ãà ¢¥¨ï (2.25) | (2.30), â .¥. ä®à¬ã «ã „ « ¬¡¥à  ¤«ï u ( x; t ).

‚®¯à®á. ‡  ç¥¬ ã¦® ªà ¥¢®¥ ã á«®¢¨¥ (5.3), ¥á«¨ ¬ë, ª  ª  ¬ ª  ¦ ¥âá ï,

¨ â  ª ã¦ ¥  è«¨ à¥è¥¨¥, ¨á¯®«ì§ã ï â®«ìª ®   ç «ìë¥ ã á«®¢¨ï?

Žâ¢¥â . “à ¢¥¨ï (2.25) | (2.29) á¯à ¢¥¤«¨¢ë «¨èì ¯à¨ x > 0, ¯®áª ®«ìªã

  ç «ìë¥ ã á«®¢¨ï (5.2), ¢ ®â «¨ç¨¥ ®â (2.2), § ¤ ë â®«ìª ® ¯à¨ x > 0.

á®®â¢¥âáâ¢¥®, ä®à¬ã «  „ « ¬¡¥à  (2.30) á¯à ¢¥¤«¨¢  ¯à¨ x � at > 0,

  ¥ ¯à¨ ¢á¥å x > 0 ; t > 0.

‚ë¢® ¤. • ¥è¥¨¥ á¬¥è ®© § ¤  ç¨ (5.1) | (5.3) ¤ ¥âá ï ä®à¬ã «®©

„¢« ¬¡¥à  (2.30) ¯à¨ x � at > 0.

•¨á. 20

•â® ®¡« áâì ¯® ¤ \£ « ¢®©" å  à ªâ¥-

à¨áâ¨ª ®© x� at = 0. • à ªâ¥à¨áâ¨ª  

x � at = 0  §ë¢ ¥âá ï £ « ¢®©, ¯®-

áª ®«ìªã ®  ¢ëå ® ¤¨â ¨§ ®á®¡®© (ã£ «®-

¢®©) â®çª¨ ®¡« áâ¨ x > 0 ; t > 0, £ ¤¥

à¥è ¥âá ï ãà ¢¥¨¥ (5.1). • ©¤¥¬

â¥¯¥àì à¥è¥¨¥  ¤ £ « ¢®© å  à ª-

â¥à¨áâ¨ª ®© (¢ ®¡« áâ¨ x � at < 0).

•  §«® ¦ ¥¨¥ (5.4) á¯à ¢¥¤«¨¢® ¢áî-

¤ã ¢ ®¡« áâ¨ x > 0 ; t > 0. Ž¤ ª ®,

¢®«  f ( x � at )  ©¤¥  ¯® ä®à¬ã «¥

(2.29) ¢ ®¡« áâ¨ x � at > 0, â .¥. ¯® ¤ £ « ¢®© å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ®©. ‚ â® ¦ ¥

¢à¥¬ï ¢®«  g( x + at )  ©¤¥  ¯® ä®à¬ã «¥ (2.28) ¢áî ¤ã . ’  ª¨¬ ®¡à §®¬,

®áâ  ¥âá ï  ©â¨ f ( x � at )  ¤ £ « ¢®© å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ®©, â .¥. ¯à¨ x � at < 0.

• ©¤¥¬ f ( x � at ) ¯à¨ x � at < 0. ‚®á¯®«ì§ã ¥¬á ï ªà ¥¢ë¬ ã á«®¢¨¥¬ (5.3):

f ( � at ) + g( at ) = 0 ; t > 0 : (5 :5)

•â® ¨ ¥áâì ä®à¬ã « , á¢ï§ë¢ îé ï ¥¨§¢¥áâë¥ §  ç¥¨ï f ¯à¨ ®âà¨-

æ â¥«ìëå §  ç¥¨ïå  à£ã¬¥â   á ¨§¢¥áâë¬¨ (2.28) §  ç¥¨ï¬¨ g ¯à¨

¯®«® ¦¨â¥«ìëå §  ç¥¨ïå  à£ã¬¥â  .

‘¤¥« ¥¬ § ¬¥ã ¯¥à¥¬¥ëå: ¯®«® ¦¨¬

� at = z: (5 :6)

’ ®£ ¤  (5.5) ¯à¨¬¥â ¢¨¤

f ( z ) = � g( � z ) ; z < 0 :

‚¢¨¤ã (2.28), ¯®«ãç ¥¬ ®âáî ¤ , çâ® ¯à¨ x � at < 0

f ( x � at ) = � g( at � x ) = �
' ( at � x )

2

�
1

2 a

at � xZ

0

 ( s) ds �
c

2 a
=

�
' ( at � x )

2

+

1

2 a

0Z

at � x

 ( s) ds �
c

2 a
:

(5 :7)



•® ¤áâ  ¢«ïï (5.7) ¨ (2.28) ¢ (5.4),  å ® ¤¨¬: ¯à¨ x > at | ä®à¬ã « 

„ « ¬¡¥à  (2.30); ¯à¨ 0 < x < at :

u ( x; t ) =

� ' ( at � x ) + ' ( x + at )

2

+

1

2 a

x + atZ

at � x

 ( s) ds: (5 :8)

ˆâ  ª, à¥è¥¨¥ á¬¥è ®© § ¤  ç¨ (5.1) | (5.3) ¤ ¥âá ï ¤¢ã¬ï à §ë¬¨

ä®à¬ã « ¬¨: ä®à¬ã «®© „ « ¬¡¥à  (2.30) ¯à¨ x > at (¯® ¤ £ « ¢®©

å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ®©) ¨ (5.8) ¯à¨ 0 < x < at ( ¤ £ « ¢®© å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ®©).

Ž¯à¥¤¥«¥¨¥. ‚ ®¡« áâ¨ 0 < x < at ¢®«  g( x + at )  §ë¢ ¥âá ï ¯ ¤ îé¥©

(  «¥¢ë© ª ®¥æ x = 0),   f ( x � at ) | ®âà ¦ ¥®© (®â íâ®£® ª ®æ ).

„ ¤¨¬ £à  ä¨ç¥áªãî ¨â¥à¯à¥â æ¨î ¯®áâà®¥¨ï à¥è¥¨ï § ¤  ç¨ (5.1)

| (5.3).

• ¥è¥¨¥ íâ®© § ¤  ç¨ á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå íâ  ¯®¢:

€. •® ¤áâ  ¢«ï¥¬ à §«® ¦ ¥¨¥ „ « ¬¡¥à  (5.4) ¢  ç «ìë¥ ãá «®¢¨ï (5.2),

ª ®â®àë¥ § ¤ ë ¢ â®çª  å ®á¨ Ox ( x > 0 ; t = 0). • ¥è ï á¨áâ¥¬ã (2.25)

•¨á. 21

¯à¨ x > 0,  å ® ¤¨¬ ¢®«ë f ( x � at )

¨ g( x + at ) ¢ íâ¨å ¦ ¥ â®çª  å x >
0 ; t = 0. ’ ¥¯¥àì f ( x � at ) ¨§¢¥áâ 

  ¢á¥å å  à ªâ¥à¨áâ¨ª  å, ¡¥£ãé¨å

¢¯à ¢® ¨§ íâ¨å â®ç¥ª (à¨á. 21), ¯®-

áª ®«ìªã f ( x � at ) ¯®áâ® ï  ¢¤®«ì

â  ª¨å å  à ªâ¥à¨áâ¨ª. •â¨ å  à ª-

â¥à¨áâ¨ª¨ § ¯®«ïîâ ¢áî ®¡« áâì

x � at > 0. ‘ ¤àã£®© áâ®à®ë, ¢®« 

g( x + at ) ¨§¢¥áâ  ¢áî ¤ã . „¥©áâ¢¨-

â¥«ì®, ®  ¯®áâ® ï    å  à ªâ¥-

à¨áâ¨ª  å, ¡¥£ãé¨å ¢«¥¢®,   â  ª¨¥ å  à ªâ¥à¨áâ¨ª¨, ¢ë¯ãé¥ë¥ ¨§ â®ç¥ª

«ãç  Ox , § ¯®«ïîâ ¢áî ®¡« áâì x > 0 ; t > 0. ’  ª¨¬ ®¡à §®¬,   ç «ìë¥

¤ ë¥ ¯®§¢®«ïîâ ®¯à¥¤¥«¨âì à¥è¥¨¥ â  ¬, £ ¤¥   à¨á. 21 ¯à® å ® ¤ïâ

å  à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ ®¡®¨å á¥¬¥©áâ¢, â .¥. ¯® ¤ £ « ¢®© å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ®©.

‚¨¤® (á¬. à¨á.21), çâ®  ¤ £ « ¢®© å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ®© ¢®«  f ( x � at )

•¨á. 22

(®âà ¦ ¥ ï) ¯®ª   ¥ ¨§¢¥áâ ,  

¯ ¤ îé ï g( x + at ) | ¨§¢¥áâ .

•. •® ¤áâ  ¢«ï¥¬ à §«® ¦ ¥¨¥ „ « ¬-

¡¥à  (5.4) ¢ ªà ¥¢®¥ ã á«®¢¨¥ (5.3),

ª ®â®à®¥ § ¤ ® ¢ â®çª  å ®á¨ Ot ( t >
0 ; x = 0). ‚®«  g( x + at )) ¢ íâ¨å

â®çª  å ã¦ ¥  ©¤¥  ¨§   ç «ìëå

ã á«®¢¨© ¢ ¯ãªâ¥ €. •®íâ®¬ã ªà ¥-

¢®¥ ã á«®¢¨¥ (5.5) á¢ï§ë¢ ¥â ¥¨§¢¥áâ-

®¥ ¢ íâ¨å â®çª  å §  ç¥¨¥ ¢®«ë

f ( x � at ) á ¨§¢¥áâë¬ §  ç¥¨¥¬



g( x + at ), çâ® ¯®§¢®«ï¥â ®¯à¥¤¥«¨âì ¢®«ã f ( x � at ). •® â®£ ¤  f ( x � at )

(¨ á«¥¤®¢ â¥«ì® u ( x; t )) ¨§¢¥áâ    å  à ªâ¥à¨áâ¨ª  å, ¡¥£ãé¨å ¢¯à ¢®

¨§ ¢á¥å íâ¨å â®ç¥ª (¯ãªâ¨à   à¨á. 22), â .¥. ¢® ¢á¥© ®¡« áâ¨ x < at
 ¤ £ « ¢®© å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ®©.

3. „àã£¨¥ ªà ¥¢ë¥ ã á«®¢¨ï.

‚¬¥áâ® (5.3) ¬® ¦® à áá¬®âà¥âì ªà ¥¢®¥ ã á«®¢¨¥ (1 :6

00
):

@u
@x

(0 ; t ) = 0 ; t > 0 : (5 :9)

“¯à ¦¥¨¥. • ¥è¨¬ á¬¥è ãî § ¤  çã (5.1) | (5.2), (5.9).

• ¥è¥¨¥:

1). •® ¤ £ « ¢®© å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ®©, â .¥. ¯à¨ x > at , á¯à ¢¥¤«¨¢  ä®à¬ã « 

„ « ¬¡¥à  (2.30), ¨ ä®à¬ã «ë (2.28) | (2.29) á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¯à¨ x > 0;

2).  ¤ £ « ¢®© å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ®©, â .¥. ¯à¨ x < at , ¢¬¥áâ® (5.5) ¯®«ãç ¥¬,

¯® ¤áâ  ¢«ïï (5.4) ¢ (5.9):

f 0
( � at ) + g0

( at ) = 0 ; t > 0 : (5 :10)

•®á«¥ ¯® ¤áâ  ®¢ª¨ � at = z

f 0
( z ) + g0

( � z ) = 0 ; z < 0 : (5 :11)

ˆâ¥£à¨àã ï, ¯®«ãç ¥¬

f ( z ) � g( � z ) = c
1

= const; z < 0 : (5 :12)

Žâáî ¤  ¢¢¨¤ã (2.28) ¯®«ãç ¥¬ ¯à¨ x < at :

f ( x � at ) = g( at � x ) + c
1

=

1

2

' ( at � x ) +

1

2 a

at � xZ

0

 ( s) ds +

c
2 a

+ c
1

: (5 :13)

•¥à ï g( x + at ) ¨§ â®© ¦ ¥ ä®à¬ã «ë (2.28), ¯®«ãç ¥¬ ¯à¨ x < at

u ( x; t ) =

' ( at � x ) + ' ( x + at )

2

+

1

2 a

at � xZ

0

 ( s) ds +

1

2 a

x + atZ

0

 ( s) ds + c
2

: (5 :14)

Š®áâ  âã c
2

, ª  ª ¬ë á¥©ç á ¯®ª  ¦ ¥¬, ¬® ¦® ®¯à¥¤¥«¨âì ¨§ ã á«®¢¨ï

¥¯à¥àë¢®áâ¨ à¥è¥¨ï u ( x; t )   å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ¥ x = at , ¥á«¨ § ¤  ç 

(5.1) | (5.2), (5.9) à¥è ¥âá ï ¤«ï áâàãë ¨«¨ ¤«ï áâ¥à ¦ï.



4. •  §àë¢ë à¥è¥¨ï ¢¤®«ì £ « ¢®© å  à ªâ¥à¨áâ¨ª¨. “ á«®¢¨ï ¥¯à¥àë¢®áâ¨.

ˆ§ áª  § ®£® ¢ëè¥ á«¥¤ã ¥â , çâ® à¥è¥¨¥ § ¤  ç¨ (5.1) | (5.2) ¢ëà ¦  ¥âá ï

à §ë¬¨ ä®à¬ã « ¬¨ ¯à¨ x � at > 0 ¨ x � at < 0, ¯®íâ®¬ã ¢¤®«ì «¨¨¨

x � at = 0 ®® ¬® ¦ ¥â ¡ëâì à §àë¢ë¬. Žª  §ë¢ ¥âá ï, à §àë¢ «î¡®£®

à¥è¥¨ï ãà ¢¥¨ï (5.1) ¢¤®«ì «¨¨¨ x � at = 0 ¥áâì ¢¥«¨ç¨  ¯®áâ® ï ï.

„¥©áâ¢¨â¥«ì®, íâ® ¢¨¤® ¨§ (5.4):

1) ¢®«  g( x + at ) ¥¯à¥àë¢  ¯à¨ ¯¥à¥å ® ¤¥ ç¥à¥§ £ « ¢ãî å  à ªâ¥à¨áâ¨ªã ,

â  ª ª  ª ¥¥ «¨¨¨ ãà ¢ï x + at = const ¯¥à¥á¥ª  îâ ¯à ï¬ãî x = at ;

2) ¢®«  f ( x � at ) á¨§ã ®â £ « ¢®© å  à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ x � at = 0 ¨¬¥¥â

¯à¥¤¥«, à ¢ë© f (0 + ), â  ª ª  ª â  ¬ x � at > 0;   «®£¨ç®, ¯à¥¤¥« á¢¥à åã

à ¢¥ f (0 � ). ˆâ  ª,

u
�
�
�
x � at =0 �

� u
�
�
�
x � at =0 +

= f (0 � ) � f (0 + ) : (5 :15)

•®íâ®¬ã ã á«®¢¨¥ ¥¯à¥àë¢®áâ¨ à¥è¥¨ï u ( x; t )   £ « ¢®© å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ¥

¨¬¥¥â ¢¨¤

f (0 � ) = f (0 + ) : (5 :16)

“¯à ¦¥¨¥. • ©â¨ ã á«®¢¨¥ ¥¯à¥àë¢®áâ¨ à¥è¥¨ï § ¤  ç¨ (5.1) | (5.3)

  £ « ¢®© å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ¥.

• ¥è¥¨¥. ˆ§ (2.29) ¢ëâ¥ª  ¥â , çâ®

f (0 + ) =

' (0)

2

�
c

2 a
; (5 :17)

  ¨§ (5.7) á«¥¤ã ¥â

f (0 � ) = � g(0) = �
' (0)

2

�
c

2 a
: (5 :18)

‘«¥¤®¢ â¥«ì®, ã á«®¢¨¥ (5.16) ¤ ¥â

�
' (0)

2

=

' (0)

2

() ' (0) = 0 : (5 :19)

‡ ¬¥ç ¨¥ 5.1. •  áá¬®âà¨¬ ®¡« áâì x > 0 ; t > 0, £ ¤¥ à¥è ¥âá ï § ¤  ç 

(5.1) | (5.3).
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•  ¥¥ £à ¨æ¥   ®á¨ Ot à¥è¥¨¥

à ¢® ã «î ¢¢¨¤ã (5.3),     ®á¨

Ox à¥è¥¨¥ à ¢® ' ( x ) . •®íâ®¬ã

ã á«®¢¨¥ (5.19) ¥áâì ¯à®áâ® ã á«®¢¨¥

¥¯à¥àë¢®áâ¨ £à ¨çëå §  ç¥¨©

u ( x; t ) ¢ â®çª ¥ (0,0). Š ª ¬ë ¢¨-

¤¥«¨, ®® ¥®¡ å ® ¤¨¬® ¨ ¤®áâ  â®ç®

¤«ï ¥¯à¥àë¢®áâ¨ à¥è¥¨ï   ¢á¥©

£ « ¢®© å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ¥.



“¯à ¦¥¨¥. • ©â¨ ã á«®¢¨¥ ¥¯à¥àë¢®áâ¨ à¥è¥¨ï § ¤  ç¨ (5.1) | (5.2),

(5.9)   £ « ¢®© å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ¥.

• ¥è¥¨¥. ”®à¬ã «  (5.17) §¤¥áì â  ª¦ ¥ ¢¥à ,   ¢¬¥áâ® (5.18) ¯®«ãç ¥¬

¨§ (5.13):

f (0 � ) =

' (0)

2

+

c
2 a

+ c
1

: (5 :20)

•®íâ®¬ã (5.16) ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤ (á¬. (5.14)):

' (0)

2

+

c
2 a

+ c
1

=

' (0)

2

�
c

2 a
() c

1

+

c
a

= c
2

= 0 : (5 :21)

‡ ¬¥ç ¨¥ 5.2. •  §àë¢®¥ à¥è¥¨¥ § ¤  ç¨ (5.1) { (5.2), (5.9) (¯à¨ c
2

6= 0)

¥ ¨¬¥¥â ä¨§¨ç¥áª ®£® á¬ëá«  ¤«ï áâàãë ¨«¨ áâ¥à ¦ï, ¯®áª ®«ìªã ®®

®§  ç ¥â ¨å à §àë¢. Ž¤ ª ® ¢  ªã áâ¨ª ¥ ¨«¨ £  §®¢®© ¤¨ ¬¨ª ¥ à §àë¢®¥

à¥è¥¨¥ ¨¬¥¥â ä¨§¨ç¥áª¨© á¬ëá« ¨  §ë¢ ¥âá ï ã ¤ à®© ¢®«®©. •à¨

íâ®¬ ¢¥«¨ç¨ã à §àë¢ , à ¢ãî c
2

, ¥«ì§ï  ©â¨ ¨§ ãà ¢¥¨© (5.1) {

(5.2), (5.9).

Ž  ®¯à¥¤¥«ï¥âá ï ¨§ ¤®¯®«¨â¥«ìëå ä¨§¨ç¥áª¨å ¨«¨ å¨¬¨ç¥áª¨å á®®¡à -

¦ ¥¨© ¨ â  ª¨¬ ®¡à §®¬ ¥® ¤®§  ç®áâì ¢ à¥è¥¨¨ § ¤  ç¨ «¨ª¢¨¤¨àã ¥âá ï.

• ¯à¨¬¥à, ¯à¨ à á¯à®áâà ¥¨¨ ¤¥â® æ¨®®© ¢®«ë ¢ ¯ à å ¡¥§¨ 

¢¥«¨ç¨  áª   çª   ¤ ¢«¥¨ï   äà®â¥ § ¢¨á¨â ®â ¬ àª¨ ¡¥§¨ , ¤ ¢«¥¨ï,

â¥¬¯¥à âãàë, á®áâ  ¢  á¬¥á¨ ¨ â .¤.

‘¬¥è  ï § ¤  ç  (5.1) { (5.2) ¯à¨ ¡®«¥¥ ®¡é¨å ªà ¥¢ëå ã á«®¢¨ïå (1.8)

¨«¨ (1.17) à¥è ¥âá ï â  ª ¦ ¥, ª  ª ¯à¨ ã á«®¢¨¨ (5.9), ® ¤ ª ® ªà ¥¢®¥

ãà ¢¥¨¥ â¨¯  (5.10)   ®âà ¦ ¥ãî ¢®«ã ¡ã ¤¥â ãà ¢¥¨¥¬ ¢â®à®£®

¯®à ï¤ª  , ¨ ¥£® à¥è¥¨¥ á® ¤¥à ¦¨â ¤¢¥ ¯à®¨§¢®«ìë¥ ¯®áâ® ïë¥. Ž¨

®¯à¥¤¥«ïîâá ï ¢ ª  ¦¤®© ª ®ªà¥â®© § ¤  ç¥ ¨§ ¤®¯®«¨â¥«ìëå ã á«®¢¨©.

• ¯à¨¬¥à, ¨¦ ¥ ã á«®¢¨¥ (5.34) ®§  ç ¥â , çâ® £àã§ ¯à¨ t = 0 ¯à¨«¨¯ ª

«¥¢®¬ã ª ®æã áâàãë ¨ ¥£® áª ®à®áâì à ¢  7.

“¯à ¦¥¨¥. • ©â¨ ¥¯à¥àë¢®¥ à¥è¥¨¥ § ¤  ç¨

@2 u
@t2

= 9

@2 u
@x2

; x > 0 ; t > 0; u ( x; 0) = e� x
;

@u
@t

( x; 0) = cos 5 x ;

@u
@x

(0 ; t ) = u (0 ; t ) + t:

• ¥è¥¨¥. •à¨ x > 3 t á¯à ¢¥¤«¨¢  ä®à¬ã «  „ « ¬¡¥à 

u ( x; t ) =

e� ( x � 3 t )

+ e� ( x +3 t )

2

+

1

6

sin (5( x + 3 t )) � sin (5( x � 3 t ))

5

:

•®íâ®¬ã ¯à¨ x < 3 t ã¦® ¨áª  âì à¥è¥¨¥ ¢ ¢¨¤¥

u ( x; t ) = f ( x � 3 t ) +

e� ( x +3 t )

2

+

1

30

sin (5( x + 3 t )) :



•® ¤áâ  ¢«ïï íâ® ¢ëà ¦ ¥¨¥ ¢ ªà ¥¢®¥ ã á«®¢¨¥,  å ® ¤¨¬:

f 0
( � 3 t ) �

e3 t

2

+

1

6

cos(15 t ) = f ( � 3 t ) +

e� 3 t

2

+

1

30

sin(15 t ) + t; t > 0 :

•®á«¥ § ¬¥ë y = � 3 t ¯®«ãç ¥¬:

f 0
( y ) �

ey

2

+

1

6

cos (5 y ) = f ( y ) +

ey

2

�
1

30

sin(5 y ) �
y

3

; y < 0 :

¨«¨

f 0
( y ) � f ( y ) = ey �

1

6

cos(5 y ) �
1

30

sin(5 y ) �
y

3

; y < 0 : (5 :21

0
)

Žâáî ¤ 

f ( y ) = Cey
+ yey

+ A cos (5 y ) + B sin (5 y ) +

y
3

+

1

3

; y < 0 :

Š®áâ  âë A ¨ B  å ® ¤¨¬, ¯® ¤áâ  ¢«ïï f ( y ) ¢ (5 :21

0
):

� 5 A sin (5 y ) � A cos (5 y ) + 5 B cos (5 y ) � B sin(5 y ) = �
1

6

cos (5 y ) �
1

30

sin (5 y ) :

•®íâ®¬ã � 5 A � B =

1

30

; � A + 5 B = � 1

6

, ®âªã ¤  � 26 A = � 1

3

)
A =

1

78

; B = � 5 A +

1

30

= � 5

78

+

1

30

. • ª ®¥æ, C  å ® ¤¨¬ ¨§ ã á«®¢¨ï

¥¯à¥àë¢®áâ¨ (5.16): C + A +

1

3

=

1

2

) C =

1

6

� A =

1

6

� 1

78

=

2

13

.

Žâ¢¥â: ¯à¨ x < 3 t

u ( x; t ) =

2

13

ex � 3 t
+ ( x � 3 t ) ex � 3 t

+

1

78

cos 5( x � 3 t ) +

�
1

30

�
5

78

�
sin 5( x � 3 t )+

+

x � 3 t
3

+

1

3

+

e� ( x +3 t )

2

+

1

30

sin 5( x + 3 t ) :

5. •  á¯à®áâà ¥¨¥ ¢®«.

“¯à ¦¥¨¥. • â ïãâ  ï ¯®«ã¡¥áª ®¥ç ï ¢¥à¥¢ª   ¯®ª ®¨âá ï,     ç¨ ï

á ¬®¬¥â   t = 0 ¥¥ «¥¢ë© ª ®¥æ x = 0 ¤¢¨¦ ¥âá ï ¢¢¥à å ¨ ¢¨§ á

§ ¤ ë¬ á¬¥é¥¨¥¬ sin �t ; ¯à¨ íâ®¬ a = 1. • à¨áã ¥¬ ä®à¬ã ¢¥à¥¢ª¨

¯à¨ t = 1 ; 2 ; 3 ; : : :.

• ¥è¥¨¥. •ã¦® à¥è¨âì á¬¥è ãî § ¤  çã (5.1) | (5.2), £ ¤¥ ' ( x ) �
 ( x ) � 0, á ªà ¥¢ë¬ ã á«®¢¨¥¬

u (0 ; t ) = sin �t; t > 0 : (5 :22)

1) x > t ) u ( x; t ) = 0, ¯®áª ®«ìªã ' ( x ) �  ( x ) � 0 ¯® ã á«®¢¨î. ‚

ç áâ®áâ¨, g( x + t ) � 0.
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2) x < t : ¯®áª ®«ìªã g( x + t ) � 0, â®

u ( x; t ) � f ( x � t ) : (5 :23)

•® ¤áâ  ¢«ïï (5.23) ¢ (5.22), ¨¬¥¥¬

f ( � t ) = sin �t; t > 0 : (5 :24)

•®á«¥ § ¬¥ë � t = z

f ( z ) = sin � ( � z ) ; z < 0 : (5 :25)

•®íâ®¬ã

u ( x; t ) = f ( x � t ) = sin � ( t � x ) = � sin � ( x � t ) ; x < t: (5 :26)

Žâ¢¥â: á¬. à¨á. 24.

“¯à ¦¥¨¥. • â ïãâ  ï ¢¥à¥¢ª   ¢  ç «¥ ¯®ª ®¨âá ï,     ç¨ ï á ¬®¬¥â  

t = 0 ¥¥ «¥¢ë© ª ®¥æ x = 0 ¯¥à¥¬¥é îâ ¢¢¥à å ¨ ¢¨§ á § ¤ ®© á¨«®©

sin �t . •à¨ íâ®¬ a = 1,  â ï¦ ¥¨¥ T = 1. • à¨áã ¥¬ ä®à¬ã ¢¥à¥¢ª¨ ¯à¨

t = 1 ; 2 ; 3 ; : : :.

• ¥è¥¨¥. •ã¦®  ©â¨ ¥¯à¥àë¢®¥ à¥è¥¨¥ á¬¥è ®© § ¤  ç¨ (5.1) |

(5.2) ¯à¨ ' ( x ) �  ( x ) � 0 á ªà ¥¢ë¬ ã á«®¢¨¥¬

@u
@x

(0 ; t ) = � sin �t; t > 0 ; (5 :27)

(á¬. (1.8)).

1) x > 0 ) u ( x; t ) � 0, ¢ ç áâ®áâ¨, g( x + t ) � 0.

2) x < t :

u ( x; t ) = f ( x � t ) (5 :28)

•® ¤áâ  ¢«ïï (5.28) ¢ (5.27), ¨¬¥¥¬

f 0
( � t ) = � sin �t; t > 0 : (5 :29)

•®á«¥ § ¬¥ë � t = z

f 0
( z ) = sin �z; z < 0 ) f ( z ) = �

cos �z
�

+ c; z < 0 : (5 :30)



•®íâ®¬ã

u ( x; t ) = f ( x � t ) = �
cos � ( x � t )

�
+ c; x < t: (5 :31)

“ á«®¢¨¥ ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ¯à¨ x = t âà¥¡ã ¥â , çâ®¡ë

u ( t; t ) = 0 = �
1

�
+ c () c =

1

�
: (5 :32)

Žª ®ç â¥«ì®:

u ( x; t ) =

1

�
( � cos � ( x � t ) + 1) ; x < t: (5 :33)

Žâ¢¥â: á¬. à¨á. 25.

•¨á. 25

“¯à ¦¥¨¥. Š «¥¢®¬ã á¢®¡® ¤®¬ã ª ®æã ¯®«ã¡¥áª ®¥ç®£® ¯®ª ® ïé¥£®á ï

áâ¥à ¦ï ¯à¨«¨¯ ¥â £àã§ ¬ áá®© m = 2, «¥â ïé¨© á® áª ®à®áâìî v = 7.

• ©â¨ á¬¥é¥¨ï áâ¥à ¦ï ¯à¨ t > 0, áç¨â  ï ¢ ãà ¢¥¨¨ (5.1) ª ®íää¨æ¨¥â

a = 3 ¨ SE = 5 ¢ (1.17).

• ¥è¥¨¥. Œ â¥¬ â¨ç¥áª  ï ¯®áâ  ®¢ª   § ¤  ç¨ ¢ë£ «ï¤¨â â  ª:

@2 u
@t2

= 9

@2 u
@x2

; u ( x; 0) =

@u
@t

( x; 0) = 0; 2

@2 u
@t2

(0 ; t ) = 5

@u
@x

(0 ; t ) :

•à¨«¨¯ ¨¥ £àã§  ª «¥¢®¬ã ª ®æã áâ¥à ¦ï ¤ ¥â â  ª¨¥ ã á«®¢¨ï:

u (0 ; 0 + ) = 0;

@u
@t

(0 ; 0 + ) = 7 (5 :34)

•®á«¥¤¥¥ à ¢¥áâ¢® á¢ï§ ® á â¥¬, çâ®   «¥¢®¬ ª ®æ¥ áâ¥à ¦ï ¥â

¤àã£®© á®áà¥¤®â®ç¥®© ¬ ááë, ªà®¬¥ ¯à¨«¨¯è¥£® £àã§ . •à¨ x > 3 t
á¯à ¢¥¤«¨¢  ä®à¬ã «  „ « ¬¡¥à , â  ª çâ® u ( x; t ) = 0, ¯®áª ®«ìªã   ç «ìë¥

¤ ë¥ à ¢ë ã «î. •à¨ x < 3 t à¥è¥¨¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤ u ( x; t ) = f ( x � 3 t ),

¯®áª ®«ìªã g( x + 3 t ) � 0. •® ¤áâ  ¢«ïï ¢ ªà ¥¢ë¥ ã á«®¢¨ï,  å ® ¤¨¬

2 � 9 f 00
( � 3 t ) = 5 f 0

( � 3 t ) ; t > 0; f (0 � ) = 0; � 3 f 0
(0 � ) = 7 :

Žâáî ¤ 

18 f 00
( y ) � 5 f 0

( y ) = 0; y < 0 ) f ( y ) = c
1

+ c
2

e
5

18

y
; c

1

+ c
2

= 0;

� 3 c
2

5

18

= 7; c
2

= �
42

5

:

Žâ¢¥â: u = 0 ¯à¨ x > 3 t ¨ u =

42

5

�
1 � e

5

18

( x � 3 t )

�
¯à¨ x < 3 t .



6. Žâà ¦ ¥¨¥ ¢®«.

Š § ¤  ç¥ (5.1) { (5.2) ¯à¨ ªà ¥¢ëå ã á«®¢¨ïå (5.3) ¨«¨ (5.9) ªà®¬¥ ®¡é¥£®

¬¥â® ¤ , ®¯¨á ®£® ¢ëè¥, ã ¤®¡® ¯à¨¬¥ïâì â  ª¦ ¥ ¬¥â® ¤ë ¥ç¥â®£® ¨

ç¥â®£® ¯à® ¤®«¦ ¥¨ï á®®â¢¥âáâ¢¥®.

•  áá¬®âà¨¬ ¬¥â® ¤ ¥ç¥â®£® ¯à® ¤®«¦ ¥¨ï.

‘«¥¤ãîé ï § ¤  ç  ®¯¨áë¢ ¥â ª ®«¥¡ ¨ï áâàãë ¯à¨ é¨¯ª ¥.

“¯à ¦¥¨¥. • ¥è¨¬ á¬¥è ãî § ¤  çã (5.1) { (5.3) á a = 1 ¨ â  ª¨¬¨

  ç «ìë¬¨ ¤ ë¬¨:

•¨á. 26

• à¨áã ¥¬ ä®à¬ã áâàãë ¯à¨ t = 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5.

• ¥è¥¨¥. •  áá¬®âà¨¬ à¥è¥¨¥ û ( x; t ) § ¤  ç¨ Š®è¨ (2.1) | (2.2)   ¢á¥©

®á¨ á

@
@tû ( x; 0) =

^ ( x ) � 0 ¨ ¥ç¥â® ¯à® ¤®«¦ ¥®© ' ( x ):

û (0 ; x ) = '̂ ( x ) =

�
' ( x ) ; x � 0 ;
� ' ( x ) ; x < 0 :

(5 :35)

•¨á. 27

•®«® ¦¨¬

u ( x; t ) � û ( x; t )

�
�
�
�
x � 0

: (5 :36)

Žç¥¢¨¤®, u ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â ãà ¢¥¨î (5.1) ¨   ç «ìë¬ ã á«®¢¨ï¬

(5.2). •¨¦ ¥ ¬ë ã¢¨¤¨¬, çâ® ªà ¥¢®¥ ã á«®¢¨¥ (5.3) â  ª¦ ¥ ¢ë¯®«ï¥âá ï,

¯®áª ®«ìªã û ( x; t ) | ¥ç¥â ï äãªæ¨ï ¯® x . Ž¡« áâì x < 0 ¡ã ¤¥¬

 §ë¢ âì ä¨ªâ¨¢®©, ¨«¨ ¥ä¨§¨ç¥áª ®©.

•®áâà®¥¨¥ û ( x; t ). •® ä®à¬ã «¥ „ « ¬¡¥à  (2.30)

û ( x; t ) =

'̂ ( x � t )

2

+

'̂ ( x + t )

2

; (5 :36

0
)



â .¥. ã¦® '̂ ( x ) à §¤¥«¨âì ¯®¯®« ¬, á ¤¢¨ãâì   t ¢¯à ¢® ¨ ¢«¥¢® ¨

à¥§ã «ì â  âë á«® ¦¨âì.

1. t = 1 : à¨á. 28.

•¨á. 28

2. t = 2 : à¨á. 29. Câà¥«ª¨ ãª  §ë¢ îâ  ¯à ¢«¥¨ï ¤¢¨¦ ¥¨ï £®à¡¨ª ®¢.

•¨á. 29

3. t = 3 | «¥¢ë© £®à¡¨ª ¢ ä¨§¨ç¥áª ®© ®¡« áâ¨ x > 0 ¯® ¤®è¥« ª £¢®§¤î

x = 0:

•¨á. 30

4. t = 3 ; 5 | £¢®§¤ì ¯¥à¥â ï£¨¢ ¥â £®à¡¨ª:

•¨á. 31



5. t = 4: à¨á. 32. Žª«®¥¨¥ ¯à¨ x 2 [ � 1 ; 1] à ¢® â® ¦¤¥áâ¢¥® ã «î,

áâà¥«ª  ¬¨ ¯®ª  § ë áª ®à®áâ¨ â®ç¥ª áâàãë.

•¨á. 32

6. t = 5: à¨á. 33. ƒ ®à¡¨ª¨ à §ê¥å  «¨áì (áâà¥«ª  ¬¨ ¯®ª  § ë  ¯à ¢«¥¨ï

¤¢¨¦ ¥¨ï £®à¡¨ª ®¢).

•¨á. 33

ˆ â  ª ¤ «¥¥: ¢ ä¨§¨ç¥áª ®© ®¡« áâ¨ x > 0 ¡¥£ãâ ¤¢  £®à¡¨ª   ¢¯à ¢® ( 

¢ ¥ä¨§¨ç¥áª ®© x < 0 | ¢«¥¢®).

‡ ¬¥ç ¨¥ 5.3. ‚¨¤®, çâ® ªà ¥¢®¥ ã á«®¢¨¥ (5.3) ¯à¨ x = 0 ¢ë¯®«ï¥âá ï

¯à¨ ¢á¥å t > 0 ¯®â®¬ã , çâ® û ( x; t ) | ¥ç¥â ï äãªæ¨ï ¯® x .

‡ ¤  ç . • à¨áã©â¥ ä®à¬ã áâàãë ¯à¨ t = 3 :25.

•  áá¬®âà¨¬ ª ®«¥¡ ¨ï à® ï«ì®© áâàãë ¯à¨ ã ¤ à¥ ¬®«®â®çª ®¬.

“¯à ¦¥¨¥. • ¥è¨¬ á¬¥è ãî § ¤  çã (5.1) | (5.3) á a = 1 ¨ â  ª¨¬¨

  ç «ìë¬¨ ¤ ë¬¨:

•¨á. 34



• à¨áã ¥¬ ä®à¬ã áâàãë ¯à¨ 1, 2, 3, 4, 5, 6.

• ¥è¥¨¥. •®«® ¦¨¬ '̂ ( x ) � 0 ; x 2 I R,    ( x ) ¯à® ¤®«¦¨¬ ¯® ¥ç¥â®áâ¨:

^ ( x ) =

�
 ( x ) ; x � 0,

�  ( � x ) ; x < 0 :

•¨á. 35

•  áá¬®âà¨¬ à¥è¥¨¥ û § ¤  ç¨ Š®è¨ (2.1) | (2.2) á   ç «ìë¬¨ ¤ ë¬¨

'̂ ¨

^ . Š ª ¨   á.19

û ( x; t ) =

^� ( x + t ) � ^� ( x � t ) ; £ ¤¥

^� ( x ) �
1

2

xZ

�1

^ ( s) ds : (5 :37)

•¨á. 36

•®«® ¦¨¬ u ( x; t ) � û ( x; t )

�
�
�
x> 0

: Žç¥¢¨¤®, u ( x; t ) ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â (5.1) ¨

(5.2). •¨¦ ¥ ¡ã ¤¥â ¢¨¤®, çâ® ªà ¥¢®¥ ã á«®¢¨¥ (5.3) â  ª¦ ¥ ¢ë¯®«ï¥âá ï.

•®áâà®¥¨¥ û ( x; t ) ¯® ä®à¬ã «¥ (5.37): à¨á. 37{42.

•¨á. 37 : t = 1 :



•¨á. 38 : t = 2 :

•¨á. 39 : t = 3 :

•¨á. 40 : t = 4 :

•¨á. 41 : t = 5 :

•¨á. 42 : t = 6 :



ˆ â  ª ¤ «¥¥: ¢ ä¨§¨ç¥áª ®© ®¡« áâ¨ x > 0 ¡¥¦¨â âà ¯¥æ¨ï ¢¯à ¢® (  ¢

¥ä¨§¨ç¥áª ®© | ¢«¥¢®). Šà ¥¢®¥ ã á«®¢¨¥ (5.3), ®ç¥¢¨¤®, ¢ë¯®«ï¥âá ï.

‡ ¤  ç . • à¨áã©â¥ ä®à¬ã áâàãë ¯à¨ t = 3 :5 ¨ t = 4 :5.

•  áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ¬¥â®¤ ç¥â®£® ¯à®¤® «¦¥¨ï .

‡ ¤  ç . • ¥è¨â¥ á¬¥è ãî § ¤  çã (5.1) { (5.2), (5.9) á a = 1 ¨   ç «ìë¬¨

¤ ë¬¨ (5.34). • à¨áã©â¥ ä®à¬ã áâàãë ¯à¨ t = 1; 2; 3; 3 :5; 4; 4 :5.

“ª  § ¨¥. •à¨¬¥¨âì ç¥â®¥ ¯à® ¤®«¦ ¥¨¥ ' ( x ) ¨  ( x ). ’ ®£ ¤  ªà ¥¢®¥

ã á«®¢¨¥ (5.9) ¡ã ¤¥â ¢ë¯®«ïâìá ï, ¯®áª ®«ìªã û ( x; t ) ¡ã ¤¥â ç¥â®© ¯® x .

‡ ¤  ç . • ¥è¨â¥ á¬¥è ãî § ¤  çã (5.1) | (5.2), (5.9) á a = 1 ¨   ç «ìë¬¨

¤ ë¬¨ (5.37). • à¨áã©â¥ ä®à¬ã áâàãë ¯à¨ t = 1 ; 2 ; 3; 3 ; 5; 4; 4 ; 5; 6.

“¯à ¦¥¨¥. •® ã¯àã£®¬ã ¯®«ã¡¥áª ®¥ç®¬ã áâ¥à ¦î ¯à¨ t < 0 à á¯à®-

áâà ï¥âá ï ¢®«  ¤¥ä®à¬ æ¨¨, ¡¥£ãé ï ¢«¥¢®:

u ( x; t ) =

�
sin( x + 3 t ) ; x > � 3 t;
0 ; 0 < x < � 3 t; t < 0 :

(5 :38)

‹¥¢ë© ª ®¥æ áâ¥à ¦ï ¯à¨ x = 0 ã¯àã£® § ªà¥¯«¥ (á¬. (1.17)):

0 = � 2 u (0 ; t ) + 3

@u
@x

(0 ; t ) ; t > 0 : (5 :39)

• ©¤¥¬ u ( x; t ) ¯à¨ t > 0.

• ¥è¥¨¥. ˆ§ ã á«®¢¨ï ¢ëâ¥ª  ¥â , çâ®

@2 u
@t2

= 9

@2 u
@x2

; x > 0 ; t > 0; u ( x; 0) = sin x ;

@u
@t

( x; 0) = 3 cos x; x > 0 :

Žâáî ¤  ¯à¨ x > 3 t ¯® ä®à¬ã «¥ „ « ¬¡¥à  u ( x; t ) = sin( x + 3 t ), ª  ª ¨

¢ (5.38). •à¨ x < 3 t ¨é¥¬ à¥è¥¨¥ ¢ ¢¨¤¥ u = f ( x � 3 t ) + sin( x + 3 t ).

•® ¤áâ  ¢«ïï ¢ ªà ¥¢®¥ ã á«®¢¨¥ (5.39), ¯®«ãç ¥¬

0 = � 2 f ( � 3 t ) � 2 sin (3 t ) + 3 f 0
( � 3 t ) + 3 cos (3 t ) :

‡ ¬¥  y = � 3 t ¤ ¥â

3 f 0
( y ) � 2 f ( y ) = � 2 sin y � 3 cos y: (5 :40)

•®íâ®¬ã f ( y ) = Ce(2 =3) y
+ A cos y + B sin y . Š®áâ  âë A ¨ B  å ® ¤¨¬,

¯® ¤áâ  ¢«ïï f ( y ) ¢ (5.40):

� 3 A sin y � 2 A cos y + 3 B cos y � 2 A sin y = � 2 sin y � 3 cos y:

•®íâ®¬ã � 3 A � 2 B = � 2; � 2 A + 3 B = � 3, ®âªã ¤ 

� 9 A � 4 A = � 12; A = 12 =13; B = � 1 +

2

3

A = � 1 +

8

13

= �
5

13

:



• ª ®¥æ, C  å ® ¤¨¬ ¨§ ã á«®¢¨ï ¥¯à¥àë¢®áâ¨ (5.16): C + A = 0; C =

� 12

13

:
Žâ¢¥â: ¯à¨ x < 3 t

u ( x; t ) = �
12

13

e
2

3

( x � 3 t )

+

12

13

cos ( x � 3 t ) �
5

13

sin( x � 3 t ) + sin( x + 3 t ) :

x6. Ž£à ¨ç¥ ï áâàã .

1. Œ¥â® ¤ „ « ¬¡¥à .

•®¯¥à¥çë¥ ª ®«¥¡ ¨ï áâàãë ¤«¨®© l ¢ ®âáãâáâ¢¨¥ ¢¥è¨å á¨«

®¯¨áë¢ îâá ï ãà ¢¥¨¥¬ (5.1):

@2 u ( x; t )

@t2

= a2

@2 u
@x2

; 0 < x < l; t > 0 : (6 :1)

„«ï ® ¤®§  ç®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¤¢¨¦ ¥¨ï áâàãë ã¦® § ¤ âì   ç «ìë¥

ã á«®¢¨ï

u ( x; 0) = ' ( x ); _u ( x; 0) =  ( x ) ; 0 < x < l (6 :2)

¨ ªà ¥¢ë¥ ã á«®¢¨ï   ª ®æ å. • ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ ª ®æë § ªà¥¯«¥ë, â®

u (0 ; t ) = 0; u ( l; t ) = 0 ; t > 0 : (6 :3)

• ¥è¥¨¥ á¬¥è ®© § ¤  ç¨ (6.1) | (6.3) ¬® ¦®  ©â¨ ¬¥â® ¤®¬ „ « ¬¡¥à 

¯® á å ¥¬¥ x5,   ¨¬¥®:

1) ¯® ¤áâ  ¢«ïï (5.4) ¢   ç «ìë¥ ã á«®¢¨ï (6.2), ª ®â®àë¥ § ¤ ë ¢ â®çª  å

t = 0 ; 0 < x < l ,  å ® ¤¨¬ ¯® ä®à¬ã « ¬ (2.28) | (2.29) ¢®«ë f ( x � at )

¨ g( x + at ) ¢ íâ¨å ¦ ¥ â®çª  å. •â® ¤ ¥â à¥è¥¨¥ u ( x; t ) ¢ ®¡« áâ¨ I

(âà¥ã£®«ì¨ª ¥ OAB ):

•¨á. 43



2) ¯® ¤áâ  ¢«ïï (5.4) ¢ ªà ¥¢®¥ ã á«®¢¨¥ (6.3) ¯à¨ x = 0,  å ® ¤¨¬ ®âà ¦ ¥ãî

¢®«ã f ( x � at ) ¯® ¨§¢¥áâ®© ¯ ¤ îé¥© ¢®«¥ g( x + at ) ¢ â®çª  å ®âà¥§ª  

OC . •â® ¤ ¥â à¥è¥¨¥ u ( x; t ) ¢ ®¡« áâ¨ I I (âà¥ã£®«ì¨ª ¥ OBC );

3) ¯® ¤áâ  ¢«ïï (5.4) ¢ ªà ¥¢®¥ ã á«®¢¨¥ (6.3) ¯à¨ x = l ,  å ® ¤¨¬ ®âà ¦ ¥ãî

¢®«ã g( x + at ) ¯® ¨§¢¥áâ®© ¯ ¤ îé¥© ¢®«¥ f ( x � at ) ¢ â®çª  å ®âà¥§ª  

AE .

ˆ â  ª ¤ «¥¥. ’  ª ¬® ¦®  ©â¨ à¥è¥¨¥ u ( x; t ) ¢® ¢á¥© ¯®«ã¯®«®á¥

0 < x < l; t > 0, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® à §¡¨¢ ï ¥¥   ®¡« áâ¨, ®£à ¨ç¥ë¥

å  à ªâ¥à¨áâ¨ª  ¬¨, ¯® ¤®¡ë¬¨ å  à ªâ¥à¨áâ¨ª  ¬ OD; AC; CE . ’  ª¨¬

¦ ¥ ®¡à §®¬ ¬® ¦® à¥è¨âì á¬¥è ãî § ¤  çã (6.1) | (6.2) á ¤àã£¨¬¨,

¡®«¥¥ á«® ¦ë¬¨ ç¥¬ (6.3) ªà ¥¢ë¬¨ ã á«®¢¨ï¬¨   ª ®æ å áâàãë.

‡ ¬¥ç ¨¥ 6.1. €á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  à¥è¥¨© § ¤  ç¨ (6.1) | (6.3)

¯à¨ t ! 1 , ¢ ç áâ®áâ¨, á®¡áâ¢¥ë¥ ç áâ®âë ª ®«¥¡ ¨©, ¡®«¥¥ ã ¤®¡®

¨áá«¥¤®¢ âì ¬¥â® ¤®¬ ”ãàì¥, ¨§«® ¦ ¥ë¬ ¢ £ « ¢¥ I I.

2. Œ¥â® ¤ \ç¥â®£®" ¨ \¥ç¥â®£®" ¯à® ¤®«¦ ¥¨ï.

“¯à ¦¥¨¥. • ¥è¨¬ § ¤  çã (6.1) { (6.3) ¯à¨ a = 1 ; l = 6 ¨   ç «ìëå

¤ ëå ¨§ à¨á. 26. • à¨áã ¥¬ ä®à¬ã áâàãë ¯à¨ t = 1 ; 2 ; : : : ¨  ©¤¥¬

¯¥à¨® ¤ T ª ®«¥¡ ¨© áâàãë.

• ¥è¥¨¥.

(¯ã áª  ¥¬ á¯à ¢  ä¨ª-

â¨¢ë© £®à¡¨ª)

(¯ã áª  ¥¬ á«¥¢  ä¨ª-

â¨¢ë© £®à¡¨ª)



(¯ã áª  ¥¬ á«¥¢  ä¨ª-

â¨¢ë© £®à¡¨ª)

(¯ã áª  ¥¬ á¯à ¢  ä¨ª-

â¨¢ë© £®à¡¨ª)



•¨á. 44

ˆâ  ª, æ¨ª« § ¬ªã «á ï, ¯¥à¨® ¤ T = 12 =

2 l
a .

‡ ¤  ç  (à® ï«ì ï áâàã ). • ¥è¨â¥ § ¤  çã (6.1) | (6.3) ¯à¨ a = 1 ¨

  ç «ìëå ã á«®¢¨ïå ¨§ à¨á. 34, l = 6. • à¨áã©â¥ ä®à¬ã áâàãë ¯à¨

t = 1 ; 2 ; : : : ¨  ©¤¨â¥ ¯¥à¨® ¤ ª ®«¥¡ ¨©.

‡ ¤  ç . • ¥è¨â¥ § ¤  çã (6.1) { (6.2) á ªà ¥¢ë¬¨ ã á«®¢¨ï¬¨

@u
@x

(0 ; t ) = 0 ;
@u
@x

( l; t ) = 0 ; t > 0 : (6 :4)

“ª  § ¨¥. •ã¦® ¯à¨¬¥ïâì ¬¥â® ¤ \ç¥âëå" ®âà ¦ ¥¨©, â .¥. ¯ã áª  âì

®âà ¦ ¥ë¥ ä¨ªâ¨¢ë¥ £®à¡¨ª¨ (á¬. à¨á. 44) á â®© ¦ ¥ \¯®«ïà¨§ æ¨¥©

", çâ® ¨ ¯ ¤ îé¨¥,   ¥ á ¯à®â¨¢®¯®«® ¦®©.

x7. ‚®«®¢®¥ ãà ¢¥¨¥ á® ¬®£¨¬¨ ¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨ ¯¥à¥¬¥ë¬¨.

1. •«®áª¨¥ ¢®«ë, å  à ªâ¥à¨áâ¨ª¨, à §àë¢ë.

Œ®£®¬¥àë¬   «®£®¬ ãà ¢¥¨ï „ « ¬¡¥à  (1.1) ï¢«ï¥âá ï ¢®«®¢®¥

ãà ¢¥¨¥, £ ¤¥ a > 0:

@2 u
@t2

= a2

� u ( x; t ) � a2

�
@2 u
@x2

1

+

@2 u
@x2

2

+

@2 u
@x2

3

�
; t > 0 ; x = ( x

1

; x
2

; x
3

) 2 I R

3 :

(7 :1)

’  ª ®¬ã ãà ¢¥¨î ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â ¤ ¢«¥¨¥ ¢®§¤ãå   p( x; t ) (§¢ãª ®¢ ï

¢®«  ¢  ªã áâ¨ª ¥), ¯®â¥æ¨ «ë ' ( x; t ) ¨ A ( x; t ) í«¥ªâà®¬ £¨â®£® ¯®«ï

¢ í«¥ªâà® ¤¨ ¬¨ª ¥ ¨ â .¤.

•ã ¤¥¬ ¨áª  âì à¥è¥¨ï ãà ¢¥¨ï (7.1) ¢¨¤ 

u ( x; t ) = f ( � � t + �
1

x
1

+ �
2

x
2

+ �
3

x
3

) = f
�

� � t + h~�x i
�

(7 :2)

£ ¤¥

~� = ( �
1

; �
2

; �
3

) 6= 0; h~�; x i � �
1

x
1

+ �
2

x
2

+ �
3

x
3

.

‡ ¬¥ç ¨¥ 7.1. ’  ª  ï äãªæ¨ï  §ë¢ ¥âá ï ¯«®áª ®© ¢®«®©. •â® á¢ï§ ®

á â¥¬, çâ®



 ) ¯à¨ ä¨ª á¨à®¢ ®¬ t = t � ¯®¢¥à å®áâ¨ ãà®¢ï u ( x; t � ) = const ï¢«ïîâá ï

¯«®áª ®áâ ï¬¨

� � t + h~�; x i = c (7 :3)

¯¥à¯¥¤¨ªã «ïàë¬¨ ¢¥ªâ®àã

~� ;

¡) ¯à¨ à §ëå §  ç¥¨ïå t = t � ; t
1

äãªæ¨ï u ( t
1

; x ) ®â «¨ç ¥âá ï ®â u ( t � ; x )

á ¤¢¨£®¬   ¢¥ªâ®à

�
~�

j~� j 2

� � ( t
1

� t � ) : (7 :4)

„¥©áâ¢¨â¥«ì®,

u

 

x +

~�

j~� j 2

� � ( t
1

� t � ) ; t �

!

= f

 

� � t � + h~�; x +

~�

j~� j 2

� � ( t
1

� t � ) i

!

=

= f

 

� � t � + h~�; x i +

h~�; ~� i

j~� j 2

� � ( t
1

� t � )

!

= f
�

� � t
1

+ h~�; x i
�

= u ( t
1

; x ) :

(7 :5)

ˆâ  ª, (7.2) ¥áâì ¢®« , ¡¥£ãé ï ¢¤®«ì  ¯à ¢«¥¨ï ¢¥ªâ®à  � ~� á®

áª ®à®áâìî

v =

� �

j~� j
: (7 :6)

Ž¡®§  ç¨¬ ¥¤¨¨çë© ¢¥ªâ®à  ¯à ¢«¥¨ï � ~� ç¥à¥§ ~! = �
~�

j ~� j
. ’ ®£ ¤ 

� � = vj~� j ;

~� = � ~! j~� j ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, (7.2) ¬® ¦® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥

u ( x; t ) = f
�

vj~� jt � h ~!; x ij ~� j
�

= f
�

( vt � h ~!; x i ) j~� j
�

= g ( vt � h ~!; x i ) ; (7 :7)

£ ¤¥ g( z ) � f
�

xj~� j
�

; j~! j = 1.

•®á«¥ íâ¨å ¯à¥¤¢ à¨â¥«ìëå § ¬¥ç ¨© ¯à¨áâã¯¨¬ ª à §ëáª  ¨î à¥è¥¨ï

ãà ¢¥¨ï (7.1) ¢ ¢¨¤¥ (7.2). •® ¤áâ  ¢¨¬ (7.2) ¢ (7.1), ¯® â¥®à¥¬¥ ®

¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¨ á«® ¦®© äãªæ¨¨ ¯®«ãç¨¬:

f 00
( � � t + h~�x i ) � 2

� = a2 f 00
( � � t + h~�x i )( � 2

1

+ � 2

2

+ � 2

3

) : (7 :8)

•¨á. 45

‘ç¨â  ï, çâ® f 00
( z ) 6� 0, ¯®«ãç ¥¬ ®â-

áî ¤  å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®¥ ãà ¢¥¨¥

� 2

� = a2 j~� j 2 : (7 :9)

• ¥è¥¨ï íâ®£® ãà ¢¥¨ï | ¢¥ª-

â®àë � = ( � � ; ~� ) 2 I R

4

, «¥¦  é¨¥  

(âà¥å¬¥à®¬) ª ®ã á¥ Q ¢ I R

4

, ®á®-

¢ ¨¥ ª ®â®à®£® | ¤¢ã¬¥à ï áä¥à 

j~� j =

1

a ; � � = 1 (à¨á. 45).



Ž¡à â®, ¤«ï «î¡®£® � 2 I R

4

, ã ¤®¢«¥â¢®à ïîé¥£® (7.9), ¯«®áª  ï ¢®« 

(7.2) ï¢«ï¥âá ï à¥è¥¨¥¬ ãà ¢¥¨ï (7.1) ¯à¨ «î¡®© äãªæ¨¨ f ( z ).

‚ ç áâ®áâ¨. f ( z ) ¬® ¦® ¢§ïâì à §àë¢®© (¨«¨ ¡ëáâà® ¬¥ïîé¥©á ï) ¢

ª  ª ®©-¨¡ã ¤ì â®çª ¥,  ¯à¨¬¥à ¯à¨ z = 2 (á¬. à¨á. 14.). ’ ®£ ¤  à¥è¥¨¥

(7.2) ¡ã ¤¥â ¨¬¥âì â  ª ®© ¦ ¥ à §àë¢ (¨«¨ ¡ëáâàë© áª   ç®ª) ¢¤®«ì ¢á¥©

£¨¯¥à¯«®áª ®áâ¨ ¢ I R

4

x;t (¥á«¨ � 6= 0):

� � t + h~�x i = 2 : (7 :10

0
)

•à¨ ä¨ª á¨à®¢ ®¬ t íâ®â à §àë¢ à á¯®«® ¦ ¥   ¯«®áª ®áâ¨ ¢ I R

3

x á

ãà ¢¥¨¥¬ (7 :10

0
). •â   ¯«®áª ®áâì ¤¢¨¦ ¥âá ï á ã¢¥«¨ç¥¨¥¬ t ¢  ¯à ¢«¥¨¨

¯¥à¯¥¤¨ªã «ïà®£® ¥© ¢¥ªâ®à  � ~� á® áª ®à®áâìî v =

j � �j
j ~� j

= a (á¬. (7.9)).

Ž¯à¥¤¥«¥¨¥. ‚¥ªâ®à � = ( � � ; �
1

; �
2

; �
3

) 2 I R

4 ; � 6= 0 ã ¤®¢«¥â¢®à ïîé¨©

(7.9),  §ë¢ ¥âá ï å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®© ®à¬ «ìî ¢®«®¢®£® ãà ¢¥¨ï

(7.1).

ƒ¨¯¥à¯«®áª ®áâì � ?
=

n
( t; x ) 2 I R

4

: � � t + h~�x i = const
o

, ¯¥à¯¥¤¨ªã «ïà ï

¥ª ®â®à®© å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®© ®à¬ «¨ � ,  §ë¢ ¥âá ï å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®©

£¨¯¥à¯«®áª ®áâìî (¨«¨ ¯à®áâ® å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ®©) ¢®«®¢®£® ãà ¢¥¨ï (7.1).

ƒ¨¯¥à¯®¢¥à å®áâì ¢ I R

4

 §ë¢ ¥âá ï å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ®©, ¥á«¨ ¢ ª  ¦¤®©

â®çª ¥ ¥¥ ª  á â¥«ì ï £¨¯¥à¯«®áª ®áâì ï¢«ï¥âá ï å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®©.

‡ ¬¥ç ¨¥ 7.2. ‚ á¨«ã å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®£® ãà ¢¥¨ï (7.6) áª ®à®áâì à á-

¯à®áâà ¥¨ï ¢á¥å ¯«®áª¨å ¢®«, ã ¤®¢«¥â¢®à ïîé¨å ¢®«®¢®¬ã ãà ¢¥¨î

(7.1), à ¢  a:

v 2

=

� 2

�

j~� j 2

= a2 : (7 :10)

‚ë¢® ¤. ‹î¡ ï å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª  ï £¨¯¥à¯«®áª ®áâì ¬® ¦ ¥â ¡ëâì ¯®¢¥à å-

®áâìî à §àë¢  à¥è¥¨ï ãà ¢¥¨ï (7.1) (á¬. § ¬¥ç ¨¥ 2.1).

‚á¥ ¯«®áª¨¥ ¢®«ë ¨ à §àë¢ë íâ¨å ¢®«, ã ¤®¢«¥â¢®à ïîé¨å ãà ¢¥¨î

(7.1), à á¯à®áâà ïîâá ï á® áª ®à®áâìî a.

‘ ä®à¬ã «®© (7.10) á¢ï§ ® ®âªàëâ¨¥ í «¥ªâà® ¬ £¨â®© ¯à¨à®¤ë á¢¥â 

¨ á¯¥æ¨ «ì®© â¥®à¨¨ ®â®á¨â¥ «ì®áâ¨ .

ˆ§ ãà ¢¥¨© í«¥ªâà® ¤¨ ¬¨ª¨ Œ ª á¢¥«« ¢ë¢¥«, çâ® ¯®â¥æ¨ «ë í«¥ª-

âà®¬ £¨â®£® ¯®«ï ã ¤®¢«¥â¢®à ïîâ ¢®«®¢®¬ã ãà ¢¥¨î (7.1) á ª ®íä-

ä¨æ¨¥â®¬

a2

=

1

" � � �
: (7 :10

00
)

‡¤¥áì " � ¨ � � | ¤¨í«¥ªâà¨ç¥áª  ï ¨ ¬ £¨â ï ¯à®¨æ ¥¬®áâì ¢ ªãã¬ 

á®®â¢¥âáâ¢¥® |  å ® ¤ïâá ï íª á¯¥à¨¬¥â  «ì® ¨§ ç¨áâ® í«¥ªâà®¬ £¨â-

ëå ¨§¬¥à¥¨©. Š®£ ¤  Œ ª á¢¥«« ¢ëç¨á«¨« áª ®à®áâì à á¯à®áâà ¥¨ï

í«¥ªâà®¬ £¨âëå ¢®«, â® ®ª  § «®áì, çâ® ®  á ¡®«ìè®© áâ¥¯¥ìî

â®ç®áâ¨ á®¢¯ ¤ ¥â á® áª ®à®áâìî á¢¥â  :

a =

1

p
" � � �

� 299976

ª¬

á

:



•â®  ¢¥«® Œ ª á¢¥««    ¬ëá«ì, çâ® á¢¥â ¨¬¥¥â í«¥ªâà®¬ £¨âãî

¯à¨à® ¤ã!

„àã£¨¬ ¢¥«¨ª¨¬ ®âªàëâ¨¥¬, á¢ï§ ë¬ á ä®à¬ã « ¬¨ (7.10), (7 :10

00
),

ï¢«ï¥âá ï á¯¥æ¨ «ì ï â¥®à¨ï ®â®á¨â¥«ì®áâ¨.

…áâ¥áâ¢¥® ¢®§¨ª  ¥â ¢®¯à®á: ¥á«¨

1p
" � � �

| áª ®à®áâì á¢¥â  , â® ¢ ª  ª ®©

á¨áâ¥¬¥ ®âáç¥â  ? ˆ§¢¥áâ®, çâ® § ª ®ë ¬¥å  ¨ª¨ á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¢ «î¡®©

¨¥àæ¨ «ì®© á¨áâ¥¬¥ ®âáç¥â  . •®íâ®¬ã ¬® ¦® ¯à¥¤¯®«® ¦¨âì, çâ® ¨ § ª ®-

ë í«¥ªâà® ¤¨ ¬¨ª¨ â  ª¦ ¥ á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¢ «î¡®© ¨¥àæ¨ «ì®© á¨áâ¥¬¥.

•® â®£ ¤ , á®£ « á® (7 :10

00
), ¨ áª ®à®áâì á¢¥â   â  ª¦ ¥ ® ¤¨ ª ®¢  ¢® ¢á¥å

íâ¨å á¨áâ¥¬ å! Ž¤ ª ® â®ª ®¥ á¢®©áâ¢® áª ®à®áâ¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¬¥å  ¨ª ¥

•ìîâ® . ‘«¥¤®¢ â¥«ì®, «¨¡® ãà ¢¥¨ï Œ ª á¢¥««  á¯à ¢¥¤«¨¢ë «¨èì

¢ ¥ª ®â®à®© ¢ë¤¥«¥®© á¨áâ¥¬¥ ®âáç¥â  , á¢ï§ ®© á \¥¯® ¤¢¨¦ë¬

íä¨à®¬", «¨¡® ¥â®çë § ª ®ë ¬¥å  ¨ª¨ •ìîâ® . ˆ¬¥® ¤«ï ¢ëïá-

¥¨ï íâ®£® ¢®¯à®á  Œ ©ª ¥«ìá® ¨ Œ®à«¨ ¯®áâ  ¢¨«¨ á¢®© § ¬¥¨âë©

íª á¯¥à¨¬¥â ¨ â  ª¨¬ ®¡à §®¬ ¯® ¤â¢¥à ¤¨«¨ â® ¦¤¥áâ¢¥®áâì áª ®à®áâ¨

á¢¥â   ¢ à §«¨çëå ¨¥àæ¨ «ìëå á¨áâ¥¬ å ®âáç¥â  ,   á«¥¤®¢ â¥«ì®,

®âáãâáâ¢¨¥ \¥¯® ¤¢¨¦®£® íä¨à " ¨ ¥â®ç®áâì ìîâ®®¢áª ®© ¬¥å  ¨ª¨

(¯à¨ ¡®«ìè¨å áª ®à®áâ ïå). •¥®¡ å ® ¤¨¬®¥ ãâ®ç¥¨¥ § ª ®®¢ ¬¥å  ¨ª¨

¡ë«® § â¥¬ ¤ ® €.•©èâ¥©®¬.

2. Ž¡« áâì § ¢¨á¨¬®áâ¨. ”®à¬ã «  Š¨à å£®ä .

•¨á. 46

•®¯ëâ  ¥¬á ï  ©â¨ ®¡« áâì § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¤«ï ãà ¢¥¨ï (7.1) ¯à¨ ¯®¬®é¨

å  à ªâ¥à¨áâ¨ª, ª  ª ¢ x4 (à¨á. 18),   ¨¬¥® à áá¬®âà¨¬ § ¤  çã Š®è¨



¤«ï ãà ¢¥¨ï (7.1) á   ç «ìë¬¨ ã á«®¢¨ï¬¨ ¯à¨ t = 0:

u
�
�
�
t =0

= ' ( x ) ;
@u
@t

�
�
�
�
t =0

=  ( x ) ; x 2 I R

3 : (7 :11)

•à®¢¥¤¥¬ ç¥à¥§ ª  ªãî-«¨¡® â®çªã ( x � ; t � ) 2 I R

4 ; t � > 0 ¢á¥ å  à ªâ¥à¨-

áâ¨ª¨ (£¨¯¥à¯«®áª ®áâ¨) ãà ¢¥¨ï (7.1) (à¨á. 46). •  à¨á. 46 �
I

¨ �
I I

|

å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¥ ®à¬ «¨,   � ?
I

¨ � ?
I I

| ®àâ®£® «ìë¥ ¨¬ å  à ªâ¥à¨-

áâ¨ç¥áª¨¥ £¨¯¥à¯«®áª ®áâ¨, ¯à® å ® ¤ïé¨¥ ç¥à¥§ ( x � ; t � ). •â¨ å  à ªâ¥à¨áâ¨ª¨

¯¥à¥á¥ª  îâ \  ç «ìãî" £¨¯¥à¯«®áª ®áâì t = 0 ¯® ¯«®áª ®áâ ï¬ PI ¨ PII .

ƒ¨¯®â¥§  : ¯à¥¤¯®«® ¦¨¬ (¯®   «®£¨¨ á à¨á. 18), çâ® ®¡« áâì § ¢¨á¨¬®áâ¨

à¥è¥¨ï u ¢ â®çª ¥ ( x � ; t � ) ¥áâì ®¡« áâì £¨¯¥à¯«®áª ®áâ¨ t = 0, § ª«îç¥ ï

\¬¥¦¤ã" ¢á¥¬¨ £¨¯¥à¯«®áª ®áâ ï¬¨ PI ; PII ; : : :
•â   ®¡« áâì ¥áâì è à à ¤¨ã á®¬ at á æ¥âà®¬ ¢ x � . —â®¡ë íâ® ã¢¨¤¥âì,

ã¦® § ¬¥â¨âì á«¥¤ãîé¥¥: ®à¬ «¨ �
I

; �
I I

¯à¨ ¤«¥¦  â ª ®ã áã Q
á ãà ¢¥¨¥¬ (7.9),   ¢á¥ £¨¯¥à¯«®áª ®áâ¨ � ?

I

; � ?
I I

ª  á îâá ï ª ®ã á 

K
( x � ;t � )

á ®¡à §ãîé¨¬¨, \®àâ®£® «ìë¬¨" ®¡à §ãîé¨¬ ª ®ã á  Q (á¬.

à¨á. 46). •®íâ®¬ã £¨¯¥à¯«®áª ®áâ¨ PI ; PII ; : : : ª  á îâá ï ®á®¢ ¨ï ª ®ã á 

K
( x � ;t � )

, â .¥. áä¥àë S
( x � ;t � )

, ª ®â®à ï «¥¦¨â \¬¥¦¤ã" ¢á¥¬¨ íâ¨¬¨

£¨¯¥à¯«®áª ®áâ ï¬¨.

‡ ¬¥ç ¨¥ 7.3. Š®ã á K
( x � ;t � )

 §ë¢ ¥âá ï å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¬ ª ®ã á®¬

ãà ¢¥¨ï (7.1) ¢ â®çª ¥ ( x � ; t � ) ¨ ï¢«ï¥âá ï å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®© £¨¯¥à-

¯®¢¥à å®áâìî. ˆ§ à¨á. 46 ¢¨¤®, çâ® � + � =

�
2

. ˆ§ (7.9) ¢ëâ¥ª  ¥â ,

çâ®

tg � =

j~� j
j� � j

=

1

a
= ) tg � = a: (7 :12)

•®íâ®¬ã ãà ¢¥¨¥ ª ®ã á  K
( x � ;t � )

jx � x � j = ajt � t � j: (7 :13)

Žâáî ¤  ¯à¨ t = 0 ¯®«ãç ¥âá ï ãà ¢¥¨¥ áä¥àë

S
( x � ;t � )

=

�
x 2 I R

3

: jx � x � j = at �
	

(7 :14)

ˆâ  ª,  è  £¨¯®â¥§  § ª«îç ¥âá ï ¢ â®¬, çâ® ®¡« áâì § ¢¨á¨¬®áâ¨ u ¢

â®çª ¥ ( x � ; t � ) ¥áâì è à à ¤¨ã á  at � á æ¥âà®¬ x � .

’  ª  ï £¨¯®â¥§  à ¢®á¨«ì  â®¬ã , çâ® ¢á¥ à¥è¥¨ï ãà ¢¥¨ï (7.1)

à á¯à®áâà ïîâá ï á® áª ®à®áâìî a. Žâ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï ¯«®áª¨å ¢®« ¬ë

íâ® ã¦ ¥ ¤®ª  § «¨.

Žª  §ë¢ ¥âá ï, ¯à¥¤«® ¦ ¥ ï £¨¯®â¥§  ¢¥à . •®«¥¥ â®£®, ®ª  §ë¢ ¥âá ï,

çâ® ®¡« áâì § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¬¥ìè¥, ç¥¬ è à, ¨ á®¢¯ ¤ ¥â á® áä¥à®© S
( x � ;t � )

.

•â®, ®ç¥¢¨¤®, ¢ëâ¥ª  ¥â ¨§ ä®à¬ã «ë Š¨à å£®ä  ¤«ï à¥è¥¨ï § ¤  ç¨

Š®è¨ (7.1), (7.11) (® ¤®ª  § â¥«ìáâ¢¥ íâ®© ä®à¬ã «ë á¬. [11]):

u ( x; t ) =

1

4 �a 2 t

Z

j y � x j = at

 ( y ) dSy +

@
@t

0

B
@

1

4 �a 2 t

Z

j y � x j = at

' ( y ) dSy

1

C
A : (7 :15)



3. •  á¯à®áâà ¥¨¥ ¢®«. •à¨æ¨¯ ƒî©£¥á .

“¯à ¦¥¨¥. „ ®: a = 1 ; ' ( x ) �  ( x ) � 0 ¯à¨ jxj > 1;  ©â¨ £ ¤¥

(§ ¢¥¤®¬®) u ( x; t ) � 0 ¯à¨ t = 1 ; 2 ; 3 ; 4.

• ¥è¥¨¥: •ã áâì á  ç «  a ¯à®¨§¢®«ì®. ’ ®£ ¤  u ( x; t ) = 0 , ¥á«¨ ¢

(7.15) ®¡« áâì ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï | áä¥à  jy � xj = at | ¥ ¯¥à¥á¥ª  ¥âá ï

á ®¡« áâìî jyj � 1, £ ¤¥ á®áà¥¤®â®ç¥ë ' ( y ) ¨  ( y ):

•¨á. 47

‚¨¤®, çâ® íâ® ã á«®¢¨¥ íª¢¨¢ «¥â® â®¬ã , çâ® (á¬.à¨á. 47)

•¨á. 48

1 + at < jxj; (7 :16)

¨«¨, ¤àã£  ï ¢®§¬® ¦®áâì,

at > 1 = jxj: (7 :17)

ª ®£ ¤  áä¥à  jy � xj = at ® å¢ âë¢ ¥â

è à jyj � 1 á àã¦¨ (á¬. à¨á. 48).

“ á«®¢¨¥ (7.16) ¯à¨ a = 1 ¤ ¥â â® ¦-

¤¥áâ¢® u ( x; t ) � 0 ¢ ®¡« áâ ïå:

t = 1 ) j xj > 2; t = 2 ) j xj > 3;

t = 3 ) j xj > 4; t = 4 ) j xj > 5 :
(7 :18)

“ á«®¢¨¥ (7.17) ¯à¨ a = 1 ¤ ¥â â® ¦¤¥áâ¢® u ( x; t ) � 0 ¢ ®¡« áâ ïå:

t = 1 ) x 2 ; ; t = 2 ) j xj < 1; t = 3 ) j xj < 2; t = 4 ) j xj < 3 :
(7 :19)

’  ª¨¬ ®¡à §®¬, u ( x; t ) ¨¬¥¥â ¢¨¤ áä¥à¨ç¥áª ®© ¢®«ë, á®áà¥¤®â®ç¥®©

¢ è à®¢®¬ á«®¥ â®«é¨®© 2:

t = 1 ) j xj � 2; t = 2 ) 1 � j xj � 3;

t = 3 ) 2 � j xj � 4; t = 4 ) 3 � j xj < 5 :
(7 :20)



•¨á. 49

Žâ¢¥â: u ( x; t ) § ¢¥¤®¬® � 0 ¢¥ á«®¥¢ (7.20) (®, à §ã¬¥¥âá ï, ¬® ¦ ¥â

®¡à é âìá ï ¢ ã «ì ¨ £ ¤¥-¨¡ã ¤ì ¢ãâà¨ íâ¨å á«®¥¢).

‚ë¢® ¤ . ˆ§ (7.20) ¢¨¤®, çâ® äà®â è à®¢®© ¢®«ë à á¯à®áâà ï¥âá ï á®

áª ®à®áâìî 1. ‚ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¯à®¨§¢®«ì®£® a ¨§ (7.16) ¨ (7.17) ¢¨¤®,

çâ® à¥è¥¨¥ u ( x; t ) 6� 0 ¢ è à®¢®¬ á«®¥

at � 1 � j xj � at + 1 (7 :21)

â®«é¨®© 2. •â   ¢®«  ¨¬¥¥â ¤¢  äà®â  : ¯¥à¥¤¨© jxj = at + 1 ¨ § ¤¨©

jxj = at � 1, ®¡  à á¯à®áâà ïîé¨¥á ï á® áª ®à®áâìî a.

“¯à ¦¥¨¥. „ ®: a = 1 ; ' ( x ) �  ( x ) � 0 ¯à¨ jxj < 2 ¨«¨ jxj > 4 (ª  ª

  à¨á. 49 ¤«ï t = 3). ƒ ¤¥ u ( x; t ) � 0 ¯à¨ t = 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5?

• ¥è¥¨¥. ‡¤¥áì u ( x; t ) � 0 ¯à¨ âà¥å ¢®§¬® ¦ëå à á¯®«® ¦ ¥¨ïå I, I I, I I I

áä¥àë jy � xj = t (á¬. à¨á. 50).

„«ï à á¯®«® ¦ ¥¨ï I,   «®£¨ç® (7.16), ¢ á«ãç ¥ ¯à®¨§¢®«ì®£® a; 4 + at <
jxj . „«ï à á¯®«® ¦ ¥¨ï I I,   «®£¨ç® (7.17), at > 4 + jxj .

•¨á. 50

•¨á. 51

• ª ®¥æ, ¤«ï à á¯®«® ¦ ¥¨ï I I I,

jxj + at < 2.

•®áª ®«ìªã ¢  è¥¬ ã á«®¢¨¨ a = 1,

â® ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîé¥¥: 1) ¯à¨ t = 1

áä¥à  jy � xj = t ¨¬¥¥â à ¤¨ã á 1 ¨

¤«ï ¥¥ ¢®§¬® ¦ë à á¯®«® ¦ ¥¨ï I

¨ I I I,   I I | ¥â . ‚ à¥§ã «ì â  â¥

¯®«ãç ¥¬, çâ® u ( x; 1) á®áà¥¤®â®ç¥ 

¢ á«®¥ 1 � j xj � 5 (á¬. à¨á. 51).



•¨á. 52

Žâ¬¥â¨¬, çâ® íâ®â à¥§ã «ì â  â á¨«ì®

®â «¨ç ¥âá ï ®â à¨á. 49 ¯à¨ t = 4; 2)

¤ «¥¥, ¯à¨ t = 2 à ¤¨ã á áä¥àë ¨â¥-

£à¨à®¢ ¨ï à ¢¥ 2, á«¥¤®¢ â¥«ì®,

¢®§¬® ¦® «¨èì à á¯®«® ¦ ¥¨¥ I. •®-

íâ®¬ã ¢®«  § ¨¬ ¥â è à jxj � 6;

•¨á. 53

3) ¯à¨ t = 3 â  ª¦ ¥ ¢®§¬® ¦® «¨èì

à á¯®«® ¦ ¥¨¥ I (áä¥à  ¨â¥£à¨à®¢ -

¨ï ¨¬¥¥â à ¤¨ã á 3), ¯®íâ®¬ã ¢®« 

§ ¨¬ ¥â è à jxj � 7;

•¨á. 54

4) â® ¦ ¥ ¯à®¨á å ® ¤¨â ¯à¨ t = 4:

è à jxj � 8;

•¨á. 55

5)  ª ®¥æ, ¯à¨ t = 5, ªà®¬¥ I,

¯® ï¢«ï¥âá ï ¢®§¬® ¦®áâì à á¯®«® ¦ ¥-

¨ï I I (áä¥à  ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï ¨¬¥¥â

à ¤¨ã á 5) ¨ â .¤.

’ ¥¯¥àì ¢¨¤®, çâ® u ( x; t ) ¯à¨ t > 4 ¥áâì áä¥à¨ç¥áª  ï ¢®« , § ¨¬ îé ï

è à®¢®© á«®© â®«é¨®© 8.

•à¨æ¨¯ ƒî©£¥á  | íâ® ¯à ¢¨«®, ¯®§¢®«ïîé¥¥ áâà®¨âì ¯¥à¥¤¨© äà®â

Ft ¢®«ë ¢ ¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨ t , ¥á«¨ ® ¨§¢¥áâ¥ ¯à¨ t = 0. •â® ¯à ¢¨«®

¢ëâ¥ª  ¥â ¨§ ä®à¬ã «ë Š¨à å£®ä  (7.15) ¨ § ª«îç ¥âá ï ¢ á«¥¤ãîé¥¬:

•ã áâì u
�
�
t =0

¨ _u
�
�
t =0

à ¢ë ã «î ¢¥ ®¡« áâ¨, § èâà¨å ®¢ ®©   à¨á. 56,

á £ « ¤ª ®© £à ¨æ¥© F� . ’ ®£ ¤  u ( x; t ) � 0 ¢¥ ®¡« áâ¨, ®£à ¨ç¥®©

¯®¢¥à å®áâìî Ft . ”à®â Ft áâà®¨âá ï â  ª: 8x � ; x � 2 F� à áá¬ âà¨¢ ¥âá ï

áä¥à  Sat ( x � ) à ¤¨ã á®¬ at á æ¥âà®¬ ¢ x � ¨ ¡¥à¥âá ï ¯®¢¥à å®áâì Ft |

®£¨¡ îé ï íâ¨å áä¥à.



•¨á. 56

Ž¡®§  ç¨¬ ç¥à¥§ x t â®çªã ª  á ¨ï äà®â   Ft á® áä¥à®© Sat ( x � ); ¯à¥¤-

¯®«® ¦¨¬, çâ® â  ª  ï â®çª   ¥¤¨áâ¢¥ ï. ‹¥£ª ® ¢¨¤¥âì, çâ® ®âà¥§®ª

[ x � ; x t ] ? Ft , ¥á«¨ Ft | £ « ¤ª  ï ¯®¢¥à å®áâì. Œ® ¦® ¯à®¢¥à¨âì â  ª¦ ¥,

çâ® [ x � ; x t ] ? F� (§ ¤  ç ). ‘«¥¤®¢ â¥«ì® äà®â Ft ¬® ¦® áâà®¨âì ¥é¥

¨ â  ª: ¨§ ª  ¦¤®© â®çª¨ x � 2 F� ¢ë¯ã áâ¨âì ®âà¥§®ª [ x � ; x t ] ? F� ¤«¨®©

at . Œ® ¦ ¥áâ¢® ¢á¥å â  ª¨å â®ç¥ª x t ¨ ¡ã ¤¥â äà®â®¬ Ft . Žâà¥§ª¨ [ x � ; x t ]

 §ë¢ îâá ï «ãç ¬¨ . ’  ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¨æ¨¯ ƒî©£¥á  ®§  ç ¥â , çâ®

¢®«ë \à á¯à®áâà ïîâá ï ¯® «ãç ¬".

4. „¨ääã§¨ï ¢®« ¢ ¤¢ã¬¥à®¬ á«ãç ¥. ”®à¬ã «  •ã  áá® .

„¢ã¬¥à®¥ ¢®«®¢®¥ ãà ¢¥¨¥

@2 u
@t2

( x; t ) = a2

�

2

u � a2

�
@2 u
@x2

1

+

@2 u
@x2

1

�
; x 2 I R

2 ; t > 0 (7 :22)

¯®«ãç ¥âá ï ¨§ (7.1), ª ®£ ¤  u ( x
1

; x
2

; x
3

; t ) ¥ § ¢¨á¨â ®â x
3

. •â® ¡ë¢ ¥â ¢

â®¬ á«ãç ¥, ª ®£ ¤  ®â x
3

¥ § ¢¨á ïâ   ç «ìë¥ ã á«®¢¨ï ¨ ¢¥è¨¥ ¨áâ®ç-

¨ª¨: â®ª, § à ï¤ë ¢ í«¥ªâà® ¤¨ ¬¨ª ¥ ¨«¨ ¨áâ®ç¨ª¨ §¢ãª   ¢  ªã áâ¨ª ¥.

• ¯à¨¬¥à, ãà ¢¥¨î (7.22) ã ¤®¢«¥â¢®à ïîâ ¯®â¥æ¨ «ë ¬ £¨â®£® ¯®-

«ï ¯®áâ® ï®£® ¯à ï¬®«¨¥©®£® â®ª   ¢ ¯à®¢® ¤¥, ¯ à ««¥«ì®¬ §¥¬®©

¯®¢¥à å®áâ¨,  ªã áâ¨ç¥áª ®¥ ¯®«¥ ¤«¨®© ¯à ï¬®«¨¥©®© è®áá¥©®© ¤®-

à®£¨ ¨ â .¤. ’  ª¨¥ ¢®«ë u ( x
1

; x
2

; t ), ¥ § ¢¨á ïé¨¥ ®â x
3

,  §ë¢ îâá ï

æ¨«¨¤à¨ç¥áª¨¬¨.

•  ç «ìë¥ ¤ ë¥ ' ¨  ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ â  ª¦ ¥ ¥ § ¢¨á ïâ ®â x
3

:

u
�
�
t =0

= ' ( x ); _u
�
�
t =0

=  ( x ); x 2 I R

2

(7 :23)

• ¥è¥¨¥ § ¤  ç¨ (7.22) | (7.23) ¤ ¥âá ï ä®à¬ã «®© •ã  áá® 

u ( x; t ) =

1

2 �a

Z

j y � x j<at

 ( y ) dy
p

( at )

2 � j y � xj 2

+

1

2 �a
@
@t

� Z

j y � x j<at

' ( y ) dy
p

( at )

2 � j y � xj 2

�
:

(7 :24)

‡¤¥áì ¨â¥£à «ë ¡¥àãâá ï ¯® ªàã£ã jy � xj < at ,   ¥ ¯® ¥£® £à ¨æ¥, ¢

®â «¨ç¨¥ ®â ä®à¬ã «ë Š¨à å£®ä  (7.15). ‘®®â¢¥âáâ¢¥®, à á¯à®áâà ¥¨¥

æ¨«¨¤à¨ç¥áª¨å ¢®« (¨«¨ \¢®«   ¯«®áª ®áâ¨") ¥ â  ª ®¥, ª  ª áä¥à¨ç¥áª¨å.



“¯à ¦¥¨¥. „ ®: a = 1 ¨ ' ( x ) �  ( x ) � 0 ¯à¨ jxj > 1 ; x 2 I R

2

. ƒ ¤¥

u ( x; t ) � 0 ¯à¨ t = 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 ?

Žâ¢¥â: t = 1 ) j xj > 2; t = 2 ) j xj > 3; t = 3 ) j xj > 4; t = 4 )
jxj > 5.

‡ ¬¥ç ¨¥ 7.4. ‚ íâ®¬ ã¯à ¦¥¨¨ æ¨«¨¤à¨ç¥áª  ï ¢®«  ¨¬¥¥â ¯¥à¥¤¨©

äà®â , ® ¥ ¨¬¥¥â § ¤¥£® äà®â   ¢ ®â «¨ç¨¥ ®â áä¥à¨ç¥áª¨å ¢®« ¢

¤¢ãå ¯à¥¤ë¤ãé¨å ã¯à ¦¥¨ïå. •â® ï¢«¥¨¥  §ë¢ ¥âá ï ¤¨ääã§¨¥©

¢®«. Žª  §ë¢ ¥âá ï, çâ® ¯à¨ ¢á¥å ¥ç¥âëå n � 3 ¢ ¢®«®¢®¬ ãà ¢¥¨¨

á n ¯à®áâà áâ¢¥ë¬¨ ¯¥à¥¬¥ë¬¨ x
1

; : : : ; xn ¥áâì ¯¥à¥¤¨© ¨ § ¤¨©

äà®â; ¯à¨ ¢á¥å ç¥âëå n � 2 (¨ ¯à¨ n = 1 !) ¥áâì ¯¥à¥¤¨©, ® ¥â

§ ¤¥£® äà®â  .

‡ ¬¥ç ¨¥ 7.5. …á«¨ ¢ ¯®á«¥¤¥¬ ã¯à ¦¥¨¨ äãªæ¨¨ ' ¨  , ¢å ® ¤ïé¨¥

¢ (7.23) ®£à ¨ç¥ë, â® à¥è¥¨¥ u ( x; t ) ! 0 ¯à¨ t ! 1 , 8x 2 I R

2

, ª  ª

¢¨¤® ¨§ (7.24). („®ª  ¦¨â¥ íâ®!)

‡ ¬¥ç ¨¥ 7.6. (\Œ¥â® ¤ á¯ã áª  " ®â n = 3 ª n = 2.) Œ® ¦® ¯®«ã-

ç¨âì ä®à¬ã «ã •ã  áá®  (7.24) ¨§ ä®à¬ã «ë Š¨à å£®ä  (7.15), ¨á¯®«ì§ã ï

¥§ ¢¨á¨¬®áâì ' ¨  ®â x
3

(á¬. [11]).

x8. Ž¡é¨¥ £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨¥ ãà ¢¥¨ï. •à¨¬¥àë

¥£¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨å ãà ¢¥¨©.

1. Ž¡é¨¥ £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨¥ ãà ¢¥¨ï á ¯®áâ® ïë¬¨ ª ®íää¨æ¨¥â ¬¨.

‘  ç «  à áá¬®âà¨¬ ®¤®à®¤ë© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ®¯¥à  â®à , â .¥. â  ª ®©,

¢ ª ®â®à®¬ ¢á¥ ¯à®¨§¢® ¤ë¥ ¨¬¥îâ ® ¤¨ ¨ â®â ¦ ¥ ¯®à ï¤®ª m :

Au ( x ) �
X

j � j = m

a� @�
x u ( x ) = 0; x = ( x

1

; : : : ; xn ) 2 I R

n : (8 :1)

‡¤¥áì � = ( �
1

; : : : ; � n ); j� j = �
1

+ � � � + � n ; � k = 0 ; 1 ; 2 ; : : :,

@�
x =

@j � j

@x� 1

1

: : : @x� n
n

: (8 :2)

•ã ¤¥¬ ¨áª  âì à¥è¥¨ï â¨¯  ¯«®áª¨å ¢®«:

u ( x ) = f ( h�; x i ) = f ( �
1

x
1

+ : : : + � n xn ); x 2 I R

n ; (8 :3)

£ ¤¥ f | ¥ª ®â®à ï äãªæ¨ï ®â ® ¤®© ¯¥à¥¬¥®©. •® ¤áâ  ¢«ïï (8.3) ¢

(8.1) ¯®«ãç ¥¬,   «®£¨ç® (7.8),

X

j � j = m

a� � � f ( m )

( h�; x i ) = 0; � � � � �
1

1

: : : � � n
n : (8 :4)

Žâáî ¤ , áç¨â  ï f ( m )

( z ) 6� 0, ¯®«ãç ¥¬,   «®£¨ç® (7.9),  «£¥¡à ¨ç¥áª ®¥

ãà ¢¥¨¥ å  à ªâ¥à¨áâ¨ª (áà ¢¨â¥ á (4.41)):

~A ( � ) �
X

j � j = m

a� � �
= 0 : (8 :5)



Ž® ®¯à¥¤¥«ï¥â ª ®ã á Q ¢ I R

n
, â .¥.

� 2 Q = ) t� 2 Q ; 8t 2 I R : (8 :6)

ˆâ  ª, ¨§ (8.4) ¢ëâ¥ª  ¥â , çâ® ¯«®áª  ï ¢®«  (8.3) ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â ¤¨ä-

ä¥à¥æ¨ «ì®¬ã ãà ¢¥¨î (8.1) ¯à¨ ¯à®¨§¢®«ì®© äãªæ¨¨ f â®£ ¤  ¨

â®«ìª ® â®£ ¤ , ª ®£ ¤  \¢®«®¢®© " ¢¥ªâ®à � ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â  «£¥¡à ¨ç¥áª ®¬ã

ãà ¢¥¨î (8.5).

Ž¯à¥¤¥«¥¨¥:

1) ¢¥ªâ®à � 2 I R

n ; � 6= 0, ã ¤®¢«¥â¢®à ïîé¨© (8.5),  §ë¢ ¥âá ï å ®à ªâ¥à¨-

áâ¨ç¥áª ®© ®à¬ «ìî ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ãà ¢¥¨ï (8.1);

2) £¨¯¥à¯«®áª ®áâì � ? � f x 2 I R

n
: h�; x i = constg, ¯¥à¯¥¤¨ªã «ïà ï

¥ª ®â®à®© å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®© ®à¬ «¨,  §ë¢ ¥âá ï å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ®©

¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ãà ¢¥¨ï (8.1);

3) £¨¯¥à¯®¢¥à å®áâì ¢ I R

n
 §ë¢ ¥âá ï å  à ªâ¥à¨áâ¨ª ®© ãà ¢¥¨ï (8.1),

¥á«¨ ¢ ª  ¦¤®© ¥¥ â®çª ¥ ª  á â¥«ì ï £¨¯¥à¯«®áª ®áâì ï¢«ï¥âá ï å  à ªâ¥-

à¨áâ¨ª ®©.

Ž¯à¥¤¥«¥¨¥. “à ¢¥¨¥ (8.1)  §ë¢ ¥âá ï (áâà®£®) £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨¬ ¢

 ¯à ¢«¥¨¨ ®á¨ Ox
1

, ¥á«¨ ãà ¢¥¨¥ (8.5) ®â®á¨â¥«ì® �
1

¯à¨ «î¡®¬

ä¨ª á¨à®¢ ®¬

� 0 � ( �
2

; : : : ; � n ) 2 I R

n � 1 n 0 (8 :7)

¨¬¥¥â à®¢® m à §«¨çëå ¢¥é¥áâ¢¥ëå ª ®à¥© � ( k )

1

= � k ( � 0
), k = 1 ; : : : ; m

�
1

( � 0
) < : : : < � m ( � 0

) : (8 :8)

ƒ ¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ ã á«®¢¨¥ (8.8) ®§  ç ¥â , çâ® ª ®ã á Q ¨¬¥¥â m à §«¨çëå ¯®«.

•¨á. 57

•à¨¬¥à. „«ï ¢®«®¢®£® ãà ¢¥¨ï

(7.1) ¯®à ï¤®ª m = 2 ¨ ãà ¢¥¨¥

(8.5), íª¢¨¢ «¥â®¥ (7.9), ¨¬¥¥â 2

ª ®àï � � = � aj� j , ¨ §  ç¨â

�
1

= � aj� j < �
2

= aj� j ; � 2 I R

3 n 0 :
(8 :9)

‘®®â¢¥âáâ¢¥®, ª ®ã á Q ¨¬¥¥â 2

¯®«ë. •®íâ®¬ã ¢®«®¢®¥ ãà ¢¥¨¥

£¨¯¥à¡®«¨ç® ¢  ¯à ¢«¥¨¨ ®á¨ Ot .

•à¨¬¥à. „«ï ãà ¢¥¨ï

�
@2

@t2

� �

� �
@2

@t2

� 9�

�
u ( x; t ) = 0; x 2 I R

3 ; t > 0 (8 :10)

¯®à ï¤®ª m = 4, å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®¥ ãà ¢¥¨¥ (8.5) ¨¬¥¥â ¢¨¤

( � 2

� � j � j 2

)( � 2

� � 9 j� j 2

) = 0 (8 :11)



Ž® ¨¬¥¥â 4 ª ®àï: � � = �j � j ¨ � � = � 3 j� j , ¨ §  ç¨â

�
1

= � 3 j� j < �
2

= �j � j < �
3

= j� j < �
4

= 3 j� j; � 2 I R

3 n 0 : (8 :12)

•®íâ®¬ã ª ®ã á Q ¨¬¥¥â 4 ¯®«ë (á¬.à¨á 58).

‚®¯à®á. Š ª á¢ï§ ® ®¯à¥¤¥«¥¨¥ áâà®£®© £¨¯¥à¡®«¨ç®áâ¨ á ã á«®¢¨¥¬

(4.11)?

•¨á. 58

Žâ¢¥â . „«ï ãà ¢¥¨© ¢â®à®£® ¯®à ï¤ª   á ¤¢ã¬ï ¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨ ¯¥à¥¬¥-

ë¬¨ ®¨ íª¢¨¢ «¥âë. „¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï ãà ¢¥¨ï (4.7) ãà ¢¥¨¥

(8.5) ¨¬¥¥â ¢¨¤

A ( � � ; �
1

) � a� 2

� + 2 b� � �
1

+ c� 2

1

= 0 (8 :13)

…£® à¥è¥¨ï

� � =

b�
p

D
a

�
1

(8 :14)

¢¥é¥áâ¢¥ë ¨ à §«¨çë ¯à¨ ã á«®¢¨¨ (4.11).

•¥à ï ¢ (8.3) äãªæ¨î f ( z ) à §àë¢®©, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® à¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï

(8.1) ¬® ¦ ¥â ¨¬¥âì à §àë¢ ¢¤®«ì «î¡®© § ¤ ®© å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®©

£¨¯¥à¯«®áª ®áâ¨ (á¬. § ¬¥ç ¨¥ 2.1).

‡ ¬¥ç ¨¥ 8.1. ‚®§ì¬¥¬  ¯à ¢«¥¨¥ å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®© ®à¬ «¨ � § 

®¢ãî ®áì ª ®®à ¤¨ â , â  ª çâ®¡ë ¯«®áª ®áâì y
1

= 0 á®¢¯ ¤ «  á � ?
,  

®áâ  «ìë¥ ª ®®à ¤¨ âë y
2

; : : : ; yn ¢ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë¬ ®¡à §®¬, «¨èì

¡ë íâ® ¡ë«  «¨¥© ï ¥¢ëà® ¦¤¥ ï § ¬¥  ¯¥à¥¬¥ëå. ’ ®£ ¤ ,

®ª  §ë¢ ¥âá ï (§ ¤  ç !), ¢ ®¢ëå ª ®®à ¤¨ â  å ãà ¢¥¨¥ (8.1) á® ¤¥à ¦¨â

ç«¥ b
( m; 0 ;:::; 0)

@m u
@ym

1

á ª ®íää¨æ¨¥â®¬ (áà ¢¨â¥ (4.37) | (4.38), (4.40):

b
( m; 0 ;:::; 0)

=

~A ( grad y
1

) = C ~A ( � )



•® ¢¢¨¤ã (8.5) íâ®â ª ®íää¨æ¨¥â à ¢¥ ã «î. •®íâ®¬ã ãà ¢¥¨¥ (8.1)

¯à¨®¡à¥â  ¥â ¢¨¤ X

j � j = m;�
1

� m � 1

b� @�
y u ( y ) = 0 : (8 :1

0
)

Ž¡ëç® íâ® á¢®©áâ¢® ¢¥ªâ®à  � ¨ ¯à¨¨¬ îâ §  ®¯à¥¤¥«¥¨¥ å  à ªâ¥à¨-

áâ¨ç¥áª ®© ®à¬ «¨ (á¬.[4, 10, 11, 14]). ˆ§ (8 :1

0
) å ®à®è® ¢¨¤®, ¯®ç¥¬ã

à¥è¥¨ï ãà ¢¥¨ï (8.1) ¬®£ãâ ¨¬¥âì à §àë¢ë   £¨¯¥à¯«®áª ®áâ¨ � ?
.

„¥«® ¢ â®¬, çâ® ¢ ª  ¦¤®¬ á« £  ¥¬®¬ ¢ ãà ¢¥¨¨ (8 :1

0
) ¥áâì å ®â ï ¡ë

® ¤  ¯à®¨§¢® ¤ ï ¯® ¯¥à¥¬¥ë¬ y
2

; : : : ; yn . •®íâ®¬ã ãà ¢¥¨ï¬ (8 :1

0
)

¨ (8.1) ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â «î¡ ï äãªæ¨ï ®â y
1

, ¢ ç áâ®áâ¨, «î¡ ï â  ª  ï

à §àë¢ ï äãªæ¨ï (áà ¢¨â¥ á § ¬¥ç ¨¥¬ 4.1).

’ ¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ ®¡é¨© ¥®¤®à®¤ë© ®¯¥à  â®à

X

j � j� m

a� @�
x u ( x ) = 0; x 2 I R

n : (8 :15)

• ¥è¥¨ï íâ®£® ãà ¢¥¨ï ¢¨¤  ¯«®áª¨å ¢®« ¬ë ã¦ ¥ ¥  ©¤¥¬. Ž¤ ª ®

¯à¨¨¬ ¥âá ï, çâ®, ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î, å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®¥ ãà ¢¥¨¥ ¤«ï

(8.15) ¥áâì (8.5), â .¥. ®® á®áâ  ¢«ï¥âá ï ¡¥§ ãç¥â   ¯à®¨§¢® ¤ëå ¬« ¤è¥£®

¯®à ï¤ª  .

ˆâ  ª, à¥è¥¨ï ãà ¢¥¨ï (8.1) ¬®£ãâ ¨¬¥âì à §àë¢ë   «î¡®© § ¤ ®©

å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®© £¨¯¥à¯«®áª ®áâ¨. Žª  §ë¢ ¥âá ï, çâ® ¤«ï ãà ¢¥¨ï

(8.15) íâ® â  ª¦ ¥ ¢¥à®, ¥á«¨ ®® áâà®£® £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª ®¥. ‘«¥¤ãîé¨©

¯à¨¬¥à ¯®ª  §ë¢ ¥â , çâ® ¡¥§ ã á«®¢¨ï £¨¯¥à¡®«¨ç®áâ¨ íâ® ¬® ¦ ¥â ¡ëâì

¥ â  ª!

2. •à¨¬¥àë ¥£¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨å ãà ¢¥¨©.

“à ¢¥¨¥ â¥¯«®¯à®¢® ¤®áâ¨ | ¢ëà® ¦¤¥®¥ ¨«¨ ¯ à ¡®«¨ç¥áª ®¥ (á¬.

•à¨«® ¦ ¥¨¥):

@u
@t

= a2

� u ( x; t ); x 2 I R

3 ; t > 0 : (8 :16)

„«ï ¥£® ãà ¢¥¨¥ å  à ªâ¥à¨áâ¨ª (8.5) ¨¬¥¥â ¢¨¤

0 = a2 j� j 2 () � = 0 : (8 :17)



‘«¥¤®¢ â¥«ì®, ª ®à¥© � � ( � ) ¯à¨ � 6= 0 å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®¥ ãà ¢¥¨¥ ¥

¨¬¥¥â , â .¥. ãà ¢¥¨¥ â¥¯«®¯à®¢® ¤®áâ¨ ¥ £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª ®¥ ¯® t ,   â  ª

 §ë¢ ¥¬®¥ ¯ à ¡®«¨ç¥áª ®¥. Š®ã á Q á®áâ®¨â ¨§ ¢¥ªâ®à®¢, ¯ à ««¥«ìëå

®á¨ Ot :

Q = f ( � � ; 0 ; 0 ; 0) g; (8 :18)

•¨á. 59

£ ¤¥ � � ¯à®¨§¢®«ì®. ‘®®â¢¥âáâ¢¥-

®, å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¥ £¨¯¥à¯«®á-

ª ®áâ¨ ¨¬¥îâ ãà ¢¥¨ï t = const ¨

¯¥à¯¥¤¨ªã «ïàë ®á¨ Ot (à¨á. 59).

‚®¯à®á. ‚¥à® «¨, çâ® ãà ¢¥¨¥

(8.16) ¨¬¥¥â à¥è¥¨ï, à §àë¢ë¥  

¯«®áª ®áâ ïå t = const?

Žâ¢¥â . •¥â , ¥¢¥à®. •â® á¢ï§ -

® á â¥¬, çâ® ãà ¢¥¨¥ (8.16) ¥

£¨¯¥à¡®«¨ç¥áª ®¥ ¨ â¥¬, çâ® ¬ë

¯à¥¥¡à¥£ «¨ ç«¥®¬

@u
@t ¯à¨ á®áâ  ¢«¥¨¨ å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®£® ãà ¢¥¨ï

(8.17).

Žª  §ë¢ ¥âá ï, ¢á¥ à¥è¥¨ï ãà ¢¥¨ï â¥¯«®¯à®¢® ¤®áâ¨ ¡¥áª ®¥ç® ¤¨ä-

ä¥à¥æ¨àã ¥¬ë. Ž¤ ª ® ã ¥£® ¥áâì à¥è¥¨ï, ª ®â®àë¥   å  à ªâ¥à¨áâ¨-

ç¥áª¨å ¯«®áª ®áâ ïå t = const ï¢«ïîâá ï ¡¥áª ®¥ç® ¤¨ää¥à¥æ¨àã ¥¬ë¬¨,

® ¥   «¨â¨ç¥áª¨¬¨.

•à¨¬¥à. ”ãªæ¨ï

E ( x; t ) =

(
1

(2 �t )

3 = 2

e� j x j 2

2 t ; t > 0,

0 ; t � 0

x 2 I R

3

(8 :19)

1) ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â ãà ¢¥¨î â¥¯«®¯à®¢® ¤®áâ¨ (8.16) ¢áî ¤ã ¢ I R

4

, ªà®¬¥

â®çª¨ t = 0 ; x = 0;

2) ¯à¨ t 6= 0 ¨«¨ x 6= 0 ®  ï¢«ï¥âá ï ¡¥áª ®¥ç® ¤¨ää¥à¥æ¨àã ¥¬®©;

3) ¯à¨ t = 0 ; x 6= 0 ®  ¥ ï¢«ï¥âá ï   «¨â¨ç¥áª ®©.

‡ ¤  ç . „®ª  ¦¨â¥ áä®à¬ã «¨à®¢ ë¥ ¢ëè¥ ãâ¢¥à ¦¤¥¨ï 1), 2), 3).

Žâ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ ã¡à âì ¨§ ãà ¢¥¨ï (8.16) ç«¥

@u
@t , â® ¯®«ãç îé¥-

¥á ï ãà ¢¥¨¥ 0 = � u , ®ç¥¢¨¤®, ¨¬¥¥â à¥è¥¨ï, à §àë¢ë¥   «î¡®©

§ ¤ ®© å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®© £¨¯¥à¯«®áª ®áâ¨ t = const,  ¯à¨¬¥à, ¯à®-

¨§¢®«ìë¥ äãªæ¨¨ ¢¨¤  u ( x; t ) � f ( t ), £ ¤¥ f ( t ) | ªã á®ç®-¥¯à¥àë¢ ï

äãªæ¨ï. ’  ª¨¬ ®¡à §®¬, á¢®©áâ¢  à¥è¥¨© ¢ëà® ¦¤¥ëå ãà ¢¥-

¨© á¨«ì® § ¢¨á ïâ ®â ¬« ¤è¨å ç«¥®¢, ¢ ®â «¨ç¨¥ ®â ¥¢ëà® ¦¤¥ëå

ãà ¢¥¨©.

‚®¯à®á. Œ® ¦® «¨  å ® ¤¨âì ®¡« áâì § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¤«ï ®¡é¥£® ãà ¢¥¨ï

(8.15) ¯à¨ ¯®¬®é¨ å  à ªâ¥à¨áâ¨ª, ª  ª ¢ x4, â .¥. ¢¥à  «¨ ¤«ï ¥£®

£¨¯®â¥§  ¨§ x7?



Žâ¢¥â . „«ï áâà®£®£® £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª ®£® ãà ¢¥¨ï | ¢¥à  (ª  ª ¨ ¤«ï

¢®«®¢®£® ¢ x7) (á¬. [1]).

‡ ¬¥ç ¨¥ 8.2. „«ï ãà ¢¥¨ï â¥¯¤«®¯à®¢® ¤®áâ¨ (8.16) íâ   £¨¯®â¥§ 

â  ª¦ ¥ ¢ ¥ª ®â®à®¬ á¬ëá«¥ ¢ë¯®«ï¥âá ï. € ¨¬¥®, à áá¬®âà¨¬ ¤«ï

(8.16) § ¤  çã Š®è¨ á   ç «ìë¬ ã á«®¢¨¥¬

u
�
�
t =0

= ' ( x ) : (8 :20)

„«ï «î¡®© â®çª¨ ( x � ; t � ) ; x � 2 I R

3 ; t � > 0 å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª  ï £¨¯¥à-

¯«®áª ®áâì, ¯à® å ® ¤ïé ï ç¥à¥§ ¥¥, ¥¤¨áâ¢¥ : t = t � . Ž  ¥ ¯¥à¥á¥ª  ¥â

£¨¯¥à¯«®áª ®áâì t = 0 á®¢á¥¬ ¨«¨, ¬® ¦® áç¨â  âì, ¯¥à¥á¥ª  ¥â ¥¥ ¢ ¡¥áª ®¥ç-

®áâ¨. ’ ®£ ¤  ®¡« áâì, § ª«îç¥ ï \¢ãâà¨" ¯¥à¥á¥ç¥¨© å  à ªâ¥à¨áâ¨ª

á t = 0, ¥áâì ¢á ï £¨¯¥à¯«®áª ®áâì t = 0. Žª  §ë¢ ¥âá ï, ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®

â  ª ®¢  ®¡« áâì § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¤«ï ãà ¢¥¨ï â¥¯«®¯à®¢® ¤®áâ¨. •â® ¢¨¤®

¨§ ä®à¬ã «ë •ã  áá®  ¤«ï à¥è¥¨ï § ¤  ç¨ Š®è¨ (8.16), (8.20) (á¬. [3,

11, 14]):

u ( x; t ) =

1

(2 �at )

3 =2

Z

I R

3

e� j x � y j 2

2 at ' ( y ) dy: (8 :21)

•®íâ®¬ã áª ®à®áâì à á¯à®áâà ¥¨ï ¢®§¬ãé¥¨© ¤«ï ãà ¢¥¨ï â¥¯«®-

¯à®¢® ¤®áâ¨ ¡¥áª ®¥ç .

•à¨¬¥à. “à ¢¥¨¥ ‹ ¯« á  (í««¨¯â¨ç¥áª ®¥ | á¬. •à¨«® ¦ ¥¨¥):

� u ( x ) �
@2 u
@x2

1

+

@2 u
@x2

2

+

@2 u
@x2

3

= 0; x 2 I R

3

(8 :22)

Ž® ¯®«ãç ¥âá ï ¨§ ¢®«®¢®£® ãà ¢¥¨ï (7.1) ¨ ¨§ ãà ¢¥¨ï â¥¯«®¯à®¢® ¤-

®áâ¨ (8.16), ¥á«¨ u ¥ § ¢¨á¨â ®â t . •â® â  ª  §ë¢ ¥¬ë¥ áâ  æ¨® àë¥

à¥è¥¨ï. ”¨§¨ç¥áª¨ ®¨ ®¯¨áë¢ îâ ¯®«® ¦ ¥¨ï à ¢®¢¥á¨ï ¤«ï (7.1)

¨«¨ ¯à¥¤¥«ìë¥ à¥¦¨¬ë ¯à¨ t ! + 1 ¤«ï à¥è¥¨© ãà ¢¥¨ï (8.16) ¨

¯à¥¤áâ  ¢«ïîâ ®á®¡ë© ¨â¥à¥á ¢ ¯à¨«® ¦ ¥¨ïå.

• ©¤¥¬ ¤«ï (8.22) à¥è¥¨ï â¨¯  ¯«®áª¨å ¢®«:

u ( x ) = f ( h�; x i ) = f ( �
1

x
1

+ �
2

x
2

+ �
3

x
3

) ; x 2 I R

3 : (8 :23)

•® ¤áâ  ¢«ïï ¢ (8.22), ¯®«ãç¨¬, ª  ª ¨ ¢ëè¥,

f 00
( h�; x i ) � 2

1

+ f 00
( h�; x i ) � 2

2

+ f 00
( h�; x i ) � 2

3

= 0 ; (8 :24)

Žâªã ¤  ¢ëâ¥ª  ¥â å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®¥ ãà ¢¥¨¥

� 2

1

+ � 2

2

+ � 2

3

= 0 : (8 :25)

Žâáî ¤ 

�
1

= �
2

= �
3

= 0 : (8 :26)



‚ë¢® ¤. “à ¢¥¨¥ (8.22) ¥ ï¢«ï¥âá ï £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨¬ (¨ ¯® ª  ª ®©

¯¥à¥¬¥®©).

‚®¯à®á. ‡  ç¨â «¨ íâ®, çâ® ãà ¢¥¨¥ ‹ ¯« á  ¥ ¨¬¥¥â à¥è¥¨© â¨¯ 

¯«®áª¨å ¢®«?

Žâ¢¥â . •¥â , ¥ §  ç¨â . ‚®§ì¬¥¬ ª ®¬¯«¥ª áë¥ à¥è¥¨ï ãà ¢¥¨ï (8.25),

 ¯à¨¬¥à,

�
1

= i
q

� 2

2

+ � 2

3

; ( �
2

; �
3

) 2 I R

2 : (8 :27)

Ž¤ ª ®, â®£ ¤  ¢ (8.23) äãªæ¨ï f ( z ) ¤®«¦  ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥  ¯à¨

ª ®¬¯«¥ª áëå §  ç¥¨ïå z . Šà®¬¥ â®£®, ¢ (8.24) ¢ ¯¥à¢®¬ á« £®¥¬®¬

f 00
( h�; x i ) ¥áâì ¯à®¨§¢® ¤ ï f ¯®  ¯à ¢«¥¨î ¬¨¬®© ®á¨,   ¢® ¢â®à®¬ ¨

âà¥âì¥¬ | ¢¤®«ì ¢¥é¥áâ¢¥®© ®á¨! •®íâ®¬ã ¤«ï â®£®, çâ®¡ë á®ªà â¨âì

(8.24)   f 00
¨ ¯®«ãç¨âì (8.25) ã¦®, çâ®¡ë f ( z ) ¢ ª  ¦¤®© â®çª ¥ ¨¬¥« 

® ¤¨ ª ®¢ë¥ ¯à®¨§¢® ¤ë¥ ¯® ¢¥é¥áâ¢¥ë¬ ¨ ¬¨¬ë¬  ¯à ¢«¥¨ï¬. •®

íâ® ®§  ç ¥â , ª  ª ¨§¢¥áâ® ¨§ ’”Š•, çâ® f ( z )   «¨â¨ç ! ‘®®â¢¥âáâ¢¥®

¨ u ( x ) = f ( h�; x i )   «¨â¨ç¥áª  ï äãªæ¨ï ®â ¢¥é¥áâ¢¥ëå ¯¥à¥¬¥ëå

x
1

; x
2

; x
3

¨ ¥ ¬® ¦ ¥â ¡ëâì à §àë¢®©. • ¯à¨¬¥à, u ( x ) = h�; x i 3

=

( x
1

i
p

� 2

2

+ � 2

3

+ �
2

x
2

+ �
3

x
3

)

3

.

‘«¥¤áâ¢¨¥. ‚á¥ à¥è¥¨ï ãà ¢¥¨ï ‹ ¯« á  (8.22) â¨¯  ¯«®áª¨å ¢®«

ï¢«ïîâá ï   «¨â¨ç¥áª¨¬¨ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¡¥áª ®¥ç® ¤¨ää¥à¥æ¨àã ¥-

¬ë¬¨. Žâ¬¥â¨¬. ® ¤ ª ®, çâ® íâ® ª ®¬¯«¥ª áë¥ à¥è¥¨ï, ¨ ¨å ¯®¢¥à å®áâ¨

ãà®¢ï | ª ®¬¯«¥ª áë¥ £¨¯¥à¯«®áª ®áâ¨ ¢ C 3

.

Žª  §ë¢ ¥âá ï, ¢á¥ à¥è¥¨ï ãà ¢¥¨ï ‹ ¯« á    «¨â¨çë [10, 11].

3. “ ¤ àë¥ §¢ãª ®¢ë¥ ¢®«ë ¨ ¨§«ãç¥¨¥ ‚ ¢¨«®¢ -—¥à¥ª ®¢ .

•  áá¬®âà¨¬ í«¥ªâà®¬ £¨â®¥ ¯®«¥ à ¢®¬¥à® ¤¢¨¦ãé¥£®á ï ¢ ¥ª ®â®à®¬

¢¥é¥áâ¢¥ â®ç¥ç®£® § à ï¤ . …á«¨ áª ®à®áâì § à ï¤  à ¢  v ¨ ® ¤¢¨¦ ¥âá ï

¢ ¯®«® ¦¨â¥«ì®¬  ¯à ¢«¥¨¨ ®á¨ Ox
1

, â® ¥£® í«¥ªâà®¬ £¨â®¥ ¯®«¥

®¯¨áë¢ ¥âá ï ç¥âëàì¬ï ¯®â¥æ¨ « ¬¨, ª  ¦¤ë© ¨§ ª ®â®àëå ¨¬¥¥â ¢¨¤

' ( x; t ) = u ( x
1

� vt; x
2

; x
3

) (8 :28)

¨ ¢¥ â®çª¨ ( x
1

� vt; 0 ; 0) � 0, £ ¤¥  å ® ¤¨âá ï § à ï¤, ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â

¢®«®¢®¬ã ãà ¢¥¨î (7.1) á ª ®íää¨æ¨¥â®¬ a = cb , £ ¤¥ cb | áª ®à®áâì

á¢¥â   ¢ ¤ ®¬ ¢¥é¥áâ¢¥. Žâ¬¥â¨¬. çâ® cb < c , £ ¤¥ c | áª ®à®áâì á¢¥â  

¢ ¢ ªãã¬¥,   v ¬® ¦ ¥â ¡ëâì ¬¥ìè¥ cb ¨«¨ ¡®«ìè¥ cb (® ¬¥ìè¥ c).

•® ¤áâ  ¢«ïï (8.28) ¢ (7.1), ¯®«ãç ¥¬ ãà ¢¥¨¥

v 2

@2 u
@x2

1

( x
1

� vt; x
2

; x
3

) = c2

b

�
@2 u
@x2

1

+

@2 u
@x2

2

+

@2 u
@x2

3

�
; x 6= x ( t ) ; (8 :29)

®âªã ¤ , ®¡®§  ç ï x
1

� vt = y
1

, ¯®«ãç ¥¬ ¤«ï u ( y
1

; x
2

; x
3

) ãà ¢¥¨¥

( c2

b � v 2

)

@2 u
@y2

1

+ c2

b

�
@2 u
@x2

2

+

@2 u
@x2

3

�
= 0 ; ( y

1

; x
2

; x
3

) 6= 0 : (8 :30)



• à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®¥ ãà ¢¥¨¥ (8.5), á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ (8.30), ¨¬¥¥â ¢¨¤

( c2

b � v 2

b ) � 2

1

+ c2

b ( � 2

2

+ � 2

3

) = 0 : (8 :31)

Žâáî ¤  ¢¨¤®, çâ® 1) ¯à¨ v < cb ãà ¢¥¨¥ (8.30) ¥ ¨¬¥¥â (¢¥é¥-

áâ¢¥ëå) å  à ªâ¥à¨áâ¨ª, ª  ª ãà ¢¥¨¥ ‹ ¯« á . Ž® í««¨¯â¨ç¥áª ®£®

â¨¯  (á¬. •à¨«® ¦ ¥¨¥). Žª  §ë¢ ¥âá ï, ¢á¥ ¥£® à¥è¥¨ï £ « ¤ª¨¥, â .¥.

í«¥ªâà®¬ £¨â®¥ ¯®«¥ ¥ ¨¬¥¥â ®á®¡¥®áâ¥© ¯à¨ x 6= x ( t ); 2) ¯à¨

v > cb ãà ¢¥¨¥ (8.30) £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª ®¥ ¯® y
1

¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨¬¥¥â

à §àë¢ë¥ à¥è¥¨ï â¨¯  ¯«®áª¨å ¢®«. • à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®¬ã ª ®ã áã Q
á ãà ¢¥¨¥¬ (8.31), ª  ª ¬ë § ¥¬ ¨§ x7, á®®â¢¥âáâ¢ã ¥â \®àâ®£® «ìë©

¥¬ã" å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ª ®ã á K á ãà ¢¥¨¥¬

c2

by 2

1

+ ( c2

b � v 2

)( x 2

2

+ x 2

3

) = 0 (8 :32)

•¨á. 60

Žª  §ë¢ ¥âá ï, à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ à¥-

è¥¨¥ u ¡ã ¤¥â ¡¥áª ®¥çë¬   â®©

¯®« � ¥ ª ®ã á  (8.32), £ ¤¥ y
1

< 0. ˆ§

(8.32) ¯®«ãç ¥¬ ãà ¢¥¨¥ ¯®¢¥à å®-

áâ¨ ®á®¡¥®áâ¥© ¯®â¥æ¨ «  (8.28):

c2

b ( x
1

� vt )

2

= ( v 2 � c2

b )( x 2

2

+ x 2

3

); x
1

� vt < 0 : (8 :33)

•¨á. 61

•à¨ ª  ¦¤®¬ ä¨ª á¨à®¢ ®¬ t íâ  

¯®¢¥à å®áâì ¢ I R

3

¥áâì ª ®ã á á ¢¥àè¨-

®© ¢ â®çª ¥ x ( t ), ¢ ª ®â®à®©  å ® ¤¨âá ï

§ à ï¤ (á¬. à¨á. 61). ‚¤®«ì íâ®© ¯®-

¢¥à å®áâ¨ ¯®â¥æ¨ «ë ¨  ¯à ï¦ ¥-

®áâì ¯®«ï ¡¥áª ®¥çë, ¨ ¬®«¥ªã-

«ë ¢¥é¥áâ¢  ¢ â®çª  å íâ®£® ª ®ã á ,

¢®§¡ã¦¤ ïáì, ¨á¯ã áª  îâ á¢¥â . •â® ¨

¥áâì § ¬¥¨â®¥ ¨§«ãç¥¨¥ ‚ ¢¨«®¢ -

—¥à¥ª ®¢ .

’ ®ç® â  ª  ï ¦ ¥ á¨âã  æ¨ï ¢®§¨ª  ¥â ¯à¨  å ® ¦¤¥¨¨ §¢ãª ®¢®£® ¯®«ï

¤¢¨¦ãé¥£®á ï â¥«  ¢ ¢®§¤ãå ¥: ¯à¨ v < c
§¢ãª  

¥â à §àë¢®¢ ¤ ¢«¥¨ï,

  ¯à¨ v > c
§¢ãª  

| ¥áâì. •®íâ®¬ã á ¬®«¥â , «¥â ïé¨© á® á¢¥à å§¢ãª ®¢®©

áª ®à®áâìî, ¥á¥â §  á®¡®©   ª ®ã á¥ (8.33) ã ¤ àãî ¢®«ã , â .¥. ¤ ¢«¥¨¥

| à §àë¢ ï äãªæ¨ï ¢ â®çª  å íâ®£® ª ®ã á  (à¨á. 62)

Š®£ ¤  äà®â íâ®© ¢®«ë ¯à® å ® ¤¨â ç¥à¥§  è¥ ãå ®, ¬ë á«ëè¨¬ \å«®¯� ®ª".

Š®¨ç¥áª¨© äà®â íâ®© ã ¤ à®© ¢®«ë  §ë¢ ¥âá ï ¢ £  §®¢®© ¤¨ ¬¨ª ¥

ª ®ã á®¬ Œ å  .



•¨á. 62

ƒ ‹€‚€ I I. Œ…’Ž „ ” “•œ….

[3, á.47{49, 327{345, 388{394, 464{479]; [9,á.40{42]; [11, á.132{208, 213{218];

[12, á.19{23, 338{351, 397{402]; [14, á.82{121, 147{152, 180{185, 309{318].

x1. ‚ë¢® ¤ ãà ¢¥¨ï â¥¯«®¯à®¢® ¤®áâ¨.

•ã áâì ¨¬¥¥âá ï ¯à ï¬®«¨¥©ë© ® ¤®à® ¤ë© ¬¥â  ««¨ç¥áª¨© áâ¥à ¦ ¥ì

¤«¨®© l . • ¯à ¢¨¬ ®áì x ¢¤®«ì áâ¥à ¦ï, ¯ã áâì x = 0 | «¥¢ë© ª ®¥æ

áâ¥à ¦ï,   x = l | ¯à ¢ë©. Ž¡®§  ç¨¬ ç¥à¥§ u ( x; t ) â¥¬¯¥à âãàã áâ¥à ¦ï

¢ â®çª ¥ x ¢ ¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨ t > 0. Žª  §ë¢ ¥âá ï, u ( x; t ) ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â

¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¬ã ãà ¢¥¨î â¥¯«®¯à®¢® ¤®áâ¨

@u
@t

= a2

@2 u
@x2

( x; t ) + bf ( x; t ) (1 :1)

£ ¤¥ f ( x; t ) | ¯«®â®áâì ¢¥è¨å ¨áâ®ç¨ª ®¢ â¥¯«  ¢ â®çª ¥ x ¢ ¬®¬¥â

¢à¥¬¥¨ t . •â® §  ç¨â , çâ®   ãç áâ®ª [ x; x + � x ] §  ¢à¥¬ï ®â t ¤® t + � t
¯®áâã¯ ¥â ¨§¢¥ ª ®«¨ç¥áâ¢® â¥¯«®¢®© í¥à£¨¨

Q
¢¥è

= f ( x; t )� x � t: (1 :2)

‚ë¢¥¤¥¬ (1.1). „«ï íâ®£® § ¯¨è¥¬ ãà ¢¥¨¥ â¥¯«®¢®£® ¡ « á  ¤«ï

ãç áâª   áâ¥à ¦ï [ x; x + � x ] §  ¢à¥¬ï ®â t ¤® t + � t :

cm� T = Q (1 :3)

‡¤¥áì c | ã ¤¥«ì ï â¥¯«®¥¬ª ®áâì ¢¥é¥áâ¢ ,

m (¬ áá  ) = � � x; � T � u ( x; t + � t ) � u ( x; t ) ; (1 :4)

Q = Q
¢¥è

+ Q
«

+ Q
¯

; (1 :5)

£ ¤¥ Q | ¯®«ãç¥®¥ ãç áâª ®¬ â¥¯«®; Q
«

| â¥¯«®, ¯®«ãç¥®¥ á«¥¢  (â .¥.

ç¥à¥§ â®çªã x ,   Q
¯

| á¯à ¢  (â .¥. ç¥à¥§ â®çªã x + � x ) (á¬. à¨á. 63).

•® § ª ®ã â¥¯«®¯à®¢® ¤®áâ¨ ”ãàì¥

Q
«

= � �S
@u
@x

( x; t )� t ; Q
¯

= �S
@u
@x

( x + � x; t )� t (1 :6)



•¨á. 63

£ ¤¥ � | ª ®íää¨æ¨¥â â¥¯«®¯à®¢® ¤®áâ¨ ¢¥é¥áâ¢ ,   S | ¯«®é ¤ì

¯®¯¥à¥ç®£® á¥ç¥¨ï áâ¥à ¦ï. ‡ ª ® (1.4), £àã¡® £®¢®à ï, ®§  ç ¥â , çâ®

áª ®à®áâì ¯¥à¥¤  ç¨ â¥¯«  ç¥à¥§ ¯®¯¥à¥ç®¥ á¥ç¥¨¥ áâ¥à ¦ï ¢ â®çª ¥ x
¯à®¯®àæ¨® «ì  \¯¥à¥¯ ¤ã â¥¬¯¥à âãà"

@u
@x( x; t ). ‡ ª¨ ¢ (1.6) ¢ë¡à ë

â  ª, çâ®¡ë â¥¯«® ¯¥à¥¤ ¢ «®áì ®â  £à¥âëå â¥« ª å ®«® ¤ë¬ (2-¥   ç «®

â¥à¬® ¤¨ ¬¨ª¨). • ¯à¨¬¥à, ¤«ï u ( x; t )   à¨á. 63 Q
«

� 0; Q
¯

� 0,  

@u
@x � 0 ¢áî ¤ã , ¯®íâ®¬ã § ª¨ «¥¢ëå ¨ ¯à ¢ëå ç áâ¥© ¢ (1.6) á®¢¯ ¤ îâ .

„«ï ¤àã£¨å á«ãç ¥¢ (¤àã£¨å u ( x; t )) § ª¨ ¢ (1.6) ¯à®¢¥à ïîâá ï   «®£¨ç®.

•® ¤áâ  ¢«ïï (1.6) ¨ (1.2) ¢ (1.5),   § â¥¬ (1.5) ¨ (1.4) ¢ (1.3), ¯®«ãç ¥¬

c� � x ( u ( x; t + � t ) � u ( x; t )) � f ( x; t )� x � t + �S
�

@u
@x

( x + � x; t ) �
@u
@x

( x; t )

�
� t:

(1 :7)

Žâáî ¤  ¤¥«¥¨¥¬   � x � t ¯à¨ � x ! 0 ¨ � t ! 0 ¯®«ãç ¥¬

c�
@u
@t

= �S
@2 u
@x2

+ f ( x; t ) : (1 :8)

Žâáî ¤  ¯®«ãç ¥âá ï (1.1).

x2. ‘¬¥è  ï § ¤  ç  ¤«ï ãà ¢¥¨ï â¥¯«®¯à®¢® ¤®áâ¨.

Ž¯¥à â®à ï ä®à¬  § ¤  ç¨. ˆ¤¥ï ¬¥â® ¤  ”ãàì¥.

„«ï ® ¤®§  ç®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï â¥¬¯¥à âãàë áâ¥à ¦ï, ªà®¬¥ ãà ¢¥¨ï

(1.1), ã¦® § ¤ âì   ç «ìãî â¥¬¯¥à âãàã

u ( x; 0) = ' ( x ) ; 0 < x < l (2 :1)

¨ ªà ¥¢ë¥ ã á«®¢¨ï. • ¯à¨¬¥à. ¥á«¨ ª ®æë ®¯ã áâ¨âì ¢ â  îé¨© «¥¤, â®

¨å â¥¬¯¥à âãà  ¡ã ¤¥â à ¢  ã «î:

u (0 ; t ) = 0 ; u ( l; t ) = 0 ; t > 0 : (2 :2)

‡ ¤  ç  (1.1), (2.1) { (2.2)  §ë¢ ¥âá ï á¬¥è ®© § ¤  ç¥© ¤«ï ãà ¢¥¨ï

â¥¯«®¯à®¢® ¤®áâ¨.

‡ ¯¨è¥¬ ¥¥ ¢ ®¯¥à â®à®© ä®à¬¥:

�
dû
dt = a2 Aû ( t ) +

^f ( t ) ; t > 0 ;
û (0) = '̂:

(2 :3)



‡¤¥áì A =

d 2

dx 2

;

^f ( t ) � f ( x; t ); û ( t ) � u ( x; t ); '̂ = ' ( x ). ˆ§ ªà ¥¢ëå

ã á«®¢¨© (2.2) á«¥¤ã ¥â , çâ® û ( t ) 2 C 2

� [0 ; l ] ¯à¨ ª  ¦¤®¬ t > 0, £ ¤¥

C 2

� [0 ; l ] � f u ( x ) 2 C 2

[0 ; l ] : u (0) = u ( l ) = 0 g: (2 :4)

ˆâ  ª, ®¯¥à â®à A íâ® ¥áâì � d 2

dx 2

  ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï D ( A ) = c2

� [0 ; l ].

ˆ¤¥ï ¬¥â® ¤  ”ãàì¥ á®áâ®¨â ¢ â®¬. çâ® ¯à¨ f � 0 à¥è¥¨¥ § ¤  ç¨ (2.3)

¨é¥âá ï ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ç áâëå à¥è¥¨© ¯¥à¢®£® ãà ¢¥¨ï íâ®© § ¤  ç¨,

¨¬¥îé¨å ¢¨¤ T ( t ) � X ( x ).

•® ïá¨¬ íâã ¨¤¥î   ¯à¨¬¥à¥ á¨áâ¥¬ë n ®¡ëª®¢¥ëå ¤¨ää¥à¥æ¨-

 «ìëå ãà ¢¥¨© á n ¥¨§¢¥áâë¬¨ äãªæ¨ï¬¨, ¨¬¥îé¥© ¢ ¢¥ªâ®à®©

§ ¯¨á¨ ¢¨¤ (2.3) (á f � 0 ):

�
dû ( t )

dt = Aû ( t ) ; û ( t ) = ( ^ u
1

( t ) ; : : : ; ûn ( t )) 2 I R

n ; t > 0 ;
û (0) = '̂ = ( ^ '

1

; : : : ; '̂ n ) 2 I R

n ;
(2 :5)

£ ¤¥ A | ¬ âà¨æ  à §¬¥à  n � n .

•ã áâì ¤«ï A áãé¥áâ¢ã ¥â ¡ §¨á ¨§ á®¡áâ¢¥ëå ¢¥ªâ®à®¢ e
1

; : : : ; en :

Aek = � k ek ; k = 1 ; : : : ; n: (2 :6)

’ ®£ ¤  ¨áª ®¬®¥ à¥è¥¨¥ û ( t ) ¨   ç «ìë© ¢¥ªâ®à '̂ ¬® ¦® ¯à¥¤áâ  ¢¨âì

¢ ¢¨¤¥

û ( t ) =

nX

1

Tk ( t ) ek ; '̂ =

X
' k ek : (2 :7)

•® ¤áâ  ¢«ïï ¢ (2.5) ¯®«ãç ¥¬

nX

1

dTk ( t )

dt
ek =

nX

1

� k Tk ( t ) ek ;
nX

1

Tk (0) ek =

nX

1

' k ek ; (2 :8)

®âªã ¤ 

dTk ( t )

dt
= � k Tk ( t ) ; t > 0 ; Tk (0) = ' k : (2 :8

0
)

Žâáî ¤  Tk ( t ) = ' k e� k t
¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,

û ( t ) =

nX

1

' k e� k t � ek : (2 :9)

•¨¦ ¥ ¬ë ¯®«ãç¨¬   «®£¨ ä®à¬ã « (2.6) { (2.9) ¤«ï ®¯¥à â®à  A = � d 2

dx 2

.



x3. ‡ ¤  ç  ˜âãà¬ -‹¨ã¢¨««ï ¨ ¥¥ à¥è¥¨¥.

1. ‡ ¤  ç  ˜âãà¬ -‹¨ã¢¨««ï.

• ©¤¥¬ ¢ D ( A ) = C 2

0

[0 ; l ] á®¡áâ¢¥ë¥ ¢¥ªâ®àë X
1

( x ) ; : : : ; X k ( x ) ; : : : ®¯¥-

à â®à  A:

�
AX k = � k X k ;

X k 2 D ( A ) ; X k 6= 0 :
(3 :1)

•® ¤à®¡¥¥ (3.1) ®§  ç ¥â ,çâ®

�
X 00

k ( x ) = � k X k ( x ) ; 0 < x < l;
X k (0) = X k ( l ) = 0 ; X k ( x ) 6� 0 :

(3 :2)

‡ ¬¥ç ¨¥ 3.1. Š ª ¡ã ¤¥â ¯®ª  § ® ¨¦ ¥ ¢ x5, ¢ ¡ §¨á¥ X
1

; : : : ; X k ; : : : ¨§

á®¡áâ¢¥ëå ¢¥ªâ®à®¢ ®¯¥à â®à  A à¥è¥¨¥ § ¤  ç¨ (2.3) ¯à¨ f ( x; t ) � 0

¨¬¥¥â ¢¨¤,   «®£¨çë© (2.9):

u ( x; t ) =

1X

1

ea 2 � k t ' k X k ( x ) ; (3 :3)

£ ¤¥ ' k { ª ®®à ¤¨ âë '̂ ¢ ¡ §¨á¥ f X k g:
Žâ¬¥â¨¬, çâ® ª  ¦¤®¥ á« £  ¥¬®¥ à ï¤  (3.3) ¢ á¨«ã (3.1) ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â

®¯¥à â®à®¬ã ãà ¢¥¨î ¢ (2.3). •®íâ®¬ã «î¡ ï ª ®¥ç ï (ç áâ¨ç ï)

áã¬¬  íâ®£® à ï¤  â  ª¦ ¥ ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â (2.3). ‚¥áì à ï¤ (3.3) ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â

ãà ¢¥¨î (2.3), ¥á«¨ ® ¤®¯ã áª  ¥â ¯®ç«¥®¥ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥ ¯® t

¨ ¤¢ ¦¤ë { ¯® x, â . ¥. ¥á«¨ ® ¤®áâ  â®ç® ¡ëáâà® á å ® ¤¨âá ï.

‚¢¥¤¥¬ ®¡®§  ç¥¨¥

hu; vi =

Z l

0

u ( x ) v ( x ) dx ¤«ï 8u; v 2 L
2

[0 ; l ] :

‹¥¬¬ . Ž¯¥à â®à

d 2

dx 2

  D ( A ) = C 2

0

[0 ; l ] á¨¬¬¥âà¨ç¥ ¨ ®âà¨æ â¥«¥, â .

¥.

h
d2 u
dx 2

; vi = hu;
d2 v
dx 2

i ; 8u; v 2 D ( A ) ; (3 :4)

h
d2 u
dx 2

; ui u < 0 ; 8u 2 D ( A ) ; u ( x ) 6� 0 : (3 :5)

„®ª  § â¥«ìáâ¢®:

1) à ¢¥áâ¢® (3.4) ®§  ç ¥â , çâ®

lZ

0

u00
( x ) v ( x ) dx =

lZ

0

u ( x ) v00
( x ) dx: (3 :6)



—â®¡ë ¥£® ¤®ª  § âì, ¯à®¨â¥£à¨àã ¥¬ ¯® ç áâ ï¬:

lZ

0

u00
( x ) v ( x ) dx = u0v

�
�
�
l

0

�

lZ

0

u0
( x ) v0

( x ) dx; (3 :7)

lZ

0

u ( x ) v00
( x ) dx = u v0

�
�
�
l

0

�

lZ

0

u0
( x ) v0

( x ) dx: (3 :8)

•® ¤áâ  ®¢ª   ¢ (3.7) à ¢  ã «î, ¯®áª ®«ìªã v (0) = v ( l ) = 0 ;   ¢ (3.8) {

¯®áª ®«ìªã u (0) = u ( l ) = 0 : •®íâ®¬ã à ¢¥áâ¢® (3.6) ¤®ª  § ®;

2)¯à¨ u = v ¨§ (3.7) ¢ëâ¥ª  ¥â , çâ®

h
d2 u
dx 2

; ui =

Z l

0

u00
( x ) u ( x ) dx = �

Z l

0

�
u0

( x )

�
2

dx � 0 :

Žâáî ¤  á«¥¤ã ¥â (3.5). „¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨

lZ

0

�
u0

( x )

�
2

dx = 0 ; (3 :9)

â® u0
( x ) � 0 ) u ( x ) � const : •®

u (0) = u ( l ) = 0 ) u ( x ) � 0 ; (3 :10)

çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ã á«®¢¨î u ( x ) 6� 0 ¢ (3.5).

‘«¥¤áâ¢¨¥:

1)á®¡áâ¢¥ë¥ ç¨á«  ®¯¥à â®à  A = d2 =dx2

¢á¥ ®âà¨æ â¥«ìë. „¥©áâ¢¨-

â¥«ì®, ¨§ (3.5)á«¥¤ã ¥â , çâ®

0 > h
d2 X k

dx 2

; X k i = � k hX k ; X k i ; (3 :11)

2)á®¡áâ¢¥ë¥ ¢¥ªâ®àë X k ; X n á à §ë¬¨ á®¡áâ¢¥ë¬¨ ç¨á« ¬¨ � k 6= � n

®àâ®£® «ìë: Z l

0

X k ( x ) X n ( x ) dx = 0 : (3 :12)

„¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¨§ (3.4) á«¥¤ã ¥â , çâ®

hAX k ; X n i = hX k ; AX n i ) � k hX k ; X n i = � n hX k ; X n i )

( � k � � n ) hX k ; X n i = 0 ) h X k ; X n i = 0 :



2. • ¥è¥¨¥ § ¤  ç¨ ˜âãà¬ -‹¨ã¢¨««ï (3.1).

ˆ§ ãà ¢¥¨ï (3.2) ¨¬¥¥¬

X k ( x ) = Ak e
p

� k x
+ Bk e�

p
� k x : (3 :13)

•® ¤áâ  ¢«ïï ¢ ªà ¥¢ë¥ ã á«®¢¨ï (3.2), ¯®«ãç ¥¬

�
Ak + Bk = 0 ;
Ak e

p
� k l

+ Bk e�
p

� k l
= 0 :

(3 :14)

Œ âà¨æ  íâ®© á¨áâ¥¬ë ¤®«¦  ¡ëâì ¢ëà® ¦¤¥®©, ¨  ç¥ Ak = Bk = 0

¨ X k ( x ) � 0 ; çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â (3.2). ˆâ  ª, � k ã ¤®¢«¥â¢®à ïîâ â  ª

 §ë¢ ¥¬®¬ã å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®¬ã ãà ¢¥¨î

�
�
�
�
�
�

1 1

e
p

� k l e�
p

� k l

�
�
�
�
�
�

= e�
p

� k l � e
p

� k l
= 0 : (3 :15)

Žâáî ¤ 

e�
p

� k l
= e

p
� k l ) e2

p
� k l

= 1 : (3 :16)

‘«¥¤®¢ â¥«ì®, 2

p
� k l = 2 k�i; k 2 Z )

p
� k =

k�i
l

) � k = � (

k�
l

)

2

; (3 :17)

‡¤¥áì ¬® ¦® áç¨â  âì k � 0 : Š ª ¨ á«¥¤®¢ «® ® ¦¨¤ âì, � k � 0 :
ˆâ  ª, á®¡áâ¢¥ë¥ ç¨á«  � k ¬ë  è«¨. • ©¤¥¬ â¥¯¥àì á®¡áâ¢¥ë¥

äãªæ¨¨ X k ( x ) : „«ï íâ®£® ãçâ¥¬, çâ® á¨áâ¥¬  (3.14) ¢ëà® ¦¤¥ ï.

‘«¥¤®¢ â¥«ì®, ãà ¢¥¨ï ¢ ¥© ¯à®¯®àæ¨® «ìë ¨ ¤®áâ  â®ç® ãç¨âë¢ âì

â®«ìª ® ¯¥à¢®¥ ¨§ ¨å: Bk = � Ak : •®íâ®¬ã ¨§ (3.13) ¯®«ãç ¥¬ ¢¢¨¤ã

(3.17)

X k ( x ) = Ak ( e
k�i

l x � e� k�i
l x

) = Ak 2 i sin

k�x
l

: (3 :18)

‡¤¥áì ¬ë ¯à¨¬¥¨«¨ ä®à¬ã «ã •©«¥à 

ei' � e� i'
= 2 i sin ':

•®áª ®«ìªã á®¡áâ¢¥ë¥ äãªæ¨¨ X k ®¯à¥¤¥«¥ë á â®ç®áâìî ¤® ç¨á«®¢®£®

¬® ¦¨â¥«ï, â® ¬® ¦® ¯®«® ¦¨âì ®ª ®ç â¥«ì®

X k ( x ) = sin

k�x
l

; k = 1 ; 2 ; : : : : (3 :19)

‡¤¥áì ¬® ¦® áç¨â  âì k > 0 ; ¯®áª ®«ìªã ¯à¨ k = 0 ¨¬¥¥¬ X
0

( x ) � 0 :



Žâ¢¥â:

� k = � (

k�
l

2

) ; X k ( x ) = sin

k�x
l

; k = 1 ; 2 ; : : : : (3 :20)

‘¢®©áâ¢  à¥è¥¨© § ¤  ç¨ ˜âãà¬ -‹¨ã¢¨««ï.

1. X k ( x ) ®¡à §ãîâ ¯®«ãî á¨áâ¥¬ã ¢ L
2

(0 ; l ) (íâ® á¢®©áâ¢® ¨§¢¥áâ® ¨§

â¥®à¨¨ à ï¤®¢ ”ãàì¥).

2. Žàâ®£® «ì®áâì:

hX k ; X n i =

lZ

0

X k ( x ) X n ( x ) dx = 0 ¯à¨ k 6= n: (3 :21)

3.€á¨¬¯â®â¨ª  : � k � � k 2

¯à¨ k ! 1 â . ¥. áãé¥áâ¢ã ¥â

lim

k !1

� k

� k 2

> 0 :

“¯à ¦¥¨¥. •à®¢¥à¨¬ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á¢®©áâ¢® ®àâ®£® «ì®áâ¨ (3.21)

¤«ï X k :
• ¥è¥¨¥: ¯®áª ®«ìªã k 6= n; â®

lZ

0

sin

k�x
l

sin

n�x
l

dx =

1

2

lZ

0

[cos (

k�x
l

�
n�x

l
) � cos(

k�x
l

+

n�x
l

)] dx =

=

1

2

h
sin

( k � n ) �x
l

( k � n ) �
l

�
�
�
�

l

0

�
sin

( k + n ) �x
l

( k + n ) �
l

�
�
�
�

l

0

i
= 0 :

“¯à ¦¥¨¥. • ©â¨ ®à¬ã X k ¢ L
2

(0 ; l ) :
• ¥è¥¨¥.

jjX k jj 2 �

lZ

0

X 2

k ( x ) dx =

lZ

0

sin

2

k�x
l

dx =

lZ

0

1 � cos

2 k�x
l

2

dx =

lZ

0

1

2

dx �
sin

2 k�x
l

2

2 k�
l

�
�
�
�

l

0

=

l
2

:

(3 :22)

“¯à ¦¥¨¥. • à¨áã ¥¬ £à ä¨ª X k ( x ) :
• ¥è¥¨¥.

•¨á. 64



‡ ¤  ç . • ¥è¨âì § ¤  çã ˜âãà¬ -‹¨ã¢¨««ï, â . ¥.  ©â¨ á®¡áâ¢¥ë¥

äãªæ¨¨ ®¯¥à â®à  A � d 2

dx 2

  ®âà¥§ª ¥ [0 ; l ] ¯à¨ ¤àã£¨å ªà ¥¢ëå

ã á«®¢¨ïå:

X k (0) = X 0
k ( l ) = 0 ; (3 :23)

X 0
k (0) = X k ( l ) = 0 ; (3 :24)

X 0
k (0) = X 0

k ( l ) = 0 : (3 :25)

‡ ¤  ç . „«ï ª  ¦¤®£® ªà ¥¢®£® ã á«®¢¨ï (3.23)-(3.25) ¯à® ¤¥« âì ¯®á«¥¤¨¥

âà¨ ã¯à ¦¥¨ï.

Žâ¢¥âë:

•¨á. 65

„«ï (3.23): á¬. à¨á. 65,

� k = �
�

( k +

1

2

) �
l

�
2

;

X k ( x ) = sin

( k +

1

2

) �x
l

;

k = 0 ; 1 ; 2 ; : : : :

•¨á. 66

„«ï (3.24): á¬. à¨á. 66,

� k = �
�

( k +

1

2

) �
l

�
2

;

X k ( x ) = cos

( k +

1

2

) �x
l

;

k = 0 ; 1 ; 2 ; : : : :

•¨á. 67

„«ï (3.25): á¬. à¨á. 67,

� k = � (

k�
l

)

2 ;

X k ( x ) = cos

k�x
l

;

k = 0 ; 1 ; 2 ; : : : :

Œ® ¦® â  ª¦ ¥ à áá¬®âà¥âì ¯à®¨§¢®«ìë¥ ªà ¥¢ë¥ ã á«®¢¨ï ¢¨¤ 

�
0

X 0
k (0) + �

0

X k (0) = 0; �
1

X 0
k ( l ) + �

1

X k ( l ) = 0 ; (3 :26)

£ ¤¥ � 2

0

+ � 2

0

6= 0 ¨ � 2

1

+ � 2

1

6= 0 ; �
0 ; 1

¨ �
0 ; 1

| ¢¥é¥áâ¢¥ë¥ ç¨á« .



‡ ¤  ç . „®ª  ¦¨â¥, çâ® ¯à¨ ªà ¥¢ëå ã á«®¢¨ïå (3.26) ®¯¥à â®à

d 2

dx 2

á¨¬¬¥âà¨ç¥.

‡ ¬¥ç ¨¥ 3.2. ‘®¡áâ¢¥ë¥ äãªæ¨¨ ¨ á®¡áâ¢¥ë¥ ç¨á«  § ¤  ç (3.23)-

(3.25) ®¡« ¤ îâ ¢á¥¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ 1, 2, 3 § ¤  ç¨ (3.1) (¯®«®â  , ®àâ®£®-

 «ì®áâì,  á¨¬¯â®â¨ª   á®¡áâ¢¥ëå ç¨á¥«) (á¬. [3, 9, 11, 12, 14]).

3.Œ®£®¬¥à ï § ¤  ç    á®¡áâ¢¥ë¥ ç¨á« .

•  áá¬®âà¨¬ «î¡ãî ®£à ¨ç¥ãî ®¡« áâì 
 � R á £ « ¤ª ®© £à ¨æ¥©

@
 ¨ § ¤  çã  å ® ¦¤¥¨ï á®¡áâ¢¥ëå äãªæ¨© ¤«ï ®¯¥à â®à  ‹ ¯« á 

¢ 
 ¯à¨ ªà ¥¢ëå ã á«®¢¨ïå „¨à¨å«¥:

4 X k ( x ) = � k X k ( x ) ; x 2 
 ; (3 :27)

¯à¨ ªà ¥¢ëå ã á«®¢¨ïå „¨à¨å«¥:

X k

�
�
�
�
@


= 0 (3 :28)

Žª  §ë¢ ¥âá ï, ¥¥ á®¡áâ¢¥ë¥ äãªæ¨¨ ¯à¨ à §ëå � k â  ª¦ ¥ ®àâ®£® «ìë

¢ L
2

(
),   á®¡áâ¢¥ë¥ ç¨á«  � k | ®âà¨æ â¥«ìë.

‡ ¤  ç . „®ª  ¦¨â¥, çâ®: 1) ¯à¨ ªà ¥¢ëå ã á«®¢¨ïå (3.28) ®¯¥à â®à ‹ ¯« á 

á¨¬¬¥âà¨çë© ¨ ®âà¨æ â¥«ìë© ¨ 2) ¯à¨ ªà ¥¢ëå ã á«®¢¨ïå •¥©¬  

¢¬¥áâ® (3.28):

@Xk

@n

�
�
@


= 0 (3 :29)

(£ ¤¥ n | ®à¬ «ì ª @
), ®¯¥à â®à ‹ ¯« á  á¨¬¬¥âà¨ç¥ ¨ ¥¯®«® ¦¨â¥«¥;

� = 0 ï¢«ï¥âá ï á®¡áâ¢¥ë¬ ç¨á«®¬, X
0

( x ) � 1 :

x4. •  §«® ¦ ¥¨¥ ¯® á®¡áâ¢¥ë¬ äãªæ¨ï¬ § ¤  ç¨ ˜âãà¬ -‹¨ã¢¨««ï.

‘®¡áâ¢¥ë¥ äãªæ¨¨ sin

k�x
l ; k = 1 ; 2 ; : : : ®¡à §ãîâ ¯®«ãî á¨áâ¥¬ã

¢ L
2

(0 ; l ), ª  ª ãª  § ® ¢ëè¥. •®íâ®¬ã ®¨ ®¡à §ãîâ ®àâ®£® «ìë©

¡ §¨á ¢ L
2

(0 ; l ) ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, «î¡ãî äãªæ¨î ' ( x ) 2 L
2

(0 ; l ) ¬® ¦®

à §«® ¦¨âì ¯® íâ®¬ã ¡ §¨áã:

' ( x ) =

1X

1

' k X k ( x ) : (4 :1)

• ©¤¥¬ ä®à¬ã «ã ¤«ï ª ®íää¨æ¨¥â®¢ ' k : •â® ¤¥« ¥âá ï ¯à¨ ¯®¬®é¨

á®®â®è¥¨© ®àâ®£® «ì®áâ¨ (3.21): ã¬® ¦¨¬ (4.1)   X k ( x ) ¨ ¯à®¨-

â¥£à¨àã ¥¬ ®â 0 ¤® l . ’ ®£ ¤  ¯®«ãç¨¬

lZ

0

' ( x ) X n ( x ) dx =

1X

k =1

' k

lZ

0

X k ( x ) X n ( x ) dx = ' n

lZ

0

X 2

n ( x ) dx; (4 :2)

¯®áª ®«ìªã ¢á¥ á« £  ¥¬ë¥ ¢ áã¬¬¥ (4.2) á ®¬¥à ¬¨ k 6= n à ¢ë ã «î!

•®ç«¥®¥ ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ à ï¤  ¢ (4.2) § ª ®®, ¯®áª ®«ìªã à ï¤ (4.1)



á å ® ¤¨âá ï ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ L
2

(0 ; l ),   áª  «ïà®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ í«¥¬¥â®¢ ¨§

L
2

(0 ; l ) ¥¯à¥àë¢® ¯® ª  ¦¤®¬ã ¨§ á®¬® ¦¨â¥«¥©.

• ª ®¥æ, ãçâ¥¬ (3.22). ’ ®£ ¤  ¨§ (4.2) ¯®«ãç ¥¬ ¨áª ®¬ãî ä®à¬ã «ã:

' n =

lR

0

' ( x ) X n ( x ) dx

lR

0

X 2

n ( x ) dx

=

2

l

lZ

0

' ( x ) X n ( x ) dx: (4 :3)

“¯à ¦¥¨¥. • ©¤¥¬ ã á«®¢¨ï   äãªæ¨î ' ( x ), ¯à¨ ª ®â®àëå: 1) à ï¤

(4.1) á å ® ¤¨âá ï à ¢®¬¥à®   ®âà¥§ª ¥ [0 ; l ]; 2) à ï¤ (4.1) ¬® ¦® ¤¢  à § 

¯®ç«¥® ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ âì.

• ¥è¥¨¥:

1) ¤®áâ  â®ç® (å ®â ï ¨ ¥ ¥®¡ å ® ¤¨¬®), çâ®¡ë

1X

1

j' k j < 1 : (4 :4)

—â®¡ë íâ® ã á«®¢¨¥ ¢ë¯®«ï«®áì, ¯®âà¥¡ã ¥¬:

' ( x ) 2 C 1

[0 ; l ]; ' (0) = ' ( l ) = 0 : (4 :5)

‚ë¢¥¤¥¬ (4.4) ¨§ (4.5). ˆâ¥£à¨àã ï ¯® ç áâ ï¬, ¯®«ãç ¥¬:

' k =

2

l

lZ

0

' ( x ) sin

k�x
l

dx =

2

l

lZ

0

' ( x )

( � cos

k�x
l )

0

k�
l

dx =

2

k�

�
� ' ( x ) cos

k�x
l

�
� l

0

+

lZ

0

' 0
( x ) cos

k�x
l

dx
�
: (4 :5

0
)

•® ¤áâ  ®¢ª   §¤¥áì à ¢  ã «î ¢ á¨«ã ªà ¥¢ëå ã á«®¢¨© ¢ (4.5). •®íâ®¬ã

' k =

2

k� ' 0
k ; £ ¤¥ ' 0

k =

lR

0

' 0
( x ) cos

k�x
l dx: •® f cos

k�x
l g | ®àâ®£® «ì ï

á¨áâ¥¬  ¢ L
2

(0 ; l ) ; ¨

lR

0

cos

2

k�x
l dx =

l
2

; á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯® ¥à ¢¥áâ¢ã

•¥áá¥«ï

1X

1

j' 0
k j 2 �

2

l

lZ

0

j' 0
( x ) j 2 dx < 1 : (4 :6)

•®íâ®¬ã ¨§ ¥à ¢¥áâ¢  Š®è¨-•ãïª ®¢áª ®£® ¯®«ãç ¥¬:

1X

1

j' k j �
� 1X

1

j
2

k�
j

2 � 1

2

� 1X

1

j' 0
k j 2

� 1

2 < 1 ; (4 :6

0
)



2) ¤«ï ¤¢ãªà â®© ¤¨ää¥à¥æ¨àã ¥¬®áâ¨ à ï¤  (4.1) ¤®áâ  â®ç®, çâ®¡ë

à ï¤ ¤«ï ' 00
( x ) à ¢®¬¥à® á å ® ¤¨«á ï. •â®, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¢ë¯®«ï¥âá ï,

¥á«¨

1X

1

k 2 j' k j < 1 : (4 :7)

•®âà¥¡ã ¥¬ ¤«ï íâ®£® ¢ ¤®¯®«¥¨¥ ª (4.5), çâ®¡ë

' ( x ) 2 C 3

[0 ; l ] ; ¨ ' 00
(0) = ' 00

( l ) = 0 : (4 :8)

‚ë¢¥¤¥¬ (4.7) ¨§ (4.8), (4.5). „«ï íâ®£® § ¬¥â¨¬, çâ® ¢ á¨«ã (4.5), (4 :5

0
)

' k =

2 l
( k� )

2

lZ

0

' 00
( x )

(cos

k�x
l )

0

k�
l

dx =

=

2 l 2

( k� )

3

�
' 00

( x ) cos

k�x
l

�
�
�
�

l

0

�

lZ

0

' 000
( x ) cos

k�x
l

dx
�
:

(4 :9)

•® ¤áâ  ®¢ª   §¤¥áì à ¢  ã «î ¢ á¨«ã ªà ¥¢ëå ã á«®¢¨© (4.8). •®íâ®¬ã

' k =

� 2 l 2

( k� )

3

' 000
k , £ ¤¥ ' 000

k =

lR

0

' 000
( x ) cos

k�x
l dx •® ' 0002 L 2

(0 ; l ), á«¥¤®¢ â¥«ì®

(á¬. (4.6)):

1X

1

j' 000
k j 2 �

2

l

lZ

0

j' 000
( x ) j 2 dx < 1 ;

¨ ®âáî ¤    «®£¨ç® (4 :6

0
):

1X

1

k 2 j' k j �
2 l 2

� 3

1X

1

1

jkj
j' 000

k j < 1 (4 :9

0
)

‡ ¤  ç . „«ï äãªæ¨¨ ' ( x ) 2 C ( N )

[0 ; l ] ®æ¥ª¨

j' k j � C=jkjN ; k = 1 ; 2 ; : : : (4 :10)

¢ë¯®«ïîâá ï â®£ ¤  ¨ â®«ìª ® â®£ ¤ , ª ®£ ¤ 

' (0) = ' ( l ) = 0; ' 00
(0) = ' 00

( l ) = 0 ; : : : ; ' 2 n
(0) = ' 2 n

( l ) = 0 (4 :10

0
)

¯à¨ ¢á¥å 2 n � N � 2 ; n = 0 ; 1 ; 2 ; : : : (¤®ª  ¦¨â¥).

Žâ¬¥â¨¬, çâ® ªà ¥¢ë¬ ã á«®¢¨ï¬ (4 :10

0
) ã ¤®¢«¥â¢®à ïîâ , ¢ ç áâ®áâ¨, ¢á¥

á®¡áâ¢¥ë¥ äãªæ¨¨ sin

k�x
l : ‘ ¤àã£®© áâ®à®ë, ¯à¨ ã á«®¢¨¨ (4.10) à ï¤

(4.1) á å ® ¤¨âá ï   ®âà¥§ª ¥ [0 ; l ] à ¢®¬¥à® ¢¬¥áâ¥ á ¯à®¨§¢® ¤ë¬¨ ¤®



¯®à ï¤ª   N � 2. •®íâ®¬ã ¨§ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ ® ¤®à® ¤ëå ªà ¥¢ëå ã á«®¢¨©

(4 :10

0
) ¤«ï á®¡áâ¢¥ëå äãªæ¨© sin

k�x
l ¢ëâ¥ª  ¥â ¢ë¯®«¥¨¥ â¥å ¦ ¥

ªà ¥¢ëå ã á«®¢¨© ¨ ¤«ï áã¬¬ë à ï¤  (4.1). •â® ¤®ª  §ë¢ ¥â ¥®¡ å ® ¤¨¬®áâì

ã á«®¢¨© (4 :10

0
) ¤«ï (4.10).

‡ ¬¥ç ¨¥ 4.1. € «®£¨ç®, ¤«ï á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ ®æ¥ª¨ (4.10) ¤«ï

ª ®íää¨æ¨¥â®¢ ”ãàì¥ ' k à §«® ¦ ¥¨ï äãªæ¨¨ ' ( x ) ¯® ¤àã£¨¬ á¨áâ¥¬ ¬

á®¡áâ¢¥ëå äãªæ¨© X k ( x ), á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ªà ¥¢ë¬ ã á«®¢¨ï¬ (3.23)|

(3.25), ¥®¡ å ® ¤¨¬®, çâ®¡ë ' ( x ) ã ¤®¢«¥â¢®à ï«  â¥¬ ¦ ¥ ® ¤®à® ¤ë¬ ªà ¥¢ë¬

ã á«®¢¨ï¬, çâ® ¨ äãªæ¨¨ xk ( x ) ¨ ¨å ¯à®¨§¢® ¤ë¥ ¤® ¯®à ï¤ª   N � 2.

•¥âàã ¤® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® íâ¨ ã á«®¢¨ï â  ª¦ ¥ ¨ ¤®áâ  â®çë ¤«ï (4.10),

¥á«¨ ' 2 C ( N )

[0 ; l ].

‡ ¤  ç . ‘¤¥« âì ¯®á«¥¤¥¥ ã¯à ¦¥¨¥ ¤«ï á«ãç ï à §«® ¦ ¥¨© ¯®

á®¡áâ¢¥ë¬ äãªæ¨ï¬ § ¤  ç¨ ˜âãà¬ -‹¨ã¢¨««ï ¯à¨ ªà ¥¢ëå ã á«®¢¨ïå

(3.23)|(3.25).

“¯à ¦¥¨ï. •  §«® ¦¨âì ¯® á¨áâ¥¬¥ sin

k�x
l ; k = 1 ; 2 ; : : : á«¥¤ãîé¨¥

äãªæ¨¨:

1) ' ( x ) � 1 ; 0 < x < l: • ¥è¥¨¥:

' k =

2

l

lZ

0

sin

k�x
l

dx =

2

l
� cos

k�x
l

k�
l

�
�
�
�

l

0

=

=

2

k�

�
� cos k� + 1

�
=

2

k�

�
1 � ( � 1)

k �
:

(4 :11)

•¨á. 68

Žâ¬¥â¨¬, çâ® §¤¥áì ã á«®¢¨¥ (4.4)

¥ ¢ë¯®«ï¥âá ï. •â® á¢ï§ ® á â¥¬,

çâ® ' ( x ) � 1 ¥ ®¡à é ¥âá ï ¢ ã «ì

  ª ®æ å ¨â¥à¢ « ( à¨á.68).

2) ' ( x ) � x; 0 < x < l:
• ¥è¥¨¥:

' k =

2

l

lZ

0

x sin

k�x
l

dx =

2

l

lZ

0

x
( � cos

k�x
l )

0

k�
l

dx = : : : = �
2

k�
l ( � 1)

k : (4 :12)

•¨á. 69

‡¤¥áì j' k j � 1

k ¨§-§  â®£®, çâ®

' ( l ) 6= 0 (á¬. (4.10)|(4 :10

0
) ¨ à¨á.

69).



•¨á. 70

3) ' ( x ) = x ( l � x ) : ‚¥à® «¨, çâ®

§¤¥áì ' k = O (

1

k ), ¨«¨ O (

1

k 2

), ¨«¨

O (

1

k 3

) ; : : :?

‡ ¤  ç . •  §«® ¦¨â¥ äãªæ¨¨ ' ( x ) = 1 ; x; x 2 ; x ( l � x ) ¯® á®¡áâ¢¥ë¬

äãªæ¨ï¬ § ¤  ç ˜âãà¬ -‹¨ã¢¨««ï (3.23)|(3.25). ‚ ª  ¦¤®¬ ¨§ íâ¨å

á«ãç ¥¢ ã£  ¤ âì  á¨¬¯â®â¨ªã:

' k = O (

1

k
) ; O (

1

k 2

) ; : : :?

“ª  § ¨¥. ‚®á¯®«ì§ã©â¥áì § ¬¥ç ¨¥¬ 4.1.

x5. Œ¥â® ¤ ”ãàì¥ à¥è¥¨ï á¬¥è ®© § ¤  ç¨ (2.3)

¤«ï ãà ¢¥¨ï â¥¯«®¯à®¢® ¤®áâ¨.

ˆâ  ª, à¥è¨¬ § ¤  çã (2.3). „«ï ¯à®áâ®âë, ¯ã áâì á  ç «  f ( x; t ) � 0 ’ ®£ ¤ 

§ ¤  ç  ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤

@u
@t

= a2

@2 u
@x2

; u (0 ; t ) = u ( l; t ) = 0 ; t > 0 ; (5 :1)

u ( x; 0) = ' ( x ) ; 0 < x < l: (5 :2)

Ž¡é¨© á«ãç © f ( x; t ) 6� 0 à áá¬ âà¨¢ ¥âá ï ¨¦ ¥, ¢ x7.

•ã ¤¥¬ ¨áª  âì à¥è¥¨¥ § ¤  ç¨ (5.1)|(5.2) ¢ ¢¨¤¥ à ï¤ 

u ( x; t ) =

1X

1

Tk ( t ) X k ( x ); X k ( x ) = sin

k�x
l

: (5 :3)

‚ â  ª ®¬ ¢¨¤¥ ¬® ¦® § ¯¨á âì ¢®®¡é¥ «î¡ãî äãªæ¨î u ( x; t ), ¥á«¨ u ( x; t ) 2
L

2

(0 ; l ) ¯à¨ ª  ¦¤®¬ ä¨ª á¨à®¢ ®¬ t. ‡¤¥áì áãé¥áâ¢¥® á¢®©áâ¢®

¯®«®âë á®¡áâ¢¥ëå äãªæ¨© sin

k�x
l ¢ L

2

(0 ; l ). ‚ë¡®à ¡ §¨á  f sin

k�x
l g

®¯à¥¤¥«ï¥âá ï £à ¨çë¬¨ ã á«®¢¨ï¬¨, ¢å ® ¤ïé¨¬¨ ¢ (5.1). € ¨¬¥®,

ª  ¦¤®¥ á« £  ¥¬®¥ à ï¤  (5.3) ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â íâ¨¬ ªà ¥¢ë¬ ã á«®¢¨ï¬,

¯®áª ®«ìªã sin

k�x
l ã ¤®¢«¥â¢®à ïîâ ªà ¥¢ë¬ ã á«®¢¨ï¬ ¨§ (3.2).

—â®¡ë  ©â¨ à¥è¥¨¥ u ( x; t ) ®áâ  ¥âá ï «¨èì ®¯à¥¤¥«¨âì Tk ( t ) | â  ª  §ë-

¢ ¥¬ë¥ "¢à¥¬¥ë¥" äãªæ¨¨ (sin

k�x
l | "¯à®áâà áâ¢¥ë¥" äãªæ¨¨);

Tk ( t )  å ® ¤ïâá ï ¯® ¤áâ  ®¢ª ®© à ï¤  (5.3) ¢ ãà ¢¥¨ï (5.1) ¨ (5.2).

‡ ¬¥ç ¨¥ 5.1. •  ¢¥áâ¢  (5.1) ¤«ï äãªæ¨¨ u ( x; t ) ¨§ (5.3) ä®à¬ «ì®

¢ë¯®«ïîâá ï, ¯®áª ®«ìªã ®¨ ¢ë¯®«ïîâá ï ¤«ï ª  ¦¤®£® á« £  ¥¬®£® à ï¤ 

(5.3). ‘âàãªâãà  (5.3) à¥è¥¨ï ®¡êïáï¥â  §¢ ¨¥ ¬¥â® ¤  "à §¤¥«¥¨ï

¯¥à¥¬¥ëå" (  â  ª¦ ¥ "á®¡áâ¢¥ëå äãªæ¨©").



1. • å ® ¦¤¥¨¥ ¢à¥¬¥ëå äãªæ¨©.

€. •® ¤áâ  ¢«ï¥¬ à ï¤ (5.3) ¢ ãà ¢¥¨¥ (5.1): ¤«ï t > 0

1X

1

T 0
k ( t ) sin

k�x
l

= a2

1X

1

Tk ( t )( � (

k�
l

)

2

) sin

k�x
l

; 0 < x < l: (5 :4)

‡¤¥áì ¬ë ¯¥à¥áâ  ¢¨«¨ ®¯¥à â®àë ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï

@
@t ¨

@2

@x2

á áã¬¬¨-

à®¢ ¨¥¬ à ï¤ . ‡ ª ®®áâì â  ª ®© ¯¥à¥áâ  ®¢ª¨ ¬ë ¥é¥ ¡ã ¤¥¬ ®¡áã¦¤ âì

¨¦ ¥. ‚ íâ®¬ ¨ § ª«îç ¥âá ï ®¡®á®¢ ¨¥ ¬¥â® ¤  ”ãàì¥.

Šà®¬¥ â®£®, ¢ (5.4) ¨á¯®«ì§®¢ ® à ¢¥áâ¢®

@2

@x2

sin

k�x
l

= � (

k�
l

)

2

sin

k�x
l

(5 :5)

¤«ï á®¡áâ¢¥ëå äãªæ¨© § ¤  ç¨ ˜âãà¬ -‹¨ã¢¨««ï (3.1)|(3.2). ‡ ¬¥-

â¨¬, çâ® ªà ¥¢ë¥ ã á«®¢¨ï § ¤  ç¨ ˜âãà¬ -‹¨ã¢¨««ï ã¦ ¥ ¨á¯®«ì§®¢ ë

¢ëè¥ (á¬. § ¬¥ç ¨¥ 5.1).

„ «¥¥, ¥á«¨ à ï¤ë ¢ (5.4) á å ® ¤ïâá ï ¢ L
2

(0 ; l ), â® ¢ á¨«ã ®àâ®£® «ì®áâ¨

¡ §¨á  f sin

k�x
l g ¯®«ãç ¥¬ à ¢¥áâ¢® ª ®íää¨æ¨¥â®¢ íâ¨å à ï¤®¢:

T 0
k ( t ) = � a2

(

k�
l

)

2

Tk ( t ) = � (

ak�
l

)

2

Tk ( t ) ; t > 0 ; k = 1 ; 2 ; : : : : (5 :6)

•â® | «¨¥©®¥ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¥ ãà ¢¥¨¥ á ¯®áâ® ïë¬¨ ª ®íää¨-

æ¨¥â  ¬¨, ® ¤®à® ¤®¥. ‘®áâ  ¢«ï¥¬ å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®¥ ãà ¢¥¨¥:

� = � (

ak�
l

)

2

(5 :7)

Žâáî ¤  ®¡é¥¥ à¥è¥¨¥

Tk ( t ) = Ck e� (

ak�
l )

2 t
(5 :8)

•® ¤áâ  ¢«ïï ¢ (5.3), ¯®«ãç ¥¬

u ( x; t ) =

1X

1

Ck e� (

ak�
l )

2 t
sin

k�x
l

(5 :9)

•. •¥¨§¢¥áâë¥ ª ®áâ  âë Ck ¢ (5.9)  å ® ¤ïâá ï ¨§   ç «ìëå ã á«®¢¨©

(5.2). € ¨¬¥®, ¯® ¤áâ  ¢«ïï à ï¤ (5.3) ¢ (5.2),  å ® ¤¨¬:

1X

1

Tk (0) sin

k�x
l

= ' ( x ) ; 0 < x < l: (5 :10)



‘«¥¤®¢ â¥«ì®, Tk (0) á®¢¯ ¤ îâ á ª ®íää¨æ¨¥â  ¬¨ ”ãàì¥ äãªæ¨¨ ' ( x )

¯® á¨áâ¥¬¥ sin

k�x
l (á¬. (4.3)):

Tk (0) = ' k �
2

l

lZ

0

' ( x ) sin

k�x
l

dx (5 :11)

•® ¤áâ  ¢«ïï áî ¤  (5.8),  å ® ¤¨¬

Ck = ' k : (5 :12)

ˆâ  ª, ¨§ (5.9) ¯®«ãç ¥¬

u ( x; t ) =

1X

1

' k e� (

ak�
l )

2 t
sin

k�x
l

: (5 :13)

2. •à®¢¥àª   à¥è¥¨ï (5.13).

„¥©áâ¢¨â¥«ì® «¨ à ï¤ (5.13) | à¥è¥¨¥ § ¤  ç¨ (5.1) - (5.2)?

€. •à¨ t > 0 à ï¤ (5.13) á å ® ¤¨âá ï ¯à¨ ª  ¦¤®¬ x 2 [0 ; l ] : •ã áâì,  ¯à¨¬¥à,

' ( x ) 2 L
2

(0 ; l ) : (5 :14)

’ ®£ ¤  à ï¤ (5.10) á å ® ¤¨âá ï ¢ íâ®¬ ¦ ¥ ¯à®áâà áâ¢¥ L
2

(0 ; l ) : ‚ á ¬®¬ ¤¥«¥,

¯® ¥à ¢¥áâ¢ã Š®è¨-•ãïª ®¢áª ®£®

j' k j �
2

l

lZ

0

j' ( x ) j dx �
2

l

�
lZ

0

dx )

1

2

�
lZ

0

' 2

( x ) dx )

1

2 � const : (5 :15)

‘«¥¤®¢ â¥«ì®, à ï¤ (5.13) ¯à¨ ä¨ª á¨à®¢ ®¬ t > 0 ¬ ¦ ®à¨àã ¥âá ï

ç¨á«®¢ë¬ à ï¤®¬

const �
1X

1

e� (

ak�
l )

2 t
= const �

1X

1

e� "k 2

; (5 :16)

£ ¤¥ " = (

a�
l )

2 t > 0 ; ª ®â®àë© ¡ëáâà® á å ® ¤¨âá ï. Žâáî ¤ , ¯® â¥®à¥¬¥

‚¥©¥àèâà áá , äãªæ¨® «ìë© à ï¤ (5.13) á å ® ¤¨âá ï à ¢®¬¥à®   [0 ; l ]

¯à¨ 8t > 0 ª ¥¯à¥àë¢®© ¯® x äãªæ¨¨.

‘«¥¤áâ¢¨¥. •ï¤ (5.13) ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â ªà ¥¢ë¬ ã á«®¢¨ï¬ (2.2).

•. •ï¤ (5.13) | ¤¨ää¥à¥æ¨àã ¥¬ ï äãªæ¨ï ®â x 2 [0 ; l ] ¯à¨ 8t > 0.

„¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯® â¥®à¥¬¥ ® ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¨ à ï¤ , ¯à¨ 8t > 0

@u
@x

( x; t ) =

1X

1

' k e� (

ak�
l )

2 t � � cos

k�x
l

� k�
l

; (5 :17)



¥á«¨ à ï¤ ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ á å ® ¤¨âá ï à ¢®¬¥à® ¯® x   [0 ; l ] : •® ¯®á«¥¤¥¥

ã á«®¢¨¥ ¢ë¯®«¥®, ¯®áª ®«ìªã à ï¤ (5.17) ¬ ¦ ®à¨àã ¥âá ï á å ® ¤ïé¨¬á ï

ç¨á«®¢ë¬ à ï¤®¬

const �
�
l

1X

1

ke� "k 2

< 1 : (5 :18)

‚. •ï¤ (5.13) ¨¬¥¥â ¯à®¨§¢® ¤ë¥ ¯® x ¨ ¯® t ¢á¥å ¯®à ï¤ª ®¢ ¯à¨ t > 0

•â® ¤®ª  §ë¢ ¥âá ï   «®£¨ç® •.

‘«¥¤áâ¢¨¥. ‚á¥ ¯®ç«¥ë¥ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï à ï¤®¢ ¢ (5.4) § ª ®ë,

¨ ¯®íâ®¬ã à ï¤ (5.13) ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â ãà ¢¥¨î â¥¯«®¯à®¢® ¤®áâ¨ (1.1).

• ª ®¥æ, ¯à¨ t = 0 à ï¤ (5.13) ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â   ç «ì®¬ã ã á«®¢¨î (2.1)

¢¢¨¤ã (5.10), (5.11) ¢ á«¥¤ãîé¥¬ á¬ëá«¥ (¤®ª  ¦¨â¥!)

jju ( t; x ) � ' ( x ) jjL
2

(0 ;l )

! 0 ¯à¨ t ! 0 + :

‡ ¬¥ç ¨¥ 5.2 . “ á«®¢¨¥ (5.14) ¯®§¢®«ï¥â äãªæ¨¨ ' ( x ) ¨¬¥âì à §àë¢ë:

 ¯à¨¬¥à, ¯ã áâì ' ( x ) � 0 ¯à¨ x < l
2

; u ( x ) � 1 ¯à¨ x < l
2

: ’  ª¨¬ ®¡à §®¬,

äãªæ¨ï u ( x; 0) = ' ( x ) ¡ã ¤¥â à §àë¢®©. ‚ â® ¦ ¥ ¢à¥¬ï à¥è¥¨¥ u ( x; t )

¯à¨ 8t > 0 ¡ã ¤¥â £ « ¤ª ®© äãªæ¨¥©   [0 ; l ]! Š ª £®¢®à ïâ , ãà ¢¥¨¥

â¥¯«®¯à®¢® ¤®áâ¨ (1.1) \á£ « ¦¨¢ ¥â"   ç «ìë¥ ¤ ë¥.

“¯à ¦¥¨¥. • ©â¨ à¥è¥¨¥ á¬¥è ®© § ¤  ç¨

8
<

:

@u
@t = 9

@2 u
@x2

( x; t ) ; 0 < x < 5 ; t > 0 ;
u (0 ; t ) = u (5 ; t ) = 0 ;
u ( x; 0) = 1 :

• ¥è¥¨¥. •® ä®à¬ã «¥ (5.13)

u ( x; t ) =

1X

1

' k e� (

3 k�
5

)

2 t
sin

k�x
5

; (5 :19)

£ ¤¥ ' k  å ® ¤ïâá ï ¯® ä®à¬ã «¥ (5.11):

' k =

2

5

5Z

0

sin

k�x
5

dx =

2

k�

�
1 � ( � 1)

k �
: (5 :20)

“¯à ¦¥¨¥. • ©â¨ ¯à¥¤¥« à¥è¥¨ï (5.19) ¯à¨ t ! 1 :
• ¥è¥¨¥.

lim

t ! + 1
u ( x; t ) = lim

t ! + 1

1X

1

' k e� (

3 k�
5

)

2 t
sin

k�x
5

=

=

1X

1

' k lim

t ! + 1
e� (

3 k�
5

)

2 t
sin

k�x
5

=

1X

1

0 = 0 :

(5 :21)



‡ ¤  ç . Ž¡®áã©â¥ ¯¥àáâ  ®¢ªã ¯à¥¤¥«  á áã¬¬¨à®¢ ¨¥¬ à ï¤  ¢ (5.21).

“¯à ¦¥¨¥. • ©â¨ à¥è¥¨¥ á¬¥è ®© § ¤  ç¨

8
<

:

ut ( x; t ) = 4 uxx ( x; t ) ; 0 < x < 3 ; t > 0 ;
u (0 ; t ) = 0 ; ux (3 ; t ) = 0 ;
u ( x; 0) = x:

(5 :22)

• ¥è¥¨¥. ‡¤¥áì à¥è¥¨¥  ¤® à §« £  âì ¯® á®¡áâ¢¥ë¬ äãªæ¨ï¬

§ ¤  ç¨ ˜âãà¬ -‹¨ã¢¨««ï (3.23) (á¬. à¨á.65):

u ( x; t ) =

1X

0

Tk ( t ) sin

( k +

1

2

) �x
3

: (5 :23)

•® ¤áâ  ¢«ïï íâ®â à ï¤ ¢ (5.22), ¯®«ãç ¥¬

1X

0

T 0
k ( t ) sin

( k +

1

2

) �x
3

= 4

1X

0

�
�

( k +

1

2

) �
3

�
2

Tk ( t ) sin

( k +

1

2

) �x
3

: (5 :24)

Žâáî ¤  ¯à¨ 8k = 0 ; 1 ; 2 ; : : :

T 0
k ( t ) = �

�
2( k +

1

2

) �
3

�
2

Tk ( t ) ) Tk ( t ) = Ck e�
�

2( k +

1

2

) �

3

�
2

t : (5 :25)

•® ¤áâ  ¢«ïï (5.23) ¢   ç «ì®¥ ã á«®¢¨¥ § ¤  ç¨ (5.22), ¯®«ãç ¥¬

1X

0

Tk (0) sin

( k +

1

2

) �x
3

= x = ) Tk (0) =

2

3

3Z

0

x sin

( k +

1

2

) �x
3

dx =

=

2

3

x
� cos

( k +

1

2

) �x
3

( k +

1

2

) �
3

�
�
�
�
�

3

0

+

2

3

3Z

0

cos

( k +

1

2

) �x
3

( k +

1

2

) �
3

dx = 0 +

2

3

sin

( k +

1

2

) �x
3

(

( k +

1

2

) �
3

)

2

�
�
�
�
�

3

0

=

=

2

3

sin( k +

1

2

) �

(

( k +

1

2

) �
3

)

2

=

2

3

( � 1)

k
9

( k +

1

2

)

2

� 2

=

6( � 1)

k

( k +

1

2

)

2

� 2

:

•®áª ®«ìªã ¢ (5.25) Ck = Tk (0) ; â®, ¯® ¤áâ  ¢«ïï Tk ( t ) ¢ (5.23),  å ® ¤¨¬

u ( x; t ) =

1X

0

6( � 1)

k

( k +

1

2

)

2 � 2

e�
4 � 2

( k +

1

2

)

2 t

9

sin

( k +

1

2

) �x
3

:

‡ ¤  ç . • ©¤¨â¥ à¥è¥¨¥ á¬¥è ®© § ¤  ç¨

8
<

:

ut ( x; t ) = 16 uxx ( x; t ) ; 0 < x < 3 ; t > 0 ;
ux (0 ; t ) = ux (3 ; t ) = 0 ;
u ( x; 0) = x:



‡ ¤  ç . • ©¤¨â¥ ¯à¥¤¥« ¯à¨ t ! 1 à¥è¥¨ï ¯à¥¤ë¤ãé¥© § ¤  ç¨.

Žâ¢¥â: lim

t !1
u = '

0

� 1

3

3R

0

x dx =

1

3

9

2

=

3

2

:

x6. ‘¬¥è  ï § ¤  ç  ¤«ï ãà ¢¥¨ï „ « ¬¡¥à .

• ¥è¨¬ á¬¥è ãî § ¤  çã

utt ( x; t ) = a2 uxx ( x; t ) ; 0 < x < l; t > 0 ; (6 :1)

u (0 ; t ) = 0 ; u ( l; t ) = 0 ; (6 :2)

u ( x; 0) = ' ( x ) ; ut ( x; 0) =  ( x ) : (6 :3)

‚ ®¯¥à â®à®© ä®à¬¥ ®  § ¯¨áë¢ ¥âá ï, ¯® ¤®¡® (2.3), ¢ ¢¨¤¥

(
@2 û
@t2 ( t ) = a2 Aû ( t ) ; t > 0 ;
û (0) = '; @̂u

@t (0) =  :
(6 :4)

1. • ¥è¥¨¥ § ¤  ç¨ (6.1) |(6.3).

•ã ¤¥¬ ¨áª  âì à¥è¥¨¥ ¢ ¢¨¤¥ à ï¤  (5.3):

u ( x; t ) =

1X

1

Tk ( t ) sin

k�x
l

: (6 :5)

€. •® ¤áâ  ¢«ïï (6.5) ¢ (6.1), ¯®«ãç ¥¬ ä®à¬ «ì®:

1X

1

T 00
k ( t ) sin

k�x
l

= a2

1X

1

� (

k�
l

)

2

Tk ( t ) sin

k�x
l

: (6 :6)

Žâáî ¤ , ¥á«¨ íâ¨ à ï¤ë á å ® ¤ïâá ï ¢ L
2

(0 ; l ) ;  å ® ¤¨¬ ãà ¢¥¨ï ¤«ï

¢à¥¬¥ëå äãªæ¨© (áà ¢¨â¥ (5.6)):

T 00
k ( t ) = � (

ak�
l

)

2

Tk ( t ) ; 8k = 1 ; 2 ; : : : : (6 :7)

…£® ®¡é¥¥ à¥è¥¨¥ (áà ¢¨â¥ (5.8)):

Tk ( t ) = Ak cos

ak�
l

t + Bk sin

ak�
l

t: (6 :8)

•. •¥¨§¢¥áâë¥ ª ®áâ  âë Ak ¨ Bk  å ® ¤ïâá ï ¨§   ç «ìëå ã á«®¢¨©

(6.3):

8
<

:

u ( x; 0) =

P 1
1

Tk (0) sin

k�x
l = ' ( x ) ) Tk (0) = ' k ; (á¬ :(5 :11))

ut ( x; 0) =

P 1
1

T 0
k (0) sin

k�x
l =  ( x ) ) T 0

k (0) =  k � 2

l

lR

0

 k ( x ) sin

k�x
l dx:



•® ¤áâ  ¢«ïï áî ¤  (6.8),  å ® ¤¨¬:

Tk (0) = Ak = ' k ;

T 0
k (0) = Bk

ak�
l

=  k ) Bk =

 k

(

ak�
l )

:
(6 :9)

•®íâ®¬ã ¯® ä®à¬ã «¥ (6.8),

Tk ( t ) = ' k cos

ak�
l

t +

 k

(

ak�
l )

sin

ak�
l

t:

• ª ®¥æ, ¯® ¤áâ  ¢«ïï (6.9) ¢ (6.5), ¯®«ãç ¥¬

u ( x; t ) =

1X

1

�
' k cos

ak�
l

t +

 k

(

ak�
l )

sin

ak�
l

t
�

sin

k�x
l

t: (6 :10)

•à¨ ¯®«ãç¥¨¨ ä®à¬ã « (6.7) ¬ë ®¯ïâì ¯¥à¥áâ  ¢«ï¥¬ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï

¯® x ¨ t á áã¬¬¨à®¢ ¨¥¬ à ï¤ . ‡ ª ®® «¨ íâ®?

2. •à®¢¥àª   à¥è¥¨ï (6.10).

€. ‘å ® ¤¨âá ï «¨ à ï¤ (6.10)? Ž ¬ ¦ ®à¨àã ¥âá ï ç¨á«®¢ë¬ à ï¤®¬

const �
1X

1

�
j' k j +

j k j
k

�
: (6 :11)

„«ï á å ® ¤¨¬®áâ¨ íâ®£® à ï¤  ¤®áâ  â®ç®, çâ®¡ë

�
' ( x ) 2 C 1

[0 ; l ] ; ' (0) = ' ( l ) = 0;

 ( x ) 2 C [0 ; l ] :
(6 :12)

•â® ¤®ª  §ë¢ ¥âá ï   «®£¨ç® ¢ë¢® ¤ã (4.4) ¨§ (4.5).

•. • ¬ ã¦®, çâ®¡ë à ï¤ (6.5) ¬® ¦® ¡ë«® ¡ë ¤¢  à §  ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ âì

¯®ç«¥® ¯® x ¨ t . „«ï íâ®£® ¤®áâ  â®ç  á å ® ¤¨¬®áâì à ï¤ 

1X

1

�
k 2 j k j + kj' k j

�
< 1 : (6 :13)

„«ï á å ® ¤¨¬®áâ¨ íâ®£® à ï¤  ¤®áâ  â®ç®, çâ®¡ë

�
' ( x ) 2 C 3

[0 ; l ] ; ' (0) = ' ( l ) = 0 ; ' 00
(0) = ' 00

( l ) = 0;

 ( x ) 2 C 2

[0 ; l ] ;  (0) =  ( l ) = 0 :
(6 :14)

•â® ®¡®á®¢ë¢ ¥âá ï   «®£¨ç® ¢ë¢® ¤ã (4.7) ¨§ (4.8).



‚ë¢® ¤. •ï¤ (6.10) ï¢«ï¥âá ï à¥è¥¨¥¬ § ¤  ç¨ (6.1)|(6.3), ¥á«¨ äãªæ¨¨

' ¨  ã ¤®¢«¥â¢®à ïîâ ã á«®¢¨ï¬ (6.14).

‡ ¬¥ç ¨¥ 6.1. •®«¥¥ â®çë¥ (¬¥¥¥ ®£à ¨ç¨â¥«ìë¥) ã á«®¢¨ï   ';  
¤ îâá ï ¢ â¥à¬¨ å á®¡®«¥¢áª¨å ¯à®áâà áâ¢ (á¬. [9], [10] ¨ ¨¦ ¥ x8 íâ®©

£ « ¢ë).

“¯à ¦¥¨¥. • ©â¨ à¥è¥¨¥ á¬¥è ®© § ¤  ç¨

ut = 9 uxx ( x; t ) ; 0 < x < 4 ; t > 0 ; (6 :15)

ux (0 ; t ) = 0 ; u (4 ; t ) = 0 ; (6 :16)

u ( x; 0) = 0 ; ut ( x; 0) = 16 � x 2 : (6 :17)

• ¥è¥¨¥. •ã¦® à¥è¥¨¥ à §« £  âì ¯® á®¡áâ¢¥ë¬ äãªæ¨ï¬ § ¤  ç¨

˜âãà¬ -‹¨ã¢¨««ï (3.24) (á¬. à¨á. 66):

u ( x; t ) =

1X

0

Tk ( t ) cos

( k +

1

2

) �x
4

: (6 :18)

•® ¤áâ  ®¢ª   ¢ (6.15) ¤ ¥â ,   «®£¨ç® (6.7):

T 00
k ( t ) = � 9

�
( k +

1

2

) �
4

�
2

Tk ( t ) : (6 :19)

•  ç «ìë¥ ã á«®¢¨ï (6.17) ¤ îâ

Tk (0) = ' k = 0 ;

T 0
k (0) =  k �

2

4

4Z

0

(16 � x 2

) cos

( k +

1

2

) �x
4

dx =

�
4

( k +

1

2

) �

� 3

( � 1)

k :
(6 :20)

Žâ¬¥â¨¬, çâ® §¤¥áì ' k � 0,   ¤«ï  ( x ) ¢ë¯®«ïîâá ï ã á«®¢¨ï,   «®£¨çë¥

(6.14):  ( x ) � 16 � x 2 2 C 2

[0 ; 4];  0
(0) =  (4) = 0, â . ¥.  ( x ) ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â

â¥¬ ¦ ¥ ® ¤®à® ¤ë¬ ªà ¥¢ë¬ ã á«®¢¨ï¬, çâ® ¨ á®¡áâ¢¥ë¥ äãªæ¨¨

X k ( x ) = cos

( k +

1

2

) �x
4

, ¨  k � C=k3 ; á®£ « á® § ¬¥ç ¨î 4.1. •®íâ®¬ã

®æ¥ª   (6.13) ¨¬¥¥â ¬¥áâ®.

•®íâ®¬ã ¨§ (6.19) | (6.20)  å ® ¤¨¬   «®£¨ç® (6.8) |(6.9), çâ®

Tk ( t ) =

 k sin

3( k +

1

2

) �t
4

3

( k +

1

2

) �
4

:

Žâ¢¥â:

u ( x; t ) =

1X

1

256( � 1)

k

3

�
( k +

1

2

) �
�

4

sin

3( k +

1

2

) �t
4

cos

( k +

1

2

) �x
4

:



x7. •  á¯à®áâà ¥¨¥ ¬¥â® ¤  ”ãàì¥   ¥® ¤®à® ¤ë¥ ãà ¢¥¨ï.

1. “à ¢¥¨¥ â¥¯«®¯à®¢® ¤®áâ¨.

€. •  áá¬®âà¨¬ á¬¥è ãî § ¤  çã ¤«ï ¥® ¤®à® ¤®£® ãà ¢¥¨ï â¥¯«®-

¯à®¢® ¤®áâ¨ á ® ¤®à® ¤ë¬¨ ªà ¥¢ë¬¨ ã á«®¢¨ï¬¨ (¥® ¤®à® ¤ë¥ ªà ¥¢ë¥

ã á«®¢¨ï | íâ® á«¥¤ãîé¨© íâ  ¯ ¢ à §¢¨â¨¨ ¬¥â® ¤  ”ãàì¥):

8
<

:

@u
@t = a2

@2 u
@x2

+ f ( x; t ) ; 0 < x < l;
u (0 ; t ) = 0 ; u ( l; t ) = 0 ;
u ( x; 0) = ' ( x ) :

(7 :1)

• ¥è¥¨¥ íâ®© § ¤  ç¨ ¨é¥âá ï â  ª¦ ¥ ¢ ¢¨¤¥ (5.3), (6.5):

u ( x; t ) =

1X

1

Tk ( t ) sin

k�x
l

: (7 :2)

•®¢ë¬ è £®¬ ¡ã ¤¥â à §«® ¦ ¥¨¥ ¢ â  ª ®© ¦ ¥ à ï¤ ¯® á®¡áâ¢¥ë¬ äãªæ¨ï¬

§ ¤  ç¨ ˜âãà¬ -‹¨ã¢¨««ï:

f ( x; t ) =

1X

1

f k ( t ) sin

k�x
l

; f k ( t ) =

2

l

lZ

0

f ( x; t ) sin

k�x
l

dx: (7 :3)

’  ª ®¥ à §«® ¦ ¥¨¥ ¢®§¬® ¦® ¢ á¨«ã ¯®«®âë á¥¬¥©áâ¢  á®¡áâ¢¥ëå

äãªæ¨© sin

k�x
l ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ L

2

(0 ; l ), ¥á«¨ f ( x; t ) 2 L
2

(0 ; l ) ¯à¨ ª  ¦¤®¬

ä¨ª á¨à®¢ ®¬ t > 0.

•. „«ï  å ® ¦¤¥¨ï ¢à¥¬¥ëå äãªæ¨© Tk ( t ) ¯® ¤áâ  ¢¨¬ à §«® ¦ ¥¨ï

(7.2), (7.3) ¢ (7.1):

1X

1

T 0
k ( t ) sin

k�x
l

= a2

1X

1

� (

k�
l

)

2

Tk ( t ) sin

k�x
l

+

1X

1

f k ( t ) sin

k�x
l

: (7 :4)

Žâáî ¤ , ¢ á¨«ã ®àâ®£® «ì®áâ¨ á¥¬¥©áâ¢  á®¡áâ¢¥ëå äãªæ¨©, ¯®«ã-

ç ¥¬

T 0
k ( t ) = � (

ak�
l

)

2

Tk ( t ) + f k ( t ) ; t > 0 ; k = 1 ; 2 ; : : : : (7 :5)

ˆâ  ª, ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¥ ãà ¢¥¨¥ ¤«ï ¢à¥¬¥ëå äãªæ¨© ¯®«ãç¥®.

—â®¡ë ®¯à¥¤¥«¨âì íâ¨ äãªæ¨¨ ® ¤®§  ç®, ã¦® ãç¥áâì   ç «ì®¥

ã á«®¢¨¥ ¢ (7.1)

1X

1

Tk (0) sin

k�x
l

= ' ( x ) ) Tk (0) =

2

l

lZ

0

' ( x ) sin

k�x
l

dx: (7 :6)



Žâ¬¥â¨¬, çâ® ªà ¥¢ë¥ ã á«®¢¨ï ¢ (7.1) ¢ë¯®«ïîâá ï  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ¢

á¨«ã à §«® ¦ ¥¨ï (7.2) (¯®áª ®«ìªã ®¨ ¢ë¯®«ïîâá ï ¤«ï á®¡áâ¢¥ëå

äãªæ¨© sin

k�x
l ), ¥á«¨ Tk ( t ) = O

�
1

k 2

�
:

‚. •à¨¬¥¨¬ íâã á å ¥¬ã ¤«ï à¥è¥¨ï § ¤  ç.

“¯à ¦¥¨¥. • ¥è¨¬ á¬¥è ãî § ¤  çã

( ut = 16 uxx + 2 ; 0 < x < 7 ; t > 0 ;
ux (0 ; t ) = u (7 ; t ) = 0 ;
u ( x; 0) = 0 :

(7 :7)

• ¥è¥¨¥. ˆ§ ¢¨¤  ªà ¥¢ëå ã á«®¢¨© ¢ëâ¥ª  ¥â , çâ® à¥è¥¨¥ ã¦®

à áª« ¤ë¢ âì ¯® á®¡áâ¢¥ë¬ äãªæ¨ï¬ § ¤  ç¨ ˜âãà¬ -‹¨ã¢¨««ï (3.24)

(á¬. à¨á. 66):

u ( x; t ) =

1X

0

Tk ( t ) cos

( k +

1

2

) �x
7

: (7 :8)

•® ¤áâ  ¢«ïï íâ®â à ï¤ ¢ (7.7), ¯®«ãç ¥¬ ãà ¢¥¨¥ ¢¨¤  (7.5)

T 0
k ( t ) = �

�
4( k +

1

2

) �
7

� 2

Tk + f k ; t > 0 ; k = 1 ; 2 ; : : : : (7 :9)

£ ¤¥

f k �
2

7

7Z

0

2 cos

( k +

1

2

) �x
7

dx =

4

7

sin

( k +

1

2

) �x
7

(

( k +

1

2

) �
7

)

�
�
�
�
�

7

0

= 4

( � 1)

k

( k +

1

2

) �
: (7 :10)

ˆ§   ç «ì®£® ã á«®¢¨ï § ¤  ç¨ ®ç¥¢¨¤® á«¥¤ã ¥â , çâ®

Tk (0) = 0 : (7 :11)

• ¥è¨¬ § ¤  çã (7.9), (7.11). Ž¡é¥¥ à¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï (7.9) ¨¬¥¥â ¢¨¤:

Tk ( t ) = T 0

k ( t ) + T ç

k ( t ) ; (7 :12)

£ ¤¥ T 0

k | ®¡é¥¥ à¥è¥¨¥ ® ¤®à® ¤®£® ãà ¢¥¨ï:

T 0

k ( t ) = Ck e�
�

4( k +

1

2

) �

7

�
2

t
(7 :13)

— áâ®¥ à¥è¥¨¥ | ª ®áâ  â  : T ç

k ( t ) = Ak . •® ¤áâ  ¢«ïï ¢ (7.9), ¯®«ãç ¥¬

0 = �
�

4( k +

1

2

) �
7

�
2

Ak + f k = )

Ak =

49 f k

16

�
( k +

1

2

) �
�

2

=

49( � 1)

k

4

�
( k +

1

2

) �
�

3

:
(7 :14)



•® ¤áâ  ¢«ïï (7.13) ¨ (7.14) ¢ (7.12), ¯®«ãç ¥¬

Tk ( t ) = Ck e� (

4( k +

1

2

) �

7

)

2 t
+

49( � 1)

k

4

�
( k +

1

2

) �
�

3

: (7 :15)

’ ¥¯¥àì ã¦® ãç¥áâì (7.11):

0 = Ck +

49( � 1)

k

4

�
( k +

1

2

) �
�

3

) Ck = �
49( � 1)

k

4

�
( k +

1

2

) �
�

3

: (7 :16)

• ª ®¥æ, ¯® ¤áâ  ¢«ïï (7.15) ¢ (7.8), ¯®«ãç ¥¬

u ( x; t ) =

1X

0

( � 1)

k 49

4

�
( k +

1

2

) �
�

3

h
� e� (

4( k +

1

2

�

7

)

2 t
+ 1

i
cos

( k +

1

2

) �x
7

: (7 :17)

“¯à ¦¥¨¥. • ©â¨ ¯à¥¤¥« à¥è¥¨ï § ¤  ç¨ (7.7) ¯à¨ t ! + 1 :
• ¥è¥¨¥. •¥à¥å ® ¤ï ª ¯à¥¤¥«ã ¯à¨ t ! 1 ¢ ª  ¦¤®¬ ç«¥¥ à ï¤  (7.17),

¯®«ãç ¥¬ (®¡®á®¢ âì § ª ®®áâì!)

u1 ( x ) � lim

t ! + 1
u ( x; t ) =

1X

0

49( � 1)

k

4

�
( k +

1

2

) �
�

3

cos

( k +

1

2

) �x
7

: (7 :18)

‚ëç¨á«¨¬ áã¬¬ã íâ®£® à ï¤ . „«ï íâ®£® § ¬¥â¨¬, çâ®

u0
1 ( x ) = �

1X

0

7

4

( � 1)

k

�
( k +

1

2

) �
�

2

sin

( k +

1

2

) �x
7

; (7 :19)

u00
1 ( x ) = �

1X

0

( � 1)

k

4( k +

1

2

) �
cos

( k +

1

2

) �x
7

= �
1

8

(7 :20)

£ ¤¥ ¯®á«¥¤¥¥ à ¢¥áâ¢® ¢ëâ¥ª  ¥â ¨§ à §«® ¦ ¥¨ï (á¬. (7.10))

2 =

1X

0

4( � 1)

k

( k +

1

2

) �
cos

( k +

1

2

) �x
7

: (7 :21)

ˆâ¥£à¨àã ï ¤¢  à §  â® ¦¤¥áâ¢® (7.20), ¯®«ãç ¥¬

u1 ( x ) =

1

16

( � x 2

+ C
1

x + C
2

) : (7 :22)

—â®¡ë  ©â¨ C
1

¨ C
2

, § ¬¥â¨¬, çâ® ¢ á¨«ã (7.18) ¨ (7.19)

u1 (7) = 0 ; u0
1 (0) = 0 : (7 :23)



•® ¤áâ  ¢«ïï áî ¤  (7.22),  å ® ¤¨¬ C
1

= 0 ; C
2

= 49 :

u1 ( x ) =

1

16

(49 � x 2

) : (7 :24)

‡ ¬¥ç ¨¥ 7.1. Œ® ¦® ¡ë«® ¡ë ¯®«ãç¨âì u1 ¡¥§ ¨á¯®«ì§®¢ ¨ï ¥áâ  -

æ¨® à®£® à¥è¥¨ï (7.17) ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§ (7.7), § ¬¥ïï ut   0,

ª  ª à¥è¥¨¥ § ¤  ç¨

�
0 = 16 u00

1 ( x ) + 2 ; 0 < x < 7 ;
u0

1 (0) = 0 ; u1 (7) = 0 :
(7 :25)

‡ ¬¥ç ¨¥ 7.2. Ž¡é¥¥ á¢®©áâ¢® ãà ¢¥¨ï â¥¯«®¯à®¢® ¤®áâ¨ á®áâ®¨â

¢ â®¬, çâ® ¥á«¨ ¢¥è¨¥ ã á«®¢¨ï áâ  æ¨® àë, â . ¥. ¥® ¤®à® ¤ë¥

ç«¥ë ãà ¢¥¨ï ¨ ªà ¥¢ë¥ ã á«®¢¨ï ¥ § ¢¨á ïâ ®â t ï¢®, â® u ( x; t )

áâ  ¡¨«¨§¨àã ¥âá ï ¯à¨ t ! + 1 :

u ( x; t ) ! u1 ( x ) ; t ! + 1 : (7 :25

0
)

•à¨ íâ®¬ ¯à¥¤¥«ì ï äãªæ¨ï u1 ( x ) ï¢«ï¥âá ï à¥è¥¨¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥©

áâ  æ¨® à®© § ¤  ç¨.

“¯à ¦¥¨¥. • ©¤¥¬ ¯à¥¤¥« ¯à¨ t ! + 1 à¥è¥¨ï á¬¥è ®© § ¤  ç¨

8
<

:

ut = 25 uxx ( x; t ) + 3 x 2 ; 0 < x < 6 ;
u (0 ; t ) = 0 ; u0

(6 ; t ) = 1 ;
u ( x; 0) = sin x:

(7 :26)

• ¥è¥¨¥. Š ª áª  § ® ¢ëè¥, ¯®«ãç ¥¬ ¨§ (7.26), (7 :25

0
) ªà ¥¢ãî § ¤  çã

¤«ï u1 ( x ) = lim t !1 u ( x; t )

�
0 = 25 u00

1 ( x ) + 3 x 2 ; 0 < x < 6 ;
u1 (0) = 0; u0

1 (6) = 1 :

ˆâ¥£à¨àã ï ãà ¢¥¨¥, ¯®«ãç ¥¬ u1 ( x ) = � x 4

100

+ C
1

x + C
2

: ˆ§ ªà ¥¢ëå

ã á«®¢¨© ¨¬¥¥¬ C
2

= 0 ; � 6

3

25

+ C
1

= 1 :

Žâ¢¥â: u1 ( x ) = � x 4

100

+

241

25

x:

2. ‚®«®¢®¥ ãà ¢¥¨¥.

•  áá¬®âà¨¬ § ¤  çã ¤«ï ¥® ¤®à® ¤®£® ¢®«®¢®£® ãà ¢¥¨ï.

“¯à ¦¥¨¥. • ¥è¨¬ á¬¥è ãî § ¤  çã ( ! > 0).

8
<

:

utt ( x; t ) = 25 uxx + sin( !t ) x (3 � x ) ; 0 < x < 3 ; t > 0 ;
u (0 ; t ) = u (3 ; t ) = 0 ;
u ( x; 0) = 0 ; ut ( x; 0) = 0 :

(7 :27)



• ¥è¥¨¥.

€. ‘®®â¢¥âáâ¢¥® ¢¢¨¤ã ªà ¥¢ëå ã á«®¢¨© ¢ (7.27), ¨é¥¬ à¥è¥¨¥ u ¢

¢¨¤¥ à ï¤  ¯® á®¡áâ¢¥ë¬ äãªæ¨ï¬ § ¤  ç¨ ˜âãà¬ -‹¨ã¢¨««ï (3.1):

u ( x; t ) =

1X

1

Tk ( t ) sin

k�x
3

: (7 :28)

„«ï íâ®£® äãªæ¨î sin ( !t ) x (3 � x ) ¢ ãà ¢¥¨¨ (7.27) â  ª¦ ¥ à §«® ¦¨¬

¢ à ï¤ ¯® á¨áâ¥¬¥ sin

k�x
3

:

sin( !t ) x (3 � x ) = sin( !t )

1X

1

gk sin

k�x
3

; (7 :29)

£ ¤¥ gk =

2

3

3R

0

x (3 � x ) sin

k�x
3

dx =

36

( k� )

3

�
1 � ( � 1)

k �
:

•. • å ® ¦¤¥¨¥ ¢à¥¬¥ëå äãªæ¨© Tk ( t ). •® ¤áâ  ¢«ïï à §«® ¦ ¥¨ï (7.28)

¨ (7.29) ¢ ãà ¢¥¨¥ (7.27) ¨ ¯®«ì§ã ïáì ®àâ®£® «ì®áâìî á¥¬¥©áâ¢  sin

k�x
3

;
¯®«ãç ¥¬,   «®£¨ç® (6.7)

T 00
k ( t ) = �

�
5 k�

3

�
2

Tk ( t ) + gk sin( !t ) : (7 :30)

•® ¤áâ  ¢«ïï à ï¤ (7.28) ¢   ç «ìë¥ ã á«®¢¨ï (7.27), ¯®«ãç ¥¬, ®ç¥¢¨¤®,

Tk (0) = 0 ; T 0
k (0) = 0 : (7 :31)

‡ ¤  ç  Š®è¨ (7.30) |(7.31) ® ¤®§  ç® ®¯à¥¤¥«ï¥â ¢à¥¬¥ë¥ äãªæ¨¨

Tk ( t ) :
Š ª ¨§¢¥áâ®, ®¡é¥¥ à¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï (7.30) ¨¬¥¥â ¢¨¤

Tk ( t ) = T 0

k ( t ) + T ç

k ( t ) ; (7 :32)

£ ¤¥ T 0

k ( t ) | ®¡é¥¥ à¥è¥¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ® ¤®à® ¤®£® ãà ¢¥¨ï:

T 0

k ( t ) = Ak cos

�
5 k�

3

t
�

+ Bk sin

�
5 k�

3

t
�
; (7 :33)

  T ç

k ( t ) | ç áâ®¥ à¥è¥¨¥ ¥® ¤®à® ¤®£® ãà ¢¥¨ï (7.30).

•à¨  å ® ¦¤¥¨¨ ç áâ®£® à¥è¥¨ï ã¦® à §«¨ç âì ¤¢  á«ãç ï: ¥à¥-

§® áâë© ¨ à¥§® áë©.

1.•¥à¥§® áë© : ¤«ï ¢á¥å k 2 N ,

! 6=
5 k�

3

: (7 :34)



’ ®£ ¤  T ç

k ( t ) ã¦® ¨áª  âì ¢ ¢¨¤¥

T ç

k ( t ) = A sin( !t ) : (7 :35)

•® ¤áâ  ®¢ª   ¢ (7.30) ¤ ¥â

� ! 2 A sin( !t ) = �
�

5 k�
3

�
2

A sin( !t ) + gk sin( !t ) ;

®âªã ¤  ¢¢¨¤ã(7.34)

A =

gk
�

5 k�
3

�
2

� ! 2

:

’ ®£ ¤  (7.32) ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤

Tk ( t ) = Ak cos

�
5 k�

3

t
�

+ Bk sin

�
5 k�

3

t
�

+

gk sin( !t )

�
5 k�

3

�
2

� ! 2

: (7 :36)

• ª ®¥æ,   ç «ìë¥ ã á«®¢¨ï (7.31) ¤ îâ

Ak = 0 ; Bk
5 k�

3

+

gk !

(

5 k�
3

)

2 � ! 2

= 0 ) Bk = �
gk !

5 k�
3

�
(

5 k�
3

)

2 � ! 2

� : (7 :37)

ˆâ  ª, ¢ á«ãç ¥, ¥á«¨ ã á«®¢¨¥ (7.34) ¢ë¯®«ï¥âá ï ¤«ï ¢á¥å k = 1 ; 2 ; : : : ;
¨¬¥¥¬

u ( x; t ) =

1X

1

gk
�

5 k�
3

2

�
� ! 2

�
�

!

(

5 k�
3

)

sin

�
5 k�

3

t
�

+ sin( !t )

�
sin

k�x
3

: (7 :38)

2. • ¥§® áë© : ¯à¨ ¥ª ®â®à®¬  âãà «ì®¬ m 2 I N,

! =

5 m�
3

: (7 :39)

‚ íâ®¬ á«ãç ¥

T ç

m ( t ) = t ( A cos !t + B sin !t ) : (7 :40)

•® ¤áâ  ®¢ª   ¢ (7.30) ¤ ¥â (¯à¨ k = m )

2

�
� A! sin( !t ) + B! cos ( !t )

�
+ t

�
� A! 2

cos ( !t ) � B! 2

sin( !t )

�
=

= �
�

5 m�
3

�
2

t
�
A cos ( !t ) + B sin( !t )

�
+ gm sin( !t ) :

(7 :41)

‡¤¥áì ¢ «¥¢®© ç áâ¨ ¯à¨¬¥ï¥âá ï ä®à¬ã «  ‹¥©¡¨æ  ¤«ï ¢ëç¨á«¥¨ï

d2

dt 2

�
t
�
A cos ( !t ) + B sin( !t )

� �
:



“ç¨âë¢ ï (7.39), ¯®á«¥ ¯à¨¢¥¤¥¨ï ¯® ¤®¡ëå ç«¥®¢ ¢ (7.41) ¯®«ãç ¥¬

2

�
� A! sin( !t ) + B! cos ( !t )

�
+ gm sin( !t ) : (7 :42)

•à¨à ¢¨¢ ¥¬ ª ®íää¨æ¨¥âë ¯à¨ cos ( !t ) ¨ sin( !t ) á«¥¢  ¨ á¯à ¢ :

2 B! = 0 ; � 2 A! = gm :

•®áª ®«ìªã ! > 0, â®

B = 0 ; A = �
gm

2 !
: (7 :43)

’  ª¨¬ ®¡à §®¬,

T ç

m ( t ) = � t
gm

2 !
cos ( !t ) : (7 :44)

•®íâ®¬ã

Tm ( t ) = Am cos

�
5 k�

3

t
�

+ Bm sin

�
5 k�

3

t
�

� t
gm

2 !
cos ( !t ) : (7 :45)

•® ¤áâ  ¢«ïï ¢   ç «ìë¥ ã á«®¢¨ï (7.31), ¯®«ãç ¥¬

Am = 0; Bm
5 m�

3

�
gm

2 !
= 0 = ) Bm =

3 gm

10 m�!
:

Žâáî ¤ 

T ç

m ( t ) =

3 gm

10 m�!
sin

�
5 k�

3

t
�

� t
gm

3

cos ( !t ) :

ˆâ  ª, ¥á«¨ ¤«ï ¥ª ®â®à®£® m 2 I N ¢ë¯®«ï¥âá ï ã á«®¢¨¥ (7.39), â® ¯®«ãç ¥¬

(áà ¢¨â¥ (7.38)):

u ( x; t ) =

1X

k =1

k6= m

gk

(

5 k�
3

)

2 � ! 2

�
�

!

(

5 k�
3

)

sin

�
5 k�

3

t
�

+ sin( !t )

�
sin

k�x
3

+

+

�
3 gm

10 m�!
sin

�
5 m�

3

t
�

� t
gm

2 !
cos ( !t )

�
sin

m�x
3

:

(7 :46)

‡ ¬¥ç ¨¥ 7.3 . ‚ ¥à¥§® á®¬ á«ãç ¥ ¢á¥ á« £  ¥¬ë¥ à ï¤  (7.38) |

®£à ¨ç¥ë¥ äãªæ¨¨ ®â x , t ,   ¢ à¥§® á®¬ á«ãç ¥ (7.39) ® ¤® ¨§

á« £  ¥¬ëå ¢ (7.46) ¥®£à ¨ç¥® ¯à¨ t ! + 1 . •®íâ®¬ã ¯à¨ ¡®«ìè¨å t

à¥è¥¨¥ ¡ã ¤¥â ®¯¨áë¢ âìá ï ¢ ®á®¢®¬ ¯®á«¥¤¨¬ á« £  ¥¬ë¬ ¢ (7.46).

•à¨ ®ç¥ì ¡®«ìè¨å t à¥è¥¨¥ áâ  ¥â ¢¥áì¬  ¡®«ìè¨¬. …á«¨ íâ®

áâàã , â® ®  ¯®à¢¥âá ï. Ž¡ëç®   ¯à ªâ¨ª ¥, ª ®£ ¤  à¥è¥¨¥ áâ  ®¢¨âá ï

¡®«ìè¨¬, á¨áâ¥¬  ¯¥à¥áâ  ¥â ®¯¨áë¢ âìá ï «¨¥©ë¬ ¢®«®¢ë¬ ãà ¢¥¨¥¬

¨ ä®à¬ã «  (7.46) ¯¥à¥áâ  ¥â ¡ëâì á¯à ¢¥¤«¨¢®©.

‡ ¤  ç . • ©¤¨â¥ à¥è¥¨¥ á¬¥è ®© § ¤  ç¨

8
<

:

utt ( x; t ) = 16 uxx + sin

7 �x
10

; 0 < x < 5 ; t > 0 ;
u (0 ; t ) = 0 ; ux (5 ; t ) = 0 ;
u (0 ; x ) = 0 ; ut (0 ; x ) = 0 :



x8. •  á¯à®áâà ¥¨¥ ¬¥â® ¤  ”ãàì¥   ¥® ¤®à® ¤ë¥

ªà ¥¢ë¥ ã á«®¢¨ï.

„® á¨å ¯®à ¬ë à¥è «¨ ¬¥â® ¤®¬ ”ãàì¥ § ¤  ç¨ «¨èì á ® ¤®à® ¤ë¬¨

ªà ¥¢ë¬¨ ã á«®¢¨ï¬¨. Žª  §ë¢ ¥âá ï, § ¤  ç  á ¥® ¤®à® ¤ë¬¨ ªà ¥¢ë¬¨

ã á«®¢¨ï¬¨ «¥£ª ® á¢® ¤¨âá ï ª   «®£¨ç®© § ¤  ç¥ á ® ¤®à® ¤ë¬¨ ªà ¥¢ë¬¨

ã á«®¢¨ï¬¨.

1. “à ¢¥¨¥ â¥¯«®¯à®¢® ¤®áâ¨.

“¯à ¦¥¨¥. • ©¤¨â¥ à¥è¥¨¥ á¬¥è ®© § ¤  ç¨

( ut = 9 uxx ; 0 < x < 4 ; t > 0 ;
u (0 ; t ) = f ( t ) ; u (4 ; t ) = g( t ) ;
u ( x; 0) = 0 :

(8 :1)

• ¥è¥¨¥.

• ©¤¥¬ ¢á¯®¬®£  â¥«ìãî äãªæ¨î v ( x; t ), ª ®â®à ï ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â ã¦ë¬

ªà ¥¢ë¬ ã á«®¢¨ï¬:

v (0 ; t ) = f ( t ) ; v (4 ; t ) = g( t ) ; t > 0 : (8 :2)

’  ªãî äãªæ¨î «¥£ª ®  ©â¨,  ¯à¨¬¥à, «¨¥©®© ¨â¥à¯®«ïæ¨¥©:

v ( x; t ) =

x
4

g( t ) +

4 � x
4

f ( t ) : (8 :3)

Ž¡®§  ç¨¬ w = u � w ’ ®£ ¤  w ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â ® ¤®à® ¤ë¬ ªà ¥¢ë¬

ã á«®¢¨ï¬

w (0 ; t ) = 0 ; w (4 ; t ) = 0 ; t > 0 : (8 :4)

‚®¯à®á. Š ª ®¬ã ãà ¢¥¨î ¨   ç «ì®¬ã ã á«®¢¨î ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â äãªæ¨ï

w ?

Žâ¢¥â . •® ¤áâ  ¢«ï¥¬ u = w + v ¢ (8.1), â®£ ¤ 

�
wt + vt = 9( wxx + vxx ) ;
w ( x; 0) + v ( x; 0) = 0 :

(8 :5)

Žâáî ¤  �
wt = 9 wxx + 9( vxx � vt ) ;
w ( x; 0) = � v ( x; 0) :

(8 :6)

ˆâ  ª, w ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â ¥® ¤®à® ¤®¬ã ãà ¢¥¨î â¥¯«®¯à®¢® ¤®áâ¨, ¢

®â «¨ç¨¥ ®â u ! •® § â® ªà ¥¢ë¥ ã á«®¢¨ï (8.4) ® ¤®à® ¤ë¥, ¯®íâ®¬ã w
¬® ¦®  ©â¨ ¯® ¬¥â® ¤ã x7; â®£ ¤  u = w + v - à¥è¥¨¥ § ¤  ç¨ (8.1). ˆâ  ª,

¬ë \¯¥à¥£ «¨" ¥® ¤®à® ¤®áâì ¨§ ªà ¥¢ëå ã á«®¢¨© ¢ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¥

ãà ¢¥¨¥ (8.1) ¨ ¢   ç «ì®¥ ã á«®¢¨¥.



2. ‚®«®¢®¥ ãà ¢¥¨¥.

“¯à ¦¥¨¥. • ¥è¨¬ á¬¥è ãî § ¤  çã

( utt = 16 uxx ; 0 < x < 5 ; t > 0 ;
u (0 ; t ) = 0 ; ux (5 ; t ) = sin ( !t ) ;
u ( x; 0) = 0 ut ( x; 0) = 0 :

(8 :7)

• ¥è¥¨¥.

€. ‚á¯®¬®£  â¥«ì ï äãªæ¨ï

v ( x; t ) = x sin( !t ) (8 :8)

ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â ã¦ë¬ ªà ¥¢ë¬ ã á«®¢¨ï¬. „«ï w � u � v ¨¬¥¥¬

8
<

:

utt = 16 uxx + ! 2 x sin( !t ) ; 0 < x < 5 ; t > 0 ;
w (0 ; t ) = 0 ; wx (5 ; t ) = 0 ;
w ( x; 0) = � v ( x; 0) = 0 wt ( x; 0) = � vt ( x; 0) = � x!:

(8 :9)

•. •® ¬¥â® ¤ã x7 ¨é¥¬ w ¢ ¢¨¤¥

w ( x; t ) =

1X

0

Tk ( t ) sin

( k +

1

2

) �x
5

: (8 :10)

„«ï íâ®£® à áª« ¤ë¢ ¥¬ ¯à ¢ãî ç áâì ãà ¢¥¨ï (8.9):

! 2 x sin( !t ) = ! 2

sin ( !t ) �
1X

0

xk sin

( k +

1

2

) �x
5

;

£ ¤¥

xk =

2

5

5Z

0

x sin

( k +

1

2

) �x
5

dx = �
2

5

5

( k +

1

2

) �

Z

0

5 x d cos

( k +

1

2

) �x
5

=

= �
5

( k +

1

2

) �

�
x cos

( k +

1

2

) �x
5

�
� 5

0

�

5Z

0

cos

( k +

1

2

) �x
5

dx
�

=

=

2 � 5

(( k +

1

2

) � )

2

sin

( k +

1

2

) �x
5

�
� 5

0

=

10

(( k +

1

2

) � )

2

� ( � 1)

k :

(8 :11)

‚. •® ¤áâ  ¢«ïï (8.10) { (8.11) ¢ ãà ¢¥¨¥ (8.9),  å ® ¤¨¬ ãà ¢¥¨ï ¤«ï

¢à¥¬¥ëå äãªæ¨© Tk ( t ):

T 00
k ( t ) = � 16(

( k +

1

2

) �
5

)

2 Tk ( t ) + ! 2 sin ( !t ) � xk ; k = 0 ; 1 ; 2 ; : : : : (8 :12)



ˆ§   ç «ìëå ã á«®¢¨© (8.9)  å ® ¤¨¬ Tk (0) = 0 ¨, ãç¨âë¢ ï (8.11),

¯®«ãç ¥¬:

T 0
k (0) = � !

2

5

5Z

0

x sin

( k +

1

2

) �x
5

dx = � !
10 � ( � 1)

k

(( k +

1

2

) � )

2

: (8 :13)

‡ ¤  ç  (8.12) { (8.13) à¥è ¥âá ï â  ª ¦ ¥, ª  ª ¢ x7. ‡¤¥áì â® ¦ ¥ ¢®§¬® ¦ë

¤¢  á«ãç ï | à¥§® áë© ¨ ¥à¥§® áë©.

„®¢¥¤¨â¥ à¥è¥¨¥ § ¤  ç¨ (8.1) ¤® ª ®æ  ¨ § ¯¨è¨â¥ ®â¢¥â .

‡ ¬¥ç ¨¥ 8.1. „«ï § ¤  ç¨ (8.9) ã á«®¢¨¥   «®£¨ç®¥ (6.14) ¥ ¢ë¯®«ï¥â-

á ï. ’ ¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¯®áâà®¥ ï äãªæ¨ï w ( x; t ) ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â   ç «ìë¬

¨ ªà ¥¢ë¬ ã á«®¢¨ï¬ ¢ ®¡ëç®¬ á¬ëá«¥. ‹¨èì ¯¥à¢®¥ ãà ¢¥¨¥ (8.9)

¢ë¯®«ï¥âá ï ¢ á¬ëá«¥ â¥®à¨¨ ®¡®¡é¥ëå äãªæ¨© (á¬. ¨¦ ¥ x8 íâ®©

£ « ¢ë).

‡ ¤  ç . • ©¤¨â¥ ã á«®¢¨¥ à¥§® á  ¢ § ¤  ç¥ (8.7).

Žâ¢¥â . •à¨ ¥ª ®â®à®¬ m = 0 ; 1 ; 2 ; : : :

! =

4( m +

1

2

) �x
5

x9. Œ¥â® ¤ ”ãàì¥ ¤«ï ãà ¢¥¨ï ‹ ¯« á .

1. Šà ¥¢ë¥ § ¤  ç¨ ¢ ¯à ï¬®ã£®«ì¨ª ¥.

€. •  áá¬®âà¨¬ ªà ¥¢ãî § ¤  çã ¢ ¯à ï¬®ã£®«ì¨ª ¥ 
 = [0 ; a] � [0 ; b]:

8
<

:

4 u ( x; y ) � @2 u
@x2

+

@2 u
@y2

= 0 0 < x < a; 0 < y < b ;

u (0 ; y ) = 0 ; u ( a; y ) = 0;

u ( x; 0) = f ( x ) ; u ( x; b) = g( x ) :
(9 :1)

•¨á. 71

•â® ªà ¥¢ ï § ¤ ç  „¨à¨å«¥ , ª ®-

£ ¤  äãªæ¨ï u § ¤     £à ¨æ¥

®¡« áâ¨.

• ¥è¥¨¥. ‡ ¤  ç  (9.1) à¥è ¥âá ï ¬¥-

â® ¤®¬ x7, ¯à¨ç¥¬ à®«ì ¯¥à¥¬¥®©

t á¥©ç á ¨£à ¥â ¯¥à¥¬¥ ï y , ª  ª

¢¨¤® ¨§ áà ¢¥¨ï § ¤  ç (9.1) ¨

(7.1). ˆé¥¬ à¥è¥¨¥ ¢ ¢¨¤¥:

u ( x; y ) =

1X

1

Yk ( y ) sin

k�x
a

: (9 :2)



’ ®£ ¤  ªà ¥¢ë¥ ã á«®¢¨ï ¯à¨ x = 0 ¨ x = a ¢ (9.1) ¢ë¯®«ïîâá ï  ¢â®¬ -

â¨ç¥áª¨. •® ¤áâ  ¢«ï¥¬ (9.2) ¢ ãà ¢¥¨¥ (9.1). •â® ¤ ¥â ãà ¢¥¨ï ¤«ï

Yk ( y ):

� (

k�
a

)

2

Yk ( y ) + Y 00
k ( y ) = 0 ; 0 < y < b: (9 :3)

•® ¤áâ  ®¢ª   ¢ ªà ¥¢ë¥ ã á«®¢¨ï (9.1) ¯à¨ y = 0 ¨ y = b ¤ ¥â

8
>><

>>:

Yk (0) = f k � 2

a

aR

0

f ( x ) sin

k�x
a dx;

Yk ( b) = gk � 2

a

aR

0

g( x ) sin

k�x
a dx:

(9 :4)

Ž¡é¥¥ à¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï (9.3) ¨¬¥¥â ¢¨¤:

Yk ( y ) = Ak e
k�
a y

+ Bk e� k�
a y : (9 :5)

Š®áâ  âë Ak ¨ Bk  å ® ¤ïâá ï ¨§ ªà ¥¢ëå ã á«®¢¨© (9.4):

Ak + Bk = f k ; Ak e
k�
a b

+ Bk e� k�
a b

= gk : (9 :6)

• ¥è ï íâã á¨áâ¥¬ã ,  å ® ¤¨¬

8
<

:

Ak =

1

e
k�
a b � e� k�

a b
( gk � f k e� k�

a b
) ;

Bk =

1

e
k�
a b � e� k�

a b
( f k e

k�
a b � gk ) :

(9 :7)

ˆâ  ª, à¥è¥¨¥ § ¤  ç¨ (9.1) ¤ ¥âá ï ä®à¬ã « ¬¨ (9.2), (9.5), (9.7).

•à®¢¥àª   à¥è¥¨ï (9.2). •ã¦® ®¡®á®¢ âì ¢®§¬® ¦®áâì ¯®ç«¥®£®

¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï à ï¤  (9.2). …á«¨ f ( x ) ¨ g( x ) | áã¬¬¨àã ¥¬ë¥

äãªæ¨¨, â® f ( x ) ¨ g( x ) ®£à ¨ç¥ë:

jf k j �
2

a

aZ

0

jf ( x ) j dx; jgk j �
2

a

aZ

0

jg( x ) j dx:

•® â®£ ¤  ¨§ (9.7) ¢¨¤®, çâ®

jAk j �
c

e
k�
a b

; jBk j � const :

•®íâ®¬ã ¨§ (9.5) ¢ëâ¥ª  ¥â

jYk ( y ) j � ce� k�
a ( b� y )

+ ce� k�
a y :



‘«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à¨ 0 < " < y < b � "

jYk ( y ) j � ce� k�
a " ;

¨ à ï¤ (9.2) ¯à¨ íâ¨å y ¬ ¦ ®à¨àã ¥âá ï á å ® ¤ïé¨¬á ï à ï¤®¬

1X

1

ce� k�
a " :

‹¥£ª ® ¢¨¤¥âì, çâ® ¯à®¨§¢® ¤ë¥ ¢â®à®£® ¯®à ï¤ª   ¯® x ¨ y ®â à ï¤  (9.2)

¬ ¦ ®à¨àãîâá ï à ï¤®¬

1X

1

ck2 e� k�
a " ;

ª ®â®àë© â  ª¦ ¥ á å ® ¤¨âá ï. € «®£¨ç® ¨ ¤«ï ¯à®¨§¢® ¤ëå «î¡®£® ¯®à ï¤ª  

¯® x ¨ y .

‚ë¢® ¤ . • ¥è¥¨¥ § ¤  ç¨ „¨à¨å«¥ (9.1) | ¡¥áª ®¥ç® ¤¨ää¥à¥æ¨àã ¥¬ ï

äãªæ¨ï ¢ãâà¨ ¯à ï¬®ã£®«ì¨ª   
. •à¥¤¯®«® ¦¨¬, çâ®, ª  ª ¨ ¢

(4.5), f ( x ) ; g( x ) 2 C 2

0

[0 ; a]. ’ ®£ ¤    «®£¨ç® (4.4) f k ; gk = O (

1

k 2

) ¨,

á«¥¤®¢ â¥«ì®, jYk ( y ) j � c
k 2

; y 2 [0 ; b] : •®íâ®¬ã à ï¤ (9.2) á å ® ¤¨âá ï

à ¢®¬¥à® ¢¯à ï¬®ã£®«ì¨ª ¥ 
 = [0 ; a] � [0 ; b] ¨ ¥£® áã¬¬  | ¥¯à¥àë¢ ï

äãªæ¨ï ¢ íâ®¬ ¯à ï¬®ã£®«ì¨ª ¥, ã ¤®¢«¥â¢®à ïîé ï ªà ¥¢ë¬ ã á«®¢¨ï¬

¢ (9.1).

•. •®«¥¥ ®¡é ï ªà ¥¢ ï § ¤ ç  „¨à¨å«¥ ¢ ¯à ï¬®ã£®«ì¨ª ¥

8
<

:

4 u ( x; y ) = 0 ; 0 < x < a; 0 < y < b ;

u (0 ; y ) = ' ( y ) ; u ( a; y ) =  ( y );

u ( x; 0) = f ( x ) ; u ( x; b) = g( x ) :
(9 :8)

à¥è ¥âá ï à §«® ¦ ¥¨¥¬ u   ¤¢  á« £  ¥¬ëå:

u = u
1

+ u
2

: (9 :9)

‡¤¥áì u
1

| à¥è¥¨¥ § ¤  ç¨ (9.1),   u
2

| § ¤  ç¨

8
<

:

4 u
2

= 0 ; 0 < x < a; 0 < y < b ;

u
2

(0 ; y ) = ' ( y ) ; u
2

( a; y ) =  ( y );

u
2

( x; 0) = 0 ; u
2

( x; b) = 0 :
(9 :10)

•â   § ¤  ç  ¥ ®â «¨ç ¥âá ï ¯® ¢¨¤ã ®â (9.1), ¥á«¨ x ¨ y ¯®¬¥ïâì ¬¥áâ  ¬¨.

•®íâ®¬ã u
2

ã¦® ¨áª  âì ¢ ¢¨¤¥ (áà ¢¨â¥ á (9.2)):

u
2

( x; y ) =

1X

1

X k ( x ) sin

k�y
b

: (9 :11)



…á«¨ f; g 2 C 2

0

[0 ; a],   ';  2 C 2

0

[0 ; b], â® ¯® áª  § ®¬ã ¢ëè¥, u
1

¨

u
2

,   á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨ u | ¥¯à¥àë¢ë¥ äãªæ¨¨ ¢ 
, ã ¤®¢«¥â¢®à ïîé¨¥

á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ªà ¥¢ë¬ ã á«®¢¨ï¬.

‚ ®¡é¥¬ ¦ ¥ á«ãç ¥ ¤«ï ¥¯à¥àë¢®áâ¨ u ( x; y ) ¢ 
 ®ç¥¢¨¤® ¥®¡ å ® ¤¨¬ë

á«¥¤ãîé¨¥ ã á«®¢¨ï á®£ « á®¢ ¨ï:

f (0) = ' (0) ; ' ( b) = g(0) ; g( a) =  ( b) ;  (0) = f ( a) : (9 :11

0
)

‡ ¤  ç . „®ª  ¦¨â¥, çâ® § ¤  ç  (9.8) ¨¬¥¥â à¥è¥¨¥, ¥¯à¥àë¢®¥ ¢


, ¥á«¨ f; g 2 C 2

[0 ; a],   ';  2 C 2

[0 ; b], ¨ ¢ë¯®«ïîâá ï ã á«®¢¨ï

á®£ « á®¢ ¨ï (9.11

0
).

“ª  § ¨¥ . •® ¤¡¥à¨â¥ à¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï 4 v = 0 ¢ 
, á®¢¯ ¤ îé¥¥ á

ªà ¥¢ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨ f; g; ' ¨  ¢ ã£ «®¢ëå â®çª  å ®¡« áâ¨ 
. ’ ®£ ¤ 

à §®áâì u � v ¬® ¦®  ©â¨ ¬¥â® ¤®¬ (9.9), ª  ª ãª  § ® ¢ëè¥.

‚. •  áá¬®âà¨¬ ¥® ¤®à® ¤®¥ ãà ¢¥¨¥ ‹ ¯« á  (ãà ¢¥¨¥ •ã  áá® ).

“¯à ¦¥¨¥. • ¥è¨¬ ªà ¥¢ãî § ¤  çã

8
<

:

4 u ( x; y ) = x 2 y; 0 < x < a; 0 < y < b ;

u (0 ; y ) = 0 ; u ( a; y ) = 0;

u ( x; 0) = 0 ; @u
@y( x; b) = 0 :

(9 :12)

Žâ¬¥â¨¬, çâ® §¤¥áì ¯à¨ x = 0 ; x = a ¨ y = 0 § ¤ ® ªà ¥¢®¥ ã á«®¢¨¥

„¨à¨å«¥,   ¯à¨ y = b | ã á«®¢¨¥ •¥©¬   (â . ¥. ®à¬ «ì ï ¯à®¨§¢® ¤ ï

®â à¥è¥¨ï).

• ¥è¥¨¥. Ž¤®à® ¤ë¥ ªà ¥¢ë¥ ã á«®¢¨ï ¯à¨ x = 0 ; ¨ x = a ¯®§¢®«ïîâ

¨áª  âì à¥è¥¨¥ ¢ ¢¨¤¥ à ï¤  ¯® á®¡áâ¢¥ë¬ äãªæ¨ï¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥©

§ ¤  ç¨ ˜âãà¬ |‹¨ã¢¨««ï:

u ( x; y ) =

1X

1

Yk ( x ) sin

k�y
a

: (9 :13)

•à ¢ãî ç áâì â  ª¦ ¥ à §«® ¦¨¬ ¯® íâ¨¬ äãªæ¨ï¬:

x 2 y = y �
1X

1

gk sin

k�y
a

; gk =

2

a

aZ

0

x 2

sin

k�y
a

dx: (9 :14)

•® ¤áâ  ¢«ïï íâ¨ à §«® ¦ ¥¨ï ¢ ãà ¢¥¨ï (9.12), ¯®«ãç ¥¬ ¤«ï 8k = 1 ; 2 ; : : :

� (

k�
a

)

2

Yk ( y ) + Y 00
k ( y ) = ygk ; 0 < y < b ; Yk (0) = Y 0

k ( b) = 0 : (9 :15)

Žâáî ¤ 

Yk ( y ) = Ak e
k�x

a
+ Bk e� k�x

a
+

ygk

� (

k�
a )

2

: (9 :16)



Š®áâ  âë Ak ¨ Bk  å ® ¤ïâá ï ¯à¨ ¯® ¤áâ  ®¢ª ¥ íâ®£® à¥è¥¨ï ¢ ªà ¥¢ë¥

ã á«®¢¨ï ¢ (9.15):

� Ak + Bk = 0 ;
Ak

k�
a e

k�
a b

+ Bk ( � k�
a ) e� k�

a b
+

gk

� (

k�
a )

2

= 0 : (9 :17)

• ¥è ï íâã  «£¥¡à ¨ç¥áªãî á¨áâ¥¬ã ,  å ® ¤¨¬ Ak ¨ Bk .

Žâ¢¥â: à¥è¥¨¥ ¤ ¥âá ï ä®à¬ã « ¬¨ (9.13), (9.16).

2. Šà ¥¢ë¥ § ¤  ç¨ ¢ ª ®«ìæ¥ ¨ ªàã£¥.

€. • ¥è¨¬ ªà ¥¢ãî § ¤  çã „¨à¨å«¥ ¢ ª® «ìæ¥ ¬¥¦¤ã ®ªàã¦®áâ ï¬¨

à ¤¨ã á®¢ r
1

¨ r
2

:

8
<

:

4 u ( x; y ) = 0 ; r 2

1

< x 2

+ y 2 < r 2

2

;

ujx 2

+ y 2

= r 2

1

= f
1

( ' ) ; 0 < ' < 2 � ;

ujx 2

+ y 2

= r 2

2

= f
2

( ' ) ; 0 < ' < 2 �:
(9 :18)

‡¤¥áì f
1

¨ f
2

- § ¤ ë¥ äãªæ¨¨ ®â ã£ «®¢®© ¯¥à¥¬¥®© ' .

• ¥è¥¨¥. •¥à¥©¤¥¬ ª ¯®«ïàë¬ ª ®®à ¤¨ â  ¬ r; ' :

r =

p
x 2

+ y 2

; tg ' = y=x: (9 :19)

‡ ¤  ç . „®ª  ¦¨â¥, çâ® ¢ íâ¨å ª ®®à ¤¨ â  å § ¤  ç  (9.18) ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤

8
<

:

4 u =

@2 u
@r2

+

1

r
@u
@r +

1

r 2

@2 u
@' 2

= 0 ; r
1

< r < r
2

;

ujr = r
1

= f
1

( ' ) ; 0 � ' � 2 � ;

ujr = r
2

= f
2

( ' ) :
(9 :20)

•¨á. 72

•â® { § ¤  ç  ¢ ¯à ï¬®ã£®«ì¨ª ¥

[0 ; 2 � ] � [ r
1

; r
2

] (à¨á. 72).

Šà ¥¢ë¥ ã á«®¢¨ï § ¤ ë   ¨¦¥©

¨ ¢¥à å¥© áâ®à® å ¯à ï¬®ã£®«ì¨ª  .

‚®¯à®á. ˆ¬¥îâá ï «¨ §¤¥áì ªà ¥-

¢ë¥ ã á«®¢¨ï   ¡®ª ®¢ëå áâ®à® å

¯à ï¬®ã£®«ì¨ª  ?

Žâ¢¥â . „ , íâ® ã á«®¢¨ï ¯¥à¨® ¤¨ç®áâ¨ ¯® ' :

�
u (0 ; r ) = u (2 �; r ) ;
@u
@' (0 ; r ) =

@u
@' (2 �; r ) : (9 :21)

¢ëâ¥ª  îé¨¥ ¨§ á®¢¯ ¤¥¨ï â®ç¥ª ¯«®áª ®áâ¨ ( x; y ) á ¯®«ïàë¬¨ ª ®®à-

¤¨ â  ¬¨ (0 ; r ) ¨ (2 �; r ). € «®£¨çë¥ ã á«®¢¨ï ¯¥à¨® ¤¨ç®áâ¨ ¯® '
¢ë¯®«ïîâá ï â  ª¦ ¥ ¤«ï

@u
@r;

@2 u
@r2

; @3 u
@r3

; : : : | ¢á¥å ¯à®¨§¢® ¤ëå ®â u ¯®

r ¨ ' .



‡ ¤  ç . •®ª  ¦¨â¥, çâ® ã á«®¢¨ï (9.21) ¢¬¥áâ¥ á ãà ¢¥¨¥¬ (9.20)

£  à â¨àãîâ â  ª¦ ¥ ¯¥à¨® ¤¨ç®áâì ¯® ' ¢á¥å ¯à®¨§¢® ¤ëå ®â u ¯® r ¨ ' ,

¥á«¨ u ( '; r ) |¡¥áª ®¥ç® ¤¨ää¥à¥æ¨àã ¥¬ ï äãªæ¨ï ¢ ¯à ï¬®ã£®«ì¨ª ¥

[0 ; 2 � ] � [ r
1

; r
2

] :
‡ ¤  ç  ˜âãà¬ -‹¨ã¢¨««ï, á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ® ¤®à® ¤ë¬ ªà ¥¢ë¬ ã á«®-

¢¨ï¬ (9.21), ¨¬¥¥â ¢¨¤

(
@2

�( ' )

@' 2

= � �( ' ) ; 0 < ' < 2 �;
�(0) = �(2 � ) ; �

0
(0) = �

0
(2 � ) :

(9 :22)

• ¥è ï íâã § ¤  çã ,  å ® ¤¨¬:

� k = � k 2 ; k = 0 ; 1 ; 2 ; : : : � k ( ' ) = Ak cos ( k' ) + Bk sin( k' ) : (9 :23)

’  ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï ª  ¦¤®£® k 6= 0 ¨¬¥îâá ï ¤¢¥ «¨¥©®-¥§ ¢¨á¨¬ë¥

á®¡áâ¢¥ë¥ äãªæ¨¨: cos ( k' ) ¨ sin( k' ),   ¯à¨ k=0 â®«ìª ® ® ¤ :

�

0

( ' ) � 1 :
•â¨ á®¡áâ¢¥ë¥ äãªæ¨¨ ®¡à §ãîâ ¯®«ãî á¨áâ¥¬ã ¢ L

2

(0 ; 2 � ), ª  ª

¨§¢¥áâ® ¨§ â¥®à¨¨ à ï¤®¢ ”ãàì¥, ¨ ®àâ®£® «ìë ¬¥¦¤ã á®¡®©:

8
>><

>>:

2 �R

0

�

2

0

( ' ) d' =

2 �R

0

d' = 2 �;

2 �R

0

cos

2

( k' ) d' =

2 �R

0

sin

2

( k' ) d' = �; k 6= 0 :
(9 :24)

Œ¥â® ¤ ”ãàì¥ ¤«ï § ¤  ç¨ (9.20) ¢ ª ®«ìæ¥ á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® à¥è¥¨¥

¬ë ¨é¥¬ ¢ ¢¨¤¥ à ï¤  ¯® á®¡áâ¢¥ë¬ äãªæ¨ï¬ § ¤  ç¨ (9.22):

u ( '; r ) =

1X

0

Rk ( r ) cos( k' ) +

1X

1

Sk ( r ) sin

2

( k' ) : (9 :25)

•® ¤áâ  ¢«ïï íâ®â à ï¤ ¢ ãà ¢¥¨¥ (9.20), ¯®«ãç ¥¬ ¤«ï \à ¤¨ «ìëå"

äãªæ¨© Rk ( r ) ãà ¢¥¨ï

R00
k +

1

r
R0

k +

1

r 2

Rk ( � k 2

) = 0 ; r
1

< r < r
2

; k = 0 ; 1 ; 2 ; : : : (9 :26)

¨ â  ª¨¥ ¦ ¥ ãà ¢¥¨ï ¤«ï Sk :

S00
k +

1

r
S0

k +

1

r 2

Sk ( � k 2

) = 0 ; r
1

< r < r
2

; k = 0 ; 1 ; 2 ; : : : (9 :27)

• ¥è¨¬ à  ¤¨ «ìë¥ ãà ¢¥¨ï (9.26)|(9.27). •â® ãà ¢¥¨ï •©«¥à  (á¬.

[15]). •® ¤áâ  ¢«ïï ¢ (9.26) Rk = r 2

, ¯®«ãç ¥¬

� ( � � 1) r � � 2

+ �r � � 2 � k 2 r � � 2

= 0 ; (9 :28)



®âªã ¤  ¢ëâ¥ª  ¥â å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®¥ ãà ¢¥¨¥

� 2 � k 2

= 0 , � = � k: (9 :29)

…á«¨ k 6= 0, â® ª ®à¨ ¯à®áâë¥, ¨ ®¡é¥¥ à¥è¥¨¥ (9.26) ¨¬¥¥â ¢¨¤:

Rk = Ak r k
+ Bk r � k ; k = 1 ; 2 ; 3 ; : : : (9 :30)

€ «®£¨ç®, ¤«ï (9.27):

Sk = Ck r k
+ D k r � k ; k = 1 ; 2 ; 3 ; : : : (9 :31)

•à¨ k = 0 ª ®à¥ì ãà ¢¥¨ï � = 0 ¨¬¥¥â ªà â®áâì 2 )

) R
0

= A
0

+ B
0

ln r: (9 :32)

•® ¤áâ  ¢«ïï (9.30)|(9.32) ¢ (9.25), ¯®«ãç ¥¬ ®¡é¥¥ à¥è¥¨¥ ® ¤®à® ¤®£®

ãà ¢¥¨ï ‹ ¯« á  ¢ ª ®«ìæ¥:

u ( '; r ) = A
0

+ B
0

ln r +

1X

1

( Ak r k
+ Bk r � k

) cos ( k' )

+

1X

1

( Ck r k
+ D k r � k

) sin( k' ) :

(9 :33)

‡ ¬¥ç ¨¥ 9.1 . •â® ®¡é¨© ¢¨¤ £  à¬®¨ç¥áª ®© äãªæ¨¨ ¢ ª ®«ìæ¥,

¯® ¤®¡ë© à ï¤ã ‹®à   ¤«ï   «¨â¨ç¥áª¨å äãªæ¨© ¢ ª ®«ìæ¥.

•à®¨§¢®«ìë¥ ¯®áâ® ïë¥ ¢ (9.33)  å ® ¤ïâá ï ¨§ ªà ¥¢ëå ã á«®¢¨© (9.20):

8
>><

>>:

A
0

+ B
0

ln r
1

+

P 1
1

( Ak r k
1

+ Bk r � k
1

) cos ( k' )+

+

P 1
1

( Ck r k
1

+ D k r � k
1

) sin( k' ) = f
1

( ' ) ; 0 � ' � 2 � ;

A
0

+ B
0

ln r
2

+

P 1
1

( Ak r k
2

+ Bk r � k
2

) cos ( k' )+

+

P 1
1

( Ck r k
2

+ D k r � k
2

) sin( k' ) = f
2

( ' ) ; 0 � ' � 2 �:

(9 :34)

Žâáî ¤  á ãç¥â®¬ ®àâ®£® «ì®áâ¨ á®¡áâ¢¥ëå äãªæ¨© § ¤  ç¨ ˜âãà¬ -

‹¨ã¢¨««ï (9.22) ¨ á®®â®è¥¨© (9.24) ¯®«ãç ¥¬

8
>><

>>:

A
0

+ B
0

ln r
1

=

1

2 �

2 �R

0

f
1

( ' ) d';

A
0

+ B
0

ln r
2

=

1

2 �

2 �R

0

f
2

( ' ) d';
(9 :35)

¨   «®£¨ç®, ¯à¨ 8k = 1 ; 2 ; 3 ; : : : ;
8
>><

>>:

Ak r k
1

+ Bk r � k
1

=

1

�

2 �R

0

f
1

( ' ) cos( k' ) d';

Ak r k
2

+ Bk r � k
2

=

1

�

2 �R

0

f
2

( ' ) cos( k' ) d' ;

(9 :36)



8
>><

>>:

Ck r k
1

+ D k r � k
1

=

1

�

2 �R

0

f
1

( ' ) sin ( k' ) d';

Ck r k
2

+ D k r � k
2

=

1

�

2 �R

0

f
2

( ' ) sin ( k' ) d':
(9 :37)

ˆ§ á¨áâ¥¬ë (9.35)  å ® ¤¨¬ A
0

¨ B
0

, ¨§ (9.36) | Ak ¨ Bk , ¨§ (9.37) |

Ck ¨ D k , ¨ § ¤  ç  (9.18) à¥è¥ .

‡ ¤  ç . „®ª  ¦¨â¥, çâ® à¥è¥¨¥ (9.33) § ¤  ç¨ (9.18) | ¡¥áª ®¥ç®

¤¨ää¥à¥æ¨àã ¥¬ ï äãªæ¨ï ¢ãâà¨ ª ®«ìæ .

“¯à ¦¥¨¥ . • ¥è¨¬ § ¤  çã „¨à¨å«¥ ¢ ª ®«ìæ¥

�
4 u ( x; y ) = 0 ; 4 < x 2

+ y 2 < 9;

ujx 2

+ y 2

=4

= x; ujx 2

+ y 2

=9

= y:
(9 :38)

• ¥è¥¨¥. ‡¤¥áì r
1

= 2 ; r
2

= 3, â  ª çâ®

f
1

( ' ) = 2 cos '; f
2

( ' ) = 3 sin ': (9 :39)

•®íâ®¬ã ¯à ¢ë¥ ç áâ¨ ¢ (9.35) à ¢ë ã «î ¨ A
0

= B
0

= 0. € «®£¨ç®,

¯à ¢ë¥ ç áâ¨ á¨áâ¥¬ (9.36) ¨ (9.37) à ¢ë ã «î ¯à¨ ¢á¥å k 6= 1.

‘«¥¤®¢ â¥«ì®,

Ak = Bk = 0 ; Ck = D k = 0 ¯à¨ k 6= 1 : (9 :40)

’  ª¨¬ ®¡à §®¬, à ï¤ (9.33) á® ¤¥à ¦¨â ¢á¥£® ¤¢  á« £  ¥¬ëå:

u = ( A
1

r + B
1

r � 1

) cos ' + ( C
1

r + D
1

r � 1

) sin ': (9 :41)

Žáâ  ¢è¨¥á ï ª ®íää¨æ¨¥âë  å ® ¤ïâá ï ¨§ á¨áâ¥¬ ãà ¢¥¨©

�
A

1

2 + B
1

1

2

= 2 ;
A

1

3 + B
1

1

3

= 0 ;

�
C

1

2 + D
1

1

2

= 0 ;
C

1

3 + D
1

1

3

= 3 ;
(9 :42)

ª ®â®àë¥ ¯®«ãç îâá ï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§ (9.39). € ¨¬¥®, (9.42) ¯®«ã-

ç ¥âá ï ¯® ¤áâ  ®¢ª ®© (9.39) ¢ (9.34) ¨ áà ¢¥¨¥¬ ª ®íää¨æ¨¥â®¢ ”ãàì¥

¢ «¥¢®© ¨ ¯à ¢®© ç áâ ïå ¯®«ãç¨¢è¨å á ï à ¢¥áâ¢,   ¥ ¢ëç¨á«¥¨¥¬

¨â¥£à «®¢ ¢ (9.36) |(9.37). ˆ§ (9.42)  å ® ¤¨¬

�
B

1

=

36

5

;
A

1

= � 4

5

;

�
D

1

= � 36

5

;
C

1

=

9

5

:
(9 :43)

Žª ®ç â¥«ì®, ¨§ (9.41), (9.43) ¯®«ãç ¥¬ ®â¢¥â:

u = ( �
4

5

r +

36

5

r � 1

) cos ' + (

9

5

r �
36

5

r � 1

) sin ': (9 :44)



•. ’ ¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ § ¤  çã „¨à¨å«¥ ¢ ªàã£¥ à ¤¨ã á  R 2

:

�
4 u ( x; y ) = 0 ; x 2

+ y 2 < R 2

;

ujx 2

+ y 2

= R 2

= f ( ' ) ; 0 < ' < 2 �:
(9 :45)

• ¥è¥¨¥ íâ®© § ¤  ç¨ â  ª¦ ¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤ (9.33), ¯®áª ®«ìªã ªàã£ x 2

+ y 2 < R 2

á® ¤¥à ¦¨â ¢ á¥¡¥ ª ®«ìæ® 0 < x 2

+ y 2 < R 2

. Ž¤ ª ® ªàã£ ¥é¥ á® ¤¥à ¦¨â

â®çªã (0,0), ¢ ª ®â®à®© à¥è¥¨¥ ¤®«¦® ¡ëâì ª ®¥çë¬:

ju (0 ; 0) j < 1 : (9 :46)

Œ® ¦® ¯®ª  § âì [14], çâ® ¤«ï íâ®£® ¥®¡ å ® ¤¨¬® ¨ ¤®áâ  â®ç® ®âáãâáâ¢¨¥

¢ (9.33) á« £  ¥¬ëå, ¨¬¥îé¨å ®á®¡¥®áâ¨ ¢ â®çª ¥ (0,0) â¨¯  ln r ¨ r � k
.

•â® ®§  ç ¥â , çâ® B
0

= Bk = D k = 0 ; k = 1 ; 2 ; 3 ; : : : : ’  ª¨¬ ®¡à §®¬,

(9.33) ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤

u ( x; y ) = A
0

+

1X

1

r k
( Ak cos( k' ) + Ck sin( k' )) : (9 :47)

•â® ¥áâì   «®£ à ï¤  ’ ¥©«®à  ¤«ï £  à¬®¨ç¥áª¨å äãªæ¨© ¢ ªàã£¥.

Š®íää¨æ¨¥âë à ï¤  (9.47)  å ® ¤ïâá ï ¨§ ªà ¥¢®£® ã á«®¢¨ï § ¤  ç¨ (9.45).

“¯à ¦¥¨¥. • ¥è¨¬ § ¤  çã „¨à¨å«¥ ¢ ªàã£¥

�
4 u ( x; y ) = 0 ; x 2

+ y 2 < 4;

ujx 2

+ y 2

=4

= x 2 :
(9 :48)

• ¥è¥¨¥. ˆé¥¬ à¥è¥¨¥ u ¢ ¢¨¤¥ (9.47). •® ¤áâ  ®¢ª   íâ®£® à ï¤  ¢

ªà ¥¢®¥ ã á«®¢¨¥ ¤ ¥â:

A
0

+

1X

1

2

k
( Ak cos ( k' ) + Ck sin( k' )) = 2 + 2 cos (2 ' ) ; (9 :49)

¯®áª ®«ìªã

x 2

�
�
r =2

= (2 cos ' )

2

= 4 cos

2 ' = 4

1 + cos (2 ' )

2

= 2 + 2 cos (2 ' ) :

ˆ§ (9.49) áà ¢¥¨¥¬ ª ®íää¨æ¨¥â®¢ ”ãàì¥ «¥¢®© ¨ ¯à ¢®© ç áâ¥©

¯®«ãç ¥¬, çâ® ¢á¥ Ak ¨ Ck ¯à¨ k 6= 0 ¨ k 6= 2 à ¢ë ã «î,

�
A

0

= 2

4 A
2

= 2 ; C
2

= 0 :
(9 :50)

Žâáî ¤  A
2

=

1

2

¨ ¯® ä®à¬ã «¥ (9.47) ¯®«ãç ¥âá ï ®â¢¥â:

u = 2 + r 2

1

2

cos (2 ' ) = 2 +

r 2

2

(cos

2 ' � sin

2 ' ) = 2 +

x 2 � y 2

2

: (9 :51)



‡ ¤  ç . • ¥è¨â¥ § ¤  çã „¨à¨å«¥ ¢ ª ®«ìæ¥

�
4 u ( x; y ) = x 2 ; 9 < x 2

+ y 2 < 16;

ujx 2

+ y 2

=9

= 0 ; ujx 2

+ y 2

=16

= 0 :
(9 :52)

“ª  § ¨¥ . ‡¤¥áì ¨áª ®¬®¥ à¥è¥¨¥ ¨ ¯à ¢ãî ç áâì ãà ¢¥¨ï ã¦®

à §«® ¦¨âì ¢ à ï¤ ¢¨¤  (9.25). “à ¢¥¨ï ¤«ï à ¤¨ «ìëå äãªæ¨© Rk

¨ Sk ¡ã ¤ãâ ¥® ¤®à® ¤ë¬¨ ãà ¢¥¨ï¬¨ •©«¥à .

‡ ¤  ç . • ¥è¨â¥ § ¤  çã •¥©¬   ¢ ªàã£¥

�
4 u ( x; y ) = 0 ; x 2

+ y 2 < 9;

@u
@njx 2

+ y 2

=9

= y:

“ª  § ¨¥ . • ¥è¥¨¥ ã¦® ¨áª  âì ¢ ¢¨¤¥ à ï¤  (9.47); ªà®¬¥ â®£®, ¢

¯®«ïàëå ª ®®à ¤¨ â  å

@u
@n =

@u
@r:

‡ ª«îç¥¨¥. “à ¢¥¨ï â¥¯«®¯à®¢® ¤®áâ¨, ¢®«®¢®¥ ¨ ãà ¢¥¨¥ ‹ -

¯« á  ®¡« ¤ îâ à §«¨çë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨. Š ª á«¥¤ã ¥â ¨§ à¥§ã «ì â  â®¢

£ « ¢ë I I, à¥è¥¨ï ® ¤®à® ¤®£® ãà ¢¥¨ï ‹ ¯« á  ¨ â¥¯«®¯à®¢® ¤®áâ¨

¡¥áª ®¥ç® ¤¨ää¥à¥æ¨àã ¥¬ë ¢ãâà¨ ®¡« áâ¨, ¤ ¦ ¥ ¥á«¨ £à ¨çë¥

äãªæ¨¨ à §àë¢ë. ‚ â® ¦ ¥ ¢à¥¬ï à¥è¥¨ï ® ¤®à® ¤®£® ¢®«®¢®£®

ãà ¢¥¨ï ¬®£ãâ ¡ëâì à §àë¢ë¬¨, ¥á«¨,  ¯à¨¬¥à,   ç «ìë¥ ¤ ë¥

ï¢«ïîâá ï à §àë¢ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨.

ƒ ‹€‚€ I I I. Ž•Ž•™…••›… ” “•Š–ˆˆ Ž’ Ž „•Ž‰

•…•…Œ…••Ž‰. Œ…’Ž „ ” “•Š–ˆˆ ƒ•ˆ•€ „‹Ÿ Š• €…‚›•

‡€„€ — •€ Ž’•…‡Š….

[3, á.82{125, 198, 336{345]; [9, á. 120{130]; [11]; [12, á.274{300]; [14,

á.267{275].

x1. •  §«¨çë¥ á¯®á®¡ë § ¤ ¨ï äãªæ¨©.

•¥¯à¥àë¢ë¥ äãªæ¨¨ u ( x ) 2 C (I R ) ¬® ¦® § ¤ ¢ âì á«¥¤ãîé¨¬¨ âà¥¬ï

á¯®á®¡ ¬¨.

1. •¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï ®¡®§  ç® § ¤ ¥âá ï á¢®¨¬¨ §  ç¥¨ï¬¨

f u ( x ) g; x 2 I R : (1 :1)

2. Œ® ¦® § ¤ âì ¥¥ ª ®íää¨æ¨¥â  ¬¨ ”ãàì¥ (¥á«¨ ®  2 � -¯¥à¨® ¤¨ç¥áª  ï):

u ( x ) =

X

k2 Z

uk eikx : (1 :2)

‡¤¥áì

uk =

1

2 �

2 �Z

0

e� ikx u ( x ) dx: (1 :3)



•¨á. 73

•®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì

f uk k 2 Z g; (1 :4)

® ¤®§  ç® ®¯à¥¤¥«ï¥â ¥¯à¥àë¢ãî

(¯¥à¨® ¤¨ç¥áªãî) äãªæ¨î ¯® ä®à¬ã-

«¥ (1.2).

3. ‚¢¥¤¥¬ á  ç «  ¯à®áâà áâ¢® â  ª  §ë¢ ¥¬ëå ¯à®¡ëå, ¨«¨ ®á®¢ëå

äãªæ¨©: C1
0

(I R ) | ¯à®áâà áâ¢® £ « ¤ª¨å, ä¨¨âëå äãªæ¨©, â . ¥.

1) ' ( x ) 2 C1
(I R)

2) ' ( x ) � 0 ¯à¨ jxj � A; , £ ¤¥ A � 0 § ¢¨á¨â ®â ' (à¨á. 73).

„«ï «î¡®© ¥¯à¥àë¢®© äãªæ¨¨ u ( x ) ®¯à¥¤¥«¨¬ áª  «ïà®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥

u á ' 2 C1
(I R):

hu ( x ) ; ' ( x ) i �

1Z

�1

u ( x ) ' ( x ) dx: (1 :5)

•â®â ¨â¥£à « á å ® ¤¨âá ï, ¯®áª ®«ìªã ' ( x ) � 0 ¯à¨ jxj � A :

hu ( x ) ; ' ( x ) i =

AZ

� A

u ( x ) ' ( x ) dx: (1 :6)

„«ï ä¨ª á¨à®¢ ®© ¥¯à¥àë¢®© äãªæ¨¨ u ( x ) à áá¬®âà¨¬  ¡®à ç¨á¥«

fhu; ' i ; ' 2 C1
0

(I R) g: (1 :7)

‚®¯à®á. Ž¯à¥¤¥«ï¥âá ï «¨ ¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï u ( x ) íâ¨¬  ¡®à®¬

® ¤®§  ç®?

Žâ¢¥â . „  (¤®ª  ¦¨â¥ íâ®!).

‚®¯à®á. Œ® ¦® «¨  ¯¨á âì ä®à¬ã «ã ¤«ï ¢®ááâ  ®¢«¥¨ï ¥¯à¥àë¢®©

äãªæ¨¨ u ( x ) ¯®  ¡®àã ç¨á¥« (1.7)?

Žâ¢¥â . „ :

u ( x ) = lim

" ! 0

1

"

1Z

�1

' (

x � y
"

) u ( y ) dx = lim

" ! 0

h' x
" ( y ) ; u ( y ) i : (1 :8)

‡¤¥áì ' x
" ( y ) =

1

" ' (

x � y
" ) 2 C1

0

(I R ); ' 2 C1
0

(I R) | äãªæ¨ï, ã ¤®¢«¥â¢®-

à ïîé ï ã á«®¢¨ï¬:

1) ' ( y ) � 0 ¯à¨ jyj � 1 ;



•¨á. 74

2)

1R

� 1

' ( y ) dy = 1 (à¨á. 74). „®ª  ¦ ¥¬

ä®à¬ã «ã (1.8). ‘¤¥« ¥¬ § ¬¥ã ¯¥-

à¥¬¥®© ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï

x � y
" = z .

’ ®£ ¤  (1.8) ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤

u ( x ) = lim

" ! 0

1Z

� 1

' ( z ) u ( x � "z ) dz: (1 :9)

‚ â  ª ®¬ ¢¨¤¥ íâ   ä®à¬ã «  ®ç¥¢¨¤® ¢ëâ¥ª  ¥â ¨§ ¥¯à¥àë¢®áâ¨ äãªæ¨¨

u ¢ â®çª ¥ x :

lim

" ! 0

1Z

� 1

' ( z ) u ( x � "z ) dz =

1Z

� 1

' ( z ) lim

" ! 0

u ( x � "z ) dz =

=

1Z

� 1

' ( z ) u ( x ) dz = u ( x )

1Z

� 1

' ( z ) dz = u ( x ) :

‚®¯à®á. ‚ ç¥¬ á®áâ®¨â áãé¥áâ¢¥®¥ à §«¨ç¨¥ ¬¥¦¤ã âà¥¬ï ®¯¨á ë¬¨

¢ëè¥ á¯®á®¡ ¬¨ § ¤ ¨ï äãªæ¨¨ u ( x )?

Žâ¢¥â .

1. • ¡®à ç¨á¥« f u ( x ) ; x 2 I R g ¬® ¦ ¥â ¡ëâì ¡®«¥¥ ¨«¨ ¬¥¥¥ ¯à®¨§¢®«ìë¬:

¢ «î¡®¬ ª ®¥ç®¬ ¬® ¦ ¥áâ¢¥ â®ç¥ª xk 2 I R §  ç¥¨ï u ( xk ) ¬®£ãâ ¡ëâì

¯à®¨§¢®«ìë¬¨.

2. • ¡®à ç¨á¥« f uk ; k 2 Z g ¬® ¦ ¥â ¡ëâì «î¡ë¬, ¥á«¨ â®«ìª ® juk j ã¡ë¢ îâ

¯à¨ jkj ! 1 â  ª, çâ®,  ¯à¨¬¥à,

1X

�1

juk j1 : (1 :10)

3. —¨á«  fhu; ' i ; ' 2 C1
0

(I R) g ¥ ¯à®¨§¢®«ìë: ®¨ á¢ï§ ë  «£¥¡à ¨ç¥-

áª¨¬¨ á®®â®è¥¨ï¬¨

hu; '
1

+ '
2

i = hu; '
1

i + hu; '
2

i ; (1 :11)

ª  ª ¢¨¤® ¨§ (1.5), ¯à¨ 8'
1

; '
2

2 C1
0

(I R)

‚ë¢® ¤ . —â®¡ë ¥ª ®â®à®¬ã  ¡áâà ªâ®¬ã  ¡®àã ç¨á¥« f l ' ' 2 C1
0

(I R ) g;
á®®â¢¥âáâ¢®¢ «  å ®â ï ¡ë ® ¤  äãªæ¨ï u ( x ) 2 C (I R) â  ª  ï, çâ®

l ' = hu; ' i ; 8' 2 C1
0

(I R ) ; (1 :12)



¥®¡ å ® ¤¨¬®, çâ®¡ë íâ®â  ¡®à ã ¤®¢«¥â¢®à ï« ã á«®¢¨ï¬ á®£ « á®¢ ¨ï (1.11):

l '
1

+ '
2

= l '
1

+ l '
2

; 8'
1

; '
2

2 C1
0

(I R ) (1 :13)

Ž¯à¥¤¥«¥¨¥ . ‘å ® ¤¨¬®áâì ' n
C 1

0�!
n !1

' ®§  ç ¥â á«¥¤ãîé¥¥: 1) ' n ( x ) à ¢-

®¬¥à® ¯® x 2 I R á å ® ¤¨âá ï ª ' ( x ) ¨ â® ¦ ¥ ¢¥à® ¤«ï ¯à®¨§¢® ¤ëå

«î¡®£® ¯®à ï¤ª  : 8k = 0 ; 1 ; 2 ; : : :

' ( k )

n ( x )

�!�! ' ( k )

( x ) ; x 2 I R ¯à¨ n ! 1 (1 :14)

2) ¢á¥ ' n \¨¬¥îâ ®¡é¨© ®á¨â¥«ì" [ � A; A ] : 9 A � 0 ; 8n = 1 ; 2 ; 3 ; : : :

' n ( x ) � 0 ¯à¨ jxj � A: (1 :15)

‚®¯à®á. „®áâ  â®çë «¨ ã á«®¢¨ï á®£ « á®¢ ¨ï (1.13) ¤«ï áãé¥áâ¢®¢ ¨ï

äãªæ¨¨ u ( x ) 2 C (I R ) ; á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥©  ¡®àã f l ' g ¢ á¬ëá«¥ â® ¦¤¥áâ¢ 

(1.12)?

Žâ¢¥â . •¥â , ¥¤®áâ  â®çë. •ã¦ë ¥é¥ ã á«®¢¨ï â¨¯  ¥¯à¥àë¢®áâ¨:

hu; ' n i �!
n !1

hu; ' i ; ¥á«¨ ' n
C 1

0�! ' ¯à¨ n ! 1 : (1 :16)

•à¨ ã á«®¢¨ïå (1.14)|(1.15) á å ® ¤¨¬®áâì (1.16) á«¥¤ã ¥â ¨§ â¥®à¥¬ë ®

¯à¥¤¥«ì®¬ ¯¥à¥å ® ¤¥ ¯® ¤ § ª ®¬ (á®¡áâ¢¥®£®) ¨â¥£à « :

hu; ' n i �

AZ

� A

u ( x ) ' n ( x ) dx �!
n !1

AZ

� A

u ( x ) '
(

x ) dx = hu; ' i ; (1 :17)

¯®áª ®«ìªã u ( x ) ' n ( x )

�!�! u ( x ) ' ( x ) ¯à¨ x 2 [ � A; A ] ; n ! 1 :

ˆâ  ª, ¤«ï áãé¥áâ¢®¢ ¨ï äãªæ¨¨ u ( x ) 2 C (I R ), á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥©  ¡®àã

f l ' g ¢ á¬ëá«¥ (1.12), ¥®¡ å ® ¤¨¬® (ªà®¬¥ (1.13) ã á«®¢¨¥:

l ' n ! l ' ¯à¨ ' n
C 1

0�! ' (1 :18)

‚®¯à®á. „®áâ  â®ç® «¨ ã á«®¢¨© (1.13) ¨ (1.18) ¤«ï áãé¥áâ¢®¢ ¨ï

u ( x ) 2 C (I R ), ¤ îé¥© ¯à¥¤áâ  ¢«¥¨¥ (1.12)?

Žâ¢¥â . •¥â .

‡ ¤  ç . •à¨¢¥áâ¨ ¯à¨¬¥à  ¡®à  f l ' g, ã ¤®¢«¥â¢®à ïîé¥£® ã á«®¢¨ï¬ (1.13)

¨ (1.18), ª ®â®à®¬ã ¥ á®®â¢¥âáâ¢ã ¥â ¨ª  ª  ï äãªæ¨ï u ( x ) 2 C (I R ) (á¬.

[3], á.97).

Žâ¢¥â .

l ' = ' (0) ; 8' 2 C1
0

(I R ) (1 :19)



‚ë¢® ¤ . • ¡®à ç¨á¥« f l ' g ® ¤®§  ç® ®¯à¥¤¥«ï¥â äãªæ¨î u ( x ) 2 C (I R ),

ã ¤®¢«¥â¢®à ïîéãî â® ¦¤¥áâ¢ã (1.12), ¥á«¨ â®«ìª ® â  ª  ï äãªæ¨ï u ( x )

áãé¥áâ¢ã ¥â , ® ¤ ª ® ¤«ï  ¡®à  f l ' g ®  ¬® ¦ ¥â ¥ áãé¥áâ¢®¢ âì. “ á«®¢¨ï

(1.13), (1.18) ¥®¡ å ® ¤¨¬ë ¤«ï áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¥¯à¥àë¢®© äãªæ¨¨ U ( x ),

® ¥ ¤®áâ  â®çë.

x2. Ž¡®¡é¥ë¥ äãªæ¨¨.

Ž¯à¥¤¥«¥¨¥. Ž¡®¡é¥®© äãªæ¨¥©  §ë¢ ¥âá ï «î¡®©  ¡®à l =

f l ' ; ' 2 C1
0

(I R ) g, ã ¤®¢«¥â¢®à ïîé¨© ã á«®¢¨ï¬ (1.13) ¨ (1.18).

„«ï ªà âª ®áâ¨ ®¡®§  ç¨¬

D = D (I R ) = C1
0

(I R ) : (2 :1)

‡ ¬¥ç ¨¥ 2.1. • ¡®à f l ' g, ã ¤®¢«¥â¢®à ïîé¨© ã á«®¢¨ï¬ (1.13), (1.18) (â .

¥. ®¡®¡é¥ ï äãªæ¨ï) á â®çª¨ §à¥¨ï äãªæ¨® «ì®£®   «¨§  ¥áâì

«¨¥©ë© ¥¯à¥àë¢ë© äãªæ¨® «   D (I R ), â . ¥. í«¥¬¥â á®¯à ï¦ ¥®£®

¯à®áâà áâ¢  D 0
(I R ):

l = f l ' g 2 D 0
(I R ); l ( ' ) � l ' ; 8' 2 D (I R ) (2 :2)

ˆâ  ª, D 0
(I R )| ¯à®áâà áâ¢® ¢á¥å ®¡®¡é¥ëå äãªæ¨©.

Ž¡®§  ç¥¨¥. „«ï ®¡®¡é¥®© äãªæ¨¨ f l ' g §  ç¥¨¥ f l ' äãªæ¨® « 

l   ¯à®¡®© äãªæ¨¨ ' ¡ã ¤¥¬ ®¡®§  ç âì l ( ' ),   â  ª¦ ¥ hl ( x ) ; ' ( x ) i ¨

¡ã ¤¥¬  §ë¢ âì ¥£® áª  «ïàë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ®¡®¡é¥®© äãªæ¨¨ l ( x )

á ¯à®¡®© äãªæ¨¥© ' ( x ):

l ' = l ( ' ) = hl; ' i = hl ( x ) ; ' ( x ) i (2 :3)

Žâ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ íâ®¬ l ( x ) | ¥ §  ç¥¨¥ äãªæ¨¨ l ¢ â®çª ¥ x ,  

¯à®áâ® á¨¬¢®«.

•à¨¬¥à. Ž¡®¡é¥ ï äãªæ¨ï (1.19)  §ë¢ ¥âá ï � -äãªæ¨¥© „¨à ª  :

� ' = � ( ' ) = h� ( x ) ; ' ( x ) i = ' (0) ; 8' 2 D (I R ) : (2 :4)

‡ ¬¥ç ¨¥ 2.2. Š ¦¤®© ¥¯à¥àë¢®© äãªæ¨¨ u ( x ) 2 C (I R ) ä®à¬ã « 

(1.5) á®¯®áâ  ¢«ï¥â ®¡®¡é¥ãî äãªæ¨î:

u ( x ) 7! fh u ( x ) ; ' ( x ) i ; ' 2 D (I R ) g: (2 :5)

•â® ®â®¡à ¦ ¥¨¥ ï¢«ï¥âá ï ¢«® ¦ ¥¨¥¬ á®£ « á® (1.8):

C (I R ) � D 0
(I R) : (2 :6)

Ž¤ ª ® ¥ ª  ¦¤ ï ®¡®¡é¥ ï äãªæ¨ï ¯®«ãç ¥âá ï ¯® ä®à¬ã «¥ (1.5)

¨§ ¥ª ®â®à®© ¥¯à¥àë¢®© äãªæ¨¨ ( ¯à¨¬¥à, � ( x )).

•  áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥àë ®¡®¡é¥ëå äãªæ¨©.

1 : h� k ( x ) ; ' ( x ) i = ' ( k )

(0) ; 8' 2 D (I R) (2 :7)



•¨á. 75

•à®¢¥àì â¥, çâ® � k ( x ) 2 D 0
(I R ) (â . ¥.

¯à®¢¥àì â¥ ã á«®¢¨ï (1.13), (1.16)). 2.

”ãªæ¨ï •¥¢¨á ©¤  (à¨á. 75).

�( x ) =

�
1 ; x > 0 ;
0 ; x < 0 :

(2 :8)

h�( x ) ; ' ( x ) i �

1Z

�1

�( x ) ; ' ( x ) dx =

1Z

0

' ( x ) dx: (2 :9)

•à®¢¥àì â¥, çâ® �( x ) 2 D 0
(I R ) :

x3. „¥©áâ¢¨ï  ¤ ®¡®¡é¥ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨.

1. ‘«® ¦ ¥¨¥ ®¡®¡é¥ëå äãªæ¨©.

‡ ¬¥â¨¬ á  ç « , çâ® ¤«ï ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨© u
1

( x ) ; u
2

( x ) ¨ ¨å áã¬¬ë

u
1

( x ) + u
2

( x ) ¨¬¥¥¬ ¢ á¨«ã (1.15)

hu
1

( x ) + u
2

( x ) ; ' ( x ) i = hu
1

; ' i + hu
2

; ' i ; 8' 2 D (I R) (3 :1)

Ž¯à¥¤¥«¥¨¥ . „«ï l 1 ; l 2 2 D 0
(I R) ¯®«® ¦¨¬

( l 1

+ l 2

) ' = l 1

' + l 2

' ; 8' 2 D (I R) : (3 :2)

‡ ¬¥ç ¨¥ 3.1. •à¨ â  ª ®¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ á«® ¦ ¥¨¥ ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨©

u
1

( x ) ; u
2

( x ) á®¢¯ ¤ ¥â á® á«® ¦ ¥¨¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¨¬ ®¡®¡é¥ëå

äãªæ¨©, ª  ª ¢¨¤® ¨§ (3.1) ¨ (3.2).

“¯à ¦¥¨¥. •à®¢¥àì â¥, çâ® l 1

+ l 2 2 D 0
(I R).

2. “¬® ¦ ¥¨¥ ®¡®¡é¥ëå äãªæ¨©   ç¨á«®.

‡ ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï u ( x ) 2 C (I R ) ¨ � 2 I R ¢ á¨«ã (1.5) ¨¬¥¥¬

h�u ( x ) ; ' i = � hu; ' i ; 8' 2 D (I R) (3 :3)

Ž¯à¥¤¥«¥¨¥ . „«ï l ( x ) 2 D 0
(I R ) ¨ � 2 I R ¯®«® ¦¨¬

h�l ( x ) ; ' i = � hl; ' i ; 8' 2 D (I R ) : (3 :4)

3. “¬® ¦ ¥¨¥ ®¡®¡é¥ëå äãªæ¨©   £ « ¤ªãî äãªæ¨î.

‚®§ì¬¥¬ g( x ) 2 C1
(I R). …á«¨ u ( x ) 2 C (I R ), â®, ª  ª ¢¨¤® ¨§ (1.5),

hg( x ) u ( x ) ; ' i = hu g( x ) ' ( x ) i ; 8' 2 D (I R) (3 :5)



Ž¯à¥¤¥«¥¨¥. „«ï l ( x ) 2 D 0
(I R ) ¯®«® ¦¨¬

hg( x ) l ( x ) ; ' i = hl; g ( x ) ' ( x ) i ; 8' 2 D (I R ) (3 :6)

‡ ¬¥ç ¨¥ 3.2. •à ¢ ï ç áâì (3.6) ¨¬¥¥â á¬ëá«, ¯®áª ®«ìªã

g( x ) ' ( x ) 2 D (I R)!

‡ ¤  ç¨.

1. •à®¢¥àì â¥, çâ® g( x ) l ( x ) 2 D 0
(I R)

2. ‚ëç¨á«¨â¥ x� ( x ).

3. „®ª  ¦¨â¥, çâ®

g( x ) � ( x ) = g(0) � ( x ) : (3 :7)

4. \‘¤¢¨£" ®¡®¡é¥ëå äãªæ¨©.

„«ï u ( x ) 2 C (I R ) ¨ a 2 (I R)

Z
u ( x � a) ' ( x ) dx =

Z
u ( y ) ' ( y + a) dy; 8' 2 D (I R) :

Ž¯à¥¤¥«¥¨¥ . „«ï l ( x ) 2 D 0
(I R ) ¯®«® ¦¨¬

hl ( x � a) ; ' ( x ) i = hl ( y ) ; ' ( y + a) i : (3 :8)

•à¨¬¥à.

h� ( x � a) ; ' ( x ) i = h� ( y ) ; ' ( y + a) i = ' ( a) : (3 :9)

5. \‡ ¬¥  ¬ áèâ ¡ " ¢  à£ã¬¥â¥ ®¡®¡é¥ëå äãªæ¨©.

„«ï u ( x ) 2 C (I R ) ¨ k 6= 0

+ 1Z

�1

u ( kx ) ' ( x ) dx =

1

jkj

+ 1Z

�1

u ( y ) ' (

y
k

) dy: (3 :10)

Ž¯à¥¤¥«¥¨¥ . „«ï f ( x ) 2 D (I R ) ¯®«® ¦¨¬ ¯à¨ k 6= 0

hf ( kx ) ; ' ( x ) i =

1

jkj
hf ( y ) ; ' (

y
k

) i : (3 :11)

‡ ¤  ç . „®ª  ¦¨â¥, çâ®

� ( kx ) =

1

jkj
� ( x ) ; k 6= 0 (3 :12)



‚ ç áâ®áâ¨, � - äãªæ¨ï ç¥â ï:

� ( � x ) = � ( x ) : (3 :13)

‡ ¬¥ç ¨¥ 3.3. ˆ§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï (3.9) ¯®«ãç ¥¬:

h� ( y � x ) ; ' ( y ) i = ' ( x ) : (3 :14)

•â® ®§  ç ¥â , çâ® � ( y � x ) | ¨â¥£à «ì®¥ ï¤à® ¥¤¨¨ç®£® ®¯¥à â®à 

I ' = ' . ‚ «¨¥©®©  «£¥¡à¥ ¬ âà¨æ  ¥¤¨¨ç®£® ®¯¥à â®à  ¥áâì � -á¨¬¢®«

Šà®¥ª ¥à  � ij . ˆ¬¥® ¢¢¨¤ã â  ª ®©   «®£¨¨ „¨à ª  §¢ « äãªæ¨® «

(2.4) � -äãªæ¨¥©.

‡ ¤  ç . • ¯¨è¨â¥ ä®à¬ã «ã ¤«ï ®¡é¥© § ¬¥ë ¯¥à¥¬¥®© x = g( y ) ¢

®¡®¡é¥®© äãªæ¨¨, £ ¤¥ g : I R ! I R | £ « ¤ª¨© ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬.

6. ‘å ® ¤¨¬®áâì ®¡®¡é¥ëå äãªæ¨©.

Ž¯à¥¤¥«¥¨¥ . Ž¡®¡é¥ë¥ äãªæ¨¨ un ( x ) 2 D 0
(I R) á å ® ¤ïâá ï (á« ¡®) ª

u ( x ) 2 D 0
(I R ) ¯à¨ n ! 1 , ¥á«¨ ¤«ï 8' ( x ) 2 C1

0

(I R ) � D (I R)

hun ; ' i ! h u; ' i ¯à¨ n ! 1 (3 :15)

Ž¡®§  ç îâ íâ® â  ª: un ( x )

D 0
(I R)

+ u ( x ) ¯à¨ n ! 1 .

•à¨¬¥àë á å ® ¤ïé¨å á ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© ®¡®¡é¥ëå äãªæ¨©:

1. …á«¨ un ( x ) 2 C (I R ) ¨ Un ( x )

�!�! u ( x ) ¯à¨ n ! 1 , â® un
D 0

(I R)

+ u ¯à¨

n ! 1 . („®ª  § âì!)

2. …á«¨ un ( x ) 2 L
2

(I R) ¨ un ! u ¢ L
2

(I R ) ¯à¨ n ! 1 , â® un
D 0

(I R)

+ u .

(„®ª  § âì!)

3. sin kx
D 0

(I R)

+ 0 ¯à¨ k ! 1 . „¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¨â¥£à¨àã ï ¯® ç áâ ï¬,

¯®«ãç ¥¬, çâ®

hsin kx; ' ( x ) i =

Z
cos kx

k
' 0

( x ) dx �! 0 ¯à¨ k ! 1

4. € «®£¨ç®, k 2

sin kx
D 0

(I R)

+ 0 ¯à¨ k ! 1 .

‡ ¬¥ç ¨¥ . •®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ äãªæ¨© sin kx ¨ k 2

sin kx ¥ á å ® ¤ïâá ï

¨ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ C (I R), ¨ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ L
2

(I R) , ® á å ® ¤ïâá ï ¢ D 0
(I R).

5.\ � -®¡à §ë¥" ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨. •  áá¬®âà¨¬ \áâã¯¥ìª¨ ‘â¥ª«®¢ "

un ( x ) =

�
n; x 2 [0 ; 1

n ] ;
0 ; x 62[0 ; 1

n ] ; n 2 I N :
(3 :16)

Žç¥¢¨¤®,

+ 1R

�1
un ( x ) dx = 1 ; 8n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : :



‡ ¤  ç . „®ª  § âì, çâ®

un ( x )

D 0
(I R)

+ � ( x ) ¯à¨ n ! 1 (3 :17)

“ª  § ¨¥ . •à¨¬¥¨âì ª ¨â¥£à «ã

+ 1R

�1
un ( x ) ' ( x ) dx â¥®à¥¬ã ® áà¥¤¥¬.

€ «®£¨ç®, á« ¡® á å ® ¤ïâá ï £   ã áá®¢áª¨¥ à á¯à¥¤¥«¥¨ï

e� x 2

2 �

p
2 ��

D 0
(I R)

+ � ( x ) ¯à¨ � ! 0+

(„®ª  § âì!).

7. „¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥ ®¡®¡é¥ëå äãªæ¨©.

„«ï u ( x ) 2 C 1

(I R ), ¨â¥£à¨àã ï ¯® ç áâ ï¬, ¯®«ãç ¥¬ ( ' ( x ) � 0 ¯à¨

jxj � A ):

+ 1Z

�1

u0
( x ) ' ( x ) dx = u'

�
�A

� A
�

AZ

� A

u ( x ) ' 0
( x ) dx = �

+ 1Z

�1

u ( x ) ' 0
( x ) dx; (3 :18)

¯®áª ®«ìªã ' ( A ) = ' ( � A ) = 0, â  ª çâ® ¯® ¤áâ  ®¢ª   à ¢  ã «î.

Ž¯à¥¤¥«¥¨¥ . „«ï u ( x ) 2 D 0
(I R ) ¯®«® ¦¨¬

hu0
( x ) ; ' ( x ) i = �h u ( x ) ; ' 0

( x ) i ; 8' 2 D (I R ) (3 :19)

‡ ¤  ç . „®ª  ¦¨â¥, çâ® u0
( x ) 2 D 0

(I R ).

’  ª¨¬ ®¡à  §® ¬, «î¡  ï ®¡®¡é¥ ï äãªæ¨ï ¨¬¥¥â ¯à®¨§¢®¤ãî,   á «¥-

¤®¢ â¥ «ì® ¨ ¯à®¨§¢®¤ë¥ ¢á¥å ¯®àï¤ª®¢!

•  áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥àë ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï ®¡®¡é¥ëå äãªæ¨©.

1. (sin x )

0
= cos x:

2. • ©¤¥¬ �

0
( x ) (á¬. (2.8)|(2.9)): ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î (3.19)

h�( x ) ; ' ( x ) i = �h �( x ) ; ' 0
( x ) i =

+ 1Z

0

' 0
( x ) dx =

= � ' ( x )

�
� + 1

0

= ' (0) = h� ( x ) ; ' ( x ) i :

(3 :20)

Žâáî ¤  ¢¨¤®, çâ® �

0
( x ) = � ( x ) .



8. •¥¯à¥àë¢®áâì ®¯¥à â®à  ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï ®â®á¨â¥«ì® á å ® ¤¨¬®áâ¨

®¡®¡é¥ëå äãªæ¨©.

‹¥¬¬  3.1. Ž¯¥à â®à

d
dx : D 0

(I R) ! D 0
(I R ) ¥¯à¥àë¢¥.

„®ª  § â¥«ìáâ¢®. •ã áâì un ( x )

D 0
(I R)

+ u ( x ). ’ ®£ ¤  ¤«ï 8' 2 D (I R)

hu0
n ( x ) ; ' ( x ) i � �h un ( x ) ; ' 0

( x ) i �!
n !1

� h u ( x ) ; ' 0
( x ) i � �h u0

( x ) ; ' ( x ) i

‘«¥¤®¢ â¥«ì®, u0
n ( x )

D 0
(I R)

+ u 0
( x ) ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î (3.15), ç. â . ¤.

‡ ¤  ç . „®ª  § âì, çâ® ¤«ï 8u ( x ) 2 D 0
(I R)

u ( x + " ) � u ( x )

"
D 0

(I R )

+ u 0
( x ) ¯à¨ " ! 0 :

x4. „¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥ ªã á®ç®-£ « ¤ª¨å äãªæ¨© ¨

¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï.

1. „¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥ ªã á®ç®-£ « ¤ª¨å äãªæ¨©.

‹¥¬¬ . •ã áâì äãªæ¨ï u ( x ) 2 C 1

¯à¨ x < a ¨ ¯à¨ x > a ,   ¢ â®çª ¥ x = a
¨¬¥¥â à §àë¢ ¯¥à¢®£® à® ¤ , â . ¥. áãé¥áâ¢ãîâ ® ¤®áâ®à®¨¥ ¯à¥¤¥«ë

u ( a � 0) (¨ u0
( a � 0) ¤«ï ¯à®áâ®âë â  ª¦ ¥ ¯ã áâì áãé¥áâ¢ãîâ):
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’ ®£ ¤  á¯à ¢¥¤«¨¢  ä®à¬ã « 

u0
( x ) = f u0

( x ) g + h � � ( x � a); h = u ( a + 0) � u ( a � 0) : (4 :1)

‡¤¥áì ¢ «¥¢®© ç áâ¨ u0
( x )| ®¡®¡é¥ ï ¯à®¨§¢® ¤ ï ®¡®¡é¥®© äãªæ¨¨

u ( x ),   ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ f u0
( x ) g | ¥¯à¥àë¢ ï ¯à¨ x 6= a äãªæ¨ï,

à ¢ ï ®¡ëç®© ¯à®¨§¢® ¤®© äãªæ¨¨ u ( x ) ¢ â¥å â®çª  å, £ ¤¥ íâ  

¯à®¨§¢® ¤ ï áãé¥áâ¢ã ¥â . ‘®®â¢¥âáâ¢ãîé ï äãªæ¨¨ f u0
( x ) g ¯® ä®à¬ã «¥

(1.5) ®¡®¡é¥ ï äãªæ¨ï  §ë¢ ¥âá ï à¥£ã «ïà®© ç áâìî ®¡®¡é¥®©

¯à®¨§¢® ¤®© u0
( x ).



•à¨¬¥à. „«ï u ( x ) = �( x ) ¨¬¥¥¬: a = 0 ; f �

0
( x ) g � 0, ¯®áª ®«ìªã �

0
( x ) = 0

¯à¨ x 6= 0 ; h = �(0+) � �(0 � ) = 1 : •®íâ®¬ã ä®à¬ã «  (4.1) ¤ ¥â

�

0
( x ) = � ( x ) ; (4 :2)

çâ® á®£ « áã ¥âá ï á (3.20).

“¯à ¦¥¨¥. ‚ëç¨á«¨¬ jxj00
.

• ¥è¥¨¥. •® ä®à¬ã «¥ (4.1)

jxj0 = fj xj0g + 0 � � ( x ) = Sgn( x ) �
�

1 ; x > 0 ;
� 1 ; x < 0 :

(4 :3)

Ž¯ïâì ¯® â®© ¦ ¥ ä®à¬ã «¥

jxj00
= (Sgn x )

0
= f Sgn

0xg + 2 � � ( x ) = 2 � ( x ) : (4 :4)

Žâ¢¥â: jxj00
= 2 � ( x ) :

“¯à ¦¥¨¥. „®ª  ¦ ¥¬ ä®à¬ã «ã (4.1).

• ¥è¥¨¥. „«ï ' 2 C1
0

(I R )

hu0; ' i = �h u; ' 0i = �

aZ

�1

u' 0dx �

+ 1Z

a

u' 0dx = � u'
�
�a� 0

�1 � u'
�
�1
a +0

+

+

Z

x 6= a
u0' dx = � u ( a) ' ( a � 0) + u ( a) ' ( a + 0) + hfu0g; ' i ;

çâ® íª¢¨¢ «¥â® (4.1).

2. „¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï.

„«ï g( x ) 2 C1
(I R ) ¨ u ( x ) 2 D 0

(I R ) ®¯à¥¤¥«¥® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ g( x ) u ( x ) (á¬.

®¯à¥¤¥«¥¨¥ (3.6)). Žª  §ë¢ ¥âá ï, á¯à ¢¥¤«¨¢  ®¡ëç ï ¯® ¢¨¤ã ä®à¬ã « 

( g( x ) u ( x ))

0
= g0

( x ) u ( x ) + g( x ) u0
( x ) : (4 :5)

‡ ¤  ç . „®ª  ¦¨â¥ ä®à¬ã «ã (4.5).

“¯à ¦¥¨¥. •à¨ ¯®¬®é¨ ä®à¬ã «ë (4.5) ¢ëç¨á«¨¬

(

d
dx

+ � )(�( x ) e� �x
) : (4 :6)

• ¥è¥¨¥. •® ä®à¬ã « ¬ (4.5) ¨ (3.7)

d
dx

( e� �x
�( x )) = � �e � �x

�( x ) + e� �x
�

0
( x ) =

= � �e � �x
�( x ) + � ( x ) :

(4 :7)



•à¨¡ ¢«ïï áî ¤  � �( x ) e� �x
, ¯®«ãç ¥¬, çâ® (4.6) à ¢ï¥âá ï � ( x ):

(

d
dx

+ � )(�( x ) e� �x
) = � ( x ) : (4 :8)

“¯à ¦¥¨¥. ‚ëç¨á«¨¬ (¯à¨ ! 6= 0):

(

d2

dx 2

+ ! 2

)(�( x )

sin !x
!

) =? (4 :9)

• ¥è¥¨¥. •® ä®à¬ã « ¬ (4.5) ¨ (3.7)

d
dx

(

sin !x
!

� �( x )) = cos !x � �( x ) +

sin !x
!

� �

0
( x ) = cos !x � �( x ) : (4 :10)

•®«ì§ã ïáì ®¯ïâì â¥¬¨ ¦ ¥ ä®à¬ã « ¬¨, ¯®«ãç ¥¬

d2

dx 2

(

sin !x
!

� �( x )) =

d
dx

(cos !x � �( x )) = � ! sin !x � �( x )+

+ cos !x � �

0
( x ) = � ! sin !x � �( x ) + � ( x ) :

(4 :11)

•à¨¡ ¢«ïï áî ¤  ! 2

�( x )

sin !x
! , ¯®«ãç ¥¬ � ( x ):

(

d2

dx 2

+ ! 2

)(�( x )

sin !x
!

) = � ( x ) : (4 :12)
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“¯à ¦¥¨¥. „®ª  ¦ ¥¬ (4.8) ¨ (4.12)

¯à¨ ¯®¬®é¨ ä®à¬ã «ë (4.1) ¢¬¥áâ®

(4.5).

„®ª  ¦ ¥¬ (4.8). • à¨áã ¥¬ £à ä¨ª

�( x ) e� �x
(à¨á. 77).

•® ä®à¬ã «¥ (4.1) ( a = 0 ¨ h = 1)

d
dx

(�( x ) e� �x
) = �( x )( � � ) e� �x

+ � ( x ) : (4 :13)
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•à¨¡ ¢«ïï áî ¤  � �( x ) e� �x
, ¯®«ãç -

¥¬ (4.8). „®ª  ¦ ¥¬ (4.12). • à¨áã ¥¬

£à ä¨ª �( x )

sin !x
! :

•® ä®à¬ã «¥ (4.1) ( a = 0 ¨ h = 0)

d
dx

(�( x )

sin !x
!

) = �( x ) cos !x:

ƒà ä¨ª �( x ) cos !x á¬®âà¨   à¨á. 79. •® ä®à¬ã «¥ (4.1) ( a = 0 ¨ h = 1):

d2

dx 2

(�( x )

sin !x
!

) =

d
dx

(�( x ) cos !x ) = �( x )(sin !x )( � ! ) + � ( x ) : (4 :15)



•à¨¡ ¢«ïï áî ¤  ! 2

�( x )

sin !x
! , ¯®«ãç ¥¬ (4.12).

‡ ¬¥ç ¨¥ 4.1. •  ¢¥áâ¢® (4.8) ®¡ã á«®¢«¥® â¥¬, çâ® äãªæ¨ï �( x ) e� �x

¯à¨ x 6= 0 ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â ® ¤®à® ¤®¬ã ãà ¢¥¨î

(

d
dx

+ � )

�
�( x ) e� �x �

= 0 ¯à¨ x 6= 0 ; (4 :16)
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  ¥¥ áª   ç®ª h = 1. € «®£¨ç®,

(4.12) ¯®«ãç ¥âá ï ¨§-§  â®£®, çâ®

äãªæ¨ï y ( x ) = �( x )

sin !x
! ¯à¨ x 6= 0

ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â ® ¤®à® ¤®¬ã ãà ¢¥-

¨î

(

d2

dx 2

+ ! 2

)�( x )

sin !x
!

= 0 ¯à¨ x 6= 0 : (4 :17)

Šà®¬¥ â®£®, á ¬  äãªæ¨ï y ( x ) ¥¯à¥àë¢  ¯à¨ x = 0,   ¥¥ ¯¥à¢ ï

¯à®¨§¢® ¤ ï y0
( x ) = �( x ) cos !x ¨¬¥¥â áª   ç®ª, à ¢ë© 1:

�
y (0 � ) = y (0+) ;
y0

(0+) = y0
(0 � ) + 1 :

(4 :18)

ˆâ  ª, à¥£ã «ïàë¥ ç áâ¨ ¢ (4.8) ¨ (4.12) ã¨çâ® ¦  îâá ï ¢ á¨«ã â® ¦¤¥áâ¢

(4.16), (4.17) á®®â¢¥âáâ¢¥®.

x5. ”ã¤ ¬¥â  «ìë¥ à¥è¥¨ï ®¡ëª®¢¥ëå

¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨©.

1. ”ã¤ ¬¥â «ìë¥ à¥è¥¨ï ®¡ëª®¢¥ëå ãà ¢¥¨©.

•  áá¬®âà¨¬ «¨¥©ë© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à ¯®à ï¤ª   m á ¯®áâ®-

ïë¬¨ ª ®íää¨æ¨¥â  ¬¨:

A = A (

d
dx

) =

mX

k =0

ak
dk

dxk ; am 6= 0 : (5 :1)

•® ä®à¬ã «¥ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï á«® ¦®© äãªæ¨¨ ¤«ï y 2 I R

dk

dxk ( u ( x � y )) = u ( k )

( x � y ) ; x 2 I R : (5 :2)

‘«¥¤®¢ â¥«ì®,

A (

d
dx

)( u ( x � y )) = ( Au )( x � y ) ; x 2 I R : (5 :3)



Ž¯à¥¤¥«¥¨¥ . ”ã¤ ¬¥â  «ìë¬ à¥è¥¨¥¬ ®¯¥à â®à  A  §ë¢ ¥âá ï

â  ª  ï (®¡®¡é¥ ï) ”ãªæ¨ï " ( x ) x 2 D 0
(I R ), ¤«ï ª ®â®à®© (¯à®¨§¢® ¤ë¥

¯®¨¬ îâá ï ¢ á¬ëá«¥ â¥®à¨¨ ®¡®¡é¥ëå äãªæ¨©)

A (

d
dx

) e ( x ) = � ( x ) ; x 2 I R : (5 :4)

‡ ¬¥ç ¨¥ 5.1. ˆ§ (5.3) á«¥¤ã ¥â , çâ®

A (

d
dx

) e ( x � y ) = � ( x � y ) ; x 2 I R : (5 :5)

•à¨¬¥àë:

1. A =

d
dx : e ( x ) = �( x ) (á¬ : (4 :2)) :

2. A =

d 2

dx 2

: e ( x ) =

1

2

jxj (á¬ : (4 :4)) :
3. A =

d
dx + � : e ( x ) = �( x ) e� �x

(á¬ : (4 :8)) :

4. A =

d 2

dx 2

+ ! 2

: e ( x ) = �( x )

sin !x
! (á¬ : (4 :12)) :

Žâ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï ä¨ª á¨à®¢ ®£® ®¯¥à â®à  A äã¤ ¬¥â  «ìëå à¥-

è¥¨© ¬® ¦ ¥â ¡ëâì ¡¥áª ®¥ç®¥ ¬® ¦ ¥áâ¢®.

‚®¯à®á. ‡  ç¥¬ ã¦ë äã¤ ¬¥â  «ìë¥ à¥è¥¨ï?

Žâ¢¥â . —â®¡ë à¥è âì ¥® ¤®à® ¤ë¥ ãà ¢¥¨ï

A (

d
dx

) u ( x ) = f ( x ) ; x 2 I R : (5 :6)

— áâ®¥ à¥è¥¨¥ ¬® ¦®  ©â¨ ¯® ä®à¬ã «¥

u ( x ) =

+ 1Z

�1

e ( x � y ) f ( y ) dy � ( e � f )( x ) =

+ 1Z

�1

e ( y ) f ( x � y ) dy; (5 :7)

¥á«¨ f ( x ) = 0 ¯à¨ jxj � const ;, ¨ f ( x ) 2 C (I R ) (®¯¥à æ¨ï * ¢ (5.7)

 §ë¢ ¥âá ï á¢¥àâª ®© e á f ).

•à®¢¥àª   ¤«ï á«ãç ï f ( x ) 2 Cm
(I R ): ¤«ï äãªæ¨¨ (5.7) ¯®«ãç ¥¬ ¨§

(5.4) ¯à¨ x 2 I R

A (

d
dx

) u ( x ) =

+ 1Z

�1

e ( y ) A (

d
dx

) f ( x � y ) dy =

= he ( y ) ; A ( �
d
dy

) f ( x � y ) i = hA (

d
dy

) e ( y ) ; f ( x � y ) i = h� ( y ) ; f ( x � y ) i = f ( x ) :

(5 :8)

•à¨¬¥àë:

1. „«ï ãà ¢¥¨ï

d
dx

u ( x ) = f ( x ) ; x 2 I R (5 :9)



ä®à¬ã «  (5.7) ¤ ¥â ç áâ®¥ à¥è¥¨¥

u ( x ) =

+ 1Z

�1

�( x � y ) f ( y ) dy =

xZ

�1

f ( y ) dy; x 2 I R (5 :10)

çâ® å ®à®è® ¨§¢¥áâ® ¨§   «¨§ .

2. „«ï ãà ¢¥¨ï

d2

dx 2

u ( x ) = f ( x ) ; x 2 I R (5 :11)

ä®à¬ã «  (5.7) ¤ ¥â ç áâ®¥ à¥è¥¨¥

u ( x ) =

+ 1Z

�1

1

2

jx � yjf ( y ) dy; x 2 I R (5 :12)

çâ®   «®£¨ç® ¨§¢¥áâ®© ä®à¬ã «¥ Š®è¨.

2. Œ¥â® ¤ ¯®áâà®¥¨ï äã¤ ¬¥â «ìëå à¥è¥¨© ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ®¯¥-

à â®à  A (

d
dx ) ¢¨¤  (5.1).

•  áá¬®âà¨¬ äãªæ¨î u
0

( x ) ¯à¨ x � 0, à¥è¥¨¥ § ¤  ç¨ Š®è¨

8
>>>><

>>>>:

A (

d
dx ) u

0

( x ) = 0 ; x > 0 ;
u

0

(0) = 0 ;
: : :
u ( m � 2)

0

(0) = 0 ;
u ( m � 1)

0

(0) =

1

am
:

(5 :13)

’ ®£ ¤  äãªæ¨ï

e =

�
u

0

( x ) ; x > 0 ;
0 ; x < 0 :

(5 :14)

ï¢«ï¥âá ï äã¤ ¬¥â  «ìë¬ à¥è¥¨¥¬ ®¯¥à â®à  A.

‡ ¤  ç . „®ª  ¦¨â¥ (5.4) ¤«ï äãªæ¨¨ (5.14), ¨á¯®«ì§ã ï ä®à¬ã «ã (4.1).

“¯à ¦¥¨¥. • ©¤¨â¥ à¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï

3 u00
( x ) � u0

( x ) = � ( x ) ; x 2 I R (5 :15)

• ¥è¥¨¥. 3 � 2 � � = 0 () �
1

= 0 ; �
2

=

1

3

)

u
0

( x ) = c
1

+ c
2

e
x

3 : (5 :16)

•  ç «ìë¥ ã á«®¢¨ï (5.13) ¤ îâ

�
c

1

+ c
2

= 0 ;
1

3

c
2

=

1

3

; )
�

c
2

= 1 ;
c

1

= � 1 ; (5 :17)



Žâ¢¥â:

u ( x ) = �( x )( e
x

3 � 1) : (5 :18)

“¯à ¦¥¨¥. • ©¤¥¬ ä®à¬ã «ã ¤«ï ç áâ®£® à¥è¥¨ï ãà ¢¥¨ï

u00
( x ) � 3 u0

( x ) + 2 u ( x ) = f ( x ) ; x 2 I R (5 :19)

£ ¤¥ f ( x ) 2 C (I R ) ; f ( x ) = 0 ¯à¨ jxj = const :
• ¥è¥¨¥. • ©¤¥¬ äã¤ ¬¥â  «ì®¥ à¥è¥¨¥:

e

00
( x ) � 3 e

0
( x ) + 2 e ( x ) = � ( x ) : (5 :20)

„«ï íâ®£®  ©¤¥¬ ª ®à¨ å  à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ®£® ãà ¢¥¨ï

� 2 � 2 � + 2 = 0 () �
1

= 1 ; �
2

= 2 )

e ( x ) = �( x )( c
1

ex
+ c

2

e2 x
) : (5 :21)

•  ç «ìë¥ ã á«®¢¨ï (5.13) ¤ îâ

�
c

1

+ c
2

= 0 ;
c

1

+ 2 c
2

= 1 ;
)

�
c

2

= 1 ;
c

1

= � 1 ;
(5 :22)

Žâ¢¥â: •® ä®à¬ã «¥ (5.7)

u ( x ) = " � f ( x ) =

+ 1Z

�1

�( x � y )( e2( x � y ) � ex � y
) f ( y ) dy =

=

xZ

�1

( e2( x � y ) � ex � y
) f ( y ) dy:

(5 :23)

x6. ”ãªæ¨ï ƒà¨  ¤«ï ªà ¥¢ëå § ¤  ç   ®âà¥§ª ¥.

1. ”ãªæ¨ï ƒà¨ .

• ©¤¥¬ à¥è¥¨¥ ªà ¥¢®© § ¤  ç¨ ( ! 6= 0)

�
u00

( x ) � ! 2 u ( x ) = f ( x ) ; 0 < x < l;
u (0) = u ( l ) = 0 :

(6 :1)

”ãªæ¨ï ƒà¨  íâ®© ªà ¥¢®© § ¤  ç¨ | íâ® äãªæ¨ï G ( x; y )   [0 ; l ] � [0 ; l ],

£ « ¤ª  ï ¯à¨ x 6= y ¨ ã ¤®¢«¥â¢®à ïîé ï ãà ¢¥¨ï¬

�
(

d 2

dx 2

� ! 2

) G ( x; y ) = � ( x � y ) ; 0 < x < l;
G (0 ; y ) = G ( l; y ) = 0 :

(6 :2)



‡¤¥áì y ¨£à ¥â à®«ì ¯ à ¬¥âà , y 2 (0 ; l ). Œ® ¦® áª  § âì, çâ® äãª-

æ¨ï ƒà¨  ¥áâì äã¤ ¬¥â  «ì®¥ à¥è¥¨¥, ã ¤®¢«¥â¢®à ïîé¥¥ ªà ¥¢ë¬

ã á«®¢¨ï¬.

ˆ¬¥ï äãªæ¨î ƒà¨ , «¥£ª ®  ©â¨ à¥è¥¨¥ ªà ¥¢®© § ¤  ç¨ (6.1) ¯®

ä®à¬ã «¥

u ( x ) =

lZ

0

G ( x; y ) f ( y ) dy: (6 :3)

•à®¢¥àª  . Šà ¥¢ë¥ ã á«®¢¨ï (6.1) ¢ëâ¥ª  îâ ¨§ ªà ¥¢ëå ã á«®¢¨© (6.2):

¯à¨ x = 0

u (0) =

lZ

0

G (0 ; l ) f ( y ) dy = 0 (6 :4)

¨   «®£¨ç® ¯à¨ x = l . “à ¢¥¨¥ (6.1) ä®à¬ «ì® ¯à®¢¥à ï¥âá ï â  ª:

(

d2

dx 2

� ! 2

) u ( x ) =

lZ

0

(

d2

dx 2

� ! 2

) G ( x; y ) f ( y ) dy =

lZ

0

� ( x � y ) f ( y ) dy = f ( x ) :

(6 :5)

‡ ¬¥ç ¨¥ 6.1. ”®à¬ã «  (6.3) ®§  ç ¥â , çâ® äãªæ¨ï ƒà¨  G ( x; y )

ï¢«ï¥âá ï ¨â¥£à «ìë¬ ï¤à®¬ ®¯¥à â®à  G, ®¡à â®£® ª ®¯¥à â®àã

A =

d 2

dx 2

� ! 2

ªà ¥¢®© § ¤  ç¨ (6.1):

A =

d2

dx 2

� ! 2

: C 2

0

[0 ; l ] ! C [0 ; l ] (6 :6)

‡¤¥áì C 2

0

[0 ; l ] | ¯à®áâà áâ¢® äãªæ¨© u ( x ) 2 C 2

[0 ; l ] á ªà ¥¢ë¬¨ ã á«®-

¢¨ï¬¨ u (0) = u ( l ) = 0 :
‡ ¬¥ç ¨¥ 6.2. Ž¯¥à â®à (6.6) - á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨© ¢ L

2

(0 ; l ), ª  ª ¯®ª  § ®

¢ I I.3.6. ‘«¥¤®¢ â¥«ì®, ®¯¥à â®à G = A � 1

â  ª¦ ¥ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨© ¢

L
2

(0 ; l ). Žâáî ¤  ¢ëâ¥ª  ¥â ¢ ¦®¥ á¢®©áâ¢® á¨¬¬¥âà¨¨ äãªæ¨¨ ƒà¨ :

G ( x; y ) = G ( y; x ) ; 8x; y 2 [0 ; l ] : (6 :7)

2. Œ¥â® ¤ ¯®áâà®¥¨ï äãªæ¨¨ ƒà¨  ¤«ï ªà ¥¢ëå § ¤  ç   ®âà¥§ª ¥.

„¨ää¥à¥æ¨ «ì®¥ ãà ¢¥¨¥ (6.2) | ® ¤®à® ¤®¥ ¯à¨ x 6= y , ¯®áª ®«ìªã

� ( x � y ) = 0 ¯à¨ x � y 6= 0 . •®íâ®¬ã   «®£¨ç® (4.17)

(

d2

dx 2

� ! 2

) G ( x; y ) = 0 ¯à¨ x 6= y: (6 :8)

‘«¥¤®¢ â¥«ì®,

G ( x; y ) =

�
Ae!x

+ Be� !x ; x < y;
Ce!x

+ De� !x ; x > y:
(6 :9)



•¨á. 80

„«ï ®¯à¥¤¥«¥¨ï ª ®áâ  â A, B, C

¨ D ¬ë ¨¬¥¥¬ ¤¢  ªà ¥¢ëå ã á«®¢¨ï

(6.2) ¨ ¤¢  ã á«®¢¨ï áª«¥©ª¨ ¯à¨ x = y
(á¬. à¨á.80). € «®£¨ç® (4.18)

�
G ( y � 0 ; y ) = G ( y + 0 ; y ) ;
G0

x ( y + 0 ; y ) = G0
x ( y � 0 ; y ) + 1 :

(6 :10)

•â¨ ç¥âëà¥ ãà ¢¥¨ï ® ¤®§  ç® ®¯à¥¤¥«ïîâ A, B, C ¨ D.

‡ ¤  ç . ‚ë¢¥¤¨â¥ (6.2) ¨§ (6.8) ¨ (6.10).

“ª  § ¨¥ . •à¨¬¥¨â¥ ä®à¬ã «ã (4.1) (¤¢  à § ) ¤«ï ¢ëç¨á«¥¨ï

d 2

dx 2

G ( x; y ).

‡ ¬¥â¨¬, çâ® ¬® ¦® áà §ã ãç¥áâì ªà ¥¢ë¥ ã á«®¢¨ï (6.2), à §ëáª¨¢ ï

äãªæ¨î ƒà¨  ¢ ¢¨¤¥

G ( x; y ) =

�
A sh !x; x < y;
B sh ! ( x � l ) ; x > y:

(6 :11)

•à¨ íâ®¬ (6.9) â  ª¦ ¥ ¢ë¯®«ï¥âá ï. Žáâ  ¥âá ï ãç¥áâì ã á«®¢¨ï áª«¥©ª¨

(6.10): �
A sh !y = B sh ! ( y � l ) ;
B! c h ! ( y � l ) = A! c h !y + 1 :

(6 :12)

• ¥è ï íâã á¨áâ¥¬ã ,  å ® ¤¨¬

(
A =

sh ! ( y � l )

! sh !l ;
B =

sh !y
! sh !l :

(6 :13)

Žª ®ç â¥«ì®, ¨§ (6.11)  å ® ¤¨¬ äãªæ¨î ƒà¨  § ¤  ç¨ (6.1):

G ( x; y ) =

(
sh ! ( y � l ) sh !x

! sh !l ; x < y;
sh !y sh ! ( x � l )

! sh !l ; x > y:
(6 :14)

•® ¤áâ  ¢«ïï ¢ (6.3),  å ® ¤¨¬ à¥è¥¨¥ ªà ¥¢®© § ¤  ç¨ (6.1):

u ( x ) =

xZ

0

sh !y sh ! ( x � l )

! sh !l
f ( y ) dy +

lZ

x

sh ! ( y � l ) sh !x
! sh !l

f ( y ) dy: (6 :15)

”ãªæ¨ï ƒà¨  (6.14) á¨¬¬¥âà¨ç  ¢ ¯®«®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á § ¬¥ç ¨¥¬

6.2.



“¯à ¦¥¨¥. • ©â¨ à¥è¥¨¥ ªà ¥¢®© § ¤  ç¨ ( ! 6= 0)

�
u00

( x ) + ! 2 u ( x ) = f ( x ) ; 0 < x < l;
u (0) = u ( l ) = 0 :

(6 :16)

• ¥è¥¨¥. • å ® ¤¨¬ äãªæ¨î ƒà¨  G ( x; y ) ¯à¨ 8y 2 [0 ; l ]:

�
(

d 2

dx 2

+ ! 2

) G ( x; y ) = � ( x � y ) ; 0 < x < l;
G (0 ; y ) = G ( l; y ) = 0 :

(6 :17)

‡ ¬¥ïï ¢ (6.8) § ª " � "   " + " ¯®«ãç ¥¬,   «®£¨ç® (6.11):

G ( x; y ) =

�
A sin !x; x < y;
B sin ! ( x � l ) ; x > y: (6 :18)

•® ¤áâ  ¢«ïï G ¢ ã á«®¢¨ïå áª«¥©ª¨ (6.10), ¯®«ãç ¥¬,   «®£¨ç® (6.13),

çâ® ¯à¨ sin !l 6= 0 (
A =

sin ! ( y � l )

! sin !l ;
B =

sin !y
! sin !l :

(6 :19)

Žâáî ¤ , ¯® ¤®¡® (6.14),

G ( x; y ) =

(
sin ! ( y � l ) sin !x

! sin !l ; x < y;
sin !y sin ! ( x � l )

! sin !l ; x > y:
(6 :20)

• ª ®¥æ, ¯®«ãç ¥¬ à¥è¥¨¥ § ¤  ç¨ (6.16):

u ( x ) =

xZ

0

sin !y sin ! ( x � l )

! sin !l
f ( y ) dy +

lZ

x

sin ! ( y � l ) sin !x
! sin !l

f ( y ) dy: (6 :21)

Žâ¬¥â¨¬, çâ® äãªæ¨ï ƒà¨  (6.20) â  ª¦ ¥ á¨¬¬¥âà¨ç .

‡ ¤  ç . • ©¤¨â¥ à¥è¥¨¥

�
u00

( x ) � ! 2 u ( x ) = f ( x ) ; 0 < x < l;
u ( x ) = u0

( l ) = 0 :
(6 :22)

‡ ¤  ç . • ©¤¨â¥ à¥è¥¨¥

�
u00

( x ) + ! 2 u ( x ) = f ( x ) ; 0 < x < l;
u0

( x ) = u ( l ) = 0 :
(6 :23)

‡ ¤  ç¨. •®áâà®¨âì äãªæ¨¨ ƒà¨  ¨  ¯¨á âì ä®à¬ã «ë ¤«ï à¥è¥¨©

á«¥¤ãîé¨å ªà ¥¢ëå § ¤  ç:



1 : u00
( x ) = f ( x ) ; 0 < x < 1; u0

(0) = u (0) ; u0
(1) = � u (1) :

2 : u00
( x ) + u ( x ) = f ( x ) ; 0 < x < 1; u0

(0) = u (0) ; u0
(1) = 3 u (1) :

3 : x 2 u00
( x ) + 2 xu0

( x ) = f ( x ) ; 1 < x < 2; u0
(1) = 0 ; u (2) + 5 u0

(2) = 0 :

4 : (3 + x 2

) u00
( x ) + 2 xu0

( x ) = f ( x ) ; 0 < x < 1; u0
(0) = u (0) ; u (1) = 0 :

x7. •®à¬ «ì ï à §à¥è¨¬®áâì ªà ¥¢ëå § ¤  ç.

‡ ¬¥â¨¬, çâ® ä®à¬ã «  (6.21) ¤«ï à¥è¥¨ï § ¤  ç¨ (6.16) ¨ äãªæ¨ï ƒà¨ 

(6.20) â¥à ïîâ á¬ëá« ¯à¨ !l = k�; k 2 Z , ¯®áª ®«ìªã â®£ ¤  sin !l = 0.

‚®¯à®á. Œ® ¦® «¨ ¡ë«® íâ® ¯à¥¤¢¨¤¥âì, ¥ à¥è ï § ¤  çã (6.16)?

Žâ¢¥â . „ . „¥«® ¢ â®¬, çâ® ¯à¨ !l = k� § ¤  ç  (6.16) ¨¬¥¥â ¥ã «¥¢®¥

à¥è¥¨¥ u
0

( x ) ¯à¨ f ( x ) � 0 : u
0

( x ) = sin

k�x
l ,

�
(

d 2

dx 2

+ ! 2

) u
0

( x ) = 0 ; 0 < x < l;
u

0

(0) = u
0

( l ) = 0 :
(7 :1)

‘«¥¤®¢ â¥«ì®, ®¯¥à â®à A � d 2

dx 2

+ ! 2

: C 2

0

[0 ; l ] ! C [0 ; l ] ¥®¡à â¨¬!

•®íâ®¬ã («¥¢ë©) ®¡à âë© ®¯¥à â®à G ¥ áãé¥áâ¢ã ¥â , ¨ ¥£® ¨â¥£à «ì®¥

ï¤à® G ( x; y ) â  ª¦ ¥ ¥ áãé¥áâ¢ã ¥â .

Žâ¬¥â¨¬, ® ¤ ª ®, çâ® ®âáãâáâ¢¨¥ ®¡à â®£® ®¯¥à â®à  ª A ¥ ®§  ç ¥â ,

çâ® § ¤  ç  (6.16) ¥ ¨¬¥¥â à¥è¥¨ï ¨ ¯à¨ ª  ª ®© äãªæ¨¨ f ( x )!

‚®¯à®á. •à¨ ª  ª¨å ã á«®¢¨ïå   f ( x ) § ¤  ç  (6.16) ¨¬¥¥â à¥è¥¨¥ u ( x ),

¨ ª  ª íâ® à¥è¥¨¥  ©â¨?

—â®¡ë  ©â¨ ®â¢¥â   íâ®â ¢®¯à®á, á ¤¥« ¥¬ ®âáâã¯«¥¨¥ ¢ «¨¥©ãî

 «£¥¡àã . „¥«® ¢ â®¬, çâ®   «®£¨çë© ¢®¯à®á ¢®§¨ª  ¥â ¯à¨ à¥è¥¨¨

á¨áâ¥¬ë

Au = f; (7 :2)

£ ¤¥ A | n � n ¬ âà¨æ ,   f 2 I R

n
. ‘¨áâ¥¬  (7.2) ¨¬¥¥â à¥è¥¨¥ u = A � 1 f ,

¥á«¨ det A 6= 0 . …á«¨ ¦ ¥ det A = 0, â® á¨áâ¥¬  (7.2) ¬® ¦ ¥â ¥ ¨¬¥âì

à¥è¥¨ï.

•¥®¡ å ® ¤¨¬®¥ ¨ ¤®áâ  â®ç®¥ ã á«®¢¨¥   f, ¯à¨ ª ®â®à®¬ á¨áâ¥¬  (7.2) ¨¬¥¥â

à¥è¥¨¥, íâ® á«¥¤ãîé¥¥ ã á«®¢¨¥ ®àâ®£® «ì®áâ¨ (á¬. [8]):

f ? Ker A �
(7 :3)

‡¤¥áì Ker A �
| ¯® ¤¯à®áâà áâ¢® ¢ I R

n
, á®áâ® ïé¥¥ ¨§ à¥è¥¨© á®¯à ï¦ ¥®©

® ¤®à® ¤®© á¨áâ¥¬ë:

h 2 Ker A � () A � h = 0 (7 :4)

’  ª¨¬ ®¡à §®¬, (7.3) ®§  ç ¥â , çâ®

hf; h i = 0 ; 8h 2 Ker A �
(7 :5)



„®ª  ¦ ¥¬ ¥®¡ å ® ¤¨¬®áâì ã á«®¢¨ï (7.3), (7.5). …á«¨ ¤«ï ¤ ®£® ¢¥ªâ®à 

f 2 I R

n
áãé¥áâ¢ã ¥â à¥è¥¨¥ u á¨áâ¥¬ë (7.2), â® ¤«ï ª  ¦¤®£® ¢¥ªâ®à 

h 2 Ker A �

hf; h i = hAu; h i = hu; A � hi = hu; 0 i = 0 : (7 :6)

‡ ¤  ç . „®ª  ¦¨â¥ ¤®áâ  â®ç®áâì ã á«®¢¨ï (7.3), (7.5) ¤«ï à §à¥è¨¬®áâ¨

á¨áâ¥¬ë (7.2).

‚ á¢ï§¨ á ¢¨¤®¬ ã á«®¢¨ï (7.3) £®¢®à ïâ , çâ® á¨áâ¥¬  (7.2) ï¢«ï¥âá ï

\®à¬ «ì®" à §à¥è¨¬®©.

Žª  §ë¢ ¥âá ï, ¤«ï à §à¥è¨¬®áâ¨ § ¤  ç¨ (6.16) ¥®¡ å ® ¤¨¬® ¨ ¤®áâ  â®ç®

ã á«®¢¨¥ ¢¨¤  (7.3)! •â® ¬ë ¤®ª  ¦ ¥¬ ¨¦ ¥.

• ©¤¥¬ Ker A �
¤«ï ®¯¥à â®à  § ¤  ç¨ (6.16). •®áª ®«ìªã A �

= A (á¬.

«¥¬¬ã x3 £ «.I I), â®

Ker A �
= Ker A: (7 :7)

•â® §  ç¨â , çâ® Ker A �
á®¢¯ ¤ ¥â á ¯à®áâà áâ¢®¬ à¥è¥¨© § ¤  ç¨ (7.1),

â . ¥.

Ker A �
= f C sin

k�x
l

; C 2 I R g: (7 :8)

’  ª¨¬ ®¡à §®¬, ã á«®¢¨¥ ®àâ®£® «ì®áâ¨ (7.6) ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤:

hf ( x ) ; sin

k�x
l

i =

lZ

0

f ( x ) sin

k�x
l

dx = 0 : (7 :9)

“¯à ¦¥¨¥. „®ª  ¦ ¥¬ ¥®¡ å ® ¤¨¬®áâì ã á«®¢¨ï (7.9) ¤«ï à §à¥è¨¬®áâ¨

§ ¤  ç¨ (6.16) ¯à¨ ! =

k�
l :

• ¥è¥¨¥. € «®£¨ç® (7.6), ¢ á¨«ã (I I. 3.6) ¨¬¥¥¬:

hf ( x ) ; sin

k�x
l

i = h(

d2

dx 2

+ ! 2

) u ( x ) ; sin

k�x
l

i =

hu ( x ) ; (

d2

dx 2

+ ! 2

) sin

k�x
l

i = hu ( x ) ; 0 i = 0 : (7 :10)

“¯à ¦¥¨¥. „®ª  ¦ ¥¬ ¤®áâ  â®ç®áâì ã á«®¢¨ï (7.9).

• ¥è¥¨¥. ‚®§ì¬¥¬ ! ! k�
l , ® ! 6= k�

l . ’ ®£ ¤  § ¤  ç  (6.16) ¨¬¥¥â

à¥è¥¨¥ (6.21). Žª  §ë¢ ¥âá ï, ¢®-¯¥à¢ëå, äãªæ¨ï (6.21) ¯à¨ ã á«®¢¨¨

(7.9) ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥« ¯à¨ ! ! k�
l ¨, ¢®-¢â®àëå, íâ®â ¯à¥¤¥« ¥áâì à¥è¥¨¥

§ ¤  ç¨ (6.16).

„®ª  ¦ ¥¬ ¯¥à¢®¥ ãâ¢¥à ¦¤¥¨¥. •® ä®à¬ã «¥ (6.21)

u ( x ) =

1

! sin !l

�
xZ

0

sin !y sin ! ( x � l ) f ( y ) dy +

lZ

x

sin ! ( y � l ) sin !xf ( y ) dy
�

(7 :11)



•à¨ ! =

k�
l ¯® ¤ëâ¥£à «ìë¥ ¢ëà ¦ ¥¨ï ¢ ®¡®¨å ¨â¥£à « å ¨¬¥îâ

® ¤¨ ª ®¢ë© ¢¨¤: ¯® ä®à¬ã « ¬ ¯à¨¢¥¤¥¨ï

�
sin !y � sin ! ( x � l ) = sin !y � sin( !x � k� ) = ( � 1)

k
sin !y � sin !x;

sin ! ( y � l ) � sin !x = sin( !y � k� ) � sin !x = ( � 1)

k
sin !y � sin !x:

(7 :12)

•®íâ®¬ã ¢ëà ¦ ¥¨¥ ¢ ª¢ ¤à âëå áª ®¡ª  å ¢ (7.11) ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤

( � 1)

k
sin !x

lZ

0

sin !yf ( y ) dy: (7 :13)

•® ¯à¨ ! =

k�
l ¨â¥£à « (7.13) à ¢¥ ã «î á®£ « á® ã á«®¢¨î ®àâ®£®-

 «ì®áâ¨ (7.9)! ’  ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¨ ! ! k�
l ç¨á«¨â¥«ì ¨ § ¬¥ â¥«ì

¢ëà ¦ ¥¨ï (7.11) áâà¥¬ïâá ï ª 0 , ¨ ¬ë ¨¬¥¥¬ ¥®¯à¥¤¥«¥®áâì ¢¨¤ 

0

0

‡ ¤  ç . • ©¤¨â¥ ¯à¥¤¥« ¢ëà ¦ ¥¨ï (7.11) ¯à¨ ! ! k�
l . (•à¨¬¥¨â¥

¯à ¢¨«® ‹®¯¨â  «ï.)

Žâ¢¥â:

u ( x ) =

1

!l sin k�

�
xZ

0

[ y cos !y � sin ! ( x � l ) + sin !y � ( x � l ) cos ! ( x � l )] � (7 :14)

� f ( y ) dy +

lZ

x

[( y � l ) cos ! ( y � l ) � sin !x + sin ! ( y � l ) � x cos !x ] f ( y ) dy) :

‡ ¤  ç . „®ª  ¦¨â¥, çâ® äãªæ¨ï (7.14) ï¢«ï¥âá ï à¥è¥¨¥¬ § ¤  ç¨ (6.16)

(¯à¨ ! =

k�
l ¨ ¯à¨ ã á«®¢¨¨ (7.9)!).

‚®¯à®á. • ¥è¥¨¥ § ¤  ç¨ (6.16) ¯à¨ ! =

k�
l ®¯à¥¤¥«¥® ¥® ¤®§  ç®,

â . ¥. ª ¥¬ã ¬® ¦® ¯à¨¡ ¢¨âì C � sin

k�x
l á «î¡ë¬ ª ®íää¨æ¨¥â®¬ C.

Š ª ®¥ ¦ ¥ ¨§ íâ¨å à¥è¥¨© ¤ ¥âá ï ä®à¬ã «®© (7.14), ç¥¬ íâ® à¥è¥¨¥

¢ë¤¥«ï¥âá ï ¨§ ¢á¥å ®áâ  «ìëå?

Žâ¢¥â . ”®à¬ã «  (7.14) ¤ ¥â à¥è¥¨¥ § ¤  ç¨ (6.16), ã ¤®¢«¥â¢®à ïîé¥¥

ã á«®¢¨î

hu ( x ) ; sin

k�x
l

i = 0 :

‡ ¤  ç . • ©¤¨â¥ ã á«®¢¨¥ à §à¥è¨¬®áâ¨ ¨ ä®à¬ã «ã ¤«ï à¥è¥¨ï § ¤  ç¨

(6.23) ¯à¨ ! =

( k +

1

2

) �
l ; k = 0 ; 1 ; 2 ; : : :.

x8. ‘®¡®«¥¢áª¨¥ äãªæ¨® «ìë¥ ¯à®áâà áâ¢ .

•ã áâì 
| ¥ª ®â®à ï ®¡« áâì ¢ I R

n
,   s = 0 ; 1 ; 2 ; : : :.

Ž¯à¥¤¥«¥¨¥ . •à®áâà áâ¢® H s (
) á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å äãªæ¨© u ( x ) 2 L
2

(
),

¤«ï ª ®â®àëå

@�
x u ( x ) 2 L

2

(
) ; ¯à¨ j� j � s; (8 :1)



£ ¤¥ ¯à®¨§¢® ¤ë¥ ¯®¨¬ îâá ï ¢ á¬ëá«¥ ®¡®¡é¥ëå äãªæ¨©.

•®à¬  ‘®¡®«¥¢  kuks ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ H s (
) ®¯à¥¤¥«ï¥âá ï â  ª:

kuk2

s �
X

j � j� s

k@�
x u ( x ) k 2

L
2

(
)

=

X

j � j� s

Z




j@�
x u ( x ) j 2 dx (8 :2)

‡ ¬¥ç ¨¥. H
0

(
) � L
2

(
), ¨ ®ç¥¢¨¤®, C1
0

(
) � H s (
) :
Ž¯à¥¤¥«¥¨¥. H 0

s (
) | § ¬ëª  ¨¥ C1
0

(
) ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ H s (
).

•¥à¥ç¨á«¨¬ ¢ ¦¥©è¨¥ á¢®©áâ¢  á®¡®«¥¢áª¨å ¯à®áâà áâ¢.

I. H s (
) | ¯®«®¥ £¨«ì¡¥àâ®¢® ¯à®áâà áâ¢®. „ «¥¥ ¡ã ¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £  âì,

çâ® 
 | ®£à ¨ç¥ ï ®¡« áâì ¢ I R

n
(á ª ®¬¯ ªâë¬ § ¬ëª  ¨¥¬) ¨

£ « ¤ª ®© £à ¨æ¥© @
. ‘ä®à¬ã «¨àã ¥¬ ¢ ¦¥©è¨¥ â¥®à¥ ¬ë ¢«®¦¥¨ï

‘®¡® «¥¢ 

I I. H s (
) � C (

�


) ¯à¨ s > n
2

.

I I I. •à¨ s
1

> s
2

¢«® ¦ ¥¨¥ H s
1

(
) � H s
2

(
) ï¢«ï¥âá ï ª ®¬¯ ªâë¬

®â®¡à ¦ ¥¨¥¬.

„®ª  § â¥«ìáâ¢  á¢®©áâ¢ I{I I I ¨¬¥îâá ï ¢ [9{12]. •  áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥àë

á®¡®«¥¢áª¨å ¯à®áâà áâ¢. •ã áâì n = 1 ¨ 
 = (0 ; l ) ; £ ¤¥ l > 0. ’ ®£ ¤ 

1. H
0

((0 ; l )) = L
2

(0 ; l ), ¨, à áª« ¤ë¢ ï u ( x ) 2 L
2

(0 ; l ) ¢ à ï¤ ”ãàì¥

u ( x ) =

P 1
1

uk sin

k�x
l , ¨¬¥¥¬ ¯® à ¢¥áâ¢ã •¥áá¥«ï

kuk2

0

=

l
2

1X

1

juk j 2

(8 :3)

2. •à®áâà áâ¢® H
1

(0 ; l ) á®áâ®¨â ¨§ äãªæ¨© u ( x ) 2 L
2

(0 ; l ), ¤«ï ª ®â®àëå

kuk2

1

�

lZ

0

u 2

( x ) dx +

lZ

0

ju0
( x ) j 2 dx < 1 (8 :4)

3. •à®áâà áâ¢® H 0

1

((0 ; l )) á®áâ®¨â ¨§ äãªæ¨© u ( x ) 2 C [0 ; l ], ¤«ï ª ®â®àëå

ª ®¥ç  ®à¬  (8.4) ¨, ªà®¬¥ â®£®, u (0) = u ( l ) = 0. („®ª  § âì!).

‡ ¤  ç . „®ª  § âì, çâ®   «®£¨ç® (8.3) ¤«ï u 2 H 0

1

((0 ; l ))

kuk 2

1

=

l
2

1X

1

juk j 2

+

� 2

2 l

1X

1

k 2 juk j 2 : (8 :5)

“ª  § ¨¥ . ‘  ç «  ¤®ª  § âì (8.5) ¤«ï u ( x ) 2 C1
0

(0 ; l ).

‘«¥¤áâ¢¨¥. „«ï u 2 H 0

1

((0 ; l )) ®à¬  kuk2

1

íª¢¨¢ «¥â  ®à¬¥

jkukj 2

1

�
1X

1

k 2 juk j 2

1

(8 :6)



‡ ¤  ç . „®ª  § âì, çâ® ¤«ï u ( x ) 2 H
1

((0 ; l )) n H 0

1

((0 ; l )) ä®à¬ã «  (8.5)

¥¢¥à .

‡ ¤  ç . „®ª  § âì ¥à ¢¥áâ¢® ”à¨¤à¨å á : ¤«ï u ( x ) 2 H 0

1

((0 ; l ))

lZ

0

u 2

( x ) dx � C

lZ

0

ju0
( x ) j 2 dx; (8 :7)

£ ¤¥ c > 0 ¥ § ¢¨á¨â ®â u.

“ª  § ¨¥ . ‚ëà §¨âì ¨â¥£à «ë ¢ (8.7) ç¥à¥§ ª ®íää¨æ¨¥âë ”ãàì¥ uk

¯® á¨áâ¥¬¥ f sin

k�x
l g.

‡ ¤  ç . „®ª  § âì, çâ® ¨ ¤«ï ª  ª ®© ª ®áâ  âë C > 0 ¥à ¢¥áâ¢® (8.7)

¥ ¬® ¦ ¥â ¢ë¯®«ïâìá ï ¯à¨ ¢á¥å u 2 H
1

((0 ; l )).

“¯à ¦¥¨¥. „®ª  § âì, çâ® H 0

1

((0 ; l )) � C [0 ; l ], ¨á¯®«ì§ã ï ª ®¥ç®áâì

®à¬ë (8.5) ¨ à §«® ¦ ¥¨¥ u ( x ) ¢ à ï¤ ”ãàì¥.

“¯à ¦¥¨¥. „®ª  § âì ª ®¬¯ ªâ®áâì ¢«® ¦ ¥¨ï H 0

1

(0 ; l ) � H
0

((0 ; l )),

¨á¯®«ì§ã ï (8.5) ¨ (8.3).

‡ ¤  ç . •ã áâì 
| è à jxj < 1 ¢ I R

n
. •à¨ ª  ª¨å � 2 I R

jxj � 2 H
1

(
)? (sin jxj )

� 2 H
1

(
)? (ln jxj )

� 2 H
1

(
)?

x9. •  §à¥è¨¬®áâì á¬¥è ®© § ¤  ç¨ ¤«ï ¢®«®¢®£® ãà ¢¥¨ï

¢ á®¡®«¥¢áª¨å ¯à®áâà áâ¢ å.

•  áá¬®âà¨¬ § ¤  çã (6.1){(6.3) ¨§ £ « ¢ë I I ¨ ä®à¬ã «ã (I I.6.10) ¤«ï ¥¥

à¥è¥¨ï. •à¥¤¯®«® ¦¨¬, çâ®

' ( x ) 2 H 0

1

((0 ; l )) ¨  ( x ) 2 H
0

((0 ; l )) � L
2

(0 ; l ) (9 :1)

•à®¢¥à¨¬, çâ® ä®à¬ã «  (I I.6.10) ¤ ¥â à¥è¥¨¥ § ¤  ç¨ (I I.6.1){(I I.6.3) ¯à¨

ã á«®¢¨ïå (9.1).

‡ ¤  ç  1. „®ª  § âì, çâ® ãà ¢¥¨¥ (I I.6.1) ¢ë¯®«ï¥âá ï ¢ á¬ëá«¥

D 0
((0 ; l ) � I R ) :

‡ ¤  ç  2. „®ª  § âì, çâ® ¯à¨ 8t 2 I R

u ( x; t ) 2 H 0

1

� H 0

1

((0 ; l )) ¨ _u ( x; t ) 2 H 0 � H
0

((0 ; l )) (9 :2)

‡ ¤  ç  3. „®ª  § âì, çâ® ®â®¡à ¦ ¥¨¥ t 7! u ( x; t ) ¥¯à¥àë¢® ¨§ I R ¢

H 0

1

((0 ; l )),   t 7! _u ( x; t ) | ¥¯à¥àë¢® ¨§ I R ¢ H
0

((0 ; l )), ¯à¨ç¥¬

u ( �; t )

H 0

1�! ' ( � ) ¨ _u ( �; t )

H
0�!  ( � ) ¯à¨ t ! 0 :

‡ ¤  ç  4*. „®ª  § âì ¥¤¨áâ¢¥®áâì à¥è¥¨ï § ¤  ç¨ (I I.6.1){(I I.6.3) ¢

ª« áá¥ äãªæ¨© u ( x; t ), ®¡« ¤ îé¨å á¢®©áâ¢ ¬¨, áä®à¬ã «¨à®¢ ë¬¨ ¢

§ ¤  ç å 1{3.



Ž¡®§  ç¨¬ ¤«ï 8t 2 I R ç¥à¥§ St ®â®¡à ¦ ¥¨¥

';  7! ( u ( �; t ) ; _u ( �; t ))

¯® ä®à¬ã «¥ (I I.6.10). ‘®£ « á® ãâ¢¥à ¦¤¥¨î § ¤  ç¨ 2, ®â®¡à ¦ ¥¨¥ St

¯¥à¥¢® ¤¨â ¯à®áâà áâ¢® E � H 0

1

((0 ; l )) � H
0

((0 ; l )) ¢ á¥¡ ï.

‡ ¤  ç  5. „®ª  § âì, çâ® ¤«ï 8t 2 I R ®â®¡à ¦ ¥¨¥ St : E ! E ¥¯à¥àë¢®.

‡ ¤  ç  6. „®ª  § âì, çâ® ¯®áâà®¥ë¥ ®â®¡à ¦ ¥¨ï St ®¡à §ãîâ £àã¯¯ã:

St S� = St + � ; 8t; � 2 I R.

‡ ¤  ç  7. „®ª  § âì ¤«ï ¯®áâà®¥®£® à¥è¥¨ï (I I.6.10) § ª ® á® åà ¥¨ï

í¥à£¨¨: H �
R

[ j _u ( x; t ) j 2

+ ju0
( x; t ) j 2

] dx = const ; t 2 I R.

‡ ¬¥ç ¨¥. •®áâà®¥ë¥ à¥è¥¨ï (I I.6.10) ¯à¨ ¯à¥¤¯®«® ¦ ¥¨ïå (9.1)

íâ® ¢ â®ç®áâ¨ à¥è¥¨ï á ª ®¥ç®© í¥à£¨¥©. ˆ¬¥® ¤«ï ®¡®á®¢ ¨ï

à §à¥è¨¬®áâ¨ § ¤  ç â¨¯  (I I.6.1){(I I.6.3) ¢ ª« áá¥ à¥è¥¨© á ª ®¥ç®©

í¥à£¨¥© ‘. ‹. ‘®¡®«¥¢ ¢¢¥« äãªæ¨® «ìë¥ ¯à®áâà áâ¢  â¨¯  H s .

ƒ ‹€‚€ IV. ” “•„€Œ…•’ €‹œ•›… •…˜…•ˆŸ ˆ ” “•Š–ˆŸ

ƒ•ˆ•€ „‹Ÿ “• €‚•…•ˆ‰ ‘ —€ ‘’•›Œˆ ••Žˆ‡‚Ž „•›Œˆ.

[3, c.198{202, 394{411, 423{430]; [10,c.255{259]; [14, c. 136{158, 171{175,

185{192, 208{228, 235{243, 301{310]; [16, c.329{364].

x1. ”ã¤ ¬¥â  «ìë¥ à¥è¥¨ï ®¯¥à â®à  ‹ ¯« á  ¢ I R

n
.

Ž¡®¡é¥ë¥ äãªæ¨¨ ®â ¥áª ®«ìª¨å ¯¥à¥¬¥ëå x
1

; : : : ; xn ¨ ®¯¥à æ¨¨

 ¤ ¨¬¨ ®¯à¥¤¥«ïîâá ï   «®£¨ç® á«ãç î n = 1 (á¬. x2 ¨ 3 £ «. I I I).

• ¯à¨¬¥à,

h�
( n )

( x ) ; ' ( x ) i � ' (0) ; 8' 2 C1
0

(I R

n
); (1 :1)

¤«ï ª  ¦¤®© ®¡®¡é¥®© äãªæ¨¨ u ( x ) 2 D 0
(I R

n
)

h
@u
@x

2

; ' ( x ) i � �h u;
@'
@x

2

i ; 8' 2 C1
0

(I R

n
) (1 :2)

Ž¡®§  ç¨¬

4 n =

@2

@x2

1

+ : : : +

@2

@x2

n
(1 :3)

Ž¡ëç® 4 n ®¡®§  ç îâ ¯à®áâ® ç¥à¥§ 4 .

“¯à ¦¥¨¥. • ©¤¥¬ äã¤ ¬¥â  «ì®¥ à¥è¥¨¥ ®¯¥à â®à  4
3

, â . ¥.

äãªæ¨î e ( x ) 2 D 0
(I R

3

), ¤«ï ª ®â®à®©

4
3

e ( x ) = �
(3)

( x ) ; x 2 I R

3

(1 :4)

„«ï íâ®£®  ¯¯à®ª á¨¬¨àã ¥¬ �
(3)

-äãªæ¨î áâã¯¥ç âë¬¨ äãªæ¨ï¬¨ � � ( x ),

  «®£¨çë¬¨ áâã¯¥ìª  ¬ ‘â¥ª«®¢  (I I I.3.16):

� � ( x ) =

�
1


 �
¯à¨ jxj < �;

0 ¯à¨ jxj > �;
(1 :5)



£ ¤¥ 
 � =

4

3

�� 3

| ®¡ê¥¬ è à  à ¤¨ã á  � > 0.

‡ ¤  ç . „®ª  § âì, çâ® (  «®£¨ç® (I I I.3.17))

� � ( x )

D 0
(I R

3

)

�! �
(3)

( x ) ¯à¨ � ! 0 + : (1 :6)

• ¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï (1.4)  ©¤¥¬ ª  ª ¯à¥¤¥« ¯à¨ � ! 0+ à¥è¥¨© e �

ãà ¢¥¨ï

4
3

e � ( x ) = � � ( x ) ; x 2 I R

3

(1 :7)

…áâ¥áâ¢¥® à¥è¥¨¥ íâ®£® ãà ¢¥¨ï ¨áª  âì ¢ ¢¨¤¥ e � ( x ) � E � ( r ), £ ¤¥

r = jxj . „«ï íâ®£® ¯¥à¥©¤¥¬ ¢ (1.7) ª áä¥à¨ç¥áª¨¬ ª ®®à ¤¨ â  ¬.

‡ ¤  ç . „®ª  § âì, çâ®

4
3

E � ( r ) =

@2 E �

@r2
+

2

r
@E�
@r

=

1

r
@2

@r2
( E � � r ) : (1 :8)

‘«¥¤áâ¢¨¥. ˆ§ ãà ¢¥¨ï (1.7) á«¥¤ã ¥â , çâ®

1

r
( E � r )

00
rr = � � ( r ) ¯à¨ r > 0 ; (1 :9)

£ ¤¥

�
( � )

( r ) �
�

1

j 
 � j ¯à¨ 0 < r < �;
0 ¯à¨ r > �;

•â® ãà ¢¥¨¥ «¥£ª ® à¥è ¥âá ï ¤¢ãªà âë¬ ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥¬:

E � � r =

�
r 3

6

1


 �
+ C

1

+ C
2

r ¯à¨ 0 < r < �
C

3

+ C
4

r ¯à¨ r > �:
(1 :10)

Žáâ  ¥âá ï  ©â¨ ª ®áâ  âë C
1

; : : : ; C
4

.

“çâ¥¬, çâ® ¨§ (1.9) ¢ëâ¥ª  ¥â ¥¯à¥àë¢®áâì r � E � ¨ ( r � E � )

0
¯à¨ � = r

(íâ® á«¥¤ã ¥â ¨§ ä®à¬ã «ë (I I I.4.1)):

(
� 3

6

1


 �
+ C

1

+ C
2

� = C
3

+ C
4

�;
� 2

2

1


 �
+ C

2

= C
4

:
(1 :11)

Š®áâ  â   C
4

¯à®¨§¢®«ì , ¯®áª ®«ìªã ®ç¥¢¨¤® ª à¥è¥¨î ãà ¢¥¨ï

(1.7) (¨ (1.4)) ¬® ¦® ¯à¨¡ ¢¨âì «î¡ãî ¯®áâ® ïãî. •®íâ®¬ã ¯®«® ¦¨¬

C
4

= 0.

’ ®£ ¤  ¨§ (1.11) ¯®«ãç ¥¬, çâ® C
2

= � � 2

2
 �
= � 3

8 �� ; ¨

C
3

=

1

8 �
+ C

1

�
3

8 �
= C

1

�
1

4 �
: (1 :12)



‚ë¡¥à¥¬ C
1

â  ª, çâ®¡ë E � (0) < 1 , â . ¥. C
1

= 0. ’ ®£ ¤  C
3

= � 1

4 � ¨ ¯®

ä®à¬ã « ¬ (1.11) ¯®«ãç ¥¬

E � ( r ) =

(
r 2

8 � 3

� 3

8 � ¯à¨ 0 < r < �;
� 1

4 �r ¯à¨ r > �:
(1 :13)

‡ ¬¥ç ¨¥. “ á«®¢¨¥ E � (0) < 1 ¯à¨¢¥«® ª â®¬ã , çâ® e � ( x ) � E � ( jxj ) |

¡¥áª ®¥ç® ¤¨ää¥à¥æ¨àã ¥¬ ï äãªæ¨ï ¢ è à¥ jxj < � :

e � ( x ) =

(
x 2

1

+ x 2

2

+ x 2

3

8 � 3

� 3

8 � ¯à¨ jxj < �;
� 1

4 � j x j ¯à¨ jxj > �:
(1 :14)

•®íâ®¬ã ®  ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â ãà ¢¥¨î (1.7) ¥ â®«ìª ® ¯à¨ x 2 I R

3 n 0,

çâ® ¢ëâ¥ª  ¥â ¨§ (1.9), ® ¨ ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ x = 0,   áâ  «® ¡ëâì, ¨

¯à¨ ¢á¥å x 2 I R

3

.

‡ ¤  ç . „®ª  § âì, çâ® ¢ á¬ëá«¥ (á« ¡®©) á å ® ¤¨¬®áâ¨ ¢ D 0
(I R

3

)

" � ( x )

D 0
(I R

3

)

�! �
1

4 � jxj
¯à¨ � ! 0+ ; (1 :15)

•¨á. 81

| á¬. à¨á. 81.

‘«¥¤áâ¢¨¥. ˆ§ (1.15) ¢ëâ¥ª  ¥â , çâ®

4 ( �
1

4 � jxj
) = �

(3)

( x ) ; x 2 I R

3 :

(1 :16)

„¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¨§ (1.15) ¢ á¨«ã ¥¯à¥-

àë¢®áâ¨ ®¯¥à â®à  4 ¢ D 0
(I R

3

) (á¬.

«¥¬¬ã 3.1)

4 e � ( x )

D 0
(I R

3

)

+ 4 ( �
1

4 � jxj
) ¯à¨ � ! 0 + : (1 :17)

•® á ¤àã£®© áâ®à®ë, ¨§ (1.7) ¨ (1.6) ¬ë ¯®«ãç ¥¬ â  ª¦ ¥, çâ®

4 e � ( x ) = � � ( x )

D 0
(I R

3

)

+ �
(3)

( x ) ¯à¨ � ! 0 + : (1 :18)

ˆ§ (1.17) ¨ (1.18) ¢ëâ¥ª  ¥â (1.16).

ˆâ  ª, ¤«ï 4
3

äã¤ ¬¥â  «ìë¬ à¥è¥¨¥¬ ï¢«ï¥âá ï â . . \ªã «®®¢áª¨©"

(¨«¨ \ìîâ®®¢áª¨©") ¯®â¥æ¨ «

e ( x ) =

1

4 � jxj
: (1 :19)



Žâ¢¥â:

e ( x ) =

1

2 �
ln jxj; x 2 I R

2 : (1 :20)

‡ ¤  ç . „®ª  § âì, çâ® ¥á«¨ ¢ (1.10) C
1

6= 0, â® äãªæ¨ï E � ( jxj ) ¥

ï¢«ï¥âá ï à¥è¥¨¥¬ ãà ¢¥¨ï (1.7).

“ª  § ¨¥. ˆá¯®«ì§®¢ âì (1.16).

‡ ¤  ç . • ©â¨ äã¤ ¬¥â  «ìë¥ à¥è¥¨ï ¤«ï ®¯¥à â®à  4
2

.

‡ ¤  ç . • ©â¨ äã¤ ¬¥â  «ìë¥ à¥è¥¨ï ¤«ï ®¯¥à â®à®¢ 4 n ; n >
3; ¤«ï 4

3

� k 2 ; £ ¤¥ k > 0 :

x2. •®â¥æ¨ «ë ¨ ¨å á¢®©áâ¢ .

1. Ž¡ê¥¬ë¥ ¯®â¥æ¨ «ë.

‡ ï äã¤ ¬¥â  «ìë¥ à¥è¥¨ï ®¯¥à â®à  ‹ ¯« á  (1.19) ¨ (1.20), ¬® ¦®

 å ® ¤¨âì à¥è¥¨ï ¥® ¤®à® ¤®£® ãà ¢¥¨ï ‹ ¯« á  ¢ I R

n
¯à¨ n = 2 ¨

n = 3. • ¯à¨¬¥à, à¥è¥¨¥¬ ãà ¢¥¨ï

4
2

u ( x ) = f ( x ) ; x 2 I R

2

(2 :1)

ï¢«ï¥âá ï äãªæ¨ï

u ( x ) =

1

2 �

Z

I R

2

ln jx � yjf ( y ) dy; (2 :2)

¥á«¨ f ( x ) 2 C (I R

2

) ; f ( x ) = 0 ¯à¨ jxj > const . € «®£¨ç®, à¥è¥¨¥¬

ãà ¢¥¨ï

4
3

u ( x ) = f ( x ) ; x 2 I R

3

(2 :3)

ï¢«ï¥âá ï äãªæ¨ï

u ( x ) = �
1

4 �

Z

I R

3

1

jx � yj
f ( y ) dy: (2 :4)

‡ ¬¥ç ¨¥ 2.1. ˆâ¥£à «ë ¢¨¤  (2.4)  §ë¢ îâ ªã«®®¢áª¨¬¨ (¨«¨

ìîâ®®¢áª¨¬¨ ) ®¡ê¥ ¬ë¬¨ ¯®â¥æ¨ « ¬¨. „¥«® ¢ â®¬, çâ® ¢ í«¥ª-

âà®áâ  â¨ª ¥ ¨â¥£à « (2.4) á â®ç®áâìî ¤® ¬® ¦¨â¥«ï (§ ¢¨á ïé¥£® ®â

¢ë¡®à  ¥¤¨¨æ) ¨ § ª   ï¢«ï¥âá ï ¯®â¥æ¨ «®¬ í«¥ªâà¨ç¥áª ®£® ¯®«ï

®¡ê¥¬®£® à á¯à¥¤¥«¥¨ï § à ï¤®¢ á ¯«®â®áâìî f ( x ). “à ¢¥¨¥ (2.3)

¤«ï í«¥ªâà®áâ  â¨ç¥áª ®£® ¯®â¥æ¨ «   §ë¢ ¥âá ï ãà ¢¥¨¥¬ •ã  áá® .

Ž® ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤ (2.1) ¢ â®¬ ç áâ®¬ á«ãç ¥, ª ®£ ¤  ¯«®â®áâì § à ï¤®¢

f ( x ) ¥ § ¢¨á¨â ®â ® ¤®© ª ®®à ¤¨ âë x
3

. • ¯à¨¬¥à, ãà ¢¥¨î (2.1)

ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â ¯®â¥æ¨ « à ¢®¬¥à® § à ï¦ ¥®£® ¯à ï¬®£® ¡¥áª ®¥ç®£®

¯à®¢® ¤ .

ˆ§ áª  § ®£® á«¥¤ã ¥â , çâ® äã¤ ¬¥â  «ì®¥ à¥è¥¨¥ � 1

4 �
1

j x j ¨§ (1.19)

¥áâì ¯®â¥æ¨ « â®ç¥ç®£® § à ï¤  +1 ¢ â®çª ¥ 0, ¯®áª ®«ìªã ¤«ï ¥£®

f ( x ) = � ( x ).



“¯à ¦¥¨¥. ‚ëç¨á«¨¬ ¯®â¥æ¨ « à ¢®¬¥à®£® à á¯à¥¤¥«¥¨ï § à ï¤®¢

á ¯«®â®áâìî � ¢ è à®¢®¬ á«®¥ R
1

< jxj < R
2

.

• ¥è¥¨¥. ˆáª ®¬ë© ¯®â¥æ¨ « ¬® ¦® ¯à¥®¡à §®¢ âì ª ¢¨¤ã

u ( x ) = �
1

4 �

Z

R
1

< jy j<R
2

� dy
jx � yj

=

R
2Z

R
1

ur ( x ) dr: (2 :5)

‡¤¥áì ur ( x )| ¯®â¥æ¨ « ¢¨¤  (2.12),  å ® ¤¨âá ï ¯® ä®à¬ã «¥ (2.14) (á¬.

¨¦ ¥):

ur ( x ) = �
1

4 �

Z

j y j = r

�dS ( y )

jx � yj
=

(
� �r; jxj < r;
� �r 2

j x j ; jxj > r:
(2 :6)

•  áá¬®âà¨¬ âà¨ á«ãç ï:

1) jxj < R
1

= ) u ( x ) =

R
2Z

R
1

( � �r ) dr = � �
� R 2

2

2

�
R 2

1

2

�
; (2 :7)

2) R
1

< jxj < R
2

= ) u ( x ) =

j x jZ

R
1

( �
�r 2

jxj
) dr +

R
2Z

j x j

( � �r ) dr =

= �
�

jxj

� jxj 3

3

�
R 3

1

3

�
� �

� R 2

2

2

�
jxj 2

2

�
; (2 :8)

3) jxj > R
2

= ) u ( x ) =

R
2Z

R
1

�
�

�r 2

jxj

�
dr = �

�
jxj

� R 3

2

3

�
R 3

1

3

�
: (2 :9)

•¨á. 82

ƒà ä¨ª ¯®â¥æ¨ «  (2.5) ¨§®¡à ¦ ¥

  à¨á. 82.

‡ ¬¥ç ¨¥ 2.2. •à¨ jxj > R
2

¯®â¥æ¨-

 « (2.9) à ¢¥ ªã «®®¢áª ®¬ã ¯®â¥-

æ¨ «ã â®ç¥ç®£® § à ï¤  ¢¥«¨ç¨ë,

à ¢®© § à ï¤ã ¢á¥£® è à®¢®£® á«® ï:



u ( x ) = �
1

4 �

4

3

�R 3

2

� 4

3

�R 3

1

jxj
(2 :10)

2. •®¢¥à å®áâë¥ ¯®â¥æ¨ «ë.

€. •®â¥æ¨ « ¯à®áâ®£® á «®ï | íâ® ¯®â¥æ¨ « ¯®¢¥à å®áâ®£® à á¯à¥¤¥-

«¥¨ï § à ï¤®¢:

u ( x ) = �
1

4 �

Z

S

1

jx � yj
� ( y ) dS( y ) : (2 :11)

‡¤¥áì S | £ « ¤ª  ï ª ®¬¯ ªâ ï ¯®¢¥à å®áâì ¢ I R

3

, � ( y )| ¯®¢¥à å®áâ ï

¯«®â®áâì § à ï¤®¢.

“¯à ¦¥¨¥. ‚ëç¨á«¨¬ ¯®â¥æ¨ « à ¢®¬¥à®£® à á¯à¥¤¥«¥¨ï § à ï¤®¢

  áä¥à¥ jxj = R á ¯«®â®áâìî � .

• ¥è¥¨¥:

u ( x ) = �
1

4 �

Z

j y j = R

�dS
jx � yj

= �
1

4 �

�Z

0

2 �Z

0

�R 2

sin � d� d'
q

R 2

+ jxj 2 � 2 Rjxj cos �

: (2 :12)

•¨á. 83

‡¤¥áì � ; ' | áä¥à¨ç¥áª¨¥ ª ®®à ¤¨ âë

â®çª¨ y , ®âáç¨âë¢ ¥¬ë¥ ®â ¢¥ªâ®à  x : '
| ¤®«£®â  , �| è¨à®â  . •® â¥®à¥¬¥

ª ®á¨ã á®¢

jx � yj 2

= jxj 2

+ jyj 2 � 2 jxj � j yj � cos � =

= jxj 2

+ R 2 � 2 jxjR cos � :

ˆâ¥£à « (2.12) «¥£ª ® ¢ëç¨á«ï¥âá ï:

u ( x ) = �
�R 2

4 �
2 �

�Z

0

� d cos �

q
R 2

+ jxj 2 � 2 Rjxj cos '
=

= �
�R 2

2

� 1Z

1

� dt
q

R 2

+ jxj 2 � 2 Rjxjt
=

�R 2

2

2

q
R 2

+ jxj 2 � 2 Rjxjt

� 2 Rjxj

�
�
�
�

� 1

1

=

= �
�R

2 jxj

� q
R 2

+ jxj 2

+ 2 Rjxj �
q

R 2

+ jxj 2 � 2 Rjxj
�

=

= �
�R

2 jxj

�
jR + jxjj � j R � j xjj

�
=

(
� �R

2 j x j

�
( R + jxj � ( R � j xj )

�
; jxj � R;

� �R
2 j x j

�
( R + jxj + R � j xj )

�
; jxj > R:

(2 :13)
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Žâ¢¥â (á¬. £à ä¨ª   à¨á. 84):

u ( x ) =

�
� �R; jxj � R;
� �R 2

j x j ; jxj > R: (2 :14)

Žâ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ jxj > R ¯®â¥æ¨ «

(2.14) á®¢¯ ¤ ¥â á ªã «®®¢áª¨¬ ¯®â¥-

æ¨ «®¬ uQ â®ç¥ç®£® § à ï¤  ¢¥-

«¨ç¨ë Q = 4 �R 2 � , à ¢®© § à ï¤ã áä¥àë:

uQ ( x ) = �
1

4 �
Q
jxj

= �
� 1

4 �
4 �R 2 �

2 jxj
= �

�R
2 jxj

: (2 :15)

‡ ¬¥ç ¨¥ 2.3. •®â¥æ¨ « ¯à®áâ®£® á«® ï (2.14) ¥¯à¥àë¢¥   áä¥à¥

jxj = R ,   ¥£® ¯à®¨§¢® ¤ ï ¯® ®à¬ «¨ à §àë¢ , ¯à¨ç¥¬

@u
@n

�
�
�
�
j x j = R +0

�
@u
@n

�
�
�
�
j x j = R� 0

=

�R 2

jxj 2

�
�
�
�
j x j = R

= �: (2 :16)

Šà®¬¥ â®£®, ¨§ (2.14) «¥£ª ® ¢¨¤¥âì, çâ®

4 u ( x ) = 0 ¯à¨ jxj 6= R: (2 :17)

Žª  §ë¢ ¥âá ï, çâ® íâ¨ á¢®©áâ¢  ¯®¢¥à å®áâ®£® ¯®â¥æ¨ «  ï¢«ïîâá ï

®¡é¨¬¨ ¤«ï ¨â¥£à «®¢ ¢¨¤  (2.11).

‘¢®©áâ¢  ¯®â¥æ¨ «  ¯à®áâ®£® á«® ï:

1) ¥á«¨ � ( y ) | ¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï, â® ¨ u ( x ) |¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï

¯à¨ ¢á¥å x 2 I R

3

, ¢ â®¬ ç¨á«¥ ¯à¨ x 2 S ;

2) ¥á«¨ � ( y ) ¥¯à¥àë¢® ¤¨ää¥à¥æ¨àã ¥¬ , â® ( n |  ¯à ¢«¥¨¥ ®à¬ «¨

ª S ¢ â®çª ¥ x 2 S )

@u
@n

( x + 0 � n ) �
@u
@n

( x � 0 � n ) = � ( x ); (2 :18)

3) ¯à¨ x 62S ¯®â¥æ¨ « | £  à¬®¨ç¥áª  ï äãªæ¨ï:

4
3

u ( x ) = 0 ¯à¨ x 2 I R

3 n S (2 :19)
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•. •®â¥æ¨ « ¤¢®©®£® á «®ï | íâ®

¯®â¥æ¨ « ¯®¢¥à å®áâ®£® à á¯à¥¤¥-

«¥¨ï ¤¨¯® «¥© . ‘  ç «  ¢ëç¨á«¨¬

¯®â¥æ¨ « ® ¤®£® ¤¨¯®«ï. „¨¯®«¥¬

¢ í«¥ªâà®áâ  â¨ª ¥  §ë¢ ¥âá ï ¯ à 

â®ç¥çëå § à ï¤®¢ (di-p ole) ¢¥«¨ç¨-

ë +

p
" ¨ � p

"   \¡¥áª ®¥ç® ¬ «®¬"

à ááâ® ï¨¨ " ¤àã£ ®â ¤àã£  .



‚¥«¨ç¨  p (¢¥ªâ®à p~e, á¬. à¨á. 85)  §ë¢ ¥âá ï ¬® ¬¥â® ¬ ¤¨¯® «ï .

•®â¥æ¨ « ¤¨¯®«ï à ¢¥

u ( x ) = lim

" ! 0

�
�

1

4 �

� � p
"

jx � x
0

j
+

p
"

jx � x
0

� "~ej

��
=

= �
p

4 �
lim

" ! 0

1

"

�
1

jx � x
0

� "~ej
�

1

jx � x
0

j

�
=

= �
p

4 �
d
d"

�
�
�
�
" =0

1

jx � x
0

� "~ej
= �

p
4 �

1

jx � x
0

j 2

cos (

dx � x
0

; ~e) :

(2 :20)

ˆâ  ª,

u ( x ) = �
p

4 �
1

jx � x
0

j 2

cos (

dx � x
0

; ~e) : (2 :21)
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‡ ª ¢ëà ¦ ¥¨ï (2.20) ã áâ   ¢«¨-

¢ ¥âá ï à áá¬®âà¥¨¥¬ á«ãç ï, ª ®£ ¤ 

 ¯à ¢«¥¨ï ¢¥ªâ®à®¢ x � x
0

¨ ~e á®¢-

¯ ¤ îâ .

’ ¥¯¥àì  ©¤¥¬ ¯®â¥æ¨ « ¤¢®©®£®

á«® ï   ¯®¢¥à å®áâ¨ S ¢ I R

3

á ¯«®â-

®áâìî ¤¨¯®«¥© p( y ) ¨ á ¬®¬¥â  ¬¨,

 ¯à ¢«¥ë¬¨ ¯® ®à¬ «¨ ny ª ¯®-

¢¥à å®áâ¨ ¢ ª  ¦¤®© â®çª ¥ y 2 S :

u ( x ) = �
1

4 �

Z

S

p( y ) cos (

dx � y; ny ) dS( y )

jx � yj 2

: (2 :22)
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‡ ¬¥ç ¨¥ 2.4. •®â¥æ¨ « (2.22)

¬® ¦® ¯à¥¤áâ  ¢¨âì ª  ª ¯à®¨§¢® ¤ãî

¯® " ¯à¨ " = 0 ¯®â¥æ¨ «  ¯à®áâ®£®

á«® ï   ¯®¢¥à å®áâ¨ S" á ¯«®â®áâìî

p( x )

dS ( x )

dS " ( x )

. ‡¤¥áì S" | ¯®¢¥à å®áâì

S , \á ¤¢¨ãâ  ï"   " ¢¤®«ì ¯®«ï

®à¬ «¥© (á¬. à¨á. 87).

“¯à ¦¥¨¥. ‚ëç¨á«¨¬ ¯®â¥æ¨ « ¤¢®©®£® á«® ï   áä¥à¥ á ¯®áâ® ï®©

¯«®â®áâìî p.

• ¥è¥¨¥. •  áá¬®âà¨¬ ¯®â¥æ¨ « ¯à®áâ®£® á«® ï   áä¥à å à ¤¨ã á®¢ R + "
¨ R á ¯«®â®áâìî

p"
" ¨ � p

" á®®â¢¥âáâ¢¥® (à¨á. 88).

•«®â®áâì p"  ©¤¥¬ ¨§ â®£® á®®¡à ¦ ¥¨ï, çâ® áã¬¬ àë© § à ï¤ áä¥à

à ¢¥ ã «î:
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p"

"
� 4 � ( R + " )

2 �
p
"

4 �R 2

= 0 ; (2 :23)

¯®áª ®«ìªã ¢ ª  ¦¤®¬ ¤¨¯®«¥ áã¬¬ 

§ à ï¤®¢ à ¢  ã «î!

Žâáî ¤ 

p" = p
R 2

( R + " )

2

: (2 :24)

•®«ì§ã ïáì ä®à¬ã «®© (2.14), ¯®«ãç ¥¬ ¨áª ®¬ë© ¯®â¥æ¨ « ¤¢®©®£® á«® ï:

u ( x ) �

(
� p"

" ( R + " ) +

p
" R; jxj < R;

� p" ( R + " )

2

" j x j +

pR 2

" j x j ; jxj > R + ":
(2 :25)

•à¨ " ! 0 ¯®«ãç ¥¬ â®çãî ä®à¬ã «ã

u ( x ) =

8
>><

>>:

� d
d"

�
�
�
�
" =0

( R + " ) p" ; jxj < R;

� 1

j x j
d
d"

�
�
�
�
" =0

p" ( R + " )

2 ; jxj > R:
(2 :26)

Žâ¢¥â .

u ( x ) =

�
p; jxj < R;
0 ; jxj > R:

(2 :27)

‘¢®©áâ¢  ¯®â¥æ¨ «  ¤¢®©®£® á«® ï:

1) ¤¢®©®© ¯®â¥æ¨ « ¢¨¤  (2.22) | à §àë¢ ï äãªæ¨ï ¢ â®çª  å

¯®¢¥à å®áâ¨ S :

u ( x + 0 � nx ) � u ( x � 0 � nx ) = � p( x ) ; x 2 S (2 :28)

(¥á«¨ äãªæ¨ï u ( x ) ¤¨ää¥à¥æ¨àã ¥¬  ¢ â®çª ¥ x );

2) ¢¥ ¯®¢¥à å®áâ¨ S ¯®â¥æ¨ « u ( x ) | £  à¬®¨ç¥áª  ï äãªæ¨ï:

4
3

u ( x ) = 0 ; ¯à¨ x 2 I R

3 n S: (2 :29)

•à¨¬¥à. •®â¥æ¨ « (2.27) ¯® ¤â¢¥à ¦¤ ¥â (2.28), (2.29).

x3. ‚ëç¨á«¥¨¥ ¯®â¥æ¨ «®¢ ¯à¨ ¯®¬®é¨ ä®à¬ã «ë

Žáâà®£à ¤áª ®£®-ƒ   ã áá .

•®áª ®«ìªã 4 u = div grad u , â® ãà ¢¥¨¥ •ã  áá®  (2.3) ¬® ¦® § ¯¨á âì

¢ ¢¨¤¥

div grad u ( x ) = f ( x ) : (3 :1)



ˆâ¥£à¨àã ï íâ® à ¢¥áâ¢® ¯® ¯à®¨§¢®«ì®© ®¡« áâ¨ 
 � I R

3

, ¯®«ãç ¥¬

¯® â¥®à¥¬¥ Žáâà®£à ¤áª ®£®-ƒ   ã áá :

Z

@


grad u ( x ) � nx dS( x ) =

Z




div grad u ( x ) dx =

Z




f ( x ) dx: (3 :2)

‚ í«¥ªâà®áâ  â¨ª ¥ grad u ( x ) = E ( x ) (á â®ç®áâìî ¤® § ª  ) ¥áâì ¢¥ªâ®à

 ¯à ï¦ ¥®áâ¨ í«¥ªâà¨ç¥áª ®£® ¯®«ï ¢ â®çª ¥ x ,   Q (
) =

R




f ( x ) dx |

§ à ï¤ ®¡« áâ¨ 
. •®íâ®¬ã (3.2) ¬® ¦® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥

Z

@


E ( x ) � nx dS( x ) = Q (
) : (3 :3)

•â® â® ¦¤¥áâ¢® ¢¥à® ¤«ï ª  ¦¤®© ®¡« áâ¨ 
 � I R

3

.

‚ëç¨á«¨¬ ¯®â¥æ¨ « (2.12) ¬¥â® ¤®¬ Žáâà®£à ¤áª ®£®-ƒ   ã áá . •«®â®áâì

§ à ï¤®¢ ¢ (2.12) áä¥à¨ç¥áª¨ á¨¬¬¥âà¨ç , ¯®íâ®¬ã ¯®â¥æ¨ « u ( x ) â  ª¦ ¥

®¡« ¤ ¥â íâ¨¬ á¢®©áâ¢®¬. ‘«¥¤®¢ â¥«ì®,

u ( x ) = u
1

( jxj ) : (3 :4)

•®íâ®¬ã ¯®«¥ E ( x ) = grad u ( x ) | à ¤¨ «ì®¥:

E ( x ) =

x
jxj

u0
1

( jxj ) : (3 :5)

•à¨¬¥ïï ª íâ®¬ã ¯®«î â® ¦¤¥áâ¢® (3.3) ¤«ï è à  fj xj < r g = 
,

¯®«ãç ¥¬:

jE ( x ) j � 4 � jxj 2

=

�
0 ; jxj < R;
4 �R 2 �; jxj > R:

(3 :6)

•®áª ®«ìªã jE ( x ) j = ju0
1

( jxj ) j á®£ « á® (3.5), â® ¨§ (3.6) ¯®«ãç ¥¬

u0
1

( r ) � 4 �r 2

=

�
0 ; r < R;
4 �R 2 �; r > R:

(3 :7)

Žâáî ¤ 

u0
1

( r ) =

�
0 ; r < R;
R 2 �
r 2

; r > R: (3 :8)

ˆâ¥£à¨àã ï, ¯®«ãç ¥¬

u
1

( r ) =

�
C

1

; r < R;
� R 2 �

r + C
2

; r > R: (3 :9)

‡ ¤  ç . •®«ãç¨â¥ ¨§ (3.9) ä®à¬ã «ã (2.14).



“ª  § ¨¥. Š®áâ  âë C
1

¨ C
2

®¯à¥¤¥«ïîâá ï ¨§ ã á«®¢¨ï ¥¯à¥àë¢®áâ¨

¯à¨ r = R ¨ à ¢¥áâ¢ 

lim

j x j!1
u ( x ) = 0 ; (3 :10)

ª ®â®à®¥ ®ç¥¢¨¤® ¢ëâ¥ª  ¥â ¨§ (2.12).

‡ ¤  ç . •à¨ ¯®¬®é¨ ¬¥â® ¤  Žáâà®£à ¤áª ®£®-ƒ   ã áá  ¢ëç¨á«¨â¥ ¯®â¥æ¨ «

(2.5).

x4. • ¥è¥¨¥ ªà ¥¢ëå § ¤  ç ¤«ï ãà ¢¥¨ï ‹ ¯« á 

¢ âà¥å¬¥àëå ®¡« áâ ïå. •®áâà®¥¨¥ äãªæ¨©

ƒà¨  ¬¥â® ¤®¬ ®âà ¦ ¥¨©.

‡ ¤  ç  „¨à¨å«¥ á ã «¥¢ë¬¨ ã á«®¢¨ï¬¨   £à ¨æ¥ à¥è ¥âá ï ¬¥â® ¤®¬

¥ç¥â®£® ®âà ¦ ¥¨ï,   § ¤  ç  •¥©¬   | ¬¥â® ¤®¬ ç¥â®£® ®âà ¦ ¥¨ï.

•â®   «®£¨ç® á¨âã  æ¨¨ ¤«ï ¢®«®¢®£® ãà ¢¥¨ï „ « ¬¡¥à  (á¬. £ «.

I).

1. • ¥è¥¨¥ § ¤  ç¨ „¨à¨å«¥ ¢ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢¥ I R

3

+

= f x 2 I R

3

: x
3

> 0 g

(
4

3

u ( x ) = f ( x
1

; x
2

; x
3

) ; x
3

> 0 ;
u ( x

1

; x
2

; 0) = 0 ; �1 < x
1

; x
2

< + 1 ; u ( x ) �!
j x j!1

0 : (4 :1)

‡¤¥áì f ( x ) | § ¤  ï äãªæ¨ï ¢ I R

3

+

; f ( x ) 2 C (

�

I R

3

+

) ; f ( x ) � 0 ¯à¨

jxj > const.

• ©¤¥¬ äãªæ¨î ƒà¨  G ( x; y ) ¤«ï § ¤  ç¨ (4.1). •® ®¯à¥¤¥«¥¨î (áà.

(I I I.6.2)), G ¥áâì à¥è¥¨¥ § ¤  ç¨

�
4 x G ( x; y ) = � ( x � y ) ; x

3

> 0;

G (( x
1

; x
2

; 0) ; y ) = 0; G ( x; y ) ! 0 ¯à¨ jxj ! 1 ;
(4 :2)

£ « ¤ª ®¥ ¯à¨ x 6= y .

‡¤¥áì y | ¯à®¨§¢®«ì ï ä¨ª á¨à®¢  ï â®çª   ¨§ I R

3

+

. Ž¡®§  ç¨¬ ç¥à¥§

�y = ( y
1

; y
2

; � y
3

) â®çªã , á¨¬¬¥âà¨çãî y ®â®á¨â¥«ì® £à ¨æë x
3

= 0

¯®«ã¯à®áâà áâ¢  I R

3

+

:

•¨á. 89



’ ®£ ¤  à¥è¥¨¥¬ § ¤  ç¨ (4.2) ï¢«ï¥âá ï äãªæ¨ï

G ( x; y ) = �
1

4 �
1

jx � yj
+

1

4 �
1

jx � �yj
: (4 :3)

‘®£ « á® (1.16), 4 x G ( x; y ) = � ( x � y ) � � ( x � �y ). Žâáî ¤  ¢ëâ¥ª  ¥â ¯¥à¢®¥

ãà ¢¥¨¥ (4.2), ¯®áª ®«ìªã

� ( x � �y ) = 0 ¯à¨ x
3

> 0 : (4 :4)

„¥©áâ¢¨â¥«ì®, � ( x � �y ) | à á¯à¥¤¥«¥¨¥, á®áà¥¤®â®ç¥®¥ ¢ â®çª ¥ �y
¨¦¥£® ¯®«ã¯à®áâà áâ¢ !

•à®¢¥à¨¬ ªà ¥¢®¥ ã á«®¢¨¥ ¢ (4.2): ¥á«¨ x
3

= 0, â® à ááâ® ï¨ï jx � yj ¨

j ( x � �y ) j à ¢ë, ª  ª ¢¨¤® ¨§ à¨á. 89. •®íâ®¬ã ¨§ (4.3) ¢¨¤®, çâ®

G ( x; y ) = 0. • ª ®¥æ, ®ç¥¢¨¤®, G ( x; y ) �!
j x j!1

0 :

• ¥è¥¨¥ (®¡®¡é¥®¥) ªà ¥¢®© § ¤  ç¨ (4.1) ¤ ¥âá ï ¨â¥£à «®¬

u ( x ) =

Z

I R

3

+

G ( x; y ) f ( y ) dy = �
1

4 �

Z

y
3

> 0

(

1

jx � yj
�

1

jx � �yj
) f ( y ) dy: (4 :5)

„¥©áâ¢¨â¥«ì®, ä®à¬ «ì®

4 x u ( x ) =

Z

I R

3

+

4 x G ( x; y ) f ( y ) dy =

Z

I R

3

+

� ( x � y ) f ( y ) dy = f ( x ) : (4 :6)

Šà ¥¢®¥ ã á«®¢¨¥ ¯à®¢¥à ï¥âá ï ¯à®áâ®:

u

�
�
�
�
x

3

=0

=

Z

I R

3

+

G ( x; y )

�
�
�
�
x

3

=0

f ( y ) dy = 0 ¨ u ( x ) �!
j x j!1

0 : (4 :7)

2. •«¥ªâà®áâ â¨ç¥áª  ï ¨â¥à¯à¥â æ¨ï § ¤  ç (4.1), (4.2). Œ¥â® ¤ ®âà ¦ ¥ëå

§ à ï¤®¢.

‚ í«¥ªâà®áâ  â¨ª ¥ à¥è¥¨¥ u ( x ) ªà ¥¢®© § ¤  ç¨ (4.1) á â®ç®áâìî ¤® § ª  

¨ ¬® ¦¨â¥«ï, § ¢¨á ïé¥£® ®â ¢ë¡®à  ¥¤¨¨æ, ¥áâì ¯®â¥æ¨ « í«¥ªâà®áâ  -

â¨ç¥áª ®£® ¯®«ï § à ï¤®¢ á ¯«®â®áâìî f ( x ) ¢ ¢¥à å¥¬ ¯®«ã¯à®áâà áâ¢¥

I R

3

+

, à á¯®«® ¦ ¥ëå  ¤ ¯à®¢® ¤ïé¥© ¯®¢¥à å®áâìî x
3

= 0 ( ¯à¨¬¥à,

§¥¬®© ¯®¢¥à å®áâìî ¨«¨ ¯«®áª ®© ªàëè¥©, á ¤¥« ®© ¨§ ¦ ¥áâ¨). •«¥ª-

âà®áâ  â¨ç¥áª¨© á¬ëá« äãªæ¨¨ ƒà¨  G ( x; y ) ¨§ (4.2)| íâ® ¯®â¥æ¨ «

¯®«ï â®ç¥ç®£® § à ï¤  +1,  å ® ¤ïé¥£®á ï ¢ â®çª ¥ y  ¤ ¯à®¢® ¤ïé¥©

¯«®áª ®áâìî x
3

= 0. •®«¥ â®ç¥ç®£® ¨áâ®ç¨ª   ¯¥à¥à á¯à¥¤¥«ï¥â § à ï¤ë

¢ ¯«®áª ®áâ¨ x
3

= 0:



®âà¨æ â¥«ìë¥ ¯à¨â ï£¨¢ ¥â ,   ¯®«® ¦¨â¥«ìë¥ ®ââ  «ª¨¢ ¥â (¨ ®¨ ãå ® ¤ïâ

¢ ¡¥áª ®¥ç®áâì):
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•à¨ íâ®¬, ª  ª ¨§¢¥áâ®, á¨«®¢ë¥ (¨â¥£à «ìë¥) ªà¨¢ë¥ ¯®«ï E ( x ) =

grad u ( x ) (á¬. à¨á. 90) ®àâ®£® «ìë ª ¯®¢¥à å®áâ¨ ¯à®¢® ¤¨ª   (‡¥¬«¨),

â  ª ª  ª ¨  ç¥ á¢®¡® ¤ë¥ § à ï¤ë ¢ ¯à®¢® ¤¨ª ¥ ¯à¨è«¨ ¡ë ¢ ¤¢¨¦ ¥¨¥

¢¤®«ì ¯®¢¥à å®áâ¨. Žâáî ¤  á«¥¤ã ¥â , çâ® ¯®¢¥à å®áâì ¯à®¢® ¤¨ª   ï¢«ï¥âá ï

¯®¢¥à å®áâìî ãà®¢ï ¯®â¥æ¨ «  u ( x )| íª¢¨¯®â¥æ¨ «ì®© ¯®¢¥à å®áâìî,

ª  ª £®¢®à ïâ ¢ í«¥ªâà®áâ  â¨ª ¥.
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ˆá å ® ¤ï ¨§ íâ®£® á¢®©áâ¢  á¨«®¢ëå

«¨¨© ¯®«ï E ( x ), ¥£® ¨ ¬® ¦®  ©-

â¨. „«ï íâ®£® ã¦® ¢á¯®¬¨âì

à¨áã®ª á¨«®¢ëå «¨¨© ¯®«ï ¤¢ãå

â®ç¥çëå à §®¨¬¥ëå § à ï¤®¢ ® ¤¨-

 ª ®¢®© ¢¥«¨ç¨ë (á¬. à¨á. 91). ˆ§

á¨¬¬¥âà¨¨ á¨«®¢ëå «¨¨© ®â®á¨-

â¥«ì® ¯«®áª ®áâ¨ á¨¬¬¥âà¨¨ § à ï¤®¢

á«¥¤ã ¥â , çâ® á¨«®¢ë¥ «¨¨¨ ¯¥à¯¥-

¤¨ªã «ïàë íâ®© ¯«®áª ®áâ¨. •®íâ®-

¬ã ¯®«¥  ¤ ¯«®áª ®áâìî á¨¬¬¥âà¨¨

á®¢¯ ¤ ¥â á ¨áª ®¬ë¬. Žâáî ¤  ¨

¯®«ãç ¥âá ï ä®à¬ã «  (4.3).

3. ‡ ¤  ç  „¨à¨å«¥ ¢ ç¥â¢¥àâ¨ ¯à®áâà áâ¢ .

•¨á. 92

—¥â¢¥àâì ¯à®áâà áâ¢  I R

3

++

| íâ®

¤¢ã£à ë© ã£®« ¢¥«¨ç¨®© 90

�
(á¬.

à¨á. 92). •ã áâì f ( x ) 2 C (I R

3

++

),

f ( x ) � 0 ¯à¨ x > const . •  áá¬®âà¨¬

§ ¤  çã „¨à¨å«¥ ¢ I R

3

++



8
<

:

4 u ( x
1

; x
2

; x
3

) = f ( x
1

; x
2

; x
3

) ; x
1

> 0 ; x
2

> 0 ; x
3

2 I R;

u

�
�
�
�
x

1

=0

= 0 ; u

�
�
�
�
x

2

=0

= 0; u ( x ) ! 0 ¯à¨ jxj ! 1 : (4 :8)

”ãªæ¨ï ƒà¨  G ( x; y ) § ¤  ç¨ (4.8) ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î, ¥áâì à¥è¥¨¥ ªà ¥¢®©

§ ¤  ç¨

8
<

:

4 x G ( x; y ) = � ( x � y ) ; x 2 I R

3

++

;

G

�
�
�
�
x

1

=0

= 0 ; G

�
�
�
�
x

2

=0

= 0; G ( x; y ) ! 0 ¯à¨ jxj ! 1 :
(4 :9)

‡¤¥áì ¯ à ¬¥âà y 2 I R

3

++

.

’  ª  ï äãªæ¨ï ƒà¨  â  ª¦ ¥  å ® ¤¨âá ï ¬¥â® ¤®¬ (¥ç¥âëå) ®âà ¦ ¥¨©

(•¨á. 93).

•¨á. 93

•ã áâì �y = ( y
1

; � y
2

; y
3

) | ®âà ¦ ¥¨¥ â®çª¨ y ¢ ¯«®áª ®áâ¨ x
2

= 0 ; ~y =

( � y
1

; y
2

; y
3

) | ¢ ¯«®áª ®áâ¨ x
1

= 0 ; a ŷ = ( � y
1

; � y
2

; y
3

) | ª ®¬¯®§¨æ¨ï

íâ¨å ®âà ¦ ¥¨©. •®¬¥áâ¨¬ ¢ â®çª¨ y ¨ ŷ § à ï¤ë +1,   ¢ �y ¨ ¢ ~y |

§ à ï¤ë � 1. ’ ®£ ¤  ¨å í«¥ªâà®áâ  â¨ç¥áª ®¥ ¯®«¥ ¨¬¥¥â ¯®â¥æ¨ «

G ( x; y ) = �
1

4 �
1

jx � yj
+

1

4 �
1

jx � �yj
+

1

4 �
1

jx � ~yj
�

1

4 �
1

jx � ŷj
(4 :10)

•à®¢¥à¨¬, çâ® íâ   äãªæ¨ï ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â ãà ¢¥¨ï¬

(4.9). ‚®-¯¥à¢ëå, ¯à¨ x 2 I R

3

++

4 x G ( x; y ) = � ( x � y ) � � ( x � �y ) � � ( x � ~y ) + � ( x � ŷ ) = � ( x � y ) ; (4 :11)

¯®áª ®«ìªã � ( x � �y ) ; � ( x � ~y ) ¨ � ( x � ŷ ) à ¢ë ã «î ¯à¨ x 2 I R

3

++

!

•®íâ®¬ã ¯¥à¢®¥ ãà ¢¥¨¥ ¢ (4.9) ¢ë¯®«ï¥âá ï.

„ «¥¥, ¯à®¢¥à¨¬ ªà ¥¢ë¥ ã á«®¢¨ï ¨§ (4.9):  ) ¯à¨ x
1

= 0 â®çª   x
à ¢®ã ¤ «¥  ®â y ¨ ~y ,   â  ª¦ ¥ ®â �y ¨ ŷ (á¬. à¨á. 93). •®íâ®¬ã ¢

¯à ¢®© ç áâ¨ (4.10) ¯¥à¢®¥ á« £  ¥¬®¥ ¢§ ¨¬® ã¨çâ® ¦  ¥âá ï á âà¥âì¨¬,

  ¢â®à®¥ | á ç¥â¢¥àâë¬; ¡) ¯à¨ x
2

= 0 â®çª   x à ¢®ã ¤ «¥  ®â y ¨ �y ,



  â  ª¦ ¥ ®â ~y ¨ ŷ (á¬. à¨á. 93). •®íâ®¬ã ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ (4.10) ¯¥à¢®¥

á« £  ¥¬®¥ ¢§ ¨¬® ã¨çâ® ¦  ¥âá ï á® ¢â®àë¬,   âà¥âì¥ | á ç¥â¢¥àâë¬.

Žç¥¢¨¤® â  ª¦ ¥, çâ® G ( x; y ) ! 0 ¯à¨ jxj ! 1 .

’  ª¨¬ ®¡à §®¬, ªà ¥¢ë¥ ã á«®¢¨ï ¢ (4.9) â  ª¦ ¥ ¢ë¯®«ïîâá ï.

‘«¥¤®¢ â¥«ì®, G ( x; y ) ¨§ (4.10) ï¢«ï¥âá ï äãªæ¨¥© ƒà¨  § ¤  ç¨ „¨à¨å«¥

(4.8). •®íâ®¬ã à¥è¥¨¥ ¯®á«¥¤¥© ¬® ¦® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥

u ( x ) =

Z

I R

3

++

G ( x; y ) f ( y ) dy =

= �
1

4 �

Z

I R

3

++

�
1

jx � yj
�

1

jx � �yj
�

1

jx � ~yj
+

1

jx � ŷj

�
f ( y ) dy:

(4 :12)

‡ ¤  ç . • ©¤¨â¥ äãªæ¨î ƒà¨  ¨  ¯¨è¨â¥ ä®à¬ã «ã ¤«ï à¥è¥¨ï

ªà ¥¢®© § ¤  ç¨ ¢ ç¥â¢¥àâ¨ ¯à®áâà áâ¢  (¯à¨ â¥å ¦ ¥ ã á«®¢¨ïå   f ( x ),

çâ® ¢ (4.8)):

8
<

:

4 u ( x ) = f ( x ) ; x
1

> 0 ; x
2

> 0 ; �1 < x
3

< 1 ;

u

�
�
�
�
x

1

=0

= 0 ; @u
@x

2

�
�
�
�
x

2

=0

= 0; u ( x ) ! 0 ¯à¨ jxj ! 1 : (4 :13)

“ª  § ¨¥. •® ¯¥à¥¬¥®© x
1

á«¥¤ã ¥â ¯à¨¬¥¨âì ¬¥â® ¤ ¥ç¥â®£® ®âà -

¦ ¥¨ï,   ¯® x
2

| ç¥â®£® ®âà ¦ ¥¨ï.

‡ ¤  ç . • ©¤¨â¥ äãªæ¨î ƒà¨  ¨  ¯¨è¨â¥ ä®à¬ã «ã ¤«ï à¥è¥¨ï

§ ¤  ç¨ „¨à¨å«¥ ¢ á«¥¤ãîé¨å ®¡« áâ ïå:

1) ¢ ¤¢ã£à ®¬ ã£ «¥ à áâ¢®à  � =

�
n ; n = 3 ; 4 ; 5 ; : : : (¤«ï n = 1 ; 2 íâ®

á ¤¥« ® ¢ëè¥);

2) ¢ ®ªâ  â¥ âà¥å¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢ : x
1

> 0 ; x
2

> 0 ; x
3

> 0;

3) ¢ á«®¥: 0 < x
3

< a; �1 < x
1

; x
2

< + 1 (¨áá«¥¤ã©â¥ á å ® ¤¨¬®áâì

¯®«ãç¥®£® à ï¤ );

4)¢ \¯®«®¢¨¥" á«® ï: 0 < x
3

< a; �1 < x
1

< 1 ; x
2

> 0;

5) ¢ \ç¥â¢¥àâ¨" á«® ï: 0 < x
3

< a; x
1

> 0 ; x
2

> 0 :
‡ ¬¥ç ¨¥ 4.1. ‚ ¯à¥¤ë¤ãé¥© § ¤  ç¥ ¬® ¦® ¢¬¥áâ® ã á«®¢¨ï „¨à¨å«¥

u
�
�

�

= 0   à §«¨çëå ãç áâª  å £à ¨æë à áá¬®âà¥âì ã á«®¢¨¥ •¥©¬  

@u
@n

�
�
�

�

= 0, ª  ª ¢ § ¤  ç¥ (4.13). „«ï à¥è¥¨ï â  ª¨å § ¤  ç ã¦® ¯à¨¬¥ïâì

¬¥â® ¤ ç¥â®£® ®âà ¦ ¥¨ï ¢ íâ¨å ãç áâª  å £à ¨æ.

‡ ¤  ç . • ©â¨ äãªæ¨î ƒà¨  § ¤  ç¨ „¨à¨å«¥ ¢ á«¥¤ãîé¨å ®¡« áâ ïå:

1) ¢ è à¥ jxj < I R. “ª  § ¨¥ : ¨áª  âì ¥¥ ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë äã¤ ¬¥â  «ì®£®

à¥è¥¨ï � 1

4 �
1

j x � y j ¨ ¯®â¥æ¨ «  \®âà ¦ ¥®£®" § à ï¤ 

q
4 �

1

j x � y � j ¥ª ®â®à®©

¢¥«¨ç¨ë q > 0,  å ® ¤ïé¥£®á ï ¢ â®çª ¥ y�
, \á¨¬¬¥âà¨ç®©" â®çª ¥ y

®â®á¨â¥«ì® áä¥àë:

y�
=

R 2

jyj 2

y



2) ¢ ¯®«ãè à¥ jxj < R; x
3

> 0. “ª  § ¨¥: ¯à¨¬¥¨âì ¬¥â® ¤ ¥ç¥â®£®

®âà ¦ ¥¨ï ¢ ¯«®áª ®áâ¨ x
3

¨ á¢¥áâ¨ § ¤  çã ª è àã .

3) ¢ ç¥â¢¥àâ¨ è à  jxj < R; x
2

> 0 ; x
3

> 0.

x5. • ¥è¥¨¥ ªà ¥¢ëå § ¤  ç ¬¥â® ¤®¬ äãªæ¨¨ ƒà¨ 

¢ ¤¢ã¬¥àëå ®¡« áâ ïå. •à¨¬¥¥¨¥ ª ®ä®à¬ëå

¯à¥®¡à §®¢ ¨©.

1. ‡ ¤  ç  „¨à¨å«¥ ¢ ¯®«ã¯«®áª ®áâ¨ I R

2

+

= f x 2 I R

2

: x
2

> 0 g.

•¨á. 94

8
<

:

4 u ( x
1

; x
2

) = f ( x
1

; x
2

) ; x
2

> 0 ; �1 < x
1

< 1 ;

u

�
�
�
�
x

2

=0

= 0 ; u ( x ) ! 0 ¯à¨ jxj ! 1 ; (5 :1)

£ ¤¥ f ( x ) 2 C (

�

I R

2

+

) ; f ( x ) = 0 ¯à¨ jxj > const : (5 :1

0
)

”ãªæ¨ï ƒà¨  G ( x; y ) íâ®© § ¤  ç¨ ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â ãà ¢¥¨ï¬

8
<

:

4 x G ( x; y ) = � ( x � y ) ; x 2 I R

2

+

;

G

�
�
�
�
x

2

=0

= 0 ; G ( x; y ) ! 0 ¯à¨ jxj ! 1 ;
(5 :2)

£ ¤¥ y 2 I R

2

+

. • å ® ¤¨âá ï íâ   äãªæ¨ï ¬¥â® ¤®¬ ¥ç¥â®£® ®âà ¦ ¥¨ï,

¯® ¤®¡® (4.3), ¨á å ® ¤ï ¨§ äã¤ ¬¥â  «ì®£® à¥è¥¨ï (1.20) ®¯¥à â®à 

‹ ¯« á    ¯«®áª ®áâ¨:

G ( x; y ) =

1

2 �

�
ln jx � yj � ln jx � �yj

�
; £ ¤¥ �y = ( y

1

; � y
2

) : (5 :3)

•®íâ®¬ã à¥è¥¨¥ § ¤  ç¨ (5.1) ¨¬¥¥â ¢¨¤

u ( x ) =

Z

I R

2

+

G ( x; y ) f ( y ) dy =

1

2 �

Z
ln

jx � yj
jx � �yj

f ( y ) dy: (5 :4)



2. ”ãªæ¨ï ƒà¨  ¤«ï ¤¢ã¬¥àëå ®¡« áâ¥©.

‚ ®â «¨ç¨¥ ®â âà¥å¬¥àëå ªà ¥¢ëå § ¤  ç äãªæ¨î ƒà¨  ¤«ï ¬®£¨å

¤¢ã¬¥àëå ® ¤®á¢ï§ëå ®¡« áâ¥© ¬® ¦®  ©â¨ ¯à¨ ¯®¬®é¨ ª ®ä®à¬ëå

®â®¡à ¦ ¥¨©. •â® á¢ï§ ® áâ¥¬, çâ® äãªæ¨ï ƒà¨  G ( x; y ) ï¢«ï¥âá ï

£  à¬®¨ç¥áª ®© ¯® x ¯à¨ x 6= y ,   ª ®ä®à¬ë¥ ®â®¡à ¦ ¥¨ï ¯¥à¥¢® ¤ïâ

£  à¬®¨ç¥áª¨¥ äãªæ¨¨ á®¢  ¢ £  à¬®¨ç¥áª¨¥.

•à®¨««îáâà¨àã ¥¬ á¢ï§ì äãªæ¨© ƒà¨  á ª ®ä®à¬ë¬¨ ®â®¡à ¦ ¥¨ï¬¨

  ç áâ®¬ ¯à¨¬¥à¥ ªà ¥¢®© § ¤  ç¨ (5.1). „«ï íâ®£® ¯à¥®¡à §ã ¥¬ ä®à¬ã «ã

(5.3) ª ¢¨¤ã

G ( x; y ) =

1

2 �
ln

� jx � yj
jx � �yj

�
=

1

2 �
ln

�
�
�
�
x � y
x � �y

�
�
�
�: (5 :5)

‡ ¬¥ç ¨¥ 5.1. •®á«¥¤¥¥ à ¢¥áâ¢® ¢ (5.5) á¯à ¢¥¤«¨¢® ¯à¨ ã á«®¢¨¨,

çâ®

x � y
x � �y ¯®¨¬ ¥âá ï ª  ª ¤¥«¥¨¥ ª ®¬¯«¥ª áëå ç¨á¥«:

x � y
x � �y

=

x
1

+ ix
2

� y
1

� iy
2

x
1

+ ix
2

� y
1

+ iy
2

: (5 :6)

•à¨ íâ®¬ �y = y
1

� iy
2

®ª  §ë¢ ¥âá ï ª ®¬¯«¥ª á®-á®¯à ï¦ ¥ë¬ ç¨á«®¬ ª y .

Žâ¬¥â¨¬, çâ®

1) ¯à¨ ª  ¦¤®¬ ä¨ª á¨à®¢ ®¬ y 2 I R

2

+

®â®¡à ¦ ¥¨¥

x 7! z = � y ( x ) �
x � y
x � �y

(5 :7)

¯¥à¥¢® ¤¨â ª ®ä®à¬® ¢¥à åîî ¯®«ã¯«®áª ®áâì x
2

> 0 ¢ ¥¤¨¨çë© ªàã£

jzj < 1;

2) â®çª   y ¯à¨ ®â®¡à ¦ ¥¨¨ (5.7) ¯¥à¥å ® ¤¨â ¢ 0:

y 7! � y ( y ) = 0 : (5 :8)

•¨á. 95



’ ¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ ®¡é¨© á«ãç © § ¤  ç¨ „¨à¨å«¥ ¢ ¯«®áª ®© ® ¤®á¢ï§®©

®¡« áâ¨ 
 � I R

2

á ªã á®ç®-£ « ¤ª ®© £à ¨æ¥© @
, á® ¤¥à ¦  é¥© ¥ ¬¥¥¥

¤¢ãå â®ç¥ª:

8
<

:

4 u ( x ) = f ( x ) ; x 2 
;

u

�
�
�
�
x 2 @


= 0 u ( x ) ! 0 ju ( x ) j ! 1 ; x 2 
 : (5 :9)

£ ¤¥ f ( x ) 2 C (

�


 ) ; f ( x ) = 0 jxj > const(y) :
”ãªæ¨ï ƒà¨  íâ®© § ¤  ç¨ ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ã ¤®¢«¥â¢®à ï¥â ã á«®¢¨ï¬

8
<

:

4 x G ( x; y ) = � ( x � y ) ; x 2 
;

u

�
�
�
�
x 2 @


= 0 G ( x; y ) ! 0 ju ( x ) j ! 1 ; x 2 
 : (5 :10)

‡¤¥áì y | ¯ à ¬¥âà, y 2 
. ˆ§¢¥áâ® ¨§ ’”Š• (â¥®à¥¬  •¨¬  ,

á¬. [16]), çâ® ¤«ï «î¡®© ® ¤®á¢ï§®© ®¡« áâ¨ 
 � I R

2

á £à ¨æ¥© @
,

á® ¤¥à ¦  é¥© ¥ ¬¥¥¥ ¤¢ãå â®ç¥ª, áãé¥áâ¢ã ¥â ª ®ä®à¬®¥ ®â®¡à ¦ ¥¨¥


   ¥¤¨¨çë© ªàã£ . •à¨ íâ®¬ «î¡ ï  ¯¥à¥¤ § ¤  ï â®çª   y ¬® ¦ ¥â

¡ëâì ¯¥à¥¢¥¤¥  ¢ ã «ì. •ã áâì � y ( x ) â  ª ®¥ ®â®¡à ¦ ¥¨¥ (á¬. à¨á. 96).

•¨á. 96

Žª  §ë¢ ¥âá ï [8], äãªæ¨ï ƒà¨  (5.10) ¨¬¥¥â ¢¨¤ (5.5):

G ( x; y ) =

1

2 �
ln j � y ( x ) j: (5 :11)

Žâáî ¤  ¯®«ãç ¥¬ à¥è¥¨¥ § ¤  ç¨ „¨à¨å«¥ (5.9):

u ( x ) =

1

2 �

Z




ln j � y ( x ) j f ( y ) dy: (5 :12)

‡ ¤  ç . •à®¢¥àì â¥, çâ® äãªæ¨ï (5.11) ï¢«ï¥âá ï à¥è¥¨¥¬ § ¤  ç¨ (5.10).

“ª  § ¨ï :



 ) ln j � y ( x ) j = Re ln � y ( x )| £  à¬®¨ç¥áª  ï äãªæ¨ï ¯à¨ � y ( x ) 6= 0, â . ¥.

¯à¨ x 6= y ;

¡) ln j � y ( x ) j ¯à¨ x = y ¤®¯ã áª  ¥â à §«® ¦ ¥¨¥

ln j � y ( x ) j = ln jx � yj + O (1) ; x ! y ; (5 :13)

¢) ¯à¨¬¥¨â¥ â¥®à¥¬ã ®¡ ã áâà ¨¬®© ®á®¡¥®áâ¨ ¤«ï ¤®ª  § â¥«ìáâ¢ 

â®£®, çâ® O(1) ¢ (5.13) | £  à¬®¨ç¥áª  ï ¯à¨ x = y äãªæ¨ï;

£) ªà ¥¢®¥ ã á«®¢¨¥ G

�
�
�
�
x 2 @


= 0 ®ç¥¢¨¤®, ¯®áª ®«ìªã

j � y ( x )

�
�
�
�
x 2 @


j = 1

“¯à ¦¥¨¥. • ©¤¥¬ äãªæ¨î ƒà¨  ¨ ä®à¬ã «ã ¤«ï ®¡é¥£® à¥è¥¨ï

§ ¤  ç¨ „¨à¨å«¥ ¢ ¯®«®á¥ 
 (¤«ï f ( x ) 2 C (

�


) ; f ( x ) = 0 ¯à¨ jxj > const ):

8
<

:

4 u ( x ) = f ( x ) ; 0 < x
2

< a; �1 < x
1

< 1 ;

u

�
�
�
�
x

2

=0 ;a
= 0 ; u ( x ) ! 0 ¯à¨ jxj ! 1 : (5 :14)

• ¥è¥¨¥. Š®ä®à¬® ®â®¡à §¨¬ ¯®«®áã   ªàã£ (á¬. à¨á. 97).

•¨á. 97

•à¨ íâ®¬ â®çªã y ¯¥à¥¢¥¤¥¬ ¢ ã «ì: w = e
�y
a ;

z =

e
�x
a � e

�y
a

e
�x
a � e

� �y
a

(5 :15)

’ ¥¯¥àì ¯® ä®à¬ã «¥ (5.11)

G ( x; y ) =

1

2 �
ln

�
�
�
�
e

�x
a � e

�y
a

e
�x
a � e

� �y
a

�
�
�
� (5 :16)

¨ ¯® ä®à¬ã «¥ (5.12) à¥è¥¨¥ § ¤  ç¨ (5.14) ¨¬¥¥â ¢¨¤

u ( x ) =

1

2 �

+ 1Z

�1

aZ

0

ln

�
�
�
�
e

�x
a � e

�y
a

e
�x
a � e

� �y
a

�
�
�
� f ( y ) dy

2

dy
1

: (5 :17)



Žâ¬¥â¨¬, çâ®

e
�x
a

= e
�
a ( x

1

+ ix
2

)

= e
�x

1

a
(cos

�
a

x
2

+ i sin

�
a

x
2

) : (5 :18)
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‡ ¤  ç . • ©¤¨â¥ äãªæ¨î ƒà¨  ¨

 ¯¨è¨â¥ ä®à¬ã «ã ¤«ï à¥è¥¨ï § ¤  ç¨

„¨à¨å«¥ ¢ á«¥¤ãîé¨å ®¡« áâ ïå:

1) ã£®« ¢¥«¨ç¨ë � (á¬. à¨á. 98);

2) ªàã£: jxj < 1 (¯®«ãç ¥âá ï ª« áá¨ç¥-

áª  ï ä®à¬ã «  •ã  áá® );
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3) ¯®«ãªàã£: jxj < 1 ; x
2

> 0 (¯à¨-

¬¥¨â¥ ¬¥â® ¤ ¥ç¥â®£® ®âà ¦ ¥¨ï

¯® x
2

¤«ï á¢¥¤¥¨ï ª § ¤  ç¥ 2);

4) á¥ªâ®à ªàã£  : jxj < 1 ; 0 <
arg x < � (á¬. à¨á. 99).

‡ ¬¥ç ¨¥ 5.2. ‡ ï äãªæ¨î ƒà¨  § ¤  ç¨ „¨à¨å«¥ ¢ ®¡« áâ¨ 
,

¬® ¦®, ®ª  §ë¢ ¥âá ï, à¥è âì ® ¤®à® ¤ë¥ ãà ¢¥¨ï 4 u ( x ) = 0 ¢ 
 ¯à¨

¥® ¤®à® ¤ëå ªà ¥¢ëå ã á«®¢¨ïå u

�
�
�
�
@


= f ( x ): ¥á«¨ @
 ª« áá  C 2

¨

f 2 C 2

( @
), â® (¯® ¤à®¡®áâ¨ á¬. ¢ [3, á.429]; [10,á.48]):

u ( x ) =

Z

@


@G( x; y )

@ny
f ( y ) dy;

£ ¤¥

@
@ny

| ®¯¥à â®à ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï ¢¤®«ì ¢¥è¥© ®à¬ «¨ ª

£à ¨æ¥ ¢ â®çª ¥ y 2 @
. •â® á¯à ¢¥¤«¨¢® ¤«ï ®¡« áâ¨ 
 «î¡®©

à §¬¥à®áâ¨: 
 � I R

2 ; 
 � I R

3

¨ â . ¤.

“¯à ¦¥¨¥. • ©¤¥¬ ä®à¬ã «ã ¤«ï à¥è¥¨ï § ¤  ç¨ „¨à¨å«¥ ¢ ¯®«ã¯«®á-

ª ®áâ¨

4 u ( x
1

; x
2

) = 0 ; x
2

> 0; u ( x
1

; 0) = f ( x
1

); u ( x ) �!
j x j!1

0 ;

£ ¤¥ f ( x
1

) 2 C (I R ) ; f ( x
1

) = 0 ¯à¨ jx
1

j > const.

• ¥è¥¨¥. ”ãªæ¨ï ƒà¨  ¤«ï ¯®«ã¯«®áª ®áâ¨ ¨¬¥¥â ¢¨¤ (5.3):

G ( x; y ) =

1

2 �
ln

q
( x

1

� y
1

)

2

+ ( x
2

� y
2

)

2 �
1

2 �
ln

q
( x

1

� y
1

)

2

+ ( x
2

+ y
2

)

2

=

=

1

4 �
ln

�
( x

1

� y
1

)

2

+ ( x
2

� y
2

)

2

�
�

1

4 �

�
( x

1

� y
1

)

2

+ ( x
2

+ y
2

)

2

�
:



“ç¨âë¢ ï, çâ® ¢¥èïï ®à¬ «ì ny ª ¯®«ã¯«®áª ®áâ¨ x
2

> 0 ¥áâì ¢¥ªâ®à

(0,-1),¯®«ãç ¥¬:

� @G( x; y )

@ny

�
�
�
�
�
y

2

=0

= �
� @

@y
2

G ( x; y )

�
�
�
�
�
y

2

=0

=

=

1

4 �
2 x

2

( x
1

� y
1

)

2

+ x 2

2

+

1

4 �
2 x

2

( x
1

� y
1

)

2

+ x 2

2

=

1

�
x

2

( x
1

� y
1

)

2

+ x 2

2

:

Žâ¢¥â .

u ( x
1

; x
2

) =

x
2

�

+ 1Z

�1

f ( y
1

) dy
1

( x
1

� y
1

)

2

+ x 2

2

:

x6. Ž¡®¡é¥ë¥ à¥è¥¨ï £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨å ãà ¢¥¨©.

• ¯®¬¨¬ (á¬. x2 £ «. I), çâ® ®¡é¥¥ à¥è¥¨¥ ® ¤®à® ¤®£® ãà ¢¥¨ï

„ « ¬¡¥à 

@2 u ( x; t )

@t2

= a2

@2 u ( x; t )

@x2

(6 :1)

¨¬¥¥â ¢¨¤ (I I.2.3):

u ( x; t ) = f ( x � at ) + g( x + at ) : (6 :2)

…á«¨ äãªæ¨¨ f ( x ) ¨ g( x ) ¤¢ ¦¤ë ¥¯à¥àë¢® ¤¨ää¥à¥æ¨àã ¥¬ë, â®

u ( x; t ) ¨§ (6.2) â  ª¦ ¥ ®¡« ¤ ¥â íâ¨¬ á¢®©áâ¢®¬. …á«¨ ¦ ¥ f ( x ) ¨«¨ g( x )

à §àë¢ë¥ äãªæ¨¨, â® u ( x; t ) â  ª¦ ¥ ¡ã ¤¥â à §àë¢®©. •®ª  ¦ ¥¬. çâ® ¢

íâ®¬ á«ãç ¥ u ( x; t ) ¨§ (6.2) â  ª¦ ¥ ¡ã ¤¥â à¥è¥¨¥¬ ãà ¢¥¨ï (6.1), ¥á«¨

â®«ìª ® ¯à®¨§¢® ¤ë¥ ¢ ®¡¥¨å ç áâ ïå (6.1) ¯®¨¬ âì ¢ á¬ëá«¥ ®¡®¡é¥ëå

äãªæ¨© (á¬. § ¬¥ç ¨¥ 2.1 £ «. I). •â® §  ç¨â , çâ®

h
@2 u
@t2

; ' ( x; t ) i = a2 h
@2 u
@x2

; ' ( x; t ) i ; 8' 2 C1
0

(I R

2

) : (6 :3)

—â®¡ë ¤®ª  § âì â® ¦¤¥áâ¢® (6.3),  ¯®¬¨¬, çâ® ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ®¡®¡-

é¥ëå ¯à®¨§¢® ¤ëå

(
h@2 u

@t2 ; ' i = �h @u
@t;

@'
@ti = hu; @2 '

@t2 i ;

h@2 u
@x2

; ' i = �h @u
@x;

@'
@xi = hu; @2 '

@x2

i ;
(6 :4)

•®íâ®¬ã â® ¦¤¥áâ¢® (6.3) íª¢¨¢ «¥â®

hu;
@2 '
@t2

i = a2 hu;
@2 '
@x2

i ; (6 :5)

¨«¨

hu;
@2 '
@t2

� a2

@2 '
@x2

i = 0 : (6 :6)



‚ ª ®®à ¤¨ â  å � = x � at; � = x + at â® ¦¤¥áâ¢® (6.6) § ¯¨è¥âá ï ¢ ¢¨¤¥

(á¬. (I. 2.8))

+ 1Z

�1

Z
u ( �; � )

@2 '
@�@�

d�d� = 0 : (6 :7)

•  §«® ¦ ¥¨¥ (6.2) ®§  ç ¥â , çâ®

u ( �; � ) = f ( � ) + g( � ) : (6 :8)

•® ¤áâ  ¢«ïï (6.8) ¢ (6.7), ¯®«ãç ¥¬

+ 1Z

�1

f ( � )

�
+ 1Z

�1

@2 '
@�@�

d�
�
d� +

+ 1Z

�1

g( � )

�
+ 1Z

�1

@2 '
@�@�

d�
�
d� = 0 : (6 :9)

•® íâ® â® ¦¤¥áâ¢® ®ç¥¢¨¤®, ¯®áª ®«ìªã

+ 1Z

�1

@2 '
@�@�

d� =

@'
@�

( �; � )

�
�
�
�
�

� =+ 1

� = �1

= 0 ;

+ 1Z

�1

@2 '
@�@�

d� =

@'
@�

( �; � )

�
�
�
�
�

� =+ 1

� = �1

= 0

(6 :10)

¢ á¨«ã ä¨¨â®áâ¨ ' ( �; � ). ’  ª¨¬ ®¡à §®¬, à ¢¥áâ¢® (6.3) ¤®ª  § ®.

••ˆ‹Ž †…•ˆ…

Š« áá¨ä¨ª  æ¨ï «¨¥©ëå ãà ¢¥¨© ¢ ç áâëå ¯à®¨§¢® ¤ëå ¢â®à®£® ¯®à ï¤ª  .

1. “à ¢¥¨ï á ¯®áâ® ïë¬¨ ª ®íää¨æ¨¥â ¬¨.

•  áá¬®âà¨¬ ãà ¢¥¨¥ ¢ I R

n
¢¨¤ 

nX

i;j =1

aij
@2 u

@xi @xj
+

nX

i

ai
@u
@xi

+ a
0

u ( x ) = 0 ; x 2 I R

n
; aij = aji : (1)

•à¨¢¥¤¥¬ ¥£® ª ª  ®¨ç¥áª ®¬ã ¢¨¤ã , ¢ ª ®â®à®¬ aij = 0 ¯à¨ i 6= j: „«ï

íâ®£® à áá¬®âà¨¬ «¨¥©ãî § ¬¥ã ¯¥à¥¬¥ëå

( y
1

= c
11

x
1

+ : : : + c
1 n xn ;

: : :
yn = cn 1

x
1

+ : : : + cnn xn ;
(2)

¨«¨ ¢ ¢¥ªâ®à®¬ ¢¨¤¥

y = Cx: (3)



‚ ª ®®à ¤¨ â  å yk ¨¬¥¥¬

@u
@xi

=

P n
k =1

@u
@yk

@yk
@xi

=

P n
1

Cki
@u
@yk

; ¨ â  ª¦ ¥

@2 u
@xi @xj

=

P n
k;l =1

Cki Clj
@2 u

@yk @yl
. •® ¤áâ  ¢«ïï ¢ (1), ¯®«ãç ¥¬

X

i;j;k;l

aij Cki Clj
@2 u

@yk @yl
+ : : : = 0 ; (4)

£ ¤¥ ¬®£®â®ç¨¥¬ ®¡®§  ç¥ë ç«¥ë, á® ¤¥à ¦  é¨¥ ¬« ¤è¨¥ ¯à®¨§¢® ¤ë¥

äãªæ¨¨ u . Œ® ¦® § ¯¨á âì (4) ¢ ¢¨¤¥

nX

k;l =1

bkl
@2 u

@yk @yl
+ : : : = 0 ; (5)

£ ¤¥

bkl =

X

i;j

ai;j Ckl Clj :

‚ ¬ âà¨ç®© ä®à¬¥ b = CaC�
, £ ¤¥ a ¥áâì ¬ âà¨æ  ( aij ),   C �

|

âà á¯®¨à®¢  ï ¬ âà¨æ  ª C . •â   ä®à¬ã «   ¯®¬¨ ¥â § ª ®

¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¬ âà¨æë ª¢ ¤à â¨ç®© ä®à¬ë

( a�; � ) =

nX

i;j =1

aij � i � j : (6)

€ ¨¬¥®, ¥á«¨ á ¤¥« âì § ¬¥ã

� = d�; d = ( dij ) i;j =1 ;:::;n ; (7)

â® ¯®«ãç¨¬, ¥á«¨ ¢§ïâì d�
= C , çâ®

( a�; � ) = ( ad�; d� ) = ( d� ad�; � ) = ( CaC� �; � ) = ( b�; � ) :

’  ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ § ¬¥  (7) ¯à¨¢® ¤¨â ª¢ ¤à â¨çãî ä®à¬ã ª

£ « ¢ë¬ ®á ï¬ (â  ª  ï § ¬¥  áãé¥áâ¢ã ¥â , ª  ª ¨§¢¥áâ® ¨§ «¨¥©®©

 «£¥¡àë) ( a�; � ) =

P n
1

bk � 2

k , â® § ¬¥  (3) á ¬ âà¨æ¥© C = d�
¯à¨¢® ¤¨â

¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¥ ãà ¢¥¨¥ (1) ª ¢¨¤ã (5) á â®© ¦ ¥ ¤¨ £® «ì®©

¬ âà¨æ¥© b:

nX

1

bk
@2 u
@y2k

+ : : : = 0 : (8)

•à¨ íâ®¬ ¢®§¬® ¦ë á«¥¤ãîé¨¥ ¢ à¨ âë:

I.det a 6= 0. ’ ®£ ¤  ãà ¢¥¨¥(1)  §ë¢ ¥âá ï ¥¢ëà® ¦¤¥ë¬, ¨ ¢á¥ bk ¢

(8) ¬® ¦® á ¤¥« âì à ¢ë¬¨ � 1. …á«¨

 ) ¢á¥ bk ® ¤®£® § ª   (¢á¥ +1 ¨«¨ ¢á¥ -1), â® ãà ¢¥¨¥ (8) ¨¬¥¥â

¢¨¤

@2 u
@y

1

+ : : : +

@2 u
@y2

n
+ : : : = 0 ¨  §ë¢ ¥âá ï í««¨¯â¨ç¥áª¨¬. •à¨¬¥à |

ãà ¢¥¨¥ ‹ ¯« á  (I.8.22);



¡) ¢á¥ bk ® ¤®£® § ª  , ªà®¬¥ ® ¤®£®, â® (8) ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤

@2 u
@y2k

+ : : : +

@2 u
@y2n � 1

�
@2 u
@y2n

+ : : : = 0 (9)

¨  §ë¢ ¥âá ï £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨¬. •à¨¬¥à | ¢®«®¢®¥ ãà ¢¥¨¥ (I.7.1);

¢) ¥ª ®â®àë¥ bk (¡®«¥¥ ® ¤®£®) ¯®«® ¦¨â¥«ìë,   ®áâ  «ìë¥ bk (â  ª¦ ¥

¡®«¥¥ ® ¤®£®) | ®âà¨æ â¥«ìë, â® (8) ¨¬¥¥â ¢¨¤

@2 u
@y2

1

+

@2 u
@y2

2

: : : �
@2 u

@y2n � 1

�
@2 u
@y2n

+ : : : = 0

¨  §ë¢ ¥âá ï ã «ì âà £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨¬. •â® ¢®§¬® ¦® ¯à¨ n � 4.

I I.det a = 0. ’ ®£ ¤  ãà ¢¥¨¥ (1)  §ë¢ ¥âá ï ¢ëà® ¦¤¥ë¬, ¨«¨ ¯ à -

¡®«¨ç¥áª¨¬ ¢ è¨à®ª ®¬ á¬ëá«¥. •à¨¬¥à | ãà ¢¥¨¥ â¥¯«®¯à®¢® ¤®áâ¨

(I.8.16).

“¯à ¦¥¨¥. • ©¤¥¬ ª  ®¨ç¥áª¨© ¢¨¤ ¨ § ¬¥ã ¯¥à¥¬¥ëå (2) ¤«ï

ãà ¢¥¨ï

@2 u
@x2

1

+ 4

@u

@x
1

@x
2

� 3

@2 u
@x2

3

= 0 : (10)

• ¥è¥¨¥. ‘®áâ  ¢«ï¥¬ ä®à¬ã (6) ¨ ¯à¨¢® ¤¨¬ ¥¥ ª £ « ¢ë¬ ®á ï¬:

� 2

+ 4 �
1

�
2

� 3 � 2

3

= ( �
1

+ 2 �
2

)

2 � 4 � 2

2

� 3 � 2

3

= � 2

1

� � 2

2

� 3 � 2

3

: (11)

’  ª¨¬ ®¡à §®¬, â¨¯ ãà ¢¥¨ï (10) | £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨©, ª  ª ¢ (9).

‡ ¬¥  (7), â®ç¥¥, ®¡à â ï ª ¥©, ¨¬¥¥â ¢¨¤

( �
1

= �
1

+ 2 �
2

;
�

2

= 2 �
2

;
�

3

= �
3

:
(12)

—â®¡ë ¯à¨¢¥áâ¨ íâ¨ á®®â®è¥¨ï ª ¢¨¤ã (7), ã¦® ®¡à â¨âì ãà ¢¥¨ï

(12): 8
<

:

�
2

=

�
2

2

;
�

3

= �
3

;
�

1

= �
1

� 2 �
2

= �
1

� �
2

:

Žâáî ¤  ¯®«ãç ¥¬ ¬ âà¨æã d:

d =

0

@
1 � 1 0

0

1

2

0

0 0 1

1

A

¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,

C = d�
=

0

@
1 0 0

� 1

1

2

0

0 0 1

1

A



’  ª¨¬ ®¡à §®¬, § ¬¥  (2) ¨¬¥¥â ¢¨¤

( y
1

= x
1

;
y

2

= � x
1

+

1

2

x
2

;
y

3

= x
3

:

Š ®¨ç¥áª¨© ¢¨¤ ãà ¢¥¨ï (10), ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á (11), â  ª ®©:

@2 u
@y2

1

�
@2 u
@y2

2

� 3

@2 u
@y2

3

= 0 :

‡ ¤  ç . • ©¤¨â¥ ª  ®¨ç¥áª¨© ¢¨¤ ¨ § ¬¥ë ¯¥à¥¬¥ëå (2) ¤«ï

ãà ¢¥¨©

@2 u
@x

1

@x
2

+

@2 u
@x

2

@x
3

+

@2 u
@x

3

@x
1

= 0

@2 u
@x2

1

�
@2 u

@x
1

@x
2

+ 6

@2 u
@x

1

@x
3

= 0 :

2. “à ¢¥¨ï á ¯¥à¥¬¥ë¬¨ ª ®íää¨æ¨¥â ¬¨.

’ ¥¯¥àì ¯ã áâì ¢ (1) ª ®íää¨æ¨¥âë ¯¥à¥¬¥ë¥:

nX

i;j =1

aij ( x )

@2 u ( x )

@xi @xj
+ : : : = 0 : (13)

’ ®£ ¤  ¤«ï ª  ¦¤®£® ä¨ª á¨à®¢ ®£® x
0

2 I R

n
¬® ¦® à áá¬®âà¥âì ãà ¢¥¨¥

á \§ ¬®à® ¦ ¥ë¬¨" ¢ â®çª ¥ x
0

¯®áâ® ïë¬¨ ª ®íää¨æ¨¥â  ¬¨

nX

i;j =1

aij ( x
0

)

@2 u ( x )

@xi @xj
+ : : : = 0 :

’¨¯ íâ®£® ãà ¢¥¨ï  §ë¢ ¥âá ï â¨¯®¬ ãà ¢¥¨ï (13) ¢ â®çª ¥ x
0

.

•à¨¬¥à | ãà ¢¥¨¥ ’à¨ª ®¬¨

y
@2 u
@x2

+

@2 u
@y2

= 0

|í««¨¯â¨ç¥áª ®¥ ¢ ¯®«ã¯«®áª ®áâ¨ y > 0,£¨¯¥à¡®«¨ç¥áª ®¥ ¢ ¯®«ã¯«®áª ®áâ¨

y < 0 ¨ ¢ëà® ¦¤¥®¥   ¯à ï¬®© y = 0.
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