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Musik UND Mathematik?

Robert Schumann (1810 – 1856)
,,Aveu“ aus Carnaval op. 9
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,,Musik und Mathematik, das liegt ja ganz nahe beieinander!“

,,Ist das wirklich so?“
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Ein prominenter Besucher zum Dekan der Fakultät für Mathematik
der Universität Wien:

“I hear that you are chairing a department of pianists!“

(,,Ich höre, dass Sie ein Institut von Pianisten leiten!“)
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Wieso gibt es so viele Mathematiker, die auch eine starke
Affinität zur Musik haben, und wieso gibt es so viele Musiker,
die auch eine starke Affinität zur Mathematik haben?
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Wie sieht der typische Mathematiker aus?

Gustav
Mahler

Dmitri
Schostakowitsch

Arnold
Schönberg
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Wie sieht der typische Musiker aus?

Andrew
Wiles

Grigori
Perelman
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Musik . . . −→ Kunstform

Mathematik . . . −→ Wissenschaft
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Wieso gibt es so viele Mathematiker, die auch eine starke
Affinität zur Musik haben, und wieso gibt es so viele Musiker,
die auch eine starke Affinität zur Mathematik haben?
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Mathematik UND Musik sind etwas für Herz UND Hirn.
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Herz in der Musik

Gute Laune!

Scott Joplin (1867/1868? – 1917)
Maple Leaf Rag (Beginn)
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Herz in der Musik

Schlechte Laune!

Robert Schumann (1810 – 1856)
Pantalon et Colombine (Beginn) aus Carnaval op. 9
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Herz in der Musik

Schlechte Laune!

Robert Schumann (1810 – 1856)
Pantalon et Colombine (Beginn) aus Carnaval op. 9
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Herz in der Musik

Todtraurig

Franz Schubert (1797 – 1828)
Andantino (Beginn) aus der Sonate in A-Dur, D 959

Christian Krattenthaler Musik UND Mathematik?



Herz in der Musik

Todtraurig

Franz Schubert (1797 – 1828)
Andantino (Beginn) aus der Sonate in A-Dur, D 959

Christian Krattenthaler Musik UND Mathematik?



Herz in der Musik

Himmelhochjauchzend

Franz Schubert (1797 – 1828)
Impromptu As-Dur, D 899, Nr. 4 (Schluß)
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Himmelhochjauchzend

Franz Schubert (1797 – 1828)
Impromptu As-Dur, D 899, Nr. 4 (Schluß)
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Herz in der Musik

Eleganz

Frédéric Chopin (1810 – 1849)
Grande Valse Brillante Es-Dur, op. 18 (Beginn)
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Herz in der Musik

Humor in der Musik

Max Reger (1873 – 1916)
Humoreske D-Dur, op. 20/1
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Max Reger (1873 – 1916)
Humoreske D-Dur, op. 20/1
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Herz in der Musik

Tour de force!

Franz Liszt (1811 – 1886)
Sonate h-moll (Ausschnitt)
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Herz in der Mathematik

Theorem (Wiles, Taylor 1995)

(Großer Fermatscher Satz)

Sei n eine natürliche Zahl größer als oder gleich 3.
Dann gibt es keine natürlichen Zahlen x , y , z, sodaß

xn + yn = zn.
Andrew
Wiles
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Herz in der Mathematik

Auszug aus Gutachten über mathematische Artikel:

“This is a very nice paper.”

(,,Das ist ein sehr schöner Artikel.“)

,,Das ist ein sehr eleganter Beweis!“
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Eleganz

Theorem

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis: Angenommen, es gibt nur endlich viele Primzahlen, sagen
wir, 2, 3, 5, 7, 11, 13, . . . , 1031.
Wir betrachten nun

2 · 3 · 5 · 7 · 11 · 13 · · · · · 1031 + 1.

Diese (große) Zahl läßt sich auch in Primfaktoren zerlegen. Aber 2
teilt diese Zahl nicht, 3 auch nicht, 5 auch nicht, . . . , 1031 auch
nicht. Das können daher nicht alle Primzahlen gewesen sein.
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Diese (große) Zahl läßt sich auch in Primfaktoren zerlegen. Aber 2
teilt diese Zahl nicht, 3 auch nicht, 5 auch nicht, . . . , 1031 auch
nicht. Das können daher nicht alle Primzahlen gewesen sein.

Christian Krattenthaler Musik UND Mathematik?



Eleganz

Theorem

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis: Angenommen, es gibt nur endlich viele Primzahlen, sagen
wir, p1, p2, p3, p4, p5, p6, . . . , pn.
Wir betrachten nun

p1 · p2 · p3 · p4 · p5 · p6 · · · · · pn + 1.

Diese (große) Zahl läßt sich auch in Primfaktoren zerlegen. Aber
p1 teilt diese Zahl nicht, p2 auch nicht, p3 auch nicht, . . . , pn auch
nicht. Das können daher nicht alle Primzahlen gewesen sein.
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Herz in der Mathematik

Humor in der Mathematik

Auszug aus Gutachten über mathematische Artikel:
,,Das ist aber ein witziger Beweis!“
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Humor in der Mathematik

Eine Partition einer Zahl n ist eine Summen-
darstellung dieser Zahl, wo die Summanden auf-
steigend angeordnet sind.

Srinivasa
Ramanujan

n = 1: 1
n = 2: 2, 1 + 1
n = 3: 3, 1 + 2, 1 + 1 + 1
n = 4: 4, 1 + 3, 2 + 2, 1 + 1 + 2, 1 + 1 + 1 + 1
n = 5: 5, 1 + 4, 2 + 3, 1 + 1 + 3, 1 + 2 + 2, 1 + 1 + 1 + 2,

1 + 1 + 1 + 1 + 1
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Humor in der Mathematik
Es bezeichne p(n) die Anzahl aller Partitionen von n.

n = 1: 1
n = 2: 2, 1 + 1
n = 3: 3, 1 + 2, 1 + 1 + 1
n = 4: 4, 1 + 3, 2 + 2, 1 + 1 + 2, 1 + 1 + 1 + 1
n = 5: 5, 1 + 4, 2 + 3, 1 + 1 + 3, 1 + 2 + 2, 1 + 1 + 1 + 2,

1 + 1 + 1 + 1 + 1

p(1) = 1 p(2) = 2, p(3) = 3, p(4) = 5, p(5) = 7

p(6) = 11 p(7) = 15, p(8) = 22, p(9) = 30, p(10) = 42

p(11) = 56 p(12) = 77, p(13) = 101, p(14) = 135, p(15) = 176

p(16) = 231 p(17) = 297, p(18) = 385, p(19) = 490, p(20) = 627
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Humor in der Mathematik

Theorem (“Ramanujan’s most beautiful theorem” 1919)

p(5n + 4) ist immer durch 5 teilbar. Srinivasa
Ramanujan
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Theorem (Euler)

1 + p(1)q + p(2)q2 + p(3)q3 + p(4)q4 + · · ·

=
1

(1− q)(1− q2)(1− q3)(1− q4) · · ·
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Ramanujans Beweis:
Das Produkt (1− q)(1− q2)(1− q3)(1− q4) · · · wird mit (q; q)∞
abgekürzt.

Lemma

Sei ω5 = 1, ω 6= 1. Dann gilt

(q; q)∞(ωq;ωq)∞(ω2q;ω2q)∞(ω3q;ω3q)∞(ω4q;ω4q)∞

=
(q5; q5)6∞

(q25; q25)∞
.

Lemma

(q; q)∞
q(q25; q25)∞

= q−1R − 1− qR−1,

wobei R eine Potenzreihe in q5 ist.
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Ramanujans Beweis:

Lemma

q−5R5 − 11− q5R−5 =
(q5; q5)6∞

q5(q25; q25)6∞
.
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Ramanujans Beweis:

1 + p(1)q + p(2)q2 + p(3)q3 + p(4)q4 + p(5)q5

+ p(6)q6 + p(7)q7 + p(8)q8 + p(9)q9 + p(10)q10

+ p(11)q11 + p(12)q12 + p(13)q13 + p(14)q14 + . . .

= q4
(q25; q25)5∞
(q5; q5)6∞

· (q−4R4 + q−3R3 + 2q−2R2 + 3q−1R + 5

− 3qR−1 + 2q2R−2 − q3R−3 + q4R−4)
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Ramanujans Beweis:

1 + p(1)q + p(2)q2 + p(3)q3 +

p(4)q4

+ p(5)q5

+ p(6)q6 + p(7)q7 + p(8)q8

+ p(9)q9

+ p(10)q10

+ p(11)q11 + p(12)q12 + p(13)q13

+ p(14)q14 + . . .

= q4
(q25; q25)5∞
(q5; q5)6∞

·

(q−4R4 + q−3R3 + 2q−2R2 + 3q−1R +

5

− 3qR−1 + 2q2R−2 − q3R−3 + q4R−4)
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Ramanujans Beweis:

p(4)q4 + p(9)q9 + p(14)q14 + · · · = q4
(q25; q25)5∞
(q5; q5)6∞

× 5
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Herz in der Mathematik

Tour de force!
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Doron Zeilbergers Theorem über alternierende Vorzeichenmatrizen

Eine alternierende Vorzeichenmatrix ist eine quadrati-
sche Anordnung von 0en, 1en und (−1)en, sodaß

sich in jeder Zeile und Spalte 1en und (-1)en
abwechseln (wenn man auf die 0en vergißt) und

in jeder Zeile und Spalte der erste und der letzte
Eintrag ungleich 0 ein 1er ist.

Doron
Zeilberger

Beispiel:
0 0 1 0 0 0
0 1 −1 0 1 0
0 0 1 0 −1 1
1 0 −1 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0
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Doron Zeilbergers Theorem über alternierende Vorzeichenmatrizen

Eine alternierende Vorzeichenmatrix ist eine quadrati-
sche Anordnung von 0en, 1en und (−1)en, sodaß
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Eine alternierende Vorzeichenmatrix ist eine quadrati-
sche Anordnung von 0en, 1en und (−1)en, sodaß

sich in jeder Zeile und Spalte 1en und (-1)en
abwechseln (wenn man auf die 0en vergißt) und
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Doron Zeilbergers Theorem über alternierende Vorzeichenmatrizen
Eine alternierende Vorzeichenmatrix ist eine quadratische
Anordnung von 0en, 1en und (-1)en, sodaß

sich in jeder Zeile und Spalte 1en und (-1)en abwechseln
(wenn man auf die 0en vergißt) und
in jeder Zeile und Spalte der erste und der letze Eintrag
ungleich 0 ein 1er ist.

Einzeilige alternierende Vorzeichenmatrizen: 1

Zweizeilige alternierende Vorzeichenmatrizen:
1 0
0 1

0 1
1 0

Dreizeilige alternierende Vorzeichenmatrizen:

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 0 1
0 1 0

0 1 0
1 0 0
0 0 1

0 1 0
0 0 1
1 0 0

0 0 1
1 0 0
0 1 0

0 0 1
0 1 0
1 0 0

0 1 0
1 −1 1
0 1 0

Christian Krattenthaler Musik UND Mathematik?



Doron Zeilbergers Theorem über alternierende Vorzeichenmatrizen
Einzeilige alternierende Vorzeichenmatrizen: 1

Zweizeilige alternierende Vorzeichenmatrizen: 1 0
0 1

0 1
1 0

Dreizeilige alternierende Vorzeichenmatrizen:

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 0 1
0 1 0

0 1 0
1 0 0
0 0 1

0 1 0
0 0 1
1 0 0

0 0 1
1 0 0
0 1 0

0 0 1
0 1 0
1 0 0

0 1 0
1 −1 1
0 1 0

Sei A(n) die Anzahl aller n-zeiligen alternierenden
Vorzeichenmatrizen.

n 1 2 3 4 5 6

A(n) 1 2 7 42 429 7436
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Vermutung (Mills, Robbins, Rumsey ∼ 1980)

A(n) =
1! · 4! · 7! · · · · · (3n − 2)!

n! · (n + 1)! · (n + 2)! · · · · · (2n − 1)!
,

wobei m! = m · (m − 1) · (m − 2) · · · · · 2 · 1.
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Doron Zeilberger in einem Vortrag 1991

“Extreme UGLINESS is new BEAUTY!”

(,,Extreme Häßlichkeit ist neue Schönheit!“)
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Hirn in der Mathematik

X

Hirn in der Musik?

Christian Krattenthaler Musik UND Mathematik?



Hirn in der Mathematik X

Hirn in der Musik?

Christian Krattenthaler Musik UND Mathematik?



Hirn in der Mathematik X

Hirn in der Musik?
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Franz Schubert (1797 – 1828) Sonate in A-Dur, D 959

1 Allegro.

2 Andantino.

3 Scherzo. Allegro vivace.

4 Rondo. Allegretto.
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Franz Schubert (1797 – 1828) Sonate in A-Dur, D 959

1 Allegro.

2 Andantino.

3 Scherzo. Allegro vivace.

4 Rondo. Allegretto.
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Unterschiede zwischen Musik und Mathematik

Ludwig van Beethoven (1770 – 1827)
Sonate f-moll, op. 57, ,,Appassionata“
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Unterschiede zwischen Musik und Mathematik

Srinivasa Ramanujan (1887 – 1920)
Notebook I
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Unterschiede zwischen Musik und Mathematik

Srinivasa Ramanujan (1887 – 1920)
Notebook I
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Alban Berg (1885 – 1935)
Sonate op. 1
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Alban Berg (1885 – 1935)
Sonate op. 1
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Aufstiegsfigur Terzenfigur Seufzermotiv
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Aufstiegsfigur Terzenfigur Seufzermotiv
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Alban Berg (1885 – 1935)
Sonate op. 1

Johannes Brahms (1833 – 1897)
Intermezzo in h-moll, op. 119/1
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Alban Berg (1885 – 1935)
Sonate op. 1

Johannes Brahms (1833 – 1897)
Intermezzo in h-moll, op. 119/1
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