Abzahlung von Pflasterungen

Christian Krattenthaler

Universitat Wien

Christian Krattenthaler Pflasterungen



Dominopflasterungen

Christian Krattenthaler Pflasterungen



Dominopflasterungen

Christian Krattenthaler Pflasterungen



Dominopflasterungen

Christian Krattenthaler Pflasterungen



Dominopflasterungen

Christian Krattenthaler Pflasterungen



Dominopflasterungen

Christian Krattenthaler Pflasterungen



Dominopflasterungen

Christian Krattenthaler Pflasterungen



Dominopflasterungen

Satz (KASTELEYN 1961, TEMPERLEY UND FISHER 1961)

Seien m und n positive ganze Zahlen, wobei m gerade sei. Die
Anzahl der Dominopflasterungen eines m x n-Rechteckes ist durch

m/2 n

. .\ 1/2
mn/?2 2 T 2 TJ
2 HH(COS m+1+cos n+1>

i=1 j=1

gegeben.
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Rhombuspflasterungen

Satz (MACMAHON 1915)

Seien a, b, ¢ positive ganze Zahlen. Die Anzahl der
Rhombuspflasterungen eines Sechsecks mit Seitenlangen
a,b,c,a,b,c ist durch

Cc

(a+b+i—1)(i—1)
H(a+i—1)!(b+i—1)!

i=1

gegeben.
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Rhombuspflasterungen
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Satz (KARLIN-MCGREGOR, LINDSTROM, GESSEL—VIENNOT,

FISHER, JOHN—SACHS,
GRONAU—-JUST-SCHADE-SCHEFFLER—WOJCIECHOWSKI)

Seien A1, Az, ..., A, und E1, Ep, . .. E, Gitterpunkte, sodaB fiir

i < j und k < | jeder Gitterpunktpfad zwischen A; und E; einen
gemeinsamen Punkt mit jedwedem Gitterpunktpfad zwischen A;
und Ey hat. Dann ist die Anzahl der Familien (P1, P, ..., P,) von
nichtiiberschneidenden Gitterpunktpfaden, wobei P; von A; nach
E; lauft, i =1,2,...,n, gleich

det (P(AJ — E,')),

1<ij<n

wobei P(A — E) die Anzahl der Gitterpunktpfade von A nach E
bezeichnet.
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Rhombuspflasterungen

BEWEIS.
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Rhombuspflasterungen

BEWEIS.

det (P(Aj%E;)):ngnaHP =)

1<ij<n
== oc€Sy

= Z sgno

og€S,
(Pl, ,Pn)
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Rhombuspflasterungen
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Rhombuspflasterungen

BEWEIS.

det (P(Aj%E;)):ngnaHP =)

1<ij<n
== oc€Sy

= Z sgno

og€S,
(Pl, ,Pn)
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Rhombuspflasterungen

BEWEIS.
n
1<diejz_t<n (P(Aj— E)) = seno || P(Axiy = Ei)
- V= oc€ES, i=1
= Z sgno
og€S,
(P1,...,Pn)
P,'ZAU(,-)—)E,'

In dieser Summe bleiben nur die Familien von
nichtiiberschneidenden Gitterpunktpfaden tibrig.
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Rhombuspflasterungen

BEWEIS.
n
1<diejz_t<n (P(Aj— E)) = seno || P(Axiy = Ei)
- V= oc€ES, i=1
= Z sgno
og€S,
(P1,...,Pn)
P,'ZAU(,-)—)E,'

In dieser Summe bleiben nur die Familien von
nichtiiberschneidenden Gitterpunktpfaden tibrig.

Nichtiiberschneidende Gitterpunktwege kann es aber nur geben,
wenn o = id. ]
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Rhombuspflasterungen

E4
e o ¢p—o—@ o o o
[ ] [ ] 4 [ ] [ 3 [ ] [ ] [ ]
E>
Eq

In unserem Fall gilt A; = (—/,i) und E; = (a—i,c+ 1),
i=1,2,....b.
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Rhombuspflasterungen
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In unserem Fall gilt A; = (—/,i) und E; = (a—i,c+ 1),
i=1,2,.... b
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Rhombuspflasterungen

Die Determinante:

det (P(AJ — E,))

1<ij<n
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Rhombuspflasterungen

Die Determinante:

det (P(AJ — E,))

1<ij<n
Unsere Anfangs- und Endpunkte:

Ai=(—iiyund E=(a—i,c+i), i=1,2,...,b.
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Rhombuspflasterungen

Die Determinante:

det (P(AJ — E,))

1<ij<n
Unsere Anfangs- und Endpunkte:
Ai=(—i,i)und E;=(a—i,c+i), i=1,2,...,b

Wir erhalten so die Determinante

det . .
1<ij<b a—1I-+y
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Eine Determinantenberechnung

Wir mochten beweisen, daB

det ate 15[ a+b+i—1) (:.—1)!'
1<ij<b \\a—1i+] (a+i—=1)(b+i—1)!

l:l
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Eine Determinantenberechnung

Unsere Determinante:

(as9)
det ..
1<i,j<b a—I-+j
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Eine Determinantenberechnung

Unsere Determinante:

atc (a+ o)
det . L)) = det — —
1<ij<b \\a— 17+ 1<ij<b \(@a— i+ ) (c+i—))!
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Eine Determinantenberechnung

Unsere Determinante:
[
det a—ljc. = det - (.:,{—l—c). —
1<ij<b \\a— i+ 1<ij<b \(@— i+ ) (c+i—j)
_f[ (a+ c)!
_,7 (a—i+b)(c+i—1)!

><1<det ((a—i+j+1)(a—i+j+2)---(a—i+b)

(eti—j+1)(ct+i—j+2)---(cti—1))
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Eine Determinantenberechnung

N i itd) (e ith
lgo!%tgb((a i+j+1)(a—i+j+2)---(a—i+Db)

(c+i—j+1)(c+i—j+2)-(c+i-1)).
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Eine Determinantenberechnung

N i itd) (e ith
15’3‘%1)((3 i+j+1)(a—i+j+2)---(a—i+Db)

(c+i—j+1)(c+i—j+2)-(c+i-1)).

Seien X1,...,X,, Ao,..., Ay, und By, ..., B, Unbestimmte. Dann
gilt

1S ((x,- + An)(Xi + An-1) -+ (Xi + Ajy)

(X + B)(X; + Bia) -+ (X + By))

= I xi-x) (Bi — A)).

1<i<j<n 2<i<j<n
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Eine Determinantenberechnung

N i itd) (e ith
15’3‘%1)((3 i+j+1)(a—i+j+2)---(a—i+Db)

(c+i—j+1)(c+i—j+2)-(c+i-1)).

Seien X1,...,X,, Ao,..., Ay, und By, ..., B, Unbestimmte. Dann
gilt

1S ((x,- + An)(Xi + An-1) -+ (Xi + Ajy)

(X + B)(X; + Bia) -+ (X + By))

= I xi-x) (Bi — A)).

1<i<j<n 2<i<j<n

Wir wihlen n= b, X; = —i, Aj=a+jund Bj=—c+j — L
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Rhombuspflasterungen

Wir haben bewiesen:

Satz (MACMAHON 1915)

Seien a, b, ¢ positive ganze Zahlen. Die Anzahl der
Rhombuspflasterungen eines Sechsecks mit Seitenlangen
a,b,c,a,b,c ist durch
ﬁ (a+b+i—1)(i—1)
(a+i—=1)(b+i—1)

i=1

gegeben.
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Eine Verallgemeinerung
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Eine Verallgemeinerung
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Die Anzahl der Rhombuspflasterungen des Sechsecks minus

Dreieck ist gleich

H(a+ m)H(b+ m)H(c+m)H(a+ b+ c+ m)
H(a+ b+ m)H(a+c+ m)H(b+ c+ m)
H(m e+ [ H(m 4 255 )
H(Z52 + m) H(Z5 + m) H(25 + m)
b

H([SD HAZD HSDHS]) H(ZD H(( 5]
+

THE 3D AGE + [ MG + (5D H(E + [3) v
y H( )2H(a+b+m)2H(a+c2 )2H C
H(Z + [ZEEE H(E + |25 YR (=) HEE)

[1=5T(k+1) fiir n ganz,

wo H(n) := ;"1 T :
[1,_5 T(k+3) fiir n halbzahlig.
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Zufallige Rhombuspflasterungen eines Sechsecks
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Cohn, Larsen, Propp (1998)
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Sheffield (2005)
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