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VI. Differentialformen

In diesem Kapitel werden wir 1-Formen, wie wir sie in vorhergehenden Kapitel
behandelt haben, zu Differentialformen hoheren Grades (kurz: n-Formen) verall-
gemeinern. Nach einem der Motivation dienenden Abschnitt stellen wir die notige
multilineare Algebra zusammen, und verkleben die damit aus den Tangential- und
Kotangential-Réumen konstruierten Tensorrdume zu Tensorbiindel. Als Schnitte
der Biindel alternierender Tensoren erhalten wir die Differentialformen. Wir be-
handeln die wichtigsten Operationen auf ihnen: Die duflere Ableitung, die Lieablei-
tung und den Einsetzungshomomorphismus. Insbesonders schauen wir uns das fiir
Riemann-Mannigfaltigkeiten genauer an. Als Anwendung reiflen wir die De Rham
Kohomologie an.

31. Konstruktion und 1-Formen

31.1 Motivation

Fiir Kurvenintegrale im R™ ist der Begriff der 1-Form wichtig, da dies ldngs Kur-
ven integrierbare Objekte sind (siche [68, 3.10]). Wir wollen diesen Begriff nun
auf Mannigfaltigkeiten ausdehnen. Wir erinnern uns daran, dafl eine 1-Form auf
einer offenen Teilmenge M C R™ eine Abbildung w : M — L(R™,R) ist. Das
Kurvenintegral von w ldngs einer Kurve ¢ : R — M ist dann als gewthnliches
Riemannintegral von ¢ — w(c(t))(c¢/(t)) definiert. Auf einer allgemeinen Mannigfal-
tigkeit M ist ¢/(t) € Tey) M und somit mu w(z) € L(T, M, R) = (T, M)* fiir jedes
xr € M sein.

31.2 Definition (1-Formen)

Unter einer 1-FORM auf einer Mannigfaltigkeit M verstehen wir eine Abbildung w,
die jedem Punkt z € M ein lineares Funktional w(x) € (T M)* zuordnet.

Sei f : M — R eine glatte Funktion. Dann erhalten wir eine 1-Form, das TOTA-
LE DIFFERENTIAL df von f, durch df(z)(v) := v(f) € R fir alle v € T, M =
Der, (C*(M,R),R).

Wir wollen nun 1-Formen in lokalen Koordinaten beschreiben. Dazu benétigen wir
Koordinaten in (T, M)*. Ist E ein m-dimensionaler Vektorraum und (g;)7* eine
Basis in F, so erhiilt man eine Basis (¢°)™; von E*, die sogenannte DUALE BASIS
indem man die Funktionale ¢* auf der Basis (9;)7%, durch g'(g;) = 5;'- festlegt,
wobei 5;- das Kronecker-Deltasymbol ist, d.h. 6¢ := 1 und 5; =0 fur ¢ # j.

Seien nun (ul,...,u™) lokale Koordinaten auf M. Dann ist (a‘zi )™, eine Basis von
T, M. Berechnen wir nun das totale Differential du’ der i-ten Koordinatenfunktio-
nen ', so erhalten wir:

du' (507) = go7(u') = 0;(u’ o) 0 ™! = 9;(pr;) 0™ = 4.
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31.3 31. KONSTRUKTION UND 1-FORMEN

Also ist (du®)™ , gerade die duale Basis zur Basis ( a?u? ), von T, M und fur £ =

3L 5o ist du'(€) = &'. Fiir das totale Differential df einer Funktion f : M — R
erhalten wir somit

%

denn df(@)(€) = &(F) = (X, €0 5% ) () = Xy du' (&) 2 = (4 5 - du ) (&),

31.3 Transformationsverhalten von Vektoren

(Vgl. mit [72, 1.1] und [72, 20.9]) Sei im Folgenden E ein endlich dimensionaler
Vektorraum, G := (¢;)™, eine Basis in £ und z* die Komponenten (Koordinaten)
eines Punktes z in E beziiglich (g;), also z = Y/~ 2g;. Sei G := (g;); eine weitere
Basis und #7 die Koordinaten von z beziiglich (g;). Und sei A jener Isomorphismus
von FE, welcher g; auf g; abbildet Stellt man die Vektoren g; beziiglich der Basis
(9:) dar, d.h. g; = Y27 a%g;, so ist [A] == (a});; die Matrixdarstellung [A]g g
von A beziiglich der Basis (g;) fiir Dom(A) = E und fiir Bild(A) = F, sowie die
Matrixdarstellung [id]g g der Identitét beziiglich der Basis (g;) fiir Dom(id) = F
und der Basis (g;) fiir Bild(id) = E, und ebenso [A]g g beziiglich der Basis (g;) fiir
Dom(A) = E und fiir Bild(A) = E. Dabei zéhlt der obere Index i die Zeile und
der untere die Spalte der Matrix. Die ersten beiden Matrixdarstellungen folgen aus
[72, 1.1] wonach die j-te Spalte der Matrixdarstellung einer linearen Abbildung die
Koeffizienten des Bildes des j-ten Basisvektors bzgl. der Basis im Bildraum sind.
Hingegen ist [A]g g = 1, denn A(g;) = g; also [A(gi)]g = (¢7);, und somit ist

[Algg = [Alg,g - lidlgg =1-[Alg.g = [Al
Zusammengefafit: [A] = [A]g g = [A]g g = [id]g g und [A]g g = 1.
Fiir das Transformationsverhalten der Komponenten erhalten wir somit:
[z]g =1 [z]g = [Alg g - [2]g = [A(2)]lg = [A] - [2]g
Umgekehrt ist A1 : E — E gegeben durch A™! : g; + g; mit Matrixdarstellung
(A7 =[A]7! = (b))

Es bezeichne E* := L(E,R) den zu E dualen Raum, G* := (¢%) die duale Basis zu
G = (g:) definiert durch g*(g;) := d%. Jeder Vektor z* € E* kann dann in der Form

z* =" ;9" geschrieben werden, mit z; = z*(g;) € R.
Wie transformieren jetzt diese Koordinaten?

Die Matrixdarstellung [T™]g« g« der Adjungierten einer linearen Abbildung 7" ist
die Transponierte der Matrixdarstellung (t},)x,; :== [T]g g von T, d.h. [T*]g. g- =

[Tt 6.6 denn

(@)9) = 7 (T(9)) = 7' (X thae) = >t =t = S tist
k

Indem wir dies auf die Basiswechselabbildung A : g; — g; anwenden erhalten wir
[A*]g-*7g* = [A]g G= =1"=1, also A*(g ) g’

und weiters g/ = A*(g') = I, alg’, denn [A*]g. g. = [A]g ¢ = [A]*, und damit
das Transformationsverhalten fiir die Koordinaten von dualen Vektoren:

Tal — gt — i ji o j
E ;g =" = E g’ = E rialg = T = E a;x;.
i J 4,9 J
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31. KONSTRUKTION UND 1-FORMEN 31.5

Vergleicht man nun die Transformationsformeln, so zeigt sich, dafl die Komponenten
x; der dualen Vektoren wie die Basisvektoren g; des Grundraumes transformieren:

vi=Y VE, gi=) blg T=) dw, gi=) ag.

Hingegen transformieren die Komponenten 2’ eines Vektors wie die Vektoren der
dualen Basis ¢":
i i ~j i e I gl gl = i i
:Efgajxj, gfgajgj, xﬂfgbix, Eb
Dieser Sachverhalt motiviert auch die Verwendung von “oberen” und “unteren”
Indizes: Die Komponentenvektoren dualer Vektoren transformieren wie die Basis

im Grundraum (sie transformieren kovariant), die duale Basis und die Komponen-
tenvektoren im Grundraum transformieren kontravariant.

Vergleiche das aber mit folgender

31.4 Definition (Funktor)

Unter einem FUNKTOR F auf einer Kategorie versteht man eine Zuordnung, die
jedem Raum M einen anderen Raum F(M) zuordnet und jedem Morphismus
f: M — N einen entsprechenden Morphismus F(f) zwischen F(M) und F(N)
zuordnet, soda8 F(idys) = idg(ar) und F von der Zusammensetzung je zweier
Morphismen die Zusammensetzung der zugeordneten Morphismen ist.

Man nennt einen Funktor 7 KOVARIANT, falls F(f) in die gleiche Richtung liuft wie
f,d.h fir f: M — Nist F(f) : F(M) — F(N). Er heilt KONTRAVARIANT, falls
F(f) in die entgegensetzte Richtung lauft, d.h. fiir f: M — N ist F(f) : F(N) —
F(M). Insbesonders ist der Dualraum-Funktor (f : E — F) — (f* : F'* — E*)
kontravariant.

31.5 Transformationsverhalten von 1-Formen

Es sei ¢! = (ul,...,u™) bzw. =1 = (v},...,9™) eine Karte einer Mannigfal-
tigkeit M und 87 = 6 bzw. aw i seien die (lokalen) Basisvektorfelder des

Tangentialbiindels. Dlese hangen nach [72, 20.9] wie folgt zusammen:

0 T out D
3f|z E ('W © 10|, oder intuitiver 507 = 2 8:1 5o
1o} "ot 9
) = E e Y|, oder intuitiver — =
07| = o7 | )07 | oder intuitiver B 2 5 B
Seien a R 1T bj .= 990 die Koeffizienten der Jakobimatrix des Kartenwech-

dvi - 8 3
sels und das Vektorfeld ¢ habe die Darstellungen ¢ = 3 £°-2 BT = =S 2 5.7, dann
gilt auch

§=2 "2 G =2 | 2 (a> ol
J ) 7 J

= &= awn'—zan

und analog 7/ = > b]
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31.6 31. KONSTRUKTION UND 1-FORMEN

Fiir Kotangentialvektoren erhalten wir wegen die folgenden Transformati-
onsformeln:

du' = —dvj Za dv?
J

O i — 3 bldu.

Die Komponenten der Kotangentialvektoren, transformieren also kovariant, daher
heiBen Schnitte im Kotangentialbiindel (d.h. 1-Formen) auch KOVARIANTE VEK-
TORFELDER.

dv’ =

31.6 Konstruktion des dualen Biindels

Um iiber Glattheit von 1-Formen sprechen zu kénnen, miissen wir nun die disjunkte
Vereinigung T*M := (TM)* := ||, ¢ (T:M)* zu einer glatten Mannigfaltigkeit,
oder besser noch einem Vektorbundel machen. Noch allgemeiner wollen wir fiir ein
allgemeines Vektorbiindel £ —— M die disjunkte Vereinigung E* := || ., (Ez)*
wieder zu einem solchen machen. Seien dazu Trivialisierungen ¢ : U x R¥ —=— E|y;
von F iiber offenen Mengen U C M gegeben. Wir brauchen eine Trivialisierung

L,O* . |—| (Rk)* —U x (Rk)* =N E*lU _ |—| (E$>*
zeU zeU
Faserweise konnen wir ¢* als (0*), := ((02)*) "' = () 71)* : (R*)* — (E,)* defi-
nieren, wobei (p,)* : (E,)* — (Rk) die adjungierte Abbildung zum Isomorphismus
Oy - R* — E, bezeichnet.

Sei ¢ : UNV — GL(RF) die Transitionsfunktion fiir zwei Vektorbiindelkarten von
E. Die zu den Trivialisierungen ¢* gehorenden Transitionsfunktionen ¢* sind dann
durch
v () = (¥(x)*) " € GL(R")") = GL(R)

gegeben, wobei 1 (z)* die adjungierte Abbildung zum linearen Isomorphismus ¢ () :
R* — R* bezeichnet. Da A +— A* linear ist von L(R* RY) — L((RY)*, (RF)*), die
Inversion A — A~ von GL(R*) — GL(R¥) glatt ist und ¢ : U NV — GL(R*) als
Transitionsfunktion des Vektorbiindels E ebenfalls glatt ist, gilt gleiches auch fiir
die Zusammensetzung ¢*

GL(RY)

O -
Unv —- GL(Rk/ \GL(Rk)
/

\ 0"
GL(R*

Also bilden die 1* einen Kozykel von Transitionsfunktionen fiir ein glattes Vek-
torbiindel E* — M und die ¢* sind die zugehorigen Vektorbiindelkarten. Diese
Vektorbiindel E* — M heifit das DUALE VEKTORBUNDEL zu E — M.

Im Spezialfall, wo E — M gerade das Tangentialbiindel TM — M ist, heifit
T*M := (TM)* — M KOTANGENTIALBUNDEL von M.

Der Raum I'(T*M — M) der glatten Schnitte des Kotangentialbiindels wird auch
mit Q!(M) bezeichnet.
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31. KONSTRUKTION UND 1-FORMEN 31.9

31.7 Glatte 1-Formen

Wie erkennt man, ob eine 1-Form w wirklich glatt ist? Nun, das ist lokal um einen
Punkt * € M genau dann der Fall, wenn ihre Darstellung beziiglich einer Tri-
vialisierung T*M|y = U x R™ mit « € U C M glatt ist. Nach werden
die Trivialisierungen von T*M durch Dualisieren aus jenen von T'M gewonnen.
Zu einer Karte ¢ : R™ D U — ¢(U) € M mit zugehorigen lokalen Koordinaten
(ul,...,u™) = ¢~ war die entsprechende lokale Trivialisierung von TM — M in
[72, 25.4] durch

m

TM D T(p(U)) «Le— TU = U x R™ 2B () x R™

gegeben. Wobei der standard-Basis (e;) in {2} x R™ die Basis (52 ‘ ) € T, M der
xT
Richtungsableitungen entspricht. Die duale Abbildung zu Ti,-1(,)¢ : R™ — T, M
bildet somit die duale Basis (du') von (T,,M)* auf die duale Basis (') von (R™)* =
R™. Die lokale Trivialisierung von 7% M bildet somit e’ auf du’ ab, und eine 1-Form
w genau dann glatt, wenn alle ihre lokalen Koordinaten (Koeffizienten) w; — gegeben

durch w = Y, w; du’ — glatt sind.

31.8 Lemma (Schnitte des dualen Biindels).
Seip: E — M ein Vektorbindel, dann gibt es folgende Beschreibungen fir die
glatten Schnitte des dualen Biindels E* := ||, (Ey)* — M:

I'NE*—->M):={c e C*°(M,E*): Va:0(z) € E}}

{s€ C*(E,R): Vux:s|g, € L(E,;,R)}

dem Raum der Vektorbiindelhomomorphismen
von E nach M x R dber id ;.

1%

1

Beweis. Wir miissen nur zeigen, daf die Schnitte 0 € I'(E* — M) genau den
faserweise linearen glatten Abbildungen s : F — R entsprechen.

Definiert man o < s durch o(x) = s|g, =: s4, so ist klar, dafl sich die Abbildungen
o ={(z,0(x)) : € M} und s = ||, ., 52 in eindeutiger Weise entsprechen.
Verbleibt zu zeigen, dal ¢ genau dann glatt ist, wenn s es ist. Dies ist eine lokale
Eigenschaft. Sei ¢ : U x R¥ — E|y eine Vektorbiindelkarte von p : E — U und
¢* : U x (R¥)* — E*|y die zugehorige Karten von E* — M. Lokal ist o durch
o :U — (R¥)* = L(R*, R) mit o(z) = (¢*).(5(z)) = 7(x) o ((pz)*) ! und s durch
5:=s50¢: U xRF — R gegeben. Also ist 5(z,v) = s,(0.(v)) = o(z)(pe(v)) =
a(x)(v). Sei o (und also auch &) glatt, dann ist (x,v) — 3(x,v) = a(z)(v) =
(evalo(7 X idgw))(z,v) ebenfalls glatt. Umgekehrt: Ist s glatt, so auch § und damit
auch eval, o7 = 5(.,v). Somit ist aber & : U — L(R¥,R) glatt, und damit auch o
selbst. O

31.9 Bemerkung

Wir wollen nun wie fiir glatte Vektorfelder in [72, 29.1] auch fiir glatte 1-Formen
eine algebraische Beschreibung. Wir kénnen eine 1-Form w auf ein Vektorfeld &
punktweise anwenden, da w, € (T,M)* = L(T,M,R) und &, € T, M, und erhalten
eine Funktion w(§) : M — R mit  — w,(&;). In lokalen Koordinaten sieht das wie
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31.11 31. KONSTRUKTION UND 1-FORMEN

folgt aus:

w:Zwidui; fzzgia‘zi
= (Y wadn) (€52 ) = Sudinl) = e
i J

Also ist die resultierende Funktion w(¢) glatt, falls w und ¢ glatt sind. Und klarer-
weise ist die Zuordnung (w, £) +— w(€) bilinear als Abbildung von Q! (M) x X(M) —
C>®(M,R).

31.10 Lemma (Raum der 1-Formen als C*° (M, R)-lineare Abbildungen).

Die bilineare Abbildung Q*(M) x X(M) — C>(M,R) induziert einen C*°(M,R)-
linearen Isomorphismus
Ql(M) = HomCOO(M,]R) (Z{(M)a COO(M7 R))y

wobei der rechte Raum aus allen C°(M,R)-linearen Abbildungen von X(M) nach
C>(M,R) besteht.
Beweis. Klarerweise induziert obige bilineare Abbildung eine lineare Abbildung
von QY(M) in den Raum L(X(M),C>(M,R)) der linearen Abbildungen.
Jedes w € QY (M) wirkt aber auch C*°(M,R)-linear auf ¢ € X(M), denn
Weiters ist Q' (M) — Homeeo (ar,r) (X(M), C> (M, R)) sogar C°°(M,R)-linear, denn
(f )z = (f-w)e (&) = (f(@)ws)(€a) = f2) wa(Ea) = f(2)-w(E)]e = (f-w(§))a-
Sei umgekehrt ein w € Homgeo (arr) (X(M), C*>°(M,R)) gegeben.
Dann wirkt w lokal, d.h. £ = 0 auf U C M impliziert w(§) = 0 auf U: Zu x € U
wéhlen wir ein f € C°°(M,R) mit f(z) =1 und Trg(f) C U. Dannist f-& =0
und somit

0=w0)=w(f - =r-w§) = 0=/f(x)w§lx)=wl)).

=1

Es wirkt w sogar punktal, d.h. £(z) = 0 impliziert w(&)(z) = 0, denn

T)=w iaix: i) w x) = 0.
) (;fau)m > o€l
=0
Folglich kénnen wir eine 1-Form w durch w(z)(&;) = w(§)(z) definieren, wobei

& € X(M) so gewihlt ist, daBl £(z) = &, ist. Die 1-Form w ist dann glatt, denn lokal
gilt:
w = sz du® mit w; = w(aul).

Dafl diese beiden Zuordnungen invers zueinander sind, ist offensichtlich. O

31.11 Lemma (Pull-back von Schnitten dualer Biindel).

Seienp : E — M,q: F — N Vektorbindel und f ein Vektorbiindelhomomorph-

1SMUS.
F F
M- N

—_
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31. KONSTRUKTION UND 1-FORMEN 31.12

Dann ist f* : T(F* — N) — I'(E* — M) durch die Formel

5 (8)e - vz = Sfy(a) - [(vz) fiir s e T(F* — N), x € M, und v, € E,
wohldefiniert.
Vergleiche dies mit [72, 29.5] und [72, 29.4].

Beweis. Z.z. ist nur, daf} f*(s) glatt ist. Via lokaler Trivialisierungen reduziert man
das Problem auf triviale Biindel. Betrachten wir also die Biindel p : U x R — U,
q:V xR — V, und die Abbildungen s : V — (R)*, fo: U — V und f : U —
L(R¥ R?). Dann ist

J(8)a - ve = 8552y - [(v2) = (s0 fo)(2) - fu(va) = komp((s o fo)(2), fz) - ve
also kommutiert

fr(s
U (s) (RF)*

(sofo,f) %’

(RH)* x L(RF,R?)

und f*(s) ist als Zusammensetzung zweier C*°-Funktionen selbst glatt. O

31.12 Pull-back von 1-Formen in lokalen Koordinaten
Sei f: M — N glatt und w € Q'(N). Dann ist f*w € Q'(M) definiert durch
* *
(ff'w)a(§) == ((Tf) w)(z)

Wir wollen f*w in lokalen Koordinaten ausdriicken. Seien dazu (u!,... u) lokale
Koordinaten um x € M und (v!,...,v7) lokale Koordinaten um y := f(x) € N. Sei
weiters w = Zj wj dv? die Koordinatendarstellung von w um y und f*w = oM dut

Wiy (Tof - &) fiir o € M und § € T, M.

so erhalten wir:
T

jene von f*w um zx. Setzen wir speziell £ := %

0 9 0 31.C
wi@Tef - g |) = ekl | ) = (Z”kduk) (% z) i
k
[72, 20.9] . afl b 8]“]
wf(m)(Tzf. o z) 72, 20.9 (;wdﬁ)ll( l Out | vt y) ;wj(y) 5 .
Also gilt

F Qj:%‘ d’) =3 (3w o f) g{;) du.

i .

Man beachte, dafi das Kurvenintegral aus [68, 3.10] einer 1-Form w € Q'(U) auf
einer offenen Menge U C R™ lidngs einer Kurve ¢ : I — U gerade durch

w= Zwi(ac)d;vi:: 1Zwi(c(t))d—0idt: 1c*(ou)
J==13 J St G o= |

gegeben ist. Fiir eine abstrakte Mannigfaltigkeit M koénnen wir genauso das Kur-
venintegral [ w einer 1-Form w € Q' (M) lings einer Kurve ¢: I — M durch

definieren. Wir werden diese Definition im Abschnitt weiter verallgemeinern.

andreas.kriegl@univie.ac.at (© 28. Januar 2010 7



37.3 31. KONSTRUKTION UND 1-FORMEN

37. Motivation fiir Formen hoheren Grades

37.1 Die Riemann-Metrik als Tensorfeld

In [72, 32.2] hatte wir Riemann-Metriken als Abbildungen definiert, die jedem
x € M eine Bilinearform g, : T, M x T, M — R zuordnen, und zwar so, dafl
x — gz(€e,ne), M — R glatt ist fiir je zwei glatte Vektorfelder &, € X(M).
Schreiben wir die beiden Vektorfelder mittels lokaler Koordinaten (ul,...,u™) als
E=,85 und n =Y, n'2:, so erhalten wir

9o (Eas ) = Zﬁ’nzgm (a - aw) Zdu » A (0] g (),

wobei wir g; ;(x) 1= g (6u” auj) gesetzt haben. Es ist (&, 7,) — du® ()|, -du’ ()|,
eine bilineare Abbildung T, M x T,,M — R, die wir mit dul|x ® du? |- bezeichnen.
Also gilt lokal

9= gi;du' ©du

]

37.2 Hessische Form

Sei f : M — R eine Funktion mit lokalem Extremum bei z, dann ist T, f : T, M —
TR = R die Nullabbildung. Um umgekehrt schlieen zu kénnen benétigen wir
die 2.Ableitung: Sei M eine offene Teilmenge des R™, (oder M eine Teilmannigfal-
tigkeit die wir durch eine offene Umgebung und f durch eine Erweiterung darauf
ersetzen).

MxR"=TM S TR=R xR
Tf(z,0) = (f(2), f'(z)(v))
M x R™ x R™ x R™ = T2M := T(TM) L TR = R4
T f(w, 01, w) = (), f@)©), F @) w), @), y) + [(@)(w))

Im R™ ist pry(T?f(z,v;y,0)) = f"(z)(v,y), falls (z,v;y,0) im 2. Tangentialraum
der Mannigfaltigkeit liegt.

37.3 Beispiel

Zweite Ableitung von Funktionen am Kreis:
St={reR?:|z|=1}
TS' = {(z,v) € (R*)?: |z| = 1, (z,v) = 0}
725" = {(z,viy,w) € (R*)" : |2 = 1, (z,v) = (z,y) = 0,
(y,0) + (z,w) = 0}

Somit ist (z,v;y,0) € T?2S! genau dann, wenn |z| =1, v L 2,y L z und v L v,
also nur dann wenn v = 0 oder y = 0 ist. D.h. auf einer allgemeine Mannigfaltigkeit
148t sich f”(z) : TyM x T,M — R nicht sinnvoll definieren.

Falls T, f = 0, so ist dies doch moglich. Sei &,,7n, € T, M, dann definieren wir
F(x)(€zyme) = nx(§(f)), wobei & ein Vektorfeld mit £(z) = &, sei. Schreiben wir
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37. MOTIVATION FUR FORMEN HOHEREN GRADES 37.4

&, und 7, in lokalen Koordinaten, d.h. &, =, & 8?“ bzw. n, = >, ni%, so ergibt

sich:
Z El auz

9 9
D= (v ) (e 55
S oci of 9 0
_zj:njzi:a“j< aul) ZJ: zi:(aujaui—i— @(%if)x
.02 0
:Zéznj 8ujéfui (z), da 81{i

Wir haben also gezeigt, dal obige Definition von der Fortsetzung unabhéngig ist
und in lokalen Koordinaten die iibliche 2. Ableitung liefert, falls f'(x) = 0.

=0.

Es ist also unter dieser Voraussetzung f"(x) : T,M x T,M — R gegeben durch

Zfln' Zdu Ydu? (n a.Qf |
auﬂ 61# auﬂ out'”

— (Z 8u18fui du? ®duj>|x(§,n)-
i

Demnach ist f’(z) = >, . (7) du’|, ® du?|,. Wie transformiert sich dieser

i, Oul Ou’
Ausdruck belm ‘Wechsel Von Koordlnaten u* zu neuen Koordinaten v7? Wir haben
0v_ g7 = ot 2(f) = ot Of
d’U - ZJ ouJ du und - k Oud 81) . Also ist (f) k Oud OvF und

2 0 0
duiow ) = g (awf >>
0 (s~ or
T oul p ou? Ovk
o b ot o 0y of
ovk  Ouiduws = Owd l Out vt/ Ovk

Pt of o ot
outous  Ovk — out Ou  Ovlovk’

-1 -1

Somit ist

0%k of
Zazggdug)dJ_ZalakdU@dv +Z< amam)akd“®duJ
und der zweite Summand verschwindet im Punkt z, da \x =0.

37.4 Exakte 1-Formen

Fiir eine glatte Funktion f : M — R, wobei M C R™ offen sei, ist f' : M —
L(R™,R) glatt. Natiirlich interessiert man sich dafiir, wann die Umkehrung gilt,
also wann zu einer 1-Form w : M — L(R™,R) eine Funktion f : M — R existiert,
sodal w = f’, ein solches w nennt man EXAKTE 1-FORM. Der Satz von Frobenius
[68, 30.7] liefert so eine Integrabilitéts-Bedingung (siehe auch [64, 6.5.2]):
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38.1 37. MOTIVATION FUR FORMEN HOHEREN GRADES

Lokal existiert so ein f genau dann wenn dw(z)(vi,v2) = 0V vy,v2 € R™, wo-
bei 2dw(x)(v1,v2) := w'(x)(v1) - v2 — W' (x)(v2) - v1. Das so definierte dw : M —
L(R™ R™;R) ist fiir festes © € M alternierend (= schiefsymmetrisch) und bilinear.
Kiirzer schreibt man dw : M — L?%,,(R™,R) und sagt: dw ist eine 2-FORM.

Allgemein bezeichnet man eine Abbildung w : M — LK, (R™, R) als k-FORM, wobei
L%, (R™ R) den Raum der alternierenden k-linearen Funktionale bezeichnet. Ist
M = R™, so geniigt dw = 0 um ein global gegebenes f mit w = f’ zu finden. Ist
M C R™, so geniigt es i.a. nicht. Dazu ein Beispiel:

37.5 Beispiel

Wir betrachten die 1-Form

—Yyv + TW Y T
= 1 = ——" d - — d
w(z,y)(v,w) oy also  w(x,y) oS T+ 21y Y
_ 2_ 2 - .
auf M := R?\ {0} aus [68, 3.10]. Wegen %(x2+yy2) = GIroE T %(Tﬂz) ist

dw = 0. Angenommen, es gibe ein f mit w = f/, so miifite gelten:

/ _ - —Y xz
f(@,y) = (01 f(2,y),02f(x,y)) = <x2_|_y27 M) :
Ist (20, y0) € ST ein Punkt, in dem f eingeschriinkt auf S! ein Minimum annimmt,
so gilt

0= f/(3307y0)(—l/07330) =Y —3 3 (=yo) + 0o - (wo)

x5 + Yo g + Y5
=1, ein Widerspruch.

Fiir die eben betrachtete Form gilt also: dw = 0, aber es gibt keine Stammfunktion
zu w. Diese Diskrepanz zwischen Formen w mit dw = 0 und solchen der Gestalt
w = f’ = df kann verwendet werden, um etwas iiber die topologischen Eigenschaften
von M auszusagen (In unserem Beispiel war M nicht einfach zusammenhiingend).

Wie sieht das nun fiir beliebige Mannigfaltigkeiten M aus?
Sei allgemeiner w :  +— w(x) eine 1-Form, dann miifite dw eine, auf M gegebene
Abbildung dw : 2 — dw(x) mit Werten dw(z) : T, M x T, M — R sein, die bilinear
und alternierend sind (solche dw heiflen 2-FORM). Also ist (dw), € L%, (T, M,R).
Analog werden wir k-Formen definieren. Dazu wollen wir jetzt die grundlegenden
Tatsachen aus der multilinearen Algebra zusammenfassen.

38. Multilineare Algebra, Tensoren

38.1 Definition

Wir stellen zuerst die (multi)linear Theorie zusammen, fiir ein vertiefendes Studium
vgl. etwa [39] und [102, Vol.I, Cap.7]. Im folgenden bezeichnen E, F', etc. endlichdi-

mensionale Vektorriume iiber R. Wir bezeichnen mit L*(E,, ..., Ey; F) (oder kurz
L(Ey,...,Ey; F)) den RAUM DER k-LINEAREN ABBILDUNGEN Ej X ... X Ej — F.
Dieser ist ein Vektorraum der endlicher Dimension dim(E;) - -- dim(Ey) - dim(F).

Die Abbildung 7': Fy X ... X E — R sei k-linear und S : Ep41 X ... X Eppy — R
sei i-linear.
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38. MULTILINEARE ALGEBRA, TENSOREN 38.2

Das TENSORPRODUKT von 7' mit S ist wie folgt definiert:
T®S:E; X...x Epyy =R (k+i)-linear
(T®S)(v1y.. i) =T(V1, -, 0%) S(Vkt1s- -5 Vgti)
Vollig analog kann man auch das Tensorprodukt 77 ®- - -® T}, mehrerer multilinearer

Funktionale T; definieren.

38.2 Das Tensorprodukt von Vektorrdumen.
Fiir endlichdimensionale Vektorrdume Eq, ..., Ey ist das Tensorprodukt durch E1 ®
@ By, = LF(E}, ... E};R) definiert. Gemeinsam mit der k-linearen Abbildung

R :F1X...xEy > FE® - FEg,

®: (T1,...,2%) — T1 Q- @ T, wobel
(T1 @ @)y, u0) =y (@) - -y (an),
lost es folgendes universelles Problem:
Eyx ... XEk%®>E1®...®Ek
31
k-linear "'Vlrinear
e
F

Ist {ef 11 <4 <dim Ej} eine Basis von I, dann ist eine Basis von 1 ® --- @ Ej,
gegeben durch:

{el, @ - @ef 1 1<iy <dimEy,...,1< i, < dim E}.

1

Beweis. Wir zeigen zuerst die Aussage iiber die Basis. Die Menge {¢ ®---® efk :

i1,...,4} ist linear unabhéngig, denn aus >, . i 6%1 X efk = 0 folgt
durch Anwenden auf (e7', . .. ,ei"') die Gleichung
(X el @ el (el elt)
U1 yeenyik

i1seeniy 1 k(0 ik
g ul ’“(ei1®~o®eik)(el,...,ek)

Dies ist auch ein Erzeugendensystem fir F; ® --- ® Ey, := L(EY, ..., E};R), denn
jedes k-lineare p1: B x ... x Ef — R 1aBt sich auf (z1,...,2%) € Ef x ... x E} wie
folgt beschreiben

/,L(:r17...,xk):u(szlle?,...,fokeff)

—Z Zx“.. xf et epf)
Z'”Zeilx ...eik(xk)-u(eill,...,ez“)
_ Z Pt (el @@ el ) (@t 2

<lk

wobei pft ot 1= (et ... ,ez"‘) eR.
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38.3 38. MULTILINEARE ALGEBRA, TENSOREN

Folglich 148t sich jede multilineare Abbildung p : Eq X ... X E) — F auf eine
eindeutige Weise zu einer lineare Abbildung ji: £ ® -+ ® Ey — F durch

~r 1 k _ k
/“L(ei1®"'®eik) ,LL( zlw'-aeik)

fortsetzen, sodafl das angegebene Dreieck kommutiert. O

38.3 Bemerkungen

1. Wir erhalten folgende Identitéiten (die erste mittels vollstéindiger Induktion):
(.(F1®FE)® - QFE,) 2 L(E1®-- ® Er_1)", Ej;R)
= L((Ey @ ® Ex1)"; L(EE,R))
~ L(EY,...,E;_,,L(E};,R))
~ [(EY,....,Ei_{,E5;R)
2R F
Ey ® By = L(EY, E3;R) = L(E3, Ef;R) = B2 @ By
B ®R = L(E},R*;R) = L(E!, R*™) = [(E},R) = E}* = E
(E1®--®@EL)" 2 L(Fy,...,By;R) 2 L(ET, ..., Ef";R)
=F® QL
L(E,F) = L(E,F™) = L(E, L(F*,R)) = L(E, F*;R)
~ (B, F*R)=E*®F
L(Ei,....Ex;F) = L(E, ® - ® By, F)
~FE® - QE) QF2E® - -QFE;®F.

2. Zu linearen Abbildungen T; : E; — F; existiert eine durch folgendes Dia-
gramm eindeutig bestimmte lineare Abbildung T1 ®- - - Ty : F1®---QFy —

}7‘1 ® P ® Fk:
Fix.. xEB,—FE ®-- ®Ek
k-linear
TiX...xTy \Llinear linear : T1®"'®Tk
v
F1><...><Fk F1® ®Fk
k-linear

Dabei ist T} ® - - - ® T}, auf der Basis (e}1 R ® efk) wie folgt gegeben:
(M@ @T)(e, @ @e;,) = Tile, )®~--®Tk(e’-“)

Z(Tl J1 1 ®Z Tk

J1

> (T <Tk>“ 5@ 8 fj,

J1s--5dk

3. Zwischen den verschiedensten soeben definierten Tensorprodukten besteht
der folgende Zusammenhang: Fiir T; € E; stimmen die Tensorprodukte

1. T1®"'®TkEL(E1,...,Ek;R)g(E1®"'®Ek)* VOIl;
2T ® 0T, cEf® - ®Ef von[38.2]

3N T, F1®-- FE, > R®---®R von | 38.3.2

vermoge der Isomorphismen (B ®- - -®FEy)* = Ef®---QE; und R®- - -@R =

R aus | 38.3.1| {iberein.
4. QE =@, _,(Q:~, E) ist eine graduierte, assoziative Algebra mit 1 und
heifit die TENSORALGEBRA iiber E. Dabei heifit eine Algebra GRADUIERT,
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38. MULTILINEARE ALGEBRA, TENSOREN 38.4

falls A = @,y Ar und die Multiplikation AF x Al in A**! abbildet. Die
Elemente w € Aj, heilen HOMOGEN VOM GRAD k. Dabei setzt man ®0 E =
X;co £ =R, denn [[,.y E* = {0} und jedes f: {0} — R ist 0-linear. Die 1
istdanmn 1 e R=QRQ’ECRE.

5. Die Tensoralgebra hat folgende universelle Eigenschaft: Zu jeder linearen
Abbildung f: E — A, wo A eine assoziative Algebra mit 1 ist, existiert ein
eindeutiger Algebrahomomorphismus f : QR E — A, welcher auf ®1 E=F
mit f iibereinstimmt:

oy

E Q' EC ,®E

f f.-
linear - alg-homo
=

A

38.4 Definition

Mit LY, (E, F) bezeichnen wir den durch die alternierenden k-linearen Abbildungen
gebildeten Teilraum von L*(E, F). Bekanntlich heiBt eine Abbildung 7 : E x ... x
E — F alternierend, wenn 7**(T") := T o 7* = sgn(r) - T fiir alle Permutationen
€Sy :={m:{1,...,n} = {1,...,n}: 7 ist bijektiv} gilt, d.h.
T(Vr(1)s - Vn(ky) = T(7* ()1, .., 75 (0)g) = 7(T)(v1, ..., vx)
=sgn(m)T(v1,...,v5) Yoi,...,u5 € E.

Eine Projektion alt : L*(E, F) — L%, (E,F) C L*(E, F), genannt ALTERNATOR,
auf diesen Teilraum ist gegeben durch

1 .
alt(T) (v1, ..., v) = pl Z sign(m) T'(Vr(1)s - - - » U (k))

TES)

alt(T) = % > sign(m) 7 (7).

" meSy

Fiir alternierende multilineare Funktionale T' und S definiert man das AUSSERE
oder “HACK”-PRODUKT (englisch: wedge-product) durch:
(k4 9)!

(T'AS)(v1,y..., Vyq) == ol alt(T' ® S)(v1, ..., Vpti) =

1
=7 Z sgn - T(Vr(1)s - Vn(k)) = S(Vn(ha1)s - - > V(o))

1
= Z Z SgN O SgN M1 SgN M-

1,72 o stkw.
“T(Wo(r (1)) -+ s Vo(m (k) " S Vo (ra(k+1))s - - - > Vo (s (kti)))

o(1)<-<a(k)

“T(Vo(1)y -+ 3 Vo(k)) = SWL -+ o5 Vg(1) s+ v vy Vo) s - -+ s Vkgi)-
In dieser Rechnung haben wir die Permutation m von {1,...,k + i} in eindeuti-

ger Weise als o o (71 U mg) geschrieben, wobei 71 eine beliebige Permutation von
{1,...,k}, mo eine solche von {k + 1,...,k + i} ist und o eine von {1,...,k + i}
welche auf {1,...,k} und {k+1,..., k+1i} streng monoton wachsend ist. Es ist also
o(l) < --- < o(k) die monotone Anordnung von {7(1),...,7(k)} und o(k +1) <
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38.5 38. MULTILINEARE ALGEBRA, TENSOREN

%}y und

.....

.....

Ordnung von o(1),...,0(k + ) wiederherzustellen miissen fiir alle 1 < j < k die
o(j) — j vielen kleineren Zahlen aus {o(k + 1),...} mit o(j) vertauscht werden.

Falls T, S und R linear sind, dann ist
(T A S)(w,v) = T(w) S(v) — T(v) S(w) = det (T(W) S(w))

und somit

2((TANS)AR)(w,v,u) =

= (T AS)(w,v) R(u) — (TN S)(v,w) R(u)
+ (T'AS)(v,u) R(w) — (T A S)(w,u) R(v)
+ (T AS)(u,w) R(v) — (T'A S)(u,v) R(w)
- (T(w) S(v) — T(v) S(w)) R(u) — (T(v) S(w) — T(w) S(U)) R(u)
+ (T() S(u) = T(w) S(v)) R(w) ~ (T(w) S(u) ~ T(u) S(w)) R(v)
+ (T(w) S(w) = T(w) S(w)) R(v) = (T(w) S(v) = T(v) S(u) ) R(w)
= 2T(w)S(w) R(u) +2T(v) S(u) R(w) + 2T (u) S(w) R(v)
2T (v) S(w) R(u) — 2T (w) S(u) R(v) — 2T (u) S(v) R(w)
T(w) S(w) R(w)
= 2det | T(v) S(v) R(v)
T(u) S(u) R(u)

und folglich verschwinden auch im 3-fachen Produkt von 1-Formen alle Faktoren.

Dies ist der Grund fiir die Wahl des Faktors (k};i?! bzw. ﬁ7 siehe auch | 38.6.2|.

Analog zu obiger Formel fiir T'AS konnen wir auch direkt ein Hackprodukt mehrerer
multilinearer alternierender Funktionale definieren. Beachte noch, dafl

TAS=(-1)MSAT,
denn
(T AS) (01, Vi) =

1
= kil ngn(w) “T(vr(1)s -5 Vr(r)) - S(On(ka1)s - Un(kti))

1
=l Y sen( 00) - T(vrr(o(1))s- s Ur(o(k) - SWnr(o (k1)) -+ Vs (o (h))

1
= Sgn(o') W Z Sgn(ﬂ'/) . S(Uﬂ'/(l)7 e 7U7r’(i)) . T(’Uﬂ-/(i+1), . ?Uﬂ’(i+k))

= (=D* (SAT)(v1,. .., Vksi)

wobei 1 = 7’ o 0 und & jene Permutation ist, welche den Block (1,...,k) mit
(k+1,...,k+1) vertauscht und Vorzeichen (—1)* hat.

38.5 Lemma (Das duflere Produkt eines Vektorraums).
Es sei das k-fache dufere Produkt der Vektorrdume E definiert durch /\kE =
LA (E*R) und AN : Ex ...x E — AN'E C ®"E = L¥(E*,R) sei die folgende
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38. MULTILINEARE ALGEBRA, TENSOREN 38.6

alternierende, k-lineare Abbildung:

/\:(vl,...,vk)b—>v1/\~~/\vk mit
(1 A - Ag)(w?, Zbgn w™ M (vy) - - .ww(k)(vk)
:k!alt(vl ® - @) (wh, ..., wh),

also vy A+ Ao = Klalt(v ® -+ - @ vg).

Das duflere Produkt lost folgendes universelles Problem:

Ex...xE A N E
k—linem\ Vlrinear
¥
F
Ist {el} ", eine Basis von E (also m = dimE), dann ist {e;; N --- Ne; 1 <

i1 < -+ < i < m} eine Basis von A" E, also ist dim A" E = (k) Speziell fiir
k=dim E erzeugt ey A--- Ney ganz /\k E und

(er A---Aep)(wh, ..., wh) = ngn(ﬂ) wr wz(k) = det(w!,...,wh).

Beweis. Esist A : Ex...x E— \"Edurch Ex...x E-2, Q" E £t , A\FE
gegeben, folglich bildet (e;; A---Aei, )i, <...<i, €in Erzeugendensystem von /\’C E=
LYy, (E;R).

Es ist auch linear unabhéngig, denn fiir aus ), _ . <ix i 6111 /ARERIAN efk =0

folgt durch Anwenden auf (e{l, .. ek F) mit j; < -+ < ji die Gleichung
0= ( Z pht el /\---/\efk)(ejll,...,ei’“)
i1 < <
Z TR -~/\ek)(e]11,.. e?f)
1< <’Lk
= i

Folglich 148t sich jede alternierende multilineare Abbildung p: E x ... x E — F
auf eine eindeutige Weise zu einer lineare Abbildung [ : /\k E — F durch

~ k k
e, Ao Aep) = pled, ... ef)
fortsetzen, sodafl das angegebene Dreieck kommutiert. O

38.6 Bemerkungen
1. Es gelten die folgenden Identitéten:

L%, (E, F) (/\E F) und (/\E) ~ [k (E,R) = L%, (B, R /\E
2. Zu jeder linearen Abbildung T': F — F existiert eine durch folgendes Dia-
gramm eindeutig bestimmte lineare Abbildung A" 7 : A* E — A" F:

Ex... ><E$>/\kE
Tx.“xTJ( /\’“T

\
F><...><F$>/\kF
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Damit wird A" zu einen Funktor. In der Tat ist A" 7T auf der Basis (e;, A
-+ Ae;, ) wie folgt gegeben:
k
(/\ T)(eil ARRRNA eik) = T(eil) ARSRNA T(eik)

=D THf A NY T,
J1 Jk

Z szll """ Tz]: fjl /\"'/\fjk

J1s--dk

_ Jr(1) Jr (k)

= 2 DTV T f A A i
J1<-<jp ™

= D0 DT T sen(m) i A A i
J1<-<jrp ™

= Z det(TiJ:)TyS Fin N N S
J1<-<Jjk

3. Fiir m = dim(F) ist der Raum A E := P~ A\’ E eine graduiert-kommutative
assoziative Algebra mit 1 € /\O E =R, die sogenannte AUSSERE ALGEBRA
iiber E. Dabei heifit eine graduierte Algebra A = @, .y Ax KOMMUTATIV,
falls: a € A, b € Aj = a-b=(—1)" b-a. Esist dim(A E) = >, (7) = 2™.

39. Vektorbiindel-Konstruktionen

39.1 Definition (Tensorfelder und Differentialformen)

Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit und z € M. Als Vektorraum E ver-
wenden wir nun den Tangentialraum 7, M von M bei z. Dann ist E* = (T,,M)*,
und wir bilden das Tensorprodukt

TM@-@TMe(T,M)*®- & (T,M)" = LPTYT:M,..., T,M;R).

p-mal g-mal

Die Elemente dieses Vektorraums bezeichnet man als p-FACH KONTRAVARIANTE,
G-FACH KOVARIANTE VEKTOREN oder Tensoren. Eine Basis von T, M ist gegeben
durch (52)™,, wobei (u!,...,u™) lokale Koordinaten um z von M sind. Die duale

Basis von (T, M)* haben wir mit (du®)™, bezeichnet. Nach erhalten wir als
Basis des Tensorprodukts:

(%@...@@%@duﬁ(@«n@duh)_

ull

Analog bilden wir A*(T,M)* = L* (T, M,R). Die Elemente dieses &ufferen Pro-
duktes nennt man k-FORMEN und eine Basis bildet

(duil VARERIVAN duik)il<..4<ik.

Lassen wir nun noch den Punkt z € M variieren, so kénnen wir Abbildungen
wMdzrwx)eT MR - QT MQ(TM)*® @ (T, M)*

p-mal g-mal
betrachten. Diese heiflen p-FACH KONTRAVARIANTE UND ¢-FACH KOVARIANTE TEN-
SORFELDER.

Eine Abbildung
w: M3z w) e A¥NT,M)*
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heifit DIFFERENTIALFORM VOM GRAD k.

Um von der Glattheit eines Tensorfelds (oder einer Differentialform) sprechen zu
konnen sollten wir die Familie der Vektorrdume

(mMe e LMo (LM) ©- o (LM)")

p-mal g-mal

xeM

zu einer Mannigfaltigkeit oder besser gleich zu einem Vektorbiindel iiber M machen.

Wir gehen dabei wie beim Tangentialbiindel und den daraus konstruierten Kotan-
gentialbiindel vor:

39.2 Direkte Summe von Vektorbiindel

Seien £ 2 M und F -4+ M zwei Vektorbiindel iiber M sowie o eine Triviali-
sierung von E iiber U C M und ¢! eine solche von F iiber dem 0.B.d.A. gleichen
U.Mit ¥ : UNV — GL(R¥) und ¥ : UNV — GL(R!) bezeichnen wir die Tran-
sitionsfunktionen zu je zwei solcher Vektorbiindelkarten iiber U und V. Wir wollen
nun die disjunkte Vereinigung £ @& F := ||, ., (E. @ F,) zu einem Vektorbiindel
machen. Als Vektorbiindelkarten verwenden wir faserweise

B = P g o RMI = RF @R =5 E, @ F,.
Die Transitionsfunktionen yF®f : U NV — GL(R**!) sind dann durch
YEOF (1) .= P (2) @ v (x) € GL(R*) x GL(R') — GL(R*)

P ()] 0 > ~
. Also ist
0 [WF ()]
WEOF glatt. Somit ist F @ F — M ein Vektorbiindel, die sogenannte WHITNEY-
SUMME von F und F'.

gegeben. Die Matrixdarstellung von ¢F®F () ist ([

39.3 Tensorprodukt von Vektorbiindel

Analog zur direkten Summe machen wir nun die disjunkte Vereinigung F ® F' :=
Ll,c (Er ® F) zu einem Vektorbiindel, dem sogenannten TENSORPRODUKT von
E und F. Als Vektorbiindelkarten verwenden wir faserweise

e =l @l RFM2RFQR' =5 E, ® F,.
Die Transitionsfunktionen yF®F : U NV — GL(R*) sind dann durch
PEOF (1) .= P (z) @ ¥ (z) € GL(R™) c L(R* @ R, RF @ RY)
gegeben. Als Matrix ist 1)@ (z) gerade (aib3)(i.j),(r,s)» Wobei (af) die Matrix von

¢F(z) und (b3) die Matrix von ¢¥(z) sei. Sind ndmlich (e;)i_; und (f;)5=; die

Standardbasen im R* und R! und (a?) sowie (b7) die Matrixdarstellungen von
A € L(RF) und B € L(R!), so ist A® B : R¥ @ R — R* @ R! gegeben durch
(A® B)(v®w) = A(v) ® B(w). Auf die Standardbasis (e; ® f;);; angewandt

erhalten wir also:

Ale) 2 BUf;) = (D aier) @ (3o051) S arbi e @ fo.

Also ist YpP®F glatt.
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39.5 39. VEKTORBUNDEL-KONSTRUKTIONEN

39.4 AuBeres Produkt eines Vektorbiindels

SchlieBlich machen wir die disjunkte Vereinigung A” E := ||, <, A” Ex zu einem
Vektorbiindel, dem sogenannten p-FACHEN AUSSEREN PRODUKT von E. Als Vek-
torbiindelkarten verwenden wir faserweise

SN E /p\(@f) . RG) g/p\Rk =, /p\Ex

Die Transitionsfunktionen A" F : U NV — GL(]R(;;)) sind dann durch

N E(z) = ;\(¢E(x)) e GLRG)) ¢ L(;\Rk,i\mk)

gegeben. Wie zuvor zeigt man wieder, diesmal mittels | 38.6.2 |, daf} die Transitions-
funktionen glatt sind.

Allgemeiner hat man folgende Konstruktion:

39.5 Theorem (Funktorielle Vektorbiindel Konstruktionen).

Es sei F eine Zuordnung, die jeder Familie von (k + 1) endlichdimensionalen Vek-
torrdumen einen endlichdimensionalen Vektorraum zuweist und die FUNKTORIELL
1st.

Funktoriell bedeutet, dafs jedem (k+1)-Tupel linearer Abbildungen
T; : F; — Ej fir j <k “kontravariant in den vorderen Variablen”
T : E; — F; fir k <j “kovariant in den hinteren Variablen”
eine lineare Abbildung

f(Tl,...,Tk_._i) : f(El,...,Ek_H‘) Hf(Fl,...,Fk_H)

zugeordnet wird, die mit Komposition und Identitdt vertrdglich ist und glatt von
T1,...,Tky; abhdngt.

Dann ist fir (k +1) viele Vektorbindel p; : E; — M eine natiirliche Vektorbindel-
Struktur auf F(En, ..., Exy) =, F(Eila, - - Extila) gegeben.

Ein Beispiel eines solchen Funktors ist die direkte Summe @; der auf Vektorbiindel
angewandt die Whitney-Summe liefert.

Ein weiters ist der Dualraum-Funktor, der auf das Tangentenbiindel 7 : TM — M
angewandt das Kotangentialbiindel 7*M = | | (T, M)* — M liefert.

Andere Beispiele sind das Tensorprodukt und das duflere Produkt sowie Kombina-
tionen von ihnen, wie A" T*M = LK, (TM,R) = (/\k TM) .

Beweis. Die Vektorbiindelkarten F(1)1,...,¥;+;) werden aus jenen fiir E; faser-
weise durch folgende Formel gewonnen:

f(wh s 7wk+i)|m =
= F(@07" o 007 ), ki) )
= F(1,- o pgi)le : FRY LRV =0 F(Bilo, -, Epgils)

Die zugehorigen Transitionsfunktionen sind dann die Zusammensetzung folgender
drei Abbildungen:

(W1lzs ooy Yrpile) : UNV — GL(RNl) X ... X GL(]RNkJri)
(inv,...;id,...) : GL(RM) x ... x GL(RN+) — GL(R™) x ... x GL(RNk+i)
FrOLEM) x .. x GLEN ) - GL(FEY,.. . BY%)) D
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39. VEKTORBUNDEL-KONSTRUKTIONEN 40.1

40. Differentialformen

40.1 Definition (glatte Tensorfelder und Differentialformen)

Der VEKTORRAUM DER GLATTEN p-FACH KONTRAVARIANT UND ¢-FACH KOVARI-
ANTEN TENSORFELDER oder kurz p-¢-TENSORFELDER, d.h. der glatten Schnitte
des Vektorbiindels

TM® - @TM® (TM)*®---® (TM)*
| —

p-mal g-mal

wird auch mit Z7(M) bezeichnet.
Lokal 148t sich jedes Tensorfeld & als

dim(M) ) )
b= Y TSR ® 05k ©d @ © du

schreiben. Und wir wissen, dafl ¢ genau dann glatt ist, wenn alle Komponenten
@;i;’; glatte reell-wertige Funktionen sind. Insbesondere sind die 0-0-Tensorfelder
gerade die reell-wertigen Funktionen, die 1-0-Tensorfelder die Vektorfelder und die

0-1-Tensorfelder die 1-Formen.

Der VEKTORRAUM DER GLATTEN DIFFERENTIALFORMEN VOM GRAD p, d.h. glat-
ten Schnitte des Vektorbiindels A”(TM)* wird mit QP(M) bezeichnet. Diesen
Raum koénnen wir auch anders beschreiben:

OP(M) = F(/p\(TM)* = M)
F((/P\TM)* — M)

:/P\TM—AR:% EL(/’\TZM,R)V:U}

1%

1%

{w
{w

1%

p
DTM = Riw, € Iy (TMR)Y o}

Wegen A\°(TM)* = M x R stimmt der Raum Q°(M) der 0-Formen mit C> (M, R)
iiberein. Jede Differentialform w vom Grad k 1aft sich lokal als

w = Z Wiy, in du® A -+ A dut*

i <o <ldg

schreiben. Wieder gilt, dafl w glatt ist, wenn alle seine lokalen Komponenten wy; .. ;.
glatt sind.

Fiir die Koeffizienten w, ... ;, ergibt sich aus

0 0 ) 38.5

Ouit’ "7 Qudk

11 a ik a
= ngn(w) du <3ujﬂ(1>> ceeedu (8ujw<k)>

B {sgn(ﬂ) falls eine Permutation 7 existiert mit j ) = ix V k

(duil A---Adui’f) <

0 sonst.
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40.2 40. DIFFERENTIALFORMEN

folgende Formel fiir j; < -+ < jg:

w(z2,...,52) =

_ i i o) o\ _
f( Z wiln_ik'dul/\uJ\du’“) (8uj1,...,3ujk)—wjl___jk-

11<...<ig

40.2 Bemerkung

Wegen
T.M@ - T MS(T,M)*®@ - @ (T, M) =

p-mal g-mal

> L(TM)*,...,(T.M)", T, M, ..., T,M;R)

p-mal g-mal

konnen wir ein p-g-Tensorfeld

P = Z cI);,l""’iPL@)...@L@dujl ® - ® dul

1ondq Ou't du'r
i17'~~;ip
J15--50q

punktweise auf ¢ Tangentialvektoren &1, ...,¢&; € T, M und p Kotangentialvektoren
wl, ..., wP anwenden:

(I)(wlv"'vavflv"'qu) =

e sty 0 9 J 1 1 sq_ 0
- Z q)jl,...,jq (auil ® ®du q)(zwrldu a"'azgqq ausq)
Sq

’il,...,ip T1
J15--Jaq
_ 115--05lp 1 ¢r1 Sq §J
B Z ¢j17~"1jq ' wT16i1 ''''' 5qq553
i1yeerip
J1seees Ja
T1 “Tp
S1,..+38¢q
_ inyeip |1 P e j
= Z @jl,.u,jq .wil . ....wip .61 ..... qq.
i15eenrip
J1seees Ja

Satz (Tensorfelder als C*°(M,R)-multilineare Abbildungen).

Obige Abbildung liefert einen linearen Isomorphismus des Raums T1 der glat-
ten p-q-Tensorfelder mit dem Raum L’éx(MR)(Ql(M), .o, X(M); C®°(M,R)) der
C> (M, R)-multilinearen Abbildungen.

Beweis. Wir gehen analog zum Beweis von | 31.11 | vor:

Offensichtlich wirkt jedes Tensorfeld ® auf 1-Formen w?, ..., w? € QY(M) und auf
Vektorfelder &1, ...,&, € X(M) als C°°(M,R)-lineare Abbildung, durch

P(wh, ... WP €, o) () = @m(wl(x), cowP(2), (), . ()

und wegen der obigen lokalen Formel

1 B1,ee0yl 1 ] ;
D(w',...,wP &, &) = E o ) ""Wfp g
W15y
jla-“:j::

liegt ®(w?,...,wP, &, ..., &) € C°(M,R).
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40. DIFFERENTIALFORMEN 40.3

Umgekehrt sei @ : QY(M) x ... x X(M) — C®(M,R) eine C°°(M,R)-multilineare
Abbildung. Falls eines der Vektorfelder oder 1-Formen o lokal um x € M verschwin-
det, so auch ®(w', ..., wP, &, ..., &), denn sei f € C°(M,R) so gewéhlt, daf f =1
auf dem Triger jenes Schnittes o und f(x) = 0 gilt. Dann ist f -0 = ¢ und wegen
der C*°(M,R)-Linearitét ist

@(wl,...,wp,fl,...,fq)(x) = f(m)~q)(wl,...,wp,fl,...,fq)(a:) =

Folglich erhalten wir die lokale Formel

) i , 4
P(wh,. .. WP €, E) = Z QI wl Wl a,

mit (I>“’ ;‘; = (I)(aun ,...,dul®), deren rechte Seite an der Stelle z nur von Wert

der 1- Formen und Vektorfelder an dieser Stelle abhéngt. Also definiert

Dy (W - Ele) 1= W, WP &, ) ()

ein glattes Tensorfeld, das gesuchte inverse Bild zu ®. O

40.3 Satz (Differentialformen als C°°(M,R)-multilineare Abbildungen).

Es ezistiert ein linearer Isomorphismus von QF (M) mit {w XM x .. xEM) —

C®(M,R) : w ist k-linear alternierend und C*°(M,R)-homogen }

Beweis. (=) Offensichtlich ist w(&1,...,&k)lp = wp(&1lp, - - -, E&klp) k-linear und al-
ternierend.

Die Abbildung w ist aber auch C'*° (M, R)-homogen:
w(fgla v agk)lp = wp(fp€1|p7 s 7§k|P) = f(p) wp(§1|pa e 7£k|p)
= f'w(gla"'agkﬂp
(ST w
Weiters ist M —=t==k s TM - @ TM R glatt, also w(&,...,&) €
C>(M,R).

(<) Seiw: X(M) x...x X(M) — C*>°(M,R) mit obigen Eigenschaften. Es ist z.z.,
daB w(&,...,&k)|p nur von & |p, . . ., €kl abhéngt, denn dann konnen wir definieren:

wWp(&alps -5 8klp) = w(€1, oo, 6k )lp-

Sei & = 0 lokal um p, sei f € C°°(M,R) mit f(p) =0 und f =1 dort wo & # 0.
Dann gilt f - & = & und somit wie zuvor

w(gla s vgk)|1? = w(fgla see vgk)|p = f(p)w(flv o afk)|17 -
Sei weiters & = 37" €(52) lokal. Dann gilt

w(én, ..., &) = (Z§1<8x1) ~--a€k)=Zfiw<%w-w€k)

und da & |, = 0 gilt £}], =0 Vi und somit w(&y, ..., &)|, = 0.

Sei w = Y wrdx! eine lokale Darstellung von w, dabei ibt del .= dxr A - A date

fiir ist I = {i; < -+ <'ix}. Es ist wr(p) = w(afn 7"'7395% )|p glatt bei p, albo ist

w € QF(M). O
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32.1 40. DIFFERENTIALFORMEN

41. Differentialformen auf Riemann MF

32.1 Bemerkung zur Dualitit

Fir M = U C R™ konnen wir das Tangentialbiindel und das Kotangentialbiindel
identifizieren, denn TM = M x R™ und T*M = M x (R™)*. Es sind also sowohl
die Vektorfelder als auch die 1-Formen auf M mit Abbildungen M — R™ ident. Im
allgemeinen gibt es aber keinen solchen kanonischen Isomorphismus zwischen T, M
und (7, M)*. Wir wollen nun Mannigfaltigkeiten beschreiben, fiir welche es einen
solchen dennoch gibt. Inwiefern ist denn ein endlich dimensionaler Vektorraum F
und sein Dualraum E* isomorph? Da sie die gleiche Dimension haben sind sie iso-
morph. Aber um einen solchen Isomorphismus angeben zu kénnen, verwendet man
iiblicherweise eine Basis von F und als Bildvektoren die duale Basis von E*. Wahlt
man eine andere Basis, so dndert sich auch der Isomorphismus. So kénnen wir auf
einer Mannigfaltigkeit nicht vorgehen, denn in 7, M haben wir keine ausgezeichnete
Basis zur Verfiigung.

Eine zweite Moglichkeit so einen Isomorphismus zu erhalten ist die Verwendung
eines inneren Produkts (-, -) auf E. Dann induziert diese bilineare Form eine lineare
Abbildung ¢ : E — L(E,R) = E* durch v — (v, ). Diese ist injektiv, denn: V w :
(v,w) =0 = v = 0. Aus Dimensionsgriinden ist sie somit ein Isomorphismus. Thre
Umkehrabbildung bezeichnen wir mit b := =1 : E* — E. Wegen #(£)(n) = (£,71)
ist (bw,n) = (&,m) = #(&)(n) = w(n), wobel wir £ := bw gesetzt haben und somit
w = f& ist.

Wie sieht # in Koordinaten aus? Sei (e;) eine Orthonormal(!)basis von E und (e?)
die dazugehérende duale Basis. Dann ist #(e;)(ej) := (e;,e;) = 8;; = €'(e;), also
bildet # die Basis (e;) auf die duale Basis (e?) ab.

Falls (g;) eine beliebige Basis von F ist und (g%) die dazugehorende duale Basis von
E*| so gilt:

1(g:)(gr) = <gi79k> =9k = Zgi,j gj(gk)

= #(¢:) =) gij9 und
7

fv) =1 (Z vi9i> = Zvi Zgi,jgj = Z (Z gi,j’Ui> g’
i i j j i
Bezeichnen wir mit v’ die Koordinaten des Vektors v € E beziiglich der Basis (g;)
und mit v; die Koordinaten des dazugehtrenden dualen Vektors f(v) € E* beziiglich
der dualen Basis (g*), so gilt also:

_E .yl
v; = 9i,5U .
i

Sei nun M C R" eine Teilmannigfaltigkeit des R™. Dann ist T, M ein Teilraum vom
R™ und erbt somit das iibliche innere Produkt von R™. Also ist (T,,M)* isomorph
zu T, M vermége dem Isomorphismus § : T, M — (T, M)*. Wir erhalten also auch
eine faserlineare Bijektion der Biindel TM — M und T*M — M. In Koordinaten

ist sie durch _
o Y gigdu!
J
gegeben, wobei g; ; == (g;,g;) mit g; = % und ¢° = du’. Da die g; glatte Funk-
tionen von M D U — R" sind, sind alle Koeffizienten g; ; : M O U — R glatt, und
somit die Biindel TM und T* M isomorph.

22 andreas.kriegl@univie.ac.at © 28. Januar 2010



41. DIFFERENTIALFORMEN AUF RIEMANN MF 41.2

Es entsprechen sich also auch die glatten Schnitte eindeutig, d.h. X(M) = Q' (M).
Das Vektorfeld, welches einer exakten 1-Form df entspricht, heifit GRADIENTEN-
FELD grad(f) von f. Fiir offene Teilmannigfaltigkeiten M C RM wird die Koor-
dinatendarstellung von grad(f) aus jener von df durch transponieren gewonnen,
nicht aber fiir allgemeine M.

41.1 Tensorfelder auf Riemann-Mannigfaltigkeiten

Allgemein wissen wir, dal QY(M) = C*°(M,R) ist und wir wollen nun Q*(M)
anders beschreiben. Sei dazu vorerst £ ein endlich dimensionaler Vektorraum mit
innerem Produkt. Wir haben dann nach einen Isomorphismus § : £ — E*
definiert durch £ : v — (v,-). Sein Inverses bezeichnen wir mit b := §71. Sei (e;)
eine Orthonormalbasis von E und (e?) die duale Basis von E*, dann ist:

ﬁ:x:ineieEHineieE*.
i i

Sei (M, g) eine Riemann-Mannigfaltigkeit mit dem zugehoérigen Tangentialraum
g: T, M = (T, M)*. Eine Basis im Tangentialraum ist gegeben durch %, diese wird
nach abgebildet auf lj(a%) = Zj gj.i du?. Und allgemeiner wird & € T, M wie
folgt abgebildet:

f:&= Zgi 9 T, M — w= Zwidui € (T, M)*.

ou’ <

wobei & = > 9w, w; = > gi ;& und g;; = <%,%> sind, und (¢*7) =
(gi;j)" ist. Es folgt, daB auf kanonische Weise TM = T*M ist, und somit der
Raum der Vektorfelder X (M) kanonisch isomorph zum Raum der 1-Formen Q*(M)
ist.

Allgemeiner gilt:

41.2 Volumsform

Sei E ein endlich dimensionaler, orientierter Vektorraum mit innerem Produkt.
Falls (eq,...,en) eine positiv orientierte Orthonormalbasis von E ist, so definieren
wir det € L")}, (E;R) durch det(eq, ..., ey) = 1. Um zu zeigen, daf diese Definition
nicht von der gewéhlten Basis abhéngt wéihlen wir beliebige Vektoren g; € E und
betrachten die Abbildung A : E — E, welche e; auf g; := >, aéei abbildet. Dann

ist
det(g1,...,9m) = det(Z a{lejl,. . ,Za{;{‘ejm)
J1 Jm
= Z al' - .oalm o det(eg,,. .. e;,)
) ) —_———
NARTERD) JIm

=0, falls j1,...,7m keine
Permutation von 1,....m

= Z a{(l) oo ad ™ sgn(f) det(eq, . . ., em)
7 Permutation -1
= det(a;)i ;-

Falls also (g;); insbesonders eine andere positiv orientierte Orthonormalbasis ist, so
ist [A] € SO(n), also 1 = det[A] = det(g1, .., gm)-
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41.3 41. DIFFERENTIALFORMEN AUF RIEMANN MF

Da wir diese Konstruktion auf den Tangentialraum einer orientierten Riemann-
Mannigfaltigkeit anwenden wollen (dort aber nicht eine orthonormal-Basis) sondern
nur eine (positiv orientierte) Basis ( %) ; gegeben haben, bendtigen wir auch fiir
so eine Basis (g;) eine Formel fiir die Determinante: Dazu betrachten wir wieder
die inneren Produkte

Gij ‘= gmgj <Za ekvza el> ZGZCLJ 6k7€l Za
5

und erhalten (g; ;)i,; = [A - A'] und weiters
det(gi,j)i,j = det([A] - [A]") = (det[A])?
und schliellich (wegen det[A] > 0)

det(g1,...,gm) = det[A] = \/det(g; ;):; =: Va.

Fiir jede orientierte (siehe [72, 34.3]) Riemann-Mannigfaltigkeit (M,g) ist det €
L7 (T M,R) und wir definieren die VOLUMSFORM voly; € Q™ (M) der Mannigfal-
tigkeit durch

volpy(x) :=det € L} (T, M;R).

Diese Volumsform wollen wir mittels lokaler Koordinaten (ul,...,u™) berechnen.
Es bilden die g; := 8 eine Basis in T, M, von der wir annehmen diirfen, daf sie po-
sitiv orientiert ist, Wenn wir ein Orientierungs-erhaltende Karte ¢ = (u 1, coum) Tl
verwenden. Es ist vol = voly,_,,, -du' A ... A du™ mit
Vol(ﬁu1 e auim) = (Voll’m’m dul AN dum) (%, cee %)
=voli, .m Z Sgn au«(l)) - du™ (auw(m)) = V011,,..,ma
dr(1),1 Or(m),m

da 7 die Identitdt sein muf}, siche auch . Wegen obiger Rechnung ist
VOl(aul""’ aum) det(glv"-vgm) = \/é
mit G := det (g ;):,; und gi ; := (gi, 9;) = g(%, %).

Wir erhalten fiir orientierbare Riemann-Mannigfaltigkeiten der Dimension m fol-
genden Isomorphismus:

C>®(M,R) == Q™(M), fw~ f-volyr.

41.3 Skalare Produkt auf Q(M)

Dazu betrachten wir zuerst einen orientierten, m-dimensionalen Vektorraum FE.
Seien die (e;) eine positiv-orientierte Orthonormalbasis von E. Wir definieren ein
skalares Produkt auf E* indem wir fordern, daf8 die duale Basis (e’) ebenfalls eine
Orthonormalbasis sei. Auf ®k E definieren wir ein skalares Produkt indem wir
fordern, dafl die Basis (e;, ®...®e;,)i1,...i, eine Orthonormalbasis sei und analog
auf /\k E durch die Orthonormalbasis (e;; A ... A€, )i, <...<i,- Diese Definition ist
von der Basis unabhéngig, denn das skalare Produkt auf E* ist durch folgende
Formel gegeben:

(%, 4 ) g = (ba*,by" ), da (¢',€’) p- = (s, €;)p = 6,
wobei b : E* — FE den inversen Isomorphismus zu § : E — E* bezeichnet. Auf
®k F ist das skalare Produkt analog gegeben durch:

(T11®... QT 1 ® ... OYk)gkr = (T, Y1)E - - (Thy Yk) B
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41. DIFFERENTIALFORMEN AUF RIEMANN MF 41.4

Auf /\k F ist das skalare Produkt analog gegeben durch:

<$1 AN NANZ,yr Ao A yk>/\k E= det (((SCZ', yj>E)i7j>

:E<xl/\"'/\-Tkayl/\"'/\yk>®kE-

Achtung: Die Einschrinkung des skalaren Produkts von ®k FE auf den Teilraum
/\k FE hat noch einen Faktor k!, denn

i A Axp =kl alt(z; @ - @ ag) ngn 0)To(1) @ @ Ty (p)

und somit ist
(TIN- AT, 1 A ATp)ghp =

= ZSlgﬂ sign(7m) (To(1) @+ @ To(k), Tr(1) @+ @ Tr(k)) @+ E
= Z sign(o) sign(m) (To1), Tr(1)) - - - (To(k)s Tr(k))
= ngn sign(m 0 ) (T (1), Tr(o(1))) - - - (To (k) Tr(o(k)))

= k! Z sign(m) (21, Tr(1)) - - - (Ths Tr(r))-

41.4 Definition (Hodge-Sternoperator)

Sei E ein orientierter m-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Dann ist dim (/\k E) =

(ZL) Und somit ist /\kE = /\mfk E. Wir wollen nun einen Isomorphismus * :

/\kE — /\m_kE angeben, der nicht von der Wahl einer Basis abhéngt. Dieser
heifit Hodge-Sternoperator und ist durch folgende implizite Gleichung gegeben:

k
NA (xw) = (n,w) - det fiir n,w G/\E.

Um zu zeigen, dafl dadurch wirklich ein linearer Operator eindeutig bestimmt ist
wihlen wir eine positiv orientierte Orthonormalbasis (e, ...,e™) in E.

Eine Basis von /\k E ist dann durch die Elemente et A -+ A e’ mit i; < --- < ey
und eine solche von A" E durch die Elemente

LA AT A AR A A e™

gegeben. Wir wollen die Koeffizienten o, . j, des Bildes von w = et A --- A e'*
unter dem Sternoperator bestimmen:

1 5
KW = g Qe €A AT A AR A e,
J1<--<Jjk

Dazu verwenden wir die implizite Gleichung mit

n::ell/\~~~/\el’“ fir I <--- <l
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41.5 41. DIFFERENTIALFORMEN AUF RIEMANN MF

und erhalten

= A (xw) = (n,w) det
= (el A nelk et A Ae) e A A e™,

sU1s--s 1), (ig,..nig)
Um das Hackprodukt auf der linken Seite auch in die natiirliche Reihenfolge zu

bekommen miissen wir zuerst e mit el A -+ A et A -+ A el vertauschen und
. . _ . S T
erhalten ein Vorzeichen (—1)%*~* danach e'*~1 mit e A--- A€t A--- Aele=1 und

erhalten ein Vorzeichen (—1)%-17%=1 ys.w. und schlieBlich 2 mit e! A --- A el
mit (71)11*1 als resultierenden Vorzeichen. Also verschwinden alle oy, . ;, bis auf

iy = (PR ()T = () kD2,
Wir wollen nun zeigen, dafl * bis auf ein Vorzeichen zu sich selbst invers ist. Sei
w=el N Nek € /\’C FE gegeben. Dann ist
o — (,1)(2?:12’j)—k(k+1)/2 LA AT A AR A A ™
und
o — (71)1+--~+W+---+W+»--+m7(m7k)(mfk+1)/2 (—1)fttie k(12 it p i
Die Berechnung des Vorzeichen ergibt: (—1)¥(m=%) dh. x o x = (=1)k(m=k) .

/\k E — /\m_k E — /\k E. Dieses Vorzeichen ist genau dann —1 (und sonst +1),
wenn m gerade und k ungerade ist.

Der Hodge-Stern Operator ist eine Isometrie, wie man entweder durch die Wirkung
auf einer orthonormal-Basis sofort sieht, oder wie aus

(v, %) - volpyy = xa A s % = (=1)PF) wa A B =B Axa=(6,a) voly

folgt. Umgekehrt hitten wir auch die Isometrie-Eigenschaft von * verwenden kénnen
um mit dieser Rechnung * o x = (—1)*("=k) zu zeigen.

Fiir eine orientierte Riemann-Mannigfaltigkeit (M, g) der Dimension m definie-
ren wir den HODGE-STERNOPERATOR * : QF(M) — Q™= F(M) durch (+w)(z) :=

*(w(@)).

41.5 Spezialfille

o QO (M) = Qm(M)
\ %f
O (M, R)

Sei f € C*°(M,R), dann ist g A *f = (g, f)ce(amr) - volar. Wéhlen wir g := 1, so
gilt:

xf =1Axf=f-voly fiir x: C®(M,R) = Q" (M) — Q™(M)
und wegen * o x = id, ist

#(f -volpr) = f fiir * : Q™(M) — Q°(M) = C>(M,R).
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IR | *

Sei € = Zgia‘zi € X(M) — w =Y wdu' € Q' (M), wobei w; = ngi,jgi und
volyr = VG dul A -+ A du™, dann gilt fiir

*W*an omd@ /\du Ao AN du™

(=) tdut A A du™ =i dut Adut AL A dut A LA du™
=du’ A ( <du Zw]duj> - vol s
= ij (du’, du]>ﬂl(M) -volyy
—_——

J g
gle

:ijgi’j\/adul/\-u/\du
J

da <du2duj>:<b<dui>7b(duf>>=<Z . ik’Zgﬂ(j»
k

Zglkg]l<8uk’8ul> ZQZW =g"

—_———
gk,1

wobei (g*) die inverse Matrix zu (g; x) ist. Mit dieser Behauptung folgt:

N = Z(fl)’;le ¢g"VG  und somit
—
*w:Zm dut AN dut A LA du™

=Y (-D)"WGED g wi du' AL A dut AL A du™

J
—_———
51',

=VGY (1) dul AL A dut AL A du™,

g

Also gilt

*of : X(M Zﬁlauz
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42. Graduierte Derivationen

42.1 Lemma (Algebra der Differentialformen).

Es ist Q(M) = @, (M) eine graduiert kommutative Algebra beziiglich dem
punktweisen Hackprodukt (siehe )

(Ct A\ /6’)1(517 oo 1£k+’i) =
1
=l D osenm - ap(Erys s Enk)  Ba(Exihrnys - ntiriy)s

fiir a € QF(M), g € QY (M) und & € T, M. Fiir parakompakte Mannigfaltigkeiten
M st sie als Algebra durch {f, df : f € C°(M,R)} erzeugt.

Beweis. Da die Fasern AT;M = @, N T3 M graduiert kommutative Algebren
sind, ist auch Q(M) = T'(AT* M) eine graduiert kommutative Algebra. Lokal wird
Q(M) durch {f, df : f € C*(M,R)} erzeugt, denn w = >, _ _; Wiy g duit A
...Adu®. Um das auch global zu erhalten, benstigen wir einen endlichen Atlas von
M. Fiir zusammenhéngende parakompakte Mannigfaltigkeiten existiert ein solcher
nach . Wir wihlen eine Partition {f,..., fn} der Eins, welche dem zu-
gehorigen Vektorbiindel-Atlas von T*M untergeordnet ist. Dann ist w = ) j fiw
und fjw =37, o i Wiy, dut A A du'™, wobei (ul, ... u™) lokale Koordi-
naten auf eine Umgebung W; von Trg(f;) sind, die zu globalen glatten Funktionen
auf M erweitert wurden und die Koeffizienten wj;;, ... ;, globale glatte Funktionen
mit Trager in W; sind. O

42.2 Zuriickziehen von Formen

Sei f : M — N glatt, dann haben wir die Tangentialabbildung T, f : T,M —
Ty N, sowie deren Adjungierte (75, f)* : T;ﬁ(p)N — Ty M. Falls nun p nicht durch
f(p) determiniert ist, d.h. f nicht injektiv ist, oder zu gewissen ¢ € N kein p mit
f(p) = q existiert, d.h. f nicht surjektiv ist, 148t sich keine Abbildung T*f : T*N —
T*M aus den (T, f)* zusammensetzen. Es 1&8t sich aber nach dennoch ganz
allgemein aus

kp
/\kTMLJ;/\kTN
L,

M

N
eine Abbildung

Fro= (/k\Tf)* L QF(N) = F((;\TN)* = N) = F((;\TM)* o M) — QF(M)
definieren. Dabei heifit f*(w) die mit f ZURUCKGEZOGENE FORM zu w.
(Frwlpl€n A+ A Ek) =y ((f\ THE A 7&))

oder unter Verwendung des Isomorphismuses (/\k T.M ) ~ L%, (T,M;R) auch

als

(ffw)p(&rs - &) = Wiy (Tnf - Eulps o Tpf - Eklp)-
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Insbesonders ist

(d9)p(&p) = (dg) o) (Tpf - &p) = Pra Tr(pyg - Tpf - &p
=pry-Tp(go f) & =d(go flp-&p

Das so definierte f* : Q(N) — Q(M) ist ein Algebrahomomorphismus, wie man
leicht nachrechnet. Mittels des Ismomorphismuses (A" TM)* = A"(T*M) kann
man f* fiir wy,...,wr € QY(M) auch durch f*(wiA---Awg) = f*(w1) A Af*(wi)
definieren, wobei f*(wy) die in definierte zuriickgezogene 1-Form ist. Weiters
gilt:

f(g)=go fund
f*(dg) =d(go f) fir g € C°(N,R)
(fio f2)" = f2¥ o f1™ fiir zusammensetzbare Abbildungen f; und f,

Seien (u')i™; lokale Koordinaten auf M und (v/)}_, lokale Koordinaten auf N.
Dann lift sich w € QF(N) lokal als

w= Y wj g AL AdY

J1<...<Jr

schreiben. Die zuriickgezogene Form muf} eine lokale Darstellung der Form

Z iy, i du™ A ... A dut

i1 <...<ip

besitzen. Wir berechnen nun die lokalen Koeffizienten n;, . ;, von f*(w):
p) o)
Nir,e.in (T) = [H (W) (ma ce m)

*wf(x)(/\Tf BuLI /\85%))
wf(x)( > dt( UJSOf))té A A 8)

outt Ovil vk
1< <J ’
d(v’" o f) ) o)
= _ Z det( it )tswf(w) duIl " Gyik

- Y a(MeI)y ).

Wir kénnen dies auch durch die Multiplikativitdt von f* wie folgt erhalten:

Fdo A Adv?) =d(T o f) A Ad(vF o f)

- U“Of i (vt o f) i
= < “oun du ) A A (ZZ Suin du
_ ’Ujs Of) i1 ik

= Z dt( S )tys-du A Adu'.

1< <ig
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Also ist
* _ . . Gl Jk 11 . ik
f (w) - § : 2 : w(ﬂlw-dk)pil,‘..,ik du't A Adu
i< <, G1<<Jn
i1eeig=1.om g1, jr=1...10
vl vl
; ; Ou'l U dutk
. . J1 Jk
Wobei prt ol = det O, v) =det | : g :
Uil d(un uir) : . :
T v’k Ik
outl T Ou'k
. ov? o .
mit - = — (v o f),
ou’ ou’

In [72, 29.1] haben wir die kommutative Algebra A := C°°(M,R) betrachtet. Den
Raum Der(A) ihrer Derivationen konnten wir mit dem Raum X(M) der Vektor-
felder auf M identifizieren. Wir haben auf Der(A) die Struktur einer Lie-Algebra
gefunden. Wir wollen &hnliche Ideen nun auf die graduiert kommutative Algebra
A := Q(M) der Differentialformen auf M anwenden.

42.3 Definition (graduierte Derivation)

Eine Abbildung D : Q(M) — Q(M) heifit GRADUIERTE DERIVATION VOM GRAD
d, falls D linear ist, fiir alle k den Summanden QF (M) in Q4% (M) abbildet und fiir
alle w € QF(M) und n € Q(M) die Produktregel D(wAn) = D(w)An+(—1)**wADn
gilt.

Mit Derg(Q(M)) bezeichnen wir den VEKTORRAUM ALLER GRADUIERTEN DERI-
VATIONEN von Q(M) vom Grad d, und mit Der(Q(M)) bezeichnen wir die direkte
Summe P, Derg(2(M)).

Allgemeiner heifit fiir eine glatte Abbildung ¢ : N — M eine Abbildung D :
Q(M) — Q(N) GRADUIERTE DERIVATION UBER g*, falls D linear ist, fiir alle k£ den
Summanden QF(M) in Q4T*(N) abbildet und fiir alle w € Q¥(M) und € Q(M)
die Produktregel D(w An) = D(w) A g*(n) + (—=1)?*g*(w) A D7 gilt.

42.4 Lemma (Eindeutigkeit graduierter Derivationen).

Es sei g : N — M C®. Jede graduierte Derivation D : Q(M) — Q(N) dber
dem Algebra-Homomorphismus g* : Q(M) — Q(N) ist eindeutig durch die Werte
D(f) und D(df) fir alle f € C*°(M,R) festgelegt.

Beweis. Da f und df die Algebra Q(M) erzeugen folgt dies sofort aus . Wollen
wir aber die dort verwendete Dimensionstheorie nicht hineinstecken so kénnen wir
dies auch wie folgt zeigen:

Hétten wir zwei solche Derivationen, so betrachten wir die Differenz D. Wir miissen
zeigen: YV f: D(f) =0, D(df) =0= D =0.

Wir behaupten zuerst, daf§ die Derivation D ein lokaler Operator ist. Sei ndmlich
w € Q(M) lokal um g(z) gleich 0. Dann wéhlen wir ein f € C*°(M,R) mit f(g(x)) =
1 und fw = 0, und erhalten

0=D(0) = D(fw) = Q(’Q/\g*(w) +9°(f)- D(w)
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Und an der Stelle z € N gilt 0 = f(g(z))-D(w)(xz) = D(w)(z). Da D ein lokaler und
linearer Operator ist, diirfen wir ihn durch eine lokale Darstellung durchtauschen:

i< <ip
= Z (D(wih“_,ip) /\g* (du“ A--- A dulp)
i1 < <ip A rumnd

=0

p
+ Y g Wiyy) g7 (du) A A D(dUF) A A du%) =0. O
1 ——

42.5 Beispiele graduierter Derivationen.
Aus folgt, dal Dery(Q(M)) = {0} fiir d < —1, denn D(QF(M)) C QF+4(M) =
{0} fiir £ + d < 0 und insbesonders fiir £ € {0,1} und d < —1.

Wir wollen als néichstes Der_;(2(M)) bestimmen. Sei also D : Q(M) — Q(M)
eine graduierte Derivation vom Grad d = —1. Dann ist D(C*°(M,R)) = {0} und
die lineare Abbildung D od : C°(M,R) — QY (M) — Q°(M) = C>°(M,R) erfiillt
(Dod)(f-g) = Dig-df + f-dg) = D(g) Adf + (~1)%4g - D(df) + D(f) A dg +
(-1)%f . D(dg) = (Dod)f-g+ f-(Dod)g, wegen D(g) = 0 = D(f). Also ist
D o d auf C*°(M,R) eine Derivation und somit durch ein Vektorfeld £ gegeben,
d.h. D(f) = 0 und D(df) = &(f) = df(¢) fir alle f € C*°(M,R). Wir werden in

zeigen, dafl wir durch (¢ew) (&1, .., &) == w(&, &1, ..., &) zu jeden Vektorfeld
& € X(M) eine graduierte Derivation i¢ vom Grad d = —1 definieren konnen.

Nun zu Der(Q(M)). Sei also D : Q(M) — Q(M) eine graduierte Derivation vom
Grad d = 0. Dann wirkt D auf Q°(M) = C°°(M,R) derivativ, ist also durch ein
Vektorfeld £ gegeben, d.h.

d

D(f) = &(f) = Le(f) = —

T (FI5)* f (siehe [72, 29.9] und [72, 29.10]).

t=0

Der letzte Ausdruck 4 |t:0 (F1%)*w macht aber auch fiir w € Q(M) einen Sinn
und wir werden in zeigen, dal dadurch fiir jedes Vektorfeld £ € X(M) eine

Derivation £; vom Grad d = 0 auf Q(M) definiert wird. Wir werden in
zeigen, daf dies alle Derivationen vom Grad 0 sind, die zusiitzlich D(df) = d(DYf)
erfiillen. Um eine globale Formel fiir £¢ zu erhalten, differenzieren wir die Funktion
w(éy, ..., &) (fiir w € QF(M) und & € X(M)) in Richtung von ¢ an der Stelle
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x € M und erhalten:

(g'w(€17~--7€k)>m = (w(élw"agk)oFlf)w

=0
=0 WS (2 (15 -+ k)

Wit (o) (TFIE-TFIE &y, TFIE TFIE, &)
(((Flf)*w)a: (TFI, & i€ oy - - ,TFI¢, 'fk'|F1§(x)))
(15w (F)* (€0) @) (FI)* () )

_ (% | () (@), &)

t=0

0
ot
0
ot
0
ot li=0
0
ot
0
ot li=o

+§:ww<§1(x),...,;€ L:o ((F1§)*(gi)(x)),...,gk(x))
= (Lew)z (§1(2), -0, &k(T))
k
3w (G@) (6@ 6,

und somit

£§w(§17"'7§k) = g 'w(é-lv"'aé-k) - Zw(gla"wgifh [€7£i]7£i+17"'a§k)-

i=1

Insbesonders ist

(Ledf)(n) = &(df () — df ([§,m]) = & - f) = [§,m] - f =n(§- f) =d(&- F)(n)

Schliellich wollen wir noch eine ausgezeichnete Derivation vom Grad d = 1 angeben.
Nach hoffen wir ja durch die Abweichung der Ableitung einer 1-Form (oder
allgemeiner einer k-Form) davon symmetrisch zu sein, zu erkennen ob die Form
selbst Ableitung einer Funktion (bzw. k — 1-Form) ist. Betrachten wir dazu zuerst
den Fall, wo M = U offen in einen Vektorraum FE ist. Dann ist eine k-Form auf U
eine Abbildung

w:U — L%, (E;R)
und ihre Ableitung ist
W' U — L(E,L%,,(E;R)).
Setzen wir diese mit dem Alternator von
L(E, L%y, (E;R)) C L(E, L*(E;R)) = L*(E,R) & LITH(E,R)
zusammen, so erhalten wir die Abweichung dw davon, dafl w’(z) symmetrisch ist

fir alle x € U.

Es ist also
dw(x) (o, .-, &) = ﬁ ngn(a) W' () (€ (0)) Earys - - - > (k)

k

Z(_l)zw,(x)(&,)(&)? sy Ev s 7£k)~

=0

1
k41

Um nun eine globale Formel fiir d auf beliebige Mannigfaltigkeiten M zu erhalten
ersetzen wir die Vektoren &; € E durch Vektorfelder §; € X(F) und Differenzieren
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w(o,---,'& ..., &) an der Stelle z € M in Richtung &;(z) und erhalten:

(060, 6 80) (6D = @ E@ @@, G@) - n(a)

+;w(x)(...,§;($)ofi(x),...,m,...)
+;w(x)(...,m,...,§;(x)~§i(x),...)
Und Einsetzen in obige Formel liefert J
(k+ Ddw(2) (€, - -, ) = i(lvw%x)@i(x))@o(x), () (@)
= _zk;u)"(@- w0 & ) (@)
- ;<—1>f+fw<x><s;(x> (@), 60(@), - (@) &) )
- §<—1>i+j-1w<x><§;<x> (@), o(@), . @) (), )
- (i(—lm ol G 6
+;<1>i+jw<[&,5j]7so,...,EZ,...,E},...@(k)))(x).

Wegen des lastigen Faktors (k + 1) ersetzen wir dw besser durch (k + 1) dw.

42.6 Lemma (Lie-Algebra der graduierten Derivationen).

Der Raum Der(Q2(M)) ist eine graduierte Lie-Algebra beziglich der punktweisen
Vektoroperationen und dem graduierten Kommutator als Lie-Klammer:

(D1, Dy := Dy 0o Dy — (=1)%1%2 D, 0 D, fiir D; € Derg, (QU(M))

Im Detail bedeutet das:
1. Die Klammer [-,-] : Derg, (Q(M)) x Derg,(2(M)) — Derg, +a4,(Q2M)) ist
bilinear fir alle dy, ds.
2. Sie ist GRADUIERT ANTIKOMMUTATIV: [Dy, Da] + (—1)%92[Dy, D1] = 0.

3. [Do, -] ist eine graduierte Derivation beziglich [-,-], d.h. es gilt die GRADU-
IERTE JACOBI-IDENTITAT

[Do, [D1, Dal] = [[Do, D1], Do) + (=1)%% D1, [Dy, D2]],
oder dquivalent und zyklisch symmetrisch

(=1)%?%[Dy, [Dy, Da]] + (=1)1%[Dy, [D2, Do]] + (=1)*"[Ds, [Do, D1]] = 0.

Beweis. Wir fithren den Beweis abstrakt fiir eine beliebige graduiert-kommutative
Algebra A anstelle von Q(M).
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Behauptung: [D1, Ds] € Dery, +4,(A) fiir D; € Dery, (A) fir i =1,2.
(D1, Do](X -Y) = (Dl o Dy — (—1)h% Dy o D1>(X Y)

- D (DQX Y 4 (—1)% X DQY)

— (~1)hdp, (DlX Y 4 (—1)rh X DlY)

=DiDyX Y + (—-1)4&t)p,x . DY
+ (71)wd2D1X - DoY + (71)a:d2+:1:d1X -D1D5Y
_ (_1)d1d2D2D1X Y — (_1)d1d2+(d1+3¢)d2D1X - DY
_ (_1)d1d2+xd1D2X -DyY — (_1)d1d2+d1$+d23¢X -DsDY
=[D1, D3] X - Y + (—1)"(atd2) X . [Dy Do)V fiir x := grad(X).

Klarerweise ist [, ] bilinear und graduiert antikommutativ.
Verbleibt die graduierte Jacobi-Identitéit zu zeigen:
[Do,[D1, D3]] = [[Do, D1, Do] = (=1)%%[Dy, [Dyo, Do]] =
= [Do, D1Dz — (=1)"% Dy D] — [Do Dy — (=1)®" D1 Dy, Dy
— (=1)%% Dy, DyDy — (—1)%% Dy Dy]
= DoD1 Dy — (=1)"1% Dy Dy Dy
_ (,1)(d1+d2)doDlD2D0 + (71)d1d2+d0(d1+d2)D2D1D0
— DoD1 Dy + (—1)%1 Dy Dy D,
+ (_1)(d0+d1)d2D2D0D1 _ (_1)dod1+(do+d1)dzD2DlD0
— (=1)%% Dy Dy Dy + (—1)%hi+dod2 p, D, D,
+ (71)d0d1+(d0+d2)d1D0D2D1 _ (71)d0(d1+d2)+(d0+dz)d1D2D0D1
=0. O

42.7 Theorem (Die wichtigsten graduierten Derivationen).

Sei £ € X(M).

(te) Durch ic(f) =0, ic(df) ;==& - f ist eine graduierte Derivation ic vom Grad
—1, der EINSETZOPERATOR festgelegt.
(L¢) Durch Le(f) ==& f, Le(df) := d(§ - f) ist eine graduierte Derivation L
vom Grad 0, die LIE-ABLEITUNG festgelegt.
(d) Durch d(f) :=df, d(df) := 0 ist eine graduierte Derivation d vom Grad +1,
die AUSSERE ABLEITUNG, festgelegt.

Globale Formeln fiir diese graduierten Derivationen sind mit w € Q¥(M) und &; €
X(M) gegeben durch:

(Lfow)(é-h o 75]@71) = w(é_Oagh oo agkfl)

(‘Cﬁow)(é-h e 76/(7) = 60 : w(gla cee 75/@) - Zw(fla e afifh [§Oa§i]7§i+la DR 751@)

i=1
k

(dw)(€oy -5 &) = D> _(=1)'&; - w(&o, .- LE )

=0
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+Z(_l)i+jw([€i7§j}7507--~7g\7--~7,£_j|7~-~;§k)~

1<j

Die graduierten Kommutatoren sind durch folgende Tabelle gegeben:

[D1, Ds] in L, d
ig 0 —ten | —Le

Le | e Lien 0

d c, 0 0

Falls n € X(N) verwandt mit £ € X(M) beziiglich einem glatten g : M — N ist,
d.h. Tgo& =nog erfillt ist, so gilt:

goiy=icog*, g'oL,=Lcog", grod=dog"
Weiters gilt:
tpew = flew, Lpew = fLew+df Nigw, (Lew)(z) = %|t:0(Flf)*w|w

Beweis. Wir fithren den Beweis in 15 Schritten:

1. Behauptung. icw € Q¥ 1(M):
Offensichtlich ist i¢w alternierend und k — 1-linear und es gilt

Z€w<f§17 .. 7§k71) = w(£7f£17 e 76/(:71) = fLU(é-,El, e 75]@71)
:fiéw(gla"wgk—l)-

2. Behauptung. i¢ € Der_1(Q(M)). Sei dazu o € Q1 und 8 € O, dann ist:

Lgo(a/\ﬁ)(€17~--,€k+l> =
= (A B)(&os&1s -+ -5 Errt)

1
RECESV] ZSgn(W) (& (0)s - -+ &x(k)) BlEa(rrn)s -+ Ex(hrt))

= Z Sgn(ﬂ-) a(g‘n'(O)a v 7£ﬂ(k)) /3(571'(]{3-1—1)7 oo 7§7r(k+l))

7 stkw.T
= Z sen(m) a(&x(0)s - -+ > En(k)) BEnkt1)s -+ s En(hrt))
7(0)=0
+ Z Sgn(ﬂ—) a(fﬂ(O)a cee ?gﬂ(k)) ﬂ(fﬂ(k-‘rl)) cee )gﬂ'(k-'rl))
w(k+1)=0

= (l’foa A 6) (517 e 7£k‘+l)
+ Z (1) sgn(n’) al€rrr)s - &nrier)) B0 Exr(hia)s - > v (ot))

7/ stkw.T

= (Lﬁoa AB+ (=) an 0505) (15 Ehtr)-

Dabei ist n’ := wo (k+ 1,k,...,1,0) jene Permutation, die 0 auf 0 abbildet, auf
i+1<k+1 mit 7(¢) iibereinstimmt, und auf ¢ > k + 1 mit 7 ident ist.

3. Behauptung. dw € Q*T1(M):
Offensichtlich ist dw ist (k+1)-linear und alternierend. Die C*° (M, R)-Homogenitét
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ergibt sich wie folgt:

dw(f&os---,&k) = (féo) - w(&i,- - Ek)
+Z 67, fwé-()?"w,g‘v"'vfk)
>0
+ Z Jw f§07€J] goa"'a'g_j‘v' '7£k)
7>1=0
+ Z ’L+jw gzvé-]] fan"'aE;]a 'arg_;a '75/6)
7>i>0
=f- (- wlé,- &)
+Z §0a"'7,g\a"'7€k)
>0
+f Z 507"'72?"'751@‘)
>0
+ Z 50753] fj(f)§0)’g|7"'a’§_j‘a"'a§k)
7>1=0
+f Z Z+jw glagj] goa"'aZa"'a'g_j‘a"'vgk)
3>1>0
:f~dw(§07...,§k)
+Z SO)"wg\a"'agk)
>0
- Z ]gj 507507"'757"'7516)
7>1=0
:fdw(€077€k)
4. Behauptung. d(fw) =df Aw+ [ - dw
d(fw)(éo,---,&k) =
*Z fw gOa"'agw'-fk)
+Z 7l+]f“) €17£J] éh"'a@r"a?a"'agk)
7>
72 50;"'337"'351@)
+fz va"wEv"wgk)
+fz Z+jw 5175_7 517"'a’g|7"'a’§—j|a"'a§k)
7>
= S v (€0 & &)+ F e deo(Gos )
(df/\w+f/\dw)(§0>-~~,§k)~

36
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42. GRADUIERTE DERIVATIONEN 42.7

5. Behauptung. d ist ein lokaler Operator
Sei dazu w|y = 0 und € U. Dann existiert ein f € C*°(M,R) mit Trg f C U,
f(x) =1 und df (z) = 0. Folglich ist fw = 0 und damit

= d(fw)(x) = df (z) Nw(z) + f(2) - dw(z) = dw(z).

6. Behauptung. d und i, erfiillen die “Anfangsbedingungen”.
Das folgt sofort durch Einsetzen in die globalen Formeln:

ifo (f) =0
ig, (df ) = df (§o) = &o(f)

0
0= 6 f(&)+. =6l
i=0 (1}

d(df ) (&0, €1) = o - df (&1) — & - df (o) + (—1)" T df ([€0, &1))
=& - (& f)—& (- f)—[.&] - f=0

7. Behauptung. d(du’) = 0, wobei du! := du®* A---Adu® 1 fiir [ := (i1,...15_1).

k
A (55 58) = 1) 5 (e (555

. [ 1
Y ([ ] e )
>
— 9 _ 15} :
= 0, da [52, Bul} 0 und du’ (a—) konstant ist.

d(ZwIdul) Zdw Adu + wr Ad(du’) Zg“u’{du A du'
1

8. Behauptung. d € Der,;(Q(M)), i.e. d(a A B) = da A B+ (—1)la A dB mit
a=>,ardu’ und g =3, B, du’.

daAB) = d(asBy du’ Adu’)

1,J
- Z % du® A du® A du” + ZaIﬁJ d(du’ A du”)
I, LJ

=" %t dut A du’ AZﬁJdu +( ”'Zoqdu Azgﬁz du’ A du’

=danf+ (-1 )moz/\dﬂ.

9. Behauptung. Es gelten die Formeln fiir die Kommutatoren von Einsetzopera-
toren i¢ beziehungsweise fiir d.

Wegen geniigt es die “Anfangswerte” zu iiberpriifen:
lig,iy] = 0, da dies eine Derivation vom Grad -2 ist
[d,d)(f) = (dod = (=) Vdod)(f) = 2d(df) =0
[d, d)(df) = 2(d o d)(df) = 2d(d(df)) = 2d(0) = 0
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10. Behauptung. Der Kommutator [d, i¢] ist durch die globale Formel von L
gegeben, also ist L¢ € Derg(2(M)).

([d, tey]w) (1o &) = d(tgw)(&r, -, &) — (1) TV og (dw) (&, . ., &)
= Z(_l)z_lgl : Lfow(gh R Ev s 75/@)

+ Z (71)i71+j71%0w([€i7§j]a ceey E‘a R Ea cee 751@‘)

0<i<y
+dw(£O7€1a"'7€k)
:_Z 507"'727"'7§k)
i>0
+ Z z+]w£07£“£]]"'aE,"'a,g—j‘a"'afk)
0<i<y
+Z 507"'7’5\7""51’6)
i>0
+ Z ’L+]w 5175]] g()a"'azi—lv"'a%_;a"'agk)
0<i<y
_60 wé-lw"agk? +Z Jw 5076] 51;-“’,5_]“’---76]@)

7>0

= (Legw) (&1 -+, k)

11. Behauptung. Es gilt die “Anfangsbedingung” fiir L¢.
Le=doic—(-1)"VEj0d =
Le(f) = dlicf) +ie(df) =0+ f
Le(df) = d(igdf) + ig(d*f) = d(§ - f) +0

12. Behauptung. Es gelten die Formeln fiir Kommutatoren mit L.
Wieder brauchen wir nur die Anfangswerte zu iiberpriifen (oder wir verwenden die
Jacobi-Identitét):

[Le,in](f) = 0=1¢n(f), da der Grad —1 ist
[Le,in](df) = Le(n- f) —in(d(E- f))

=& f)=n- (&) =[5&n(f) = vie.(df)
[Le, Ly)(f)=&n-f—n- E f=1&n1(f) = Len(f)
[Le, Ly)(df) = Le(d(n - £)) — Ly(d(€ - [))
=d&-n-f-n-& f)=d[&n] - f) = Ly (df)
[d, Lel(f) =d(§ - f) = Le(df) =0
[d, Le](df) = d(d(§ - [)) — Le(ddf) =0

13. Behauptung. Es gelten die Vertauschbarkeitsrelationen mit g*.
(g o ty)(df) = g"(df (n)) = g"(n(f)) =n(f)og
2 ([ o g) = d(f 0 9)(€) = ieclg"(d) = (ig 0 g°)(d)
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oder direkt

(9" oin)wp(&ry- -, &) = g7 (igw) (&1, -, k)
= (inw)\g(p) (Tpg - &ilps -+ Tpg - Eklp)
= wlgp) (Mg, Tpg - &1lps - s Tpg - Eklp)
= wlgp) (Tpg - Elp, Tpg - &1lps - - Tpg - Eklp)
= (9" w)p(&lp:&1lps - - - Eklp)
= (ie(9"w)) (&1, - &k )p
= (igog")wp(&ry- -, &k)-

Fiir d haben wir das folgende bereits in gezeigt:

(g7 0 d)(f)(Elp) = 9" (df)(Elp) = dflg(p)(Tg - €lp)
=d(fog)(lp) = d(g"(£)(Elp) = (dog")(f)(&lp)
(9" 0 d)(df) = g*(ddf) = g*(0) = 0 = d*(g" f)
=d((dog")(f)) =d((g" o d)(f)) = (do g")(df).
Fiir £ folgt es nun durch Anwenden der Kommutatorformel:

g oL, =g o(doi,+i,od)
=g odoiy+g-oiyod
=dog*oiy+icogiod
=doigog"+icodog”
= (doig+icod)og”
=Leog".

14. Behauptung. Es gelten die Homogenitétsformeln fiir ¢z¢ und L.

tpew(ry o &) = w(fE &, ) = frw(& - Elmt)
= frigw(€r, .5 &k-1)
Lyew = [d, tpe]lw = d(ipew) + tpe(dw)
=d(f -iew) + f - ig(dw)
=df Nigw~+ f - d(tew) + f - ie(dw)
=df Nigw+ f - Lew.

15. Behauptung. L ist die Lie-Ableitung aus [72, 29.9].
Beide Seiten definieren eine Derivation vom Grad 0, also geniigt es auf Funktionen
und exakten 1-Formen auszutesten:

Ll o(FE)* f = L|—of oFIf = £f = Lef,
%‘tZO(Flf)*(dfp)(np) = %|t:0(df)(F1§(p))(T Flf Tp)
= L), o(TFL np) f = &|imomp(f o FI)

=0y (L]i—o(f o FL5)) = n,(£f)
= Le(df) ().

Das beendet den Beweis von . O
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42.8 Die Frolicher-Nijenhuis und Nijenhuis-Richardson Klammer

Wir wollen nun allgemeine graduierte Derivationen genauer beschreiben. Dazu nen-
nen wir eine graduierte Derivation D € Dery(Q(M)) ALGEBRAISCH, wenn sie auf
den 0-Formen Q°(M) = C*°(M,R) verschwindet. Fiir so eine Derivation gilt

D(fw)=D(f) Aw+ (=1)**f - D(w) = f - D(w).
Folglich ist D ein lokaler Operator und sogar tensoriell, d.h. D(w), hingt nur von
wy ab (Hinweis: Wende d auf lokale Darstellungen von w an). Nach ist D
eindeutig durch D|qi(ar) : QY (M) — QFH(M) C Q(M) bestimmt, und dies ist
faserweise ein Element von
k+1 k+1 k+1
L(T;M, A T;M) *T, Mo \T;M=T,Me(\ T.M)" =
k+1
~ L(/\ T, M, TxM) & [FH (T, M T, M)

welche glatt von x € M abhéingt, also eine vektorwertige k + 1-Form
k+1 k+1
K € Q" Y (M; TM) = F(L(/\ TM, TM)) o~ F(L(T*M, A T*M)).

Sei umgekehrt K € QFFY(M;TM) beliebig. Dann koénnen wir eine algebraische
Derivation ix € Dery(Q2(M)) durch folgende Formel definieren:

(in)(Xl, N 7Xk+l) =

—;Zsi n(o) w(k (X, X ), X X )

- (k+1)'(l—1)' . gn(o o(1l)s+ -y No(k+1) )y Ao(k+2)r s Do(k+l))s
wobei w € QY(M) mit I > 1 und X1,..., X,y € X(M). Dabei zeigt man igw €
QF(M) und ix € Dery,(Q(M)) wie in [41.1 | und [41.2].
Die Abbildung i : Q**1(M;TM) — Der,(Q(M)) definiert einen linearen Isomor-
phismus auf die Teil-Liealgebra der algebraischen Derivationen, und macht so-
mit Q**1(M,TM) selbst zu einer graduierten Liealgebra (deren Klammer auch
Nijenhuis-Richardson Klammer heift).

Beweis. Sei x € M. Da AT;M nach |38.6.3| die freie graduiert kommutative
Algebra iiber dem Vektorraum T M ist, konnen wir

k+1 k+1
K, € L(/\ T, M, TwM) o L(T;M, A T;M) c L(T;M,/\T;M)

zu einer eindeutig bestimmten graduierten Derivation A T;M — A TFM ausdeh-
nen und erhalten somit eine eindeutig bestimmten Derivation D € Dery (Q2(M)).

Die angegeben Formel verifiziert man durch Anwendung auf Hackprodukte w von
1-Formen. Offensichtlich ist der graduierte Kommutator zweier algebraischer gra-
duierter Derivationen selbst algebraisch, und somit gelten auch die iibrigen Aussa-
gen. O

Wir definieren fiir K € QF(M;TM) eine graduierte Derivation Lx := [if,d]. Die
Abbildung £ : Q(M;TM) — Der(2(M)) ist injektiv, da Lx f = [ix,d|f = ix(df)£
d(ig f) = df o K fiir alle f € C*°(M,R).

Proposition.
Jedes D € Derp(Q2(M)) hat eine eindeutige Darstellung D = iy, + Lx mit L €
QFL(M; TM) und K € QF(M;TM). Das Bild von L ist die Teil-Liealgebra aller D
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42. GRADUIERTE DERIVATIONEN 43.1

mit [D,d] = 0. Die Abbildung L induziert somit eine graduierte Liealgebra Struktur
(die Frélicher-Nijenhuis Klammer) auf Q*(M;TM).

Beweis. Fiir Vektorfelder X; € X(M) beschreibt f — D(f)(X1,...,Xx) eine De-
rivation C*°(M,R) — C*°(M, R). Folglich gibt es ein Vektorfeld K(X,...,Xy) €
X(M) mit D(f)(X1,...,Xk) = K(X1,...,Xp)(f) = df(K(X1,...,Xk)). Es ist
K € QF(M;TM). Die definierende Gleichung fiir K ist D(f) = df o K = Lxf
fir f € C°(M,R). Also ist D — Lk algebraisch, d.h. D = Lk + iy fiir ein
L € Q¥ Y(M; TM). Wir haben

0=lik,0] = [ik,[d,d]] = [[ix,d],d] + (_1)k_1[dv lix,d]] = 2[Lk, d]

Somit ist 0 = [d, D] fiir D = Lk +ir, genau dann, wenn 0 = [if,,d] = L, i.e. L =0.
Die Eindeutigkeit der Zerlegung ergibt sich aus der Injektivitdt von ¢ und £ und
weil einzig die 0 eine algebraische mit d kommutierende Derivation ist. O

Bsist dfo[X,Y] = Lix y1f = [Lx, Ly]f fiir die Frolicher-Nijenhuis-Klammer [X, Y]
von X,Y € Q*(M, TM).

43. Divergenz, Rotation und Laplace

43.1 Differentialformen am R?

Fiir offenes M C R™ wissen wir, da§ X(M) = C°°(M,R™) ist vermdge der Abbil-
dung £ => f; % — (fi)™, = f, wobei 2z die Standardkoordinaten sind. Ebenso
ist Qm(M) =2 C°(M,R) vermége * : f - volys « f, mit volpyy = dzt A -+ A dz™.
SchlieBlich sieht der Isomorphismus *of : X(M) — QY(M) — Q™~1(M) nach
wie folgt aus: *(#€) = VG Y, (—1) 1 da? A --- Alda” A Ad™
Fiir m = 3 liefert das
#(46) = € da® A da® — €2 dxt A da® + € dat A da?
= da? N dad + €2 da® A dat + €3 dat A da?
Zusammenfassend haben also folgende Isomorphismen:
1. QO(R3) = C>(R3,R)
2. QYR3) = C>°(R3,R?) via der Basis dz!, dz?, da?
3. Q3(R3) = C*°(R3,R?) via der Basis dz? A dz3, do3 A dxt, dat A da?
4. Q3(R?) = C>°(R3,R) via der Basis dz' A dz? A d2®

Wie sieht nun d beziiglich dieser Basen aus?

O (R?,R) —50 s 0o (R, R?) — 2L > 00 (R3, R%) — > 0% (R3, R)
T N
QO(R?) ———— Q(R?) —— > O*(R?) ————— O3 (R?)
! (1. for f3) (1. for f3) f
1 l I 1

f S fuda R  do nda? nda?

+f3 dz Adz?
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Der Operator d ist somit durch folgende Formeln gegeben:

d: QR 5f —df =Y 2hda’

d: Q' R%) 3 fida' = > dfi Ada' = 5L dal A da’
4 ,J
= (%f%) dacQ/\d:cSJr(%f%)dx?’/\dxl
+ (% - %) dzt A dx?

d: Q3 (R?) of) de? Ada? + fo da® A dat + f3 dat A da? —
— (Z gg{,) dat A da® A da®

Also stimmt er bis auf natiirliche Isomorphismen iiberein mit:

aof of of
grad f = (axaa)

dfs 0f: 0fi  Ofs 0fs Of
ot 1 00 = (55 - 55 55 - 50 55 - 5

. Ofr | O0fs | Ofs
WU fo o) = a1 + a2 + 05
Es folgen direkt aus d? = 0 die bekannten Sitze aus der Vektoranalysis:
(rotograd)f =0, (divorot)(f;) =0

und ebenso folgt direkt aus dem Lemma von Poincaré (siehe (6) in ):

rot(f;) =0 = 3 f, sodaB lokal grad f = (f;) gilt.
div(f;) = 0= 3 (g:), sodall lokal rot(g;) = (f;) gilt.

43.2 Divergenz auf orientierten Riemann-Mannigfaltigkeiten

Fiir orientierte Riemann-Mannigfaltigkeiten M der Dimension m erhalten wir nach
mittels § und Hodge-Sternoperator * einen Isomorphismus X % Ol %
Qm~!. Dieser stimmt mit der Abbildung & — i¢ volps € Q™! iiberein, denn dazu
miissen wir w A ig volpy = (w, £€) volys fiir alle w € Q' beweisen, was wegen

0= ig(O) = ig(w A VOIM) =W - volys —l—(—l)lw Nig volys
und (w, §§) = pw, &) = w(§) = ig(w)
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gilt. Lokal kann man das auch wie folgt berechnen:

41.2

ig VOI]\/[

i(Ziaw)(\qu A - /\dum>
—25] Gi g

=> ¢ J@Z(—l)k‘ldul Ao NduP (L) A A du™
J k=1

(du1 /\~-~/\dum)

auﬂ

———
5k
J

=VG > (-1 dut AN AL A du™
J

«w, wobei X(M) 3¢ £ we QY(M).

Die DIVERGENZ DIV £ eines Vektorfelds & wird dann durch
divé = *(d(ig volM)) = (xodox*of)(&) € C®°(M,R)
definiert. Also gilt:

41.5

div & - volys

*(dive) = x % (d(ig VOIM))

41.4

d(ig volpr) = (d o ig +ig o d) volpr = Lg volyy,

d.h. divé miBt die infinitesimale Anderung L¢ voly, = % ‘ . (Flf)*(volM) des
t=

infinitesimalen Volumens voly; unter dem Fluf FI¢ des Vektorfelds £.

Um auf eine Formel der Divergenz in Koordinaten zu kommen, rechnen wir wie
folgt:

i 0 sop . s.0. i—lei 3,1 i m d
£=> §7aui'—>ng01M—\fG% (=) du A A dut AL A du™ S
—
»—>§ VYLV GEY Adut AL A dut AL A du™ 40

=D ()Y oG duf Adub AN dd AL A e

i k=1 duk
= Z(_l)i—l(‘%éﬁi)(—l)i—ldul A A du™
= <Z (\a/;gl)> WA LA du™
oo
Damit erhalten wir:
dive = Ve > %.

)
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43.3 Laplace-Operator

Wir verallgemeinern nun den Laplace-Operator auf allgemeine orientierte Riemann-
Mannigfaltigkeiten. Dazu ist KODIFFERENTIALOPERATOR d* definiert durch:

(=1)? d* e

QP > ()p—1 QP o P

*J{: :l* oder *l: :T*

m—p — s (ym—p+1 m—-p — > OQm—p+l
Q —Q Q oy

Man sollte beachten, dafl dieser keine graduierte Derivation ist. Das Vorzeichen ist
so gewdhlt, dafl d* formal adjungiert zu d wird, wie wir in zeigen werden.
Um die Gleichwertigkeit der beiden Diagramme zu zeigen rechnet man wie folgt:

41.4
x0(—1)Pd* =do*x & xo0 (—1)pm+m+1d 0% = %0 (—1)pm+m+1 xo(—1)Pd*
— (_1)(pm+m+1)+p+(p—1)(m—p+1)d* = d*

Die Abbildung A := dd* +d*d : QP — QP heifit LAPLACE-BELTRAMI-OPERATOR.

Fiir 3-dimensionale orientierte Riemann-Mannigfaltigkeiten (und insbesonders fiir
M offen im R?) ist somit:

rad T iv
O I
ﬂlﬁ *oﬂl: .voli:
00—t —t= 02— 8
QS — Q2 - Ql — QO

Allgemein gilt fiir Funktionen f € C*°(M,R) die Formel Af = —divgrad f, denn
Af =d*df+0= (- wdxdf

43.2
=—xdxfgrad f == — * d igraa s VOlu —div(grad f).

Der hier definierte Laplace-Operator hat somit ein vielleicht ungewohntes Vorzei-
chen, welches dazu dient, ihn zu einen positiven Operator zu machen, siehe .

44. Kohomologie

Wir wollen nun das Bild von d : Q¥(M) — Q¥T1(M) zu beschreiben versuchen.

44.1 Definition der Kohomologie

Es sei d: Q(M) — Q(M) die dulere Ableitung.

1. Z¥(M) := {w € Q¥(M) : dw = 0}, der RAUM DER GESCHLOSSENEN DIFFE-
RENTIALFORMEN (oder auch KOZYKELn).

2. B¥(M) := {dw : w € Q*71(M)}, der RAUM DER EXAKTEN DIFFERENTIAL-
FORMEN (oder auch KORANDER).

3. HE(M) = Z¥(M)/B¥(M), die k-TE DE-RHAM KOHOMOLOGIE von M.
Diese ist wohldefiniert, da B*(M) C Z¥(M) wegen d o d = 0 gilt.
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4. H(M) := @, H*(M), die DE-RHAM KOHOMOLOGIE von M.

bi(M) := dim(H*(M)) € NU {+oc}, die k-TE BETTIZAHL.

6. far(t) == >, bitF, das POINCARE-POLYNOM. Dieses ist wohldefiniert, falls
alle Bettizahlen endlich sind.

7. x(M) := far(=1) =, (=1)*b, die EULER-CHARAKTERISTIK von M.

o

44.2 Definition (Kohomologie-Funktor)

Sei g : M — N glatt, so gilt ¢*(dw) = d(g*w) fiir ¢* : Q(N) — Q(M) nach .
Somit existieren die Einschriinkungen g* : Z¥(N) — Z¥(M) und g* : B¥(N) —
B¥(M) und die Definition der linearen Abbildung

9" H(N) = H(M), [w] = [g"w].

macht Sinn:

B (M) Z*(M) — H"(M)

lg* ig* g
\

BHN)—— Z*(N) — H*(N)

44.3 Satz (Kohomologie-Axiome).
Die Kohomologie hat folgende Eigenschaften:

HO({x}) =R, H*({*}) = 0 fiir k # 0 (DIMENSIONSAXIOM)).

fig: M — N glatt, f ~g= f*=g* (HOMOTOPIEAXIOM ).

Sei M =, My = H*(M) =[], H*(M,) (DISJUNKTE VEREINIGUNG ).
Sei M =UUV mit UV C M offen, dann existieren lineare Abbildungen
Ok, die die folgende lange Sequenz exakt machen:

e gy (M) — HMYYU) @ HY(V) — BHFYY U NV) — .

e

mit den Inklusionen iy : U — UUV, iy : V> UUV, jy:UNV =< U
und jy : UNV — V. Diese Sequenz heifit MAYER-VIETORIS SEQUENZ und
8% heifst EINHANGUNGSOPERATOR.

Ein Folge linearer Abbildungen - - - e, By, Jee1 L heit EXAKT, falls Bild f;, =
Ker fi41 fiir alle k ist.

Beweis.

Klar, da QF({x}) = {0} for k # 0 und Q°({x}) = C=({*},R) = R.

Sei H € C*°(M x R, N) eine (glatte) Homotopie von f nach g, d.h. H(0,z) =
f(z) und H(1,2) = g(=) fiir alle z € M. Fiir w € QF(N) ist H*w € QF(M x R). Sei
j+ : M — M x R definiert durch j;(x) := (z,t). Dannist Hojo = fund Hojy =g
und somit

g~ 7 = (Hoja)" ~ (Hojo)* = (i ~ i) o H".

Fiir ¢ € QF(M x R) ist j;p € QF(M) und t +— j; ¢ ist eine glatte Kurve in QF(M)
und somit

1 1
(J1 —30)90:/ —Ji wdt=/ Jt (Lewp)dt,
0 dt 0
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wobei £ := 2 € X(M x R) das Einheitsvektorfeld in R-Richtung bezeichnet, denn

jt+s = Flf O.jt fiir t, seR =
d d

d
_ % . . * o L Flf S\ %
= dtjtso as| . (Je+s) I S:O( s 0Jt)"p
= L (e o= (L] (F9)) = i (Le).
ds 0 t S t dS o S t

Somit definieren wir Faserintegration I} durch

1
I Q01 x B) - 0F(M), (o) = | et
0

(do 13)(¢) = d( / jivit) = | (i) di = / i gy

I5(dp) = (I§ o d)(¢);
e = / (Lew) dt = T3 (Leg) = TE((do g + g 0 d)p).

Wir definieren nun den Homotopie-Operator G : QF(N) — QF1(M) mit G :=
I} o i¢ o H*, d.h.:

Es gilt

Dann ist
g = =01—Jo) e H”

=1Ijo(doig+icod)o H*

=(doljoic+I5oicod)oH*

=do (I} oigo H*) + (Ijoigo H)od=do G+ God.
und somit ist g*w — f*w = d(Gw) + G(dw) = d(Gw) exakt, falls dw = 0. Also ist
g-—f*=0:H(N)— H(M).
Klar, da QF(L], Ma) =TT, 2*(M,) und d diese Zerlegung respektiert.
Wir zeigen zuerst, daf3

0 — QFU U V) UL oF ) @ QN (V) L2 QR U N V) - 0
exakt ist.
Die Abbildung f := (i};,4},) ist klarerweise injektiv mit Bild(};, i3, ) = Ker(jj —j ).
Die Abbildung ¢ := (j; — ji,) ist surjektiv: Sei dazu {hy,hy} eine Zerlegung der
Eins zur Uberdeckung {U,V} und ¢ € QU N V). Mit ¢y := hye € QU) (und
¢U|U\Trg(hv) = 0) bzw. Yy = 7hU<,0 S Q(V) (und @V'V\Trg(hU) = 0) gﬂt:
(Jo — iv)(ev,ov) = euluav — evilvay = (hv + hu)e = ¢.

Also ist die Sequenz exakt.

Um daraus die lange exakte Sequenz in der Kohomologie zu erhalten kénnen wir
das nachfolgende allgemeine Resultat verwenden. O

44.4 Theorem.
Es sei 0 — C' =L C =4 " — 0 eine kurze exakte Folge von Ketten-Abbildungen,
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d.h. C, C" und C" sind Kettenkompleze (i.e. Z-graduierte Vektorriume mit soge-
nannten Randoperatoren, d.h. linearen Operatoren 8 vom Grad 1, welche 8% = 0
erfilllen) und die verbindenden linearen Abbildungen f und g sind vom Grad 0 und
vertauschen mit den Randoperatoren.

Dann erhalten wie eine lange exakte Folge in Homologie:

0. H,(C") Hq(f) H,(C) Hq(9) H,(C") s 041(C") Hqt1(f)
Dabei ist die g-te HOMOLOGIE H,(C) des Kettenkomplexes C wie zuvor durch
Hy(C) :=Ker(9q : Cq — Cqy1)/Bild(9q—1 : Cq—1 — Cy)

definiert.

Beweis. Betrachte das kommutative Diagramm

0 c,—L .c,—2cv 0
8l 3l 8l
’ f g 1"

0 Cqul Cq-i-l Cq+1 — ()

Es sei 0,[2"] :=[(f~t0dog 1) (") fiir 2/ € C" mit 92" = 0.

Wir zuerst zeigen, dafl es moglich ist Elemente in den entsprechenden inversen
Bildern zu wahlen und dann zeigen wir, daf§ die resultierende Klasse nicht von
irgendeiner der Wahlen abhéngt.

Sei dazu z; € Cf ein Zykel, d.h. 9z; = 0. Da g surjektiv ist finden wir ein z, € C,
mit gz, = 2. Da gdr, = 99z, = 0z; = 0, finden wir ein z;,, € Cj,; mit
fxg 1 = O0zg. Und daher ist ), € fflagflz;’. Weiters ist for;,, = 0fzyq =
900z, = 0. Da f injektiv ist erhalten wir 0z, ; = 0 und daher kénnen wir die Klasse

0z := [z, ] bilden.

£L'q % z‘/]/
T * Tgi1 2 0
g+1! atit
61 8I
oz’ !
g1 ——>0

Nun die Unabhéngigkeit von allen Wahlen. Sei dazu [z7] = [z]], d-h. J x4 :

Ox]_y = z, — z,. Wihle z,,7, € C, wie zuvor, so da8 gz, = z;] und g7, = 7.
; 5 s —/ / : / _ =/ _ 9=
Ebenso wie zuvor wéhlen wir 71, 7y € Cpyy mit frg = 0zrgund fT; = 07,.

Wir haben zu zeigen, da§ [z} ] = [7{]. Dazu wihlen wir z,_; € Cy—1 mit
gTq—1 = xy_q. Dann ist g0z, 1 = dgry—1 = Oz | = 2, — Z, = g(xq — T,) und

daher existiert ein x; € Cq mit fx; = v, — T, — 0x4—1. Weiters ist fox) = dfx, =
Mg —Tg—0g 1) = 0xg — 0%q — 0 = f(x) 4y —T( ). Da f injektiv ist, haben wir
Toyq — Typq = Oxg, dhe [ 4] = [T444]

Exaktheit bei Hy(C"):

(g) f*a*[zl/} _ [ff—lag—lzl/] _ [ag—lzl/] = 0.

(2) Essei 02/ =0 und 0 = f.[¢'] = [f2], dh. Fa: 0x = f2/. Dann erfiillt 2" := gz
sowohl dx” = dgx = gdx = gf2z’ = 0 als auch 9.[z"] = [f~10g tgx] = [f~10x] =
[2].

Exaktheit bei H,(C):

(S)dagof=0.
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(D) Es sei 0z = 0 mit 0 = g.[z] = [g9z], d.h. T 2”: 92" = gz. Dann 3 z: gz = 2.
Daher ist gz = 02" = dgx = gdx = I 2': f2' = z — Ox = fOr' = Ofx =
d(z—0x) =0= 90z’ =0 und fi[2'] = [fa'] = [z — 0z] = [2].

Exaktheit bei H,(C"):

(C) Wir haben 0.g.[2] = [f 109~ tgz] = [f10z] = [f~10] = 0.

(D) Es sei 92 = 0 und 0 = 9,[z"], dh. 3 2’ 92’ = 2/, wobei 2/ € f~1dg=12",
d.h. 3 2 g = 2” und fz’ = Ox. Dann ist 9(x — fa’) = fz' — f(02') = 0 und
glx — fa') = 2" — 0, d.h. gz — fa'] = [2"]. O

44.5 Bemerkungen

1.

2.

@

Die De-Rham Kohomologie ist durch die Eigenschaften aus Satz schon
eindeutig bestimmt, siehe [112, Kap.5].
Fiir die 0. Kohomologie gilt:

HO(M) = {f € C*(M,R) : df =0}
={f € C®(M,R) : f ist lokal konstant} = R*,

wobei i die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von M ist.

Falls £ < 0 oder k > dim M so ist Q2%(M) = 0 und somit H*(M) = 0.

Seien M und N HOMOTOPIEAQUIVALENT, d.h. es gibt glatte Abbildungen f :
M — Nund g: N — M mit fog ~idy und go f ~ id;. Die Abbildungen
H(f):=f*H(N)— HM) und H(g) :=g*: HM) — H(N) sind dann
inverse Isomorphismen. Z.B. ist offene M&biusband homotopieiquivalent mit
dem Zylinder.

Ist insbesondere A C M ein DEFORMATIONSRETRAKT, d.h. eine Homotopie
h: M xR — M existiert mit h(-, 1) = idps, h(X x {0}) € A und h(_,0)|4 =
ida, so gilt H(M) = H(A). Z.B. ist die Basis jedes Vektorbiindels vermoge
der Einbettung als Nullschnitt ein Deformationsretrakt des Totalraums.

Ist M KONTRAHIERBAR, d.h. ein Punkt p in M existiert, welcher ein Defor-
mationsretrakt von M ist, dann gilt H(M) = H({p}), d.h. jede geschlossene
Form ist exakt (dies ist das versprochene POINCARE-LEMMA). Falls M = R™
— oder allgemeiner M C R™ sternformig (bzgl. 0) ist —soist h: M xR — M
mit (z,t) — t - x eine Kontraktion von M zu einen Punkt, also ist M kon-
trahierbar. Lokal ist also jede Mannigfaltigkeit kontrahierbar.

Ist M einfach zusammenhéngend, dann ist H'(M) = 0. Um dies zu zeigen
geht man so vor: Sei w € QY(M) mit dw = 0. Wir wollen ein f € Q°(M) =
C*°(M,R) finden mit df = w. Dazu wéhlen wir einen fixen Punkt zg € M
und suchen fiir jeden anderen Punkt x € M eine Kurve ¢, welche zy mit x
verbindet, und definieren

fo) = /Cw/;c*w).

Diese Definition hingt nicht von der Wahl der Kurve ab, denn die Zusam-
mensetzung mit einer zweiten verkehrt durchlaufenen Kurve liefert eine ge-
schlossene Kurve c. Diese ist nach Voraussetzung homotop zur konstanten
Kurve konst,,, also ist [¢*(w)] = [(konsts,)*(w)]. Die beiden Formen auf
[0, 1] unterscheiden sich also nur um eine exakte Form dg, und somit ist:

/Cw:/olc*(w):Al(konstzo)*(w):/010:0.

48
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Da lokal so ein f mit df = w immer existiert und [ df = f(c(1)) — f(c(0))
gilt, ist das oben definierte f glatt und ist die gesuchte Stammfunktion wegen

/ _ / o d . d 1 .
e (€ O) = (0 ©) = | S = | (e + [ el @)
d ' , Ly ,
=2 t_o/o Wets) (' (t5)) ds:/o pr t:Owc(ts)(tc(ts))ds

8.

10.

1
- /0 we(0)(€'(0)) ds = we(o) (¢'(0))

Falls ... —» E; -1y FE;11 — ... eine exakte Sequenz von endlichdimensiona-
len Vektorrdumen ist, so folgt durch Aufsummieren der Gleichung

dim F; = dim(Ker T;) + dim(Bild(T;)) = dim(Ker T;) + dim(Ker T;41)
die Identitét

> (1) dimE; =0
Die Mayer-Vietoris Sequenz impliziert also, daf} fiir die Euler-Charakteristik
folgendes gilt:

X(UUV)+x(UnV)=x(U)+x(V)

. Da R™ kontrahierbar ist, ist seine Euler-Charakteristik jene des Punktes also

1 nach Dimensionsaxiom . Es ist x(S°) = 2 wegen . Nach

ist fiir jeden Punkt * € M einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit
X(M) = x(M\ {+}) + x(R™) = x(R™ \ {})

=X(M\ {+}) + x({+}) = x(5™7)

= X(M\ {#}) +1 = x(s™7).
Fiir die Sphéren erhalten wir somit

X(S™) = x(R™) +1—x(S™71) =2 —x(5™1)
und insbesonders x(S1) = 2 — x(S°) = 0 und somit y(M) = x(M \ {*}) +1
fir dim(M) = 2.
Kompakte 2-dimensionale zusammenhéngende Mannigfaltigkeiten M, vom
Geschlecht g erhilt man aus S? durch Ankleben von g Henkeln (nach [72,
9.2]) oder g Mobiusbéandern (nach [72, 9.4]), also ergibt sich rekursiv
im nicht-orientierbaren Fall:
X(My) = x((Mg—1\ {*}) UM&b) = x(My—1 \ {*}) + x(M&b) — x(5")
= x(My ) —1=2-(g-1)-1=2-g,

und im orientierbaren Fall:

X(Mg) = x((Mg—1\ {x—, x4 }) U St x R)
=x(My_1) =24+ x(S* xR) — x(S* U S")
=x(Mg_1)—2=2-2(9g—1)—2=2-2g

Die Euler-Charakteristik x einer Mannigfaltigkeit, 1&83t sich auch dadurch be-
rechnen, dafl man sie TRIANGULIERT, d.h. in Simplexe zerlegt. Sei ; die An-
zahl der verwendeten Simplexe der Dimension i, dann gilt: x = >, (—1)%;.
Insbesonders gilt fiir jeden Polyeder, da3 die Anzahl der Ecken minus die
Anzahl der Kanten plus die Anzahl der Seitenfliichen gleich 2 = y(S?) ist
(siehe algebraische Topologie).
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11.

12.

13.

Eine weitere Moglichkeit die Euler-Charakteristik zu berechnen ist mittels
MORSE-FUNKTIONEN, das sind Funktionen f : M — R, deren kritische
Punkte nicht degeneriert sind, d.h. die Hessesche Matrix ist definit. Sei B (f)
die Anzahl der kritischen Punkte, in denen die Hessesche Matrix genau k ne-
gative Eigenwerte hat, so gelten die Morse-Ungleichungen, siehe [50, S.161—
162]

Br(M) < Br(f)
Z(*l)kﬁk(f) = x(M).

Noch allgemeiner kann man fiir ein Vektorfeld ¢ mit ausschlielich isolier-
ten Nullstellen (z.B. das Gradientenfeld einer Morsefunktion) einen Index
ind,(¢) in diesen Punkten definieren, siehe | 50.30 | oder [50, S.133]. Und es

gilt dann x (M) = 3 ¢(,)—o inds(§) nach einem Satz von Hopf, siehe
oder [50, S.164].

Falls es also ein nirgends verschwindendes Vektorfeld gibt, so muf3 die Eu-
lercharakteristik x (M) verschwinden. Dies zeigt den Igelsatz .

Man kann umgekehrt zeigen, dafl auf jeder kompakten, orientierten, zusam-
menhingenden Mannigfaltigkeit mit x (M) = 0 ein Nullstellen-freies Vektor-
feld existiert, siehe [50, S.137].

Die Kohomologie der Spharen S™ fiir n > 1 ist:

R k=0

n 0 0<k<n
HA(S") = R k=n
0 n<k

also hat das Poincaré-Polynom die Form: fgn(t) = 1 4+ t" und — wie wir in
bereits gesehen haben — ist die Euler-Charakteristik x(S%"~!) = 0 und
X(8%") = 2.

(i) H°(S™) = R folgt aus (2).

(ii) H®(S™) = 0 fiir k > n gilt immer, vergl. (3).

(iii) Bleibt zu zeigen: H*(S™) =2 H*+1(S™+1) fiir 0 < k sowie H*(S") = 0
fir n > 2 und H'(S') =R.

Esist S"H = U UV mit U := {x € S"" : -1 < (z,a)} und V := {z €
St 41 > (z, @)} fiir fix gewithltes a € S"T1. Also ist UNV =2 S x R und
somit H({U NV) = H(S™) nach . Die Mayer-Vietoris Sequenz (fiir k > 1)

50
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ist

1

H*(U) ® HYV) = H*({x}) ® H"({+})
!

HYUNV) = HA(S™)
ls

H (U uV) = HF (9T
!
HkJrl(U) e HkJrl(V) ~ Hk+1({*}) o Hk+1({*})

!

Also ist H*(S™) &~ H*1(S™*1) fiir alle k > 0. Der Anfang der Sequenz
sieht so aus:

0
l
HO(S™) =R
l
H({+}) @ H*({x}) = R*
l

H°(S™) =

R? firn=0
R firn >0

!

Hl (Sn+1)
!
0

Folglich ist H*(S") = R und H'(S™*') = 0 fiir n > 0 wegen [8].

45. Klassische Mechanik

45.1 Kraftgesetz von Newton

Fiir die KRAFT F', die MASSE m, und die BESCHLEUNIGUNG # gilt folgende Formel:
F(x)=m- 1,

wobei wir uns hier und im Folgendem der Einfachheit halber auf zeitunabhéngige
Krifte beschréanken. Weiters setzen wir m = 1, denn ein allgemeines m 148t sich in
F absorbieren.

Sei vorerst der Raum @ C R™ der Orte = offen. Die Funktion F' : Q — R"™ kann
dann als Vektorfeld interpretiert werden. Besonders wichtig ist der Fall, wo F' ein
GRADIENTEN-FELD ist, d.h. ein POTENTIAL U : Q — R existiert mit F' = —grad U.
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Dies ist eine lokale (INTEGRABILITATs-)Bedingung dF = 0 und eine globale (KO-
HOMOLOGISCHE) Bedingung H'(Q) = 0 an Q, siehe ‘ 44.5.6 ‘ und ‘ 44.5.7 ‘

Die Newton’sche Gleichung ist eine gewohnliche Differentialgleichung 2-ter Ord-
nung. Eine solche 148t sich als (System) gewohnliche(r) Differentialgleichung(en)
1-ter Ordnung auf TQ) = @ x R™ umschreiben indem man als zusétzliche Variable
den Geschwindigkeitsvektor v = & verwendet:

T=:v
0= F(x).
Die einfachste Bewegungsinvariante dieser DG ist die ENERGIE
2
E(z,v) = IUTl + U(z),

denn
%E(m, ) = (i, #) + U'(2) - & = (&, — grad(U) (@) + U'(z) - & = 0.

.12
Dabei heifit m% die KINETISCHE und U(z) die POTENTIELLE Energie.

45.2 Newton’sches Gesetz auf Mannigfaltigkeiten

Wie wir in [72, 25.1] bemerkt haben, wird eine gewohnliche Differentialgleichung
1-ter Ordnung auf einer Mannigfaltigkeit @ durch ein Vektorfeld & : Q@ — TQ
beschrieben, denn die erste Ableitung einer Kurve x : R — @ ist eine Kurve
# : R — TQ mit Werten im Tangentialbiindel 7Q. Wenn (x!,...,2") lokale Ko-
ordinaten auf () sind, dann bilden die Derivationen (%, e 6%) eine Basis des
Tangentialraums 7,Q. Seien (v!,...,v") die Koordinaten beziiglich dieser Basis,
so sind (x!,... 2" v!,... v") lokale Koordinaten des Tangentialbiindels T'Q, die

FuBpunkt-Abbildung 7 : T'Q — Q ist in lokalen Koordinaten durch die Zuordnung

(.. ™ol ) e (2 a)
gegeben und die Ableitung der Kurve ¢ — z(t) € @ ist durch

t (), ..., 2" (t); & (1),..., 2" (1))
gegeben.

Was entspricht einer gewohnlichen Differentialgleichung 2-ter Ordnung, wie sie das
Kraftgesetz darstellt? Die zweite Ableitung einer Kurve x : R — @ ist eine Kur-

ve i : R — T(TQ) =: T?Q mit Werten im 2-ten Tangentialbiindel von Q. Seien

(x',...;v,...) obige lokale Koordinaten auf 7'Q, dann bilden die Derivationen

(%, co %, ...) eine Basis des Tangentialraums 7T(, ,)(7'Q) an die Mannigfal-
tigkeit TQ im Punkte (z,v) € TQ. Seien (y',...,y";w!,...,w") die Koordina-
ten beziiglich dieser Basis, so sind (x!,...;v!,...;9% ...;w!,...) lokale Koordi-
naten des zweiten Tangentialbiindels T2Q und die zweite Ableitung der Kurve

t— x(t) € Q sieht wie folgt aus:

F= (2, amat et e a L EY).
Beziiglich dieser Koordinaten von T2@Q ist die Fupunkt-Abbildung mrq : T°Q —
TQ gegeben durch (x!,.. .50t . 5yt swh, o) = (b, .. ;0h, .. .), hingegen ist

die Ableitung Tmg : T°Q — TQ der FuBpunkt-Abbildung 7o : TQ — @ durch
(b, vt oyt et ) e (2t syt L)) gegeben. Eine gewdhnliche Dif-
ferentialgleichung 2-ter Ordnung & = X (z, ) ist demnach durch eine Abbildung

X :TQ — T(TQ) gegeben, welche in Koordinaten folgendes Aussehen hat:

X(z,v) = (4, ..., z™0b oot 0 X (), L, X ().
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Oder unter Verwendung der Basis-Vektorfelder
X(z,v) = Zvi 6‘21 + ZXi(m,v) %.
i=1 i=1

Die Abbildung X : TQ — T(TQ) ist also ein Vektorfeld auf T'Q), welches zusiitzlich
die Eigenschaft hat, da8 auch T'mg o X = id ist, also die 2-te und 3-te Komponente
gleich sind. Man kann diese zusétzliche Bedingung auch durch kg o X = X formu-
lieren, wobei k¢ : T2Q — T2Q den kanonischen Flip bezeichnet, welcher gerade die
beiden mittleren Komponenten vertauscht (Dieser ist global definiert !). Ein Vektor-
feld X auf T'Q mit dieser zusétzlichen Eigenschaft nennt man einen SPRAY. Diese
beschreiben also gerade gewohnliche Differentialgleichungen 2-ter Ordnung auf Q.
Fiir die Losungskurven ¢ : R — T'Q der entsprechenden Differentialgleichung 1-ter
Ordnung auf T'Q ist somit

4(rgoc)=TrgoXoc=idoc=c.

45.3 Variationsproblem

Mit der Philosophie, dafl die Natur minimalistisch vorgeht, wird man versucht sein
ein Funktional am Raum der Kurven zu finden, dessen kritische Punkte gerade
die Losungskurven der Differentialgleichung sind. Betrachten wir vorerst wieder
den Fall, dafl @ C R"” offen ist. Die KRITISCHEN PUNKTE eines Funktionals I der
Gestalt

b
I(z) = / L(x(t), &(t)) dt

sind gerade die Losungen der EULER-LAGRANGE GLEICHUNG

d 0
. =——L
ox* dt 01*
einer impliziten Differentialgleichung 2-ter Ordnung.

L(z, &) (x,2) firi=1,...,n

Um das einzusehen, beachten wir, dafl das Funktional

b
v I(z) ::/ L(x(t), i(t)) dt

genau z als kritischen Punkt hat, wenn die Richtungsableitung - I(x + sv)
s=0

fiir alle v (mit v(a) = 0 = v(b)) verschwindet. Diese berechnen wir nun:

d b oL oL

35 | Tt sv) = [ 52@0),8(0) - o(0) + G (), (1) - o(e) dt

- /ab(gi(:c(t),i:(t)) = % (gf;(x(t),j:(t))>) ~o(t) dt

b [ (Zaw.a )
_ /ab@i (a(0) (1)) — & (%(x(t),j:(t))) ) oty i+

Da v beliebig war, miissen folglich alle Komponenten

2 w03 - % (G .50)) =0

sein.
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Nehmen wir der Einfachheit halber an, daf3 die Variablen x und & in L getrennt
sind, d.h. L(z, &) = f(x) + g(&) ist, dann lautet die Euler-Lagrange Gleichung:
0 d o . 92

oot ) = Gt ®) = 2= 97 93

(&) - &7 firi=1,...,n.

Durch Vergleich mit der Newton-Gleichung — grad U(z) = F(z) = &, erhalten wir
als einfachste Losung fiir L die Terme

i 2
g(z) = % und f(z) :=-U(x)
und somit die sogenannte LAGRANGE-FUNKTION

L(z,v) = f(z) + g(v) = 2L — U(a).

Die Zeitentwicklung ist also anstelle des komplizierteren Objekts eines Sprays X :
TQ — T(TQ) durch eine reellwertige Funktion L : TQ — R festgelegt. Aller-
dings ist die schone gewohnliche explizite Differentialgleichung 2-ter Ordnung (das
Newton’sche Kraftgesetz) durch eine in Koordinaten implizite Differentialgleichung
2-ter Ordnung (die Euler-Lagrange Gleichung) zu ersetzen, fiir die wir keine Theorie
auf Mannigfaltigkeiten entwickelt haben.

45.4 Lagrange-Formalismus

Versuchen wir nun umgekehrt aus einer allgemeinen Lagrange-Funktion L : TQ —
R einer Mannigfaltigkeit @ das Vektorfeld X : TQ — T2?Q und die Energie E :
T@ — R zu erhalten. Die Euler-Lagrange Gleichung sieht in Koordinaten wieder
wie folgt aus:

J
L= L= Zde81L+Zxdu‘w

Schreiben wir auch das gesuchte Vektorfeld X in den lokalen Koordinaten als:
Xp(z,0) = (2h,.. .50t 0t s X (2, 0), ., X (2, 0)).
so erhalten wir fiir die Koeffizienten X°® durch Einsetzen von i’ = X'(z,) die

implizite Gleichung

81‘L_dt BzLL Zl’ BzJax‘L+ZX azJax‘L
J J

Falls die Matrix (522 57 &N )
der inversen Matrix L** die X* berechnen:

ZLk’i(atzi L - Zl‘] 81?28xl ) Z ZLk ZXJ x?z&vl L
i J
— ZXJ 5y = X"
J

ij=1 invertierbar ist kénnen wir durch Multiplikation mit

Das dadurch definierte Vektorfeld
)
XL*Z (31 L— Z:C c'?xJaz )6Ui

heiffit dann LAGRANGE-VEKTORFELD zu L. Wir muﬁten allerdings noch tiberpriifen
ob diese Definition wirklich etwas Koordinaten-unabhéngiges definiert. Das werden
wir spéter zeigen.

Da wir die implizite Gleichung fiir das Lagrange-Vektorfeld nur unter zusétzlichen
Bedingungen 16sen konnen, wollen wir versuchen die einfachste Bewegungsinvari-
ante, die Energie F, direkt aus L zu bestimmen.
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Im speziellen Fall wo @ C R™ offen und L(x,v) = # —U(x) ist, versuchen wir die
kinetische Energie |v|?/2 aus L zu gewinnen. In Koordinaten kénnen wir das durch
lv]? = %L:l L(z,tv) = %’t:O L(z,v+tv) = Zvi 2 L(z,v)

i=1

erreichen. Fiir ein allgemeines Vektorbiindel V' — @ und eine Funktion L : V — R
definieren wir folglich die sogenannte FASERABLEITUNG dsL : V — V* von L durch

drL(€)(n) = G|, L(E + ).

Wenn (21, ...;v%,...) lokale Vektorbiindel-Koordinaten von V mit Fupunkt-Koor-
dinaten (z!,...,2") sind, dann ist

(dyL)(x, 0)(x, w) =

Fiir eine Lagrange-Funktion L : TQQ — R einer allgemeinen Mannigfaltigkeit @
definieren wir die WIRKUNG A : T'Q — R durch
A§) = dgL() - & dh. A(w,v) = Y _v' 52 L(w,v)

i=1

und die ENERGIE F : TQ — R als

n

E:=A-L,dh E(z,v)= Zvi O I(x,v) — L(z,v).

vt
=1

Wir kénnen nun leicht nachrechnen, daf§ die Energie in der Tat eine Bewegungsin-
variante ist, denn

& BGa(t)0(0) = (Z () e L (0), (1)) - L<x<t>,v<t>>>

- OL ; d 0L oL ; OL -,
:;UlaviJr;v dtaviz<axiv +811”})

%

:O,

wegen der Euler-Lagrange Gleichung.

45.5 Mechanik auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten

Auf einer (Pseudo-)Riemannschen Mannigfaltigkeit (@, g) wird die Lagrange-Funk-
tion beziiglich eines Potentials U : Q@ — R in Analogie durch

L(€) = Lg(¢,6) = U(n(©))

definiert, d.h. in lokalen Koordinaten
L(z,v) = 3 Zg”(a:) vl — U(x).
¥

Die Faserableitung ist dann offensichtlich

dpL(&) - n=g(&n)
und somit ist die Wirkung A(§) = g(&,£) und die Energie
E(§) = 39(&,€) + U(n(€)).
Im Falle, dafl U = 0 ist, heifit das Vektorfeld X geodiitischer Spray. Es ist dann

2L = %Z]k agif viok und 2L = >2; 9ij(x)v7. Und somit ist die Matrix
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( %) gerade die Koeffizienten Matrix (g; ;) der Metrik und ihre Inverse (L*7)
wird iiblicherweise mit (g*7) bezeichnet, siche . AuBerdem ist

. YT
_ J 9ig o,
amkava é)a:k : :gw v 7: : i
J

Also lautet die Euler-Lagrange Gleichung in expliziter Form (siehe )
k _ Z ki 1 /TR I ijj 99i.r v
9 2 Oxt Oz
% 7,7 7 T

_ § kyi 3 e (1995,  9gir
- grax (2 ozt Oz

4,351

=D (=% + B + 5)
,ij Zg F]m
me]z Fk

Dies ist die Differentlalglelchung der Geodéten, wobei I'; ;. ; die Christoffelsymbole
der 1-ten Art und 1";?7,4 jene der 2-ten Art sind, siehe [72, 58.2]. Also sind die Integral-
Kurven in @) des geodétischen Spray’s X gerade die Geoditen, die wir auch als
kritischen Punkten der Bogenlénge erkannt haben.

Fiir eine allgemeines U und ein ¢ > U(z) fiir alle 2 € @ definiert man eine neue
(die sogenannte JACOBI-METRIK) g := (¢ — U) - g. Man kann dann zeigen, daf die
Integralkurven ¢ von X mit Energie e = g(¢(t), ¢(t)) fiir alle ¢ bis auf Reparame-
trisierung genau die Geodédten der Jacobi-Metrik g. mit Energie 1 sind.

45.6 Zusammenhang zwischen Lagrange-Vektorfeld X; und Energie F

Schén wire wenn zwischen Xy, und F ein dhnlicher Zusammenhang bestiinde, wie
er zwischen Gradient und Potential besteht. Dazu erinnern wir uns daran, daf} der
Gradient eines Potentials U : @ — R beziiglich einer Riemann-Metrik g auf @
gegeben ist durch:

gz (grad U(z),n) = dU(x) - n fir alle n € T,,Q,

wobei dU das totale Differential von U bezeichnet. Wir suchen also eine Bilinearform
w, welche

Weo(Xp,Y) =dE(z,v)-Y firalleY €T, .)(TQ)

erfiillt. Sei X das Vektorfeld auf T'Q, welches die Euler-Lagrange Gleichung fiir
eine hinreichen reguldre Lagrange-Funktion L beschreibt. In Koordinaten hat je-
des Vektorfeld X, welches eine gewohnliche Differentialgleichung 2-ter Ordnung
beschreibt, nach dem in Gezeigten die folgende Gestalt:

v) = Zviaii + ZXi(x,v) %.
i=1 i=1
Fiir die Energie haben wir nach die Formel

= Z vl 8?),3 L(z,v) — L(z,v)
i=1
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und fiir ihr Differential

V)= 35 E(z,v)da? + ) 55 E(x,v) dv’
J J
- (S dn o)
5 \imt
+Z <8WL+ZU sl — 2L ) dv’
=z(z o) a4 3 (St et )
7 \iZ

Eine allgemeine Bilinearform w auf T'Q), d.h. ein 2-fach kovariantes Tensorfeld auf
TQ ist beziiglich der lokalen Koordinaten (x!,...;v!,...) gegeben durch:

w= Zw(%, %) da' @ da’ +Zw(%,%) dz' ® dv’

%] ©,J
JrZw(a?ﬂ-,%) dv* @ da? +Zw(a‘zi,%) dv' @ dv?.
%, %]

Folglich wére

§ § i _
U w B:E“ 8w9 + X'w 8v7’8$1)

|
=
&
Q
Ei@
\;/
|
IS
S|
[
I

=2 Vel anl
va T”aw +ZXZ v“avi)*w(XL?am)idE aw

n
— it 0 0
- ZU ovd aviL
=1

Aus der zweiten Gleichung erhalten wir durch Koeffizienten-Vergleich

w(za, 507) = or oo L
w(a?w am) =0.

Setzen wir die implizite Euler-Lagrange Gleichung
o 1 _
amlL dt 8v‘L Z’U GzJ8v1L+ZX 8381)1

in die erste Gleichung ein, so erhalten wir

1 J—
vaﬁz“axﬂ +ZX Bv”BmJ)_
1
721} BdxI 81)1L Z dzlavi L— ZX dW dUJ

und es dréngt sich auf w(av“ %) = (%1 5.7 L und
o 2 y._ _& 92
w(azi’ Bavj) *T 929 9v? L~ Oz’ OvI L

zu setzen.
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In den lokalen Koordinaten (z%,...;v%,...) ist also w gegeben durch:
_ 2’L o°L i J
w = Z (&rj vt Ozt 8v1> da' ® dx
.
2 . . 2 . .
+Y g At @dv =) i dv @ da?
4,J ,J

Es zeigt sich also, daf3 die Bilinearform w schief-symmetrisch ist, und somit eine 2-
Form w € Q?(TQ) darstellt. Unter Verwendung von du’ Adv/ := du’®@du’ —du’ @du’
ist sie in lokalen Koordinaten durch
8L i j 8%L i j
w = 927 00t d.’ﬂz AN dx‘] + Z T 9ot de'l A dv‘]
,J 0,J

gegeben. Sie ist sogar exakt, denn die 1-Form

0= 5L dr' € QN(TQ)

i=1

hat als duflere Ableitung d = —w.

Allerdings haben wir noch nicht iiberpriift, ob w und ¢ wirklich Koordinaten-
unabhéngig definiert sind. Wir werden auch das in nachholen.

Fiir jeden Spray X : TQ — T2Q ist

19X:<i gidxi><zj:vj(£j+Xj(x,v);m): i %vi:fl.

Global 148t sich die definierende implizite Gleichung fiir das Lagrange Vektorfeld
X als

iX w=dF
schreiben, wobei ¢ der Einsetz-Operator (ix w)(Y) := w(X,Y) ist.

Leider hingen diese Differentialformen aber von L ab, und wir schreiben besser
wr, = w, 9 =9,

45.7 Hamilton-Formalismus

Um diese Abhéingigkeit der Differentialformen wy, und ¥y von der Lagrange-Funk-
tion L loszuwerden, wollen wir neue Koordinaten einfithren. Es dringen sich natiirlich
oL

die partiellen Ableitungen p; := % auf. Die Koordinaten 2’ in der Basis-Mannig-

faltigkeit benennen wir blo8 um in ¢* := z°.

Die Form ¢, ist dann in den neuen Koordinaten gegeben durch

Do = > p;dg’
=1

und ihre duflere Ableitung —wyg := dig durch

wp = idqi A dp;.

i=1

Wir haben aber das Problem, ob die ¢* und p; wirklich Koordinaten einer Man-

nigfaltigkeit (T'Q?) sind. Dazu bendtigen wir einerseits, dafl die gg} = 61?;8L'ui eine

invertierbare Matrix bilden und andererseits miissen wir den Koordinatenwechsel
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bestimmen. Seien dazu (z*,

von T'Q)

., Z") andere Koordinaten auf @), so gilt fiir die Basen

) 9x7 9
oz %7 Dad

J
und fiir die Komponenten v’ beziiglich dieser Basen

) oz7 —i
v = _ o7
Weiters ist
v’ 0 ( z7 7,@) oz ook dz? . Oxd
- = - 5 U = —_— = — ) = -,
ot v oxk oxk ot - oxk ' ox

Somit gilt fiir die neuen Koordinaten:
81)1 L= Z ovt 671 L= Z ozt pk

Dies ist nicht das richtige Transformatlonsverhalten fur Punkte im Tangentialraum.
Vergleichen wir es aber mit den Koordinaten-Wechsel im Kotangentialbiindel 7@
der Komponenten (1, .. .,7,) beziiglich der Basis (dz',...,dz™) (siche [31.5]):

da’ 72% dz’ und ﬁjzz%zm,

so zeigt sich, daB (¢, ...;p1,...) gerade die iiblichen Koordinaten eines Punktes des
Kotangentialbiindels 7@ sind. Der Ubergang von den Koordinaten (z?,...;v%,...)
am Tangentialbiindel 7'Q zu den Koordinaten (¢*, ... ;p1,...) am Kotangentialbiindel

T*Q ist gerade durch die Faserableitung d¢L : T'Q) — T™() gegeben, welche beziiglich

der Basen (32r,..., 32%) und (dz',...,dz") nach die Darstellung (dsL); =
L hat, al
SL hat, also:

oL

L) (2.t L) = ().

[f] (.’E, U, )H(Q7 1 P1, ) x, " oL’
Wir zeigen nun, daf3 die kanonische 1-Form ¢y wirklich Koordinaten-unabhéngig
ist und damit auch wy = —d¥y:
Die beiden Abbildungen T'ry, : TT*Q — TQ und 7r+q : TT*Q — T*(Q) welche
lokal gegeben sind durch (¢,p,v,p) — (¢,v) und (q,p,v,p) — (q,p) definieren
eine Abbildung (77:q,T7g) : TT*Q — T*Q X TQ = {(a,§) : 7" (a) = 7r(§)}j
Zusammengesetzt mit der Evaluation ev : T%Q xo TQ — R, (q,p;q,v) — >, p; v*
ist dies genau die kanonische 1-Form ¥y, denn

ZP@ vt = Zpi dq'(q,p,v, p) = 9o(q,p, v, p).
i %

Man sieht nun sofort, dafl

i =) SLZ = (dsL)* (prlq) (dL) 0y

und somit auch
Wy, = —d19L = —d(de)*’lgo (de) d’l90 (de)
ist, also sind auch diese Formen Koordinaten-unabhingig.

Der Energie £ = > .0 gUL,; — L : TQ — R entspricht dann eine sogenannte

HamirToN-Funktion H : T*Q — R, definiert durch
HodyL:=F
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und dem Vektorfeld X, entspricht nun das sogenannte HAMILTONSCHE Vektorfeld
Xp, welches d¢L-verwandt zu X, definiert ist durch

XH e} de = T(de) (e} XL.
Die Gleichung ix,wy, = dE geht iiber in
ixywo =dH, dh. wo(Xg,Y)=dH Y fir alle Y.
Dies sieht man wie folgt:
ixwo(To(ds D)E) = wo((Xa) a1y To(ds L)E)

= wo (Tz(de)Xb Tx(de)g) = wi (X1, €)
= (ix,wr)(§) = dE(§) = d(H odsL)(§)
=dH g, 1)(z) - Tu(ds L) - &,

wobei T, (d; L) alle Tangentialvektoren in T4, 1)(x)@ durchléuft.

Beziiglich der Koordinaten (¢, p;) ist Xg = >, g—g 8?11‘ > gg B‘Zi:

Denn wy = Y, dg" Adp; und sei Xy =), aia%i +>, biaipi. Dann ist

OH oH | .
8—pidpi + Z 3 dq* = dH = ix, wo

— Za ia%(dqj Adp;) + Zb i (dg’ A dp;)
J 3

= Z a‘dp; — Z bidq'
_0H

und ein Koeffizienten-Vergleich liefert a’ = g—f und b’ = 5gt -

Die Integralkurven ¢ +— (g(t), p(t)) von X sind also die Lsungen von

4 OH 0H

= und p; = ——.
I Ipi P oq

Da die Integral-Kurven von Xy die Ableitung von Kurven in der Basis ) sind und
die Basiskoordinaten einander entsprechen, sind die Basiskurven fiir Xy und X,
die selben.

Esist A =9¢(Xg)odsL:

Yo(Xp)odsL = evo(mrq,Tny) o Xy odsL = evo(idody L, Tngy o T(dyL) o Xp,)
=evo(dsL,T(r5odsL)o X)) =evo(dsL,Tng o Xr)
=evo(dsL,idpg) =A

oder fiir £ € TQ

(Vo(Xm)odsL)(€) = Vola,r-e(Xulasr-e) = Vola,re(T(drL)(XLle))
= (dyL)"(F0)(X1le) = IL(XLle) = A(E)

Wir haben als Vorteile der Hamilton-Mechanik, dafl die Zeitentwicklung beschrei-
bende Objekt eine reell-wertige Funktion H : T*@Q — R ist die gleichzeitig auch
eine Bewegungsinvariante darstellt und das zugehorige (Hamiltonsche) Vektorfeld
Xp sich auf einfache Weise aus i¢x,w = dH berechnen 14ft.
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Hamilton-Mechanismus auf Riemann-Mannigfaltigkeiten

Es sei (_,_) eine Riemann-Metrik auf @ und L : TQ — R die Lagrange-Funktion,
die durch ein Potential U : @ — R vermége L(v) := 3 (v,v) — U(m(v)) gegeben ist.
Dann ist dfL : TQ — T*Q die Abbildung £ : w — (w, _) und A(v) = (v, v). Also ist
E=A-L=%(v,v)+ U(r(v)). Ist insbesonders U = 0, so ist A = 2E = 2L und
die Hamilton-Funktion H : 7*Q — R ist dann durch H(n) = 1(n’,7") gegeben,

d.h. in Koordinaten durch H (Y, n;dz®) = %Zi,j gHInim;.

45.9 Legendre-Transformation

Um den Hamilton-Formalismus auf 7@ zuriick in den Lagrange Formalismus auf
TQ zu iibersetzen, benodtigen wir eine Beschreibung der Inversen der Legendre-
Transformation dy L : T'QQ — T*(Q ausschlieflich durch die Hamilton-Funktion H.
Esist dfH odyL =6 : TQ) — T**Q der kanonische Isomorphismus:

Um dies zu sehen sei { € T,Q und n € (T,Q)*. Sei & € T,Q so, daBl dyL - & =
dfL-&+tne (T,Q)" also § = und n = F|,_ (dfL-E+tn) = £|,_ dfL-&.
Dann ist einerseits

(dgH o dsL)(€)(n) = dpH(dyL - €)() = 2

H(de'f‘i’tn)

dt],_g
d d
=7 - H(dsL-&) = p - E(&)
d d
= . (A=L)(&) = @l dyL(&) - & — L(&)

(T(de)(fo) & - & +dsL(&) 'fo) —dyL(&) - &o
=T(dsL)(&) - o - o

und andererseits auch

€)n) = nleo) =

| (AL 8)(&) = T(AD)(E) o &

t=0

Unter der Voraussetzung der Invertierbarkeit von dyH koénnen wir somit
E = (d;H™)*(H),
A= (d;H 1)*(G) wobei G := 9o(Xg),
L:=A— F und
Xy = (dgH™')"(Xn)

zuriickgewinnen.

45.8 Symplektische Mechanik

Allgemeiner betrachtet man anstelle von 7*@Q nun SYMPLEKTISCHE MANNIGFAL-
TIGKEITEN M, d.h. Mannigfaltigkeiten zusammen mit einer sogenannten SYMPLEK-
TISCHE FORM w, d.h. einer nicht-degenerierten geschlossenen 2-Form w € Q?(M).
Wir haben in [72, 14.9] gezeigt, daf solch eine Mannigfaltigkeit gerade-dimensional
sein muf}, und wir werden in weiters zeigen , da man lokal immer Koor-
dinaten (¢',...,p1,...) wihlen kann, so da§ w = Y_I"_, d¢' A dp; ist. Das n-fache
wedge-Produkt von w definiert eine Volumsform

vol, ;= wA - - Aw
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auf M. Insbesondere ist M orientiert. Sei H : M — R eine glatte Funktion (eine
sogenannte HAMILTON-FUNKTION), so bezeichnet man mit Xy das sogenannte
HAMILTONSCHE VEKTORFELD, welches durch die implizite Gleichung

iXHw =dH
gegeben ist. In lokalen Koordinaten ist X g durch
Xy = OH 8 OH 8

Op; 9q° 0q* Op;

% %

gegeben.

Die Hamilton-Funktion H ist konstant ldngs der Integral-Kurven des Hamilton-
Vektorfelds Xpg:
Sei t — x(t) eine Integralkurve, d.h. z: R — T%Q mit &(t) = Xy (z(¢)). Dann ist
(H o x)(t) = dHy4) (#(1)) = ixywa(e) (E(t))
= w(Xp (), 2(t) = w(Xp (x(t), Xu(2(t))) = 0,
also H o x konstant.

Der Flul Fl; des Vektorfelds X ist ein Symplektomorphismus, d.h. l&t die sym-
plektische Form w invariant und folglich auch die symplektische Volumsform w™ =
vol,,, d.h.

(FZ;XH) vol,, = vol, .

Denn es ist
d * .y . -
Z(Fl)w = (FI})— L:O (F1,)"w = (FI}) L, w
= (Fl,’f)(zXHdw + diXHw) = (Fl:)(ZXHO + ddH) =0,
Also ist (F1;)*w konstant gleich (Flp)*w = w.

Nicht jedes Vektorfeld X auf M ist ein Hamiltonsches Vektorfeld. Um eines zu sein
mufl wieder eine lokale (Integrabilitits-)Bedingung Lxw = 0 fiir X erfiillt sein,

sowie eine globale (kohomologische) Bedingung H!(M) = 0 an M, siche .
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VII. Integration

In diesem Kapitel entwickeln wir die Integration auf orientierten Mannigfaltigkeiten.
Die integrierbaren Objekte sind dabei die Differentialformen maximalen Grades.
Wir beweisen den allgemeinen Satz von Stokes und fiithren dafiir auch Mannigfal-
tigkeiten mit Rand ein. Im Fall einer orientierten Riemann-Mannigfaltigkeit haben
wir eine ausgezeichnete Form maximalen Grades, die Volumsform. Damit sind wir
in der Lage auch Funktionen zu integrieren und fiihrt zu den Green’schen Formeln.
SchlieBlich folgt noch ein Abschnitt iiber den Laplace-Beltrami Operator, wo wir
den Satz von Hodge iiber harmonische Formen beweisen.

46. Orientierbarkeit

Um Integrationen auf Mannigfaltigkeiten durchfithren zu kénnen benétigen wir

einen Orientierungsbegriff: Man beachte etwa die Formel fab f=- fba f fir das
gewohnliche Riemann-Integral iiber ein Intervall [a, b].

46.1 Definition (Orientierbarkeit)

Eine Mannigfaltigkeit M heif3t ORIENTIERBAR :<> es existiert ein kompatibler Atlas
A, sodafl (M, A) im Sinne von [72, 34.3] orientiert ist.

Ein Vektorbiindel £ — M heifit ORIENTIERBAR :& es existiert ein Vektorbiindelat-
las A, dessen Transitionsfunktionen Werte in GL, (R™) := {T € GL(n) : det(T) >
0} haben.

46.2 Proposition (Orientierbare Vektorbiindel).
Sei B — M ein Vektorbiindel. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. Das Vektorbiindel E — M st orientierbar.

2. Auf jeder Faser E, kann eine Orientierung gewdhlt werden und dazu ein Vek-
torbiindelatlas, dessen Vektorbindelkarten faserweise orientierungserhaltend
sind.

3. Auf jeder Faser E, kann eine Orientierung gewdhit werden, sodafS jede Vek-
torbindelkarte mit zusammenhdngender Domdne entweder iberall faserweise
orientierungserhaltend oder iberall orientierungsvertauschend ist.

Beweis. (1) = (3): Sei also A ein Vektorbiindelatlas, dessen Transitionsfunktionen
faserweise orientierungserhaltend sind. Wir definieren eine Orientierung auf E,,
indem wir fiir irgendeine VB-Karte ¢ € A um « die induzierte Orientierung vom
R* nehmen.

Das ist wohldefiniert, denn wiirden ¢, ¢’ auf E, verschiedene Orientierungen indu-
zieren, so wire ¢! o ¢’ bei x orientierungsvertauschend. A ist also ein VB-Atlas,
der aus faserweise orientierungserhaltenden Karten besteht.
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Sei 1) irgendeine beliebige VB-Karte um x mit zusammenhéngender Doméne, dann
ist zu zeigen, dafl ¥ lokal um z orientierungserhaltenden bzw. vertauschend ist.
Sei also 1, orientierungserhaltend bzw. vertauschend. Die Transitionsfunktion
zu ¢ hat Werte in GL(R¥), in = hat sie einen Wert in GL; bzw. GL_. Also
hat sie lokal Werte in der offenen Menge GL, bzw. GL_, und damit ist ¢ lokal
orientierungserhaltenden bzw. vertauschend.

(3) = (2) ist klar.

(2) = (1) Der in (2) geforderte Atlas hat faserweise orientierungserhaltende Tran-
sitionsfunktionen. (Diese sind faserweise Zusammensetzungen von orientierungser-
haltenden Vektorraumisomorphismen.) O

46.3 Lemma (Orientierbare Mannigfaltigkeiten).
M st orientierbare Mannigfaltigkeit < TM — M ist orientierbares Vektorbiindel.

Beweis. (=) Die Transitionsfunktionen des durch M induzierten Vektorbiindelat-
las auf TM — M sind genau die Ableitungen der Kartenwechsel fiir M.

(<) Betrachte den von den Karten auf M induzierten VB-Atlas auf TM — M und
wihle auf den Fasern von T'M eine Orientierung wie in Punkt (3) der Propositi-
on : Ist ¢’ eine durch eine Karte ¢ von M induzierte Vektorbiindelkarte von
TM — M, die orientierungsvertauschend ist, so ersetze ¢ durch eine umparame-
trisierte Karte ¢ := @ o j, mit j : R¥ — R¥,

-1 0 ... 0
. 0 —+1
J =
: .0
0O ... 0 441

Der so erhaltene Atlas auf M hat nur orientierungserhaltende Kartenwechsel, liefert
also eine Orientierung auf M. O

46.4 Beispiel

Sei G eine Lie-Gruppe, also eine Mannigfaltigkeit mit glatter Gruppenstruktur:
Dann ist TG — G global ein triviales Vektorbiindel (siehe ) und da jedes
triviale Vektorbiindel orientierbar ist, sind TG — G und G selbst orientierbar.

46.5 Bemerkung

Sind alle Mannigfaltigkeiten M; orientierbar, dann sind es klarerweise auch [] M;
und [[ M;. Z.B. sind alle Tori, T" := (S*)", orientierbar, denn S! ist eine Lie-
Gruppe.

Es gilt auch die Umkehrung, denn offene Teilmannigfaltigkeiten von orientierbaren
Mannigfaltigkeiten sind offensichtlich orientierbar (also mit [], M; auch M;) und
falls M x N orientierbar und N # 0 ist, dann wihlen wir einen Punkt y € N
und eine kontrahierbare (und somit orientierbare) Kartenumgebung V' von y. Es
ist dann M x V als offene Teilmannigfaltigkeit orientierbar und wir kénnen T, M
kohérent orientieren indem wir die Orientierung von T, ,y(M x V) und jene von
T,V verwenden.
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21.20 Definition (Transversale Abbildungen)

Zwei glatte Abbildungen f; : M; — N fiir i € {1,2} zwischen Mannigfaltigkeiten
heien TRANSVERSAL falls Bild(T}, f1) + Bild(Ty, f2) = T, N fir alle (z1,z2) €
My x My mit f(z1) = f(z2) =y € N.

Ist f die Inklusion einer Teilmannigfaltigkeit, so sagt man f; seil TRANSVERSAL zu
M, in dieser Situation, d.h. wenn Bild(T; f1) + T, M2 = TN fiir alle x € M; mit
y = f(x) € Ma.

Sind beide f; Inklusionen von Teilmannigfaltigkeiten, so sagt an diese schneiden
einander TRANSVERSAL in dieser Situation, d.h. wenn T, My + T, My = T, N fiir
alle x € My N Ms.

21.21 Beispiel

Sei A:=S'in N :=R? und M := R sowie f : M — N wie im folgenden Bild.

nicht transversal

transversal

Es ist bei Transversalitéit nicht gefordert, daf§ die Summe “direkt” ist; Z.B. ist die
Identitdt f : M := N — N transversal zu jeder Teilmannigfaltigkeit A C N mit

21.23 Satz (Pull-back von Mannigfaltigkeiten).

Fiiri € {1,2} sei f; € C°°(M;, N) mit f1 transversal zu fa.
Dann ist das PULL-BACK
M1 XN M2 = M1 X(fl,N-,f2) M2 = {(!L‘l,xg) € M1 X M2 : fl(-rl) = fg(l‘g)}

eine requlire Teilmannigfaltigkeit von My x My X,_
und hat folgende universelle Eigenschaft: \ “g.
Fiir jedes Paar glatter Abbildungen g; : X — M; A

AN Ml XN M2 W) MQ

mit f1 0o g1 = fo 0 go existiert eine eindeutig be- @
stimmte glatte Abbildung g : X — My X x Ms mit \LPH \sz

PT;0g; = g. My—5—>N
1

Beweis. Nach [72, 10.4] geniigt es M7 x y M> lokal durch eine regulire Gleichung zu
beschreiben. Sei also (2, 29) € My x 5y Ms. Indem wir N lokal um f;(z9) = fo(z$
durch eine offene Teilmenge in R™ ersetzen, ist f(z1,z2) := fi(z1) — fa(z2) = 0
eine lokale Gleichung fiir das Pullback und diese ist reguldr, denn Bild(T(,, »,)f) =
Bild(T%, f1) + Bild(T%, f2) = T,N.

Nach Definition gilt f; o pry = fa o pry auf My xny Ms. Es ist ¢ = (g1,92) :
X — My x M, die einzige (glatte) Abbildung mit pr; og = g¢;. Diese hat wegen
fi 091 = fo0go Werte in der Teilmannigfaltigkeit M; Xy Ms und ist somit auch
dorthinein glatt. O
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21.22 Folgerung (Urbilder von Teilmannigfaltigkeiten).
FEs sei f € C*°(M, N) transversal zu einer requliren Teilmannigfaltigkeit K von N.
Dann ist ist f~1(K) eine regulire Teilmannigfaltigkeit von M.

Insbesonders ist der Durchschnitt My N My zweier sich transversal schneidender
Teilmannigfaltigkeiten My und My von N selbst eine Teilmannigfaltigkeit. O

In [68, 24.46] wird ein Beispiel gegeben, das zeigt, dafl dieser Satz “stirker” ist als
[72, 21.14.2].

Man rufe sich die Begriffe Vektorbiindel (siehe [69, 25.5]), Vektorbiindel-Homo-
morphismus (siehe [69, 25.9]) und Teilvektorbiindel (siche [69, 26.1]) in Errinne-
rung.

26.2 Proposition (Bild eines Vektorbiindelmonomorphismuses).

Seienq: F — M,p: E— M zwei VB, f: F — E ein VB-Monomorphismus (d.h.
ein faserweise injektiver VB-Homomorphismus) iber idyy, d.h. folgendes Diagramm
kommutiert:

F -t E
M
Dann gilt: f(F) ist ein Teilvektorbiindel von E und ist isomorph via f zu F — M:

o

F%—
\ Am

Beweis. Da lokal beide VB trivial sind, nehmen wir 0.B.d.A. an, dal FF = M x R™
und E = M x R¥ ist, und somit f : M xR™ — M xRF die Form f(z,v) = (z, f,(v))
hat. Da f,, : R — R* injektiv und linear ist, konnen wir weiters f,, = incl : R” —
R* annehmen. Sei pr eine Projektion R¥ — R™ zu incl, dann ist proincl = id €
GL(n). Die Abbildung x — prof, ist eine Abbildung von M nach L(k, k), die somit
lokal um xy Werte in der offenen Teilmenge GL(n) C L(n,n) hat. O.B.d.A. sei M
diese Umgebung von xg. Es gilt:

P
MxR'xR"——MxRF=F

inclT inclT
M xR"

i

M x R" M xR"=F,

wobei ¢ : (x;v,w) — (z; fz(v) + (0, w)) dann eine VB-Karte mit Umkehrabbildung
6 (@2 e (@ ((rofe) " opr) (2),2 = Lo ((rofe) 7 opr)(2))

ist und f(F) entspricht M x R™. Es ist also f beziiglich dieser Karte die Inklusion
M x R" — M x R™ x {0}k, O
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26.3 Folgerung (Tangentialbiindel einer Teilmannigfaltigkeit).

Sei incl : A C M eine regulire Teilmannigfaltigkeit. Dann ist TA = Tincl(TA)
ein Teilbiindel vom TM| 4.

Beweis.
T incl
TA TM|4
x ﬁ
A
Man wende auf den VB-Monomorphismus 7 incl an. O

26.4 Folgerung (Tangentialbiindel von Summen und Produkten).

Die folgenden Diagramme beschreiben Vektorbindel-Isomorphismen:

(Tpr;)i LI T incl;

(M) ——11TM; T(UM;) <——TM;
o Nl nl n Nl umii
M ——=]]M; UM, ———=M; O

26.5 Lemma (Pull-back Biindel).

Seip: E— M ein VB und f: N — M glatt. Dann ezistiert am Pull-back f*E :=
N Xy E — eine eindeutig bestimmte VB-Struktur f*p:=pri: f*E — N fiir welche
p*f i=pry: f*E — E ein faserweise bijektiver VB-Homomorphismus dber f ist.

Dieses Biindel hat folgende universelle Eigen-
schaft: Fir jedes andere VB q: F — N und VB-
Homomorphismus f : F — FE iber f existiert
ein eindeutiger VB-Homomorphismus f+: F —
f*FE dberidy, der das nebenstehende Diagramm
kommutativ macht:

Beachte, das die Faser (F*E), := (f*p)~!(z) von f*p: f* E — N iiber x gegeben
ist durch {(z,v) : v € p7'(f(2)) = Ej(s)} und durch p*f = pr, bijektiv auf
Ef(z) abgebildet wird, also f*E = || ., E¢@) als Reparametrisierung vermoge
f: N — M des Biindels E = |_|y€ ~ By aufgefaBt werden kann.

Beweis. Da p : E — M submersiv ist, sind f und p transversal zueinander und
somit f*FE := N X, E eine Teilmannigfaltigkeit von N x E nach | 21.23 | mit der
universellen Eigenschaft fiir glatte Abbildungen ¢ und f.

Um zu zeigen, dal f* : f*E — N ein Faserbiindel ist miissen wir lokale Trivial-
sierungen finden. Sei dazu 1 : U x R¥ — E|; eine lokale Trivialisierung von E|g.
Beachte, dal das Pull-back einer offenen Teilmenge U C M vermoge einer glatten
Abbildung p : E — M gegeben ist durch p~!(U) wie ein direkter Nachweis der uni-
versellen Eigenschaft zeigt. Explizit ist der Diffeomorphismus p~!(U) = U x; E
gegeben durch z — (p(z),z) und z <« (u, z). Weiters ist das Pull-back eines tri-
vialen Biindels pr; : M x R¥ — M lings f : N — M das triviale Biindel
pr; : N x R¥ — N wie ebenfalls ein direkter Nachweis der universellen Eigen-
schaft zeigt. Explizit ist der Diffeomorphismus N x R* 22 N x 5 (M x R¥) gegeben
durch (z,v) — (z,(f(z),v)) und (x,v) < (z, (y,v)). Betrachten man ein Rechteck
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welches horizontal in zwei Quadrate zerlegt ist wobei das rechte Quadrat ein Pull-
backs ist, so ist das Rechteck genau dann ein Pull-back wenn es das linke Quadrat
ist, wie eine einfache Diagramm-Jagd zeigt. Wir wenden dies nun an auf inclof:

R* o
f*(ElU)'if_l(U) XRkL)UXRk E‘U(

R T

f7H) fHU) UJ——U"—>
und auf f oincl:
f(Ely) = (fFE)f-1w)© flE ]j
JHO)S N0

Daf die so konstruierten Biindelkarten sowie p*f und f faserweise linear sind ent-
nimmt man ebenfalls diesen Diagrammen. O

26.6 Lemma (Einschrinkung als Pull-back).
Ist p: E — M ein Vektorbiindel und A eine requldre Teilmannigfaltigkeit von M,
dann gilt E|4 & incl* E.

Beweis. Klarerweise hat p|,-1(4) : E|a = p~1(A) — A die universelle Eigen-

schaft von Lemma 7 da p~!(A) regulire Teilmannigfaltigkeit von E ist (p ist
Submersion). Somit ist F|4 zu incl*(E) isomorph. O

26.7 Lemma (Exakte Vektorbiindelsequenzen splitten).

Sei EY - E' 2 E? cine kurze exakte Sequenz von VB diber einer parakompakten
Mannigfaltigkeit M (d.h. i und p sind VB-Homomorphismen diber idyy, ¢ faserweise
injektiv, p faserweise surjektiv und faserweise gelte: Bild (i) = Ker(p,)). Dann gilt:
E'> E'q E?.

Beweis. Nach induziert i : E° — E' einen Isomorphismus auf ein Teilvek-
torbiindel, d.h. 0.B.d.A. ist 7 die Inklusion eines Teilbiindels. ist.

Wir konstruieren nun einen rechtsinversen

Vektorbiindelhomomorphismus j : B2 — B! E°C E? E?
zup: E' — E2 Lokal ist E'|y =2 U x R™ JA JA JA
und E?|y 2 U x R* fiir geeignete m, k € N.
Unter dem ersten Isomorphismus entspricht
E° den Teilbiindel U x R™ x {0} fiir ein %T %T ET

n < m. Damit induziert die lokale Darstel- 17 « pn C 7 x R — =[] x RF
lung von p einen Isomorphismus U x {0} x Uxincly N
R™™™ — U x R* und dessen Inverse ist ein UZinXlz) :T
lokales Rechtsinverses zu p. U x Rk

i

By —— E'ly — > E?|y

Mittels einer Partition der 1, welche der Uberdeckung mit diesen trivialiserenden
Umgebungen U untergeordnet ist konnen wir diese lokalen Rechtsinverse verkleben
und erhalten klarerweise ein Rechtsinverses j : E2 — E' zu p. Der Isomorphismus
E° x 3 E? = Elist dann durch (2, 22) + i(2°) +7(2%) gegeben und hat als Inverses
2 (1712 = j(p(2))), p(2)), denn = — j(p(2)) € Ker(p) = Bild(i). O

Wir wollen nun das Tangentialbiindel 7 : TE — E (des Totalraums eines) Vek-
torbiindles p : E — M genauer bestimmen. Das Interesse daran ist insbesonders in
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Hinblick auf 72M = T(T M) gegeben. Lokal ist £ durch M x R¥ und damit TE
durch T(M x RF) = TM x R* x R¥ gegeben. Andererseits ist das Pull-back-Biindel
p*(TM) = E x5y TM lokal durch TM x R* und p*(E) = E x, E lokal durch
M x RF x R¥ gegeben. Somit ist T'E lokal isomorph zu p*(T'M) x g p*(E). Um diese
lokalen Isomorphismen zu globalen zu machen werden wir eine natiirliche kurze
exakte Sequenz p*(E) — TE — p*(TM) von Vektorbiindeln iiber E konstruieren

und darauf dann anwenden.

26.8 Lemma (Tangentialbiindel eines Vektorbiindels).
Seip: E — M ein VB. Dann existiert eine kurze exakte Sequenz von VB iiber E:

E xy E=p*(E) e TE TP, ¥ (TM) = E x 3y TM.

Nach ist somit TE =2 (EXpy E)YXg(ExyTM) = Ex p EXyTM, allerdings
ist kein natiirlicher Isomorphismus vorhanden.

Beweis.

Am einfachsten ist es einen Vektorbiindelhomo-
morphismus (7,Tp) : TE — p*(TM) in das
Pull-back durch nebenstehendes Diagramm anzu-
geben. Lokal ist TE durch TM x R* x R* und
p*(T'M) durch TM x R¥ sowie Tp : TE — TM
durch (&, v, w) — £ gegeben. Somit ist (m, Tp) lo-
kal durch (&, v, w) — (&, v) beschrieben. Insbeson-
ders ist (m, T'p) faserweise surjektiv. E——Wp—M

Der faserweise Kern von (7, Tp) sind jene Vektoren, die durch Tp auf 0-Vektoren
abgebildet werden, sollten also die Tangentialvektoren an Kurven in den Fasern von
E sein. Deshalb definieren wir einen VB-Homomorphismus (den sogenannten VER-
TIKALEN LIFT) vlg : p*(E) = E xpy E — TE durch p*(E) = E X E 3 (v,w)
% li—ov +tw € TE. Beziiglich der lokalen Beschreibungen M x R* x R¥ von p*(E)
und TM x R¥ x R¥ von TE ist er durch (z,v,w) %|t:0(x,v + tw) = (04, v, w)
gegeben. Faserweise ist er somit injektiv und es gilt
Bild(vlg) (s.0) = {(0s, v;w) : w € R*}
= {(59:7 U7’U}) : (617’0) = 0(1,1}) = (017’0)} = Ker((ﬂ—7Tp)(z,v))7

also ist die Sequenz exakt. O

26.9 Proposition.
Es seip : E — M ein Vektorbindel. Dann ist TE|y = 0°(TE) & E® TM
(kanonisch) als Vektorbindel iber M, wobei 0 : M — E den Nullschnitt bezeichnet.

Beweis. Wir betrachten folgendes Diagramm:

Die obere punktierte Abbildung ist durch v — %h:ot -v gegeben und die diagonale
Abbildung ¢ existiert wegen der Eigenschaft des Pullbacks. Nach Konstruktion ist
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T'p ot = 0. Offensichtlich ist ¢ ein Vektorbiindelmonomorphismus und T'p|7g|,, ein
Vektorbiindelepimorphismus, denn TpoT0 = T(po 0) = T'idp = idyay.
Exaktheit von

0—-FE—TE|py—TM—0
folgt, denn lokal wird E durch M x R*, sowie TE durch TM x R* x R¥ und TE|y,

durch TM x {0} x R¥ beschrieben. Weiters ist ¢ lokal durch (z,v) — %h:o(x, tv) =
(04,0,v) und Tp auf TE|p durch (£,0,v) — £ gegeben.

TplrE|,y,

E(—L>TE‘M—>TM

-

incl T
M x RF 2> TM x {0} x RF — = 7)1

R
R

(,0) ————— (04,0, v) O

26.12 Proposition. Linearer Zusammenhang eines Vektorbiindels.
Es seip: E — M ein Vektorbindel. Ein Isomorphismus TE = p*(E) xg p*(T'M)
wird dquivalent durch jede der folgenden Abbildungen beschrieben:

1. Ein HORIZONALER LIFT, d.h. ein rechtsiverser Vektorbindelhomomorphismus
C:p*(TM) — TE iiber E zu (x,Tp) : TE — p*(TM) = E xpy TM der
auch Faser-linear iber TM ist.

2. Fine KONNEXION (engl. LINEAR CONNECTION) ® : TE — VE := p*(E)
Faser-linear iiber E (d.h. ® € QY (E;VE)) und auch iber mpy : TM — M
mit Bild® = VE und q)|Bild<I> =id.

3. Einen KONNEKTOR, d.h. ein Vektorbindelhomomorphismus K : TE — E
Gber p und dber mpr mit K ovlg =pry: Exy E—TE — E.

4. Eine KOVARIANTE ABLEITUNG V : QU(M;E) = T(E) - I'(T*M ® E) =
QY M; E) mit V(f-s) = f-Vs+df ®s fiir alle s € T(E) und f € C°(M,R).
(Es kann ¥V mit der gleichen Formel wie in zZu einer sogenannten
AUSSEREN KOVARIANTEN ABLEITUNG Q*(M; E) — Q*TY(M; E) erweitert
werden, siehe z.B. [73, 37.29]).

5. Fine KOVARIANTE ABLEITUNG V : X(M)xT'(E) — T'(E), welche C*°(M,R)-
linear in der ersten und R-linear in der zweiten Variable ist und Vx(f-s) =

f-Vxs+ X(f) s erfillt fir alle s € T'(E) und f € C*°(M,R).

Beweis. Die Morphismen in sind durch folgendes Diagram beschrieben:

/ Tprz UKL TmoTp TpT przT ™
M “(E) = V EC “TE (rz.Tp) “(TM) M
p vlg e 0 p
\ \Lprl \Lﬂ'E ‘n'E\L Pl‘ll /
p P
E E E E

Beziiglich lokaler Trivialisierungen E|y = U x RF, TU = U x R™ und somit
T(Ely) = (E|ly) x R™ x RF =2 U x R¥ x R™ x R* haben die Abbildungen des
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obigen Diagramms folgende Gestalt

T
(o,0) p e (5, y) ——— (2,1)
/ jprZ w:—wrz(v’y)]ﬂ—MoTp TpI p@j /m\
o _\ (78, Tp)
T (x,v;x,w)%—>(m,v,0,w)%(m,v,y,w)i—>(x,v;x,y) €z

\ I 1 w=w—T%(v,y) I w:
pry TE TE
p

(z,v) (z,v) (z,v) (z,v)

2 A

wobei ', : RF x R™ — R* bilinear und = — T, glatt ist.

(1]e[2]) Eine kurze exakte Sequenz E° —is E' -2 E? splittet (d.h. E' =
E° @ E?) genau dann wenn p ein Rechtsinverses s, bzw. wenn i ein Linksinverses ¢
besitzt: Die Verbindung zwischen s und ¢ ist durch q(z;) =i~ !(z1 — s(p(21))) und
s(p(z2)) := 22 —i(q(22)) gegeben.

(@) Da i : p*(F) — TE ein VB-Isomorphismus auf das vertikale Biindel

V' E ist, ist eine Projektion TE — V' E eindeutig durch ihre zweite Komponente
K:TE -2, VE=>~FE®FE 2, F gegeben.

(:>) Mittels Konnektor K : TE — E erhalten wir zu X € ¥(M) und s €
['(E) einen Schnitt Vyxs : M —*— TM - TE £ Evonp: E — M, da
poVxs=poKoTsoX =mnoTpoTsoX =nwoTidoX = mo X = id. Beachte,
dafl diese Formel auch Sinn macht, wenn f : N — M glatt ist, X € X(M) und
s € D(f*E), d.h. ein Schnitt lings f in E ist.

Beziiglich lokaler Trivialisierungen E|y = U x RF, TU = U x R™ und somit
T(E|ly) = (Ely) x R™ x RF 2 U x R*F x R™ x R* hat V folgende Gestalt:

§@) = (@), s(2) = (2.5()),
Ts(a,y) = (2.5(2). 3.5 @)1),  K(@,v.y,0) = (v,0 - To(v,y))
Ves(x) = (K 0 Ts 0 €)(x) = K (,5(2), y(x), 5 () (y(x)) )
= (.5 (@) (y(@)) ~ Tu (5(2),y(@)) )

(<:) Esist (Vs)(Xz) := (Vxs)(x). Wegen der C*°(M, R)-Linearitéit von X —
Vxs wird dadurch Vs € Q' (M; E) definiert.

(<:) Jeder nicht-vertikale Vektor ¢ € TE 148t sich schreiben als 0 = T's - &
fiir gewisse £ € T, M und s € T'(FE) mit x = 7y (Tp - o) und s(z) = 7€) € E,.
Wegen pos = id ist dabei £ = Tp(Ts - §) = Tp(o) eindeutig bestimmt. Wir
definieren K (o) := (Vs)(§) € E; C E. Diese Definition héngt nicht von s ab: Aus
der geforderten Produktregel folgt, dafl V ein lokaler Operator ist. Sei eine lokale
Trivialisierung U x R¥ 2 E|y; beschrieben durch s; : U 3 z + (z,¢;) — s;(z) € E,
also s = >, 5" - s; lokal mit gewissen Koeffizienten 5 € C°°(M,R). Dann ist

Vs(€) = V(X5 5) (O = 2 (F(@) - Vsile) + d5'(©) - sil) ).

und héingt somit nur von 5°(z) und ds*(£), also von T's - £ = o ab. Wir erweitern K
auf VE durch Kovlg =pry: Exy E=2VECTE — E.

Beziiglich lokaler Trivialisierungen E|y = U x RF, TU = U x R™ und somit
T(E|ly) = (BEly) x R™ x RF 2 U x R* x R™ x R¥ hat Vs(¢) und damit K folgende
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Gestalt:

o= (x,v,y,w)=Ts-& s(x)=(z,5(x)), &=(x,y),
Ts(a,y) = (2.5(2).3.5@)1). 5@ = (6 @@, @)
Ty(v,y) = — Zvi - Vsi(x,y) € R¥ ist bilinear in v und y

%

Vs(€) = (z,—T4(v,y) + 5 (2)(y)) nach obiger Formel

K (w,v,9,w) = Vs(€) = (0,5 (@)(y) = Tu(v,9)) = (2,0 = Tu(v,y)). O

26.10 Proposition.
Jedes Vektorbiindel p : E — M ist isomorph zu einem Teilvektorbiindels eines
trivialen Biindels M x R® — M.

Beweis.
M x R®
7 \
e~ - Tf
E“——sFE®TM TE|yC TE R® x R®
.

A
M M M2 o R*

Es sei f : E — R® eine Einbettung (oder auch nur eine Immersion) der Mannig-
faltigkeit E in einen R®. Dann ist T'f : TE — R® x R® ein Vektorbiindelmonomor-
phismus iiber f : E — R® und somit Tfot: E — TE|yy — TE — R* x R® ==
(f 0 0)*(R* x R®) ein Vektorbiindelmonomorphismus iiber M — E — R® also
(p,prooTfor): E— M x R® ein Vektorbiindelmonomorphismus iiber id ;. O

Man kann zeigen (siehe [68, 26.22]), dafl so ein Vektorbiindelmonomorphismus be-
reits fiir s = dim(F) existiert.

26.21 Definition. Universelles Vektorbiindel.

Es sei p : E — M ein Vektorbiindel mit Faserdimension & (ein sogenanntes k-
Ebenenbiindel iiber M) und f : E — M x R?® ein Vektorbiindel-Monomorphismus
wie tiber idps. Daraus erhalten wir eine Abbildung g : M — G(k,s) mit
Werten in der Grafimann-Mannigfaltigkeit der k-Ebenen im R® indem wir = auf
das Bild von f, : RF =~ E, — R® abbilden. Nun betrachten wir das UNIVERSELLE
VEKTORBUNDEL E(k,s) — G(k,s), wobei

E(k,s) :={(e,v) € G(k,s) x R* :v € e}
und den Vektorbiindelhomomorphismus

v:E— Ek,s), v~ (g(p(v)), fp(v)(v))'
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Damit ist E = ¢g*(E(k,s)) und g heifit KLASSIFIZIERENDE ABBILDUNG des Vek-
torbiindels p : £ — M.

M x R® — 2> Rk
/ T
pry
E~—"> E(k,s) = G(k,s) x R® E—1s M xre — 22 R*
P S J
M —L> G(k, s) =——— G(k, 5) E, i g(v) == fo(Ez)

46.6 Bemerkungen

1. Sind 2 der folgenden 3 Vektorbiindel orientierbar, so auch das dritte: £; —
M, Ey — M, E1 & E; — M. Aus faserweisen Orientierungen zweier dieser
Biindel 148t sich leicht eine Orientierung auf dem dritten konstruieren.

2. Sei By —— E; —2— FE, eine kurze exakte Sequenz von Vektorbiindeln.
Falls zwei der Biindel orientierbar sind, so ist es auch das dritte (Beniitze,
daf} jede kurze exakte Sequenz von Vektorbiindel nach splittet, d.h.
E, = Ey® E>, und dann )

3. Ist ein Vektorbiindel £ — M orientierbar und f: N — M glatt, so ist auch
das induzierte Biindel f*(E) — N orientierbar (Wéhle auf (f*(E)), = Ef(y)
die Orientierung von Ey(y)).

4. Sind 2 der folgenden 3 Objekte orientierbar, so auch das dritte: £ — M
als Vektorbiindel, E als Mannigfaltigkeit, M als Mannigfaltigkeit (Beniitze
die kurze exakte Sequenz aus : p*(E) — TE — p*(TM), sowie die
Tatsache, da§ E — M das von 0 : M — E induzierte Biindel zu p*(E) — E
und TM — M das von 0 : M — FE induzierte Biindel zu p*(TM) — E ist,
also M genau dann orientierbar ist, wenn p*(T'M) — FE es ist, und E genau
dann, wenn p*(E) — E es ist).

E pE E TM —— p*(TM) —= TM
M—2sp—"Cs ) M—2Y sp—" sy
V \“___,/
id id

46.7 Beispiele

1. Vektorbiindel mit eindimensionaler Faser sind genau dann orientierbar, falls
sie trivial sind. Alle 1-dimensionalen Mannigfaltigkeiten sind orientierbar.
Das Vektorbiindel Méb — S* ist nicht orientierbar, ebensowenig das Mébius-
band als Mannigfaltigkeit nach Bemerkung .

2. Jedes komplexe Vektorbiindel ist orientierbar, denn GL(C") C GL,(R?")
nach [72, 14.14] oder auch weil GL(C™) zusammenhéngend ist und die orien-
tierungserhaltende Identitat enthélt. Das Tangentialbiindel einer komplexen
Mannigfaltigkeit ist ein komplexes Vektorbiindel und daher orientierbar. So-
mit ist also jede komplexe Mannigfaltigkeit selbst orientierbar.

3. Eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit ist genau dann orientierbar, wenn eine
komplexe Struktur existiert, siche [19].
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46.9 46. ORIENTIERBARKEIT

4. Sei E — M ein Vektorbiindel mit einfach zusammenhéngender Basisman-
nigfaltigkeit M, dann ist das Vektorbiindel £ — M orientierbar, da wir
lings Kurven in der Basis die Orientierung der Fasern fortsetzen kénnen
und diese nicht von der gewahlten Kurve abhéngt, da die Basis einfach zu-
sammenhéngend ist. Insbesondere ist jede einfach zusammenhéingende Man-
nigfaltigkeit orientierbar.

46.8 Lemma (Nullstellenmengen sind orientierbar).
Sei f: M — N glatt, y € N und rang T, f = dim N fiir alle x € f~1(y). Falls M
orientierbar ist, so auch die Mannigfaltigkeit f=(y).

Beachte, dafl dies nicht fiir f von konstantem Rang r < n gilt: So ist das M(’)’biusband
diffeomorph zum Urbild der 0 unter der Abbildung f : (¢,v) — ((, Sm(Wz)),v) .

cos(/2)
(. Sm(WZ)) vom Volltorus S! x R? — R? mit Rang 1, denn
cos(p/2)

f(@,y,u,w) = f(cos p,sin ; u, w)

—usin £ cos & + w cos? %)

— in e _ in & P
—(usm S —wsin 5 cos §,

_ [l=cosyp, _ sing _sing 14-cos ¢
—< 7 U 7 W, Ty Ut W

= (l=z,, _ Y,y ¥ 1tz
—<2u S, 2u—|—2w) und

1z _y 1— (22 + 92
3 3

Beweis. Indem wir N durch eine bei y zentrierte Karte V' ersetzen und M durch die
offene Teilmannigfaltigkeit f~1(U) kénnen wir 0.B.d.A. N = R™ und y = 0 anneh-
men. Es ist A := f~1(0) nach [72, 21.2] bzw. [72, 21.14.2] eine Teilmannigfaltigkeit
von M mit T, A = Ker(T, f). Folglich ist TA — TM|s — f*(TR¥)|4 eine kurze
exakte Sequenz von Vektorbiindel {iber A. Da TM — M ein orientierbares und
TRF ein trivial Biindel ist, sind auch die Pullback-Biindel TM|4 und f*(TRF)| 4

orientierbar und somit auch TA — A nach | 46.6.2 |, also ist A orientierbar. O

46.9 Beispiele

1. Alle S™ sind orientierbar.

2. Alle kompakten 2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten im R? sind orientierbar,
siehe Klassifikationssatz [72, 9.2].

3. P! = S!ist orientierbar. Die projektive Ebene P? enthiilt ein Mébiusband als
offenen Teil, also ist sie nicht orientierbar. Allgemein gilt: P" ist orientierbar
< n ungerade.

4. TM ist als Mannigfaltigkeit immer orientierbar, als Vektorbiindel hingegen

nur, wenn M als Mannigfaltigkeit orientierbar ist:
Fiir jedes beliebige Vektorbiindel p : E — M haben wir nach die
kurze exakte Sequenz p*(E) — TE — p*(TM). Im Falle E = TM und
p = wp reduziert sich das auf 7*(TM) — T(TM) — 7*(TM), also ist
T?M — TM als Vektorbiindel isomorph zu 7* (T M) & 7*(T'M). Die Summe
gleicher Biindel ist aber immer orientierbar: Wahlt man auf den Fasern der
beiden Summanden die gleiche Orientierung, so ergibt das auf der Summe
offenbar eine Orientierung, die, unabhéngig von der jeweiligen Wahl ist.
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46.10 Die Orientierungsiiberlagerung

Sei M eine Mannigfaltigkeit, M°" := {(p,w) : p € M, w Orientierung auf T,M}.
Wir definieren einen Atlas A fiir M°" mittels Karten ¢ fiir M durch ¢ : Dom ¢ —
Me", z — (p(x), +w) wobel w die Orientierung ist, welche unter T'¢ aus der Stan-
dardorientierung des R™ entsteht, ist. Es ist A ein C*°-Atlas auf M°", denn seien ¢
und ¢ Karten auf M, dann folgt goll 014 (und genauso goll o1h_, etc.) ist genau auf
der offenen Menge {x € R™ : (p~lot)) (z) ist orientierungserhaltend (vertauschend)}
definiert und stimmt dort mit =1 o ¢ iiberein:

2 € Dom(7! o v)
< € Dom(p ! 09) s.d. Tpep und T(p-10y)(x)P die gleiche Orientierung induzieren
&2 € Dom(p o) s.d. (p ! o)) (x) orientierungserhaltend ist.

Es ist pr; : M° — M offensichtlich eine zweiblittrige Uberlagerung von M, die
sogenannte ORIENTIERUNGSUBERLAGERUNG von M.

Die Mannigfaltigkeit M°" ist orientiert, wobei die Orientierung auf T{, ,)M°" =
Tp,M gerade w ist.
Es gilt aulerdem: M ist orientierbar < M°" =2 M x {—1,1}, denn:

(<) Die Einbettung M — M x {—1,1} = M°" ist offen also ist mit M°" auch M
orientierbar.

(=) Ist M orientierbar, dann gibt es auf T, M eine ausgezeichnete Orientierung w,.
Somit liefert (p, £1) — (p, tw,) eine Trivialisierung M x {—1,1} = M°".

46.11 Beispiel

(1) Ein zweifach verdrehtes Mébiusband ist die Orientierungsiiberlagerung des
Mgébiusbandes.

(2) 8™ = (P™)°" fiir n ungerade.

47. Integration und der Satz von Stokes

47.1 Proposition (Pull-back von Volumsformen).
Sei f: M — N glatt, dim M = m = dim N und (2',...,2™) lokale Koordinaten
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von M und (y*,...,y™) solche von N. Dann gilt:

Fg-dy* A---Ady™) = (go f)-det ((8(3’5;”) ) cdzt A A da™.
ij=1

Beweis. Als m-Form ist f*(g-dy* /\ o Ady™) = h-dx' A--- Adz™ fiir eine glatte
Funktion /. Durch Anweden auf (2 FaTr s f)zim) erhalten wir (siehe ):

ox™

* m a 8
h=f"(g-dy' A---Ndy )<81>

= ["(9)- (dy* A--- Ady™) (Tfa 1”"’Tfa§m>

8fi1 0 aflm 0
_ . 1 - m
=(gof)-(dy N---Ndy )(Z Ozl 3yi1""’iz: Ot 5‘yim>

_ my (0 9 \oyof) Aymof)
_(gof).ilz:i (dy' A---Ady )<ayi1""’ayim) Bl g
m (C) 7 (1) o J o m
(gof ngn H f (90f)-det<(a(yaxiﬂ> ) -
i=1 i,j=1

47.2 Bemerkung

Speziell fir f =id und g = 1 folgt aus :

J
8y4> cdz' Ao Nda™.

dy' A -+ Ady™ = det
Yy Yy e (635@

47.3 Proposition.
M st orientierbar < AY™MT*N1 st als Vektorbindel trivial.

Beweis. Es sei m := dim M.

(=) Es geniigt die Existenz eines nirgends verschwindenden Schnittes w € Q™ (M)
zu zeigen (Ein solcher liefert dann unmittelbar eine globale Trivialisierung @ :
(x,t) — t-w, des eindimensionalen Biindels A™T*M — M). Auf dem Bild U

jeder orientierungserhaltenden Karte (ul,...,u™)~! kénnen wir ein wy € Q™(U)
durch wu(%, cey %) := 1 definieren. Es ist dann wy(vy,...,vm,) > 0 fir jede

positiv orientierte Basis. Wir wihlen eine Uberdeckung ¢ von M mit solchen offenen
Mengen U und zugehérigen wyr, und sei { fy : U € U} eine untergeordnete Partition
der Eins. Wir definieren w € Q™ (M) durch w := >, fv - wy € Q™(M). Dann ist
We (V1. .., Um) > 0 fiir jede positiv orientierte Basis von T, M, also insbesonders
wy # 0.

(<) Sei @ : M x R — A™T*M ein globaler VB-Isomorphismus, dann ist w :=
®(_x {1}) eine nirgends verschwindende m-Form. Wir orientieren T, M indem wir
eine Basis (v;)"; von T, M positiv orientiert nennen, falls wy(vy,...vy,) > 0 ist.
Sei (u',...,u™)"! eine Karte mit zusammenhiingender Domiine. Da w nirgends
verschwindet ist wy, (6\i ceey aum) # 0 und somit w), (621 ey aum) # 0 iiberall

il
positiv oder {iberall negativ, also ist TM — M als Vektorbiindel orientierbar nach

46.2.3 | und damit auch M als Mannigfaltigkeit. O
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47.4 Motivation

Wir kénnen Funktionen f : M — R nicht so ohne weiteres iiber eine Mannigfal-
tigkeit integrieren. Sehen wir uns dazu den einfachsten Fall der 1-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten an. Wenn M ein Intervall in R mit Grenzen a und b ist, dann
mifit das iibliche Riemann-Integral [, f = f; f die orientierte Fliche unterhalb des
Graphens von f. Damit wir das Integral fiir eine beliebige (1-dimensionale) Man-
nigfaltigkeit M definieren konnen, brauchen auf jeden Fall eine Orientierung auf M.
In diesem Kapitel seien also alle Mannigfaltigkeiten orientiert. Weiters miissen wir
aber auch (infinitesimale) Liangen (bzw. Volumina) auf M messen kénnen. Falls M
eine Riemann-Mannigfaltigkeit ist, dann kénnen wir das mittels der Volumsform
volps tun, im eindimensionalen Riemann’schen Fall also mit dem Bogenelement.

Auf abstrakten Mannigfaltigkeiten brauchen wir ein Substitut fiir das Volumsele-
ment. Im 1-dimensionalen, wire das eine 1-Form w € Q'(M) (welche in keinem
Punkt verschwindet). Dann konnten wir das Integral | v w von f bzgl. w iiber
M definieren. Da aber f - w selbst eine 1-Form ist, geniigt es | o w fiir beliebige
1-Formen w € QY(M) zu erkliren. Sei dazu ¢ : [a,b] — M eine orientierungserhal-
tende globale Parametrisierung, dann ist || yW = f; wer)(¢(t)) dt das wie {iblich
definierte Kurvenintegral.

Auf allgemeinen orientierten m-dimensionalen Mannigfaltigkeiten M wollen wir
nun das Integral [ 4y w fiir beliebige m-Formen w € Q™ (M) mit kompaktem Tréger
definieren.

47.5 Definition (Integration von Differentialformen)

Sei M eine orientierte m-dimensionale Mannigfaltigkeit und w € Q™ (M) mit kom-
paktem Triger.

1. Falls M = U C R™ offen ist, dann 148t sich w als
wxh, ... 2™ = f(z*,...,2™) dat Ao A da™

mit f € C(U,R) schreiben. Das Integral definieren wir dann als gewdhn-
liches Riemann-Integral:

/Mw::/Uf(xl,...,xm)d(xl,...,xm).

Man beachte, dafl fiir jeden orientierungserhaltenden Diffeomorphismus g :
R™ DV — U CR™ gilt:

/g(v)w = /Vg*(W),

denn falls w = f dx' A--- Adx™ ist, so ist
(9" (W)(@) = (f o g)(w) det(g'(x)) dz' A--- Adz™
—_——
>0

nach und somit die Integrale gleich nach der Transformationsformel
fiir mehrdimensionale Integrale, siehe z.B. [65, 7.5.10].

2. Falls Trgw C ¢(U) fir eine orientierungserhaltende Karte ¢ : R™ D U —
©(U) C M ist, definieren wir:
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47.7 47. INTEGRATION UND DER SATZ VON STOKES

Diese Definition macht Sinn, denn sei Trgw C (U) N (V) =: W fiir zwei
Karten ¢ und 1 mit orientierungserhaltenden Kartenwechsel g := ¢~ ! o :
=Y (W) — ¢~ 1(W) . Dann gilt

0\ Trg(e™w) C e~ (W) . .
/ww) s w) C o / w(w)=/ o (w) =
U =L (W) g(yp=1(W))

. .\ Trg($'w) S (W) .
=/ g(so(w»:/ o () 2 /ww).
el V

pog)*(w

3. Ist Trgw beliebig kompakt, so withlen wir eine endliche, offene Uberdeckung
mit Kartenumgebungen von Trgw, sowie eine Partition der Eins {h;}, die
der Uberdeckung untergeordnet ist. Dann hat jedes h; - w Triiger in einer
Karte, und somit kénnen wir nach definieren:

/Mw:/M(zi:hi)W::Zi: Mhi w.

Auch diese Definition macht Sinn, denn sei {g,} eine zweite Partition der
Eins, die einer endlichen Uberdeckung des Tragers mit Kartenumgebungen
untergeordnet ist. Dann gilt

2SS (o= f o=
- ZJ:/M (Z hi) gy = Z/M 9.

J

47.6 Bemerkung (Dichten)

Falls wir iiber nicht-orientierbaren Mannigfaltigkeiten integrieren wollen, brauchen
wir etwas anderes als m-Formen. Dazu definieren wir ein eindimensionales Vek-
torbiindel vol (M) durch Angabe der Transitionsfunktionen z +— |det¢/(x)| €
GL(1) zu den Kartenwechseln 1 von M. Schnitte von vol(M) heilen DICHTEN,

solche kann man dann iiber M integrieren. Falls M orientierbar ist, ist vol(M) =
A™T*M.

47.7

Wir steuern jetzt auf den Satz von Stokes zu: Nach dem Hauptsatz [64, 5.2.2] der

Analysis ist [ f/(z)de = f(b) — f(a). Insbesondere gilt: [°_f' = [ f = f(0),
falls Trg f kompakt ist und a < inf(Trg f) ist.

Lemma (Satz von Stokes fiir Halbriume).

Sei H = H™! := {(t,x) : t <0, x € R™} ein (m+1)-DIMENSIONALER HALB-
RAUM. Die Teilmenge OH = {(0,z) : x € R™} 2 R™ heifft der RAND wvon H, und
fiir jede m-Form w mit kompaktem Trager am R™+1 gilt:

/dw:/ w::/ incl* w,
H OH oOH

wo incl : 0H — H die Inklusion ist.
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Beweis. Es gilt fiir w € Q™ (R™*1):

m
—
w:Zwid:ﬂo/\uo/\ dz* N--- Ndx™;
i=0

m m
Ow: . —
dwzzza;ﬁ ded AdzO A - A dat A Ade™ 40
i=0 j=0
- &.ui

L Ot
1=0

(1) da® A+ Nda™ =

- 1 8 7 ubini
=>/ do=3"(-1)" [ T2 a0, om) Bl
H i=0

ozt
= H
0
:/ ( %(a@o,xl,...,xm) dJ?O) d(xl,...,xm)
+i<—1>i/ /”"dei da T e
i=1 H; oo oxt P sy

:/ wo(0, 2, ... a™)d(z!, ..., 2™) + 0,

wobei H; := {(t,z!,.. .,'F,...,mm) :t < 0} ist, und der 2. Summand 0 ist, da
Trg w kompakt ist. Andererseits gilt

/ w::/ incl® w
OH oH

42.2 m i m
/ Zwi(O,xl,...,xm)det(W) dzt Ao A dz™
5

H o

:/ wo(0,zt, ... 2™) d(z", ..., 2™) 40,

denn

det(a(xo""’?""vxm)) _ {1 fiiri=0

Azt ..., am) 0 sonst O

Wir wollen diese Uberlegungen nun auf Réume iibertragen, die nur lokal wie H
aussehen:

47.8 Definition (Berandete Mannigfaltigkeit)

FEine C'°°-MANNIGFALTIGKEIT MIT RAND ist

eine Menge M zusammen mit einem Atlas M
A von injektiven Abbildungen ¢ : U — M,

wobei U C H offen in einem abgeschlos- Vs

\{ ///

senen Halbraum H, und die Kartenwechsel _ // ﬁ/

v o i Y(V)) — ¥ (p(U)) auf of- _ / - /

fenen Teilmengen von Halbrdumen definiert Y / o .- /
8 s A_f/'

und glatt sind.

r-=

Dabei heifit eine Abbildung zwischen solchen Mengen glatt, wenn es eine glatte
Fortsetzung auf offene Mengen im R™ gibt. Wie iiblich setzen wir voraus, daf} die
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durch den Atlas induzierte finale Topologie Hausdorff und parakompakt ist. Der
RAND von M (nicht im topologischen Sinn) ist dann definiert als

OM := {p € M : Jeine Karte ¢ um p mit ¢ '(p) € OH}.

Da der Kartenwechsel ein lokaler (Diffeomorphismus und somit) Homéomorphismus
des R™ ist, erhilt er innere Punkte, und folglich ist p € OM < ¢~ 1(p) € OH fiir
jede Karte ¢ um p. Der Rand M ist dann eine Mannigfaltigkeit (ohne Rand),
wobei ein Atlas auf OM durch die Einschriankungen ¢|gops der Karten ¢ von M
gegeben ist.

Man kann die Begriffe TM, T*M, C>=(M, N), A¥T*M und QF(M) wie auf Man-
nigfaltigkeiten ohne Rand definieren.

47.9 Definition (innerer Tangentialvektor)

Ein Vektor v € T,M heifit INNERER TANGENTIALVEKTOR falls p ¢ OM oder
To (p,v) € T,-1(p)H =R x R™~! 0-te Komponente kleiner als 0 hat.

47.10 Lemma (Verlingern berandeter Mannigfaltigkeiten).

Jede Mannigfaltigkeit mit Rand lifit sich zu einer Mannigfaltigkeit ohne Rand “verl-
dangern”, d.h. sie ist Teilmannigfaltigkeit der gleichen Dimension:

Beweisskizze. Mittels Partition der Eins findet man ein VF auf M, das nur aus
inneren Tangentialvektoren besteht. Durch “Zusammenstauchen” kann dessen Flufl
global gemacht werden: FI(1,.) : M — M \ OM ist dann eine Einbettung von M in
die Mannigfaltigkeit ohne Rand M \ OM. O

Einfache Beispiele fiir berandete Mannigfaltigkeiten sind das abgeschlossene Mébiusband
und die abgeschlossene Kugel.

47.11 Lemma (Rand eines Mannigfaltigkeit).
Der Rand einer orientierten Mannigfaltigkeit M mit Rand ist in kanonischer Weise
orientierbar.

Beweis. Eine Basis (e;)j2; von T,(0M) heifit positiv orientiert, falls (e, ..., en)
in T, M positiv orientiert ist fiir einen nach auBlen weisenden Tangentialvektor eq.
(d.h. —eg ist innerer Tangentialvektor) O

47.12 Satz von Stokes.
Sei M eine (n+1)-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand OM wund
dieser trage die kanonische Orientierung. Sei w € Q™(M) mit Trgw kompakt, dann

gilt:
/ dw :/ w :z/ incl*w  (wobei incl: OM — M)
M oM oM

Beweis. Sei {h;} eine Partition der Eins, die einer Uberdeckung mit Kartenbildern
untergeordnet ist und w; := h; - w. Dann ist:

47.5.3
w:Zwi, wobei Trgw; C Trgh; / w:Z/ wi,
i oM —Jom
47.5.3
dw = Zd(wi), wobei Trg(dw;) C Trgw; / dw = Z/ d(w;).
i M i JM
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Also ist der Beweis auf den Fall reduziert, wo Trgw in einer Kartenumgebung

liegt, also 0.B.d.A. w € Q*(R"*!) und M = H, und diesen haben wir in
bewiesen. 0

48. Integration auf Riemann-Mannigfaltigkeiten

48.1 Bemerkungen

1. Nach ist die Volumsform auf einer m-dimensionalen orientierten Rie-
mann-Mannigfaltigkeit M jene eindeutig bestimmte m-Form vol,;, welche
punktweise auf positiv orientierten Orthonormalbasen von T'M den Wert 1
hat, und in lokalen Koordinaten ist sie gegeben durch

volpyy = VG dul A+ A du™
mit G :=det((gi,5)i,;) und g; j == g (%, %) ,

wobei g die Riemann-Metrik auf M bezeichnet.

2. Sei N eine orientierte Teilmannigfaltigkeit von Kodimension 1 der (n+1)-
dimensionalen orientierten Riemann-Mannigfaltigkeit M und sei v, fiir x €
N der eindeutig bestimmte Vektor in T, M, sodaf} (v, €1, ..., e,) eine positiv
orientierte Orthonormalbasis in T, M ist fiir eine (jede) orientierte Orthonor-
malbasis (e1,...,e,) von T, N. Sei v zu einem Vektorfeld gleichen Namens
auf ganz M fortgesetzt, so gilt

voly = inkl* (i, (volys)) auf N,

denn voly(e,...,e,) = 1 = volpyr(vn,e1,...,en) = (iuy volpr)(en, ..., en).
Insbesonders gilt das fiir den kanonisch orientierten Rand N = dM einer
berandeten Mannigfaltigkeit M. Der Vektor v ist dann der nach auflen wei-

sende Einheitsnormalvektor, siehe |47.11

3. Sei allgemeiner £ € X(M) ein beliebiges Vektorfeld. Dann ist div¢ - voly =
L¢ volps nach und auf OM gilt:

incl*(if VOIM) = <§, V3M> . VO]aM7

denn
(te volar)(e, ... em) =volpr(§,e1,. .., em) =
:volM( & vyv +f—<f,V>l/7€1,...7em>
~—— ———
€(T(dM))+ €T (M)

(& v)-voly(v,er,...,em)+0

2

<£’1/> -volgar(er, ..., em).

48.2 Greensche Satz.
Sei M eine orientierte Riemann-Mannigfaltigkeit mit Rand und sei & € X(M) mit
kompaktem Trager. Dann gilt

/ div ¢ - volyy :/ (&, vanr) - volaas
M oM

Diese Formel rechtfertigt die Bezeichnung QUELLDICHTE fiir div.
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Beweis. Es gilt:

/ L¢ volys
M

/ din-VOlj\/j— / (doig—‘ri&od)VOlM
M

incl® (i¢ volar)
oM

:/ d(lgVOlM +0
M

/ (€, vam) - volan - O

48.3 Produktregeln

Fir f,g € C*°(M,R) und ¢ € X(M) gilt:

grad(f - g) = g - grad(f) + f - grad(g)
div(f-&) = f-div(§) +df - & = [ - div(§) + (grad(f), &)
A(f-g)=[-Alg) + A(f) - g — 2(grad(f), grad(g)),
siehe Aufgabe [68, 72.69].

48.4 Greensche Formeln.
Sei M eine kompakte orientierte Riemann-Mannigfaltigkeit mit Rand und seien f
und h in C°(M,R). Dann gilt:

(1) / ((grad fygradh) — f - Ah) -vol = f - (grad h,v) - vol
M oM

-Ah —h-Af)-vol = — dh — h d, - vol
2 | fvol== [ (7 dh=hdf))-vo
Beweis. (1) Es gilt

48.3
div(f - grad h) f - div(grad h) + (grad f,grad h) = —f - Ah + (grad f, grad h)
und somit fiir € := f - grad h:

/M(<grad f,egradh) — f - Ah) -volys = /Mdiv(f -grad h) - volyr =

= / div & - volys
M

= / (f -erad h,vapr) - volaps = f - {grad h,vgpr) - volons
oM oM

48.2

/ (€, vam) - volans
oM

= f . dh(VaM) . VO]@M .
oM
(2) Vertauscht man f und h in (1) und zieht das Resultat von (1) ab, so erhélt man
die zweite Greensche Formel. O

48.5 Folgerung (Subharmonische Funktionen sind konstant).

Sei M eine kompakte, orientierte Riemann-Mannigfaltigkeit ohne Rand. Dann ist
jede SUBHARMONISCHE FUNKTION f € C°(M,R) - d.h. Af <0 - konstant. Ins-
besonders gilt dies fiir harmonische Funktionen, d.h. die stationdren Punkte f der
Wirmeleitungsgleichung Af = 0.
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Beweis. Wihlen wir in der 1.ten Greenschen Formel die erste Funktion
konstant 1, so erhalten wir [, —Af -voly = [, df (v) - vol = 0. Wegen Af <0 ist
also Af = 0, d.h. f ist harmonisch. Nach der 1.ten Greenschen Formel fiir h = f
erhalten wir analog

48.4.1
0 / (|g1radf|2 - f- Af) - volpy :/ | grad f|? - volyy,
M \_6-’ M
also ist grad f = 0 und somit ist f konstant. O

49. Der Laplace-Beltrami-Operator

49.1 Der Laplace-Beltrami-Operator ist selbstadjungiert

Was 1483t sich allgemein iiber den Laplace-Beltrami-Operator A := dd* + d*d :
Q(M) — Q(M) einer kompakten orientierten Riemann-Mannigfaltigkeit M aussa-

gen? Auf jedem homogenen Teil QF(M) haben wir nach ein inneres Produkt,
welches gegeben ist durch

(0B quqany = [ (A0B) gy, volus € R

Es sind d und d* formal adjungierte Operatoren beziiglich diesem inneren Produkt,

denn
41.4
a A *p (a, B) - vol fiir a, B € QF(M)

und fiir o € QF und B € Q! rechnen wir wie folgt:

43.3
(dB, a) vol —<ﬁ, (—1)kmtmtl o « a> vol

=df Asa+ (—1)PTMB A« xd*x a

41.4

((a,dﬁ) - <d*a,ﬁ>) vol

dB A xa 4 (=1)km+mg A (—1)m=k+DE=1) g4
=d3Axa+ (- 1B Ad*a
= d(B A *a).

= /M<a7d/8> vol = /M<d*a, B) vol+ / d(B A xa) .
i

M
=0
Somit ist der Laplace-Beltrami-Operator A = dd* + d*d symmetrisch, d.h.
(Aa, B) = (a, AB)
Er ist auch positiv, denn
(A, a) = ((dd* + d*"d)a, a) = (d*a, d* o) + {da, da) > 0.

Wegen dieser Gleichung gilt auch:

Aa =0« da=0=d*q, also Ker(A) = Ker(d) N Ker(d").
Die Formen im Kern von A werden auch als HARMONISCHE FORMEN bezeichnet.
Der Operator A ist ein linearer Differentialoperator vom Grad 2. Man kann zeigen,

daf er elliptisch ist, siehe [112, 6.35] und damit folgende Lemmas gelten:

49.2 Lemma.
Eine Folge von k-Formen o, € QF(M), fir die sowohl {||ay,|? := (an,an) : n €
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N} als auch {||A(an)||? : n € N} beschrinkt ist, besitzt eine Cauchy-Teilfolge im
normierten Raum QF(M).

Ohne Beweis, siche [112, 6.6].

49.3 Lemma.

Jede SCHWACHE LOSUNG « von Aa = vy ist eine wirkliche Lésung, d.h. Aus o €
L(QF(M),R) mit (v, 3) = a(A(B)) fiir alle 3 € Q¥(M) folgt, daf$ ein & € QF(M)
existiert mit «(B) = (&, B) fir alle 5.

Ohne Beweis, siche [112, 6.5].

49.4 Theorem von Hodge.
Sei M eine kompakte orientierte Riemann-Mannigfaltigkeit so gilt:

1. dim(Ker A) < 0.
2. A: (Ker A)t — Bild A ist eine offene Abbildung.
3. Bild A = (Ker A)*.

Beweis.

Angenommen Ker A ist unendlich-dimensional, dann existiert eine orthonormale
Folge von ,, € Ker A. Diese hat nach eine Cauchy-Teilfolge, ein Widerspruch
zu [|on — SOmHQ = ||%0n||2 + ”‘PmH2 =2.

Klarerweise ist A : (Ker A)* — Bild A bijektiv.

Behauptung: 3 ¢V 3 € (KerA)L : ||8] < c¢||AB]| (also ist A™! : BildA —
(Ker A)* stetig).

Wir wollen die Behauptung indirekt beweisen. Angenommen 3 3, € (Ker A)* mit

I8l = 1 und ||AB,]| — 0. Nach Lemma diirfen wir annehmen, daf §,, eine
Cauchy-Folge ist. Also existiert

() = lim (B, ) fiir alle ¢ € OF.

Das lineare Funktional ¢ : Q% — R ist beschrinkt, denn [/(¢)| < sup,, |(Bn, ¢)| <
1- |||l und es gilt £|ker o = 0, denn

r L
b€ Ker ) im0 =0

n

v € Ker A = L(p) =Um(B,, p)

aber auch £|gjq A = 0, denn

Also ist £ eine schwache Losung von A¢ = 0. Nach Lemma ist es eine wirkliche
Losung, d.h. 3 3 € QF : £(¢) = (B,v) fiir alle ¢ € QF. Somit ist 3 € (Ker A)+,
denn (3,v) = £(¢) = 0 fiir ¢ € Ker A, und § # 0, ja sogar ||8| = lim,, |3, = 1.
Aber es ist 0 = £(Ag) = (3, Ap) = (AB, ) fiir alle ¢ € QF und somit AB = 0. Das
ist ein Widerspruch.

Die Idee zum Beweis von Bild A = (Ker A)* ist die Gleichung (KerT)* =
Bild(T™) aus der linearen Algebra fiir lineare Abbildungen zwischen endlich dimen-
sionalen Vektorrdumen. Im unendlich-Dimensionalen stimmt diese so nicht mehr,
aber mittels der Elliptizitdt konnen wir sie nun fiir 7' := A zeigen.

(C) Es gilt Bild A C (Ker A)*, denn fiir § € Ker A ist (Aa, B) = (a, A*3) =0 da
A symmetrisch ist.

(D) Sei v € (Ker A)*. Wir definieren a(Ayp) := (v, ¢) fiir alle ¢ € QF. Dann ist
« : Bild A — R wohldefiniert, denn aus Ap; = Apy folgt 1 — s € Ker A und
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somit (7,1 —@2) = 0. Und a : Bild A — R ist beschrinkt, denn fiir den auf Ker A
orthogonal stehenden Anteil 1 von ¢ gilt Ap = Ay und somit nach :

la(Ap)| = la(Ap)| = [(v, o) < IVl - 9l < e Iyl - [AY] = e - [yl - | Al
Also ist a nach dem SATZ vON HAHN-BANACH (siehe [54, 7.2.1]) erweiterbar zu
einem ||_||-beschriinkten linearen Funktional auf QF. Diese Erweiterung ist aber eine
schwache Losung von Aa = v, und somit existiert nach Lemma ein & € QF
mit (&, ) = a(p) fir alle ¢ mit (Aa, ) = (&, A*p) = a(Ap) = (v,¢) ¥V ¢. Also
ist v = A& € Bild A. O

49.5 Folgerung (Orthogonale Zerlegung der Formen).
Fiir kompakte orientierbare Riemann-Mannigfaltigkeiten M haben wir folgende or-
thogonale Zerlegungen:

Q=KerA®BildA wund BildA = Bildd ® Bildd*

Beweis. Die erste direkte Summenzerlegung haben wir in gezeigt. Nun zur
zweiten:

(2) Die linearen Unterrdume Bild d und Bild d* sind in Bild A = (Ker A)* enthal-
ten, da (da, 8) = (o, d*B) = («,0) = 0 und (d*«, 8) = (e, df) = (,0) = 0 fiir alle

[ € Ker A nach .

(C) Dies ist wegen A = dd* + d*d offensichtlich.

(®) Die Summe ist orthogonal, denn wegen (dc, d*3) = (d*«, 3) = (0, 3) = 0 steht
Bild d auf Bild d* normal. L]

49.6 Definition (Green-Operator)

Wegen ‘ 49.4.2 ‘ und ‘ 49.4.3 ‘ ist A: (Ker A)* — Bild A = (Ker A)* eine offene Bi-
jektion und, wenn wir mit H : Q — Ker A die orthonormale Projektion bezeichnen,
so ist der durch G := (Alggaa) o Ht : Q — (Ker A)* — (Ker A)* mit H+ :=
idg —H definierte GREEN-OPERATOR G der eindeutig bestimmte Losungsoperator
von A(G(a)) = H*(a) fiir alle o € Q. Folglich ist G beschrinkt und — als In-
verse des symmetrischen elliptischen Differentialoperators A — symmetrisch und
kompakt.

49.7 Folgerung.
Sei T : Q@ — Q ein linearer Operator, welcher mit A kommutiert, d.h. ToA = AoT,
so kommutiert er auch mit G. Insbesondere gilt das fir d, d* und A.

Beweis. Aus T o A = Ao T folgt, dal Ker A und Bild A = (Ker A)* beide T-
invariant sind. Somit kommutiert 7 mit H und H+ (denn T(H(z)) € Bild A und
T(H*(z)) € Ker Aund wegen T(H (z))+T(H*(z)) = T(x) = H(T(z))+H*(T(z))
ist T(H(x)) = H(T(x)) und T(H*(x)) = H*+(T(z))) also auch mit G = A~' o
H*. O

49.8 Folgerung (Harmonische Reprisentanten).

Die Kohomologie H(M) von M ist isomorph zum Raum Ker A der harmonischen
Formen. Genauer, in jeder Kohomologieklasse gibt es genau einen harmonischen
Reprdsentanten.

Beweis. Nach ist Q = Ker A @ Bildd @ Bildd*. Wir behaupten Kerd =
Ker A @ Bild d.
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(2) Nach ist Ker A = Kerd N Kerd* C Kerd und wegen d?> = 0 ist
Bildd C Kerd.

(€) Seiw € Kerd. Nach ist w = w1 +wy +ws mit wy € Ker A, wy € Bildd
und w3 € Bild d* und somit 0 = dw = dwi + dws + dws mit dwy, = 0 = dws
wegen (2) also auch dwz = 0. Da w3 € Bild d* existiert ein o mit d*a = ws
und somit ||ws? = [|d*a|]? = (d*a, d*a) = (dd*a, a) = (dw,a) = (0,a) = 0.
Also ist w = wy +wy € Ker A @ Bild d.

49.9 Folgerung (Kohomologie ist endlichdimensional).
Die Kohomologie jeder kompakten, orientierbaren Mannigfaltigkeit ist endlichdi-
mensional, d.h. alle Betti-Zahlen sind endlich.

Beweis. Wir wihlen eine Riemann-Metrik auf M, dann ist H(M) = Ker A nach
, und ist somit endlichdimensional nach . O

49.10 Definition (Poincaré-Dualitéit)

Fiir jede kompakte orientierte Riemann-Mannigfaltigkeit induziert die Abbildung
Qm=F(M) x Q*(M) — R, welche durch (a, 8) — [,, @3 gegeben ist, eine bilineare
Abbildung H™ *(M) x H*(M) — R, die sogenannte POINCARE-DUALITAT.

Diese Definition macht Sinn, denn aus as —a; = da folgt as AB—a1 Af = daNp =
dla A B)+aAdB, wo dB =0,da[3] € H*(M) = Kerd/Bildd ist. Somit ist nach
den Satz von Stokes [, aa A = [,, a1 AS.

49.11 Lemma.
Die Poincaré-Dualitit induziert einen Isomorphismus H™™F = (H¥)* i.e. fiir die
Betti-Zahlen gilt Bx, = Bm—k-

Beweis. Wir zeigen zuerst, daf§ die Poincaré-Dualitit nicht degeneriert ist.

Sei dazu [a] € H™ %\ {0}, wegen diirfen wir annehmen, dafl & harmonisch
und damit auch d*«a = 0 ist. Wahlen wir 3 := *xq, so gilt: df = d*xa =+ *xd*a =0
und [, aAB = [, aN*a= [, (a,a) vol >0, da o # 0.

Bekanntlich induziert jede bilineare nicht-degenerierte Abbildung b : E x FF — R
auf endlichdimensionalen Vektorriumen einen Isomorphismus b¥ : E — F*:

Die induzierte Abbildung E 3 v +— b(v,-) € F* ist injektiv, denn b(v, w) = 0 fiir alle
w € F impliziert v = 0. Also ist dim E < dim(F*) = dim F', und aus Symmetrie-
griinden dim F = dim F'. Somit ist die induzierte Abbildung ein Isomorphismus. [

Bemerkung.

Da H* nach endlich-dimensional ist, liefert jedes innere Produkt auf H*
einen Isomorphismus # : H* — (H*)* und somit nach einen Isomorphismus
H™ % — (H*)* « H*. Verwenden wir insbesonders den Isomorphismus H (M) &
Ker A C Q(M) und das von (M) induzierte innere Produkt aus so laBt sich
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obiger Isomorphismus H™ % « H* wie folgt beschreiben:

H™F % H* R H* x HF
|
zm=Fk x 7k
Qm—k x Ok ——qm QF x QF
™ok ok H*

IR

1R

[a] = ([fl— [ anpB) < yeKerA,
M

mit [, A B = (v, B)aran = [i (v B)aran volur = [y, %y A B fiir alle [3] €
H¥(M), also ist [a] = [#7], d.h. der Isomorphismus ist durch den Hodge-Stern-
Operator gegeben. Beachte dabei, dafl

A(xy) = (dd* + d*d) * v
= (=1)MFmEmn=R) g g sy o (—1) AR RED s d ey
— (= 1)) ER =) gy gy (1) IEEmOn—RED) g
= x((—1)mm=1=2k) (_q)tEmamktl) o gy d
F(—1)mm ) gy (g ememEg )y
= (=1)mm=1=2k) 4 (@*d 4+ dd*)y = Ay = %0 = 0, fiir v € Ker A,

d.h. * bildet die harmonischen Formen wieder auf solche ab.

49.12 Folgerung.
Ist M eine kompakte zusammenhdngende orientierbare m-dimensionale Mannigfal-
tigkeit, so ist H™(M) 2 R, i.e. By = 1.

Vgl. dies mit .

Beweis. Die Poincaré-Dualitiit liefert den Isomorphismus H™ 2 (H°)*, und H® &
R, da M zusammenhéngend ist. Die Zusammensetzung der Isomorphismen H™
(H)* =2 HO 2 Rist: [w] — [,,wAl= [}, w.

0l

49.13 Folgerung.
Ist M kompakt, zusammenhdngend, orientierbar und von ungerader Dimension so
verschwindet die Euler-Charakteristik x =Y, (—1)*B.

Beweis. Sei dim M = 2n+ 1 = m so gilt

(D" Be =D _(-DFB+ > (-1)*ps

k=0 k=n+1

I
NE

X

ES
I
o

n

5+ S ) B = S (<1 (B = fs) =0, O
=0, nach

I
M=

x>
Il
=]
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49.14 Kann man die Form einer Trommel horen?

Um diese sehr anschauliches Problem in eine mathematische Formulierung zu be-
kommen, denken wir uns eine Trommel als ein berandetes Gebiet im R?. Lassen
wir diese nun mit festgehaltenem Rand schwingen, so besitzt sie gewisse Eigenfre-
quenzen, die wir — zumindest mit absolut absolutem Gehor — horen kénnten. Es
stellt sich nun die Frage, ob das Gebiet durch dieses Spektrum von Eigenfrequenzen
bereits bis auf Isometrien eindeutig festgelegt ist.

Allgemeiner kénnen wir das Problem auch fiir beliebig dimensionale, abstrakte ori-
entierte Riemannsche Mannigfaltigkeiten stellen, [56].

Da wir sie nur ein wenig aus der Ruhelage bringen wollen, ist es egal in welchem
umgebenden Raum die Mannigfaltigkeit isometrisch eingebettet ist, am einfachsten
in M x R. Sei nun u(z,t) die Entfernung des Punktes x € M von seiner Ruhelage
zum Zeitpunkt ¢. Dann erfiillt u, wie bei der iiblichen Gleichung der schwingenden
Saite (siehe z.B. [65, 9.3.1]), die partielle Differentialgleichung 2.ter Ordnung

0%u

ﬁ—l—Au:OmitubM:O,

wobei A der Laplace-Beltrami-Operator der Riemann-Mannigfaltigkeit ist.

Die iibliche Lésungsmethode verwendet den Ansatz der getrennten Variablen (vgl.
[65,9.3.2]), d.h. u(z,t) := p(z)-1(t). Die Gleichung iibersetzt sich dann in %(x) =
—%/(t) und somit miissen beide Seiten konstant — z.B. gleich A — sein. Insbeson-

dere suchen wir also Eigenwerte A € R und Eigenfunktionen ¢ € C*°(M,R) des
Operators A : C*°(M,R) — C>(M,R).

Falls M kompakt ist, so sind nach alle Eigenwerte reell und die Eigenfunk-
tionen zu verschieden Eigenwerten stehen orthogonal (da A symmetrisch ist). Die
Eigenwerte sind alle nicht negativ (da A positiv ist) und lassen sich zu einer mo-
noton wachsenden Folge (\) anordnen, die sich nur im Unendlichen hiuft, denn
andernfalls besifle eine zugehorige orthonormale Folge von Eigenfunktionen nach
einen Haufungswert. Vermoge einer orthonormalen Folge von zugehorigen Ei-
genfunktionen pp € C*°(M,R) lat sich die Wellengleichung mittels Fourierreihen

o0

u(z,t) = Z(ak cos(v/Akt) + b sin(mt)) i ()

k=0
16sen, wobei die Konstanten aj und b; durch die Anfangsbedingungen festgelegt
sind. Die Klangwelle der Mannigfaltigkeit ist dann ein geeigneter Mittelwert:

(oo}

s(t) = Y (e cos(v/wt) + Fesin(v/At) ).

k=0
Und somit kénnen wir (in einem gewissen Sinn) die A\j horen.

Diese Folge (Ar) heifit das SPEKTRUM DER RIEMANN-MANNIGFALTIGKEIT. Z.B.
kann man zeigen, dafl das Spektrum der S™ die Folge (k(k +n — 1))32, ist, wobei

jedes k > 0 mit Vielfachheit (n+2k(:117)i()7,$ R auftritt.

Man konnte zeigen, dafl folgende Dinge gehort werden kénnen, d.h. durch das Spek-
trum bereits eindeutig bestimmt sind:

die Dimension, das Volumen und die Euler-Charakteristik und damit das Ge-
schlecht (einer 2-dimensionalen unberandeten Mannigfaltigkeit) und die totale ska-

lare Kritmmung (siehe | 64.13 ).
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Man konnte zeigen, dal man die folgenden Riemann-Mannigfaltigkeiten mit ihrer
kanonischen Metrik durch Horen erkennen kann: die Sphéren S™, die reellen pro-
jektiven Raume P?"~! fiir n < 3, den flachen Torus S! x S*, sowie alle kompakten
3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten mit konstanten Kriimmung K > 0.

Jedoch gibt es ISOSPEKTRALE RIEMANN-MANNIGFALTIGKEITEN die nicht isome-
trisch sind. Das erste Beispiel wurde von [84] gefunden und waren zwei 16-dimen-
sionale Tori. [21] gaben 4-dimensionale Tori an. Marie-France Vigneras [110] kon-
struierte 2-dimensionale Beispiele die als Quotienten der hyperbolischen Halbebene
nach diskreten Gruppen von Isometrien erhalten werden. Daf es sogar isospektrale
Deformationen von Riemann-Mannigfaltigkeiten gibt, wurde von [36] gezeigt und
in [104] systematisiert. SchlieBlich konstruierten [35] eine berandete Fliche M die
aus 168 = 7 - 24 Kreuzen zusammengesetzt ist und auf welcher die Elemente von
SLyz,(3) als fixpunktfreie Isometrien wirken. Die jeweils 24 = 2 - 2 - 6 elementigen
Untergruppen

liefern dann zwei 24-bldttrige Uberlagerungen M — M/G; =: M; mit My und M,
isospektral aber nicht isometrisch.

s (TN
LT
H{{
&7
L2
2

=

Faktorisiert man noch die offensichtliche isometrische Involution =, : M; — M;
heraus, so erhéilt man zwei isospektrale aber nicht isometrische Gebiete mit Ecken
in R2.
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1171
III%IIH
T

50. Anwendungen der Integration auf die Kohomologie

50.4 Kohomologie

Wir wollen nun fiir allgemeine Mannigfaltigkeiten M die héchste Kohomologie
H™(M) bestimmen.

50.15 Definition. Kohomologie mit kompakten Triger.
Indem wir die Teilrdume QF(M) := {w € QF(M) : Trgw ist kompakt} anstelle von
QF(M) verwenden definieren wir die Kohomologie mit kompakten Triger durch

ZFM(M) = Ker(d : Q¥ (M) — QFFL (M)
BF(M) := Bild(d : Q"1 (M) — QF (M)
HE(M) = Z§(M)/BE (M)

Beachte dabei, da8 B¥(M) # {dn € QF(M) : n € Q¥=1(M)}, denn z.B. ist fiir
f € CX(R™) mit 0 # f > 0 die Differentialform w := fdz' A--- Adz™ € QP(R")
wegen dem Poincaré-Lemma | 44.5.6 | exakt, aber fiir kein n € Q?~1(R") ist dn = w,

denn nach dem Satz |47.12 ] von Stokes wére dann 0 < [p, w = [p. dn = [;n =0
ein Widerspruch.

Ein direkte Verallgemeinerung dieses Arguments zeigt, dafl es fiir jede orientier-
bare Mannigfaltigkeit M ein wy € Q7(M) mit [,, wo = 1 gibt. Insbesonders ist
H™(M) # 0 fiir alle orientierbaren m-dimensionalen Mannigfaltigkeiten M. Wir
wollen nun zeigen, dal H” (M) = R fiir alle solchen zusammenhéngenden M ist,
also fiir alle w € Q*(M) ein n € Q" 1(M) existiert mit w = (f,, w)wo + dn, und
damit [ : Q7*(M) — R einen Isomorphismus H"(M) = R, [w] — [,, w induziert.
50.12 Lemma.

Es sei v : R™1\ {0} — S™ die Retraktion z +— Tay Und v € X(R™H) das
Vektorfeld v : © — x. Dann ist

. 1
('r' VOlSm)(.’E) = W Ly VOlRm+1 (CC)

1 - Qi 7.0 i m
=0
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Beweis. Da fiir z # 0 derb Tangentialraum 7, R™*! von T} (||z|| S™) und v, er-
zeugt wird, geniigt es beide Seiten auf Vektoren vy, ..., v, aus diesen Teilrdumen
auszutesten.

Falls v; = v, fiir mindestens ein 7 ist, so ist die linke Seite 0, denn T,r - v =
%\t:or(x +tz) = 0 und ebenso die rechte Seite:
1 1
W (LI/ VOIR"L+1)w(- -y Ugy - ) = HSUHTH VOIRerl(Vw, ey Uy ) =0.
Sind andernfalls alle Vektoren v; € T,(||z| S™), so ist Tpr - v; =

||| S™ — S™ ist eine Streckung mit Faktor m Damit sind ebenfalls beide Seiten

gleich, denn nach | 48.1.2 | (siehe auch Aufgabe | EX27 |) ist

”sz“ denn 7 :

m

volgm = incl* (i, (volgm+1)) = incl” (Z(—l)ixi dz® ANz A A dxm)
i=0
und somit
1 1
(r* volgm)z(v1,...,0m) = (volgm) (—vl, cee —vm)
"] ]
1 - ‘ —
= BE (Zr(x)’d:po A Adat /\~~/\d:rm>(vl,...,vm)
T
i=1
1
= W(LV VOlgm+1)z (U1, + « , Um)

50.13 Lemma. Integration nach Polarkoordinaten.
Es sei B := {x € R™* : ||z|| <1} und f € C>(B,R). Dann ist

1
/ f :/ f volgm+1 =/ g volgm mit g :x ’_’/ " f(ta)dt
B B sm 0

Beweis. Sei h : S™ x [0,1] — R gegeben durch h(y,t) := t™ f(ty) und weiters
dt A\ volgm := prj(dt) A pri(volgm) € QmHL(S™ x [0,1]). Wenn wir auf S™ x [0, 1]
die von dt A vol S™ induzierte Orientierung verwenden so ist

/ g VOISHL —/ / tm dt VOISHL —/ hdt N VOISm .
Sgm m S”LX[O,I]

_h( )

Es ist B\ {0} = S™ x (0,1] vermdge ¢ : @ — (5, [lz[|) mit Umkehrabbildung
(y,t) — ty. Mit p(x) := ||z|| ist dann

©*(dt Avolgm) = @™ (pr3(dt) A pri(volgm)) = (pryop)*(dt) A (pry o)™ (volgm)

P (dt) A (Volsm)

foz] & o . —
Z ”meHZ iptda' Ao A dxt Ao Ada™

1 i\ 2 0 m 1 0 m

und fiir  # 0 somit

" (Bt A volge) () = h(p(2)) " (dt A volgm) (@) = [l2]™ f(2) —— da® A+ A da™

[l )™

= f(x)dz® A~ Ndz™.
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Also ist
f=lim ©*(hdt Avolgm) = lim hdt A volgm
/B eNO0 B\aB N0 Jo(B\eB)
= lim hdt A volgm = / hdt A volgm
N0 Jgm x[e,1] Smx[0,1]

:/ g volgm . [

50.6 Theorem.
Fiir jede zusammenhdngende orientierbare m-dimensionale Mannigfaltigkeit M ist
H"(M) = R vermdge [w] — [, w.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, daf BY"(M) der Kern von [, : Q7"(M) — R ist,
d.h. fiir jedes w € Q' (M) mit [,, w =0 ein n € Q" H(M) existiert mit w = dn.
Beh.: Das Theorem stimmt fiir M = R.

Sei w € QL(R) mit [pw = 0. Wegen dem Poincaré Lemma |44.5.6 | existiert ein
f € C®°(R,R) mit w = df. Da Trgw = Trg f' kompakt ist, existiert ein N, s.d.
f sowol auf (—oco,—N] als auch auf [N, +0c0) konstant ist. Wegen 0 = [w =
Jadf = [T pydt = [T f(6)dt = fF(N) — f(—N) ist f(N) = f(~N) und somit
g:=f—f(N)e€CX® und w = dg.

Beh.: Falls das Theorem fiir S™ gilt, so auch fiir R™*1,

Seiw = fda®A---Adz™ € QT R™ ) mit [5,.., w = 0 und 0.B.d.A. sei Trg(w) C
{x : ||z|| < 1}. Wegen dem Poincaré Lemma | 44.5.6 | existiert ein n € Q™(R™*1)

mit w = dn. Nach Aufgabe | EX26 |ist 0.B.d.A.

n(x):/ t" f(tx) dt - E (=)' da® A - A dxt A Adz™
0 i=0

m

==y 1 el y o
Tl ||me+1 / Smf <3||;:||> dS_Z(_l)zml de/\/\ dx* N--- ANdx™
0 i=0
o] [l

t’"f( B |I> - (* volgm ) (2).

Es sei g : S™ — R definiert durch g(x) := fo tmf(tr)dt und B := {x € R™T! :

[|z]] <1}. Da
0 _ 50.13 |
= » w = : = g volgm
R”YL m

existiert nach Voraussetzung ein A € Q™~1(S™) mit g volgm = d\.
Wegen f|gm+1\p = 0 ist

n(z) = /01 g (t”z”) dt - (r* volgm )(z) fir « ¢ B

= n=(gor) -r*volgm =1r*(g volgm) = r*(d \) = d(r*)\) auf R™*1\ B.

Sei nun h € C*(R™*1,[0,1]) so, da h = 0 nahe 0 und hlgm+1\p = 1. Dann ist
h-r*X € QM L (R™*) und

w=dy=d(n—d(h-r* X)) mit (1 — d(h- 7" N)|emeiys = (1 — d(rN)|zmin g = 0.

Beh.: Fualls das Theorem fiir R™ gilt, so fir alle m-dimensionalen zusammen-
hingenden M.
Sei dazu wy € Q7 (M) mit [wy =1 und Trgwy C Bild ¢y fiir eine Karte ¢ : R™ —
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M. Wir zeigen, daB zu w € Q7*(M) ein n € Q1 (M) gibt mit w = (f,, w)-wo+dn.
Daraus folgt insbesonders w = dn fiir alle w mit [w = 0.

Betrachten wir zuerst den Fall Trgw C Bild % fiir eine Karte ¢ : R™ — M: Es
gibt dann endlich viele Karten v; : R™ — M mit Bild; N Bild¥;11 # 0, v die
obige Karte bei wy und weiters v; = v ist. Dazu gibt es w; mit kompaktem Tréger
Trgw; C Bildy;_1 N Bildy; und fwlv = 1. Da das Theorem fiir R™ = Bild ¢;_1
vorausgesetzt ist, existieren n; € Q7 ~1(M) mit Trgn; C Bild;_; und w; —w; 1 =
dn;. SchlieBlich existiert ebenso fiir ¢ := [w ein 741 mit w — cw; = diy1. Daraus
folgt
l l
w=cw+dnqs =... = cwg + chni + dniy1 = cwo + d(771+1 + ch).

i=1 =1

Sei nun w € Q™ (M) beliebig und { f;} eine Partition der Eins, die einer Uberdeckung
mit offenen zu R™ diffeomorphen Mengen untergeordnet ist, dann ist f;w = c;wg +
dn; fiir ein n; € Q7~H(M) und somit w = Y, fiw = (3, ¢;)wo + d >, mi, wobei
Jyw=> ¢ [ywo+ [1,d>;m =, ci, eine endliche Summe. O

50.5 Satz (Hochste Kohomologie).
Fiir zusammenhdngende m-dimensionale Mannigfaltigkeiten M ohne Rand gilt:

R falls M kompakt und orientierbar ist,

0 sonst.

PN {

R falls M orientierbar ist,
0  sonst.

H™(M) = {

Fiir kompaktes orientierbares M haben wir diese Aussage in |49.12 | unter Verwen-
dung des Theorems von Hodge bewiesen. Der nachfolgende Beweis benutzt dieses
nicht.

Beweis. Nach ist H*(M) = R fiir alle orientierbaren M und damit
H™(M) = H™(M) 2R fiir alle orientierbaren kompakten M.

Sei als néchstes M orientierbar aber nicht kompakt:

Da M nicht kompakt ist existiert eine Uberdeckung {Bild; : i € N} fiir Karten
¥;, s.d. jede kompakte Menge nur endlich viele Bild v; trifft (siehe ) und
(durch Umordnen diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl) Bild ¢; N Bild ¢, 1 # 0. Sei
{fi : i € N} eine untergeordnete Partition der 1. Wir wéhlen wieder w; € QI"(M)
mit Trgw; C Bild¢; N Bild ¥, 11 und fM w; = 1. Sei nun w € Q™(M) mit Trgw C
Bild ¢; fiir ein j und ¢ := [,, w. Fiir i > j existieren dann 7, € Q"~'(M) mit
Trgn; C Bildv;, und w = cw; + dn; sowie cw;—1 = cw; + dn; fiir ¢ > j. Somit ist

k 00
w = cwj; + dn; :~~-=ka+zdm:d<zm)

i=j i=j
und 4 := 3772 i m; lokal endlich.
Sei nun w € Q™(M) beliebig. Dann ist f;w wie zuvor, also existiert ein p; €
Q™= 1(M) mit fjw = du; und Trgu; C Ui, Bild ¢, somit ist >, u; lokal endlich

und
w= ijw = Zdug‘ = d(ZMg‘)
j j j

also ist H™(M) = {0}.
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Sei schliellich M nicht orientierbar:

Auf dem Totalraum der Orientierungsiiberlagerung p : M°" — M der Mannigfaltig-
keit M definieren wir die ORIENTIERUNGSVERTAUSCHUNG ¥ : x(x, +w) := (z, Fw)
und damit

QF (M) := {w € QF (M) : x*w = +w}
O (M) := {w € QEM) : X'w = £}

HE(MT) == {w € Q5 (M°") : dw = 0}/{dn : n € Q4" (M°")}
HE (M) o= {w € O (M7 : dw = 0}/{dn : n € Q51 (M)}

Wir behaupten:
QF (M) = Q8 (M) @ QF (M)
H*(M°") = HY (M) & H* (M°T)
p*: HYN(M) == HL (M)
und analog fiir Formen mit kompakten Triger. Sei w € QF(M°T), dann gilt:

1
w= 5((w+x*w) + (w —X*w)) € QF ®QF wobei QF NQF = {0}

= QF (M) = QF (M) & Q5 (M) und
d(Qk) C QAL wegen x*(dw) = d(x*w) = +dw fiir w € QX

= Hk'(MOT) — HE(MOT) @ H_]"C_(MOT)
Es ist p* : QF(M) — QF(M°") injektiv, da p eine surjektive Submersion ist, mit
Bild p*(QF(M)) = QF (M°7):
(€) Weil x*p*w = (po x)*w = prw.
(D) Sei w € QF (M°") und sei U C M°", soda8 p|y : U — p(U) ein Diffeomor-
phismus ist. Sei @[, = ((plv)~)*w. Dann ist @ € QF(M) wohldefiniert, weil
X 'w=w, und p*w = w.
Somit gilt p* : QF (M) = QF (M°) — QF(M°T). Wegen p* od = dop* folgt daraus
p*: HE(M) S HE (M) < H*(M°") und analog p* : H¥(M) = HY (M°7) —
HE(MPT), was die letzte Behauptung war.

X orient.vert.

Sei w € Q7 (M°"). Dann ist [w =0, denn [w = [x*w — [ w. Somit
existiert fiir die orientierte Mannigfaltigkeit M°" nach Obigem ein n € Q™ ~1(M°")
mit w = dn und damit ist w = (w + x*w) = 3(dn + x*dn) = d(ny) mit ny =
in+x™n) € QT;l(MOT), also [w] = [dny] =0 € HY . (M°"). Somit ist H"(M) =
H (M°") = {0}. Und damit fiir kompaktes M auch H™(M) = H(M) = {0}.
Falls hingegen M nicht kompakt ist, so folgt H™ (M) = {0} aus dem orientierbaren
Fall, denn p* : H™(M) — H™(M°") = {0}. O

50.7 Beispiel

Fiir die orientierte zweiblittrige Uberlagerung S™ — P™ sei x die Antipodalabbil-
dung z — —z. Dann ist H*(P") = H%(S™) C H*(S™) analog wie im Beweis von

und somit
fir k #0,n
fir k=0 (da P™ zush. ist)

H*(P") = HF(P")
(P") e () fiir k = n gerade

P e rB e

fiir £ = n ungerade
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In der Tat ist x auf S™ genau dann orientierungserhaltend, wenn n ungerade ist
und somit ist [g, fw = [o, x*w = (=1)"! [, w fir w € Q4(S™), also wie am
Ende des Beweises von HY(S™) = 0 falls n gerade ist und fiir n ungerade ist
H_(S") =0 und damit H"(P") = H}?(S") = H"(S") = R.

50.8 Brouwerscher Fixpunktsatz.
Sei f: B" := {z € R" : ||z|| < 1} — B™ glatt, dann gibt es ein x € B™ mit
f(@) = .

Beweis. Indirekt: Sei f(z) # z fiir alle x, dann gibt es eine glatte Retraktion
r: B" — S"71 dh. r|gn-1 = idgn-1, sei nidmlich r(z) der auf der Seite von
x liegende Schnittpunkt der wohldefinierten Geraden durch = und f(z) mit der
Sphire S™~1. Wir erweitern r zu einer Retraktion gleichen Namens r : R® — S~ 1,
Nun folgt

incl*

anl(Snfl) r R anl(Rn) s anl(snfl)

id T

R R
Das ist ein Widerspruch. O

50.9 Definition (Abbildungsgrad)

Seien M, N zusammenhéngende, kompakte und orientierte Mannigfaltigkeiten von
gleicher Dimension m und sei f : M — N glatt. Der ABBILDUNGSGRAD deg f € R
sei durch folgendes Diagramm definiert:

() ) pmy

2

)

deg f - t<—1t

deg /- [lwl=degf- [w= [H(n)l = [(r70)= [ o

Falls M und N orientierte aber nicht notwendig kompakte Mannigfaltigkeiten glei-
cher Dimension m sind und f : M — N glatt und proper (d.h. die Urbilder kom-
pakter Mengen sind kompakt) ist, so verallgemeinern wir den ABBILDUNGSGRAD
deg f € R durch

wobel

HI'(f)

e
=
=
e
o3
2

deg f -t <—1t
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Beachte dabei, dal f* : QF(N) — QF(M) fiir properes f wohldefiniert ist und somit
auch H*(f) : HF(N) — HE(M).

50.16 Proposition.
Sei f : M — N eine propere glatte Abbildung zwischen zusammenhdngenden orien-
tierten m-dimensionalen Mannigfaltigkeiten und y € N ein requldrer Wert von f.
Dann st
deg f = Z sign, f € Z,
z€f~1(y)
wobei

. f +1 falls Ty f : TyM — T,N orientierungserhaltend,
sign,, f =
Sha =1 fallsTyf : T,M — T, N orientierungsvertauschend ist.

Beachte, dafl nach dem Theorem [68, 21.17] von Sard so ein reguldrer Wert y immer
existiert und weil f proper ist, ist f~!(y) endlich.

Beweis. Sei f~!(y) = {z1,...,7,}. Wir withlen paarweise disjunkte offene Koor-
dinatenumgebungen U; von z;, s.d. f : U; — f(U;) ein die Orientierung erhaltender
oder vertauschender Diffeomorphismus ist. Wir wollen erreichen, dafi V := f(U;)
unabhéngig von i und f~*(V) = |, U; ist. Sei dazu W C ), f(U;) eine kompakte
Umgebung von y. Dann ist W’ := f~'(W)\ U, U; € M\ f~'(y) kompakt und
somit f(W’') ist abgeschlossen und enthélt nicht y. Sei V- C W\ f(W') C N, f(Us)
eine Umgebung von y. Dann ist

F7Hy) S V) S FTHWNFW) = fHWONFTH W) C FH W\ C UU

und indem wir U; durch f~1(V) N U; ersetzen diirfen wir 0.B.d.A. f~1(V) = JU;
und f(U;) C f(f7Y(V)) €V C N, f(U;) C f(U;) also f(U;) = V annehmen.

\\\ p P \\\

| fuy) |

Sei nun w € Q7*(N) mit Trgw € V und f,, w = 1. Dann ist Trg f*(w) C f~1(V) =
(U, Ui und

/Mf*w:Z:/Uif*w:Zi:signxif'/f(Ui)w:zi:signmif-/Mw. O

50.10 Folgerung.

1. deg(f o g) = deg(f) - deg(g).
2. f ~ g zwischen kompakten Mannigfaltigkeiten = deg f = degg.
3. f ist Diffeomorphismus = deg f = +1;

Weiters ist deg f = 1 < f orientierungserhaltend ist.
4. deg f #£ 0 = f ist surjektiv.

Beweis. (1) da (fog)* =g*o f*.
(2) da dann H*(f) = H*(g) nach .
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(3) folgt aus (1) unter Verwendung von deg f € Z nach | 50.16 |.

(4) Sei f nicht surjektiv. Dann ist deg(f) = 0 nach 7 da jedes y € N\ f(M)
regulidrer Wert ist. Direkt sieht man das auch, indem man w € Q™(N) so wihlt,

daB Trgw € N\ f(M) und [, w = 1. Also ist deg f = deg f - [,,w = [, ffw =
[,0=0. O

50.11 Igelsatz.
Sei & € X(S?™). Dann gibt es ein x € S*™ mit £(x) = 0.

Beweis. Indirekt: Sei &(z) # 0 fiir alle . Dann gibt es eine Homotopie zwi-
schen Identitdt und Antipodalabbildung o (dazu verbinden wir  mit —z lings des
GroB(halb)kreises in Richtung &(x)) und somit folgt 1 = deg(id) = deg(o) = —1

siehe | 50.7 |), ein Widerspruch. O
( : D

50.18 Mayer-Vietoris Sequenz fiir Kohomologie mit kompakten Triger.
Sei M =U UV mit UV C M offen, dann existieren lineare Abbildungen 6y, die
die folgende lange Sequenz exakt machen:

= HEU N V) =i ghw) e gE (V) St gh oo v) e
D N UNV) = B U) @ HEPY(V) > HIY (U UV) — ..

mit den Inklusionen iy : U — UUV, iy : V> UUV, juy: UNV < U und
Jv : UNV < V wobei die Abbildungen iy;, ji;, etc. durch Fortsetzen mit 0 gegeben
sind.

Vgl. die mit .

Beweis. Wegen geniigt es die Exaktheit von
0—-QUNV)— Q) s Qk(V)—QfUuV)—0

zu zeigen. Offensichtlich ist die erste Abbildung injektiv. Die zweite is surjektiv,
denn w = hyw+hyw, wobei {hy, hy } eine Partition der 1 sei, welche {U, V'} unter-
geordnet ist. Die Zusammensetzung ist offensichtlich 0, und falls 7, (w1 )+41, (w2) = 0
ist, so ist Trgwy = Trg(ipwi) = Trg(if,ws) = Trgws, also w = wi|uny € QFUNV)
und jj;(w) = wy und ji, (w) = —ws. O

50.35 Bemerkung.

Die Kohomologie H} mit kompakten Tréager ist viel schwerer auszurechnen als H*,
da das Homotopie-Axiom fiir sie nicht gilt. Z.B. ist R™ Homotopie-dquivalent zu
{0} und H2({0}) = H°({0}) = R aber H)(R™) = {0}, denn jedes f € C2°(R™) mit
df = 0 muf} konstant und somit gleich 0 sein. In anderes Beispiel ist H2(S* xR) = R,
da der Zylinder S* x R orientierbar und 2-dimensional ist, aber H2(S') = H?(S!) =

{0}

50.19 Theorem. Die exakte Sequenz eines Paares.
Sei N C M eine kompakte Teilmannigfaltigkeit. Dann existiert eine lange exakte
Sequenz in der Kohomologie:

.. —HYM\ N) — HF(M) — HF(N) 22—
e HRY M\ N) — HY (M) — HFY(N) — .
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Beweis. Beache, dafl
0 — QF(M\ N) — QF(M) 24— OF(N) — 0

nicht exakt bei QF(M) ist, denn Kerincl® enthilt alle w € QF(M) welche auf N
verschwinden, withrend das Bild des Erweiterungsoperators QF(M \ N) «— QF(M)
aus jenen w € QF(M) besteht, welche auf einer Umgebung von N verschwinden.
Deshalb ersetzen wir QF(N) = QF(N) durch QF(N C M), den Raum der Keime
auf N C M von glatten k-Formen. Also QF(N C M) := oy QF(U)/ ~, wobei
U die offenen Umgebungen von N in M durchliuft und w; ~ wy & wy = wy auf
einer Umgebung von N in M.

Dann ist
0— Q¥ M\ N) — QF (M) 22 0F(N C M) — 0
offensichtlich exakt.
Aus folgt nun die Existenz einer langen exakten Sequenz in der Kohomologie:

..— H*(M\ N) — HF(M) — HF(Q"(N C M)) =% HY(M\ N) — ...

Bleibt H(Q*(N C M)) =2 H(N) zu zeigen: Sei dazu p : M 2 U — N ei-
ne tubuldre Umgebung nach [72, 62.9]. Wenn wir eine Metrik g auf p : U —
N wihlen, so sind die Mengen U,, := {£ : ¢g(§,¢&) < n%} eine Umgebungsba-
sis von N und 0* : H¥(U;) — HF¥(N) ein Isomorphismus, da U, Homotopie-
dquivalent zu N ist. Einschrianken QF(N C M) — QF(N) induziert eine Abbildung
H¥(Q*(N C M)) — H*(N). Diese ist surjektiv, denn die Zusammensetzung mit
H®(U;) — H*(Q*(N C M)) ist ein Isomorphismus. Sie ist auch injektiv, denn sei
[w] € QF(N C M) geschlossen mit w € QF(U;) und w|y € QF(N) exakt. Dann
ist 0 = [w] € H*(U;), da incl*([w]) = [w|y] = 0, also w exakt und damit auch
[w] € QF(N C M) exakt, also verschwindet die Kohomologieklasse [[w]] von [w] in
HE(Q*(N C M)).

50.20 Folgerung.
Sei M eine Mannigfaltigkeit mit kompakten Rand OM . Dannn existiert eine lange
exakte Sequenz:

.. —HFM\ OM) — HF(M) — HF(OM) 2
e gL (M O\ OM) — HMY(M) — HMYoM) — ... O

50.33 Folgerung.

Hk(IR{m){R firk=m '
¢ 0 firk#m>0

1. Beweis. Wir wenden | 50.20 | auf den abgeschlossenen Einheitsball M C R™ an.
Dann ist M \OM = R™ OM = S™ ! und H¥(M) = H*(M) = H*({x}) = {0} fiir
k > 0 und somit liefert | 50.20 | fiir £ > 0 die exakte Sequenz

0 — HR(S™1) 2y HAFYR™) — 0
mit Anfang

0—R— H(S™ 1) oy FLR™) -0

wegen H?(R™) = {0}, siehe | 50.35 |. Daraus folgt
R firl<k=m

Hk R™ :Hk:—l Sm—l _
e (&™) (5™ {o fir 1 <k #m
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und
R firm=1
0 firm>1. 0O

1R - {

2. Beweis. (k = 0) haben wir in schon eingesehen.

(0 < k < n) Es sei we€ QF(R™) mit dw = 0. Nach dem Poincaré-Lemma existiert
ein n € QF"1(R") mit dny = w. Sei B ein abgeschlossener Ball mit Trgw C B. Fiir
k = 1 ist also n auBerhalb B konstant, sagen wir ¢, und somit n — ¢ € Q7" }(R")
mit d(n —¢) = dp = w. Ist k > 1 so ist jedenfalls 7|g~\ p geschlossen und, wegen
R™\ B = R™\ {0} und H**(R"\{0}) = H*~1(S"~1) = {0} nach [44.5.13 ], existiert
ein A € Q" 2(R"™\ B) mit dA = n|gn\p. Sei f € C(R",R) mit f =1 auf R™\ 2B
und f = 0 auf einer Umgebung von B. Dann ist f A € Q¥~2(R") wohldefiniert und
n—d(f A) € Q*~1(R") hat kompakten Triiger in 2B mit d(n—d(f \)) =dn =w. O

50.36 Vorbereitung fiir den verallgemeinerten Jordanschen Kurvensatz.
Sei M C R™*! eine kompakte zusammenhingende Hyperfliche. Wir wollen zuerst
zeigen, dal R™*1\ M mindestens 2 Zusammenhangskomponenten besitzt. Sei dazu
vorerst M orientiert. Fiir p ¢ M ist die Windungszahl von M bzgl. p definiert durch

1
I — pll
Es ist wps konstant auf den Zusammenhangskomponenten von R™*1 \ M: Sei
némlich ¢ — p(t) eine Kurve in R™*\ M, dann ist (¢, ) — rp) () eine Homotopie
und somit ¢ — deg(rp|ar) = wa(p(t)) konstant. Bis auf einen Diffeomorphismus

wp (p) = deg(rplar), wobeiry,: x+— (x—p), M—S™

(mit kompakten Triger) ist 0 € M und M nahe 0 durch eine Hyperebene v gege-
ben. Wir behaupten, dafl w,(M) — w,(M) = £1 fiir p, ¢ nahe 0 auf verschiedenen
Seiten von v und somit hat R™*!\ M mindestens zwei Zusammnehangskompo-
nenten. In der Tat ist ¢ — 74| a0} eine Homotopie und fiir z € v mit [|z| <&
ist das Bild eine Polkappe um v die fiir t = 0 zum Aquator degeneriert und dann
in die andere Polkappe mutiert.

0

Erweitern wir diese Homotopie auf ganz M indem wir die Bilder von Punkten nahe
0 konstant nahe dem Pol v halten und die {ibrigen Punkte nicht in die ndhe der
Pole gelangen lassen, so werden Punkte nahe dem Pol —v nicht mehr getroffen. Sei
nun y nahe —v ein reguldrer Wert fiir r4,. Dann besitzt der Endwert (¢t = 1) der
Homotopie ein Urbild 2 nahe 0 weniger als r, und somit ist wps(—v) = wpr(v) +

sign, (r—,) = wpr(v) £ 1 nach .

Sei nun M und N kompakt zusammenhéngend aber nicht notwendig orientierbar.
Wir definieren den mod-2 Grad von f : M — N durch deg,(f) := > yle
Zy :=7/(2Z), wobei y ein regulidrer Wert von f sei.

z€f~1(y

Wir miissen zeigen, daf3 diese Anzahl modulo 2 nicht von der Wahl von y abhéingt.
Seien dazu vorerst fo und f; glatt homotop vermége H : [0,1] x M CRx M — N.
O.B.d.A. ist H(t,z) = fi(z) fiir ¢t nahe ¢ € {0,1} (Ersetze H durch (¢t,z) —
H(h(t),z) mit h konstant nahe 0 und nahe 1). Nach dem Beweis von sind
alle Werte nahe regulidrer Werte selbst regulér (und haben die gleiche Anzahl von
Urbilder). Somit diirfen wir (wegen dem Satz [68, 21.17] von Sard) annehmen, dafl
y ein regulidrer Wert von H und auch von fo und f; ist. Damit ist H~(y) eine 1-
dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R x M die {0,1} x M transversal schneidet.
Die Spur H~!(y) N[0, 1] x M ist somit eine disjunkte Vereinigung von endlich vielen
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zusammenhédngenden kompakten 1-dimensionalen Mannigfaltigkeiten mit Rand C
9([0,1] x M) = {0,1} x M und somit ist die Gesamtanzahl der Randpunkte {(¢, ) :
1 € {0,1}, fi(z) = y} gerade, also ist

Z 1=-— Z 1= Z 1 mod 2
z€f5 " (y) eefi ) wefi (W)
Sind nun yo und y; beides regulire Werte von f, dann existiert eine Diffeotopie
hi von N (d.h. ein Diffeomorphismus der mittels einer Homotopie bestehend aus
lauter Diffeomorphismen mit der Identitéit verbunden werden kann) mit kompakten
Tréiger die yo auf y; abbildet (die Aquivalenzklassen von Punkten bzgl. Diffeotopien
sind offen: betrachte den Fluf3 Flf des Vektorfeld € = f - % mit geeigneten f mit
kompakten Triger) und somit ist hy o f ~ f und y; regulidrer Wert von hy o f und

von f, also |f~ (yo)| = (k1 o f)~*(y1)| = [~ (y1)| mod 2.

Wenn wir die Windungszahl wy,(p) € Zs nun wie zuvor aber mit deg, anstelle von
deg definieren, so kénnen wir den Beweis wie oben fithren und erhalten w,(M) #
wq (M) fur Punkte lokal auf verschiedenen Seiten von M.

50.23 Verallgemeinerter Jordanscher Kurvensatz.

Sei M C R™! cine kompakte zusammenhingende Hyperfliche. Dann ist M ori-
entierbar und R\ M hat genau 2 Zusammenhangskomponenten und M ist der
Rand beider. Inbesonders gilt dies fiir M = S™.

Beweis. Die Kohomologiesequenz des Paares M C R"*! ist wegen
HE (R = HM (M) < HPFAR M) — BIPRS00
—_——— —_——— —_———

=0 ~R =0

Somit ist dim H™(M) + 1 nach | 44.5.8 | die Anzahl der (nach | 50.36 | mindestens 2)

Zusammenhangskomponenten von R"*1\ M. Also ist dim H"(M) > 1 und damit

M orientierbar, also dim H"(M) = 1 nach und damit hat R"*\ M genau

2 =dim H"(M) + 1 Zusammenhangskomponenten.

Da nach den Argumenten aus nahe x € M Punkte in jeder Zusammen-
hangskomponente von R"*1\ M sind, ist M der Rand jeder Komponente. O

50.24 Folgerung.
Weder die projektive Ebene noch die Klein’sche Flasche lqf$t sich als Teilmannig-
faltigkeit von R3 realisieren.

Beweis. Andernfalls wiren sie nach orientierbar. O

50.34 Beispiel.

Selbst fiir orientierbare zusammenhingende 2-dimensionale Mannigfaltigkeiten M
mufl H!(M) nicht endlich dimensional sein. Sei z.B. U := C\Z C R? und V C C die
Vereinigung der offenen Bille um alle z € Z mit Radius % Dannist UNV ~J, S !

und somit liefert die Mayer-Vietoris | 44.3.4 | Sequenz
0— H (U)® {0} = HY(UNV)-20.
Also ist HY(U) 2 HY(UNV) =2 HY(],S') =[[, R = RZ.
50.25 Definition.
Analog zur Poincaré-Dualitit H*¥(M) — H™ %(M)* fiir kompakte zusammen-

hiingende orientierbare M koénnen wir H*(M) — H™ *(M)* fiir allgemeine zusam-
menhiingende orientierbare M definieren. Dazu sei das CUP-PRODUKT U : H¥ (M) x
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HI(M) — HFtI(M) definiert durch [a] U [8] := [a A 8] und die POINCARE-
DUALITAT H*(M) — HM™ *(M)* die vermdge H™(M) = R induzierte lineare
Abbildung.

Eine TRIANGULIERUNG ist eine endliche Familie von diffeomorphen Bildern {o; : i}
des STANDARD m-SIMPLEX A,, := {z € R™" : Vi : 2! >0, 2 = 1}, s.d.
o;No; #0 = o;No; ist eine k-Seite von o; und von o, wobei eine k-SEITE das
Bild der Teilmenge von A,, ist, die durch 0-Setzen von m — k vielen Koordinaten
entsteht. Man kann mit einigen Aufwand zeigen, dafl jede glatte Mannigfaltigkeit
eine Triangulierung besitzt, siche [88] oder [117].

6

1

3

Eine Triangulierung der projektiven Ebene und des Mobiusbandes

50.26 Proposition.
Sei M eine zusammenhdngende orientierte Mannigfaltigkeit. Dann ist die Poincaré-
Dualitit ein Isomorphismus H*(M) — H™=*(M)*.

Beweis (fiir triangulierbare Mannigfaltigkeiten). Falls M = U UV ist mit
offenen U und V, s.d. der Satz fiir U, V und U NV gilt, so folgt aus der Mayer-

Vietoris Sequenz | 44.3.4 | und der dualen der Mayer-Vietoris Sequenz | 50.18 | fiir
kompakte Triager

HY U)o HF-Y(V) = HYUNV) > HY(M) - H*(U)® H*(V) = H*UNV)

| . |

HGPHU) @ HEPH(V)* = HEP (U N V)* = Hy(M)* > H(U)* @ Hi(V)* > H((UNV)*

mittels nachstehenden 5-er Lemma der Satz fiir M selbst, denn wie Aufgabe

EX32 | zeigt kommutiert das Diagramm und die duale einer exakten Sequenz ist
(wie man leicht zeigt) ebenfalls exakt.
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Um dies fiir einen Induktionsbe-
weis zu nutzen wéhlen wir auf
jedem Seitensimplex der Simple-
xe der Triangulierung einen “in-
neren” Punkt, z.B. den Schwer-
punkt. Rekursiv definieren wir ei-
ne Uberdeckung von M durch
disjunkte Vereinigungen Uy, offe-
ner kontrahierbarer Teilmengen
von M wie folgt:

Es sei Uy die disjunkte Verei-
nigung von geeignet gewahlten
kontrahierbaren Umgebungen je-
der Ecke, die keinen der anderen
inneren Punkte enthélt.

Die Menge Uy bestehe dann aus
der disjunkten Vereinigung von
geeignet gewihlten offenen kon-
trahierbaren Umgebungen der
gewihlten Punkte auf den Seiten
der Dimension k.

Explizit kann man das erreichen,
indem man alle Simplexe be-
trachtet, die als Ecken die zuvor
gewahlten inneren Punkte ha-
ben, und zwar von aufsteigend
geordneten Seiten eines Simplex
der Triangulierung.

Nun wéahlt man Uy als die Ver-
einigung aller solcher “offener”
Simplexe die jeweils eine der ur-
spriinglichen Ecken als Ecke ha-
ben.

Und allgemeiner nimmt man fiir Uy, die Vereinigung aller solcher “offener” Simplexe
die jeweils einen der inneren Punkte eines k-Simplexes als Ecke haben.
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Offensichtlich ist o C |J;<;, U; fiir jeden (abgeschlossenen) k-Simplex o und somit
Un—o Ur = M. Weiters ist Uy =| |, R™ und UyNU; ., U; =, ¥ x R™ -+
Klarerweise gilt die Poincaré-Dualitét fiir R™ (denn Hp(R™) = R = H*(R™)* und
0 sonst) und mittels Induktion folgt, daB sie auch fiir S™ x R¥ gilt (Siehe Aufgabe

|EX31]). Da HE (s My) = Tl e, HH (M) und HE (U, My) = @, HF (M)

gilt, folgt sie auch fir Uy N, _, U; und somit mittels Induktion fiir | i< Uj und

i<k Ui
damit auch fir M = U, <giman) Uj- O
5.37 5’er Lemma.
Sei
Al Y1 Ag P2 Ag ®3 A4 P4 A5
fliﬁ fQ\L’i fal f4l2 fsl’i
B, Y1 By P2 Bs V3 B, Lon Bs

ein kommutatives Diagramm mit exakten horizontalen Zeilen. Falls alle bis auf den
mittleren vertikalen Pfeil Isomorphismen sind, so ist es auch dieser.

Beweis.
(fs ist injektive)
fzaz = 0= 0= 3fsaz = fapsas
g} p3as = 0

exakt bei Ag 3 st az = paas
_ : =

= 0= fzaz = fyp2a2 = Y2 foaz
exakt bei Bo
E——— El bl N f2a2 = ’(/jlbl

% 3a1:b1:f1a1
= faaz = Y1 fiar = fapran
EERUIN az = p1aq

exakt bei Ag
——— a3 = P2a2 = P2p1a1 =0
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ay ¥1 as P2 as ¥3 0 °
fll&’ fa |2 fsl f4lu
P P P
by : fa(az) 2 0——>0 U

(f3 ist surjektiv)
bs % Jay : faag = 1P3b3
SRS fpaas = Pafaan = Yatpshs = 0
paaq =0

f5 inj.

exakt bei Ay .
> 3@3.&4:@303

= Y3 fzaz = fapsaz = faas = P3bs
ekt DA Bs. by — faaz = pobo

f2 surj.

> 3 a2 — f2a2
= b3 = fsaz + ¢2b2 = fsaz + V2 faae = f3(as + p2a2)

. as ¥2 as ¥3 ay Pa a0y
leE f3l f4lE ﬁslm
o by P2 b P3 Wsbs Pa 0 0

50.28 Proposition.
Sei KC eine Triangulierung der kompakten Mannigfaltigkeit m und «; die Anzahl der
i-Simplexe von K. Dann ist

() = 3 (~1)as.

%

Beweis. Wir verwenden die im Beweis von konstruieren offene Mengen Uy, C
M, welche disjunkte Vereinigung von «y vielen Mengen diffeomorph zu R™ sind
und fiir die Uy, ﬂUKk U; disjunkte Vereinigung v, vieler zu S¥=1 x Rm—k+1  gk—1

diffeomorpher Mengen sind. Somit gilt nach fiir die Euler-Charakteristik:

X(]EJ]CUj)jLak_ (UU)+XUk (UU>+X(UkmUU)
(UU) P Yoy

Also J<k
X(U Uj) = X(U Uj) + (=
J<k j<k
und damit
=x(U ) =x0+ X (-1ay = 3 (-1)ay. O

50.27 Definition. Thom- und Euler-Klasse eines Vektorbiindels.
Sei p : E — M ein orientiertes k-Ebenenbiindel iiber einer m-dimensionalen kom-
pakten orientierten zusammenhingenden Mannigfaltigkeit M. Das Cup-Produkt

U: H™(E) x HE(E) — H'(E) =R, [a]U[f] = [a A f)
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induziert nach ‘ 50.25 ‘ und ‘ 50.26 ‘ die Poincaré-Dualitét

HY(E) —2 H™(E)", Whﬁdﬂ%ﬁ/aAﬁl
E

Da0: M — FE ein Deformationsretrakt mit Retraktion p ist, ist H™(M) = H™(E),
vermége [a] — [p*(«)] und somit
HFE)= H™E)* =~ H™(M)*

vermoge
8= (1o = [ ans) = (nl= el = [ 5010 5).

Es ist R @ R* =2 H™(M)*, verméoge 1 — fM(: H™(M) — R, [y] — fM'y>. Somit

existiert eine eindeutige Klasse U(p) = [r] € HE(E), die sogenannte THOM-KLASSE
des k-Ebenenbiindels p, mit

p () AT = [ ~fiiralle [y] € H™(M).
fron=],

Die EULER-KLASSE x(p) € H¥(M) des k-Ebenenbiindels p ist dann als
x(p) :=0"(U(p)) = s*(U(p))

definiert, wobei 0 : M — FE der 0-Schnitt bzw. s ein beliebiger (klarerweise dazu
homotoper) Schnitt von p ist.

Falls p : E — M einen nirgends verschwindenden Schnitt s besitzt, so ist x(p) =
(K -s)*(U(p)) = 0, wobei K so grof gewéhlt wurde, dal Bild(K - s) N Trg(r) = 0
fir [7] = U(p).

50.29 Proposition.

Sei M eine zusammenhdngende kompakte orientierte m-dimensionale Mannigfal-
tigkeit. Sei weiters p: E — M ein orientiertes k-Ebenenbiindel, E, seine Faser fiir
r € M und j, : E, — E die Inklusion.

Dann ist die Thom-Klasse U(p) = [r] das eindeutige Element aus H¥(E) mit
Jg, Js(T) =1 fir allex € M,

Beweis. Es sei U = [r] € HF(E) die Thom-Klasse von p. Sei weiters u € Q™ (M)
mit [,, u =1, dann ist [, p*(u) AT = [, # = 1 nach Definition von U. Sei nun
W = R™ eine offene Teilmenge von M fiir welche E|y trivial ist, also 0.B.d.A.
Elw = W x R¥ und p = pr; sowie j, : v — (x,v). Dann existiert ein K > 0 mit
Trg(7]p-1(w)) €W x {v: |lv|]| < K} und sei vorerst Trg(u) € W. Die Kontraktion
von W auf € W induziert eine glatte Homotopie H : W x R¥ x I — W x R*
mit Hy = id und H; = (konst,, pry) = j, o pry. Es gilt Trg(H*7) C HY(Trg7) C
{(y,v,t) : |v|| < K}. Damit ist Trg(A) C {(y,v) : |lv]] < K} fiir A := (I} ot 0
H*)(1) € Q(W x R¥) und damit nach dem Beweis von

(Jz 0 pr2)"T — 7 = (H1)*(7) = (Ho)"(7) = dA.

Somit ist (siehe Aufgabe | EX28|)
/ p*(u)AT:/ prTuAprSJ';Tf/ pr’{uAdA:/ u'/ JaT
W xRE W xRE W xRE w RE

denn pri p A dX = +d(pri p A X) und damit [i, . prypAdA = =% [, e d(pri pA
A) = 0. Folglich ist ka Jx7 unabhéngig von € W und wir bezeichnen diesen Wert
mit [, j*7. Aus [pp*(u) AT = 1 und [, p = 1 folgt [, j*7 = 1 nun mittels
Partition der 1, d.h. U hat die gewiinschte Eigenschaft.
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Nun zur Eindeutigkeit: Wegen HY(FE) = R gilt U’ = cU fiir jedes andere U’ €
HF(E) mit einem ¢ € R. Hat dieses auch die geforderte Eigenschaft so folgt j:U’ =
Ja(cU) = ¢j3U und somit folgt ¢ = 1 wegen [, jiU' =1= [, jiU. O

50.30 Definition. Index eines Vektorfelds in einer isolierten Nullstelle.
Sei € ein Vektorfeld auf einer offenen Menge U C R™ mit isolierter Nullstelle 0.
Dann ist der INDEX von £ bei 0 definiert durch

ind(€) = deg(r ofoi:SMt s U\ {0}~ R™\ {0} smfl),

wobel r(x) := HTIHJC und i : S™~! — U\ {0} die Einbettung einer samt ihrem
Inneren in {0} U£~1(0) C U enthalten Sphiire ist. Dieser Index ist invariant unter
Diffeomorphismen: In der Tat, wenn A ein orientierungserhaltender Diffeomorphis-
mus mit ~(0) = 0 ist, dann ist

h(tzx) -
Hint) = : furt >0
R (0)(z) sonst

eine glatte Homotopie zwischen h und A'(0) lokal um 0, und, da GL, (R™) zusam-
menhéngend ist, ist weiters h'(0) glatt homotop zu id. Somit ist r 0 & ~ r o h*¢ auf
R™\ {0} nahe 0 und damit deg(r o oi) = deg(roh*€ o) fiir h*¢ := (Th) tooh.
Um das auch fiir nicht-orientierungserhaltende h zu bekommen geniigt es spezi-
ell h: (2b,..., 2™ L a™) — (21,..., 2™ L, —2™) zu betrachten. Dann ist h*¢ =
h='o&oh und somit 7o h*¢oi=roh tofohoi=h"torofoioh also

50.10.1
deg(roh*¢oi) =deg(h ™t orooioh)

deg(ro&oi).

Das radiale Vektorfeld x — x hat offensichtlich Index 1 bei 0. Allgemeiner hat ein
lineares Vektorfeld £ am R™, welches diagonalisierbar mit k£ negativen und m — k
positiven Eigenwerten ist, Index (—1)*, denn bis auf lineare orientierungserhaltende
Isomorphismen ist es von der Form

(X1, @m) = (21, ooy =Ty Tt 1y - oy Ty

und hat eingeschriinkt auf S™~1 Abbildungsgrad (—1)* (e, ist regulirer Wert von
€oi=rofoimit einzigen Urbild e,, und det(T,, &|gm-1) = (—1)).

Fiir ein Vektorfeld ¢ auf einer Mannigfaltigkeit mit isolierter Nullstelle = definieren
wir den INDEX ind, £ als indg ¢ fiir eine Kartendarstellung £ von & zentriert bei z.

50.31 Proposition.

Sei M eine kompakte orientierte zusammenhingende Mannigfaltigkeit und [u] €
H"(M) mit [, p=1. Sei & € X(M) ein Vektorfeld mit nur isolierten Nullstellen.
Dann st

X(mar : TM — M) = ( 3 ind, g) 4] € H™(M).
z€£~1(0)

Beweis. Sei [r] € H¥(TM) die Thom-Klasse von p = w5 : TM — M. Wegen
x(mar) = €([7]) miissen wir [}, £(7) = 3, ce-1(g) inds € zeigen. Sei £71(0) =:
{x1,...,2} und U; zu einem abgeschlossenen Ball diffeomorphe Kartenumgebun-
gen von x;, also TM|y, = U; x R™ trivial. Somit existiert ein K > 0 (0.B.d.A.
K = 1) mit Trg(r|y,) € {(z,v) : |jv]| < K} fir alle i. Durch eine Homothe-

tie kénnen wir erreichen, daf8 ||&,| > 1 fir all « ¢ (J, U; gilt, d.h. Trg(¢*r) C
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£ Y (TrgT) CUZ 1 u(U;). Damit ist

| e =i/U & ()

und es geniigt fU = ind,, £ zu zeigen. Der Einfachheit halber lassen wir den

Index 7 im Rest des Bewelses weg. Im Beweis von | 50.29 | haben wir pr3 j27—7 = d\
fiir ein A € QU x R™) mit Trg(A) C {(y,v) : ||v]| < 1} gezeigt. Fiir alle y € OU gilt
[I€y1l > 1 und somit A(§,) = 0, also ist

/Us* /s Przjo*/Uf*d/\:/Uf*Pr;j;T*/ A= /5 pryjir.

Wegen dem Poincaré- Lemma ist jir = dp fiir ein p € Q™" Y(R™). Fiir
ye U\ {z} sei £(y) := Ii(y ‘«f( y). Dann ist |sp glatt homotop zu |y und somit

/E prQJmT—/é“*prédp:/ E*prép:/ E*przp:/ (pryof)*p
U U U S(Sm—1)
:/ (prQOEOL)*p:dcg(rogoQ-/ p=ind, & -1,
S7n—1 Smfl

denn mit D := {v € R™ : |jv|| < 1} ist
/ pz/ p:/dp=/127=/ JaT L0
Sm—1 oD D D m

50.32 Proposition.
Sei M eine kompakte orientierte zusammenhdngende Mannigfaltigkeit und € €
X(M) ein Vektorfeld mit nur isolierten Nullstellen. Dann ist

X(M) = md ¢ = / (ma0).

$€§

Beweis. Fiir € Q™ (M) mit [,, p =1 gilt nach fiir jedes Vektorfeld &

> indg &[] = x(mar)

z€£=1(0)
und somit
ind, & = / Z ind, -pu = / X(mar).
M 1
w€§ z€E~1(0)
Es geniigt also eine Vektorfeld £ zu finden mit
X(M)y= > ind, &

z€£~1(0)

Wir verwenden dazu eine endliche Triangulierung und wie im Beweis von | 50.26 | auf

jedem Seitensimplex einen “inneren” Punkt. Nach ist x(M) = > (=1 ko,
wenn «y, die Anzahl der k-Simplexe bezeichnet. Das Vektorfeld mit genau diesen
Punkten als Nullstellen wihlen wir nun rekursiv auf den k-Simplexen so, dafl es die
gewéhlten inneren Punkte als Senken hat.
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Der Index so eines Vektorfelds ¢ ist (—1)* in diesen inneren Punkten der k-Simplexes

nach dem in Gesagten und somit ist
S inde€ =Y (-1 ap = x(M). O
k=0

z€€~1(0)

50.37 Zeitabhingige Vektorfelder.

Sei £ ein zeitabhéingiges Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit M, d.h. eine Abbil-
dung £ : R x M — TM mit mp; 0§ = pry. Fiir t € M bezeichen wir mit & das
Vektorfeld « — £(¢t, x) auf M. Durch

ERXxM—-TRxM)=TRxTM, (tz)— (i,g(t,@)

ist dann ein (zeitunabhéingjges) Vektorfeld auf R x M gegeben, welches nach [72,
28.3] einen lokalen Fluf F1° besitzt, d.h.

Flé(t,x; 0) = (t,z) und 62 Flé(t,x; s) = g(Flé(t, x;s)).
s
Insbesonders ist (pr; oFlé)(t, x;0) =t und a%(pr1 oFlé)(t,x; s) =1, also
(pry o Flg)(t, x;8) =t+s.
Sei F1(z, s) == (pry OFlé)(O, ;s). Dann ist F1°(z,0) = z und

82 FI¢(z,s) = 8g(pr2 OFlg)(O, x;8) = §<Flé(0, x; s)) = 5(0 + 5, F1°(z, s)),

s s

also s +— Flg(w,s) die Integralkurve des zeitabhingigen Vektorfelds £ die bei x
startet. Wir setzen wieder F1(z) := FI1¢(z,t). Beachte jedoch, daB FI° trotz der

benutzten Bezeichnung NICHT die Flueigenschaft Flf s = Flf o F1§ besitzt.

Der Einfachheit halber setzen wir nun M als kompakt voraus. Dann ist F1¢ glo-
bal definiert. Sei nun w € QF(M) dann ist ¢ — (F1$)*w eine glatte Kurve in
(den lokalkonvex Vektorraum) Q% (M), oder #quivalent fiir jedes z € M ist t ~—
((F1%)*w)(z) eine glatte Kurve in den endlich dimensionalen Vektorraum AFT, M* =
Lk (T, M;R).
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Beh.: 2 (FIf)*(w) = (FIf)*(Le,w)
Der Kiirze halber setzen wir ¢; := Flf. Fir z € M ist

% L (Sﬂt+s o (@t)_l)(x) = % i @t+s((¢t)_1($)) = &t40 (@t((@t)_lw))
a t
=&(z) = 25|, FI3' (z)
und somit ist

G (@) = 5@ = F| (o))
_ 9 o (¢0)™) (w
= 55| @) (e (07 @)
=00 (35| (oo (0™ @) = ) (| fy(e)
= (FIf)" (Lew).

50.38 Darboux’s Theorem.

Es seien wy und wy symplektische Formen auf einer Mannigfaltigkeit M und x € M
mit wo(z) = wy(z). Dann existiert ein lokaler Diffeomorphismus f von M bei x mit
f*(w1) = wo lokal um x.

Beweis. Wir betrachten die Gerade t — w; := wo +t(w1 —wp) € Z2(M). Es geniigt
eine Kurve ¢ — ¢; € Diff (M) zu finden mit (p;)*(wy) = wp. Fiir das zugehorige
zeitabhingige Vektorfeld & (z) := £(t, @) := 2-s(x) wiire FI¢ = ¢, und somit

0= pwn = (@0 @) = (500" ) @) + (0" ()

(¢e)” (ﬁgtwt + w1 — wo).

Da ¢, lokale Diffeomorphismen sind, ist dies (wegen dw, = 0) dquivalent zu dig,w; =
Lewp = wy — wi.

Wegen d(wp —w1) = 0 existiert lokal ein A mit dA = wg — wy und, da w; lokal um x
(wegen wo(z) = w1 (x)) nicht degeneriert ist, ein eindeutiges lokales zeitabhéingiges
Vektorfeld ¢ — & mit i¢,w; = A. Wenn wir ¢, := Flf setzen, so ist

0 . *
2 (60 (@) = (e0)* (digwe + w1 —wo ) = ()" (dA +w1 = w0 ) =0,
also (p¢)*(wi) = wo fiir alle ¢ und insbesonders ¢} (w1) = wo. O

50.39 Folgerung.
Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Dann existieren lokale Koordinaten
(¢, ....pY...) auf M mit w =31, dq* Adp® lokal.

Beweis. In [72, 14.9] haben wir gezeigt, daf} lokale Koordinaten ¢»—! = (¢',...,p!,...

auf M existieren s.d. w = Y1, dg" Adp', i.e. ¥*(w) = Y1, dz' Ada"T" € Q*(R?"),
in einem Punkt gilt. Nach existiert weiters ein lokaler Diffeomorphismus ¢
des R?" mit ¢*(¢*(w)) = Y1, dz’ A da™"" lokal um diesen Punkt. In den neuen
Koordinaten (¢',...,p',...) := 1 oy ist somit w = Y 7, dg’" A dp’ lokal. O
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Damit kénnen wir die letzte Aussage iiber die Beschreibung der Hamilton’schen
Vektorfelder aus prizise machen. Fiir Riemmann-Mannigfaltigkeiten (M, g)

erinnere man sich dazu an

—>>H1 4>0

COO M R grad

- ﬂl~
// \ /

55 Hl

M) — > @*(M)

0

mit exakten oberen und unteren Rand. Dabei ist §§ = i¢g fiir jedes Vektorfeld &
und Xy (M) :={{ € X(M) : digg = 0}.

50.40 Proposition.
Es sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Dann existiert folgende exakte
Sequenz von Lie-Algebren:

0— H°(M) — C®°(M,R) — X,(M) — H'(M) — 0,

wobei X,(M) :={ € X(M) : Lew = 0} die Unter-Lie-Algebra von X(M) der lokal
Hamilton’schen Vektorfelder ist, C>°(M,R) mit der Poisson-Klammer und H°(M)
und HY (M) Abel’sche Lie-Algebren sind.

Beweis. Die Abbildung H(M) — C°°(M,R) ist die Inklusion der lokal konstan-
ten Funktionen. Die Abbildung C*°(M,R) — X(M) ordnet jeder Funktion f das
zugehdrige Hamilton’sche Vektorfeld Xy mit ix,w = df zu, siehe und hat
wegen Lx,w = dix,w +ix,dw = d’f + ix;0 =0 Werte in X,,(M). Die Abbildung
X,(M) — HY(M) ist durch € — [icw] geben und wegen dicw = Lew — igdw = 0
wohldefiniert.

Wir zeigen zuerst die Exaktheit als lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen:

Bei HO(M) ist das offensichtlich und auch bei C*°(M,R), denn f € C*°(M,R) ist
genau dann in H°(M), wenn es lokal konstant, also df = 0 ist, und das ist wegen
df = ix,w und der nicht-Degeneriertheit von w mit Xy = 0 dquivalent.

Exaktheit bei X, (M) gilt, denn [icw] = 0 & 3 f € C°(M,R) : jew = df, ie.
&= Xy.

Exaktheit bei H!(M) gilt, denn sei [o] € H'(M) (also da = 0). Dann existiert ein
&€ X(M) mit tew = . Esist £ € X,(M), denn Lew = digw + t¢dw = da+ 0 = 0.

Offensichtlich ist jeder Vektorraum (also insbesonders H°(M) und H'(M)) mit der
Lie-Klammer [, _| := 0 eine Lie-Algebra.

Es ist X, (M) eine Teil-Lie-Algebra von X(M), denn fiir £, € X, (M) ist Li¢ jw =

[ﬁg, En]w = Ego - LnO =0.
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Die PoIsSON-KLAMMER auf C*° (M, R) ist definiert durch {f, g} := w(Xy, X5) =
ix,;ix,w =1ix,dg = Lx,g. Es vertauscht f — X die Klammern, denn
iX{f,g}w = d({f,g}) = d(ﬁng) = fodg = ﬁxfixgw — in ﬁxgw
——
=0

|
Z[vaxg]w

= [Lx;,ix,w
also ist Xy g = [Xy, Xy]. Die Poisson-Klammer macht C°°(M,R) zu einer Lie-
Algebra, denn

{fag} = (,d(Xg, Xf) = _w(ngXf) = _{gv f}
{fi9hh} = Lxp b = Lixp.x,)h =[x, Lx, 10
= (‘CXf‘CXg - l:Xg‘CXf)h = {f7 {ga h’}} - {97 {f7 h}}
Die Inklusion H°(M) — C°°(M,R) ist ein Lie-Algebra-Homomorphismus, denn
{f.9} =ix,dg =0 falls g € H'(M).

Schliefllich ist £ — [iew] auch ein Lie-Algebra-Homomorphismus, denn fiir &, €
X, (M) ist

42.7
i[&n]w [,Cg, in]w = (,Cgin — inﬁf)w = E&inw =1 dz’nw +di5inw,
~——
=0
also [if¢ ,jw] = 0. O

50.41 Proposition.

FEs seien wg,w; € Q™(M) zwei nirgends verschwindende Differentialformen auf
einer kompakten orientierbaren Mannigfaltigkeit M mit fM wo = fM w1. Dann exi-
stiert ein (Orientierungs-erhaltender) Diffeomorphismus ¢ : M — M mit ¢*(w1) =
wo -

Beweis. Wie im Beweis von betrachten wir wy := wg + t(wy — wg). Wegen
Jorwo = [ wi ist [wo —wi] = 0, also existiert ein A € Q™M) mit d\ = wp — w;.
Da w; nirgends verschwindet existiert ein eindeutiges zeitabhéngiges Vektorfeld
t — & mit i¢,wy = A und somit gilt fiir ¢, := Flf die gewiinschte Beziehung

(p1)*(w) = wo wie im Beweis von | 50.38 |. O

Als Folgerung erhalten wir die nicht-lineare Version von GL(m)/SL(m) = R*:

50.42 Folgerung.

Es sei M eine kompakte orientierte zusammenhdngende Mannigfaltigkeit und wy €
Vol(M) := {w € Q™(M) : [,,w = 1 und w verschwindet nirgends}. Weiters sei
Diff (M) die Gruppe der Orientierungs-erhaltenden Diffeomorphismen von M und
Diff,, (M) die Untergruppe der wo-erhaltenden Diffeomorphismen. Dann induziert
die Abbildung ~y : f — f*(wo) eine Bijektion zwischen dem durch die Linkswirkung
der Untergruppe gegebene Orbitraum Diff . (M) / Diff,,, (M) mit Vol(M).

Es kann gezeigt werden (siehe [73, 43.7]), daf} dies ein Diffeomorphismus ist.
Beweis. Wegen | 50.41 | ist «y surjektiv. Weiters ist

1(f) =7(9) & f(wo) = g"(wo) & wo = (9of~")"(wo) & ¢ := gof " € Diff,, (M),
also induziert « eine Bijektion Diff { (M)/ Diff,, (M) — Vol(M). O

andreas.kriegl@univie.ac.at © 28. Januar 2010 111



19.6 50. ANWENDUNGEN DER INTEGRATION AUF DIE KOHOMOLOGIE

19. Topologisches iiber Mannigfaltigkeiten

19.5 Lemma (Topologie von Hausdorff Mannigfaltigkeiten).

Sei M eine Hausdorff C*°-Mannigfaltigkeit, dann gilt:

1. M ist lokalkompakt (d.h. ¥ © € M 3 U,, sodafi U, kompakt ist; anders
gesagt: es gibt relativ-kompakte Umgebungen,).

2. Die C*°-Funktionen M — R trennen Punkte. Sie trennen sogar Punkte von
abgeschlossenen Mengen (d.h. fir x ¢ A, wo A abgeschlossen ist, existiert
ein glattes [ : M — R, sodaf f(x) = 1 und f(y) = 0 fir alle y € A).

Insbesondere ist M also vollstindig regquldr.

Beweis. (1) Sei x € M und ¢ ein Karte um = mit Dom¢ C R™ offen. O.B.d.A.
gelte ©(0) = x. Sei W, C R™ eine Kugel um 0, wobei W, C Dom ¢ kompakt ist.
Dann ist ¢(W,) eine offene Umgebung von x, und (W) ist kompakt in M, da ¢
stetig ist. Also ist (W) = (W) und somit kompakt.

(2) Sei z ¢ A und A abgeschlossen, dann existiert eine relativ-kompakte Umgebung
W, von x, deren Abschlufl ganz in einer Karte ¢ liegt. Somit ist

e (x) € T (Wa) C o7 (Wy)

wobei ¢~ 1(W,,) offen und ¢~ (W,,) kompakt sind. Da p~1(z) ¢ ¢ ~1(A) ist, gibt es
ein r, sodafl

{y eR™ :d(y,¢ " (2)) <r} C o ' (W,) und
{y eR™ 1 d(y, o ' (z)) <r}ne (A) =0.

Aus Satz [72, 18.7] wissen wir, daf es eine glatte Abbildung f : R™ — R gibt,
sodafl

fle7H(x)) =1und Trg f C {y € R™ :d(y, o~ '(x)) <7}
Setzen wir nun g : M — R mit

[ fe7(2)) falls = € Bild g
9le) = 0 sonst.

Dann ist g(z) =1 und A C (M \ Trgg), also g = 0 auf A. Da f und ¢ beide glatt
sind und g| iy = 0 ist, ist auch g glatt. Das war die Behauptung. O

18.3 Definition (Parakompaktheit)

FEin topologischer Raum X heifit PARAKOMPAKT, falls es fiir jede offene Qberdeck—
ung U von X eine lokal-endliche Verfeinerung V gibt. D.h. V ist eine offene Uberdeckung
von X mit den Eigenschaften:

1. Fir alle VeV gibt esein U € Y mit V C U (“Verfeinerung”).
2. Fiir alle z € X gibt es ein U,, sodafl hochstens fiir endlich viele V' € V gilt:
U, NV #§ (d.h. ist lokal-endlich).

Eine grofie Klasse von Beispielen fiir parakompakte Réume liefert uns das

19.6 Satz (Parakompakte Mannigfaltigkeiten).
Sei M eine Hausdorff C*°-Mannigfaltigkeit, so sind dquivalent:

1. M besitzt C*°-Partitionen der Eins.
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2. M ist METRISIERBAR, d.h. es existiert eine Metrik, welche die Topologie
erzeugt.

3. M ist parakompakt, d.h. zu jeder offenen Uberdeckung existiert eine lokal-
endliche offene Verfeinerung die M tberdeckt.

4. Jede Zusammenhangskomponente ist c-KOMPAKT, d.h. sie ist Vereinigung
abzdhlbar vieler kompakter Teilmengen.

5. Jede Zusammenhangskomponente ist LINDELOF, d.h. zu jeder offenen Uber-
deckung existiert eine abzdhlbare Teiliiberdeckung.

Bemerkung (andere topologische Eigenschaften).

Es besitzt nicht jede (zusammenhéngende) Hausdorff C*°-Mannigfaltigkeit die oben
genannten Eigenschaften wie z.B. der folgende “lange Halbstrahl” zeigt: Sei 2 die
Menge der abzéihlbaren Ordinalzahlen (also die kleinste iiberabzihlbare Ordinal-
zahl),

Betrachtet man  x [0,1) \ {(0,0)}, versehen mit der lexikographischen Ordnung,
d.h. ((o,t) < (B8,5)) © (o < B oder (¢« = f und t < s)). Diese “Linie” kann mit
der Ordnungstopologie zu einer C°°-Mannigfaltigkeit gemacht werden, die zwar
Hausdorff, aber nicht parakompakt ist, siehe [102, Vol.I, Appendix A]

Fiir metrische Rdume sind bekanntlich die Eigenschaften Lindeltf, separabel und
das 2. Abzihlbarkeitsaxiom (d.h. Existenz einer abzihlbaren Basis der Topologie)
dquivalent (siehe [63, 3.3.1]).

Oft wird bei Mannigfaltigkeiten schwécher nur Separabilitit vorausgesetzt (z.B.
[5] und [80]), allerdings wurde in [14] durch Modifikation der Fliche von Priifer
gezeigt, dafl es nicht-metrisierbare separable analytische Flichen gibt:

Die modifizierte Flidche S von Priifer ist der Quotient von | |, R?/ ~, wobei

r=a falls t =t/

x, 7t ~ wl7 /;t, = = /und
(z,y;t) ~ (2", 9'5t) y=y xy+t =2y +t andernfalls
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Dies ist eine separable (Q? liegt dicht) Hausdorff’sche analytische Fliche, die das 2.
Abzihlbarkeitsaxiom nicht erfiillt, denn | |5{(0,0)} ist iiberabzéhlbar und diskret.

t=1

—

_—

t=0

(111
L]
L1
L]
1]
1
(111
(T 1]
[ 1]
L[]

Andererseits wird bisweilen (z.B. [113], [59] und [12]) stirker das zweite Abzdhlbar-
keitsaxiom fiir die ganze Mannigfaltigkeit vorausgesetzt. Dies impliziert aber, dafl
nur abzdhlbar viele Zusammenhangskomponenten vorliegen und somit z.B. Satz
[68, 30.11] falsch wird, wie die Blidtterung des Torus mit irrationalen Anstieg zeigt.

Beweis des Satzes . (1=-2) Mittels C'*°-Partitionen der 1 konnen wir loka-
le Riemann-Metriken zu einer globalen Riemann-Metrik verkleben. Nach [72, 32.3]
liefert diese eine die Topologie erzeugende Metrik d auf den Zusammenhangskom-
ponenten von M. Durch

- { 1i(f(’f)y) fiir x und y in der gleichen Zusammenhangskomponente

dlx,y) =
(@9) 1 fiir  und y in verschiedenen Zusammenhangskomponenten

ist dann eine die Topologie erzeugende Metrik auf ganz M definiert.

(2=3) Sei W eine offene Uberdeckung. Mittels Auswahlaxiom (siehe [63, 1.3.9])
versehen wir ¥V mit einer Wohlordnung <. Fiir W € W und n € N sei W), :=
U.enrry,, Ury2n(z) wobei U,.(x) den offenen Ball um x mit Radius r bezeichnet und

(i) YVW:z¢V
My, =<zeX: (i) Vi<nVVeW:xzgV

(i17) Usjon(z) W
Dann ist {W,, : W € W, n € N} eine lokal-endliche Verfeinerung von W:
Verfeinerung: W, €W, da Uy jon(x) C Ugjon () € W fiir 2 € Myy,y,.
Uberdeckung: Sei z € X,V :=min{W e W:2z € W}, 3n €N: Usjon(z) CV =
entweder (ii) und somit x € My, C V,, oder x € Wj fiir ein j < n und ein W € W.
Lokal-endlich: Sei x € X und V:=min{W e W: In:z e W,},dh. In:z eV,
und somit 3 j : Uygi(x) C V.
Beh.: i >n+j=VW eW: Uyjonii(x) N W; = 0.
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Wegen i > n ist Vy € My, : y ¢ V,, nach (ii) und somit d(y,z) > 2/27 wegen
Usjoi(x) € V. Aus n+j > j und i > j folgt somit

U1/2n+j ()N U1/2i (y) C Ul/Qj ()N Ul/Qj (y) = (), also U1/2n+j ()NW; = 0.

Beh.: i < n + j=Uj jon+i(x) N W; # () fiir hochstens ein W e W.

Seip € W; und p' € W/ fiir W,W' e W, 0.B.dA. W <W';dh. 3ye My, :p €
Ui /2 (y) und somit Us/oi(y) € W nach (iii) und 33" € My ; : p’ € Uy o:(y’) und
somit y' ¢ W nach (i). = d(y,y’) = 3/2' = d(p,p') = d(y',y) —d(p,y) —d(p',y") >
1/2 > 2/2"%7 im Widerspruch zu p,p’ € Uy jan+s ().

Folglich wird Uy jon+s () nur von endlich vielen W; getroffen.

(3=4) Sei My eine Zusammenhangskomponente von M. Es existiert eine Uberdeckung
mit relativ-kompakten Mengen (vgl. Lemma ) Diese kann, da M, parakom-
pakt ist, als lokal-endlich angenommen werden. Sei U so eine Uberdeckung, dann
gilt sogar:

{U el :UNW # 0} ist endlich fiir jedes W € U,

denn zu jedem x € W existiert ein V,, soda V, nur endlich viele U € U trifft. Da
W kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung {V,,..., Vs, } von W. Sei
U €U mit UNW # . Somit existiert ein i, sodal U NV,, # 0. Fiir die endlich
vielen i tritt dieser Fall jeweils nur fiir endlich viele U € U ein, also ist auch

{Uelu:UnNnW #£0}
endlich.

Wir wéhlen nun ein Wy € U. Sei W5 die Vereinigung iiber jene endlich vielen U € U,
deren Schnitt mit Wy # () ist.

Induktiv sei nun W,, die Vereinigung iiber jene U € U, deren Schnitt mit W, _1 # (§
ist. Jedes W; ist Vereinigung endlich vieler relativ-kompakter Mengen, also selbst
relativ-kompakt. Ist W := |J,, Wy, so ist W offen. Wir wollen zeigen, dafl W = M.
Dafiir geniigt es zu zeigen, dal My \ W offen ist. Sei also = ¢ W, dann existiert
ein U € U mit z € U. Klarerweise gilt U N W = (), sonst gibe es ein n, sodafl
UNW, #0,also x € U C W,11 C W. Dies ist ein Widerspruch.

Nun ist also My = W U (M \ W), und sowohl W als auch My \ W sind beide
offen. Da My zusammenhingend ist, mul W oder My \ W leer sein. Aber W # 0,
also Mo \ W = 0, und somit ist My = W. Die Gleichung My = |J,, W, zeigt die
o-Kompaktheit von Mj.

(4=-5) Sei X eine Zusammenhangskomponente, also X = J,, .y K7 mit kompakten
K,,. Jede offene Uberdeckung U von X besitzt soit eine endliche Teilitberdeckung
U, von K,,. Und somit ist L_JnEN U, eine abzdhlbare Teiliiberdeckung von X, d.h.
X ist Lindelof.

(5=-1) In [72, 18.2] wurde ein Beweis fiir die Existenz von C'*°-Partitionen der Eins
gegeben, der als Voraussetzung Lindelof und die Existenz von C'°°-Funktionen mit
beliebig kleinen Tragern verwendet. Letzeres ist wegen | 19.5.2 | ebenfalls gegeben.

Dies ist eigentlich ein Satz iiber lokalkompakte Hausdorff-Rdume (wenn man C°°-
Partitionen duch stetige Partitionen in | 1 | ersetzt). Allerdings kann man den Beweis
von (1 = 2) in dieser Allgemeinheit so nicht fithren, sondern (4 = 5) folgt unittelbar
aus den Metrisierungssatz [63, 3.3.10] von Nagata und Smirnov und (1 = 3) gilt
offensichtlich: Sei némlich I offene Uberdeckung und F zugehérige Partition der
Eins. Dann existiert fiir jedes x € M eine Umgebung U, sodal I := {f € F :
Trg f NU, # 0} endlich ist (dies entspricht der 2. Bedingung fiir eine Partition der
Eins). Somit ist ({x : f(z) > 0}) s eine lokalendliche Verfeinerung von U. O
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Zum Abschluf} dieses Exkurses in die Topologie noch einige Bemerkungen zur Di-
mensionstheorie (Fiir detailliertere Ausfithrungen siche [26]):

19.7 Definition (Uberdeckungsdimension)

Sei X ein parakompakter Hausdorffi-Raum. Man sagt die UBERDECKUNGSDIMEN-
SION von X ist hochstens n (kurz: UD-dim X < n), falls es zu jeder offenen
Uberdeckung von X eine offene Verfeinerung der Ordnung n + 1 gibt. (U heifit
VON ORDNUNG n + 1, wenn der Durchschnitt iiber n + 2 verschiedene Mengen aus
U immer leer ist.) Per Definition ist UD-dim X = n < UD-dim X < n, aber nicht
UD-dim <n —1.

19.8 Satz (Eigenschaften der Uberdeckungsdimension).
Es gilt:

1. UD-dim[0,1]" = n.
2. Wenn A abgeschlossen in X ist, dann gilt
UD-dim A < UD-dim X.
3. Fir eine lokal-endliche abgeschlossene Uberdeckung A von X gilt:
UD-dim X < sup{UD-dim A : A € A}.

Ohne Beweis, siehe [26, S.295,268,278]

19.9 Folgerung.
Fiir jede m-dimensionale, parakompakte, Hausdorff Mannigfaltigkeit M ist UD-dim M =
m.

Beweis. M besitzt eine offene Uberdeckung durch Mengen ¢((0,1)™), wobei
eine Karte fiir M ist welche auf einer Umgebung von [0, 1] definiert ist. Da M
parakompakt ist, existiert eine lokal-endliche Verfeinerung U. Sei U~ :={V : V €
U}, so ist U™ eine lokal-endliche abgeschlossene Uberdeckung. 1 (V) C [0,1]™.
Da ¢ Hom6omorphismus ist und somit die UD-dim bewahrt, gilt unter Verwendung

von [19.8 |

= _ @
UD-dim V = UD-dim ¢~ }(V) < UD-dim [0, 1]™ <2 m,

3 o
UD-dim M < sup{UD-dimV :V € V},

also UD-dim M < m. Umgekehrt gilt: Ist ¢ : [0,1]™ — M Karte, so ist ¢([0,1]™)
abgeschlossen in M, also ist nach :

(2
UD-dim M > UD-dim ([0, 1]™) = UD-dim [0, 1]™ 22 1.
Zusammen folgt die Behauptung: UD-dim M = m. O

19.10 Folgerung.

Sei M eine parakompakte und zusammenhdngende Hausdorff-Mannigfaltigkeit. Sei
O eine offene Uberdeckung von M, dann existiert ein p < dim(M) + 1 und eine
Verfeinerung von O folgender Gestalt:

V={V":i<p,neN}
sodaff V" NV™ =0, ¥n#m.
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19. TOPOLOGISCHES UBER MANNIGFALTIGKEITEN 19.10

Beweis. Nach ist die Uberdeckungsdimension von M gleich dim M, al-
so existiert zur offenen Uberdeckung O eine Verfeinerung ¢’ der Ordnung p <
UD-dim M +1. Da M parakompakt ist, existiert eine lokal endliche Verfeinerung O”
und da M nach | 19.6 | Lindelsf ist, kénnen wir annehmen, da diese Uberdeckung
O abzihlbar ist. O.B.d.A. ist also O eine abzihlbare lokal endliche Uberdeckung
der Ordnung p.

Wir zeigen nun mittels Induktion nach p, daB8 jede solche Uberdeckung eine Verfei-
nerung der gewiinschten Form besitzt.

Dazu schrumpfen wir die Mengen in © zu einer kleineren Uberdeckung U. Das soll
heiflen, wir konstruieren fiir jedes O € O ein U € U mit U C O derart, daB8 die U
noch immer eine Uberdeckung bilden.

Dies kann induktiv geschehen: Sei O := {O,, : n € N}. Zwischen M \ |J,,~, O, und
O; (erstere ist abgeschlossen, zweitere offen) schalten wir U; und U; und erhalten
eine Uberdeckung {U;} U {O,, : n > 1}. (Dies kann geschehen, da nach [72, 18.7]
eine C*°-Funktion f existiert mit Tréger in Oy, die auf M \ |J,,», Oy, identisch 1
ist. Nun erhilt man U; etwa durch Uy := {x : f(z) > 1/2}.) Im zweiten Schritt
finden wir genauso ein Uy zwischen M \ Uy U Un>2 O,, und Os; und so weiter.

Nun betrachten wir die beiden Familien:

V, = die Menge der Durchschnitte von je p der O € O,

A, := die Menge der Durchschnitte von je p der U fiir U € U
und bezeichnen ihre Vereinigungen mit V, :=JV, und 4, :=J A4,.
Im folgenden Bild sind die grofien Scheiben die Mengen in O, die kleinen Scheiben
jene in U, die dunklen (rot/griin/blau firbigen) “6-Ecke” sind die Punkte die in
genau einem O € O liegen, die Punkte in den néchst helleren Streifen liegen in

genau 2 der O’s, die groferen “3-Ecke” liegen in genau 3 der O's (sind also die
Elemente von V,) und die weiflen kleinen “Dreiecke” sind die Elemente von A,

TS xS
il .'.A.‘i‘wl,'

I
Q{'A“V,QA“‘V,'A“‘V"'A\","A“‘
I

\‘"’IA\“V"IA\""IA\“V’IA\“"'I

Es ist V, eine Familie offener disjunkter Mengen, denn angenommen zwei verschie-
dene Mitglieder von V, héitten nichtleeren Durchschnitt, so hétten zumindest p + 1
der O € O nichtleeren Durchschnitt, und das ist ein Widerspruch. Folglich ist
V, € M offen.

Die Familie A, besteht aus abgeschlossenen Mengen und ist lokal endlich, da die
entsprechenden Elemente von V, disjunkt sind. Somit ist A, als lokal endliche
Vereinigung abgeschlossener Mengen selbst abgeschlossen und es gilt A, C V/,.

Wir behaupten nun, daf I eine abziihlbare lokal endliche Uberdeckung von M \4,
der Ordnung kleiner als p ist.
Angenommen, es gibt p Mengen in U, deren Durchschnitt — eingeschriinkt auf M \
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19.11 19. TOPOLOGISCHES UBER MANNIGFALTIGKEITEN

A, — nicht-leer ist, so ist ebendieser Durchschnitt auch im Durchschnitt der nicht
eingeschriankten Abschliisse enthalten und liegt also nach Konstruktion in A,. Das
ist ein Widerspruch.

Nach Induktionsvorraussetzung existiert also eine Verfeinerung der Gestalt {V; :
i < p, n €N} von U, welche M \ A, iiberdeckt und sodal V* NV = OV i <
pV n #m.

Zusammen mit der disjunkten Familie V}, =: {V* : n € N} bilden diese Mengen
dann die gewiinschte Verfeinerung von O. O

19.11 Folgerung (Endlicher Atlas).
Jede zusammenhdngende, parakompakte, m-dimensionale, glatte Hausdorff Man-
nigfaltigkeit von Dimension m besitzt einen Atlas mit héchstens m + 1 Karten.

Beweis. Sei O eine offene Uberdeckung einer solchen Mannigfaltigkeit M mit Bil-
dern ¢(U) von Karten ¢ : U — M mit offenen U im R™. O.B.d.A. sei O abzihlbar
(M ist Lindelst), d.h.

0= {QDl(UZ) NS N},
wobei wir die U; als disjunkt annehmen koénnen. Es gibt nach eine Verfei-
nerung der Gestalt:

{OF :i<p, neN}
mit m £ n: O NOT =, wobei p < dim M + 1. Zu O gibt es ein diffeomorphes
U CR™, vermittels einer gewissen Karte ¢}'. Wir definieren nun

Yur—Jor
xn»—> cp?(x)ne o fir x € U

So sind die ¢; Diffeomorphismen, deren Bilder M iiberdecken, d.h.: {¢; : 1 <1i < p}
ist ein C*°-Atlas. O

@i *

Als einfache Folgerung werden wir in [72, 21.13] zeigen, daf jede solche Mannigfal-
tigkeit bis auf einen Diffeomorphismus als Teilmannigfaltigkeit eines R™ realisiert
werden kann.
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VIII. Riemann-Geometrie

62. Kovariante Ableitung

Wir rufen uns Einiges aus der Differentialgeometrie 1 in Erinnerung: In [72, 32.2]
haben wir Riemann-Mannigfaltigkeiten definiert und [72, 32.3] die zugehérige Me-
trik im Sinne der Topologie beschrieben. In [72, 33.2] haben wir den Satz von
Nash zitiert, der besagt, dafl wir uns auf konkrete Mannigfaltigkeiten beschranken
konnen. In [72, 33.3] haben wir die Existenz von Riemann-Metriken auf jeder Man-
nigfaltigkeit gezeigt. In [72, 57.1] haben wir Geodéten als kritische Punkte der
Bogenlidnge definiert und in [72, 58.3] fiir Hyperflichen die sie charakterisieren-
de Differentialgleichung mittels Christoffelsymbole aus [72, 58.2] in Koordinaten
beschrieben. Diese hat uns in [72, 58.4] die Exponentialabbildung geliefert, siehe
[72, 58.5] fiir Beispiele. In [72, 62.1] haben wir die kovariante Ableitung auf Hy-
perflichen zu studieren begonnen und ihre wesentlichen Eigenschaften in [72, 62.4]
hergeleitet. Wir wollen nun die Existenz der kovarianten Ableitung auf abstrakten
Riemann-Mannigfaltigkeiten nachgeweisen.

62.5 Satz (Levi-Civita Ableitung).

Sei M eine (abstrakte) Riemann-Mannigfaltigkeit. Dann gibt es genau eine Ab-
bildung V : X(M) x X(M) — X(M), welche die Figenschaften (1)-(5) aus [72,
62.4] erfillt, wobei das innere Produkt in (5) durch die Riemann-Metrik zu erset-
zen ist. Diese Abbildung heifft KOVARIANTE ABLEITUNG, oder auch LEVI-CIVITA-

ZUSAMMENHANG, siehe | 26.12|.

(Koordinatenfreie) Beweis. Wegen (5) gilt:

§19(&2,83) = 9(Ve, 62,83) +9(62, Ve, &) (+)
£29(&3,81) = 9(Ve,63,61) +9(€3, Ve, &) (+)
§39(61,82) = 9(Ves&1,82) +9(61, Ve, 62)  (—):

Daraus folgt durch Addieren der ersten beiden und Subtrahieren der 3.ten Glei-
chung unter Verwendung von (4):

£19(&2,8) +&9(83,61) — &3 9(&1,&2) =
=9(Ve, &2+ V,61,83) +9(Ve, &3 — Ve, &1, &) + 9(Ve, &3 — Ve, &2, 61)

L g(296,6 — (61,6 &) — 9((€,€1. &) + 9((62. &1, ).

Und somit

29(Ve, &2,83) = &1 9(62,83) +&29(83,6) — &39(&1,&2)
+9([€1, 2], §3) — 9([€2, &3], 61) + 9([€3, 1), 62)-

Da die rechte Seite linear in &3 ist, ist V¢, &5 durch diese implizite Gleichung wohlde-
finiert, und da sie auch bilinear in (1, &2) ist, hat das so definierte V die Eigenschaft

(1.
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62.5 62. KOVARIANTE ABLEITUNG

Nun zur Eigenschaft (2):

29(Vye&2,83) = f619(62,&3) +&29(&s, [&1) — &3 9(f&1,&2)
+9([f&1,62], €3) — g([€2, &3], £&1) + 9([€3, f€1),62)
= f& 9(82,&3) + [§29(&5,&1) + €2(f)9(&5, 1)
— f&39(61,&2) — &(f)g(61, &2)

+9(fl6n, €] - &6 & ) — f gllEe, &), &)

+g(f[§37§1] + §3(f)§1,§2)

= [§19(&2,8) + fE29(83,&1) + &(f)g(83,61)
— f&9(61,82) — &3(f)g(&1,62)
+ f9([61, &), 63) — &2(f)g(61,&3) — fa([€2,85],€1)
+ £ 9([&3,€1], §2) + &3(f)g(&1,&2)

= f(&19(&,88) + &29(83,61) — €3 9(&1,&2)

+ 9([&1, &), &3) — 9([€2, &3], €1) + 9([€3, &1, £2))
=2f9(Ve &2, 83).

Eine sehr dhnliche Rechnung zeigt die Eigenschaft (3).
Weiter zu Eigenschaft (4):

29(Ve, 62 — Ve, 61,83) =
=& 9(&2,8) + & 9(83,&) — &39(61,&2)
+ g([€1,&2],€3) — 9([§2, &3], €1) + 9([€3,61], €2)
—§29(61,83) — &1 9(&3,62) + &3 9(62,61)
— 9([62,&1],€3) + 9([€1, &3], €2) — 9([€3,€2], €1)
=29([&, &), &)
Schluendlich Eigenschaft (5):

29(Ve, &2, 83) +29(&2, Ve, &3) =
=&19(82,83) +&29(3,61) — €3 9(61,82)
+9([&1,&2],€3) — 9([€2, &3], 61) + 9([€3, 1], €2)
+&19(83,&2) +839(82,61) — &29(&1,63)

+9([€1, &3], §2) — 9([€3, 2], 1) + 9([2, 1], €3)
=2&19(&2,83)- O

Koordinatenbeweis. Es ist zu zeigen, dafl der lokale Ausdruck fiir V aus [72,
62.1] unabhiingig von den gewihlten Koordinaten ist.

6 —— .
fui

0 out 0
out :zi:@z; out
5= (5 5u) = (> )

~ out 0 ouwl 9 out ou?
Jij = <zz: ot 8u“§j: ouw 8uj> sz: out oul T
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62. KOVARIANTE ABLEITUNG 62.5

1
Pigi =5 (9950 + 03 (90) = 0u(9:.)
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oul  ow <Z ow ouk P* )
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ZF,]lg
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Sei nun eine Kurve ¢ : R — M gegeben in lokalen Koordinaten durch

und w : R — T'M ein Vektorfeld lings c. In lokalen Koordinaten ist

i 8

und Koeffizientenvergleich liefert

out
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62. KOVARIANTE ABLEITUNG

62.5

Die Normalprojektion der Ableitung von w auf den Tangentialraums ist in den

lokalen Koordinaten (ul!,..

Z (dw (t)

7

gegeben bzw. in den Koordinaten (a

.k

(4%
_Z<dt

(“)uz

+ > (Yo )

Jk o Jikst

o

oul

62 1
Outdui

Z(

3 (Y T

Jk Jiki

2 oa

ol
oul v

B Z 024t dul
3u18uﬁ dt

+ZZF’7

ki g

(u(t))
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uF
050 5

L. ., @™) durch

(u(t) w'(t)+

ol out i
oul duk Out

» duk(t)\ 0
dt ) ou

_Z 02ut  oud our )
QuIduF oul Ok
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O (u(t)
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7 w'(t) +

ow 0w oil
oul ouk Out

w( da*(t)\ o
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; ou'

w' + i aui(“(t))

T

Z 92ut ud ouF ) .
ouIduk 9l Ak

oul Oul
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2
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—_———

?
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F;,k<u<t>>wj<t>ddt“’> °

J duk
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Z ol 0w
3u1 8uk ow Oul
<

5

W) 2
out

ou?

also ist dieser Ausdruck auch fiir eine abstrakte Riemann-Mannigfaltigkeit wohlde-
finiert. Wir nennen diesen Ausdruck die kovariante Ableitung Vw eines Vektorfelds

w langs einer Kurve ¢, d.h.

Vw(t) == z;(

Wity 2
dt Qui )

Fiir Vektorfelder X und Y auf M koénnen wir nun ein Vektorfeld V xY durch
(VxY),:=V(Yoc)
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62.6 62. KOVARIANTE ABLEITUNG

definieren, wobei ¢ die Integralkurve von X durch z ist. Es ist somit V : X(M) x
X (M) — X(M) eine wohldefinierte bilineare Abbildung die in Koordinaten gegeben

ist durch _
_ 3Y7‘ k i j vk 8 0
VxY =) (Do XM Y Iyt ) o
i k gk

62.6 Lokale Formeln fiir V

Waéhlen wir fiir £, &2 und &3 Basisvektorfelder g; := %, gj = und gy, :

so erhalten wir eine lokale Formel fiir V:

ui duF >

29(Vyg,95,9x) = %gj,k + %gk,i — %gi,j +0=:2T"; ;%

Das ist gerade die Formel fiir die Christoffelsymbole der 1.ten Art.
Bezeichnen wir die Koeffizienten von Vg, g; beziiglich der Basis (g;) mit I'! ., also

0,50
Vogi = ZF i, 9k

so erhalten wir:
Tijk =9V 05 0%) =g (Z I, 9k> = Tl 0k
1 l

D.h. die I‘l ; sind die Christoffel-Symbole der 2.ten Art und I'; ;i jene der 1.ten
Art (siehe [72 58.2]) .

Man beachte noch, dafl aus der Symmetrie von g; ; folgende Umkehrformel fiir die
partiellen Ableitungen der Koeffizienten der Riemann-Metrik folgt:

o]
3w 9ik = Lijk + ik

Wegen Eigenschaft [72, 62.4.2] ist VxY tensoriell in X, d.h. (VxY)(p) héngt nur
von X, und Y ab: Sei nédmlich vorerst X = 0 lokal um p und f € C°°(M,R) mit

. 2
f(p) =1 und f-X =0, dann ist 0 = (V;xV)(p) 2= f(p) - (VxY)(p) = (VY )(p)
und ist nur X, = 0 vorausgesetzt so ist somit ebenfalls

(VX)) = (Vs xuy2, Y <2§jX ) (Vo Y)(p) =0,

Sei ¢ : R — M eine Kurve mit ¢/(0) = X,. Dann ist also (V. ()Y")(p) wohldefiniert
und in lokalen Koordinaten gegeben durch

.0

0, 2229 (0)- 525 () <ZY .3ui)(p)
2),(3) x—~ d(u 0 ¢) 9 0
—Z dt (0) (8uj P ou’

ujoc 0
—ZZ@! Lo,

(u? o c) ’ k 0
+ 3 2 o) vig T, o |

.9,k

(VeY)p) =V

+Y'(p) -V o 9 p))

» 727 (P) §yi (
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62. KOVARIANTE ABLEITUNG 62.8

Dieser Ausdruck macht aber sogar Sinn, wenn Y nur ein Vektorfeld lings c ist, d.h.
Y (t) € TeyyM fiir alle t € R, und p = ¢(t) ist, denn auf Grund der Kettenregel ist

dann 5 (W 0 0) ]
, duoc _dy”
;W e(t) Y dt (8) = dt ®)
und somit
B Yy’ d(u? o c) & . 0
(Vew¥)0) = (G 0+ X == OV O Tiuler) 57 |0

i 4.k

62.7 Bemerkung

Wenn wir die entsprechenden Differentialgleichungen (siehe [72, 62.1])

e 0 = VX fiir parallele Vektorfelder X ldngs Kurven ¢ und
o 0 = V. fiir Geoditen c

in lokalen Koordinaten mittels aufschreiben, so lauten diese (vgl. mit [72,
61.4] und [72, 58.3])

dx’ d(u? oc i .
0= S0+ X M) X0 T ey v
J.k

d(uloc d(uw oc d(u¥ o c i ;
0:4L42@+2:(ﬁ)@)(ﬁ)@WthW-
3k

Deren Losungen — die Exponentialabbildung exp : TM — M und der Paral-
leltransport ptp : C°(R, M) Xy TM — TM - existieren somit auch fiir ab-
strakte Riemann-Mannigfaltigkeiten und besitzen die entsprechenden Eigenschaf-
ten (siehe [72, 61.5] und [72, 58.4]). Dal Geodéten auch auf abstrakten Riemann-
Mannigfaltigkeiten genau die Losungen der entsprechenden Variationsprobleme sind,

werden wir in ‘ 67.1.1 ‘ und ‘ 67.2 ‘ zeigen.

62.8 Lemma.

Die Abbildung (w,exp) : TM — M x M ist ein Diffeomorphismus einer Umgebung
U des Nullschnitts M C TM auf eine Umgebung der Diagonale {(z,z) : x € M} C
M x M.

Beweis. Man beachte zuerst, daf§ der Tangentialraum von T'M in einem Punkt 0,
des Nullschnitts gerade T, M & T, M ist: Dabei ist der erste Faktor durch die Tan-
gentialvektoren an Kurven in M C T'M gegeben und der zweite durch Geschwin-
digkeitsvektoren von Kurven im Vektorraum 7, M C T'M. Diese beiden Teilrdume
haben trivialen Durchschnitt (denn fiir die letztgenannten Kurven ¢ ist 7 o ¢ kon-
stant), und ergeben zusammen die richtige Dimension dim(7'M) = 2dim(M).

Nun berechnen wir die partiellen Ableitungen von (7, exp). Auf dem Nullschnitt ist
(myexp) : TM D M — M x M gerade die Diagonal-Abbildung z — (z,z) und auf
der Faser T, M ist (m,exp) : TM D T, M — M x M die Abbildung (konst,, exp,).
Also sieht die Tangentialabbildung von (7, exp) in 0, wie folgt aus:

Ty, (r, exp) = (ld 0

id Tpexp,
Wegen Ty exp, = idr, s ist also (m,exp) ein lokaler Diffeomorphismus fiir Punkte
nahe dem Nullschnitt.

)nMnganMng

Wir wahlen fiir jedes © € M eine offene Umgebung U, von 0, in T'M so, dafl
(m,exp) : Uy — (m,exp)(U,) ein Diffeomorphismus ist, und die Fasern U, N T, M
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Kugeln um 0, sind. Die Vereinigung U := | J,,, U, ist dann eine offene Umgebung
des Nullschnitts in TM. Und (m,exp) : U — V = (m,exp)(U) ist ein lokaler
Diffeomorphismus.

Bleibt nur noch die Injektivitéit zu zeigen: Falls zwei Tangentialvektoren verschie-
dene Fuflpunkte besitzen, so konnen wir sie mittels der ersten Komponente 7 :
TM — M trennen, und falls sie den gleichen Fulpunkt z € M haben, so trennt
sie die zweite Komponente exp,, da sie in einer der Kugeln U, N1, M enthalten
sind. O

In [72, 60.2] haben wir eine Riemann-Mannigfaltigkeit (M, g) als geodétisch voll-
stdndig bezeichnet, wenn jede Geodiite unendliche Lénge hat, oder dquivalent, auf
ganz R definiert ist. Der folgende Satz liefert nun den Zusammenhang mit der
Vollsténdigkeit im Sinne der Metrik, wie wir ihm im Satz [72, 33.2] von Nash
verwendet haben.

62.10 Satz von Hopf-Rinow.

Fiir eine Riemann-Mannigfaltigkeit sind folgende Aussagen dquivalent

1. M ist geoditisch vollstindig.
2. M ist als metrischer Raum vollstindig, d.h. Cauchyfolgen konvergieren.
3. Jede in der Metrik beschrdankte und abgeschlossene Menge ist kompakt.

Weiters folgt aus diesen dquivalenten Aussagen

4. Je zwei Punkte in der gleichen Zusammenhangskomponente lassen sich durch
eine Geoddte minimaler Ldinge verbinden.

Beweis. (3 = 2) Dies ist ein allgemeiner Satz aus der Topologie, den nach dem Satz
von Cantor (siehe [63, 3.1.4]) geniigt es das Prinzip der Intervallschachtelung zu
beweisen: Seien also A,, # () abgeschlossen und monoton fallend (d.h. 4, 2 A, 41)
mit d(Ay) = sup{d(z,y) : z,y € A,} — 0. Nach Voraussetzung ist somit A,
kompakt (falls d(A,) < co) und somit (), o An 7# 0.

(2 = 1) Sei ¢ eine nach der Bogenlidnge parametrisierte Geodéte und ]a,b| ihr
maximaler Definitionsbereich. Sei z.B. b < 400, und betrachten wir eine Folge
b, /b, dann ist ¢(b,) eine Cauchyfolge, denn

d(c(tr),c(t2)) < L(cl, 1n) = It2 — tal.

Nach (2) existiert also lim,, oo ¢(by) =: ¢(b). Aus wissen wir, daf3 eine Umge-
bung U von ¢(b) existiert und ein p > 0, soda$} exp,, fiir alle € U und alle Vektoren
der Lénge kleiner als p definiert ist. Wéhlen wir nun n so grof3, dal b — b,, < p und
¢(by) € U. Dann ist die Geodéte mit Anfangsrichtung ¢'(b,,) fiir |¢t| < p definiert,
also c¢ iiber b hinaus, ein Widerspruch.
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(1 = 4) Es sei r :=d(z,y) > 0. Wir wéhlen ein 0 < p < r, so dafl exp, : B,(0) :=
{v: gz(v,v) < p*} — M ein Diffeomorphismus aufs Bild ist. Sei 0 < p; < p und
S := exp, (0B, (0)). Da S kompakt ist, existiert ein z; € S mit d(z1,y) minimal.
Sei v € T, M mit |v] = 1 und z; := exp,(p1v). Wir behaupten, daB exp,(rv) =y,
also ¢(t) := exp,(tv) eine Geodéte von x nach y mit minimaler Linge r ist.

Angenommen dies wire nicht der Fall. Dann betrachten wir das Infimum ¢, jener
t € [p1, 7], fiir welche die Gleichung d(c(t),y) = r—t nicht gilt. Offensichtlich stimmt
diese Gleichung fiir ¢ = p;, denn da jede Kurve von z nach y die Menge S trifft,
gilt:

r=d(z,y) = min(d(z, s) + d(s,y)) = p1 + d(21,y) = p1 + d(c(p1), y)-
Da die Bedingung abgeschlossen ist, gilt fiir ¢y die Gleichung. Inbesondere ist also
to < r. Sei Sy eine geoditische Sphire um ¢(tg) mit Radius pg < r — to, sei weiters

2o ein Punkt auf Sy mit minimalem Abstand von y, und sei ¢q die radiale Geodite
der Linge pg von c¢(tg) nach . Dann gilt wie zuvor:

d(c(to), y) = min(d(c(to), s) + d(s,y)) = po + d(z0,y)
und somit d(zo,y) = d(c(to),y) — po = (r — to) — po. Weiters ist

d(x,20) > d(x,y) — d(xo,y) =7 — (r —to) + po = to + po,

und die Kurve c|jg ¢, gefolgt von ¢y hat die Lénge to+po somit gilt d(z, ) = to-+po,
also diese gestiickelte Kurve eine (minimale) Geodite die c|jg s, verldngert und
folglich mit ¢ iibereinstimmt. Somit gilt die gewiinschte Gleichung auch noch fiir
to + po fiir alle kleinen pg. Dies ist ein Widerspruch.

(1 = 3) Sei A C M abgeschlossen und beschrinkt, i.e.
sup{d(z1,®2) : ¥1,22 € A} =: 17 < 0.

Nach (4) ist A C exp,{B-(0)} =: B fiir x € A, und B ist als stetiges Bild der
kompakten Menge B,.(0) kompakt, also auch A. O
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62.11 Satz.
Sei (M, g) eine vollstindige Riemann-Mannigfaltigkeit, und sei & € X(M) ein

beziiglich g beschrdanktes Vektorfeld. Dann ist & vollstindig, d.h. hat einen globa-
len Flufs.

Beweis. Sei [£(z)], < R fiir alle z € M und sei ¢ eine Losungskurve von ¢, dann

gilt:
Helos) = [ 1@l at= [ leelyar < p-dlr

Also bleibt ¢ auf endlichen Intervallen innerhalb einer beschrinkten, und wegen der
Vollstéindigkeit innerhalb einer kompakten Menge. Dies ist ein Widerspruch zu [72,
28.3]. O

62.12 Satz von Nomitzu-Ozeki.
Zu jeder Riemann-Metrik gibt es immer eine konform dquivalente, die geoditisch
vollstindig ist.

Beweis. Sei (M, g) eine Riemann-Mannigfaltigkeit und d die assoziierte Metrik zu
g. Sei wieder B,.(z) :={y € M : d(z,y) <r}. Dann setzen wir

r(x) :=sup{p > 0 : B,(x) ist kompakt } € (0, +oc0].

Aus der Dreiecksungleichung fiir d folgt B, (x2) € By td(a, ,z0)(71) und somit |r(xq)—
r(ze)| < d(x1,x2), also ist r stetig. Falls r(x) = +oo fiir ein x, so auch fiir alle an-
deren x € M, und damit ist jede abgeschlossene beschrinkte Menge kompakt, also
M nach vollstdndig. Wir diirfen folglich annehmen, dal » : M — R. Nun

wéhlen wir mittels Partition der 1 eine glatte Funktion f: M — R mit f(z) > r(lz)

fiir alle # € M und betrachten die konform #quivalente Metrik g := f2 g.

Blelbt zu zeigen, dafl g vollsténdig ist. Dafiir geniigt es die Inklusion B /3( z) C
B; ( ) /2( x) fiir alle x zu beweisen, denn dann hat auf Grund des Beweises von

(2=1) in|62.10| jede (bei x startende) Geodéte mindestens Lange 3, und somit
durch Anelnanderstuckeln unendliche Lénge. D.h. g ist vollstdndig.

Sei also y ¢ Br(x /2( z) und c: [a,b] — M eine glatte Kurve von x nach y, dann ist
f | (t)]g dt > d(z,y) > @ und

/ I (t)|g dt = / f(e (t)]gdt = (nach dem Zwischenwertsatz)

/ = f(c(7)) LI(c L7(e)
T»L|dw¢ﬁﬂ<»L<>>Ncﬂ,
)

(
Wegen |r(z) — r(c(7))] < d(z,c(1)) < LI(c) gilt r(c(7)) < r(x) + LI(c) und somit

by e L 190 I
Lo(e) > r(c(7)) = r(z)+ LI(c) = 2L9(c)+ L9(c) 3 =

62.12a Beispiel.

Es sei M := R?\ {0}. Dann ist M mit der euklidischen Metrik g nicht vollstéindig
(betrachte antipodale Punkte). Die Exponentialabbildung in einem Punkt (z.B.
(1,0)) in der konform #quivalenten vollstindigen Metrik ¢ := fg mit f(z,y) :=
1/(2% + y?) sieht dann wie folgt aus:

128 andreas.kriegl@univie.ac.at (© 28. Januar 2010



62. KOVARIANTE ABLEITUNG 62.13

62.13 Lemma (Divergenz via kovarianter Ableitung).
Sei & ein Vektorfeld auf der orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit M so gilt:

div & = spur(n — V,§).

Beweis. Fiir die Divergenz aus , die wir aus der dufleren Ableitung durch
Anwendung des Hodge-Stern-Operators gewonnen haben, und die wir auch mittels
Lie-Ableitung der Volumsform beschrieben haben, gilt nach folgende lokale

Formel:
dive = oY e (VEE) = X (G + )
i=1

=1

Fiir V¢ haben wir die lokale Formel:

626

[72 62.4.3] s s = ;
2 LN (69V40,9; + 52 (E)g5) > («sﬂ > Thio+ fm@f)gj)
7j=1 j=1 k=1

-3 (et ) o

Fiir die Spur von 7 — V,§ erhalten wir also

spur(n — V,§) = Z (Zﬁk ikt 8u1 i) .

Wegen G = det((g; ;)i;) und det’(A)(B) = det(A) - spur(A~1B) gilt schlielich:

3G = 5 GSPUY((gi’j)((%kgi,j))

[62.6] mo L
E E gj’Z Ui+ Tk i) E F;c,i = E Fﬁ,k' 0
i—1 i=1

=1 j=1
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64. Riemann-, Schnitt-, Ricci- und Skalarkriimmung

Seien 2 Vektorfelder £ und 7 im R™ gegeben. Dann gilt fiir die iibliche Ableitung des
Vektorfelds ¢ in Richtung 7, die wir hier auch mit D,¢ : z — &'(x)(n(x)) bezeichnen
wollen:

[D¢, Dy) := D¢ o D,y — Do D¢ = D¢ 15
denn

m

(De o Dy = Dy o De) ((CN2) = (€n(C) = m(&(CN)., = (¢
= Digy ((Ci)gl)
64.1 Satz (Godazzi-Mainardi-Gleichung).

Sei M eine Hyperfliche im R™ und seien &, n, ( Vektorfelder im R™, welche ldngs
M tangential an M sind. Dann gilt:

1. GAUSS-GLEICHUNG: [V¢, V,[¢ = Ve ,¢ = (Ln, ()L — (LE,C) L,
2. GODAZZI-MAINARDI-GLEICHUNG: VeLn — VL& = L€, ).

Beweis. Wegen (¢,v) =0 ist
V¢ = Dy — (DyC,v)v = Dy + (¢, Dyv)v = DpC + (¢, Lg)v
(vgl. mit [72, 62.2]) und somit wegen der Vorbemerkung
0= DeDy¢ = Dy DeC = Dig €

= De (Vo = (L0, Ov) = Dy (VeC = (L& Q) = Dy
= DeVyC = E((Ln, O))v — (Ln, () Dev
— Dy Ve +n((LE, Qv+ (LE, () Dyr
= Die.ni€
= VeV —(LE VyQr —E((Ln, )y — (Ln,()LE
=V Vel + (L, VeQr+n({LE Q)v + (LE Ln
- V[g,n]C + <L [5777}7 <>V
Der Tangentialanteil hiervon ist die Gauf3-Gleichung;:
0=VeVy( = VyVe = Vie = (L, QLE+ (LE L7
Und der Normalanteil ist die Godazzi-Mainardi-Gleichung;:
0=—(Vy¢, L&) —&(Ln,¢) +(Vel, Ln) +n(LE&,C) + (L& ], C)

= (-Vem +Vy(LO+LENC). O

64.2 Definition (Riemann-Kriimmung)

Die RIEMANN-KRUMMUNG R : X(M) x X(M) — L(X(M),X(M)) einer Riemann-

Mannigfaltigkeit ist definiert durch die linke Seite der Gaufl-Gleichung | 64.1.1 |
R(Sa 77) = [va vn] - v[&a"l]'

Die Motivation hierfiir ist, daf} fiir Riemann’sche Fliachen die rechte Seite der Gauf3-

Gleichung | 64.1.1 | auf ¢ := n angewandt und ins innere Produkt mit £ genommen
fiir orthonormale Vektoren £ und 7 gerade die Gaulkriimmung liefert:

((Ln.m)Lg = (LEMLN.E) = (L n){LEE) — (LEN(LN,€) = det(L) = K.
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64.3

64.3 Lemma (Die Riemann-Kriimmung ist ein Tensorfeld).

Die Riemann-Krimmung ist ein 3-fach ko- und I-fach kontravariantes Tensorfeld

auf M, dh. ReT(T"M @ T*"M  T*M ® TM).

(Koordinatenfreier) Beweis. Dazu mufi man nur zeigen, dafi die Abbildung
(&,m,¢) — R(£,1)(¢) in allen Variablen C*°(M,R)-homogen ist, vgl. mit dem Be-

weis von .

(72, 29.2]

R(f&m) = [Vye; Vgl = Vigen
= (fVe)Vy = Vy(fVe) = fViem +n(f)Ve

2 B2 19V, — [V Ve = n(f)Ve = [Vie + n(f) Ve
= ([Ve; Vil = Vi) +0 = f R ).
R(En)(fC) = (Ve Vil = Vie) (£€)

(72, 62.4.3]

— fVemC =1 m(f)S

(72, 62.4.3]

= Ve € —EM))C+nE(f))C

= [ (VeVy = VyVe = View) ¢ = FR(EN)(C).

Koordinatenbeweis.

R(X,Y)Z =Vx(VyZ) = Vy(VxZ) - Vixy|Z

-62.5 YA - . 0
w <Z< g ZF;”’“ZJW) 8ui>
ik

%

vy<z< WX’“ ZW,ﬂJX)JZﬂ)

g

-V , _ Z
> v(XiM_Yi 8X7) _9_
ij oul

ou? uld

[72, 62.4.3] Z( giyk +ZF§E’€Zij> v
ok

+X<Z< (,SZYMZF%ZJ’W)
i 7,k
(S o) e
S b
(S(S i Tnen)) 2

(GG V2

[fVe, Vil = Ve m—nire

Ve(fVuC+0(f)C) = Vi(fVeC +E(F)C)

VeV CHE(HVaC+Hn(f)VeC +EM(f))C
— fVpVeQ — U(f)VEC &NV nC — n(§(f))¢
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[72, 62.4.2] Z( 7yk ZFZ Z]Yk> ZX Va lauZ

7

+Z(ZX Y’“+Z

+ ZX (T )Z7Y" 4 Zr; WX (Z)YE 4 ZF§7kZiX(Yk)> %
gk
: )
Z( X’“+ZF kZJX’“> ;Ylvﬁaui
YA YA
- Z (Z Y(57) Xk Z 5aF Y (xF)
+ZY (T & ZJX’“—s—ZF WY (ZH)XP 4T 2V (X )) aii

7,k

fz<%~ ﬁ);@w@l%ﬂ%
EZ(X};; +Zr§,kzjyk> ZXZZI‘iZ. %
DRI SR PP
+;ZP:XP J’fZJY’wZF kZXP—Yk
+ZF ’“Z]ZXpaup> a?p
—Z( —X’f Zrl ZJX’“> Zylz ll@p
ST Ty
P
+J§;§pjw JkZJX’“—kZF k}p:nguZ;X’“

; oXk\ o
;umzww)w

(G G) (7 S g+ )
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6Z 6 .0
= xty* X'yhziTi, T —
0%z 9 oYk 9zt o
Xryk — XP
+¢;p Oukour Out Jrizk; ouP ouk oui
or: 8Z .0
xryk gi 2k XP Y’“ re
+ 1;;13 oup Buz %:p k oui
8Yk 0
+ ;}p XV —— 27 15, Out
YA 0 . 0
— Xkyt = r — XkytziTi, TP
i;p aUk o 8’U,p ij; D o a b
3 ZXk yo 0%zt 9 3 oXxk » 0zt 9
o Oukour Out & Oup ouF Out
81“‘ 0
— Xkyrgi 2k X’“Y” | A—
;;p oup aul %:p Uik g
oxk 0
— YyPrZi F’
i;p oup kb oui
8
i l ;D
Z ; 0Y7 RYANNEG n 8XJ v YA
.y out Oud Oul .y ou’l ouwl Ou!
6F 0 81” 0
— XPYyk 7i xkyr zi
Jzk:p 8u1’ oul ;;p 8up out
+ > X'vhzir, “aap S oxktylziTi, Y o
i,7,k,0,p 3,5,k,lp
I L D S R Ay s
i,k,l,p i,5,k,p Y
077 YA 0
xXryhk = Xkyt ==
+¢§p our Lk Gul zkzl:p aur Uit gup
8Y’C ' 1o}
X xi e, —
i_;p o 2 Z;p a T2 U Gur
oX¥k 8
— P 7 l l
oYk 9zt o ﬁYj ozt 9
XP - — X* - — —
+7% Oup Ouk oul %:z out oul oul
oxk 8zt 9 0. S VAR
v T L
e oup ouk Ou £ 8u ouwl Ou
VA VLV ASN
xry* xXFy :
+sz:p ouk our 8u1 Zzzp 8uk8up ou’
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64.4
P
=N Y X'yiz* <8F’” - +Z(F T, — .rﬁj)> Tip

£ ou’ 6u3
P ij,k
—:RP

i,7,k

)
=> N X'vizZFRY bik 5up U

P 1,4,k

64.4 Bemerkung

In lokalen Koordinaten haben wir
R= Y R, duedd®dt e 2

(1)
ik,
mit Ri’,j,k’ = du' (R( a?“‘ , 32]‘ )3%)
9 Iel l l l
= dut F T dul I i,k + Z FPJVFiJf - F’ka?FJvP)
= <R(£,77)C,x>

Beziehungsweise fiir R(£,n,¢, x) :
R = Z Ri ik du® @ duv’ @ du® @ du'

(2) =
1,5,k,l
m
. _ o 9 9 9 _ P
mit R ki = <R(aum au.y’)auk |W> = E Ri’j,k;gp»l

p=1

1 o % 9% o

-2 (Buiauk gij — outoul 9j.k + Oud Oul Gik — Oud Ouk 9ui

+ E E 9" Cikgljip — Likglinp)-

p=1g=1

Beweis. Wir rechnen wie folgt:

ZRmkaul: 2 5o oo = ({Va,va

_ _0_
| V[azwazjﬂ

ou’ Oud

I
=1 5w

(FLe¥ o + (Tl )
= Z(F Z 118uP+8u‘(F )aaul>
Z(szz ]laup+3u_7(r )aaul>

=D (Z (ka - Ff,kré',p) + g —

TV o o+ (Cha) il )

9
auJF > oul"
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Koeffizientenvergleich liefert also:
I _ 0Tl p Tl p 1l
R i3,k Qu’ Fj,k BuJ k + Z (Fj,krim -1 erm)

Nun berechnen wir

m

— 5] o o 9 E
Ri7jvk7l T <R(8ui > Qud ) ouk> W> < aJ7k 8up’ oul > Z R 7J»kgpl

Es ist
m
E :auv ik )9p,t = aw E F] k9pl E kaut (9p.0)
"
507 (Djiget) E Lipa+Tip).
und somit

m
— D
Rijki= E RY S Gpi
p=1

p=1 g=1
_ a
= But (FJ ki) — ;F?k(ri,pyl + Ty p) - W(Fz,k 1)+ grz k(rj pit+T lyp)
(1) (2) (3) (4)
+ Z(F;kri,q,l I3 L)
g=1 N——— N——
(1) (3)

%) 1%} 1%} 1_0 ) %) 1%}
i (a7 9kl + 5ur 915 — Bar9ik) — 3547 (Bar k1 T Fur9li — pardik)

(73T —T5 kLip)
I ——
@) @)

p

_ 1 9 3% o ot
-2 (Buiauk 9.5 — Buiout ik + dwout Jik — Fuiouk gl7i)

+ Y P Tty — Tinaliy). O

p=1gqg=1
64.5 Lemma (Symmetrie der Riemann-Kriimmung).

Die Riemann-Krimmung erfillt folgende Identititen:

R(X,Y)Z+R(Y,X)Z =0

(R(X,Y)Z, W)+ (R(X,Y)W,Z) =0

(R(X,Y)Z,W) = (R(Z,W)X,Y)

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0

(VZR)(X,Y, W)+ (VxR)(Y,Z,W) + (VyR)(Z, X, W) = 0.

CU o=

Die Gleichungen und heiffen 1.te und 2.te BIANCHI IDENTITAT.

Beweis.
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ist klar wegen der Definition R(X,Y) :=VxVy —VyVx — Vix,yl-
ist dquivalent zu (R(X,Y)Z, Z) = 0 fiir alle X,Y,Z. Es ist:

R(X7YaZvZ): <VXVYZ72> _<VYVX272>_<V[X,Y]27Z>

—_—
X(Vy Z,2)—(Vy Z,V x Z)
1 1
:X(§Y«ZZ»)—<v%1VXZ>—Y(§X«ZZ»)+<Vx&vym
- <V[X,Y]Zv Z>

1
= §[XaY]<Z7Z> -0- <V[X,Y]Z7Z> =0

Nach [72, 62.4] gilt Vy Z—V zY = [Y, Z] und durch Anwenden von V x erhalten

wir:
VxVyZ —=VxVzY = V71X =Vx[Y,Z] - Viy 21X = [X,[Y, Z]]
Der zyklische Ausdruck 148t sich nun wie folgt umformen:

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =
=VxVyZ—-VyVxZ—VixyZ
—_—— —

N—_——
(1) (2) (3)
+ VyVZX - V2VyX - V[Y,Z]X
N N—— ,
(2 (3) (1)

+ V2VXY — vazy — V[Z,X]Y
—_— —— . ,
(3) ) (2)
=XV 2+ [V, [Z, X]| +[Z,[X, Y]]
—_— Y Y——
(1) 2 (3)
=0 (wegen der Jacobi-Identitét).

folgt rein algebraisch aus , und :

Man setzt R(X,Y,Z, W) := (R(X,Y)Z,W). Nun betrachtet man einen Oktaeder
und bezeichne 4 der Seitenflachen (die sich nur in Ecken schneiden) mit X, Y, Z,
w.

R(X, Y, Z, W

R(X, WY, Z) z RIWY, X, Z)

R(Z, X, Y, W R(Z, Y, W X)

R(Z, WX, Y)
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0

Die Ecken des Oktaeders, welche z.B. der Schnitt der Flachen X und Y ist, wird
mit R(Z, W, X,Y) bezeichnet, da von dieser Ecke aus betrachtet die Flichen X,

Z,Y, W aufeinander folgen. Wegen und ist es egal, von welcher der beiden
angrenzenden Flichen X oder Y aus man zu zéhlen beginnt.

Nun beachte man, daf§ die Summen der Ecken der Dreiecke X, Y, Z, W wegen
Null sind, denn bei der Drehung um eine Achse durch den Mittelpunkt eines
Dreiecks werden sowohl dessen Ecken als auch die iibrigen 3 Dreiecke zyklisch per-
mutiert.

R(XY, Z, W

RWY, X, Z) R(Z, Y, WX)

R(X, WY, Z) R(Z, X, Y, W

R(Z, WX, Y)

Z&hlt man diese Summen fiir die Dreiecke Z und W zusammen und zieht jene fiir
X und Y ab, so erhilt man, dafl das Doppelte von der Differenz aus der Ecke WNZ
und der Ecke X N'Y Null ist, d.h. | 3] gilt.

R(X, Y, Z, W

R(X, WY, Z) R(Z, Y, WX)

R(Z, WX, Y)
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In Detail bedeutet dies:

(+) R(X,Y.Z,W)+R(Y,Z,X,W)+R(Z,X,Y,W) =0

1) (2) (3)

(4) (1) (5)
(=) R(ZW,X,Y)+R(W,X,Z,Y)+R(X,ZW.Y) =0

(6) (4) (3)
(+) R(Y,Z,W,X)+R(Z,W,Y,X)+RW,Y,Z,X) =0

@) () ®)
= 2R(X,Y,Z,W)—2R(Z,W,X,Y)=0

(€] (6)

Um diesem Punkt iiberhaupt Sinn zu geben, mufl man V; auf Tensorfelder
ausdehnen. Das geht mittels Produkt-Regel, i.e.

(VZR)(X,Y, W) :=
-V, (R(X, Y)W) “R(V2X,Y)W — R(X,V,Y)W — R(X,Y)V ;W

=V (R(X7 Y)W) + RV, VX)W — R(X7 VyZ [, Z])W ~ R(X,Y)V,W.

Mit Zzykl_ bezeichnen wir die zyklische Summe beziiglich der Variablen X, ¥ und
Z. Dann gilt

Y (VZR)(X, Y, W) =

=YV, (R(X, Y)W) + S RX Y. Z)W - 3 R(X,Y)VW

zykl. zykl. zykl.

= > V2([Vx, V] - Vi )W
zykl. e
1) (4)
+ 3 (9%, Vwz] W = Vic g W)
-y —_——— H/_/
@ @
=Y (VX VIV W = Vix V2 W)
wkl, —
(2 (4)
==V x W
—_———
®

+ 3 (V2IVx Iy W = [V, Wy V2 W) + 0,
zykl.

€] ) )
=0+ (Z Vz,[Vx, VYH)W

zykl.
=0 wegen der Jacobi-Identitét. O
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64.6 Folgerung (Polarisierungsformel).

Fiir die Riemannkrimmung gilt:
4'R(X,Y, Z, W) =
= —R(Z+X,Y+W,Y+W,Z+X)+ R(Z4+ X, Y-W, Y -W, Z+X)
+R(Z-X, Y4+W,Y+W,Z-X) - R(Z-X,Y-W,Y-W, Z—-X)
+ R(Z+Y, X4+W, X+W, Z+Y) — R(Z4+Y, X -W,X-W, Z+Y)
—R(Z-Y, X4W, X4W,Z-Y)+ R(Z-Y,X-W,X-W,Z-Y)

Beweis. Es ist
6) R(X,Y+Z,Y+Z.X)~ R(X,Y-2,Y—Z,X) =
—9 (R(X, Y, Z,X) + R(X, Z,Y, X))

54.5.1 || 64.5.2
2 (R(X, Y,Z,X)+ R(Z, X, X, Y))

64.5.3
4R(X,Y,Z X)
und weiters
(7) RX4AW, Y, Z, X+W) - R(X-W,)Y, Z, X-W) =

-9 (R(X, Y, Z, W) + R(W,Y, Z, X))

Also ist
(8) R(Y,Z, X, W)=

54.5.1 || 64.5.
O

7 1
—-R(X,Y,W,Z) + B (R(Z—i—X,Y,W,Z—i—X) —R(Z—X,KW,Z—X))

64.5.2 |,
RIX.Y. Z.W)
1
+3 (R(Z+X,Y+W, Y+ W, Z+X) = R(Z+X,Y-W,Y - W, Z+X)
“R(Z-X,Y4+W,Y+W,Z—X) + R(Z—-X,Y-W,Y W, Z—X))
(9) R(Z,X,Y,W)=

64.5.2

=]

1
R(Y.X.W.Z) - 5 (R(Z+Y7 X,W,Z+Y) - R(Z-Y, X, W, Z—Y))
[615.1][645.2][6] RIX.Y.Z,W)
1
=z (R(Z+Y, XAW, X+ W, Z4Y) — R(Z+Y, X W, X -W, Z+Y)

8
CR(Z-Y,X+W,X+W,Z—Y) + R(Z—Y, X-W, X W, ZfY))
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und damit
64.5.4
0 R(X,Y,Z,W) + R(Y, Z,X,W) + R(Z,X,Y,W)
= R(X,Y,Z,W)
+R(X,Y,Z,W)
1
+§@w+XJ+WY+WZ+m—Rw+xY—WY—mZ+x

fR@fXY+WY+WZfM+RM7XY7WY7WZ7ﬂ)
Y R(X,Y,Z,W)
—é@w+xx+mx+mz+m—Rw+xx—mx—mz+m
fR@fKX+WX+WZfH+RM7KX7WX7WZfﬂ)
und schliefflich

AR(X,)Y,Z,W) =
= RZ+X,Y+WY+W,Z+X)+R(Z+X,Y -W,Y - W, Z + X)
YRZ-XYA+WY+W,Z-X)-R(Z-X,Y -W,Y - W,Z — X)
TRZ+Y,X+W,X+W,Z+Y)—R(Z+Y,X -W,X —-W,Z+Y)
“RZ-Y,X+W,X+W,Z-Y)+R(Z-Y,X-W,X-W,Z-Y) O

64.7 Definition.
Wir wollen nun die Ausdriicke der Form R(X,Y,Y, X) in der Polarisierungsformel

weiter untersuchen. Sei dazu

X' =aX+bY a b
Y =eX +dY (c d)'

Wegen der Schiefsymmetrie ’ 64.5.1 ‘ und ’ 64.5.2 ‘ ist

R(X',Y',Y',X'") = det(A) R(X,Y,Y’, X') = det(A4)? R(X,Y,Y, X).

Das gleiche Transformationsverhalten hat auch |X|? [V |* — (X,Y)?2, da dies das
Quadrat der Flidche des von X und Y erzeugten Parallelogramms ist, siehe dazu
[72, 53.4]. Folglich ist der Ausdruck

R(X,Y,Y, X)
K(F) =
)= XEyE - (x.v?

unabhéngig von der Wahl eines Erzeugendensystems des von X und Y erzeug-
ten 2-dimensionalen Teilraums F' := ({X,Y}) von T,M. Diese Zahl heifit die

SCHNITTKRUMMUNG von F'. Die Polarisierungsformel zeigt, dafl die Rie-
mannkriimmung sich aus der Schnittkriitmmung berechnen 148t.

64.8 Satz (GauB-Kriimmung versus Schnitt-Kriimmung).

Fiir jede Riemann-Fliche M ist die Gaufkrimmung ident mit der Schnittkrim-
mung (des ganzen 2-dimensionalen Tangentialraums).
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Beweis.
Fiir Hyperflichen im R haben wir das in gezeigt. Fiir abstrakte Riemann-
Flichen M seien (u',u?) lokale Koordinaten auf M. Dann ist

2 _ 2,
D K(T,M) = D 1251225 2 — [(:2r, -25)[2 =Ri221
dull 1 9ul Oul’ du2
5 (8u18u2 91,2 — du?aul 92,2 + 31;38“1 gi1,2 — augauz gl,l)

Y (Ti21T200 —To01T111) + 9" (T122T211 — T222011.1)
+¢*' (T1210212 —Ta21T112) + 9%% (T1220912 — 22201 12)

(72, 58.1][ 62.6 | 1
_ 5 (F172 — lel —+ F271 — E272)
G F
+ ﬁ (E2E2 — (2F2 — Gl)El) — ﬁ (GlEQ — GgEl)

(B~ 0 — )@ — o)) + 55 (@0~ Go(2Fs — B))

D2
E 2
4D2 (E2Ga — 2F1Go + G17)
F
+ — 102 (E1Go — ExGy — 2EyFy + 4F Fy — 2F1Gy)
G 1
+ — 4D2 (E1G1 — 2K F5 + E2 ) - 5 (EQ’Q — 2F1,2 + G1’1)

[72, 53.7] D2 K

Oder etwas anders gerechnet:

1 o % o 9?2
Ri,j,k,l b (auiauk gi,j — duioul 93,k + Sul Oul 9ik — Bl Ouk gl,i)
m
P P
+ E kL0 — 5 3 Litp)
p=1
1 a 9 5 9
Ri221 3 (ng — ateat 92,2 T Furgar 91,2 — m!)m)

+ (7 ol211 —T3ol110) + (T oT212 — T3 5T1,12)

(72, 58.1] 62.6 |
_ 1 (Fl 9 — lel +F271 — E2,2)
ByG-G\F By 2FG-GiG—GyF B

2D2 O 2D2 2
~EyF+GiE G 2R F+G F+G,E 2F —E,
2D2 2 2D?2 2

E

= 13 (B2Ga = 2F1Ga + G1?)

F
+ =5 (E1Ga — EaGy — 2B3F, + AR\ F, — 2F1Gy)
G 1
+ 2 (E1Gy — 2B, F> + E5?) — §(E2,2 —2F 94+ G11)
12,537 2 e
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64.9 Definition (Normalkoordinaten)

Unter RIEMANN’SCHEN NORMALKOORDINATEN versteht man die Parametrisierung
m
o (ut. . u™) - exp,, (Z uiXi)
i=1
fiir eine Orthonormalbasis (X7, ..., X,,) von T,M.

64.10 Lemma (Christoffelsymbole in Normalkoordinaten).
In Riemannschen Normalkoordinaten verschwinden alle Christoffelsymbole bei p.

Beweis. Offensichtlich gilt
9i,i(p) == <%» %XZ’) = (Xi, X;) = 6
Die radialen Geoditen t — exp,,(tX) erfiillen die Geoditen-Gleichung

%"’_ Z Fk,ad;t dc’ll;] =0.
ij=1
Fiir u(t) := tX; gilt wegen u*(t) = (5’“15 somit F?)j(p) = 0. Fir u(t) := t(X; + Xj)
folgt analog 1"’“ + I"~c + l"k + 1"’“ = 0 und da Fiﬁj symmetrisch in (,7) ist, ist
I‘fj( ) =0 fur allezy,k. O

64.11 Lemma.

Sei M eine Riemann-Mannigfaltigkeit und F' < T,, M ein 2-dimensionaler Teilraum.
Dann ist die Schnittkrimmung K(F) genau die Gauf-Krimmung der lokal durch
exp(F) gegebenen Fliche.

Beweis. Wegen geniigt es zu zeigen, dafl die Riemann-Kriimmung Ry der
Fliche N := exp(F) mit der Riemann-Kriimmung Ry; auf M iibereinstimmt, wobei
N durch (t,s) = exp,(tX; + sX3) parametrisiert wird und die von M induzierte
Metrik trégt.

Dazu withlt man Riemann-Normalkoordinaten ¢ : (u', ..., u™) — exp, (31" u'X;)
fiir eine Orthonormalbasis (X1, ..., X,,) des Tangentialraums T, M. Beziiglich die-

ser verschwinden nach | 64.10 | alle Christoffelsymbole bei p. Da die Koeflizienten-
funktionen g; ; mit 4, j < 2 fiir M und N {ibereinstimmen, gilt das auch fiir

_ 1 8?2 o 9 o
Ri,j,k:,l =3 (aujaul ik + Fuiour 9l T Fwioar 94l T Guiodl gj,k) +0. O

64.12 Satz (Ungekriimmte Riume).
Fiir eine Riemann-Mannigfaltigkeit sind dquivalent:

1. R=0.
2. M ist lokal isometrisch zum Euklidischen Raum.
3. Der Paralleltransport (siehe [72, 61]) ist lokal wegunabhingig.

Der Punkt (3) ist global nicht allgemein giiltig wie das Mdbiusband mit flacher
Metrik zeigt.

Beweis. (1 = 3) Indem wir eine Karte verwenden, kénnen wir annehmen, daf§ M
eine offene Umgebung von 0 in R™ ist, allerdings mit einer allgemeinen Riemann-
Metrik g. Wir miissen zu gegebenem Anfangswert X, ein Vektorfeld X finden,
welches liangs jeder Kurve parallel ist. Dazu geniigt es, dal V5, X = 0 fiir alle
i = 1,...,m ist. Zuerst finden wir ein lings der u'-Achse paralleles Vektorfeld
ul X(u ,0,...,0). Zu jedem v! finden wir lings der Kurve u? — (u!,u2,0,...,0)
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ein paralleles Vektorfeld u? — X (u!,u2,0,...,0) mit Anfangswert X (u!,0,...,0).
Und somit erhalten wir ein Vektorfeld (u',u?) — X (u',u?,0,...,0) lings der 2-
Fliche ¢ @ (u! u2) — (u,u?,0,...,0). Dieses erfiillt: V5, X = 0 lings ¥ und
Vo, X = 0 lings u! — (ul,0). Es gilt Vo, V9, X —V5,Vs, X = R(01,02)X =0, da
[0s, 0] = 0 ist. Somit ist Vg, Vs, X = 0, d.h. Vg, X ist parallel lings u? — (ul, u?).
Aus Vp, X = 0 lidngs u' — 9(ul,0) folgt Vo, X = 0 lings ¢. Es ist also X parallel
lings aller Kurven in der 2-Fliche .

Nun kann man obigen Prozef iterative fortsetzen, um das gewiinschte parallele
Vektorfeld X zu erhalten. Dies zeigt, dal der Paralleltransport wegunabhéngig ist.

(3 = 2) Waihlt man als Anfangswert die Vektoren einer Orthonormal-Basis von
ToR™, so erhilt man parallele Vektorfelder X;, welche punktweise eine Basis bilden.
Fiir diese gilt [X;, X;] = Vx, X; — Vx, X; = 0. Diese konnen integriert werden, um
eine Karte ¢ zu erhalten, welche ¢; = X; erfiillt, siehe [72, 29.12]. In dieser Karte
hat die Riemann-Metrik dann aber Koeffizienten ¢; ; nach [72, 61.5.1], d.h. ¢ ist
eine lokale Isometrie zwischen dem flachen R™ und M.

(2 = 1) Da die kovariante Ableitung und somit die Riemann-Kriimmung eine int-
rinsische Grofe ist, also nur von der Riemann-Metrik abhéngt, geniigt es R fiir den
Euklidischen Raum zu berechnen, dort ist aber R = 0 wegen der Vorbemerkung zu

o1 0
64.13 Definition (Spuren der Riemann-Kriimmung)

Unter der R1cCI-KRUMMUNG einer Riemann-Mannigfaltigkeit versteht man
Ricci(X,Y) := spur(Z — R(Z, X)(Y)) S Spur(Z — R(X, Z)(Y)).

In lokalen Koordinaten gilt:
Ricci(z X! B‘ZHZYj %) —
i J
= ZXZ‘ v/ Ricei( 3%, 5% )
S S

k
k,i,j

ZXz Y Z(auk _ 2Ty Z oy, — I T p))
Beachte, dafl Ricci : T M x T, M — R symmetrisch ist, denn

| s, B s . i) >
RlCCl(au, 5 auy) ki, j k,i,g,1 g R; il ki 9

Z Liik 9 = ZRé,j,i = RICCI(i ‘9,-)
!
Eine (Pseudo—)Riemann—Manmgfaltlgkelt heifit Ricci-FLACH falls Ricci = 0.
Sie heiffit EINSTEIN-MANNIGFALTIGKEIT falls Ricci proportional zur Metrik ist.

Unter der SKALARKRUMMUNG versteht man S := spur (§ — (Ricci(€, ))"), also
die Spur der Abbildung

Ty M —groer— (T M)* S T, M.

RicciY
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In Koordinaten ist das somit

§ =3 Ricei( 557, 5% ) 9"/
%
8 1k o Tk k k
=> Z(er,j — oor Tl + D () T, — Ff,jrk,p)) g+
i p

Beachte, dafl dies wegen der Symmetrieeigenschaften alle nicht trivialen Spu-
ren sind, welche man aus der Riemannkriimmung bilden kann.

Der véllig spurfreie Teil der Riemann-Kriimmung wird (fir m > 3) als WEYL
KRUMMUNGSTENSOR

1 o S
W:=R- m(RICCI—mg> g

Schouten Tensor

=R-— %(Ricci—%g) °g—

m —

om(m —1)7 7

bezeichnet. Dabei ist keoh das KULKARNI-NOMIZU PRODUKT zweier symmetrischer
2-fach kovarianter Tensoren k£ und h, ndmlich

(k o h)(v1,va,v3,v4) : = k(v1,v3) h(va, v4) + k(va, v4) h(v1, v3)
— k(’Ul,’U4) h(’UQ,’Ug) — k(UQ,’Ug) h(’Ul,’U4)

64.7a Proposition.
Eine Riemann-Mannigfaltigkeit hat genau dann konstante Schnittkrimmung auf
G(2,T,M), wenn fir alle X,Y,Z € T,M gilt:

RX,Y)Z =K - (g(Y, 2)X — g(X, Z)Y)

Beweis. (<) Sei R(X,Y)Z = K - (g(Y, )X —g(X, Z)Y) mit einer Konstanten
K € R. Dann ist

g(REX. Y)Y X)
K(({X,Y})) == g(X, X)g(Y,Y) — g(X,Y)?
_ Q(K' (g(Y,Y)X—g(X7Y)Y)’X) _

g(Xa X)g(Y7 Y) - g(X7 Y)2
(=) Sei K die konstante Schnittkriimmung. Der Ausdruck

g(K- (9. 2)X = (X, 2)Y), W) = K - (9(¥, 2)g(X, W) = g(X, Z)g(¥, W)
hat die Eigenschaften 64.5.4 | und stimmt fiir Z =Y und W = X mit
g (R(X Y)Y, X ) iiberein. Wegen (wo wir nur diese Eigenschaften) verwendet
haben stimmt er iiberhaupt mit g(R(X ,Y)Z, W) iiberein. O

64.14 Folgerung.
Eine m-dimensionale Riemann-Mannigfaltigkeit habe konstante Schnittkrimmung
K. Dann gilt fiir die Ricci- und die Skalarkrimmung:
Ricci(X,Y)=K-(m—1)-g(X,Y)
S=K-(m—1)-m
S

Insbesonders liegt eine Einstein-Mannigfaltigkeit vor, also Ricci = £ g.
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Beweis.

Ricci(X,Y) = spur(Z — R(Z, X)Y)

spur(Z — K - (9(X,Y)Z - g(2,Y)X))
=K (m g(X,Y)-g(X,Y)) =K (m—1)-g(X,Y)

und S = spur(X — (Ricci(X, ,))b> = spur(X — (K- (m—1)-g(X, ,))b)
=spur(X - K-(m—-1)-X)=K-(m-1)-m. O

66. Die Begleitbeinmethode von Cartan

66.1 Definition.

Es sei (M,g) eine m-dimensionale (PSEUDO-)RIEMANN-MANIGFALTIGKEIT, d.h.
g ist eine (nicht notwendig positiv) definite Metrik auf der Mannigfaltigkeit M.
Ein LOKALES m-BEIN (m-FRAME) auf einer offenen Menge U C M ist ein m-
Tupel von Vektorfeldern s; auf U die punktweise (d.h. fiir jedes = € U) eine Basis
von T, M bilden. Es heiit s = (s1,..., $;) ORTHONORMAL-BEIN falls (s;(z)); eine
orthonormal-Basis von T, M fiir jedes x € U ist, d.h. g(s;,s;) = £d; ;.

Lokal existieren orthonormal-Beine, denn die symmetrische definite bilinear-Form

g auf T, M 148t sich in einer Basis (ey,...,e,,) als
9z (Z v'es, Z Uj€j> = Z viw' — Z viw?
i J i<p i>p

schreiben, siehe [72, 14.8]. Und indem wir die e; zu lokal linear unabhéngigen
Vektorfeldern erweitern und auf diese Gram-Schmidt anwenden erhalten wir einen
orthonormal-Rahmen.

ie18) h! (kurz: ' = s - h)
fiir ein eindeutig bestimmtes h = (h!); j=1...m € C°(U, GL(m)).
Sei s = (s1,...,8m) ein m-Bein auf U und V die Levi-Civita-Ableitung. Dann

existieren eindeutig bestimmte wj € QY(U) mit

Ves; = Z sj-wi(§), kurz: Ves = s w(€) bzw. Vs =s - w

Falls s und s’ zwei m-Beine auf U sind, so ist s, = >_""

wobei w = (w{)2 i=1,..m € QY(U, L(m,m)) ZUSAMMENHANGSMATRIX VON V bzgl.

s heif3t.

,,,,,

66.2 Lemma.
Es sein = Zj s;n’ ein Vektorfeld auf U. Dann ist

Vn:Zsk~(wa~nj+dnk>:s~w~77+s~dn.
k J

Beweis.

vgn_vg(zsj ) L 3 (s - 45, £0))

J

-Z(Zsk W (&) - n? + 55 - dnp ( )):Zsk'(zwf'nj+dnk>(f) =
k J
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66.3 Lemma.
Es seien s und s’ = s+ h zwei m-Beine und w und W' die zugehdrigen Zusammen-
hangsformen, dann gilt:

h-w' =dh+w-h.

Beweis.
s h-w=s w=Vs=V(s-h) s-dh+Vs-h=s-dh+s-w-h
= h-w=dh+w-h O

(72, 62.4.3]

66.4 Lemma.
Es sei s ein orthonormal-Bein, w die zugehirige Zusammenhangsform und ; :=
9(si,8;) € {£1}, dann gilt:

£ Wi +€kwf =0.

Beweis.

(72, 62.4.5]

5i§i,j = g(slasj) =0= dg(S“S]) g(VSi, SJ) +g(5ia VSJ)

= g(zsk .wf,sj> —|—g(si,zsk wf)
k k

= wag(sk,sj) + Zw;?g(susk) =ejwl +e wj. O
k k

66.5 Lemma.
Es sei s ein orthonormal-Bein und w die zugehorige Zusammenhangsform. Wir

setzen R(&,m)s = (R(&,m)8:)i=1....m- Dann gilt:
R(&n)s = s (dw+w Aw) (€, n),

wAw:= (Zw,@/\wf)
k

wobei
€ Q*(U, L(m,m)).
j

174

Beweis.

R(§,m)s =VeVys = VyVes = Vie s
= V(s - w(n) = Vyls - w(©) — - w(lEn)
= 5+ d(w(m)(€) + Ves - w(n) — - d(w(€)(n) = Vys - w(&) =5 w(l&.m)
=5+ (Awm)(©) — dw©)n) = w(l&n])) + 5+ (@) - wn) —wn) -w(©))

s (dw+wAw)(&mn). O

66.6 Definition.
Man bezeichnet mit Q := dw + w Aw € Q*(U, L(m,m)) die KRUMMUNGSMATRIX
BZGL. s. Es gilt somit die 1. STRUKTURGLEICHUNG VON CARTAN

R(Em)si =Y sk~ QF(E,m), kurz: R(s) = s Q.
k

66.7 Lemma.
Es seien s und s’ = s+ h zwei m-Beine und Q und Q' die zugehdrigen Kriimmungs-
matrizen, dann gilt:

h-Q=Q-h.
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Beweis.

s h-Q =350 =R(s) = R(s - h) 22ttt poy . h=5.Q-h
=h-Q=Q-h O

66.8 Lemma. _
Es sei s ein orthonormal-Bein und e; = g(s;, s;) € {£1} dann gilt 6293 +¢e;Q] =0.

Beweis.

. 4 . A
&ifl; gidwj + E giwy, A\ wj
k

66.4

Cdd — k k
—&; dw; E epw; A wj
k

— J k k _ J kon o g
= —¢;dw;] — E w; N Epw; = —¢; (dwi - g w; /\wk)
k k

= eyt + Tt nk)
k

[=2}
.C\.
ot

—Eng. O

66.9 Definition.
Es sei s = (s;)i=1,....m €in m-Bein. Das dazu duale_m—KOBEIN r = (rj)jzl
QY(U, L(m,m)) ist gegeben durch 77 (z)(s;(x)) := 7.

.....

66.10 Lemma.
Es sei s ein m-Bein, r das zugehorige m-Kobein und w die Zusammenhangsmatriz.
Dann gilt die 2. STRUKTURGLEICHUNG VON CARTAN:

drk—i—wa/\rj:O, kurz: dr +w Ar = 0.

J

Beweis. Es sei 7 eine Vektorfeld auf U. Dann ist 7 = 3. s; - 7(n).
Ve = V(3517 () L 3 (Ves; -9 (n) +55 €09 ()
- Zk:s,:. WEE) -9 () + zk:sk ;(r’“(n))
Folglich ist: j
02 200 Gen — Vb — [6,m)
=D (wh(©) P () — ) -7 (©)) + 3 s~ (€0 ) = n(r(©) — (&)

0

(whArd) (€m) dr¥ (¢,m)

:Zsk-(wa/\rj—i-drk)(ﬁ,n) O
k J

66.11 Cartan’s Lemma.

Es seien vy, ..., v, linear unabhingig in einem Vektorraum E und wy,...,w, € E.
Dann st Zi vi Aw; = 0 genau dann, wenn w; = Zz a; jv; mit einer symmetrischen
Matriz (ai,j)i,j .
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Beweis. Wir erginzen v; zu einer Basis (v1,...,Un, Unt1,--.,Umn) und somit ist
n m
wi = Zj:l a;i,jVj + Ek:n+1 bi,k vk, also
E v; N w; = E (am- — ajvi) v; AN vj + E bi,k V; N Vg
i<n i<j<n i<n<k

Da (v; A vj)i<; eine Basis von A?(E) ist, ist dies genau dann 0, wenn b; ; = 0 und
jj = ji- u

66.11a Lemma.
Fiir orthonormale Rahmen ist die Zusammenhangsmatriz w durch die 2. Struktur-

gleichung | 66.10| von Cartan eindeutig festgelegt.

Beweis. Es sei 7 der Korahmen eines orthonormal-Rahmens s. Aus dr +w A r =
0 = dr+w' Ar folgt somit fiir 0 := w’ —w, dal o Ar = 0, also o}, = a5k T nach

66.11 | mit symmetrischen a’. Wegen ¢;w! = —eiwh (mit &; = g(si,8:) € {£1})
nach und analog fiir w’ gilt gleiches auch fiir . Wenn wir b; g = eia; i Setzen,
so ist

0=cjo] +ei0; = E (ejay. ; +eiay, ;) " = E (bp s + by ) 7",

k k
also by, ; = —bj, ; und b}, = ;0% = ga}, ; = by, ; und somit
i __ i _ 3 _ _3d _ 3k _ 3k _ _pi
bjg =k = —bp; = —by ) = bi; =05, = —bjx
also b, =0, d.h. 0 =0, also ' = w. O

66.6a Bemerkung.

Es sei (s;); ein orthonormal-Bein und (r?); das zugehérige Kobein. Dann erhalten
wir fiir die Riemann-Kriimmungen R, die Ricci-Kriimmung Ricci und die Skalar-
Kriimmung S nach folgende Darstellungen

(Z sp W (84,85 ) = Q. (si, 55)
(Z sp Q2 (si,85), 8;) =& QZ(Si7Sj)

R = E TZ(R(Si,Sj)Sk) rererres = g Qé(si,sj) rrererfe s
i,7,k,1 1,5,k,1

666

Réj)k =7l (R(si,s]) )

666

Rijki = g(R(si, 57) Sk s;)

1
_szlc

Ricci = Zspur(Z — R(Z, Si)(Sj)) rerl = ZZQk Sk, 8i) T @1

2%}

>k TF(R(sk,5i)s5)

S = ZRiCCii,i = ng(skv 87/)
i i,k

=:Ricciy

66.6b Proposition.
Es sei (s;) eine orthonormal-Bein. Dann ist

Ricci; ; = Ricci(s;, i) = (i, i) ZK( {si,8;}) )
J#i
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Fiir dim = 3 148t sich damit auch umgekehrt aus der Ricci-Kriimmung die Schnitt-
Kriimmung bestimmen, denn das Gleichungssystem:

ZK(<{si,Sj}>) = & Ricciy; fiir i € {1,2,3}
i
hat eindeutig bestimmte Losungen K(({sl, sj}>)

Beweis.
Ricci(s;, 8;) = spur(Z — R(Z, si)si> = er (R(sj, si)si)
J

— Zg(sj, 55) 'Q(R(Sja 8i)Si, Sj)

= 0+Z sJ,s] ( {s],sl}>> ( (8:,5:)9(s5,55) fg(sj,si))

=¢; e{il} =0

= g(sis:) - Y K(({s0,5;1)

J#i

66.12 Beispiele.

1. Die 2-Sphire S2.
Sei f:(0,27) x (—m,m) — S? die Parametrisierung nach Kugelkoordinaten,
d.h. f(p, ) := (cos(?) cos(ip), cos(?) sin(yp), sin(¢)). Es ist

df' = — cos(¥9) sin(y) dp — sin(1¥) cos(p) d¥?
df? = cos(19) cos(p) dp — sin(¥9) sin(p) dv
df? = cos(1¥) dv

und folglich ist die Metrik in den Koordinaten (p, ) gegeben durch
3
FO dr' @da') =Y df' @ df' = cos(¥)? de @ dep + dY @ di)

Somit ist s := %, S9 1= CO:( ) % ein orthonormal-Bein mit zugehorigem
orthonormalen Kobein 7! := dd), 72 := cos(¥9) de.

Fiir dieses ist dr! = 0 und dr? = —sin(¢9) dJ A dep.

Die Zusammenhangsmatrix w erhalten wir wegen aus der 2. Struk-

turgleichung | 66.10 | von Cartan:
wi =0=ws, w?=-w) wegen ,

 [30]

= wy =alp,9)r

drt +wi APt Wl A2 =040+ wi Ar?
2

0=dr? +winrt +ws Ar?=—tan(9)r' Ar? —a(p,9)r* Art +0
= a(p, ) = tan(¥)

= — w% =wi = tzm(19)r2 = sin(d) dp
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Fiir die Kriimmungsmatrix = dw + w A w erhalten wir somit
0 =03=0
—02 = Q) = dwi + wi Awi +wd Aws = d(sin(9¥)dp) + 040
= cos(V) dI Adp =1t A2
Aus der 1. Strukturgleichung von Cartan ergibt sich die Schnitt-

kritmmung (siehe ) als

K(TpSQ) = g(R(s1,52)s2,51)

666 1
<Z Ssz 81,82 81) = Q2(51,52) =1

Die Poincaré’sche Halbebene.

Die Metrik auf H, := {(z,y) € R?> : y > 0} ist gegeben durch g =
y%(dx@dx—i—dy@dy). Ein orthonormales Kobein ist r! := %dy und r? == %dm
mit Differential dr' = 0, dr? = —y%d:v Ady = ! Ar?. Die zweite Struktur-
gleichung von Cartan liefert

wi=0=ws, ws=-wi=—dr=r?

Y

und folglich
1
QU =0=0% Qi=-0= de/\dy:ﬂ/\rl

Die Schnittkriimmung ist somit
K(T,H") = Q3(s1,52) = —1.
Die 3-Sphiire S3.
Verallgemeinerte Kugelkoordinaten sind
flo,9,7) = (cosT cos? cos g, cosT cosd sinp, cos T sind, sin 7).
Die Metrik ist
g = cos(7)? cos(9)?dp ® dyp + cos(7)*dV @ di + dr ® dt
Ein orthonormaler Korahmen ist
Vi=dr, r%:=cos(r)d¥, r®:=cos(T)cos(d)dyp
Fiir die Zusammenhangsmatrix erhalten wir
0 —sin(7)dd —sin(7) cos(¢) dp
w= sin( ) d19 0 —sin(9) de
sin(7) cos(9) dp  sin(¥) dy 0

( —tan(7)r? —tan(r)r3

tan(7) 0 —tangﬂ)) 3

tan(9) 3 0

cos(T)

und fiir die Krﬁmmungsmatrix

Q=

—CcosT d19/\d7' 0 cos? 7 cos ¥ dpAdd
— cos 7 cos ¥ dpAdT — cos? T cos 9 dpAd 0

( 7“/\7" 3 ATt

cos T dINdT cos 7 cos ¥ dpAdT >

rt A T2 r3AT2
rtArd 2 /\1" 0

150
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Also ist
Rl = Qilsi, s5) = (" Art)(si, 55)
= £8) — 613 = g (g(sy, 51)si = glsi, 505551

und somit wegen die Schnittkriimmung K konstant 1 und wegen
64.14 | weiters Ricci(X,Y) = K-(m—1)-g(X,Y) = 2¢(X,Y) und schliefilich
die Skalarkriimmung S = K - (m — 1) - m = 6.
4. Der hyperbolische Raum.
Der HYPERBOLISCHE RAUM ist H' := {(z',2%,23) € R® : 2! > 0} mit der
Metrik
1
g=-—— (dzl @ dz' + dz® @ dz® + dz® @ da:3>
(x1)?

Ein orthonormaler Korahmen ist

1 1 1
rl = de?’, r? .= —1dac2, 3= Tdml
x x x
Fiir die Zusammenhangsmatrix erhalten wir
0 0 X da? 0o 0 7t
w = 0 0 Lda? =10 0 r?
_?11 dz3 —x% dz? 0 |
und fiir die Kriimmungsmatrix
0 *ﬁ dz? A da3 *ﬁ dx! A da?
Q= ﬁ d$2 A\ dl‘?’ 0 _ﬁ de’l A\ d$2
ﬁ dzt A da3 (a:%)"’ dzt A da? 0
0 rtar? A
=[r2Ar! 0 r2 A3
rArt 3 Ar? 0

Wie zuvor ergibt sich nun daraus, daf§ die Schnittkriimmung konstant —1
ist und fiir die Ricci-Kriimmung Ricci = —2¢.

5. Raumformen.
RAUMFORMEN sind Riemann-Mannigfaltigkeiten mit konstanter Schnittkriim-
mung. Eine gemeinsame Form der Metrik ist

1
g=——dp@dp+p- (dﬂ®d19+sin2(z9)dgo®d<p>
kp

1—
wobei p > 0, kp? < 1, [J] < /2 und |p| < 7 ist. Fiir den Korahmen
1

v 1— kp?

rl=pdd, r? = sin(9)pdyp, = dp

ist die Zusammenhangsmatrix

0 cos(9) dy —v/1—kp2dd
w= | —cos(d)dy 0 —sin(9)/1 — kp? dp
V1—=£p2dd sin(9)\/1— kp2de 0

cot(9) .2 B

0 I p
1— 2

— | _ cot(®) r2 0 kP 2

P P
v/ 1—kp? Pl v/ 1—kp? 2 0
P o
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die Kriimmungsmatrix

0 —ksin(9)p? dd A dyp 5L dp A dY
\/ 1—kp?
0 = | rsin(9)p?dd A dep 0 % dp N\ dy
—rp
—— 2 _dondy =P g5 A oy 0
1—kp2 \/ 1—kp?
0 r2Arl 3 At
=k-|rtAr? 0 3 A2
rPArd P2 A 0

Wir zuvor ist somit die Schnittkriimmung (konstant) s, die Ricci-Kriimmung
Ricci = 2k g und die Skalarkriimmung S = 6k.
Ahnlich zu [72, 60.3] zeigen man, dafl jede einfach-zusammenhéngende voll-
stdndige m-dimensionale Riemann-Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnitt-
kriimmung K isometrisch isomorph zu R” mit der flachen Metrik im Fall
K =0, zu S™ C R™*! im Fall K = 1 und zum hyperbolischen Raum
Rt x R™~! im Fall K = —1 ist.

6. Die Schwarzschild-Metrik.
Die allgemeine Relativitdtstheorie wir durch eine LORENTZ-MANNIGFALTIG-
KEIT (d.h. eine Pseudo-Riemannsche Manigfaltigkeit mit LORENTZ-METRIK,
i.e. mit Signatur (—,+,+, +) (oder dquivalent (4, —, —, —)) beschrieben fiir
welche die EINSTEIN’SCHE FELDGLEICHUNG

1
Ricci—§Sg =T

gilt, wobei g eine LORENTZ-METRIK, S die Skalarkrimmung und 7 der
ENERGIE-IMPULS-TENSOR ist, welcher durch die Masseverteilung beschrie-
ben wird. Fiir eine C'"*°-Mannigfaltigkeit mit vorgegeben Energie-Impuls-
Tensor ist dies eine partielle Differentialgleichung fiir die Metrik. Im Spezial-
fall T' = 0 spricht man von der VAKUUM-GLEICHUNG. Selbst fiir die Vakuum-
gleichung sind nur wenige lokale Losungen bekannt. Eine ist die SCHWARZ-
SCHILD-METRIK, die sich im Rotations-symmetrischen Zeit-unabhingigen
Fall ergibt:

1

g=—h(p)dt®dt+ 7o)

dp @ dp + p* d¥ @ d + p*sin(¥)*dy @ dp

mit h(p) :=1— % fiir p > 2M. Dabei nennt man p := 2M den SCHWARZ-
SCHILD-RADIUS. Diese Metrik kann im &dufleren von langsam rotierenden
isolierten Sternen oder bei schwarzen Lochern verwendet werden. Ein ortho-
normaler Korahmen fiir diese Metrik ist somit

1

7"1 = Pd& TQ = PSIII(19) dSO7 7'3 = W dpa T4 =V h(p) dt
P

Fiir die Zusammenhangsmatrix ergibt sich:

0 —cos(¥) de Vhdy 0
cos(V) dy 0 Vhsin(d) de 0

YT —Vhdy  —Vhsin(9)de 0 — 1 at
0 0 2 dt 0
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und fiir die Kriimmungsmatrix

2sin® 1 vh
0 O dINdp oy dpndd M dtndd
_ 2sin® sin ¥ vk sin 9
Q=M =7 dINdp . 0 NS dpAdp pe dtN\dep
—ﬁ dpNdY  — %:’2 dpAdep 0 —p% dtAdp
7% dtAdY 7% dinde % dindp 0
0 2ri AP —plArd —pl At
M| 2r2ap! 0 —rZArd —pZ At
P> —rArh —p3 A2 0 273 A rd
—rt At =t A2 27 A8 0

Die Koeffizienten der Riemann-Metrik im assoziierten orthonormal-Bein (s )

sind nach

’if,l,j = Q;(Sk, Sl)

Aus der Gestalt von Q folgt R;,, ; = 0 fiir j ¢ {k,I} oder i ¢ {k,I} und
somit ist R}, . = 0 fiir j # [. Ein Blick auf die Spalten von  liefert
Yom B i%(Q —1—1) = 0, also ist die Schwarzschild-Metrik Ricci-
flach nach 7 d.h. Ricci = 0.

7. Die Friedmann-Robertson-Walker-Metrik(en).

Die FRIEDMANN-ROBERTSON-WALKER-METRIK beschreibt ein isotropes (d.h.

ohne ausgezeichneten Richtungen) homogenes Universum und ist gegeben
durch

1
g=dt®dt— h(t)2<?p2

- dp@dp+p2~(dﬁ®d19+sin2(19)d<p®d<p))

mit orthonormalen Kobein
rl=dt, r? .= h(t)pdd, > := h(t)psin(V) dp, r*

Zusammenhangsmatrix

0 B p do R psind de 1’“ _ dp
—p
w = —h/pdv 0 Cos19d<p —\/1—kp?dy
o —h' psmﬁdgp —cos ¥ de —sindy/1—kp? do
p A/ 1—rp2dY sin9\/1—kp? dp 0
R(t) .2 R'(t) .3 R(t) .4
0 Rty | R(t) T R(t) |
) 2 0 cot®) 3 _V1-me? o
| aon on
B h'(t) 3 cot(9) 3 1—kp? 3
"R T T RMp 0 T TR@pe
_W@) V1-rp? 2 V1-rp? r 0
o) on on

R 1,2 (t) (t)
0 Ty " AT h(;) Iard h(t) Lard
@) 1,2 R(2—r 2,3 r-h/(®)2 2, 4
Q- ") AT 0 oz AT oz AT
- R(t) 1,3 R()2-k 2, 3 k—h/ ()2 3, 4
wey AT Tz T AT 0 ~ oz T AT
_WW 1,4 k—h!(t)2 P2AP k—h!(t)2 R 0

MM h(t)?2 h(t)2
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Die nicht-verschwindenden Koeffizienten des Riemann’schen Kriimmungs-
tensors sind (bis auf Symmetrien)

h//(t)
sz = R%33 = R%44 = h(t) )
K — h'(t)?
Rggs = 3544 = R§44 = W,
die Ricci-Kriimmung ist
—anz 0 0 0
2 "
Ricci 0 Q(H’ﬁh - h'T 0 0
= K— 2 7
0 0 2e-t?) 0
_ 2 7
0 0 0 2et?)

und die Skalarkriimmung

6(x — (1)) 6h"(t)

5= h(t)2 h(t)

63. Jacobi-Felder

63.1 Bemerkung

Sei ¢ : [0,a] — M eine Geodéte in einer Riemannschen Fléche. Diese 148t sich
als radiale Geodite der Form ¢(t) = exp,(tv) schreiben, wobei z := ¢(0) und
v := ¢/(0). Wir wollen benachbarte radiale Geoditen diskutieren. Nach gibt
es eine Umgebung um [0,a] x {v} C R x T, M, auf welcher exp wohldefiniert ist.
Damit existieren auf dem Intervall [0, a] die radialen Geodéten, welche bei x in eine
Richtung nahe v starten. Betrachten wir nun die Variation (¢, w) — exp, (t(v+ w))
von ¢ fiir w L v. Fiir fixes w definiert die Richtungsableitung

§(t) = & | g Da(t(v + sw)) = (T exp,) (t)
an der Stelle (¢,0) € [0, a] x T,,M in Richtung (0, w) ein Vektorfeld £ lings c.

w ()

\ exp, (L.(V+SW))

V+S.wW L

ot
Wir wollen nun zeigen, dafl das Vektorfeld £ die sogenannte Jacobi-Gleichung
VZE(t) + K (c(t) £(t) = 0
erfiillt.

Da
v (r,9) — exp, (r (cos(d)v + sin(ﬁ)w)) fir jw| =1 = |v|
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geoditische Parallelkoordinaten sind, also F = 1, F = 0, G > 0 erfiillen, gilt die

. . 9 \2
Jacobi-Gleichung K = —% (Z)" VG aus [72, 53.9).

Fir {(t) : = & ’s:O exp, (t(v + sw))
=2 | 9o XD, (tcos(D)v + tsin(P)w) = dap(t,0)
ist JE(0) = [Oaolt, 02 = G(1,0).

Das Vektorfeld £ steht normal auf ¢, da die radialen Geodiiten die geodétischen
Sphéren (wegen F' = 0) orthogonal schneiden, also 148t sich £(t) als A(t)v(t) schrei-
ben, wobei v ein Einheitsnormalenfeld zu ¢/ in TM und X = |¢| = V/G ist. Folglich
gilt \"+ (Koc)h =\ — \%G(%)Q\/@)\ = 0. Da ¢ eine Geodiite ist, ist ¢’ ein paral-
leles Vektorfeld (siehe [72, 61.1]) ldngs ¢ und ebenso v. Also gilt fiir die kovariante
Ableitung von &:

VE=VAv)=AVv+Nv=\Nv
= VE=VWN)=XNVv+Nv=\Nv
= V+KE=Nv+Klsv=N+K\Nvr=0

63.2 Definition (Jacobi-Felder).
Wir nennen ein Vektorfeld ¢ ldngs einer Geodéte ¢ in einer Riemann’schen Fléche
ein JACOBI-FELD falls es die JACOBI-GLEICHUNG

V2 + (Koc)€=0

erfiillt und orthonormal auf die Geodéte steht.

63.3 Lemma.

Die Jacobi-Felder £ lings einer Geodite ¢ mit Anfangsbedingung £(0) = 0 sind genau
jene Vektorfelder, welche sich als £(t) := (Tie(0) €xPeoy) (tw) mit w € d0)*t c
TeoyM schreiben lassen.

Beweis. Wir haben gerade gezeigt, dafl so darstellbare Vektorfelder Jacobi-Felder
sind. Berechnen wir nun noch deren Anfangswerte. Klarerweise ist

£(0) = (Ther (0) €XPe(0)) (Ow) = 0.

Beziiglich der Koordinaten (u',u?) — exp,(uv + u?w) gilt u!(t) = t, u?(t) = 0,
€1(t) = 0 und &%(¢) = t. Nach [72, 62.1] ist

m

m

de* kE ¢idu’ o)

VEO) =Y | G+ D T | oo
4,

k=1

2
Ie k 9 9
:(W*Zru't'l'm)\t:ozwzw-
k=1

Da die lineare Differentialgleichung 2.ter Ordnung A’ + (K oc) A = 0 aber zu jedem
Anfangswert eine eindeutige Losung hat, muf diese obige Gestalt besitzen. O

Sei nun M eine vollstindige Riemann-Mannigfaltigkeit und ¢ eine nach der Bo-
genlidnge parametrisierte Geodéte in M. Wir haben [72, 58.7] gesehen, dafi Kurven
die in geoditischen Parallelkoordinaten nahe an c liegen, keine kiirzere Bogenlidnge
haben koénnen. Wir untersuchen nun die Frage, wann wir geodétische Polarkoordi-
naten um ¢(0) finden kénnen, welche bis zu ¢(t) reichen. Dazu folgende
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63.4 Definition (Konjugierte Punkte)

Es sei ¢(t) = exp,()(tc'(0)) eine Geodite in M. Ein Punkt c(t) heiit KONJUGIERT
zu ¢(0) falls das Differential T} (0)(expe(o)) der Exponentialabbildung bei tc’(0) €
Te0yM kein Isomorphismus von T,o)M = Tjcr(0)Te(0yM nach Ty M ist.

63.5 Satz (Konjugierte Punkte).
Fir eine Geoddte c in einer vollstindigen Riemannschen Fliche sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

1. ¢(t) ist konjugiert zu ¢(0) lings c.
2. Es existiert ein Jacobi-Vektorfeld & # 0 ldings ¢ mit

£(t) = 0= ¢£(0).

Beweis. Es sei z := ¢(0) und v := ¢/(0). Nach ist das Jacobi-Feld mit
Anfangsbedingung £(0) = 0 und V£(0) =: w L v durch

&t (Tyy exp,) (tw)

gegeben. Also ist £(t) = 0 genau dann, wenn tw im Kern von Ti, exp, liegt.
Nun brauchen wir nur noch zu beachten, dafl (T3, exp,)(v) = ¢/(t) # 0 und
(Tyy exp,)(w) L ¢(t) fiir alle w L v gilt. Also ist der Kern von T}, exp, die Men-
ge {tw : ¢ ist ein Jacobi-Feld lings ¢ mit £(t) = 0 und V&(0) = w}. Da exp, :
T, M — M eine Abbildung zwischen gleichdimensionalen Réumen ist, ist die Aus-
sage Ker (T}, exp,) = 0 damit #quivalent, dal T}, exp, ein Isomorphismus ist. [

63.6 Folgerung.

Sei ¢ eine nach der Bogenlinge parametrisierte Geoddte. Falls ¢ im Inneren eines
Parameterintervalls [t1,t2] keine konjugierte Punkte enthilt, so gilt L(c) < L(cq)
fiir jede nahe c gelegene Kurve c;.

Es gilt auch die Umkehrung, siche [ 67.4 .

Beweis. Wie im Beweis von betrachten wir eine Abbildung ¢ nach geodéti-

schen Polarkoordinaten um ¢(0). Wegen ist diese Abbildung ein lokaler Dif-
feomorphismus in jedem Punkt von Jt1,¢2[ x {0}. Also haben wir, abgesehen von
den Randpunkten, geoditische Parallelkoordinaten ldngs c. Nach [72, 58.7] ist dann
die Lange jeder nahe ¢ gelegenen Kurve mindestens so grofl wie jene von c. O

63.7a Lemma. Vergleichssatz von Sturm.

Es sei u (resp. v) Lésung der Differentialgleichung u”(t) + a(t)u(t) = 0 (resp.
" (t) + b(t)v(t) = 0) mit Anfangswert u(0) = 0 = v(0) und v (0) = 1 = v'(0).
Weiters sei a > b (bzw. ¥ t : a(t) > b(t)). Sei t, = min{t > 0 : u(t) = 0} und
ty := min{t > 0 : v(t) = 0}. Dann ist t, < t, und fir 0 < to < t1 < &, ist
u(t1)v(to) < v(t)u(to) (bzw. <) und u(ty) < v(t1) (bzw. <).

Beweis. Nach Voraussetzung ist u(t) > 0 fiir alle 0 < t < ¢,, (wegen v'(0) = 1) und
v(t) > 0 fiir alle 0 < t < ¢,,. Weiters ist v'(¢,) < 0 andernfalls wire v = 0 lokal um
t,. Es sei a(t) > b(t) fir alle t. Wire t,, > t, so wire

ty
0:/ u(@" +b-v)—v +a-u)=(u-v —v-u)
0
—_—
=u(ty)v’ (t,)<0 <0

ein Widerspruch.
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63. JACOBI-FELDER 63.8

Sein nun 0 < ¢ < ¢,(< t,). Dann ist
t

t t
0= /0 u(@’+bv)—v (U +au) = (u~v'—v~u')‘g—|—/0 (b—a) v-u< (uv—vau) .

<0
und somit (logow)’(t) > (logou)'(t), also logoZ monoton wachsend und somit
v(t))u(te) > u(ty)v(to) fiir alle 0 < to < t; < t,. Wegen limy, o Zgg; — Z’,Egg =1
fOlgt ’U(t1) > U(tl).

Den Fall a(t) > b(t) fiir alle ¢t behandelt man ganz analog. O

63.7 Folgerung.
Sei ¢ eine nach der Bogenlinge parametrisierte Geodite.

e Falls K(c(t)) < K fiir alle t gilt, so liegt in jedem offenen Intervall der

Lénge \/% kein konjugierter Punkt.
o [alls Ko < K(c(t)) fir alle t gilt, so liegt hingegen in jedem abgeschlossenen

™

Intervall der Linge T, ein konjugierter Punkt.

Hierbei und im folgenden sei \/LKT = 400 fiir K1 <0.

Beweis. Aus b(t) := K(c(t)) < K1 =: a(t) folgt mittels fiir die Losung
&(t) = v(¢t) v(t) der Jacobi-Gleichung (siehe ) und jene von u” (t)+ Ky u(t) =0
(also u(t) = \/%sin(t\/lﬁ)) die Beziehung u(t1) < v(t1) und somit v(t) = 0 =
tVK > .

Die zweite Aussage zeigt man ganz analog. O

63.8 Theorem von Bonnet.

Ist M eine vollstindige zusammenhingende Riemannsche Fliche und K (x) > Ko >
0 fiir alle x € M, so ist der geoddtischen Abstand je zweier Punkte hochstens \/LKT)
Insbesondere ist M kompakt.

e

Beweis. Nach | 62.10.4 | existiert zu je zwei Punkten eine Geodéte minimaler Lange.

Falls diese Lange grofier als \/LKT ist, so enthilt sie nach konjugierte Punkte,

und nach der Umkehrung von die wir in zeigen werden ist diese Geodéte
dann nicht die kiirzeste Verbindung, ein Widerspruch. Damit sind ihre Endpunkte

also hochstens \/’;{7 entfernt. Insbesondere ist der Durchmesser
0

d(M) :=inf{d(z1,22) : x1,20 € M} < \/71%0,

und somit ist M nach |62.10 | M kompakt. O
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63.9b Lemma.
Es sei K(x) < K fiir alle x € M und py < p := \/% Sei weiters ¢ : [0, p1] —
M eine Bogenlingen-parametrisierte Geodite von x := ¢(0) nach y := ¢(p1). Sei

v : [s9,81] = B,(0) C T, M eine Kurve mit exp,(v(so)) = @ und exp,(v(s1)) = y.
Dann ist L(exp, ov) > L(c).

Beweis. Wegen K(z) < K, fiir alle x € M ist exp, : B,(0) — M ein lokaler
Diffeomorphismus nach und . Somit ist (exp,)*(g) eine Riemann-Metrik
auf B,(0) und exp, bzgl. dieser eine lokale Isometrie. Die Polarkoordinaten auf
B,(0) induzieren somit geodétische Polarkoordinaten (siehe [72, 58.5]) auf B,(0)
bzgl. der Metrik (exp,)*(g) und somit folgt das Resultat aus [72, 58.7]. O

63.9a Proposition.

Seien (cs)s eine glatte Homotopie relativ {0, 1} zwischen zwei verschiedene Geoddten
von x nach y mit L(cy) < L(cy). Falls K(x) < Ky fir alle x € M so existiert ein
0 <80 <1mit L(cs,) > j—% — L(cp)

Beachte, daf} dies fiir K7 < 0 (und somit 27/4/K; := +00) besagt, daf verschiedene
Geodéten von x nach y nicht homotop sein kénnen.

Beweis. Es sei p := . Wegen und ist exp,, : B,(0) — M ein lokaler
Diffeomorphismus und somit auf jedem kleineren offenen Ball eine Uberlagerung
(da die Fasern endlich sind). O.B.d.A. ist L(cy) < p (andernfalls ist L(co) >
\/217;—1 - L(CU))

Falls ¢4(t) € exp,(B,(0)) fiir alle s und ¢, so exi- -

stiert somit ein Lift (¢,s) — és(t). Da aber der T

Lift der Geodéte c; eine Gerade durch 0 sein mufl /// SO\
ist das wegen ¢ # ¢; unméglich. Somit kommt die NN\

Homotopie den Rand von exp, (B,(0)) beliebig na-
he, d.h. fiir jedes p; < p existiert ein s € [0,1] |

s.d. der Lift ¢ : [0,1] — B,(0) existiert und —
einen Punkt v, im Abstand p; von 0 enthilt. Nach |
hat dann das Bild der geschlossenen Kurve
gebildet aus 74 gefolgt von der umgekehrt durch-
laufenen Gerade ¢y Lénge > 2p; (denn die bei-
den Teile von 0 nach vs haben Linge > p1), also : ——

L(cs) > 2p1 — L(co). —

Da p; beliebig nahe an p war, folgt aus der Stetigkeit von s — L(c;), die Existenz

eines sp mit L(cs,) > 2p — L(co) = \/2%1 — L(co). O

63.9 Theorem [43].

Die Ezxponential-Abbildung jeder vollstindigen zusammenhdngenden Riemann-Fli-
che mit K < 0 ist fiir jedes x € M eine Uberlagerung exp, : IuM — M. Ist also
M zusdtzlich einfachzusammenhdngend, so ist exp, : Ty M — M ein Diffeomor-
phismus und zu je zwei Punkten gibt es genau eine minimale verbindende Geoddte.

Beweis fiir einfach-zusammenhingendes M. Wegen existieren fiir K <
0 keine konjugierten Punkte und somit ist exp, : T,M — M {iberall ein lokaler
Diffeomorphismus. Nach dem Satz von Hopf-Rinow ist exp, surjektiv. Nun
zur Injektivitét. Sei exp,(vg) = exp,(vi) =: p € M. Dann sind ¢;(t) := exp,(tv;)
Geodéten die x mit p verbinden. Da M einfach-zusammenhéngend ist, sind diese
homotop. Wegen sind sie somit ident, also vy = v;.

Nach [72, 58.7] ist die radiale verbindende Geodéte von minimaler Lénge. O
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67. Nochmals Jacobi-Felder

63.10 Jacobi-Felder auf allgemeinen Riemannschen Mannigfaltigkeiten.

Da fiir die Beschreibung von Jacobi-Feldern nur exp,, (t(v+sw)) fiir v, w € T, M und
t, s € R benotigt wurde, 148t sich diese auf allgemeine Riemannsche Mannigfaltigkei-
ten libertragen, wobei die GauBkriimmung K (c(t)) wegen durch die Schnitt-
kritmmung K (({£(t),(t)})) (siehe ) und K (c(t)) &(t) durch R(&(t), (1)) ¢/ (¢)

zu ersetzen ist. Die JACOBI-GLEICHUNG sieht also dann wie folgt aus:

V4 R(E,¢)e =0,
Die Losungen der Jacobi-Gleichung heiflen wieder JACOBI-FELDER und diese sind
genau die Richtungsableitung von 1-Parameter-Variationen der Geodite ¢ durch

Geodéten. Die Darstellung fiir Jacobi-Felder ¢ mit £(0) = 0 via der Ableitung
von exp, gy gilt genau wie im 2-Dimensionalen. Der Nullstellen dieser Jacobi-Felder

beschreiben wieder KONJUGIERTE PUNKTE. Ebenso gilt dann und nach

[90] und nach [16], wobei K durch die Schnittkriimmung zu ersetzen ist. Fiir
Beweise dieser Resultate siehe z.B. [80, 27.15, 27.16, 27.18].

67.1 Proposition. Variation der Energie.
Es sei (cs)s eine glatte Variation mit fizen Endpunkten einer Kurve ¢ : [a,b] — M,
also (s,t) — cs(t) glatt von R x [a,b] — M mit s — c(t) konstant fiir t € {a,b}.
Sei Yi(t) :== %cs(t) €T, ,.yM und die Energie

IR B B, 0
E(CS) = 5/{1 g(csvcs) = §A Gl (t) <8t05(t), m%(t)) dt.
Dann ist
d b
(1) %E(Cs) = */ g(VéOéO,YO)
s=0 a

und, falls co eine Geoddte ist, so ist %E(cs)lszo =0 und
a2

2 2\ Ele,

@ (5) e

Beweis.

1. Es sei X,(t) := 2c¢4(t). Dann ist X = Tc- £ und fiir Y = Tec- 2 somit

= /ab(|vc-oYo|_,2] - K(<{60,YE]}>) . (‘YOE —g(C'o,Yo))>

s=0 M
=R(Y0,¢0,¢0,Y0)

72, 62.4.4] 0 0

[ — | —_—, — | =
VyX - VxY [X.Y]=Tc- (5. 5] =0.

Folglich ist
d

1o ’
GPe) =5 [ grexxyi= [ gy x. )@

b b b
:/ g(vXKX)dt:/ %Q(Y,X)dt—/ g(Y,VxX)dt

b

(Y, X) —/bg(Y,VXX)dt

und fiir s = 0:

d

£E(cs)

b
=0 —/ g(}/, Véoéo) dt.

s=0
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b 8 5 b a
(g) g(X,X)dt=/a 5.9(Vy X, X)dt

§g<va, X)dt

(Vy VY, X) + g(VxY, VYX))

9 o
at?
~R(X,Y,Y,X) + g(VyY, VXY)) dt

VyY X (VyY, VxX)+

Il |
\\\g\ N | =

(o
( (VxVyY, X) + g([Vy, Vx]Y, X) + g(VxY, vxy)) dt
Al

b
=g(VyY, X)| +

b
+ [ (Fo(Vy Y.V X) < ROLY,Y.X) 4 (VY. V) de

und fiir Geodéten ¢g und s = 0:

(j)E()

b
=0 +/ (—Q(VYK VxX)-RX,Y,Y,X) +g(VxY, VXY))
o ~— ~—
-0 Vo Yo

b
:/ (|VéoY0|2—R(C'O,K),Yoyéo))

und nach ist
R(é07 Y07 Y07 CO) = K(<{COa YO}>) ' (|Y0|5 - g(éOa YO)Q)

s=0

O

Die Hess’ische Form von E (d.h. die symmetrische Bilinearform E”(cg)) ist somit
gegeben durch die sogenannte INDEXFORM

b
1(Y, 2) ::/ (g(V¢0Y7 Ve Z) — R(co,Y, Z, éo))
a
fiir Vektorfelder Y und Z liangs cg.

67.2 Lemma.
Sei ¢ nach Bogenlinge parametrisiert. Dann ist ¢ genau dann von lokal minimaler
Linge wenn ¢ von lokal minimaler Energie ist.

Beweis. Die Cauchy-Schwartz Ungleichung liefert

—/ab|e<t>|dts (/abﬂ)l”-(/abé<t>|2dt)”2_mm

also ist L(c)? < 2(b — a)E(c) und Gleichheit gilt genau dann, wenn ¢ proportional
zur Bogenldnge parametrisiert ist.

Es habe ¢y lokal minimale Energie. Nach ist Vg éo = 0 und nach [72, 57.2]
somit ¢y proportional zur Bogenlinge parametrisiert, also L(cg)? = 2(b — a)E(co).
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Sei ¢; eine Variation von c¢g. O.B.d.A. sei ¢s proportional zur Bogenlinge parame-
trisiert und somit ist

L(co)* = 2(b— a)E(co) < 2(b—a)E(cs) = L(cs)?,
also ¢p auch von lokal minimaler Lénge.

Sei umgekehrt ¢y von lokal minimaler Linge und 0.B.d.A. nach Bogenlinge para-
metrisiert. Sei ¢g eine Variation von ¢y dann gilt:

L(co)® _ L(cs)?
6 —a) < o a) = E)

E(co) =

Also ist ¢y auch von lokal minimaler Energie. O

67.3 Proposition.
Es seic: [a,b] = M eine Geodite und Y eine Jacobi-Feld lings ¢ und Z irgendein
Vektorfeld lings c. Dann ist I(Y,Z) = g(V.Y, Z)|®

Beweis. Wir nehmen die Jacobi-Gleichung ins innere Produkt mit Z und integrie-
ren sie:

0= /ab (g(VQY, Z) + g(R(Y, )¢, Z)))

b
d
= [ (Go(9v.2) - o(v7.v2) + g (RO 0,2)))
a
R(Y,&,¢,2)

o]
:g

b
VY, Z)

—1(Y, Z)

Wir beweisen nun die Umkehrung von :

67.4 Folgerung.
FEs seic: [a,b] = M eine nach der Bogenlinge parametrisierte Geodite. Angenom-
men es existiert ein konjugierter Punkt to im offenen Interval (a,b). Dann existiert
ein stickweise glattes Vektorfeld Z lings ¢ mit I(Z,Z) < 0, also ist ¢ nicht von
minimaler Linge.

Beweis. Sei Y # 0 eine Jacobi-Feld lings ¢ mit Y(a) = 0 = Y (¢p) (und somit
VY (to) # 0), weiters V := x[q4,]Y (ein stiickweise glattes Vektorfeld) und W ein
glattes Vektorfeld ldngs ¢ mit W (tg) = —VY (¢9) und W(a) = 0 = W (b). Seien I
und /5 die Indexformen von cl, ¢, und ¢|p, 5. Dann ist

IV,W)=L(V,W)+ L(V,W) =L(Y,W) == —|VY(to)[; <0
und somit
IVAeW,V+eW) = L(Y,Y) +2eI(V,W) + 2I(W, W)

67.3

—2e|VY (to)|2 + 2 I(W, W) < 0

fiir alle kleinen € > 0. Somit hat ¢ nicht lokal minimale Energie nach | 67.1.2 | (bzgl.
stiickweise glatter Variationen, die wir durch glatte approximieren kénnen) und

damit auch nicht lokal minimale Bogenlédnge nach . O
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65. Riickblick auf Kriimmungen

Bei ebenen Kurven, haben wir die KRUMMUNG als die Kraft interpretiert, die not-
wendig ist, um einen Massenpunkt mit konstanter skalarer Geschwindigkeit auf
einer Kurve zu halten.

Bei Hyperflichen im R3 haben wir zuerst die NORMALKRUMMUNG einer Fliche
in Richtung ¢ als Kriimmung der Schnittkurve mit der, von der Flichennormale
und ¢ aufgespannten Ebene kennengelernt. Dies ist gleichzeitig die Kriimmung der
Geodéte in Richtung &, siehe [72, 52.4]. Die kritische Punkte der Normalkriimmung
sind die HAUPTKRUMMUNGEN, und deren Produkt ist die GAUSS-KRUMMUNG.

Bei einer allgemeinen Riemann-Mannigfaltigkeit kann die SCHNITTKRUMMUNG als
die GauB-Kriimmung jener 2-dimensionalen Fléche, welche durch die Exponenti-
alabbildung parametrisiert wird, aufgefait werden. Die Riemann-Kriimmung ist
schlieflich das zur Schnittkriimmung gehérige Tensorfeld (i.e. 4-lineare Abbildung).
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