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Dies ist das Skriptum zu meiner gleichnamigen Vorlesung im Sommersemester 2015.
Es besteht aus ausgewéhlten Teilen des viel umfassenderen Skriptums zur Differ-
entialgeometrie, welches ebenfalls als PDF-Datei unter
http://www.mat.univie.ac.at /~kriegl/Skripten/diffgeom.pdf downloadbar ist.

Bei der Auswahl des Inhalts habe ich mich an die Studienpléne gehalten. Demnach
sollten insbesonders aus 'Hohere Analysis und elementare Differentialgeometrie’
folgende Themen bekannt sein:
e Kurven (siche [81, 5.5] und [86, Kapitel I]), Untermannigfaltigkeiten des R™
(siche [ 2.4 ), Partitionen der Eins (siche [82, 7.6.2]),

e Transformationsformel fiir mehrdimensionale Integrale (siche [82, 7.5.10]),

e Multilinearformen (siche [82, 8.2]), Differentialformen (siehe [82, 8.3]), orien-
tierte Untermannigfaltigkeiten und Integration von Differentialformen (siehe
[82, 8.6]), Satz von Stokes (siehe [82, 8.7.3]) und klassische Integralsitze (siehe
82, 8.1.2,8.1.5,8.1.7]).

Und in dieser Vorlesung sollen behandelt werden:

e abstrakte Mannigfaltigkeiten,

e Tangentialbiindel, Vektorfelder und Fliisse, Lie Klammer,

e Differentialformen, duflere Ableitung und Cartan Kalkiil,

e Integration und Satz von Stokes,

e Anwendungen (z. B. symplektische Geometrie, Differentialtopologie).

Der Aufbau des Skriptums ist somit der folgende:

Im Kapitel II erinnern wir zuerst an Mannigfaltigkeiten als Teilmengen eines Eu-
klidischen Raums und fithren sie danach als abstrakte Objekte ein, welche durch
Verkleben von Euklidischen Rdumen entstehen.

Im Kapitel IIT wird das Konzept der Ableitung auf Mannigfaltigkeiten iibertragen.
Das fithrt zu Tangentialraum und Tangentialabbildung und wird benutzt, um einen
Begriff von Teil- und Quotientenobjekten von Mannigfaltigkeiten zu bekommen.

Gewdhnliche Differentialgleichungen auf Mannigfaltigkeiten werden im Kapitel IV
eingefiihrt. Dazu werden die Tangentialraume zum Tangentialbiindel vereinigt und
Vektorfelder als Schnitte dieses Biindels untersucht.

Kapitel VI ist den Differentialformen und ihrer algebraischen Struktur gewidmet
und dient auch als Vorbereitung fiir die Integration auf Mannigfaltigkeiten in Kapi-
tel VII.

Ich werde am Ende des Semesters eine Liste der im Detail behandelten Abschnitte
unter

https://www.mat.univie.ac.at/~kriegl /Skripten/2018SS-hist.html

online stellen.

Natiirlich wird die aufmerksame LeserIn (Tipp-)Fehler finden kénnen. Ich mochte
hier gleich die Bitte aussprechen, mir diese mitzuteilen (Geteiltes Leid ist halbes
Leid). Zukiinftige Generationen von StudentInnen werden es zu schéitzen wissen.

Andreas Kriegl, Wien im Februar 2018
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II. Mannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel fithren wir den Begriff der Mannigfaltigkeit ein. Wir beginnen
dabei spielerisch mit zweidimensionalen Teilmannigfaltigkeiten des R?, sogenannten
Fldchen, verallgemeinern diese dann im zweiten Abschnitt zu Teilmannigfaltigkeit-
en des R™, und prézisieren im dritten Abschnitt die spielerischen Beispiele vom
Anfang. Danach behandeln wir die klassischen Beispiele von Mannigfaltigkeiten,
die eine glatte Gruppenstruktur tragen, also von sogenannten Lie-Gruppen. Nach
Einfithrung des Begriffs der glatten Abbildung haben wir geniigend Einsicht, um uns
abstrakten Mannigfaltigkeiten zuzuwenden, damit meine ich solche Mannigfaltig-
keiten die nicht (von vornherein) in einem umgebenden Euklidischen Raum sitzen.
Nach Produkten und disjunkten Vereinigungen von Mannigfaltigkeiten gehen wir
dann noch auf die Reichhaltigkeit der glatten Funktionen auf ihnen ein, insbeson-
ders betrifft das Trennungsaxiome wie etwa jenes von Hausdorff, Lokalkompaktheit
und vor allem Parakompaktheit und die damit dquivalente Existenz von Partitio-
nen der Eins, die das zentrale Hilfsmittel darstellen um von lokalen Konstruktionen
(also z.B. solchen aus der Analysis) zu globalen iibergehen zu kénnen.

1. Beispiele zweidimensionaler Flichen

Wir wollen uns in diesem Abschnitt vorerst spielerisch mit zweidimensionalen Man-
nigfaltigkeiten vertraut machen. Das sind Objekte, die lokal, bis auf Verbiegungen
und Dehnungen, wie eine Scheibe im R? aussehen.

1.1 Beispiele orientierbarer Flichen.

Sphére
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1.1 1. BEISPIELE ZWEIDIMENSIONALER FLACHEN

Zylinder

Orientierbare kompakte Flachen vom Geschlecht 2 und 3
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1. BEISPIELE ZWEIDIMENSIONALER FLACHEN 1.3

Orientierbare kompakte Fléiche vom Geschlecht 3

1.2 Klassifikationssatz fiir orientierbare Flichen.

Jede kompakte, zusammenhéngende Fliche im R3 ist homéomorph zu einer Fldche
von Geschlecht g, d.h. entsteht aus der Sphdre durch Ankleben von g Zylinder.

Ohne Beweis, siehe z.B. [65, 9.3.5]. Einen Indizienbeweis geben wir in .

1.3 Beispiele nicht-orientierbarer Flichen.

Beispiele von zweidimensionalen, zusammenhéingenden, nicht orientierbaren Flé-
chen:

oo

Mobiusband

Schneidet man das Mobiusband der Lange nach auf, so erhélt man ein zweifach
verdrehtes Band, das man im R* aufdrehen kann (siehe )
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1.3 1. BEISPIELE ZWEIDIMENSIONALER FLACHEN

2-fach verdrehtes Mobiusband

Beispiele von zweidimensionalen, zusammenhéngenden, kompakten, nicht orientier-
baren Fliachen:

Klein’sche Flasche

Das nennt man die KLEIN’SCHE FLASCHE, die man im R* ohne Doppelpunkte
realisieren kann und die auch durch Verkleben zweier Mobiusbéander entsteht.

%mﬁ

Klein’sche Flasche zerschnitten
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1. BEISPIELE ZWEIDIMENSIONALER FLACHEN 1.3

Ein anderes Beispiel ist die PROJEKTIVE EBENE P2, dies ist die Menge aller Geraden
durch den Nullpunkt im R3. Man kann die projektive Ebene aus der Sphire auf fol-
gende Weise erhalten: Die antipodalen Punkte auf der Sphére erzeugen die gleiche
Gerade und miissen miteinander identifiziert werden. Dazu kleben wir die nérdliche
Hemisphére antipodal auf die siidliche. Wir miissen noch die gegeniiberliegenden
Punkte am Aquator miteinander identifizieren. Hierzu verformen wir die Halbkugel
zu einer Scheibe, von der wir auf beiden Seiten einen Halbkreis ausschneiden und
erhalten nach Verkleben der antipodalen Punkte am Aquator ein Mobiusband
und eine Scheibe. Nun mufl man nur mehr den Rand der Scheibe mit dem des
Mobiusbandes verkleben.

ag
by
as a, by
a2 a2 ’
1
2

Projektive Ebene

Man kann sich das auf drei Arten vorstellen:

1) Man zeichnet das Mobiusband und klebt die Scheibe (mit Selbstdurchdringung)
an.

2) Man zeichnet die Scheibe und klebt das Mobiusband (mit Selbstdurchdringung)
an. Das nennt man auch die KREUZHAUBE.

as
ay ap
by bz
a
3 2 as a
by by
az

Kreuzhaube

3) Auch hier kleben wir an ein Mdbiusband (dreifach verdreht und selbstdurch-
drungen) eine Scheibe. Das nennt man auch Boy’s SURFACE.
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1.3

1. BEISPIELE ZWEIDIMENSIONALER FLACHEN
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1. BEISPIELE ZWEIDIMENSIONALER FLACHEN 1.4

oeoe

Konstruktion von Boys Fléache

1.4 Klassifikationssatz nicht-orientierbarer Flichen.

Jede micht orientierbare, zusammenhdngende, kompakte Fliche entsteht aus ein-
er Sphire durch Ankleben von endlich vielen (> 1) Kreuzhauben. Die Anzahl der
angeklebten Kreuzhauben heifit Geschlecht der Fldche.

Ohne Beweis, siche z.B. [65, 9.3.10]. Ein Indizienbeweis dafiir und fiir geht
mittels Chirurgie wie folgt: Man sucht eine einfach geschlossene Kurve auf der
Flache M, welche M nicht in zwei Teile zerschneidet, und verbreitert diese Kurve
zu einem Band, also einem am Ende verklebten Rechteck. Je nachdem ob dieses ver-
dreht verklebt ist oder nicht, ist es ein M&biusband oder ein Zylinder. Wir entfernen
diese Band und kleben an den/die beiden Schnittkreise eine/zwei Kreisscheiben und
erhalten eine neue Fliche M’. Umgekehrt entsteht also M aus M’ durch Ankleben
eines Kreuzhaube oder eines Henkels. Wir fahren mit diesem Prozef3 fort, bis die ent-
standene Fliache lings jeder einfach geschlossenen Kurve in zwei Teil zerfallt. Man
iiberzeugt sich, dal diese dann homomorph zur Sphére ist, denn jede solche Schnit-
tlinie 148t sich zu einem Zylinder erweitern und klebt man an die beiden Restteile
Scheiben, so haben die kleineren entstandenen Flichen die selbe Eigenschaft. Also
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2.2 1. BEISPIELE ZWEIDIMENSIONALER FLACHEN

entsteht M aus der Sphére durch Ankleben von Henkeln und Kreuzhauben. Allerd-
ings ist auch nicht offensichtlich, dafl obiger Prozel wirklich nach endlich vielen
Schritten abbricht. Weiters bleibt noch zu zeigen, daf es geniigt nur ausschliefllich
Henkel oder ausschlieilich Kreuzhauben anzukleben. Dazu geniigt es zu zeigen, daf3
wenn man in einen Torus ein Loch schneidet und daran ein Mobiusband klebt, so
ist das das Gleiche, wie wenn man in eine Klein’sche Flasche ein Loch schneidet
und daran ein Mobiusband klebt. Dies zeigt folgende Zeichnung:

=2 & @ &

PP

Umwandlung von Torus in Klein’sche Flasche

J

2. Teilmannigfaltigkeiten des R"

In diesem Abschnitt wollen wir Mannigfaltigkeiten als hinreichend “regulére” Teil-
mengen des R™ definieren. Wir werden sehen, dafl diese auf verschiedenste Weise
beschrieben werden koénnen.

2.1 Definition (regulire Abbildungen).

Zuerst verallgemeinern wir den Begriff der Regularitdt von Kurven aus [86, 1.2].
Eine glatte Abbildung f : U — V, wobei U C R™ und V C R™ offen sind, heifit
REGULAR, falls der Rang der Ableitung f’(z) in jedem Punkt z € U so grofi wie
moglich, also gleich min{n,m} ist.

Beachte, daf} eine in einem Punkt reguldre Abbildung lokal um diesen Punkt regulér
ist, denn der Rang kann lokal nicht fallen.

Falls also m < n ist, so bedeutet die Regularitit, dal die Ableitung in jedem Punkt
surjektiv ist.

Aus der linearen Algebra kennen wir folgende Beziehungen fiir den Rang einer
linearen Abbildung A : R™ — R™:

rang(A) := dim(Bild(4)) = dim(R") — dim(Ker(A4))

Also bedeutet Regularitét im Fall m > n, dal die Ableitung in jedem Punkt injektiv
ist.

Fiir die Aquivalenz der in zu gebende Beschreibung “schoner” Teilmengen des
R™ bendétigen wir die folgenden zwei zentralen Sétze aus der mehrdimensionalen
Analysis:

2.2 Inverser Funktionensatz.
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2. TEILMANNIGFALTIGKEITEN DES R" 2.4

Sei U offen im R™ und sei f : U — R™ glatt, mit f(0) = 0, und invertierbarer
Ableitung f'(0) an der Stelle 0. Dann ist f ein lokaler Diffeomorphismus, d.h. es
gibt offene Umgebungen V., V' von 0, sodaf f : V — V' bijektiv und f~—1 glatt ist.

Ohne Beweis, siehe reelle Analysis, z.B. [81, (6.2.1] und [81, 6.3.15].

2.3 Impliziter Funktionensatz.

Sei f: R™ xR™ — R™ glatt mit £(0,0) = 0 und 92f(0,0) : R™ — R™ invertierbar.
Dann gibt es lokal eine eindeutige Lisung y(x) von f(z,y(x)) = 0 und z — y(z)
ist C°°. Genauer gesagt existiert eine offene 0-Umgebung U x V C R™ x R™ so,

daps fir (z,y) € U x V gilt: f(z,y) =0 < y = g(z).

Beweis. Siehe auch [81, 6.2.3] und [81, 6.3.15]. Wir definieren F' : R™ x R™ —
R™ x R™ mit F(z,y) := (z, f(z,y)). Diese Funktion ist glatt, und F'(0,0) = 0.
Abgeleitet ergibt das eine (n 4+ m) x (n + m)-Matrix:

F'(0,0) = <if aZf?o, 0))

Diese ist invertierbar, also folgt aus dem inversen Funktionensatz , daB F~1
lokal existiert und glatt ist. Da F'in der ersten Variable die Identitét ist, gilt gleiches
auch fiir F~1, also sei (u, g(u,v)) :== F~(u,v). Dann gilt:

f(x,y) :0<:>F(x7y) = (Z‘,O) =
& (z,y) = F(2,0) = (z,9(2,0)) & y = g(x,0) O

2.4 Satz (Charakterisierung von Teilmannigfaltigkeiten).

Fiir eine Teilmenge M C R™ mit p € M und m < n sind folgende Aussagen
aquivalent:

1. (LOKALE PARAMETRISIERUNG) FEs gibt eine glatte, bei 0 regulire Abbildung
w: U —= R™, wobei U offen im R™ ist mit 0 € U und p(0) = p, so daf fiir jede
offene Umgebung Uy C U won 0 eine offene Umgebung W von p in R™ existiert
mit o(U1)) =M NW.

Rm

2. (LOKALER GRAPH) FEs gibt eine glatte Abbildung g : U — V', wobei U offen
in einem m-dimensionalen Teilraum E des R™ und V offen in E* ist, mit
p€ MN(U x V)= Graph(g) := {(z,9(z)) : 2 € U} C E x B+ =~R".
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2.4 2. TEILMANNIGFALTIGKEITEN DES R"

A UxV

3. (LOKALE GLEICHUNG) Es gibt eine glatte, bei p regulire Abbildung f : W —
R~ wobei W offen im R™ ist mit p € M NW = f~1(0).

A RN-M)

S EEEE—
/IR”

4. (LOKALE TRIVIALISIERUNG) Fs gibt einen Diffeomorphismus ¥ : W — W/,
wo W' offen in R™ x R*™™™ und W offen im R™ ist, mit p € M NW =
U=HW' N (R™ x {0})).

H

Rn

Rn—m

Rm

Beweis. O.B.d.A. sei p = 0, denn fiir eine affine Abbildung « gelten die Aussagen
fiir p € M genau dann, wenn sie fiir (M) anstelle von M und a(p) anstelle von
p gelten, wobei wir die behaupteten reguliren Abbildungen mit « und/oder a~*
zusammensetzen.

(é@) Es sei ¢ : R™ D U — R"” eine lokale Parametrisierung wie in .
Analog zu [86, 2.3] wollen wir ¢ zu einem lokalen Diffeomorphismus ® erweitern.
Sei E C R™ das Bild von ¢’(0). Wegen der Regularitit von ¢ ist dim(E) = m und
beziiglich E x E+ = E@® E+ = R" sei ¢ = (p1,¢02) und ¢'(0) = (¢1(0), ¢5(0)).
Folglich ist ¢4(0) = 0 und ¢} (0) : R™ — E ist injektiv (also bijektiv).

Sei ® :R" @ EL DU @® EL — E @& EL definiert durch

(I)(uﬂ U) = cp(u) tv= (901('“)3 @2(“) + U)'

10 andreas.kriegl@univie.ac.at © 26. Juni 2018



2. TEILMANNIGFALTIGKEITEN DES R" 2.4

Die Jacobimatrix von ® bei (0,0) hat Blockgestalt:

/
/ _ (¥1(0) 0
veo= (4o )
Sie ist invertierbar, da ¢/ (0) : R™ — E bijektiv ist! Aus dem Inversen-Funktionen-
satz folgt, dafl ® ein lokaler Diffeomorphismus ist, d.h. 3 U; C U C R™

offen, 3 V; C E* offen und 3 W; C W offen, sodaB & : U; x Vi — W; ein
Diffeomorphismus ist.

E- E W
U x Vp
m —_—
R )

Insbesonders ist p(U;) = ®(U; x {0}) C W, C

. . UxELf— 2 . Re
W. Wegen der Eigenschaft von ¢ existiert 0.
ein offenes Wy C R", und 0.B.d.A. ist Wy C JA JA
Wi, sodaBl p(U;) = Wo N M. Dann ist U; X Uy x Vi > i > W
{0} CW':= & 1(W,) C Uy x Vi, denn ®(U; x JA ' JA
{0}) = ga(Ul? = Wg N M, 1.1nd weiters ist A (W) > =W,
W' — Wy ein Diffeomorphismus mit inverser .
Abbildung ¥ := &1 : Wy, — W’. Somit gilt JA o JA
U(WonN M) =U; x {0} =W’ N (R™ x {0}). WNE=U>>»>W,nNM

Insbesonders ist ¢ auf U; die Einschrinkung des Homoomorphismuses ® : W/ —
Wy, also ¢ : Uy — M eine topologische Einbettung auf die offene Teilmenge Wo N M
von M.

(ﬁ) Sei U eine lokale Trivialisierung wie in und f := pry oW, wobei pr, :
R™ x R"~™ — R"~™ die Projektion auf den 2. Faktor ist. Da f’(z) = pry o ¥'(2)
— ——

surj. bij.
surjektiv ist, ist f reguldr. Sei z € W dann gilt:

z€M & U(z) e R" x {0} & 0= (pryo¥)(z) = f(2).

:>.) Sei f: W — R"™™ eine lokale Glelchung wie in -

N m/

Wir definieren E := Ker f/(0) und verwenden R" = E @ E+. Wegen
dlmKerf (0) +dim Bild f'(0) = dimR",

E n—m n

ist dim £ = m und dim E+ = n —m. Gesucht ist eine Funktion g : £ — E~+, welche
implizit gegeben ist als Losung g(z) := y von f(z,y) = 0 (d.h. (z,y) € M). Um
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3.1 2. TEILMANNIGFALTIGKEITEN DES R"

den impliziten Funktionensatz anzuwenden, betrachten wir die zweite partielle
Ableitung von f:

of

9% l0,0)
Diese ist surjektiv, da wegen f'(0)(vy,v2) = 01f(0)(v1) + 92f(0)(ve) fiir (v1,0) €
E x {0} 2 E = Ker f/(0) folgendes gilt: 1 f(0)(v1) = f'(0)(v1,0) = 0. Da f/(0) =
Oof(0) o pry : R® — EL — R"™ surjektiv ist, ist also auch dyf(0) : E+ —
R"~™ surjektiv und wegen dim(E~) = n — m somit bijektiv. Aus dem impliziten
Funktionensatz folgt die Existenz einer offenen 0-Umgebung U x V C W C
E x E+ und eine glatten Abbildung g : U — V, mit g(z) = y & f(z,y) = 0 fiir
alle (z,y) e U x V.
(2 = 1) Sei M lokal als Graph von g : E 2 U — V C E* beschrieben. Wir
definieren die glatte Abbildung ¢ : U — E x E+ = R" durch z — (z,g(x)).
Bleibt zu zeigen, dafl ¢ die Menge M lokal beschreibt. Dazu schliefen wir fiir
(z,y) € U x V =: W wie folgt:

(z,y) € M & (x,y) € Graph(g) <y = g(z) & (z,y) = (z,9(x)) = p(z).

Die Abbildung ¢ ist lokal eine topologische Einbettung, denn (x,y) — y beschreibt
eine Linksinverse. O

= 0,£(0,0) : B+ - R"™™,

Definition (Konkrete Mannigfaltigkeit).

Eine Teilmenge M des R™ mit einer der obigen dquivalenten Eigenschaften fiir all
ihre Punkte p € M heifit C°°-(TEIL-) MANNIGFALTIGKEIT (DES R"™) der Dimension
m. Im Gegensatz zu Kurven diirfen diese Mannigfaltigkeiten selbst fiir m = 1 keine
Doppelpunkte besitzen.

Eine glatte reguldre Abbildung ¢ : R™ O U — M C R"™ mit offenen U C R™ und
©(0) = p, die eine topologische Einbettung auf eine offene Teilmenge von M ist,
heifit lokale (bei p ZENTRIERTE) PARAMETRISIERUNG von M. In (:>) haben

wir gezeigt, dafl ein ¢, welches erfiillt, lokal eine Parametrisierung (auf einer
kleineren 0-Umgebung)ist.

Rm

Die Komponenten u!,...,u™ der Umkehrabbildung (u',...,u™) = u = ¢
©(U) — U zu einer lokalen Parametrisierung ¢ heiflen LOKALE KOORDINATEN von
M. Punkte p € M koénnen also lokal nach Vorgabe einer Parametrisierung ¢ durch
m Zahlen u!(p),...,u™(p) beschrieben werden.

3. Beispiele von Teilmannigfaltigkeiten

In diesen Abschnitt geben wir nun eine Reihe von Beispielen von Teilmannig-
faltigkeiten M und machen damit auch die Flidchen aus prézise.

3.1 Kreis.
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3. BEISPIELE VON TEILMANNIGFALTIGKEITEN 3.2

1. Gleichung: 2% + y% = R?.
D.h. f : R? — R definiert durch f(z,y) := 22 + y?> — R? beschreibt eine
Gleichung fiir M, die auf ganz W := R? \ {0} reguliir ist.

2. Parametrisierung: ¢ — (x,y) := (R -cosp, R - sinp).
Fiir alle (xg,y0) € M existiert ein ¢g € R (gegeben durch e = (zq,yo)),
sodal ¢ — (x,y) eine lokale Parametrisierung von U := J¢g — 7, po + 7| auf
W N M mit W :=R2\ {(—z0, —y0)} ist.

3. Graph: y = £V R? — 22 oder © = ++/R? — 32
Sei zB. E :== R x {0}, U := |-R,+R[ C Eund V := |0,+R| C E+. Dann
ist MN(U xV) ={(z,VR? — 22) : x € U} eine lokale Darstellung von M als
Graphvon g: U — V.

4. Trivialisierung: W=t : (r,¢) = (- cose,r -sing) also ¥~! : R? — R? mit
(M) ={R} x R~ R. Dies sind gerade Polarkoordinaten.

3.2 Zylinder.
1. Gleichung: 22 +4% +0- 2z = R?.
Beachte, daf} dies die gleiche Gleichung wie jene vom Kreis ist, allerdings nun
aufgefait als Gleichung am R3.

2. Parametrisierung: (¢, z) — (R - cosp, R - sin ¢, z). Wir erhalten diese Parame-
trisierung indem wir einen Erzeuger des Zylinders vermoge z — (R, 0, z) nach
Bogenlidnge parametrisieren und diese mittels Winkel ¢ vermoge

cosp —sinp 0
sinp cose 0

0 0 1
um die z-Achse drehen also
cose —sing 0 R Rcosyp
sinp cosp O0)-|0]=1|Rsing
0 0 1 z z

betrachten.
3. Graph: y = £V R? — 22 oder x = ++/R? — 32.

4. Trivialisierung: (¢, 7, z) <> (r-cos p, r-sin g, z), das sind die Zylinderkoordinat-
en.

Eine Parametrisierung f : R™ O U — M C R" ist (per Definition) genau dann
LANGEN-BEWAHREND, wenn die Linge jeder Kurve ¢ : [a,b] — U C R™ gleich jener
der Bildkurve foc: [a,b] = M C R" ist, also

/\c )| dt — /\ o ) (1)) dt = /|f )] dt

gilt. Die ist genau dann erfiillt, wenn f'(p) fiir alle p € U eine Isometrie ist, also
If(p)(v)] = |v]| fiir alle v € R™

erfiillt: Sei ndmlich f Langen-bewahrend, v € R™ und ¢, : t — p + t sv. Dann ist
¢s 1 [0,1] = U fiir alle s > 0 nahe p und somit

slv] = /|c )| dt = /|f ealt sv|dt—s/ 1 (s (8))(0)] dt

und da ¢s — ¢ fiir s — 0 gleichméBig auf [0, 1] konvergiert ist auch

o] = / 1 (co(t)) ()] dt = / P @) dt = | )W),
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3.3 3. BEISPIELE VON TEILMANNIGFALTIGKEITEN

Die Umkehrung ist offensichtlich.

Obige Parametrisierung f : (¢, z) — (R cos ¢, Rsin @, z) ist nicht Langen-bewahrend
fir R # 1, denn

(0, 2)(1,0)] = |55 f (0, 2)] = | R(=singp, cos,0)] = R # |(1,0)].

Dies kann aber leicht korrigiert werden, wenn wir die neue Parametrisierung f :
(¢, 2) — (Re*?/E 2) betrachten. Deren Ableitung ist

—sin(%) 0
f(e,2) = | cos(§) O
0 1

Die Spalten bilden nun ein Orthonormalsystem, also ist f'(¢, 2) eine Isometrie und

somit f Liangenbewahrend. :5 ::

3.3 Kegel.
Drehung einer Geraden durch Null mit Anstieg o um die z-Achse.

1. Gleichung: tana = z/y/22 + y2 oder (22 + y?)tan? a = z2. Ersters beschreibt
den Kegel, letzteres den Doppelkegel. Die Gleichung ist nicht regulér bei (0, 0, 0),
also miissen wir die Spitze entfernen, denn dort ist der (Doppel-)Kegel keine
Mannigfaltigkeit.

2. Parametrisierung: (p, s) — (s cos acos g, scos asin ¢, ssin a).
Diese Parametrisierung erhalten wir, indem wir eine Erzeuger der Kegels nach
Bogenlénge als s — (s cos a, 0, s sin «) parametrisieren und diese mittels Winkel
© vermoge
cosp —sinp 0
sinp cose O

0 0 1
um die z-Achse drehen also
cosp —sing 0 $COS & §COS (X COS
sing cosp O] - 0 = | scosasinp
0 0 1 ssin o ssin a

betrachten.

3. Graph: z = +tan a/22 + 3?2

4. Trivialisierung: (p, , 8) > (s cos a cos p, s cos asin ¢, s sin ), das sind die Kugel-
koordinaten.

25t cos (a)

cos (a)

e
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3. BEISPIELE VON TEILMANNIGFALTIGKEITEN 3.4

Eine bessere Parametrisierung erhélt man durch Aufrollen des Kegels in eine Ebene:

T COS (X COS
COS

($7y)’_>(rvw)'_>(8::rv(p:: COfOZ)H TCOSC%Sil’l( w ) ’

Cos v
rsin a

wobei (z,y) kartesische und (1, r) Polarkoordinaten in der Ebene sind.

Die Ableitung dieser Parametrisierung ist die Zusammensetzung von

cos a - cos(cowa) —TrCcos Q- sin(&) 1 0 costp  —rsing —1
cos a - sin( ’ ) rcosa-cos(=4-) | - o =
T\ cosa cos a 0 siny  rcosy

sin o 0 cosa

S
e s P ) s 2 . . P
cos a cos Y sm( sona )tsiny cos( oi cos a sin ) sin( o555 ) +cos vy cos( ooig
cos & cos P sin « sin

)

von der man mit ldngerer direkter Rechnung zeigen kann, daf sie isometrisch ist.

cos a cos P cos(%)—sind) sin(co’ﬁa) cos a sin Y cos(%)—cosw sin(cowa)>

3.4 Sphire.
1. Gleichung: 2% + 9% + 22 = R?

2. Parametrisierung: (p,9) — (Rcos¥ cosp, Rcos¥sinp, Rsind) mit Lingen-
grade ¢ und Breitengrade ©. Wieder erhalten wir diese Flidche indem wir die
Schnittkurve mit der z-z-Ebene betrachten, dem vermoge ¢ — R(cos 9, 0, sin 1)
parametrisierten (Halb-)Kreis und diesen mittels Winkel ¢ um die z-Achse

drehen um
cosep —sing 0 Rcos v Rcosvcosp
sinp cosep O - 0 = | Rcos?dsingp
0 0 1 Rsind Rsind

zu erhalten.

3. Graph: z = ++/R? — 22 — y?
4. Trivialisierung: Kugelkoordinaten.

Man kann eine Sphére auch parametrisieren, indem man auf den berithrenden Kegel
mit Anstieg a projiziert:

Rcosvcosp
(z,y) = (¢, 8) = (p,9(s)) = | Rcosdsing
Rsind
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3.5 3. BEISPIELE VON TEILMANNIGFALTIGKEITEN

dabei sind (¢, s) die Parameter der obigen Parametrisierung des Kegels und (¢, )
die Parameter der Sphére sind.

Spezielle Wahlen der Funktion ¢ liefern die Radialprojektion, bzw. die Normalpro-
jektion auf die Erzeugenden des Kegels, siche Aufgabe [86, 72.42]. Insbesonders ist
man an Féchen- bzw. an Winkel-erhaltenden Abbildungen interessiert, denn wie
wir noch sehen werden ist eine Léngen-erhaltende Abbildung nicht méglich — man
kann die Sphére nicht durch Aufwickeln eines Blatt Papiers erzeugen.

Besonders wichtig ist die stereographische Projektion: Man projiziert von einem
Punkt der Sphire (0.B.d.A. dem Nordpol) auf die Tangentialebene im antipodalen
Punkt.

: e

Esist 28+ (2 —¥) =7 = =2 + 2 und somit ist
S ) 1+ tan(¥/2)
p = tan/ = tan (4 + 2) 1 tan(9/2)

Diese Projektion ist winkelerhaltend und Kreise werden auf Kreise oder Geraden
abgebildet, sieche Aufgabe [86, 72.41].

Fiir die Seefahrt ist diese Darstellung der Sphére allerdings nicht optimal: Dort
ist man besonders an den Loxodromen interessiert, dafl sind jene Kurven auf der
Sphire, welche die Langenkreise unter einen fixen Winkel schneiden, denn das sind
gerade die Bahnen die man zuriicklegt wenn man beziiglich Norden (Polarstern
oder Kompass) konstanten Kurs hélt. In der stereographischen Projektion sind die
Bilder der Langenkreise Geraden durch 0, also die Loxodrome (logarithmische) Spi-
ralen. Projeziert man hingegen auf den lings des Aquators beriihrenden Zylinder,
dann werden die Lingenkreise parallele Geraden und wenn man die Projektion
Winkel-erhaltend wihlt (die sogenannte Merkator-Projektion) dann sind auch die
Loxodrome Geraden, also der Kurs sehr leicht durch Einzeichnen der Verbindungs-
gerade zwischen Start- und Zielort zu bestimmen.

3.5 n-Sphéire.
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3. BEISPIELE VON TEILMANNIGFALTIGKEITEN 3.6

S" = {z € R""! : |z| = 1} C R""!. Die Funktion f : x ~ |z — 1 ist eine
regulire Gleichung fiir S™, denn f’(z)(x) = 2|z = 2 fiir z € S". Als lokale
Koordinaten verwenden wir die stereographische Projektion (aber diesmal auf die
Aquatorialebene, was einen Faktor 1 /2 bzgl. der gerade Besprochenen ergibt), d.h.
wir suchen zu z € S™ jenes y € R® = p- C R"*! welches auf der Geraden durch
den gewéhlte Pol p € S™ und « liegt, also y = p+ A(z — p) mit A > 0 s.d.

0= (p,p+ Az —p)) =p]* = XNp,p— )
1 1

“A= pp—z) 1—(pa) -

=y =0-Np+Aiz=

Umgekehrt
z=p+p(y—p) mit [z] =1
= 1= (z,2) = (p+ply—p),p+uy—p)
=1+42(p, uly —p)) + 1>y —p,y —p)
= 0=’y —pl> +2ulp,y — p) = p(ply — pI* = 2(p,p — v)).

Aus p = 0 erhalten wir die uninteressante Losung x = p. Andernfalls ist

2(1 —
= 2( Py)  _ S und damit
PP =2{y,p) 1 [yP+1
——
0
= o (20 + (P~ 1)
BT
3.6 Torus.
&y
A
1. Gleichung: 22 + (1/22 + 32 — A)? = a?
2. Parametrisierung:
(A+acosy)cosy

(p, ) | (A+acosy)sing |,

asin
mit Léngengrade ¢ und Breitengrade . Dies ist nicht Léngen-bewahrend.
Fiir den speziellen Torus a? := A% —1 mit A > 1 berechnen wir das Urbild unter der

stereographischen Projektion R* D $% — R? beziiglich des Punktes (0,0,0,1) € R*
wie folgt:

(z1,y1,22,0) da z — m ist.
2

1- <Z7p>

(T1, 91, %2,y2) = 1=
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3.6 3. BEISPIELE VON TEILMANNIGFALTIGKEITEN

Diesem Torus entspricht folgende Teilmenge des R*:

iyl 4yl =1

Unter Verwendung der ersten Gleichung formen wir die zweite wie folgt um:

2 ) 2 2
0:( L2 ) +<331‘|‘:l/1_A> _A2_1’_1

1—ys 1 -y

_ z22 +$12+211272A\/$12+y12+1
(1-y2)? (1 —y2)? 1—yo
1 — 2 1= (2,2 p)

St YV Sl i e
(1-y2) 1 -y

<:>2A\/1—(.Z‘22+y22) = 1—|—y2+(1—y2) =2
Also wird der Torus durch folgendes Gleichungssystem beschrieben:

o2yt typl=1

1
1—(x22+y22)zﬁ
1
Tl 4yl = VERRE Kreis im R? x {(0,0)}
< 9 2 A2—1 CL2 2
22?4y = S = S5 Kueis im {(0,0)} x R

Der Torus ist also das kartesische Produkt St x S! von zwei aufeinander normal-
stehenden Kreisen.

Die Parametrisierung

A A
(pr16) > (5 cos(Ap), T sin(Ag), & cos(22), & sin(22)

ist dann Lingen-bewahrend, also li#fit sich ein Torus im R* durch Einrollen einer
Ebene erzeugen.

Bemerkung: Folgender spezielle Schnitt durch den Torus im R3 ergibt zwei einander
schneidende Kreise:

e

Wir verwenden auf der Schnittebene z = ﬁx die Basis mit den orthonormalen

Vektoren (¥ A:‘“Q ,0, %) sowie (0,1,0) und bezeichnen mit (s, y) die entsprechenden
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3. BEISPIELE VON TEILMANNIGFALTIGKEITEN 3.7

. . A2 g2 . . . .
Koordinaten. Dann ist ¢ = % -sund z = § - s. Setzen wir dies in die

Torusgleichung 22 + (y/22 + y2 — A)? = a? ein, so erhalten wir
2

a \2 A2 — q?
ad JE Y 22 _ 2
(A5>+< VE s?+y A> a® &
2
& a2(A2 - s?) = (\/(A2 —a2)s? + A%2 — A2)
= (A% —a?)s? + A%y + A* — 2A2\/(A2 —a?)s? 4+ A?y?
& 2y (A% -d?) = 2\/(142 —a?)s? + A%y?
& (sP+y*+ (A% = a2))2 = 4(A? — a?)s? + 4A%y?
& (A= ("++a)?) (4= (" +(y—a)?) =0,

und das ist die Gleichung zweier Kreise mit Mittelpunkte (0,4a) in den (s,y)-
Koordinaten und Radius A.

3.7 Hopffaserung S° — S2.
Sie ist definiert durch folgendes kommutatives Diagramm

Hopffaserung

53 > S?

/l \Lstereogr.Proj.

C2 o= C

(21,22) f %

Da die Inverse zur stereographischen Projektion um p = (0,0,1) die Abbildung

o QHJF‘S‘%‘J:DP _ |y|21+1 (2y, ly|?> — 1) ist, bekommen wir folgende Formel fiir die
Hopffaserung;:
1 % |2
2 2
22) e (2 | T 1) N
(21,22) ‘%|2+1( z1 |21
_ A (x2 M)
|212 + [22)2 \" 21 z21721
1

= EYTE (22251, 202 — |21|2> € S2CCxR
—_———

1 weil (21,22)€S3

Wir betrachten die Urbilder in der S® eines Breitenkreises auf der S2, dabei sind
die Breitengrade.

%)

= r(: tan(z + g)) =
21 4 2
|22| = 7|21 |22]* = 17|21
< {(Zl,ZQ)ESS} < {|2’12+22|2:1}

1
2 _
M ERE LT
(1 +7%) =1 a? = —-
1+ r2

Das entspricht nach unter der stereographischen Projektion S% — R? einem
Torus im R?, wo A = vr2 + 1 und a = r ist.

(2’1,22) S SS,
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3.8 3. BEISPIELE VON TEILMANNIGFALTIGKEITEN

Wir betrachten das Urbild in S® des Siidpols auf der S2:

(0,0,-1) € 8% £ (r=0)€R*> £ (Jz1] =1,20=0) C S,
bzw. des Nordpols auf der S2:

(0,0,41) €5 £ (r=o00) CR? £ (2 =0,|2z| =1) c 5%

Wir behaupten allgemein: das Urbild jedes Punktes auf der S? (welcher bzgl. der
stereographischen Projektion S? — C durch zo € C mit 7 := |2|) gegeben ist, ist
ein Kreis in der $% C R*, den man als Schnitt der Sphire S C R* mit der Ebene
29 = 212¢ erhalt:

ot = =
3 =12
(2172;2)65 |22|2+|Zl|2:1 1+7r
Z9 <~ == | |2_ 2 1
Z:ZOG(C Z9 = Z1%0 22 _r1+7’2
Z9 = 2120

d.h. z; durchléuft einen Kreis, gleichzeitig durchlauft zo ebenso einen Kreis.

In stereographischen Koordinaten entspricht den ersten beiden Gleichungen im R?
der Torus T : 22 + (/22 + 42 — V72 + 1)? = r2. O.B.d.A. sei r = 2 € R, ansonsten

drehen wir zgp um e~*’, was einer Drehung um die z-Achse in R? = C x R entspricht.
Z2 =T21 T2 =TTy, Y2 =TY1
1 1
2 _ 2 2_ .2
Auf der 53 : |zl =7 1492 p = |2 =7 1+1r2
1 1

2 2
z1|° = 21| =
Al =1 =1
z=rx

Entspricht im R? : 2?4yt + 27— 1=2ry
2 (V2 +2 V2412 =12

Wobei wir z; = x1 + iy1, 22 = X2 + iy gesetzt haben und die Formeln fiir die
stereographische Projektion verwendeten:

_ 2z _ 2y
T T @y VT T @y o)l
oy — 2z o = |(:1c7y,z)|2—1‘
L+ (2,9, 2)]? L+ [(z,y,2)]2

Also ist das Urbild eines Punktes in den beiden Schnittkreisen des Torus mit der
Ebene z = rx erhalten. Eine genauere Analyse liefert, dafl es genau der vorne bzgl.
y liegende der beiden ist.

Das AuBlere des Volltorus in der .53 ist wieder ein Torus, wobei das Innere das
Urbild der Siidhalbkugel und das AuBere das Urbild der Nordhalbkugel ist.

0

3.8 Mannigfaltigkeit der linearen Abbildungen fixen Ranges.

Der Raum L.(n,m) aller T € L(n,m) von fixren Rang r ist eine Teilmannigfaltigkeit
der Dimension v (n+m —r).

Fiir mazimales r = min{n, m} ist diese Dimension n-m = dim(L(n,m)), also ist
in diesem Fall L.(n,m) offen in L(n,m).
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3. BEISPIELE VON TEILMANNIGFALTIGKEITEN 3.9

Beweis. Wir beschreiben L,.(n,m) lokal als Graph. Sei dazu Ty € L,(n,m), d.h.
rang(Tp) = dimBildTy = r. Es sei F := BildTy und E := (KerTp)t. Dann ist
Tolg : E — F injektiv, und wegen dimE = n — dimKerTy = dimBildTy =
dim F = r sogar bijektiv. Beziiglich der orthogonal-Zerlegungen R” = E @ E+ und
R™ = F @ F* hat also T} folgende Gestalt:

<Ao B0> mit Bg =0, Cy =0, Dy = 0 und Ay invertierbar.

Co Dy
Sei nun U die (wegen GL(E) C L(E, E) offen) offene Umgebung aller Matrizen
T = é g mit A invertierbar. Dann liegt 7' in L, (R™,R™) genau dann wenn,

dimBildT = r. Es ist
A A B v\ [(Av+ Bw
w) \C D)\w) \Cv+Dw)"
Somit ist T (5}) = 0 genau dann, wenn v = —A"'Bw und Cv + Dw = 0, d.h.

KerT = {(—-A7'Bw,w) € E x E+ : CA™'Bw = Dw}. Es ist also 7 = rang T =
dimBild7T = dimDomT — dimKerT = n — dimKernT genau dann, wenn alle
w € E+ die Gleichung CA~'Bw = Dw erfiillen, d.h. D = CA™!B ist.

Die Abbildung

(A B L . T A B
g.{(c O)EL(n,m).A1nvert1erbar}—>L(E ,F™), (C’ 0

ist auf der Spur der offenen Teilmenge U am linearen Teilraum

{(& ) etoum:n=o}

definiert und glatt und ihr Graph beschreibt L, (n,m) in der offenen Menge

{(é g) € Linym): Ac GL(E,F)}

Die Dimension von L,(R™, R™) ist somit nm— (n—7r)(m—r) =r(n+m—r). O

> — CA™'B

3.9 Graflmannmannigfaltigkeiten G(r,n).

Die Graffmannmannigfaltigkeit G(r,n) (nach Hermann Graffmann, 1809-1877) der
r-Ebenen durch 0 im R™ ist eine Teilmannigfaltigkeit von L(n,n) der Dimension
r(n—r).

Wenn wir 7 = 1 wahlen, dann erhalten wir als Spezialfall die projektiven Rdume
P"~1 = G(1,n) der Geraden durch 0 in R™.

Beweis. Wir identifizieren die linearen Teilrdume des R™ mit den orthogonal-Pro-
jektionen auf sie. Damit ist G(r,n) eine Teilmenge der Mannigfaltigkeit L, (n,n).
Sei Ey ein Teilraum von R™ der Dimension r und P, die ortho-Projektion auf
Ey. Beziiglich der Zerlegung R™ = E, & Ej ist Py dann durch (} ) gegeben.
Eine Umgebung von Py in L,(n,n) ist dann durch die Matrizen (é oaliy) mit
invertierbaren A gegeben. Eine lineare Abbildung P ist genau dann eine ortho-
Projektion, wenn sie idempotent (P? = P) und selbstadjungiert (P = P?) ist,
oder #quivalent mit einer Gleichung, wenn PP = P ist. In der Tat: Dafl P eine
Projektion ist, bedeutet P|gjiq p = id, d.h. P2 = P, und eine Orthogonalprojektion
zu sein bedeutet Ker(P) = Bild(P)+. Aus P? = P folgt aber Ker(P) = Bild(1 - P),
denn P(1—P)=0und Pr =0 =z = 2 — Pz = (1 — P)x. Somit ist Ker(P) L
Bild(P) genau dann, wenn 0 = ((1 — P)z, Py) = (x, (1 — P*)Py) fiir alle z, y, d.h.
P = P'P. Umgekehrt folgt P! = (P!P)! = P!P = P und somit P = P'P = P2
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3.10 3. BEISPIELE VON TEILMANNIGFALTIGKEITEN

Fiir die Matrix (é CAZB) ist das genau dann der Fall, wenn A = A* und B! = C

(dann ist auch (CA~!B)! = BY(A)~1C* = CA™'B) und

AtA+C'C A'B+C'CA™'B _
B'A + B'(AY)~'C'C B'B+ BY(AY)"'C'CA'B) ~

A ct A B \ (A B
—\Bt BaH-ct)\c cA'B) T~ \c ca'B

oder dquivalent A*A+ C'C = A (= A* = A) und damit

A'B+C'CA'B=A'B+(A—- A"A)A™'B = B,
B'A+ BY(AYTIC'C = B'A + BY(A") Y (A - A'A) = B'(AY) Tt A = C,
B'B + BY(AN)'C'CA™'B = B'B+ B(A")"1(A - A'A)A™'B
=B' (A" 'B=CA'B

Zusammen sind die Gleichungen also A*A +C'C = A, B=C* und D = CA™'B.
Dies sind 2 + 7 (n — r) + (n — r)? unabhiingige Gleichungen, und folglich sollte
die Dimension von G(r,n) gerade n? — (1?2 + n? — 2nr + % + nr — r?) = nr —
7?2 = r(n — r) sein. Diese Gleichungen beschreiben G(r,n) lokal als Graph von
(A,C) = (B,D) = (C*,CA~1C?) iiber der Teilmenge {(A,C) € L(Ey,R") : A €
GL(Ey), A'A+C'C = A}

Es bleibt also zu zeigen, dafl die Gleichungen regulér sind und dafiir ist es genug
die Regularitit der ersten Gleichung A*A+ C*C — A = 0 zu zeigen. Ihr Differential
in Richtung (X,Y) ist (X,Y) — X'A+ A'X — X + Y!C + C*'Y. Wir miissen also
die Gleichung X'A + A'X — X +Y!C + C'Y = Z fiir (4,C) = (id,0) also Xt = Z
nach (X,Y) lésen. Offensichtlich ist (Z¢,0) eine Lésung. O

3.10 Aufdrehen eines 2-fach verdrehten Bandes.

Ein unverdrehtes Stiick eines Bandes ist parametrisiert durch
©o ¢ [0,27] x [-1,+1] = R3* C R*, (¢,7) — (9,7,0,0).
Ein zweifach verdrehtes Band ist parametrisiert durch
©r 0,27 x [-1,4+1] = R* C R, (9,7) — (0,7 cos ¥, rsind, 0).

Wir wollen nun eine Diffeotopie F : R x R* — R* des R* finden (d.h. eine glatt
parametrisierte Familie ¢t — F'(¢;_) von Diffeomorphismen des R™ mit F(0,_-) = id
und F'(m,_) der gesuchte Diffeomorphismus), welche das nicht verdrehte Band in
das 2-fach verdrehte Band iiberfithrt, d.h. F(m, @o(9,7)) = ¢ (9,7). Dazu beze-
ichnen wir die Koordinaten im R* mit (x,y, z,w). Diese Diffeotopie F(t;_) soll die
Hyperebenen normal auf die z-Achse invariant lassen, und dort als Drehung wirken.
Wir bezeichnen diese Drehung in der Hyperebenen z + {0} x R? zum Zeitpunkt
t mit R(t,z) € SO(R?). Und zwar soll dies gerade eine Drehung um den Winkel
—t um die Achse £ = (cos 3,sin §,0) sein. Wir erhalten R(t, ) indem wir zuerst
um die w-Achse die Achse £ in die y-Achse drehen, sodann um die y-Achse um den
Winkel ¢ drehen, und danach die y-Achse zuriick auf die ¢-Achse um die w-Achse
drehen.
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(0, Cos (x), Sin(x))

(Cos (x/2),Sin(x/2))

Die Matrizen-Darstellung von R(t, z) beziiglich der Koordinaten (y, z, w) sieht also
wie folgt aus:

[R(t, x)] =
cosy —sing 0 1 0 0 cosg sing 0
= |sing cosy 0 0 cost sint —sing cosg 0
0 0 1 0 —sint cost 0 0 1
T g z in T
Cf)S 5 sin g 0 Ccos 3 sin g .O
= |sing cosy O —costsing  costcos3  sint
0 0 1 sintsin § —sintcos 5 cost
cos? £ +costsin®Z (1 —cost)cosZsin® —sintsin L
= | (1 —cost)sinZcosZ sin®Z+costcos’Z  sintcos %
sintsin 5 —sintcos 3 cost

In den Randpunkten x = 0 und =z = 27 ist

1 0 0
[R(t,0))]= [0 cost sint
0 —sint cost
und
1 0 0
[R(t,2m)] = |0 cost —sint
0 sint cost

hilt also die y-Achse fix.
Unsere gesuchte Diffeotopie ist somit

F(t;z,y, z,w) = (x, R(t,z)(y, z,w))
und die entsprechende Isotopie

Pt (197 7“) ‘= F(t§ wo(7, T)) = (197 R(t’ 19) (1,0, 0))

4

2

(19, 5(1+cos? + cost(l —cos?)), 5(1 — cost)sind, rsintsin

)

Klarerweise ist (9, r) = (9, r,0,0) fiir ¥ = 0 und fiir 9 = 27. Weiters sind o und
@5 die gewiinschten Randwerte. Und nach Konstruktion sind alle ¢; Einbettungen
von [0, 27] x [—1,1] — R*.
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0

4. Beispiele von Lie-Gruppen

Etliche der klassischen Beispiele von Mannigfaltigkeiten sind sogar Lie-Gruppen,
tragen also zusétzlich eine glatte Gruppenstruktur. Dazu gibt es auch eigene Vor-
lesungen, siehe z.B. http://www.mat.univie.ac.at/~kriegl/Skripten/2010WS.pdf.

4.1 Allgemeine lineare Gruppe.
Der Vektorraum L(R™,R™) = L(n,m) := {T : R® — R™ linear } ist nm-
dimensional.
Die ALLGEMEINE LINEARE GRUPPE (engl. GENERAL LINEAR GROUP) (siche auch
86, 1.2])

GL(R") = GL(n) :={T € L(n,n) : det T # 0} C L(n,n)
ist eine offene (und somit n?-dimensionale) Teilmannigfaltigkeit in L(n,n), denn

sie ist durch eine stetige strikte Ungleichung gegeben. Beziiglich der Komposition
ist GL(n) eine Gruppe.

4.2 Spezielle lineare Gruppe.
Diese ist definiert durch
SL(n) :={T € L(n,n) : det(T") = 1} C GL(n).

Also ist sie durch die Gleichung det(T) = 1, bzw. f(T) = 0 gegeben, wobei
f: L(n,n) — R die Funktion f(7T') := det(T) — 1 ist. Wir behaupten, daf diese
Gleichung reguléar ist, d.h. die Ableitung der Determinantenfunktion surjektiv ist.
Da die Determinante multilinear in den Spalten (oder auch polynomial in den Ko-
effizienten) ist, folgt ihre Glattheit. Die Richtungsableitung an der Stelle A in Rich-
tung B ist:

det’(A)(B) = &|,_odet(A+tB) = 4|,_odet(A- (1+tA™'B))

= 4|, _odet(tA) - det( + A7'B)

1 1
= file=ot™ det(A) - (tn + oy spur(A7B) 4 det(A—lB))

= det(A)spur(A~'B).
Dies zeigt die Surjektivitit von det’'(4) und damit auch die Regularitit von det.

Ohne die gesamte Ableitung det’(A4) : L(R™,R™) — R zu berechnen, kann man
kiirzer auch so vorgehen:
det’(A)(A) = L]_odet((1+t)A) =n(1+1t)" '|;=odet A = ndet A.
—_—————
(14+6)7 det A

Folglich ist det’(A) surjektiv und SL(R™) eine Mannigfaltigkeit der Dimension
n? —1.

4.3 Orthogonale Gruppe.

Sie ist definiert durch (siehe auch [86, 1.2]):

O(n) :={T € GL(n,n) : T" o T =id} = {T € GL(n,n) : (Tz, Ty) = (z,y)V =, y}.

So wie in Beispiel wollen wir nun zeigen, dafl die Gleichung T o T' = id eine
regulire ist. Zu diesem Zweck berechnen wir die Ableitung der quadratischen —

24 andreas.kriegl@univie.ac.at © 26. Juni 2018


https://www.mat.univie.ac.at/~kriegl/Lehrveranstaltungen/Differentialgeometrie/moebius-2.html
http://www.mat.univie.ac.at/~kriegl/Skripten/2010WS.pdf

4. BEISPIELE VON LIE-GRUPPEN 4.4

daher auch glatten — Funktion f : GL(n) — L(n,n), gegeben durch f(T) := ToT =
komp(T*, T):

f(T)- S =komp(S*, T) + komp(T*,S) = S' o T +T" 0 S.

Da f(T) sichtlich symmetrisch ist, also f Werte im linearen Teilraum Ly, (n,n) C
L(n,n) der symmetrischen Matrizen hat, kénnen wir Surjektivitit nur fiic f/(7) :
L(n,n) — Lgym(n,n) erhoffen. Die Dimension von Lgym(n,n) ist offensichtlich
W. Fiir ein R € Lgym (n,n) existiert ein S € L(n,n) mit R=S"oT+T"0 S =
(8o T) + (S*oT)!, denn S' o T = R hat die Lésung S = (5%)' = (ARo T71)! =
(T*)~'LR. Folglich ist f(T) surjektiv, und somit O(n) eine Teilmannigfaltigkeit

. . . _ n(n+1) _ n(n—1)
von L(n,n) der Dimension dim(O(n)) = n? — BEE = B

Beachte, dafl det(T) = +1 aus 1 = det(1) = det(T*T) = det(T)? fiir T € O(n) folgt.
Somit ist O(n) = SO(n) X Zg, wobei SO(n) := O(n) N SL(n) = O(n) N GL4(n)
eine offene Untergruppe von O(n) ist.
Allgemeiner kénnen wir die STIEFELMANNIGFALTIGKEIT (nach Eduard Stiefel, 1909-
1978)

V(k,n):={T € L(k,n) : T'T =id}
betrachten (siehe auch [86, 70.6]). Die Elemente von V(k,n) sind somit die iso-
metrische Abbildungen von R¥ — R™, und diese kénnen #quivalent durch ihre
Werte auf der standard-Basis des R¥ also durch k-Tupel orthonormaler Vektoren
im R"™, sogenannte orthonormale k-Beine im R™, beschrieben werden.

Die Funktion f : L(k,n) — Lsym(k,k), T — T'T —id, ist glatt und erfiillt
F(T)(S) = T'S + S'T. Also ist sie regulér, denn fiir symmetrisches R kénnen
wir f/(T)(S) = R wie zuvor durch S := 1TR lésen, was direktes Einsetzen beweist.

4.4 Gruppen invarianter Automorphismen, Oy .

Wir wollen nun die orthogonale Gruppe verallgemeinern, indem wir eine beliebige
Bilinearform b : E x E — R auf einem euklidischen Raum E betrachten. Mit

Op(E):={T € GL(E) : b(Tx,Ty) = b(z,y)V z,y € E}

bezeichnen wir die Gruppe aller invertierbaren linearen Abbildungen, die die Bilin-
earform b invariant lassen. Bekanntlich stehen die Bilinearformen b: E x E — R in
bijektiver Beziehung zu den linearen Abbildungen B : E — E, vermége
b(x,y) = (Bx,y) = (z, B'y) :

Denn b: E x E — R konnen wir genausogut als Abbildung b : E — L(E,R) =: E*
auffassen, welche durch z — (y — b(z,y)) gegeben ist. Das skalare Produkt (_,_) :
E x E — R entspricht dabei einer Abbildung ¢ : E — E*, welche ein Isomorphismus
ist, denn Ker(t) = {z : (z,y) = 0V y} = {0}, und da dim(E) = dim(E*), ist ¢
bijektiv. Die Zusammensetzung B := "' o b : E — E* — E ist dann die gesuchte
lineare Abbildung, denn

b(x,y) = b(x)(y) = (0 B)(x)(y) = «(B(x))(y) = (Bx,y).
Die Gleichung b(T'z, Ty) = b(x,y) ist somit mit (T*BTx,y) = (BTz,Ty) = (Bx,y)
dquivalent, und damit ist
O(E) = {T € GL(E) : T'BT = B}.

Wir sollten also zeigen, daf§ dies eine regulidre Gleichung ist. Fiir die Ableitung
der Funktion f : GL(E) — L(E), welche durch f(T) = T'BT — B definiert ist,
erhalten wir f/(T)(S) = S*BT + T*BS. Wie bei O(E) kiénnen wir nicht erwarten,
daf} sie surjektiv nach L(FE, E) ist, sondern wir brauchen einen linearen Teilraum
F C L(E,E) in welchem f Werte hat und auf welchen f/(7T") surjektiv ist.
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Wenn B (schief)symmetrisch ist, dann gilt das gleiche auch fiir f(7) und wir sollten
also fiir F' den Teilraum Ly (F, E) der (schief)symmetrischen linearen Abbildungen
verwenden. Dieser hat als Dimension n(n + 1)/2 (bzw. n(n — 1)/2), wenn n die
Dimension von E ist. Wenn U € F und T die Identitét ist, so ist U = f/(T')(S) =
S*B+ BS dann nach S auflésbar, wenn wir ein S mit BS = %U in S finden kénnen,
denn dann ist auch S'B = +(BS)" = +3U" = 1U. Falls B invertierbar ist, so ist
S = %B*IU die Losung. Falls T € GL(E) beliebig und B invertierbar ist, dann hat
die Gleichung U = f/(T)(S) = S*BT +T'BS die Losung S = B~ (T 1)U, denn
dann gilt T'BS = iU und S'BT = £S'B'T = £(T'BS)" = £1U! = 1U. Falls also
B injektiv ist, d.h. b nicht degeneriert ist, oder dquivalent x = 0 <= Vy : b(z,y) = 0,
dann ist Op(F) eine Teilmannigfaltigkeit der Dimension

n? —n(n+1)/2=n(n—1)/2 falls b symmetrisch ist

dim Oy (F) :=
o(B) {n2 —n(n—1)/2=n(n+1)/2 falls b schief-symmetrisch ist.

Man beachte, daB fiir invertierbares B und T' € Oy(E) automatisch det(T") = £1
gilt, denn 0 # det(B) = det(T*BT) = det(T)? det(B).

4.5 Der symmetrische Fall, O(n,k) .

Im symmetrischen Fall kénnen wir nach dem Spektralsatz (Hauptachsentransfor-
mation) eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren e; mit zugehérigen Eigenwerten
A; € R fiir B finden. Es ist dann

B(x) = Z)\j@veﬁ@j

und somit

b(z,y) = (Bz,y) = Z)\j@v@j)(y,@ﬁ

Da Ker(B) = {0} vorausgesetzt ist, miissen alle Eigenwerte A; # 0 sein, und somit
sieht b in der Orthogonalbasis f; := \/|)\j|e; wie folgt aus

b(.%‘,y) = Z xjyj - Z xjyj7

A;>0 A;<0
wobei 27 := (z, f;) die Koordinaten von z beziiglich der Basis (f;) bezeichnet.

Man nennt so ein b auch PSEUDOEUKLIDISCHES PRODUKT. Solche sind fiir die
Relativitiatstheorie von Bedeutung. Beachte, dafl es Vektoren x # 0 gibt, welche
Norm b(z,z) = 0 haben und auch solche mit negativer Norm. Man nennt die mit
verschwindender Norm LICHTARTIG, d.h. 35, (27)* = 37, ;. (¢7)* (dies beschreibt
einen “Kegel”), und die mit positiver Norm RAUMARTIG und die mit negativer
Norm ZEITARTIG. Betrachte z.B. die Form

((z1,22,23), (y1,Y2,Y3)) = T1y1 + TaY2 — T3Y3.

Dann sind die"Vektoren im Inneren des Doppelkegels mit der x3-Achse die zeitar-
tigen, die im Aufleren die raumartigen und die am Doppelkegel die lichtartigen.

Die Gruppe Oy(E) hingt also bis auf Isomorphie nur von der Signatur, d.h. der
Anzahl k der negativen Eigenwerte von b, ab und wird daher auch mit O(n, k)
(und z.T. auch mit O(n — k, k)) bezeichnet, wobei n = dim(FE) ist. Man beachte,
daBl O(n, k) = O(n,n — k) ist (ersetze dazu b durch —b). Die offene Untergruppe
SL(n) N O(n,k) wird mit SO(n, k) bezeichnet. Die O(4,1) wird (in der Physik)
auch als die LORENTZ-GRUPPE bezeichnet.

4.6 Der schiefsymmetrische Fall, Sp(2n) .
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Im schiefsymmetrischen Fall kénnen wir eine Normalform wie folgt finden. Sei dazu b
eine nichtdegenerierte schiefsymmetrische Bilinearform, eine sogenannte SYMPLEK-
TISCHE FORM. Diese sind fiir die klassischen Mechanik von Bedeutung (sieche Ab-
schnitt [86, 45]). Fiir eine Teilmenge A C E bezeichnen wir mit

At ={xcE:z LyYyc A}

das ORTHOGONALE KOMPLEMENT. Wobei & L y heift, daB8 b(z,y) = 0 ist. Da b
schiefsymmetrisch ist, ist x L z fiir alle x. Fiir jeden Teilraum F gilt dim E =
dim F + dim F* (in der Tat: i* ob: E — E* — F* ist surjektiv, wobei i : F — F
die Inklusion bezeichnet, denn b : E — E* ist nach Voraussetzung bijektiv, und
i* : E* — F* ist klarerweise surjektiv (wéhle ein linksinverses p zu i, dann gilt
i* o p* = id) und somit ist dim F = dim(Ker) + dim(Bild) = dim(F*) + dim(F)).
Beachte fiir Teilriume A und B die Gleichungen A++ = A (<« A C A+ und
Dimensionsgriinden), sowie (A+B)+ = ATNB* (trivial) und schlieflich A+ +B+ =
(At 4+ BYHt = (AN Bt = (AN B)*t.

Eine Teilmenge A C E heifit 1soTROP, falls A C AL, d.h. blaxa = 0. Es sei F so
eine maximale isotrope Teilmenge. Fiir solche gilt ' = F+, denn andernfalls kénnen
wir ein y € F+ \ F zu F hinzufiigen und erhalten eine gréfere isotrope Teilmenge
F U {y}. Wegen der Bilinearitit von b ist A+ ein Teilraum fiir jede Teilmenge
A C E und somit auch F = F= ein sogenannter LAGRANGE TEILRAUM). Fiir
diese ist folglich dim F = dim F + dim F = 2dim F, also folgt aus der Existenz
von Lagrange Teilrdumen, dafl F geradedimensional sein muf.

Wir wihlen nun einen Lagrange Teilraum F' und dazu einen komplementéiren La-
grange Teilraum F’. Das ist moglich, denn wenn fiir einen isotropen Teilraum G
mit GNF = {0} noch G+ F C E gilt, dann ist G+ + F = Gt + F+ = (GNF)* =
{0}* = E O G+ F und somit kénnen wir ein y € G+ \ (G + F) wihlen. Es ist dann
G1 := Ry + G ein grofierer isotroper Teilraum mit Gy NF = {0}. Es seii' : F/ — E
die Inklusion. Dann ist i*oboi’ : F' < E—=+ E* — F* injektiv, denn der Kern von
i*obist F+ = F und FNF' = {0}, und somit aus Dimensionsgriinden ein Isomor-
phismus. Wir behaupten, dafl der induzierte Isomorphismus £ = F/ x F = [* x I
die symplektische Form b in die Form (y37,v1;943,v2) — vi(y2) — y5(y1) iibersetzt.
Sei also x; = y; + y; mit y; € F' und y; € F'. Da I und F"’ isotrop sind, ist dann
b(z1,x2) = b(y1,y2) + by, y2) = b(y1,y2) — b(yz, y1). Mit g == (i" o bod)(y}) ist
b(y1,y2) = b(i'y1,iy2) = b(i'y1)(iy2) = (i" 0 boi)(y1)(y2) = yi(y2) und somit ist
b(x1,22) = 7 (y2) — ¥5(y1)-

Wihlen wir nun in F' eine Basis (e;)k<j<or (mit 2k = n := dim F) und in F* die
duale Basis (¢/)j>x. Mit (¢j := €}, ;)j<k bezeichnen wir die entsprechende Basis in
F', also i*oboi: e; — €. Dann ist (e;);j<ax—n eine Basis von E, die jener von
F* x F entspricht, und weiters ist y*(y) = 32,5, y;y?, wobei y; die Koordinaten von
y* € F* bzgl. ¢/ und ¢’ jene von y € F bzgl. e; bezeichnet. Also ist die STANDARD
SYMPLEKTISCHE FORM AM R2¥

j gtk i+k,j . 0 —idg
bar,z) = 3 wlad ™ — o] ™haf = (Jay,z), mit J = (idk ; ) |
J<k
Die entsprechende Gruppe wird mit Sp(2k) bezeichnet, und heifit REELLE SYM-
PLEKTISCHE GRUPPE. Da Sp(n) fiir ungerades n nicht existiert, wird Sp(2k) in der
Literatur bisweilen auch als Sp(k) bezeichnet!

4.7 Spiegelungen .

Wir wollen nun spezielle Abbildungen T' € Oy(E) fiir symmetrische und schiefsym-
metrische b beschreiben, und zwar solche, die eine Hyperebene als Fixpunktmenge
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{x € E : Tx = z} besitzen. Sei F diese Hyperebene und 0 # y € F*, d.h.
F = {y}t. Sei y ¢ F mit b(y/,y) = 1 (moglich, da b(y',y) =0 =19 € {y}+ = F),
dann 148t sich jedes © € E als x = b(z,y)y + (x — b(z,y)y’) schreiben, und
blx — b(z,y)y',y) = 0, dh. x — b(z,y)y’ € F. Das gesuchte T muf} also folgende
Gestalt haben:

T(z) =b(z,y)T(Y) + (z = b(z,y)y") =z + b(z,y)(T(Y) —y') =z + b(z,y)y".
Damit T die Form b erhélt, muf3

b(z1, x2) = b(T(21), T(2)) = b(z1 + b(x1,y)y", x2 + b(z2,9)y") =
= b(z1,22) + b(w1, )by, 22) + b(w2,y)b(z1,y”) + b(z1,y)b(z2, v)b(y",y")

gelten, d.h. b(x1, y)b(y", z2) + b(z2, y)b(z1,y") +b(x1, y)b(x2,¥)b(y", y") = 0. Wenn
wir 29 := y’ setzen und x; L y wihlen, dann folgt b(x1,y”) = 0, also ist 3" €
{y}t+ = Ry. Sei also y” = Ay (mit A\ # 0, da T nicht die Identitiit sein kann).
Dann ist

0= Ab(l’l, y)b(% l’g) + )\b(.]?Q, y)b(xla y) + b(l‘l, y)b(x27 y))\Qb(y7 y)
= Ab(21,y)b(22,y)(£1 + 1+ Ab(y, y))
fiir alle 27 und x2 genau dann, wenn 1+ Ab(y,y) = F1 (wihle dazu 1 = x5 :=¢/).

Im symmetrischen Fall ist dies dquivalent zu Ab(y,y) = —2 (also b(y,y) # 0 und

A= —%) ist und im schiefsymmetrischen ist es immer erfillt.

Die T € Oy(E) mit einer Hyperebene F' = {y}* als Fixpunktmenge sind also genau
{x - Z%y mit b(y,y) # 0 im symmetrischen Fall,

T(x):=
(@) x4+ Ab(x,y)y mit 0# X\ € R im schiefsymmetrischen Fall.

Diese T heiflen auch SPIEGELUNGEN, in Analogie zum Fall, wo b eine euklidische
Metrik ist. Eine einfache Rechnung zeigt, dafl T? = id gilt.

M T(x) 2Ab(X,y)y X

l F
y F

Im symplektischen Fall ist jede Spiegelung orientierungserhaltend, denn T'(y') =
Yy + Ay liegt auf der gleichen Seite von F' wie ¢’ und (wegen y € F') ist somit (ig /\13’)
die Komponentendarstellung von T bzgl. der Zerlegung £ = F & Ky’ =2 F x K,
und im symmetrischen Fall orientierungsvertauschend, denn T'(y) =y — 2y = —y
und somit ist (i %) die Komponentendarstellung von T bzgl. der Zerlegung E =
FoKy=FxK

FEs laft sich fiir x # 2’ genau dann eine Spiegelung T : x — x+Ab(z,y) y finden mit
Tx =2', wenn b(x,x) = b(a’,2") und b(x,2’) # b(x,x) ist: Denn &’ —x = \b(x, y)y
gilt genau dann, wenn y = p(z’' —x) mit 1 = \b(z, y)pu = A\p?(b(z, 2') — b(z, x)) gilt.
Diese Spiegelung T lifit y*+ = (2 — x)* fir. Die im symmetrischen Fall notwendige
Gleichung Ab(y,y) = A\u?b(2’ — x,2' — x) = —2 ist erfiillt. Beachte, daf fiir positiv
definites b wegen der Ungleichung von Cauchy-Schwarz die Situation b(z,z') =
b(x,x) nicht eintreten kann. Im symplektischen Fall ist b(z,2) = 0 = b(a’,2’)
immer erfiillt.

Proposition.

Fiir jede (schief-)symmetrische nicht-degenerierte Bilinearform b : Ex E — R wird
die Gruppe Op(E) von den Spiegelungen erzeugt.
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Man kann zeigen, dafl im symmetrischen Fall n = dim F viele Spiegelungen geniigen
und im symplektischen sind mindestens n 4 1 notwendig (siehe [35, Sur les Groups
Classique, Hermann, Paris 1967]).

Beweis. Im symmetrischen Fall wihlen wir eine Orthonormalbasis von E (d.h.
bei,ej) = 0 und b(e;,e;) = £1) Die Bilder €] := T'(e;) sind dann ebenfalls eine
Orthonormalbasis. Wir zeigen nun mit Induktion, da8 T" bis auf Zusammensetzung
mit Spiegelungen die Menge {eq, ..., e} fix laBt:

In der Tat, wenn 7' nach Induktionsannahme die Menge {ej,...,ex—1} fix 1a8t,
und b(eg, e),) # b(er, ex) ist, dann bildet die Spiegelung S am orthogonalen Kom-
plement zu e; — e, den Vektor ey auf e) ab und liBt (e}, — ex)t 2 (e})t N
(er)t D {e1,...,en_1} fix, also 1aBt ST sogar {ei,...,ex} fix. Ist anderer-
seits b(er,e),) = b(ek,er), dann spiegeln wir zuerst am orthogonalen Komple-
ment zu ey (mit b(eg,ex) = £1 # 0) und danach an jenem zu e}, + e (mit
blek + e, er + €).) = 2(b(eg,exr) + blek, €},)) = 4b(ex,er) # 0). Diese Spiegelun-
gen lassen (ex)t N (ex +ef)t 2 {e1 = €},...,ex—1 = €},_,} invariant und ihre
Zusammensetzung bildet e; auf —ej, und weiter auf ej, ab, also 148t T' bis auf diese
Spiegelungen {ey, ..., e} invariant.

Im symplektischen Fall beweisen wir die Aussage mittels Induktion nach j :=
n—dimF, wo F:={x: Tax =z}. Fir j = 0ist T = id. Sei also j > 0. Fiir jedes
y € Eist b(y,z) = b(Ty, Tx) = b(Ty,z) fir allex € F, dh. Ty —y € F+.

Falls b(Ty,y) # 0 fiir ein y € E ist (= y ¢ F), dann existiert eine Spiegelung,
welche y auf T'y abbildet und die (Ty — y)* D F fix 1ift. Bis auf diese Spiegelung
148t also T auch F & Ry fix.

Andernfalls ist b(Ty,y) = 0 fiir alle y. Sei vorerst F'N F* # {0}. Dann wihlen wir
ein 0 #x € FNF* und ein y € E mit b(y,z) = 1 (geht wie in der Beschreibung von
Spiegelungen). Es ist dann y ¢ F, da 2 € F*. Weiters ist b(Ty,x) = b(Ty, Tx) =
b(y,x) = 1 und somit existieren Spiegelungen die y auf « + y, bzw. Ty auf = + y
abbilden (denn b(y,x + y) = b(y,x) # 0 und b(Ty,z +y) = b(Ty,x) # 0), und
(r+y—y)tN(z+y—Ty)+ DO F fix lassen. Also laBt T bis auf diese Spiegelungen
F & Ry fix, und wir kénnen die Induktionsannahme anwenden.

Ist FF = {0}, dann wéhle y # 0 und erweitere die isotrope Menge {y, Ty} zu einer
Basis eines Lagrange Teilraums und setzte = := e' +e? in Termen der dualen Basis
(e))F_,. Dann ist b(x,y) = 1 = b(x, Ty) und wir kénnen wie gerade zuvor verfahren.
Ist schlieBlich F' # {0} und F N F+ = {0}, dann ist £ = F ® F* und b induziert
auf F+ eine symplektische Form, denn fiir ¢/ € F+ mit b(y',y) = 0V y € F* gilt
y' € (FH)* = F und somit 3 = 0. Weiters it 7' € Oy(E) den Raum F* invariant,
denn b(Ty',y) = b(Ty', Ty) = b(y',y) = 0 fiiralley € F und y € F+. Da T|. nur
0 als Fixpunkt hat, folgt aus dem vorigen Fall, dal T'| 1 eine Zusammensetzung von

Spiegelungen lings Vektoren in F* ist. Solche Spiegelungen lassen aber F' = F++
fix und somit ist T" auf ganz E die Zusammensetzung dieser Spiegelungen. O
Folgerung.

Es gilt Sp(2k) C SL(2k). O

4.8 Niedere Dimensionen.

Die Elemente der Abelsch’en unter den folgenden Gruppen G werden wir gemeinsam
diagonalisieren. D.h. fiir jedes T' € G werden wir die Eigenwerte A} und zugehérige
(von T unabhingige) Eigenvektoren ey bestimmen. Wenn AT die Diagonalmatrix
mit Eintragungen )\JTF und AT ist, und U die Matrix mit Spalten e, und e_ ist,
dh. U(er) =ey und U(eg) = e_, dannist T-U =U - AT dh. U™L-T-U = AT.
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Die Konjugation mit U bildet also die Gruppe G isomorph auf eine Gruppe von
Diagonalmatrizen in SL¢(2) ab.

(1) a®+c*=1 (bler,e1)=1)

b (2) b*+d*=1 (bea,e2) =1)

denn ( d) €50(2) & (3) abted=0 (ber,es) = 0)
(4) ad—bec= (det =1)

Dann folgt

d-(3)=b-(4): —b=c(d®+V*) =c,

b-3)+d-(4): d=ab®+d*) =a
und somit a? + b? = 1. Kiirzer folgt das alles auch aus der Matrizengleichung
BT = (T")~'B, mit B = id.

Die Eigenwerte von T sind Ay = a=4 b mit zugehorigen Eigenvektoren ey = (1, £i).
Also bildet die Konjugation mit U = (} }i) die Gruppe SO(2) isomorph auf die
Diagonalmatrizen mit konjugiert komplexen Eintragungen vom Betrag 1 ab.

0 D0 )= L)

SO(2,1){<Z Z) ta,beR, azbzl}w

g{(a\ 1?)\) :)\GR\{O}}%R\{OL

Analog wie bei der SO(2) folgt die erste Gleichung aus der Matrizengleichung mit
B = (6 _01). Der erste Isomorphismus ist dann analog durch Konjugation mit der
Matrix U = (% _11) der Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ay := a = b gegeben.
Konjugieren mit U liefert

0 2) G o) G )= )

mit (a +b)(a—b) = 1.

SL(2) = {(‘C‘ Z) ca,b,c,d €R, ad—bc=1} ~

{6

wobei der Isomorphismus durch Konjugation mit U := (} _zz) geben ist, siehe [86,
34.5] und [86, 72.62], denn

(a b>:U—1.<041+i042 51+iﬂ2>.U:(0ﬂ+51 04252)
c d B —if2 a1 —ias 2= P2 o1 =P
—d
2

(=

ta,beC, |a2—b|2—1},

l

-
a+d b—c a b+c
, g = 2 761: a62:_ 9

= o = 9

Beachte daff die Quadrik {(a,b) € C? : |a|? — |b|> = 1} vermége (a,b) — (1a7:0) =
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(\/%W, b) diffeomorph zum “Zylinder” S* x C ist. Allerdings sieht die induzierte

Gruppenstruktur auf S' x C sehr kompliziert aus.

Sp(2) = SL(2),

b
denn (CCL d) € Sp(2) &

RO E R RN

Sad—bec=1

SO(3) = PSU(2) = PS3, wobei PG := G/Z(G) fiir jede Gruppe G und Z(G) :=
{9€G:VheG:g-h=h-g}das Zentrum von G bezeichnet. Jede Einheitsquater-
nione ¢ = a + ib + jc + kd (siehe [86, 14.16]) wirkt orthogonal auf R* = H durch
Konjugation und 1i8t die Zerlegung R x R? invariant, denn ¢~ !-1-¢ = % qg=1
und

g pgP=( paq) (" p =D q Py

=¢ ' pPg=1pP

also wirkt sie orthogonal am R3 =2 {0} x R® C H. Der Kern dieses Gruppenho-
momorphismuses H 2 $3 — O(3) ist offensichtlich Z(S®) = Z(H) N S* = {£1}.
Damit ist $* — PS?% := §3/Z(S%) eine (Gruppen-)Uberlagerung (siche [86, 24.19))
und folglich PS® eine kompakte zusammenhingende 3-dimensionale Lie-Gruppe
die somit in SO(3) offen eingebettet ist. Da SO(3) zusammenhéngend ist (denn sie
besteht aus Drehungen), folgt SO(3) = §3/Z(S3) = PS3.

Geometrisch haben wir das in [86, 1.3] auch so gesehen: Eine Drehung ist durch
Drehachse und Drehwinkel festgelegt, also durch einen Vektor u € D3 := {z €
R3 : |x| < 1} welcher der Drehung mit der Achse u/|u| € S? und dem Drehwinkel
wlu| € [, 7]/~ = S! entspricht (Beachte, daB (x1,¢1) # (w2,92) genau dann
die gleiche Drehung beschreiben, wenn @1 = 0 = @9 oder (z1, 1) = — (22, p2) ist).
Also erhalten wir eine 2-blittrige Uberlagerung S® — S3/~ = D3/~ 22 SO(3) auch
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aus folgendem Diagramm

id xe'™-

8% x [~1,1] 8% x St

wobei die linke vertikale Abbildung durch (z,t) — tz, die rechte durch (v, ) —
“Drehung um v mit Winkel ¢” gegeben sind und ~ die von v ~ —v fiir v € S?
erzeugte Aquivalenzrelation ist, siche dazu auch [86, 24.40]. Allerdings erhalten wir
so nicht die Homomorphie-Eigenschaft von S — SO(3).

5. Glatte Abbildungen

Um verschiedene Mannigfaltigkeiten miteinander in Beziehung zu setzen, ben6tigen
wir natiirlich auch den Begriff der glatten Abbildungen zwischen ihnen und den
geben wir jetzt.

5.1 Definition (glatte Abbildung).

Eine Abbildung f : M — N zwischen zwei glatten Mannigfaltigkeiten M C R™
und N C R™ heiBit GLATT (C°°) :< lokal 1dBt sie sich zu einer glatten Abbildung
f:R™ — R"™ erweitern, d.h.

Vpe M3U CR™3 f:U — R" glatt mit p € U und f|arnv = flunu.
off.

Die konstante Abbildung, die Identitit und die Zusammensetzung glatter Abbildun-
gen sind glatt: Seien f : My — M, sowie g : My — Ms glatt und f : Uy — R"2 bzw.
g : Uz — R™ lokale, glatte Fortsetzungen, dann ist (go f)™~ = gof: f‘l(Ug) — R"3
eine lokale, glatte Fortsetzung von g o f, also ist g o f glatt.

5.2 Beispiele glatter Abbildungen.

1. Fiir die klassischen Liegruppen G aus Abschnitt | 4 |ist die Multiplikation mult :
G x G — G glatt, denn fiir die offene Teilmenge GL(E) von L(E, E) ist dies
die Einschrinkung der bilinearen Abbildung (7,S) — TS, und die anderen
klassischen Liegruppen G sind Teilmannigfaltigkeiten in GL(E). Gleiches gilt
fiir die Inversion inv : G — G, denn fiir GL(E) ist sie die Losung der impliziten
Gleichung mult(A4, inv(A)) = id, auf die der inverse Funktionensatz anwendbar
ist. Die Ableitung ist dabei durch

inv/(A)(B) = —A"1BA™!
gegeben.

2. Orthogonales-Komplement-Nehmen 1: G(k,n) — G(n — k,n) ist eine glatte
Abbildung zwischen Grafmannmannigfaltigkeiten (siehe ) als Einschrénk-
ung der affinen, durch P — 1 — P gegeben Abbildung L(n,n) — L(n,n) auf
G(k,n) C L(n,n).

3. Die Bild-Abbildung Bild : V(k,n) — G(k,n) ist eine glatte Abbildung auf
der Stiefelmannigfaltigkeit (siehe ), denn als Abbildung V(k,n) = {T €
L(k,n) : T'T =id} — G(k,n) C Li(n,n) ist sie durch T+ TT* gegeben: Of-
fensichtlich ist T'T" die ortho-Projektion ((TT)Y(TT*) = THT'TT! =T id T =
TTY) mit BildT 2 BildTT? 2 BildTT'T = Bild T'.
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5.3 Lemma (Karten sind Diffeomorphismen).

Sei ¢ : U — M eine lokale Parametrisierung der Mannigfaltigkeit M. Dann ist ¢
ein lokaler Diffeomorphismus.

Beweis. Nach Voraussetzung ist ¢ glatt. Im Beweis der Richtung (1 = 4) von
Satz haben wir ¢ zu einem lokalen Diffeomorphismus ® : R™ x R*™™ — R"
erweitert. Aus der Bijektivitit von ¢ : U — M NV (ist Voraussetzung) folgt, dafl

et MOV U

als Abbildung existiert. Sie ist sogar glatt, denn lokal l#8t sie sich zu der glatten
Abbildung ®~! erweitern. O

5.4 Lemma (Glatte Abbildungen).

Fiir eine stetige Abbildung f : M — N zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M und N
sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist glatt.

2. Fir jede lokale Parametrisierung ¢ von M und jede lokale Parametrisierung
von N gilt: Die Abbildung 1)~ o f o ¢ ist glatt wo sie definiert ist.

3. Fiir jedes p € M existiert eine lokale Parametrisierung ¢ von M um p und
existiert eine lokale Parametrisierung ¥ um f(p), sodaf die Kartendarstellung

Y=o foy glatt ist.
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R™ R"

ytofop

Beweis. (:>) Seien nun ¢ : Uy = Vi N M und ¢ : Us — Vo N N lokale
Parametrisierungen. Die Abbildung ¢! o f o ¢ ist genau fiir jene x € U; definiert,
welche f(p(z)) € Vs erfiillen. Das ist aber die offene Menge Uy N (f o )~ 1(V2).
Obige Abbildung ist glatt, da sie nur aus glatten Funktionen zusammengesetzt ist.

(:>) Wenn die Aussage fiir alle lokalen Parametrisierungen gilt, dann erst
recht fiir eine spezielle.

(:) Zu zeigen ist, dafl f glatt ist. Dies ist eine lokale Eigenschaft, und lokal
1a8t sich f folgendermaflen als Komposition von glatten Abbildungen darstellen:

f:@/}o(;/}flofogp)ogpfl. O
—_———

glatt nach (3)

6. Abstrakte Mannigfaltigkeiten

Unsere vorlédufige Definition einer Mannigfaltigkeit ist nicht zufriedenstellend: Bish-
er verwendeten wir ganz wesentlich die Eigenschaften des umgebenden Raumes, der
mit dem Objekt, das wir beschreiben wollen, begrifflich nichts zu tun hat.

In diesen Abschnitt wollen wir nun den umgebenden Euklidischen Raum loswerden,
und kommen so zum Begriff der abstrakten Mannigfaltigkeit.

Die Relevanz dieses Ansatzes zeigen bereits folgende

6.1 Beispiele.
(Siehe auch Abschnitt )
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1. Das Mobiusband entsteht “topologisch”, wenn man zwei Seiten eines Rechtecks
miteinander identifiziert und das Ganze mit der Quotiententopologie versieht.
Denkt man sich dieses Gebilde im R? realisiert und zerschneidet es lings der
Mittellinie, so entsteht bekanntlich ein mehrfach verdrehtes Band. Fiihren wir
dasselbe aber “topologisch” durch, entsteht ein einfaches, nicht verdrehtes Band.
Die beiden Figuren lassen sich aber im R? nicht stetig ineinander iiberfiihren,
das geht erst im R* wie wir in gesehen haben.

2. Der “Klein’schen Flasche” oder vor allem der “projektiven Ebene” sieht man
gar nicht ohne weiteres an, in welchen R™ sie “passen”, in den R3 jedenfalls
nicht.

Wir erweitern nun die Definition von Teilmannigfaltigkeiten des R™ zu einer solchen
fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten.

6.2 Definition (Abstrakte Mannigfaltigkeit).

Sei X eine beliebige Menge. Eine KARTE (oder auch LOKALE PARAMETRISIERUNG)
von X ist eine injektive Abbildung ¢ : R™ O U — X, definiert auf einer offenen
Menge U C R™.

Zwei Karten @1, o heiflen C°°-KOMPATIBEL oder VERTRAGLICH, falls der KARTEN-
WECHSEL

03! o1 01 (p2(Uz)) = @3 (p1(Uh))

ein Diffeomorphismus offener Mengen ist. Die Idee dahinter ist, dal jede Karte
glatt sein soll, und nach sollte dazu ¢y Yoy dort wo es definiert ist glatt sein.

~

[
T )

Ein C*°-ATLAS einer Menge X ist eine Familie C'°°-kompatibler Karten, deren
Bilder ganz X iiberdecken. Zwei C'°°-Atlanten heiflen AQUIVALENT, wenn alle ihre
Karten miteinander C°°-kompatibel sind, d.h. ihre Vereinigung ein C*°-Atlas ist.

Eine ABSTRAKTE C°-MANNIGFALTIGKEIT ist eine Menge zusammen mit einer
Aquivalenzklasse glatter Atlanten.

6.3 Definition (Topologie einer Mannigfaltigkeit).

Auf einer abstrakten Mannigfaltigkeit M erhélt man die finale TOPOLOGIE beziiglich
der Karten indem man definiert:
U C M heifit offen :& ¢~ 1(U) ist offen im R™ fiir jede Karte des Atlas.

Die Karten ¢ : U = ¢(U) C M werden dann zu Homéomorphismen: Denn stetig
sind sie nach Konstruktion der Topologie auf M und falls U; C U offen ist, so ist
es auch o(Uy) C M denn ¥~ (o(Uy)) = (=t o) ~1(Uy) ist das Urbild unter dem
Homé&omorphismus ¢~ o ).
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Man verlangt nun {iblicherweise, dafl diese Topologie HAUSDORFF ist, d.h.: je zwei
disjunkte Punkte lassen sich durch disjunkte offene Umgebungen trennen, denn
Eindeutigkeit von Limiten ist fiir die Analysis von zentraler Bedeutung und fiir die
meisten (aber keineswegs alle, siehe z.B. [86, 30.15]) in den Anwendungen auftre-
tenden Mannigfaltigkeiten ist sie es.

Die folgende Proposition zeigt, daf3 diese Definition wirklich eine Erweiterung von
Definition ist.

6.4 Proposition.

Jede C*° - Teilmannigfaltigkeit M eines R™ ist in natirlicher Weise eine C'°°-Mannig-
faltigkeit und ihre Topologie ist die Teilraumtopologie.

Beweis. Einen Atlas auf M erhélt man aus allen lokalen injektiven Parametrisierun-
gen mittels . Die Kartenwechsel sind dann glatt nach und die Topologie
von M ist die induzierte Topologie des umgebenden R™, da die Parametrisierungen
lokale Hom6émorphismen sind, siehe den Beweis von . O

6.5 Proposition (Maximaler Atlas).
Sei A ein C*>°-Atlas fir M, dann ist
Amax := {p : ¢ Karte fir M und ¢ vertriglich mit allen ¢ € A}

der eindeutig bestimmte mazimale Atlas, der A umfaft.

Beweis. Wir zeigen zuerst Ap,x ist ein C*°-Atlas: Seien ¢, ¥ € Apax, dann ist
zu zeigen, dafl ¢~ ! o1 glatt ist. Sei x € 1~ 1(Bild ) also ¥(x) € Bild ¢ N Bild 1.
Da A ein Atlas ist, folgt die Existenz eines x € A mit ¥(z) € Bild x. Somit
ist p loxyoxtoy = (x"top)to(x o) lokal um = definiert. Die beiden
geklammerten Teile sind laut Definition von Ap.x glatt und folglich ist auch ¢ ~!o)
glatt.

Sei nun B ein C*°-Atlas, der A umfafit, dann ist z.z.: B C Ap.x. Sei ¢ € B, dann
ist @ vertréglich mit allen ¢ € B. Da B D A, ist ¢ vertriglich mit allen ¢ € A, also
ist nach Konstruktion ¢ € Ay ax. O

6.6 Mannigfaltigkeiten via Kartenwechsel.

Die folgenden Uberlegungen zeigen, daff die Kartenwechsel, also eine Familie von

lokalen Abbildungen R™ — R™, schon die ganze Information {iber M enthalten.

Sei dazu {gap : @, 8 € A} eine Familie von Diffeomorphismen offener Teilmengen

endlichdimensionaler Vektorriume, sodafl g;é = gga Und gapg © ggy C gay gilt (Das

sind offensichtlich Eigenschaften von Kartenwechseln). Es sei U, := Dom g4, und
wir definieren eine Aquivalenzrelation auf der disjunkten Vereinigung U, U =

Uanfa} x Uy durch: (a,z) ~ (B,y) & x = gag(y). Dies ist in der Tat eine

Aquivalenzrelation:

Reflexivitdt: Es ist gao = idy,, denn aus g, = gao folgt Bild gao = Dom goq =
U, und aus gaa © gaa C gao folgt, da go. als Diffeomorphismus injektiv ist,
Joo C id. Somit ist (o, z) ~ (o, x).

Symmetrie: Essei (a,z) ~ (8,y) also z = ¢gap(y), d.h. y = g;é (x) = gga(x), also
(B,y) ~ (o, z).

Transitivitit: Es sei (a,z) ~ (8,y) ~ (7, 2), also gag(y) = z und gg,(2) = y.
Somit ist gay(2) = (gas © 98+)(2) = gap(y) = z, also z ~ z.

36 andreas.kriegl@univie.ac.at © 26. Juni 2018



6. ABSTRAKTE MANNIGFALTIGKEITEN 6.8

Nun sei M := (l_laeA Ua)/N und ¢, : Uy =& M durch  — [(a,z)]~ definiert.
Dann ist g, injektiv, denn aus («, ) ~ (a,y) folgt = gaa(y) = y.

Aus idy, = gaa 2 JaB © 9Ba = QEOIL © 9o = idDom gz, folgt Dom(gsa) € Uy und
Bild gga = gga(Dom(gsa)) € Dom(gap) € Up.

Weiters sind die Kartenwechsel gﬂ_1 0 go durch y = (gg1 0 go)(x) mit x € U, und
y € Us < g8y) = ga(x) & (a,2) ~ (B,y) & & = gap(y) < ¥ = gpa(r) mit
x € Dom gg, und y € Bild gg, gegeben. Somit ist M eine C'°°-Mannigfaltigkeit und
Kartenwechselabbildungen gg, = 951 0 go-

6.7 Definition (Topologische Mannigfaltigkeit).

Ein topologischer Raum M heifit TOPOLOGISCHE MANNIGFALTIGKEIT :& es gibt
eine Familie von Hom6omorphismen zwischen offenen Teilmengen eines endlichdi-
mensionalen Vektorraums und offenen Teilmengen von M, deren Bilder M {iberdecken.

Solche Homéomorphismen heiflen KARTEN von M.

Bemerkungen.

1. Falls M eine topologische Mannigfaltigkeit und A die Menge aller Karten der
topologischen Mannigfaltigkeit M ist, so sind deren Kartenwechsel automa-
tisch Hom6éomorphismen auf offenen Teilen des R™. Man braucht also “nur”
geniigend viele unter ihnen zu finden, so daf} die entsprechenden Kartenwechsel
differenzierbar sind, um einen glatten Teilatlas zu erhalten, und somit M als
glatte Mannigfaltigkeit zu erkennen.

2. Nicht jede topologische Mannigfaltigkeit besitzt aber einen C'*°-Atlas. Das erste
Beispiel [72] war 10-dimensional. Heute ist 4 die niedrigste Dimension, fiir die
es ein Beispiel gibt.

Wir wollen nun unseren Differenzierbarkeitsbegriff fiir Abbildungen zwischen Teil-
mannigfaltigkeiten auf abstrakte Mannigfaltigkeiten iibertragen. Das Lemma
legt folgende Definition nahe:

6.8 Definition (Glatte Abbildung).

Seien (M, A) und (N, B) zwei C°°-Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung f : M — N
heiflt GLATT :& f ist stetig, und fiir jeden Punkt x € M existieren Karten ¢ €
A und ¢ € B, sodal x € Bildp, f(z) € Bildy und die KARTENDARSTELLUNG
™Yo foy von f glatt ist. Das gilt dann ebenso fiir beliebige Karten ¢ € A und

¥ € B.

ytof op

@9
\ﬁ
-
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Insbesonders ist die Identitét id : (M,.A) — (M, B) genau dann ein Diffeomorphis-
mus, wenn die beiden Atlanten A und B dquivalent sind.

6.9 Bemerkungen.

1. Die Stetigkeit von f setzt man voraus, damit die Kartendarstellung auf einer

offenen Menge definiert ist.

. Da der Kartenwechsel glatt ist, geniigt es, obige Eigenschaft bei jedem =z fiir
eine Karte aus A und fiir eine aus B um f(z) zu fordern, sie iibertrigt sich
dann auf auf alle Karten.

3. Wenn man R als topologische Mannigfaltigkeit auffafit, lassen sich sehr leicht

zwei C'°°-Strukturen angeben: A; = {id : R — R}, und Ay := {p(z) =
23 : R — R}. Diese sind nicht vertriiglich, da ¢! oid : # — {/z nicht glatt
ist (denn %(\3/5) existiert nicht bei 0), definieren also zwei verschiedene C*°-
Mannigfaltigkeitsstrukture auf R. Allerdings sind die beiden Strukturen diffeo-

morph, also doch gewissermaflen gleich:

R A R hier Mannigfaltigkeiten
® T id T
R4 R hier Vektorrdume

Die Abbildung f = /x ist ein Diffeomorphismus: f, f~! sind bijektiv und
klarerweise stetig. Ebenso ist f glatt, da (id " of o ¢)(z) = f(2®) = Va3 =z
glatt ist. Analog ist f~! glatt, da (¢~ o f~loid)(z) = p~1(2®) = x glatt ist.

. Ab dim M = 4 gilt nicht mehr allgemein, dafl zwei C'°>°-Atlanten einer topolo-
gischen Mannigfaltigkeit bis auf Diffeomorphismus gleich sind. Fiir Dimension
kleiner als 4 wurde es hingegen in [121] gezeigt. Nach [115] trigt zum Beispiel
die S7 mindestens 15 nicht diffeomorphe C'*°-Strukturen; die S3' mehr als
16 - 10°. Genauer gilt:

n=dim(S") |7 |8 |9 |10 | 11 |12 |13 (14 | 15 |16 |17 |18

Strukturen auf S™ (28 |2 [8 |6 [992 |1 |3 |2 [16256 |2 |16 |16

Fiir den topologische Raum R™ mit n # 4 gibt es genau eine glatte Struktur.
Fiir n > 4 wurde das in [137] bewiesen. Ganz iiberraschend konnte Kirby 1982
beweisen, daB fiir den R?* eine exotische C>°-Struktur existiert. In [139] wurde
gezeigt, dafl es sogar iiberabzahlbar viele gibt.

. Die Klasse der C*°-Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten bilden eine KAT-
EGORIE. Dabei versteht man unter einer Kategorie eine Klasse von Réumen
(Objekten) und Abbildungen (Morphismen), sodafl zu jedem Objekt die Iden-
titdt ein Morphismus und die Zusammensetzung von Morphismen wieder ein
solcher ist. Es ist also fiir drei C°°-Mannigfaltigkeiten M, N, P und glatte Ab-
bildungen f: M — N und g : N — P zu zeigen:

e go f: M — P ist glatt.

e id: M — M ist glatt.

6.10 Lemma (Offene Teilmannigfaltigkeit).

Sei (M, A) eine C>°-Mannigfaltigkeit, und U offen in M. Dann ist U in natirlicher
Weise eine C*°-Mannigfaltigkeit. Ein Atlas auf U ist durch die Einschrinkungen
von Karten von M gegeben und die Topologie dieser Mannigfaltigkeit ist die Spur-

topologie von M.
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Beweis. Es ist Ay := {¢|,-11) : ¢ € A} ein C*-Atlas fiir U, denn die Karten-
wechsel

(Wlp—11)) " o @lo-1ry = (W 0 @)1
sind als Einschrinkungen von C'*°-Funktionen selbst C'°°. Die Topologie der Man-
nigfaltigkeit U ist die Spurtopologie, denn eine Menge W C U ist genau dann in
der Mannigfaltigkeit U offen, wenn (p|,-1(1)) 1 (W) = ¢~ H(W) C ¢~ *(U) offen
ist fiir alle Karten . O

6.11 Bemerkungen.

1. Es ist also sinnvoll, von C'*°-Abbildungen zu sprechen, die nur auf offenen
Teilmengen einer C'*°-Mannigfaltigkeit definiert sind.

2. Die Karten ¢ einer C°°-Mannigfaltigkeit sind Diffeomorphismen
p:R™ D Domp — Bildy C M.
off. off.

Insbesonders besteht A . aus all jenen Karten ¢, die Diffeomorphismen auf ihr
Bild sind, d.h. ¢! o ¢ ist ein Diffeomorphismus offener Mengen fiir alle Karten
e A

6.12 Beispiele von Atlanten.

1. S"={xeR":|z| =1}
Wir konstruieren Karten durch radial-Projektionen
auf die Tangentialebenen (“Radialprojektion”).

a+v=Azx mit |[z|] =1 und (a,v) =0

=z vi=(r,0)7 - —a,

v = (a+v) - o+
Eine Karte zentriert bei « ist also
Yo R"=at 5 {2€8": (z,0) >0} C M

pa(v) 1= (a+v) |(a+v)™!

o'l (x) = (z,0)" o —a.
Die Menge {¢q : o € S} bildet einen C*°-Atlas fir S™. Allerdings iiberdecken
auch schon die Bilder der Karten ¢y, fir . =1,...,n+ 1 die S". Da sowohl
©q als auch @1 glatt auf offenen Umgebung {v : v # —a} und {z : (z,a) > 0}
im R™*! sind, sind klarerweise alle Kartenwechsel glatt.

2. Der Atlas der stereographischen Projektion fiir S™ hat als Karten v, mit o €
S

Yot = S"\{a}, v a+2w—a)-(v?+1)""
(siehe ) mit der Umkehrabbildung

e (2) = (x = (z,0) @) - (1= (z,0)) 7"

Die Karte ¢, hat S™ \ {a} als Bild. Fiir einen Atlas geniigt es also, eine
zusitzliche Karte zentriert bei av zu finden, etwa 1_,. Den Kartenwechsel fiir
diese beiden Karten erhilt man aus elementaren geometrischen Uberlegungen:
Es seien v und v* die Bilder von z unter ¢! und ¥~ . Die Dreiecke (a,0,v)
und («, z, —a) haben zwei gleiche Winkel, je einen rechten und jenen bei «, also
sind sie dhnlich. Die Dreiecke («, z, —a) und (0,v*, —«) sind aus entsprechen-
den Griinden ebenfalls dhnlich.
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B n/2-p
v B n/2-p

Aus dem Strahlensatz erhilt man:

lv| 1 - _ . _
T:W:>|U|=|U| = W—}xowa)(l’):i’ =v- |y %

Die naheliegende Frage, wie die beiden durch und gegebenen Strukturen
auf S™ zusammenpassen, ist so zu beantworten: Die Karten sind vertriglich
(d.h. erzeugen denselben maximalen Atlas), denn

otz (r,0) ! —a

W v Bt 20— B) - (Jof? + 1)~
B+2w—B) (v*+1)"
B+2w-75)- (WP +1)"1a)
ist ein — wenn auch komplizierter — C'*°-Diffeomorphismus. Die Vertraglichkeit

der Karten kann auch daran erkannt werden, daf§ die Karten als lokale Diffeo-
morphismen des umgebenden Raums aufgefait werden konnen.

gogloz/Jg:v»—)

. EINPUNKTKOMPAKTIFIZIERUNG des R":

Wir definieren auf RY := R™ U {oo} einen Atlas durch x und xeo, diese sind
gegeben durch:

Xo : R" = R
Xo(z) =z
Xoo : R" = RY

Xoo(0) = 00 und oo (z) = z - 2|2 sonst.

Die Kartenwechsel x; ' 0 xoo und xz!' o xo von R™ \ {0} — R \ {0} errechnen
sich als: @ — x-|z| 2. Dieser Kartenwechsel ist uns schon in , bei der Sphiére,
begegnet. Also ist R? diffeomorph zu S™. Explizit kann ein Diffeomorphismus
f wie folgt beschrieben werden.

Behauptung: R 2 S™ mittels f(oco) = e; und f(x) = ., ().

Es ist klar, da88 f bijektiv ist. Bleibt zu zeigen, dafl sowohl f als auch f~! glatt
ist. Die dafiir zu untersuchenden Félle sind:

e o foxo=xo=idgrnm (0}
e .10 foxa =Xy ©Xeo
® Y-, o foxo= X °X0

° '(/}:;1 o f 0 Xoo = idgrn\ {0}
Dies sind alles Diffeomorphismen, also ist f ein Diffeomorphismus.
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5. PROJEKTIVE RAUME
P" := { Geraden durch 0 im R" ™'} = (R*"1\ {0})/~

wobel z ~ y < 3 X € R\ {0}, sodaBl Az = y. Als Karten w&hlt man etwa fir
0<i<n:
R™ — R — P"
Pi n i i n
(ylv"'vy )'_> [(ylv"'7y 7(_1) vy+17"‘7y )]

Das Vorzeichen ist dabei so gewahlt, dafl P™ so orientiert wie moglich wird, siehe

27.42.3 |. Die ¢; gehen bijektiv von R™ nach {x € R**1\ {0} : 2'T! £ 0}/
mit Umkehrabbildung

Der Kartenwechsel berechnet sich folgendermaflen:
(0 o'y = ey (D) Y ™)
(—1)

= yla"' ayia(_1)iayi+1a"'ayj_17yj+1a"'7yn .
yJ

(O.B.d.A. j > i)

Das ist ein Diffeomorphismus (seines Definitionsbereiches) und fiir ungerades n
zusétzlich Orientierungs-erhaltend. Also ist P™ eine C°°-Mannigfaltigkeit. Ganz
analoges Vorgehen liefert P (komplexe Geraden in C"*1) mit dim P = 2n und
Pi mit dim Py = 4n.

In hatten wir eine weitere Beschreibung der projektiven Raume P™ als
GraBmannmannigfaltigkeit G(1,n+1) C L(R"*! R"*1) gegeben. Dabei hatten
wir Geraden durch 0 im R™*! mit den orthogonal-Projektionen auf sie iden-
tifiziert. Wir wollen nun zeigen, dafl dies diffeomorphe Réume beschreibt. Sei
dazu @; : R™ — R™ 1\ {0} durch (y!,...,y") — (y', ..., ¥, (=) v L o y™)
gegeben. Dann ist ¢; = mo@;, wobei  : R"*1\ {0} — P" := R"*! /~ die kanon-
ische Projektion z +— [z] bezeichnet. Fiir a,b € E :=R""! sei a® b € L(E, E)
definiert durch (a¢ ® b)(x) := (a,z)b (Fiir eine Erklirung dieser Notation siehe

). Dann ist (a,b) — a ® b bilinear und
e (a®b)! =b®a, denn ((a ®b)z,y) = (a,2) - (b,y) = (z, (b @ a)y),
) (a1 (024] bl) ) (CL2 X bg) = <a1,b2> as X b1 X <a1,b2><a2,x>bl.

Die Rang 1 linearen Operatoren P sind genau jene der Form P = a ® b # 0
(denn codim Ker P = 1 = Ker P = a™ fiir ein |a| = 1 = = — (a,7)a € Ker P =
P(x) = {a,z) P(a) = (a® P(a))(x)) und die ortho-Projektion unter ihnen sind
jene der Form P = a®a with |a| = 1: Aus P = P'oP = (P(a)®a)o(a®P(a)) =
|P(a)|?a ® a folgt P(a) = |P(a)|?|al? @ und damit |P(a)| = 1/|al®> = 1, also
P(a) = a.

Die glatte Abbildung a — ﬁ ® ﬁ ist somit eine surjektive glatte (da ® bilinear
ist) Abbildung f : R"*1\ {0} — G(1,n + 1) und faktorisiert zu einer glatten
Bijektion f : P* — G(1,n + 1). Lokal erhalten wir eine glatte (da P — P(a)
linear ist) inverse Abbildung, indem wir Projektionen P = b ® b mit [b| = 1
nahe a®a den Punkt 7(P(a)) € P" zuordnen: Es ist ndmlich P(a) = (b, a)b und

somit f(m(P(a))) = f(n(b)) = f(b) = b® b = P. Umgekehrt ist w(f(b)(a)) =
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7r( %‘? b) = 7(b). Also ist f der gesuchte Diffeomorphismus.

x

@i T Ta]
R? — R\ {0} ———— 5"

P >G(1,n+1) —— LR} R

/

~

6.13 Bemerkung.

Zwischen niedrigdimensionalen projektiven R&umen und Sphéren gibt es einige
Beziehungen:

1. Die projektive Gerade P! = S*.
Als Karten fiir die S* wiihlen wir ¢4 := tp(g1) und ¢_ := 1o _1), die stere-

ographischen Projektionen zu den Punkten (0,1) und (0, —1) (vgl. Bsp. )
Fiir den Kartenwechsel erhielten wir:

1
(T/J(_O,ll) 0 Y(o,-1))(x) = (l/f(_o’l,l) o o,1))(x) = z auf R\ {0}

Als Karten fiir P! ordnen wir jeder Ursprungsgeraden den Schnittpunkt mit

den Geraden y =1 (bzw. z = 1) zu, siche :
{R%PI\[(OJ)] {R%Pﬂ\[(l,o)]
p_: und @4 :

z — [(1,2)] x = [(z,1)]
Mit der Karte ¢_ erhalten wir alle Klassen bis auf [(0,1)] (das entspricht der

y-Achse). Diesen Mangel behebt die Karte ¢. Wir berechnen die Umkehrab-
bildungen:

o [y = [0, 2] = 2

o7t PP\ [(1,0)] — R mit

o7 [(@y) - g

Nun zum Kartenwechsel:
_ _ 1 _ _ 1
(p3!ow-)(@) =it [(L,2)] = = (=l opi)(@) = o2 (z,1)] = o
jeweils auf R \ {0}. Sei f: P! — S! gegeben durch:
; Y o=t auf P\ [(0,1)]
T s 0yt auf B [(1,0)].

Diese Abbildung ist wohldefiniert, da aus ="' o1, = ¢~ o ¢, folgt, daB
Yoot =1 ot auf P\ {[(1,0)],[(0,1)]}. Sie ist aber auch ein Diffeomor-
phismus. Dies miissen wir nur fiir Kartendarstellungen zeigen. Auf P\ [(0, 1)]
ist wegen f(Bildp_) = Bild¢_ die Kartendarstellung v lofop_  =¢lo
_ o' o p_ =id ein Diffeomorphismus.

Pl—f>51

Analog fiir z € P!\ [(1,0)].
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Einfacher sieht man P! 2 S auch mittels |6.12.4 |

R
X
Pl Z >Ry,

2. P{ = 5% Geometrisch it sich das wie folgt veranschaulichen: Man parametri-
siert P& durch die eindeutigen Schnitte dieser komplexen Geraden durch 0 mit
der komplexen affinen Gerade g := {(z,1) : 2 € C} = R?%. Nur die komplexe
Gerade h parallel zu g, d.h. h = {(2,0) : z € C} € P}, wird nicht erwischt.
Jene Geraden, die nahe bei h liegen, haben ihre Schnittpunkte weit drauflen
auf g. Also entspricht der noch fehlenden Gerade h der Punkt oo in der Ein-
punktkompaktifizierung R% von R2. Dafl RZ und S? diffeomorph sind wissen

wir aber (siehe Beispiel )

7. Produkte und Summen von Mannigfaltigkeiten

Die einfachste Moglichkeit, aus Mannigfaltigkeiten neue zu basteln, ist die Bildung
von Produkten und Summen, die wir in diesen Abschnitt behandeln.

7.1 Proposition (Produkte).

Fir i = 1,...,n sei (M;, A;) eine C-Mannigfaltigkeit. Dann ist [[._, M; in
natirlicher Weise eine C*-Mannigfaltigkeit. Der Atlas auf [] M; ist gegeben durch

HAZ- ={p1 X ... X op i € A}

i=1
Das Produkt [] M; hat folgende universelle Eigenschaft: Zu jeder C*°-Mannigfaltig-
keit N und C°°-Abbildungen f; : N — M; existiert eine eindeutige C°°-Abbildung
f="(f1, -y fn), sodaf pr;of = f;. Dabei bezeichnet pr; : [[ M; — M; die C>-
Abbildung (x, ..., x") — z*. Die universelle Eigenschaft kann auch durch folgendes
Diagramm ausgedriickt werden:

Die auf [], M; induzierte Topologie ist gerade die Produkttopologie.

Beweis. Offensichtlich ist durch den Atlas [], A; induzierte Topologie gerade die
Produkttopologie, denn das Produkt von Hom&omorphismen ¢; ist ebenso ein Ho-
moomorphismus

w1 X ... Xy :Dome; x...x Domp, = Bildp; x ... x Bildy, QHMi.
Die Kartenwechsel

(1 X oo xPp) Lo (1 X oo X o) = (Pt o) X oo x (Wt o).

sind als Produkte von Diffeomorphismen (1, 16 ;) selbst Diffeomorphismen, und
somit ist [[ M; eine C'*°-Mannigfaltigkeit.
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Wir behaupten nun pr; : [[ M; — M; ist glatt.
Sei (z1,...,2") € [[ M; und ¢;1 x ... X @, eine Karte um diesen Punkt. Dann ist
©; Karte um x*. Somit ist

it opr;o(pr X ... X () s RMITHma L mme (gl ™) e 2

eine lineare Projektion, also glatt. Seien f; € C°°(N,M;), dann ist f : x —
(fi(z),..., fn(z)) die einzige Abbildung mit pr; of = f;. Diese ist C*°: Sei ¢ dazu
eine Karte von IV, dann ist

(<p1X...X(pn)_lofogp:(gofl><...X(pgl)o(flo<p,...7fnogp)

:((pfloflogp,...7ap;10fno<p).

Laut Vorraussetzungen sind die ;' o f; o ¢ glatt (da die f; glatt sind), also auch
I O

7.2 Beispiele von Produkten.

1. Der Zylinder ist eine Teilmenge im R®, nimlich das kartesische Produkt aus
der S* und einen offenen Intervall I C R, also C°°-Mannigfaltigkeit.

2. Der n-dimensionale Torus im R?" entsteht durch das n-fache kartesische Pro-
dukt der S C R?:

S'x St x. xS =[S =) =T1"
i=1

Fiir n = 2 ergibt sich der uns schon bekannte “Fahrradschlauch” (vgl. ),
allerdings als Teilmenge von R* anstelle von R3.

7.3 Proposition (Summen).

Seien (M;, A;) C°°-Mannigfaltigkeiten. Dann ist die disjunkte Vereinigung ||, M;
in natirlicher Weise eine C°°-Mannigfaltigkeit. Ein Atlas A auf | ], M; ist gegeben
durch |J; A; (hier ist keine Beschrdinkung der Indexmenge notig).

Zusdtzlich hat || M; folgende universelle Figenschaft: Zu jeder C*-Mannigfaltig-
keit N und fir alle C*°-Abbildungen f; : M; — N existiert eine eindeutige glatte
Abbildung f mit

f=1f:| M — N, sodaf flu, = f:.

Dies kann auch durch folgendes Diagramm ausgedriickt werden:

M; ————— L M;

x ; s

N

Beweis. Fiir o, € |J A; ist entweder ¢~ 1ot = () oder ein i existiert mit o, € A;
und somit ist 9~! o ¢ glatt. Offene Mengen in | | M; sind Vereinigungen offener
Mengen in M;. Die universellen Eigenschaft ist nun offensichtlich. O
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8. Zerlegungen der Eins

Um aus lokalen Konstruktionen (wie sie z.B. in der Analysis behandelt werden)
auch globale zu erhalten benttigen wir eine Methode, diese lokal zu verkleben.
Wir brauchen dazu “Gewichts”-Funktionen, d.h. Funktionen, die nur lokal nicht
verschwinden, grofler oder gleich 0 sind und zusammen sich auf 1 summieren. Das
sind die sogenannten Partitionen der Eins, die wir in diesen Abschnitt behandeln.

8.1 Definition (Partition der Eins).

Sei M eine C'*°-Mannigfaltigkeit und I eine offene Uberdeckung von M. Eine U
unterordnete GLATTE PARTITION DER EINS ist eine Menge F von glatten Abbil-
dungen M — {t € R : ¢ > 0} mit den Eigenschaften:

1. Die Familie {Trg(f) : f € F} ist eine Verfeinerung von U,
dh. VfeF IU;el:Trg(f) CUs.
Dabei ist Trg(f) der Abschlu8 von {z : f(x) # 0}.

2. Die Familie {Trg(f) : f € F} ist lokal endlich,
d.h. Vpe M FU(p) sodaB {f € F: Trg(f) NU(p) # 0} endlich ist.

3. Yjerf =1

8.2 Satz (Partition der Eins).

Sei X C R™ offen und sei U eine offene Uberdeckung von X. Dann gibt es eine
C>°-Partition der Fins, die U untergeordnet ist.

Beweis. Beh.: X (und in der Tat jeder separable metrische Raum) ist LINDELOF,
d.h. jede offene Uberdeckung von X besitzt eine abzéhlbare Teiliiberdeckung.
Sei also U eine offene Uberdeckung von X. Es sei

Xo = {(r,x):0<r€@,x€@"ﬂX,3U€U:UT(1:) ::{y:||y—a:H<r}§U}.

Dann ist Xy abzéhlbar und nach Definition existiert fiir jedes (r,x) € Xy eine
Menge U, , € U mit U,(z) C U, . Wir kénnen durch Auswahl also eine Funktion
U: Xy — U, (r,z) — U,, definieren. Wir behaupten, daf das Bild Uy := ¥(Xy)
von ¥ eine abzéhlbare Teiliiberdeckung zu U ist. Abzdhlbarkeit ist klar. Sei also
x € X beliebig. Da U eine Uberdeckung von X ist existiert ein U € U mit = € U.
Da U offen ist existiert ein > 0 mit Us(z) C U. Sei r € Q mit 0 < 2r < 4. Da
Q"N X in X dicht liegt existiert ein 2o € Q™ N X mit d(zp,x) < r und somit ist
x € Up(zo) CUs(x) CU, also z € Uy(xg) C Uy gy mit (r,z0) € Xo.

Beh.: Es gibt glatte Funktionen mit beliebig kleinem Triger.
Betrachten wir dazu die glatte Funktion h : R — R mit

_1 ..
h(t) = e t>0 firt>0
0 firt<o0
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Wenn wir fir g € R™ und r > 0 nun eine
glatte Funktion ¢ : R™ — R durch

p(x) = h(r® = ||z — zo|*)

definieren, dann ist ¢(x) > 0 fir alle z € R™ SEFITN
und = o

Az
I
LERRITT
LELLITL
L
LLLLET
L

0= p(z) = h(r’ - ||z — zo|*) &
e’ — |z —x0? <0 & 2 ¢ U.(xo).

Das heif3t also, der Tréger von ¢ ist gegeben
durch

Trgp ={z: |z — x| < r}.

Beh.: Es gibt eine abzéhlbare lokal endliche Verfeinerung {W,, : n € N} von U.
Sei U die gegebene offene Uberdeckung von X. Zu jedem z € U € U wihlen wir ein
r > 0 mit U,(z) C U. Nach obigem wissen wir, da8} es ein ¢ € C°°(R™,R) gibt mit

Ur(z) ={y: ¢(y) # 0} = Us,.

Diese Mengen bilden eine Verfeinerung von /. Da X Lindeldf ist, existieren abzihlbar
viele Funktionen ¢1, ¢a,... s.d. {U,, : n € N} eine Uberdeckung von X und eine
Verfeinerung von U ist.

Diese mufl noch nicht lokal endlich sein, darum definieren wir W,, wie folgt:
W, = {x ton(x) > 0N pi(z) < Lfir1 <i< n} CU,,.

Es ist klar, daf die W, offen sind (durch stetige Ungleichung gegeben), und Teil-
mengen von U, sind.

n

Die W, bilden eine Uberdeckung von X, denn zu jedem z € X existiert ein mini-
males ng mit ¢, (x) > 0 und somit ist x € Wy,.

Um zu beweisen, dafl {W,, : n € N} lokal endlich ist definieren wir eine offene
Umgebung um z:

U(:L‘) = {y P Png (y) > %‘Pno (CC)}

Falls Wy N U(z) # 0, dann sei y im Durchschnitt dieser beiden Mengen gewéhlt
und es folgt:

wily) < % fiir alle 7 < k& und %gpno () < @y (Y).

Falls k& > ng ist, und zwar so grof3, dafl % < %(pno (z) ist, dann erhalten wir durch

% < %(pno(x) < @no(y) < %

einen Widerspruch. Also existieren nur endlich viele k& mit Wy N U(x) # 0.

Beh.: Es gibt eine Partition der Eins {f, : n € N} mit {x: f,(x) # 0} = W,.
Wir definieren vorerst glatte Funktion v, : X — {t : 0 < ¢} durch

(@) = hipn(z)) - h(% — gpl(x)) N h(% — cpn,l(x))
Dann ist

Un(2) #0 & ((pn(x) > 0)/\(%—(,01(1‘) > O)/\.../\(%—(pn,l(a:) > O) s xeW,.
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Da {W,, : n} lokal endlich ist, sind in der Summe Y > | ¢,
lokal nur endlich viele Summanden ungleich 0, und somit
ist ¥ == Y07 ¥, € C®°(X,R). Diese Funktion ¢ ver-
schwindet nirgends, da die {W,, : n € N} eine Uberdeckung
bilden.

Nun definieren wir f, := % € C*(X,R). Dann ist

(0 ()
und damit haben wir Punkt (3) von gezeigt.
(1) und (2) folgt nun aus: Trg(f,) € W,, C U,
ein U eU.

Yn (G fn

Bemerkung.

Dieser Beweis funktioniert fiir Lindel6f-Rdume X, in denen die Mengen der Gestalt
{z: f(z) # 0} mit f € C™ eine Basis der Topologie bilden.

8.3 Folgerung (Fortsetzung glatter Funktionen).

Sei M eine Teilmannigfaltigkeit des R". Eine Abbildung g : M — R ist genau dann
glatt, wenn es eine offene Teilmenge M des R™ gibt, die M umfaf$t, und eine glatte
Abbildung g : M — R, die g fortsetzt, d.h. glpr = g.

Beweis. («) ist trivial.

(=) Es existiert fir jedes p € M eine offene Umgebung U, C R™ und eine glatte
Fortsetzung g¥ : U, — R. Sei U := {U, : p € M} und M = JU = ¢ p, Up-
Dann ist M C R"™ offen und M C M. Nach existiert eine Partition F der

Eins, welche U untergeordnet ist, also existiert insbesonders fiir jedes f € F ein
p(f) € M mit Trg(f) C Up(y). Die Abbildung g definieren wir nun folgendermafien:

g = Z f.gp(f)7
fer
wobei f - g?) auf M \ Trg(f) durch 0 fortgesetzt zu denken ist (beachte, daf eine
auf einer offenen Uberdeckung stiickweise glatt definierte Funktion selbst glatt ist).
In dieser Summe sind die einzelnen Summanden glatt, aber nur endlich viele sind
# 0. Das heifit aber gerade, dafl § : M — R ebenfalls glatt ist. Um auch die letzte
Gleichung zu zeigen, schrinken wir g auf M ein und rechnen fiir ein x € M:

g(x) = f(z)- 7P (z) = fl@)) g(z) = g(x). O
3 f}; 7 @) (g;())g() 9(a)
g(z) —————

8.4 Folgerung (Partition der Eins fiir Mannigfaltigkeiten).
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Jede Teilmannigfaltigkeit des R™ besitzt fiir jede offene Uberdeckung eine unterge-
ordnete C*°-Partition der Eins.

Beweis. Sei U eine offene Uberdeckung von M. O.B.d.A. Seien die U € U so klein
gewihlt, daf} sie Bilder von Parametrisierungen sind und somit es offene Teilmengen
U des R" gibt, die M lokal trivialisieren, also insbesonders UNM = U erfiillen
(und fiir die U N M in U abgeschlossen ist). Es ist X := Uveu U C R” offen (und
M ist abgeschlossen in X: Sei néimlich z € X \ M, dann 3 U €Y : x € U\ M und
somit folgt 3 U(z) C U : U(x) N M = 0).

Nach existiert eine Partition F der Eins auf X, welche U := {U : U € U}
untergeordnet ist. Also ist {f|ns : f € F} eine Partition der Eins, welche U unter-
geordnet ist. O

8.5 Proposition (Nullstellenmengen).
Jede abgeschlossene Menge A C R™ ist Nullstellenmenge einer C*°-Abbildung.

Vergleiche das mit dem Satz iiber Nullstellenmengen regulidrer Abbildungen.

Beweis. Sei A C R™ abgeschlossen und sei z € R™ \ A, dann gibt es ein glattes
fo > 0mit x € Trg f,, € R™\ A, kompakt. Sei U eine offene Uberdeckung von R™\ A
mit Mengen der Gestalt U, = {y : fz(y) > 0}, wobei z € R™\ A. Da R™\ A Lindelof

ist, besitzt U eine abzéhlbare Teiliiberdeckung. Seien f1, fo, ... die ensprechenden
Funktionen. O.B.d.A. sei

af::l +..ttn
ox't....0xk
Dies erreicht man durch Multiplikation von f; mit einer geniigend kleinen Zahl.
Die Reihe Y77 fr konvergiert dann in allen (partiellen) Ableitungen gleichmiBig

und definiert somit eine glatte Funktion f > 0. Fiir diese gilt: f(z) =0 < fi(z) =
Oftiralle ks x¢ Uy firalle ke Nz e A O

1
(:C)‘ < ok firx € R" und t; + .. + ¢, < k.

9. Topologisches iiber Mannigfaltigkeiten

9.1 Lemma (Topologie von Hausdorff Mannigfaltigkeiten).
Sei M eine Hausdorff C*°-Mannigfaltigkeit, dann gilt:

1. M ist lokalkompakt (d.h. ¥ x € M 3 U,, sodap U, kompakt ist; anders gesagt:
es gibt relativ-kompakte Umgebungen).

2. Die C°°-Funktionen M — R trennen Punkte. Sie trennen sogar Punkte von
abgeschlossenen Mengen (d.h. fir x ¢ A, wo A abgeschlossen ist, existiert ein
glattes f: M — R, sodaff f(z) =1 und f(y) =0 fir alley € A). Insbesondere
ist M also vollstindig requldr.

Beweis. Sei x € M und ¢ ein Karte um z mit Dom¢ C R™ offen. O.B.d.A.
gelte p(0) = z. Sei B, C R™ eine Kugel um 0, wobei B, C Dom ¢ kompakt ist.

Dann ist ¢(B,) eine offene Umgebung von z, und ¢(B,) ist kompakt in M, da ¢

stetig ist, und somit abgeschlossen, da M Hausdorff ist. Also ist ¢(B,) = ©(Bx)
und somit kompakt.

Sei x ¢ A und A abgeschlossen, dann existiert eine relativ-kompakte Umgebung
W, von z, deren (kompakte) Abschlufl ganz in einer bei x zentrierten Karte ¢
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liegt. Somit ist =1 (W,) kompakt und ¢~*(W,) eine offene Umgebung von offen
0=¢ 1(z) ¢ o 1(A). Somit gibt es ein r, sodaf

B, :={y e R™:|y| <r} C o ' (W,) und
B, N ' (A) =0, folglich o(B,) C M\ A.
Aus Satz wissen wir, daf} es eine glatte Abbildung f : R™ — R gibt, sodaf}
f(0)=1und Trgf C B,.
Setzen wir nun g : M — R mit

(2) = flp™1(2)) fiir z € Bildp
g 0 fir z € M\ ¢p(By).

Diese Definition liefert eine wohldefinierte glatte Abbildung, denn f(o=1(2)) = 0
fiir alle z € Bild ¢ \ ¢(B,). Weiters ist g(z) = f(0) =1 und A C (M \ Trgg), also
g =0 auf A. Da f und ¢ beide glatt sind und 9|M\Wz = 0 ist, ist auch g glatt. Das
war die Behauptung. O

9.2 Definition (Parakompaktheit).

Ein topologischer Raum X heifit PARAKOMPAKT, falls es fiir jede offene Qberdeck—
ung U von X eine lokal-endliche Verfeinerung V gibt. D.h. V) ist eine offene Uberdeck-
ung von X mit den Eigenschaften:

1. Furalle VeV gibt esein U € Y mit V C U (“Verfeinerung”).

2. Fiir alle x € X gibt es ein U,, sodafl hochstens fiir endlich viele V' € V gilt:
U, NV #( (d.h. ist lokal-endlich).

9.3 Satz (Parakompakte Mannigfaltigkeiten).
Sei M eine Hausdorff C°°-Mannigfaltigkeit, so sind dquivalent:
1. M besitzt C*°-Partitionen der Eins.
2. M ist METRISIERBAR, d.h. es existiert eine Metrik, welche die Topologie erzeugt.

3. M st parakompakt, d.h. zu jeder offenen Uberdeckung existiert eine lokal-
endliche offene Verfeinerung die M tberdeckt.

4. Jede Zusammenhangskomponente ist c-KOMPAKT, d.h. sie ist Vereinigung ab-
zahlbar vieler kompakter Teilmengen.

5. Jede Zusammenhangskomponente ist LINDELOF, d.h. zu jeder offenen Uber-
deckung existiert eine abzdhlbare Teiliiberdeckung.

Bemerkung (andere topologische Eigenschaften).

Es besitzt nicht jede (zusammenhéngende) Hausdorff C*°-Mannigfaltigkeit die oben
genannten Eigenschaften wie z.B. der folgende “lange Halbstrahl” zeigt: Sei (2
die Menge der abzéhlbaren Ordinalzahlen (also die kleinste iiberabzihlbare Or-
dinalzahl),

_ 2 2 3 w w?®
Qf{0,1,2,...7w,w+1,...,2w,...,w Swh L wt W wY }

Betrachtet man Q x [0,1) \ {(0,0)}, versehen mit der lexikographischen Ordnung,
d.h. ((o,t) < (B8,8)) & (o < B oder (¢ = f und t < s5)). Diese “Linie” kann mit
der Ordnungstopologie zu einer C°°-Mannigfaltigkeit gemacht werden, die zwar
Hausdorff, aber nicht parakompakt ist, siehe [136, Vol.I, Appendix A].
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Fiir metrische Rédume sind bekanntlich die Eigenschaften Lindelof, separabel und
das 2. Abzihlbarkeitsaxiom (d.h. Existenz einer abzéhlbaren Basis der Topologie)
dquivalent (siehe [79, 3.3.1]).

Oft wird bei Mannigfaltigkeiten schwiicher nur Separabilitét vorausgesetzt (z.B.
[5] und [113]), allerdings wurde in [23] durch Modifikation der Fliche von Priifer
gezeigt, dafl es nicht-metrisierbare separable analytische Flichen gibt:

Die modifizierte Fliche S von Priifer ist der Quotient von | ] R?/~, wobei

r=2a falls t =t/

z,y;t) ~ (2',yt) o y =y und
(T, y5t) ~ (2" y3t) ey =y oy +t=a"y +¢ andernfalls

Dies ist eine separable (Q? liegt dicht) Hausdorff’sche analytische Fliche, die das 2.
Abzihlbarkeitsaxiom nicht erfiillt, denn | |p{(0,0)} ist iiberabzéhlbar und diskret.

t=1

—

_—

t=0

(111
L]
L1
L]
1]
1
(111
(T 1]
[ 1]
L[]

Andererseits wird bisweilen (z.B. [147], [74] und [19]) stérker das zweite Abzihl-
barkeitsaxiom fiir die ganze Mannigfaltigkeit vorausgesetzt. Dies impliziert aber,
daB nur abz#ihlbar viele Zusammenhangskomponenten vorliegen und somit z.B. Satz
falsch wird, wie die Bliatterung des Torus mit irrationalen Anstieg zeigt.

Beweis des Satzes . (:>) Mittels C'°°-Partitionen der 1 kénnen wir
lokale Riemann-Metriken zu einer globalen Riemann-Metrik verkleben. Nach [89,
32.3] liefert diese eine die Topologie erzeugende Metrik d auf den Zusammen-
hangskomponenten von M. Durch

d(w,y) = { @)

~ d(z,y) fiir z und y in der gleichen Zusammenhangskomponente
1 fiir x und y in verschiedenen Zusammenhangskomponenten

ist dann eine die Topologie erzeugende Metrik auf ganz M definiert.

(:>) Sei W eine offene Uberdeckung. Mittels Auswahlaxiom (siehe [79, 1.3.9])
versehen wir W mit einer Wohlordnung <. Fiir W € W und n € N sei W,, :=
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Ueenry, Uryan(z) wobei U,.(x) den offenen Ball um x mit Radius r bezeichnet und
(i) VV<W:xg¢V
My =aceX: (i) Vi<nVVeEW:zgV
(227/) Ug/zn (x) g w
Dann ist {W,, : W € W, n € N} eine lokal-endliche Verfeinerung von W:
Verfeinerung: W, € W, da Uy jgn(x) C Usjon(x) € W fiir @ € Myy,y,.
Uberdeckung: Sei x € X, V :=min{W e W:zx € W}, IneN: Usjon(z) CV =
entweder (ii) und somit x € My, C V,, oder z € W; fiir ein j < n und ein W e W.
Lokal-endlich: Sei x € X und V :=min{W e W : dn:x € W,},dh. In:z eV,
und somit 3 j : Uy/gi(z) C V.
Beh.: i >n+ j=VW e W : Uy onti(z) N W; = 0.
Wegen i > n ist Vy € My, : y ¢ V,, nach (ii) und somit d(y,z) > 2/27 wegen
Upj2i(x) € Vi Aus n+j > j und i > j folgt somit
U1/2n+j (a?) N U1/2i (y) - Ul/gj (fE) N Ul/gj (y) = (Z), also U1/2n+j (.’E) N W’i = @
Beh.: i < n + j=Uj jon+i(x) N W; # () fiir hochstens ein W e W.
Seip € W; und p' € W/ fiir W,W' e W, 0.B.dA. W <W';dh. 3y e My, :p €
Ui/2i(y) und somit Uso: (y) € W nach (iii) und 3 y" € My ; 2 p’ € Uyjo:(y') und
somit y' & W nach (i). = d(y,y') > 3/2" = d(p,p') = d(y',y) —d(p,y) —d(p',y") >
1/2" > 2/2"7 im Widerspruch zu p, p’ € Uy jon+s (2).
Folglich wird Uy jon+; (x) nur von endlich vielen W; getroffen.

(:>) Sei My eine Zusammenhangskomponente von M. Es existiert eine Uber-
deckung mit relativ-kompakten Mengen (vgl. Lemma ) Diese kann, da M
parakompakt ist, als lokal-endlich angenommen werden. Sei i so eine Uberdeckung,
dann gilt sogar:

{U el :UNW # 0} ist endlich fiir jedes W € U,

denn zu jedem x € W existiert ein V,, soda V, nur endlich viele U € U trifft. Da
W kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung {V.,,..., Vs, } von W. Sei
Uel mit UNW # (. Somit existiert ein 4, sodal U NV, # (). Fiir die endlich
vielen i tritt dieser Fall jeweils nur fiir endlich viele U € U ein, also ist auch

{UelUu:UnNnW #0}
endlich.

Wir wihlen nun ein W7 € U. Sei W5 die Vereinigung iiber jene endlich vielen U € U,
deren Schnitt mit Wy # () ist.

Induktiv sei nun W,, die Vereinigung iiber jene U € U, deren Schnitt mit W,_1 # ()
ist. Jedes W; ist Vereinigung endlich vieler relativ-kompakter Mengen, also selbst
relativ-kompakt. Ist W :=J,, W, so ist W offen. Wir wollen zeigen, da8 W = M.
Dafiir geniigt es zu zeigen, dal My \ W offen ist. Sei also x ¢ W, dann existiert
ein U € U mit z € U. Klarerweise gilt U N W = (), sonst gibe es ein n, sodafl
UNW, #0,also x € U C W,41 C W. Dies ist ein Widerspruch.

Nun ist also My = W U (M \ W), und sowohl W als auch My \ W sind beide
offen. Da My zusammenhingend ist, mufl W oder My \ W leer sein. Aber W # (),
also Mo \ W = (), und somit ist My = W. Die Gleichung My = |J,, W, zeigt die
o-Kompaktheit von M.

(:>) Sei X eine Zusammenhangskomponente, also X = |J,, .y K, mit kompak-
ten K,,. Jede offene Uberdeckung U von X besitzt somit eine endliche Teiliiberdeck-

ung U,, von K,. Und somit ist |J U, eine abzdhlbare Teiliiberdeckung von X,
d.h. X ist Lindelof.

neN
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(:) In wurde ein Beweis fiir die Existenz von C'*°-Partitionen der Eins
gegeben, der als Voraussetzung Lindelof und die Existenz von C'°°-Funktionen mit
beliebig kleinen Trégern verwendet. Letzeres ist wegen ebenfalls gegeben. [
Dieses Theorem ist eigentlich ein Satz iiber lokalkompakte Hausdorfl-Rdume (wenn
man C*°-Partitionen duch stetige Partitionen in ersetzt). Allerdings kann man
den Beweis von ( = ) in dieser Allgemeinheit so nicht fiithren, sondern ( =
) folgt unittelbar aus den Metrisierungssatz [79, 3.3.10] von Nagata und Smirnov

und ( = ) gilt offensichtlich: Sei némlich U offene Uberdeckung und F zuge-
horige Partition der Eins. Dann existiert fiir jedes x € M eine Umgebung U, sodafl
I:={feF:TrgfNU, # (0} endlich ist (dies entspricht der 2. Bedingung fiir eine
Partition der Eins). Somit ist ({z : f(z) > 0})scr eine lokalendliche Verfeinerung
von U.

Zum Abschluf} dieses Exkurses in die Topologie noch einige Bemerkungen zur Di-
mensionstheorie (Fiir detailliertere Ausfithrungen siehe [38]):

9.4 Definition (Uberdeckungsdimension).

Sei X ein parakompakter Hausdorff-Raum. Man sagt die UBERDECKUNGSDIMEN-
SION von X ist hochstens n (kurz: UD-dim X < n), falls es zu jeder offenen
Uberdeckung von X eine offene Verfeinerung der Ordnung n + 1 gibt. (U heifit
VON ORDNUNG n + 1, wenn der Durchschnitt iiber n + 2 verschiedene Mengen aus
U immer leer ist.) Per Definition ist UD-dim X = n < UD-dim X < n, aber nicht
UD-dim < n — 1.

9.5 Satz (Eigenschaften der Uberdeckungsdimension).
Es gilt:
1. UD-dim [0, 1]" = n.
2. Wenn A abgeschlossen in X ist, dann gilt
UD-dim A < UD-dim X.
3. Fir eine lokal-endliche abgeschlossene Uberdeckung A von X gilt:
UD-dim X < sup{UD—dimA :Ae A}

Ohne Beweis, siehe [38, S.295,268,278]

9.6 Folgerung.

Fiir jede m-dimensionale parakompakte Hausdorff Mannigfaltigkeit M ist UD-dim M =
m.

Beweis. M besitzt eine offene Uberdeckung durch Mengen o((0,1)™), wobei ¢
eine Karte fiir M ist welche auf einer Umgebung von [0, 1]™ definiert ist. Da M
parakompakt ist, existiert eine lokal-endliche Verfeinerung U. Sei U~ :={V : V €
U}, so ist U~ eine lokal-endliche abgeschlossene Uberdeckung. ¢~ (V) C [0,1]™.
Da ¢ Homéomorphismus ist und somit die UD-dim bewahrt, gilt unter Verwendung

von I

3 . _ @,
UD-dim V = UD-dim =1 (V) < UD-dim [0,1]™ <2 m,

.. (3) .. .
UD-dim M < sup{UD-dimV :V € V},
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also UD-dim M < m. Umgekehrt gilt: Ist ¢ : [0,1]™ — M Karte, so ist ¢([0,1]™)
abgeschlossen in M, also ist nach :

.. @ .. ..
UD-dim M > UD-dim ([0, 1]™) = UD-dim [0, 1] <2 1.
Zusammen folgt die Behauptung: UD-dim M = m. O

9.7 Folgerung.

Sei M eine parakompakte und zusammenhingende Hausdorff-Mannigfaltigkeit. Set
O eine offene Uberdeckung von M, dann existiert ein p < dim(M) + 1 und eine
Verfeinerung von O folgender Gestalt:

V={V":i<pmneN}

sodaff V' NV™ =0, ¥Yn#m.

Beweis. Nach ist die Uberdeckungsdimension von M gleich dim M, also ex-
istiert zur offenen Uberdeckung O eine Verfeinerung O’ der Ordnung p < UD-dim M+
1. Da M parakompakt ist, existiert eine lokal endliche Verfeinerung O” und da M
nach Lindelsf ist, konnen wir annehmen, daf8 diese Uberdeckung 0" abzihlbar
ist. O.B.d.A. ist also O eine abziihlbare lokal endliche Uberdeckung der Ordnung p

Wir zeigen nun mittels Induktion nach p, daB jede solche Uberdeckung eine Ver-
feinerung der gewiinschten Form besitzt.

Dazu schrumpfen wir die Mengen in O zu einer kleineren Uberdeckung /. Das soll
heilen, wir konstruieren fiir jedes O € O ein U € U mit U C O derart, daB die U
noch immer eine Uberdeckung bilden.

Dies kann induktiv geschehen: Sei O := {O,, : n € N}. Zwischen M \ |J,,~, Oy und
O; (erstere ist abgeschlossen, zweitere offen) schalten wir U; und U1 und erhalten
eine Uberdeckung {U;} U {O,, : n > 1}. (Dies kann geschehen, da nach eine
C*-Funktion f existiert mit Tréiger in Oy, die auf M \ |J, -, O, identisch 1 ist.
Nun erhilt man U; etwa durch Uy := {z : f(z) > 1/2}.) Im zweiten Schritt finden
wir genauso ein Uy zwischen M \ Uy UJ, <4 Oy und Oz; und so weiter.

Nun betrachten wir die beiden Familien:

Vp := die Menge der Durchschnitte von je p der O € O,
A, == die Menge der Durchschnitte von je p der U fiir U € U

und bezeichnen ihre Vereinigungen mit V, :=JV, und 4, :=J A4,.

Im folgenden Bild sind die grofien Scheiben die Mengen in O, die kleinen Scheiben
jene in U, die dunklen (rot/griin/blau firbigen) “6-Ecke” sind die Punkte die in
genau einem O € O liegen, die Punkte in den néchst helleren Streifen liegen in
genau 2 der O’s, die groferen “3-Ecke” liegen in genau 3 der O’s (sind also die
Elemente von V,) und die weiflen kleinen “Dreiecke” sind die Elemente von A,,.
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“‘v,'A“‘v,"A“v,"A“‘v,'A“‘v,"
I

,"A“v,"A“‘v,'A“‘v,"A“v,"A“‘
l

“v,'A“‘v,"A“',"A“‘v,'A“‘V,"

Es ist V, eine Familie offener disjunkter Mengen, denn angenommen zwei ver-
schiedene Mitglieder von V), héitten nichtleeren Durchschnitt, so hétten zumindest
p+1der O € O nichtleeren Durchschnitt, und das ist ein Widerspruch. Folglich ist
V, € M offen.

Die Familie A, besteht aus abgeschlossenen Mengen und ist lokal endlich, da die
entsprechenden Elemente von V, disjunkt sind. Somit ist A, als lokal endliche
Vereinigung abgeschlossener Mengen selbst abgeschlossen und es gilt A, C V.

Wir behaupten nun, daB I eine abzihlbare lokal endliche Uberdeckung von M \4,
der Ordnung kleiner als p ist.

Angenommen, es gibt p Mengen in U, deren Durchschnitt — eingeschrinkt auf M \
A, — nicht-leer ist, so ist ebendieser Durchschnitt auch im Durchschnitt der nicht
eingeschriankten Abschliisse enthalten und liegt also nach Konstruktion in A,. Das
ist ein Widerspruch.

Nach Induktionsvorraussetzung existiert also eine Verfeinerung der Gestalt {V; :
i < p, n € N} von U, welche M \ A, iiberdeckt und sodal V* NV = OV i <
pV n#m.

Zusammen mit der disjunkten Familie V), =: {V : n € N} bilden diese Mengen
dann die gewiinschte Verfeinerung von O. O

9.8 Folgerung (Endlicher Atlas).

Jede zusammenhdngende, parakompakte, m-dimensionale, glatte Hausdorff Man-
nigfaltigkeit von Dimension m besitzt einen Atlas mit hichstens m + 1 Karten.

Beweis. Sei O eine offene Uberdeckung einer solchen Mannigfaltigkeit M mit
Bildern ¢(U) von Karten ¢ : U — M mit offenen U im R™. O.B.d.A. sei O
abzihlbar (M ist Lindelof), d.h.

O = {p;(U;) : i € N},

wobei wir die U; als disjunkt annehmen kénnen. Es gibt nach eine Verfeinerung
der Gestalt:

{0} :i <p, neN}

mit m #n: O NOT =, wobei p < dim M + 1. Zu O gibt es ein diffeomorphes
U CR™, vermittels einer gewissen Karte ¢}'. Wir definieren nun

Yur-or

x = @i (z) € OF tir z € U

@i *
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9. TOPOLOGISCHES UBER MANNIGFALTIGKEITEN 9.8

So sind die ¢; Diffeomorphismen, deren Bilder M iiberdecken, d.h.: {¢; : 1 <1i < p}
ist ein C*°-Atlas. O

Als einfache Folgerung werden wir in | 11.11 | zeigen, daf3 jede solche Mannigfaltigkeit
bis auf einen Diffeomorphismus als Teilmannigfaltigkeit eines R™ realisiert werden
kann.
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III. Tangentialraum

In diesem Kapitel werden wir den Begriff der Ableitung auf Abbildungen zwis-
chen Mannigfaltigkeiten iibertragen. Da Ableitungen Richtungsvektoren ineinander
iiberfiithren, wirken sie nicht zwischen den Mannigfaltigkeiten sondern den ebenso zu
besprechenden Tangentialrdumen. Als Anwendung werden wir dann erste einfache
infinitesimale Eigenschaften wie Immersivitdt und Submersivitat von Abbildungen
besprechen. Unter zusétzlichen lokalen bis globalen Eigenschaften erhalten wir dann
Einbettungen, Faserbiindel und als Spezialfall Uberlagerungen.

10. Tangentialraum und Derivationen

Die Ableitung f’(x) einer Abbildung f : R™ — R™ an der Stelle z ist definiert als die
lineare Approximation an die nach 0 verschobenen Funktion f. Auf Mannigfaltig-
keiten 148t sich das nun nicht ohne weiteres {ibertragen, denn um von einer linearen
Abbildung f’(x) sprechen zu kénnen, muf} diese zwischen Vektorrdumen (und nicht
zwischen Mannigfaltigkeiten wie f es macht) laufen. Wir benétigen also zuallererst
eine lineare Approximation an eine Mannigfaltigkeit M im Punkt « € M. Diese soll
dann der Definitionsbereich bzw. Wertebereich der linearen Approximation von f
bei x werden.

10.1 Satz (Beschreibung des Tangentialraums).

Sei M eine Teilmannigfaltigkeit des R™ und p € M. Dann sind folgende Teilmengen
des R™ ident:

1. Bild ¢'(0), wobei ¢ eine lokale Parametrisierung von M mit p(0) = p ist.
2. {c(0):c: I — M glatt, c(0) =p, I ein offenes Intervall mit 0 € I}.
3. Ker f'(p), wobei f eine regulire Gleichung ist, die M lokal wm p beschreibt.

4. Graph ¢'(p), wobei M lokal um p als Graph der Funktion g beschrieben wird
mit p = (p,g(p))-
Insbesonders ist diese Teilmenge wegen oder ein linearer Teilraum und wegen

unabhdngig von der gewdhlten Parametrisierung, Gleichung und der Darstellung
des Graphens.
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Beweis. (Q) Sei ¢’(0)(v) € Bild(¢'(0)), wobei v € R™ ist. Wenn wir die lokal
in M glatte Kurve ¢ durch

c(t) := (0 + tv)
definieren, erhalten wir ¢/(0) = ¢’(0)(v).
(g) Wir betrachten nun ein ¢’(0) fiir eine Kurve ¢ € C*°(I, M) mit ¢(0) = p
und eine lokal regulére Gleichung f fiir M,

F'((p )((0)) = (foc)(0)=0.
~— N
c(0) 0
d.h. ¢(0) € Ker f'(p)
(Q) Da wir bereits - - gezeigt haben, geniigt zu zeigen, daf die
Teilrdume in und gleiche Dimension haben:
dimBild ¢’(0) = dimR™ =m
dim Ker f'(p) = n — dim Bild f'(p) = m.

——
R7L7’"L

( = ) Eine Parametrisierung von M ist durch ¢(u) = (u, g(u)) gegeben.
Bild ¢'(p) = Bild(id, g'(p)) = {(v,¢'(P)(v)) : v € R™} = Graphg'(p). O

10.2 Definition (Tangentialraum und Tangentialabbildung).

Den in beschriebenen Teilraum des R™ nennt man den TANGENTIALRAUM
an M im Punkt p und bezeichnet ihn mit 7,,M. Seine Elemente heiffen TANGEN-
TIALVEKTOREN.

Fiir f : M — N definiert
TyM — Ty N
Tl : {c’(O) — (foc)(0) fiir c € C(I, M) mit c(0) =p
die TANGENTIALABBILDUNG von f im Punkte p € M.

Diese Definition ist sinnvoll, d.h. héngt nicht von der Wahl von ¢ ab, sondern nur
von ¢’(0). Seien ¢; und cg zwei solche Kurven mit ¢} (0) = ¢4(0). Zu f : R™ D M —
N C R"™ existiert eine glatte Abbildung

~ offen 3
FiR™ D U(p) — R"™ mit f|M = f|U(p)'

Dazu rechnen wir nun:

(Foer)(0) = (Foer)(0) = F'(p)(€,(0) = J'(p)(c5(0)) Z2=E (f 0 2)'(0).

Die Tangentialabbildung T, f ist linear, denn (7}, f)(c(0)) = (foc)' (0) = f'(p)(c'(0))
also ist

T,f = f’(p)|Tp A, wobei f eine lokale Erweiterung von f ist.

10.3 Beispiel (Quadriken).

Es sei f : E — R eine quadratische (d.h. f(tx) = t*f(z) und insbesonders f(0) =
0) glatte Form und ¢ # 0. Dann ist die Quadrik M = f~(c) = {z € E :
f(z) = ¢} eine Teilmannigfaltigkeit von E, denn Differenzieren der Homogen-
itdtsgleichung liefert f’(tx)(tv) = t2f'(x)(v), also f'(tz)(v) = tf'(z)(v) und weiters
f(tx)(tw,v) = tf"(z)(w,v), also f"(x) = f"'(tx) = f”(0) fiir ¢ — 0. Nach dem
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Taylor’schen Lehrsatz ist somit f(z) = b(z, ), wobei b :=  f”/(0) eine symmetrische
quadratische Form ist.

Die Ableitung von f ist f'(z)(v) = b(x,v) + b(v, z) = 2b(x,v) und somit surjektiv
beziiglich v fiir z € M, denn 2b(z,z) = f(x) = ¢ # 0. Der Tangentialraum von M
bei z ist also

T,M = {v € E:b(z,v) =0} =z

Ein erstes Beispiel einer Quadrik ist die Sphire S™ = f~1(1), wobei f(z) := |z|2.

Die spezielle lineare Gruppe SL(E) := {T € L(E) : det(T) = 1} (siche [4.2]) hat
als Tangentialraum bei id € SL(E) den Teilraum {7 € L(E) : 0 = det/(id)(T) =
spur(T)} der spurfreien linearen Abbildungen.

Die orthogonale Gruppe O(E) := {T € L(E) : T'T = id} (siehe ) hat als
Tangentialraum bei id den Teilraum {T" € L(E) : 0 = f/(id)(T) = T* + T} der
schiefsymmetrischen (d.h. antiselbstadjungierten) linearen Abbildungen, wobei f
die quadratische Abbildung f : T +— T*T ist.

Allgemeiner ist fiir eine bilineare nicht-degenerierte Form b: E x E — R der Tan-
gentialraum der in behandelten Gruppe Oy(E) := {T € L(E) : b(Tz,Ty) =
b(z,y)Vx,y € E} ={T € L(E) : T*'BT = B} (mit b(z,y) = (Bz,y)) bei id gerade
der Teilraum {T € L(E) : T*B + BT = 0}, der beziiglich B schiefsymmetrischen
linearen Abbildungen.

Fiir die in behandelten Gruppen G erhalten wir auf entsprechende Weise

(unter Verwendung von det’(A)(B) = det(A)spur(A~!B) aus ) folgende Be-
schreibungen des Tangentialraums bei id € G, woraus wir wieder leicht die Dimen-
sion von G ablesen kénnen.

G ’I’]dG dlm]R
GL(n) L(n) n?
GL¢(n) L¢(n) 2n?
GLy(n) Ly(n) 4n?

SL(n) {T € L(n) : spurg(T) = 0} n? — 1
SLc(n) {T € L¢(n) : spure(T) = 0} 2(n? — 1)
SLy(n) {T € Ly(n) : spurg(T) = 0} an? — 1
O(n),SO(n) {T eLn):T'+T =0} nin—1)/2
O(n,k),SO(n, k) |{T € L(n) : T'I}, + [T = 0} n(n—1)/2
Oc(n),SOc(n) |{T € Le(n) : T*+T =0} nn — 1)
Un) (T€Le(n): T +T =0} n?

U(n,k) {TGL(C(TL) :T*Ik—FIkT:O} n?

SU(n) {T € L¢(n) : T* + T = 0,spure(T) = 0} n? — 1
SU(n, k) {T € Le(n) : T*Iy + I;T = 0,spurg(T) = 0} n? — 1
Q(n) {T € Ly(n) : T*+T =0} n(2n + 1)
Q(n, k) {T € Ly(n) : T*I), + I, T = 0} n(2n + 1)
Q-_(n) {T € Ly(n) : T*i +4T = 0} n(2n — 1)
Sp(2n) {TeL®2n):T"J+JT =0} n(2n + 1)
Spc(2n) {T € Lc(2n) : T'J + JT = 0} 2n(2n +1)
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10.5 10. TANGENTIALRAUM UND DERIVATIONEN

Im Detail bedeutet das z.B. fiir die O(n, k), da8

<A B) € T.aO(n, k) C L(R* x R" %) &

C D
o (A BY (-1 0y, (-1 0\ (4 B _,
C D 0 1 o 1) \¢ p)~
s A+ A=0, B'=C, D'+D=0
und fiir die Sp(2n), dafl

(A B) € T:aSp(2n) C L(R™ x R") &

e e -

=sCt=C, —-A'=D, B'=B.

10.4 Lemma.

Kettenregel: Fiir drei Mannigfaltigkeiten M, N, P und zwei glatte Abbildungen
f,g mit M LN p gilt die Kettenregel:

Tp(go f) =TrpygoTpf
Fiir die Identitdt id : M — M gilt:
Tp(idar) = id,ps - Ty M — T, M.
Produktregel: Sind f,g: M — R glatt, so gilt die Produktregel
Tp(f-9) = f(p) - Tpg + 9(p) - T f.
Satz iiber inverse Funktionen: Es ist f genau dann ein lokaler Diffeomorphis-

mus um p, wenn T, f ein Isomorphismus ist.

Beweis. Indem man alle auftretenden Funktionen glatt auf Umgebungen in den
umgebenden Vektorrdumen erweitert, folgt die Ketten- und die Produkt-Regel aus
den klassischen Versionen, siehe [81, 6.1.9] and [81, 6.1.13]. Der Satz iiber inverse
Funktionen ist ohnehin nur lokaler Natur also ebenfalls eine Konsequenz des klas-
sischen Satzes . O

Leider kénnen wir die in gegebenen Beschreibungen des Tangentialraums
nicht direkt fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten verwenden, da der umgebende Vek-
torraum wesentlich eingeht. Wir brauchen also noch andere (abstraktere) Beschrei-
bungen. Dazu beachten wir die Wirkung von v € T,M auf f € C*°(M,R) vermoge
f = T,f v und geben folgende

10.5 Definition (Derivation).

Eine Abbildung 9 : C°°(M,R) — R heifit DERIVATION iiber p € M, wenn sie linear
ist und die Produktregel erfiillt, d.h. fiir f,g € C*°(M,R) und « € R gilt:

L. O(f+g)=0f+0g
2. daf)=a- 0f
3. 9(f-9)=0f-g(p)+ f(p)- 99
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Mit Der,(C*°(M,R),R) bezeichnen wir die Menge aller Derivationen iiber p € M.
Beziiglich der punktweisen Operationen, ist dies ein Vektorraum.

10.6 Satz (Tangentialvektoren als Derivationen).
Die Abbildung
T,M x C*(M,R) - R
(v, ) = (Tpf)(v)
induziert einen linearen Isomorphismus
T,M — Der,(C*(M,R),R)

P v Hav( s (Tpf)(v)>

Fiir jedes glatte f : M — N entspricht der Tangentialabbildung T, f von f via ®,
folgende Zuordnung auf der Seite der Derivation:

‘i)p
T,M Der,(C*(M,R),R) > 0

T, f )"
Ls(p) "
Tp(p) N —2— Der ;) (C*(N,R),R)> (9 (go f))=0o f

Beweis. Wohldefiniertheit: Die Abbildung T,M x C*(M,R) — R, (v, f)
(Tpf)(v) ist klarerweise bilinear, also induziert sie eine lineare Abbildung T,M —
L(C>(M,R),R) durch v — (f — (T, f)(v)). Diese Abbildung hat Werte im Raum
der Derivationen iiber p, denn seien f,g : M — R zwei glatte Funktionen und
v € T, M dann gilt nach der Produktregel :

d(f-9) =Tp(f - g)(v) = f(p) - (Tpg)(v) + g(p) - (Tpf)(v).

Kommutativitit: Sei f : M — N glatt und p € M. Dann kommutiert obiges
Diagramm, denn fiir v € T,M und g € C®(N,R) ist (P, o Tpf)(v)(g) =
Ty ) (T, F)(©) = (Ty(go F))(0) = By(v) (g0 f), da & i= @y(v) auf h € C<(M,R)
durch d(h) = (T,h)(v) wirkt.

Lokalitit von Derivationen: Jede Derivation 9 von C°(M,R) iiber p € M ist
ein lokaler Operator, d.h. der Wert 9(f) nur von f € C°*°(M,R) nahe p abhiingt:
Seien dazu also f1, fo € C°°(M,R) mit f; = fo nahe p vorgegeben. Sei f := f1; — fo
und sei g € C*°(M,R) so gewihlt, dal g(p) = 1 und dafl der Tréger von g in der
Menge der x mit f(x) = 0 enthalten ist. Dann gilt:

0=20(0)=09(g- f) =g(p)-0(f) + f(p) -0(9) = O(f)
—~ —~~
1 0
Daraus ergibt sich auch, dafl 9(f) = 0 fiir alle konstanten Funktionen f, denn
01)=09(1-1)=1-9(1)+0(1) -1, also 9(1) = 0.

Bijektivitiat fiir offene Teilmannigfaltigkeiten: Wir wollen zuerst fiir den

offen
Spezialfall 0 =p e M =U C R™ die Bijektivitit von ® beweisen. Sei (e;)7; die
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Standardbasis im R" ist, dann kann jeder Vektor v € T,M = R™ in der Basis als
v =), v'e; entwickelt werden. Betrachten wir nun

®:T,M > v+ 0, € Der,(C*(M,R),R)

mit 9, (f) == (L,£)(v) = f'(p)(v) = Y _(8:f)(p) - '

i=1

wobei 0; f die i-te partielle Ableitung von f ist, d.h.
0:1) () = &|,o Fl0+te') = f'(D)().

Die Derivation 9, ist nichts anderes als “Richtungsableitung d,, in Richtung v and
der Stelle p zu nehmen” und @ ist injektiv, denn die Komponenten von v kénnen
vermoge

=" @) (p) v = !
=1 ———~—
6,”-

aus 0, eindeutig rekonstruiert werden.

Weiters ist @ aber auch surjektiv, denn fiir d € Derg(C*(U,R),R), f € C(U,R)
und x nahe 0 gilt folgendes:

/fta; )dt = /Z@ft:rzdt ixz/olﬁftz)

—_—
=:h;(x)

und weiters, da 9 ein lokaler Operator ist,

O(f) = 0(f(0)) +0 (Z pr h) =0+ Z( ) 1a(0) +pri(0) a(h))

=’ (9:f)(0) =0

= ivi - (0,
i=1

Also ist (f) = 9,(f) = @(v)(f) fiir alle f.

Bijektivitdt im Allgemeinen: Sei nun M eine Mannigfaltigkeit, p € M und ¢
eine lokale Parametrisierung von M zentriert bei p. Folgendes Diagramm zeigt, dafl
®,, eine Isomorphismus ist:

Top

R™ =TyU

%lm

Dero(C(U, R), R)

T,M — R"

%i
C s Der, (C™(p(U), R), R) s Dex, (C=(M, R), R)

IR

Dabei ist Tpp ein Isomorphismus nach und ; ®( ist einer wegen des
Spezialfalls; (¢*)* : 0 — (f — O(f o)) ist einer, da ¢ : U — ¢(U) ein Diffeo-
morphismus ist; und schliellich ist der rechte untere ein solcher, da Derivationen
lokale Operatoren sind; Also ist auch ®, ein Isomorphismus, und somit der Satz
bewiesen. O

Wir kénnen den Satz nun dazu verwenden um den Tangentialraum abstrakter
Mannigfaltigkeiten wie folgt zu definieren:

10.7 Definition (Tangentialraum einer abstrakten Mannigfaltigkeit).
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Unter dem TANGENTIALRAUM einer abstrakten Mannigfaltigkeit M bei p versteht
man den Vektorraum

T, M := Der,(C*(M,R),R).
Beachte, dafl wir damit fiir Teilmannigfaltigkeiten M C R™ und insbesonders fiir
offene Teilmengen den in definierten Tangentialraum 7, M C R™ durch einen

nicht identen aber kanonisch isomorphen Vektorraum T, M C L(C*°(M,R),R) er-
setzt haben.

Ist f € C*°(M,N) und p € M, dann heifit die durch
9 ((Tpf)(a) g Ago f)) fiir € T,M und g € C*°(N,R)

definierte lineare Abbildung T),f = (f*)* : T,M — TN, die TANGENTIALAB-
BILDUNG von [ bei p.

10.8 Basen des Tangentialraums.

Wenn wir wie fiir Abbildungen zwischen R™’s die Ableitung einer Abbildung zwis-
chen Mannigfaltigkeiten als Matrix (also als Jacobi-Matrix) schreiben wollen so
bendétigen wir eine Basis. Aber selbst wenn wir im umgebenden Vektorraum eine
Basis gew#hlt haben, so bekommen wir noch lange keine ausgezeichnete Basis des
Tangentialraums (man denke z.B. an die Sphire S?). Wir kénnen aber wie fol-
gt vorgehen. Sei dazu M eine Mannigfaltigkeit, p € M und ¢ eine Karte von M
zentriert bei p. Dann ist Top : ToR"™ — T, M ein linearer Isomorphismus nach
’6.11.2‘ und ’ 10.4‘ falls M eine Teilmannigfaltigkeit des R™ ist, aber auch im all-

gemeinen Fall einer abstrakten Mannigfaltigkeit, da fiir diese ganz leicht
zu zeigen ist. Die Standardbasis (e;)]2; des R™ wird durch den Isomorphismus

® : R™ = Dero(C*(U,R),R) von auf die Basis der partiellen Ableitungen
(0ilo)i™, in ToU abgebildet. Der Isomorphismus Ty bildet diese Basis weiter auf
eine Basis (97],)", in T,M ab, welche auf f € C*°(M,R) durch

O 1p(f) = (To)(9ilo) (f) = (") (ilo)(f) = Bilo (" (f)) = Oi(f 0 ¢)(0).

definiert ist, also durch partielles Ableiten der Kartendarstellung f o von f in die
i-te Richtung e; an der Stelle 0 = ¢~ !(p). Zusammengefafit also:

IR

R™ ToU T, M = Der,,(C*(M,R),R)

Toe

& | IR

e Oilo (01 £ = B f o 9)e )

Im Fall einer Teilmannigfaltigkeit M C R", ist 97|, (0) := (Tow)(Dilo)=(Dip)(0) :=
¢'(0)(e;) (via der Einbettung T,M — R") gerade die i-te partielle Ableitung der
Parametrisierung ¢ : U =+ M C R".

Seien (ul,...,u™) =@ 1 : M D p(U) - U C R™ die zu ¢ gehérenden lokalen
Koordinaten, dann schreiben wir fiir 87|, € T, M = Der,(C*°(M,R),R) auch

9 —
=0,

ou’

Es driickt die (uniiblichere) Schreibweise 97 allerdings deutlicher aus, daB diese
Derivation von der Karte ¢ abhingt und nicht, wie man der Bezeichnungsweise
a?ui filschlicherweise entnehmen koénnte, nur von der i-ten Komponente u' der
Umkehrfunktion ¢! = (u!,...,u™) (siehe ) Die Bezeichnung a?ﬁ' ist je-

doch die iiblichere und macht auch keine Probleme, falls man sie nur als (a%)i und

nicht als % interpretiert.
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Ist ¢ nicht bei p zentriert, dann ist allgemeiner

L, () =07 1,(f) = 0i(f o) (™' (p)) fiix f € C(M,R)
und insbesonders ist

L (W) = 0i(w o) (07 (p) = Di(pr?) (0™ (p) = ],

da wegen der Lokalitdat von
gilt.

0
Ou’

o)
du’

S , die vorige Formel auch fiir f := ut € C=(p(U),R)

10.9 Transformationsverhalten von Tangentialvektoren.

Fiir g € C*®°(M,N) und p € M seien ¢~ = u = (u!,...,u™) lokale Koordinaten
von M bei p sowie ! = v = (v!,...,9") lokale Koordinaten von N bei g(p).

Wir wissen, da8 Tj,g : T,M — Ty, N linear ist nach und (52
f(p)) eine von Ty, N ist nach . Wie sieht nun die

Matrixdarstellung [T,g] von T,g beziiglich dieser Basen aus?

p) eine

. . E)
Basis von T, M sowie (5

Sei g := ¢! 0 g o  die Kartendarstellung von g. Da nach Definition von T,g und

wegen ’ 10.4 ‘ und ’ 10.6 ‘ das folgende Diagramm kommutiert

()'(0)

R™ R™
> | @l:
U—2-v Dero(C®(U,R), R) —22 > Dery(C>(V, R), R)
¢ " = TOW\LZ 10.4 Towli
M—2sN Der,,(C*°(M,R),R) —> Der ) (C=(N,R), R)

werden die entsprechenden Basen wie folgt abgebildet:

@) _ i
ei b= §'(0)(e;) ==X, 0ig(0) - ¢;

0; > (Tyg)(0) — ¥, 87 (0) - 9

TOWIN Tow‘|vr"'

Tp .
0f "1 (T,9)(87) =X, 8:g (0) - &Y

Fiir die Komponenten ¢ von Tangentialvektoren & = >, ¢ - 07 € T,M erhalten
wir also folgendes:

(L9)(©) = (T9) (Y€ - 07) = 3¢ (1)) = Y€ > 01 (0) - 0
=Y (3¢ a50) 0

Die Komponenten 7/ von 1= 3.7’ - 8? = (Tp9)(§) € Ty(p)N sind somit durch

=) & 00
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geben, bzw. in Matrizen-Schreibweise

n?t 0131 (0) ... 9,3"(0) &t

n" 01g™(0) ... 9mg"(0) &m
also gerade durch Multiplikation mit der Jacobi-Matrix der Koordinatendarstellung
g=1v¢ togopvong.
Wihlen wir insbesonders g = idy; und zwei Karten ¢ und v zentriert bei p € M,
dann ist § der Kartenwechsel ¢)~! o ¢ von den Koordinaten (u!,...,u™) := ¢! zu
den Koordinaten (v',...,v™) = ~!. Wenn wir obige Formel 9 = (T},id)(9) =

(Tp9)(07) =>" ;0 3/ (0)- 6f formal als Multiplikation von Matrizen auffassen, dann
ist

¥ gt (0) ... 8g™(0) Y
%, Omg (0) ... 9mg™(0) 8;$L

also erhalten wir die Basis (97) formal aus der Basis (8;/’) indem wir mit der
transponierten Jacobi-Matrix des inversen Kartenwechsels 1=t o ¢ = (¢t o)™t
von ¢ zu ¥ multiplizieren.

o7

?

= 9% u 88 Jl = % f verwenden

Wenn wir nun die Schreibweise ﬁ : ;
o)(p~ ( )) ist und somit
(v!

und beachten, da 97 (f)(p) = (07)|,(f)
8;5°(0) = (¥~ o gow)) (¢~
=97 (v/ 0 g)(p) = aii (w7 0 9)(p)

gilt, dann besagt obige Formel fiir g = id, daf

o

Bv
(9(f
Hp)) = 9i(v? 0 g o ) (¢ (p))

o Lo ol 9
out 0f = (Tpid Z@ g out vl

(beachte den memotechnischen Vorteil dieser Notation) bzw. in (formaler) Ma-
trizenschreibweise:

e} dul ou™ e}
vl Ovl t vl Oul
9 dut ou™ 9
o Jum  om Jum
und
1 ! vt 1
U quT o Dum §
m o™ o™ m
. oo ) \¢

10.10 Beispiel.
Sei M = R3. Wir wihlen 3 verschiedene Koordinatensysteme:

1. KARTESISCHE KOORDINATEN (z,y, z) mit zugehorigen Basisvektoren a@, 8@,
x’ dy
0
oz "
. L . o9 o 0
2. ZYLINDERKOORDINATEN (7, ¢, z) mit zugehorigen Basisvektoren 4, 350 B2

. v . F) o 8
3. KUGELKOORDINATEN (R, ¢, ) mit zugehorigen Basisvektoren IR Dg DI
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10.11 10. TANGENTIALRAUM UND DERIVATIONEN

Fiir den Kartenwechsel und die Jacobimatrizen der Kartenwechsel erhalten wir fiir
(2) > (1):x=r-cosp,y=r-sinp,z==z

ox ox oz .

or By 0z cosp —r-sinp 0

9y Oy Oy | _ ;

or 9o o8- | = |sine r-cose 01,
9z 0z 09z 0 0 1

or op Oz

9R Op 99 cos’? 0 —R-sind
bp 05 oo | _ [ o 1 0

OR Oy 09 . )
9z 0z 0z sind 0 R-cos?

und schlielich fiir (1) — (3):
R = /2?2 +y?2 4 22, p = arctan(y/z), 9 = arctan(z/+/2? + y?). Das Ausrechnen

der Jacobi-Matrix dieses Kartenwechsels iiberlassen wir dem Leser als Ubung.

Wenn wir am R? neben den kartesischen Koordinaten x, i neue Koordinaten z := ,
Yy := x + y verwenden, dann stimmen die jeweils ersten Koordinaten iiberein, nicht
aber die entsprechenden Derivationen

g 0x 0 oy 0 0 0 0

9~ 00 0x 00 oy 0z oy or
N N
-1 =1
Also hiingt 2 nicht nur von u' sondern von ganz u = (u',...,u™) ab!

Es gibt auch die Moglichkeit, den Tangentialraum einer abstrakten Mannigfaltigkeit
geometrischer zu beschreiben.

10.11 Lemma (Tangentialvektoren via Kurven).

Sei CP(R, M) :={ce C®(R,M) : ¢c(0) =z} die Menge der glatten Kurven durch
x € M. Fiir eine solche glatte Kurve ¢ und eine glatte Funktion f : M — R sei
9:(f) := (f o ¢)’(0). Dann definiert c — 0. eine surjektive Abbildung

8 : O (R, M) — Der, (C®(M,R),R).

Wir kénnen also Ty M mit C° (R, M)/~ identifizieren, wobei ~ folgende Aquivalenz-
relation auf C2°(R, M) ist:

cp~ey e YVFeC®(MR): (foc)(0)=(foc)(0).

Die Tangentialabbildung einer glatten Funktion g : M — N sieht in dieser Beschrei-
bung so aus:

(ng) (ac) = agoc'

Dies entspricht also der Beschreibung von T, M fiir Teilmannigfaltigkeiten des R™

in|10.1.2|. Sie hat allerdings den Nachteil, damit die Vektorraumstruktur von 7, M
und die Linearitdt von T, ¢ nicht erkennen zu kénnen.
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Beweis. Die folgende Rechnung zeigt, daf 9. eine Derivation iiber x ist:
0.f+9)=((f+a)0c) 0= ((foe)+(go0) (0)

= (foe)(0)+ (900)(0) = 0. + D.g

( Af) oc) = (A(foc)) (0)

A(foc)(0) = \-0cf

)= (( (f

=(fo

fa)oc) O =((foe) (goc)) (0)
0)'(0)- (goc)(0)+(foc)(0)~(goc)’(0)

Um zu zeigen, dal die Zuordnung ¢ — O, surjektiv ist, wihlen wir lokale Ko-
ordinaten p~! = (ul,...,u™) zentriert um x € M Jedes Element von T,M =
Der, (C*®(M,R),R) hat dann die Gestalt >7", '5%;|,. Wir definieren nun eine
(lokale) Kurve ¢ : R — M durch c(t) := @(t&h, ..., t&™), d.h. ul(c(t)) = t&¢ fiir
t=1,...,m, dann gilt fir f € C>°(M,R):

(Foc)(O) = ((fop)ole™00) (0) = (fog)()((¢™ 0V (0)
= (Fo)(O)(E",.,€™) = 3 8i(f 0 0)(0)¢'

= Z 8?“ av(f)gz =
i=1

Somit ist 0. das vorgegebene Element von T,, M, mit dem einzigen Schonheitsfehler,
daB ¢ nur lokal definiert ist. Da aber obige Rechnung nur vom Aussehen von ¢ nahe
0 abhéngt, kénnen wir ¢ so umparametrisieren, dafl sich nahe 0 nichts &ndert, aber
¢(t) ganz in Dom(¢p) bleibt.

Dafl T, g die angegebene Gestalt hat, ergibt sich sofort aus:
(19)@)) (N =07 09) = ((Fog)oe) (0) = (folg00) )= puclf). O

Vor allem unter Physikern ist auch folgende Beschreibung des Tangentialraums
iiblich:

10.12 Lemma (Tangentialvektoren via Koordinaten).

Fiir jede lokale Parametrisierung ¢ von M zentriert um x seien die Koordinaten
(5;);11 eines Vektors {, € R™ so vorgegeben, dafS sie sich richtig transformieren,
d.h. fiir je zwei Karten p1 und ps mit Kartenwechsel 902—1 o gelte &, = ((pgl o
©1)'(0)-&,, , oder in Koordinaten €., = Z;nzl (3 top1)i(0) -&l,, . Dann entspricht
diesem Koordinaten-Schema ein eindeutiger Tangentialvektor in T, M und umgekehrt.

Ist g: M — N eine glatte Funktion, so bildet T,g solch ein Schema §, € R™ auf
das Schema ny, € R™ ab, mit ny = (=" o go ) (0) - &,.

Beweis. Sei &, € R™ fiir eine lokale Parametrisierung ¢ vorgegeben und seien
(ul,...,u™) := ¢~ ! die zugehorigen lokalen Koordinaten. Dann definieren wir eine
Derivation 0¢ € T, M durch 0¢ := ZZ 1 5@ 5.7+ Diese Definition macht Sinn, d.h.
ist unabhéngig von der Wahl der Karte ¢, denn die &, transformieren sich genauso

wie die Koeflizienten einer Derivation beziiglich der Basen (%)
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Umgekehrt bilden die Koeffizienten Efp einer Derivation 0 € T, M beziiglich der zu

1é)

— 1 -1 .. .
¢ = (u',...,u™)"" gehdrenden Basis (55

Koordinaten-Schema.

), genau ein richtig transformierendes

Daf§ T, g diese Schemata auf angegebene Weise abbildet, folgt sofort aus der Ko-
ordinatendarstellung von T, g beziiglich der Basen (%) und (%) von T, M und
Ty N- O

11. Immersionen

Wir wollen in den verbleibenden Abschnitten dieses Kapitels die Tangentialabbil-
dung verwenden, um spezielle Eigenschaften von glatten Abbildungen zu studieren.
Insbesondere interessieren wir uns fiir den richtigen Begriff von “Unterobjekten”
sowie “Quotientenobjekten” von Mannigfaltigkeiten.

11.1 Definition (Immersionen und Submersionen).
Es sei f € C*(M,N), wo M, N Mannigfaltigkeiten sind. Dann heif}t:

f IMMERSIV :& T, f ist injektiv V o € M;
f SUBMERSIV :& T, f ist surjektiv V = € M,
J REGULAR :¢& rang(T% f) ist maximal(= min{dim 7, M, dim Ty, )N}) V = € M.

Man beachte, daf§ eine Abbildung genau dann immersiv ist, wenn sie regulér ist
und dim M < dim N gilt. Ebenso ist sie genau dann submersiv, wenn sie regulér
ist und dim M > dim N gilt.

11.2 Rangsatz.

Es sei f € C*°(M,N) und r € N. Dann ist rang(T,f) =7 V € M genau dann,
wenn fir jedes x € M eine Karte ¢ zentriert bei x und eine Karte 1) zentriert bei
f(x) existiert, sodafl die lokal definierte Abbildung:

o fop: R x R™" s R x R*™"
die Gestalt (x,y) — (x,0) hat.

Beachte, daf8 wir folglich (durch Einschrénken von ¢ auf =1 (f~1(Bild¢))) 0.B.d.A.
voraussetzen konnen, dafl f(Bildp) C Bild¢ ist und somit folgendes Diagramm
kommutiert:

flBild ¢

M DO Bildp ——— = Bildyy C N

o Iy

R™ O Dom ¢ ——— = Domvy C R"
¢ lofop
Durch weiteres Verkleinern kénnen wir die Gestalt Dom o = W7 x Wy C R” x R* ™"
und Domvy N R" = W; (oder mittels Kompaktheitsargument sogar die Gestalt
Dom vy = Wy x W3 CR" x R™™") erreichen.

Beweis. (<) Es ist rang T}, f = rang Tp(v» ! o f o ) = rang((x,y) — (z,0)) = r.
(=) OB.d.A.sei M =R™, N =R", z = 0 und f(z) = 0. Die Idee des Beweises
besteht darin, daf§ f lokal ungefihr wie die Ableitung f/(0) aussieht, und diese ist

als lineare Abbildung vom Rang r bis auf Basiswechsel von der Form (z,y) — (z,0).
Sei niimlich Fy := Bild(f/(0)), F» := Fi-, By := Ker(f’(0)) und E; := E5. Es ist
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r = rang(f’(0)) = dim(Fy), weiters dim(E;) := m — dim(F3) = dim(F}) und die
Komponenten-Darstellung von f/(0) : E1 @ Fy — Fy @ F, hat folgende Gestalt:

o [A O
mit invertierbaren A € L(FE, Fy) und wenn wir f = (fy, f2) schreiben, dann ist
A= 01£1(0,0).

Wir versuchen nun durch lokale Diffeomorphismen die Abbildung f auf die ge-
wiinschte Form zu bringen. Dazu betrachten wir zuerst eine leicht modifizierte
Variante von f némlich die durch ¢~ : (z1,22) — (f1(x1,72),22) gegebene glatte
Abbildung gp’l : B1® Ey — Fy @ Ey (die Bezeichnungsweise als Inverse werden wir
gleich rechtfertigen). Die Jacobi-Matrix von ¢! in 0 sieht wie folgt aus:

= (MO0 BAD0) - (42)

Also ist (¢71)/(0) invertierbar und wegen dem inversen Funktionen Satz ist
¢! ein lokaler Diffeomorphismus. Sei ¢ der zu ¢! inverse lokale Diffeomorphismus
und sei g := f o, dann hat g = (g1, g2) folgende Gestalt:

91, y2) = (y1,92(y1,0)).
Denn
= (r1,22) := (Y1, y2) =
y=(,92) = ¢ (z1,22) = (fi(zr, 22), 22) =
y1 = fi(@1,22) = file(yr,¥2)) = 91(y1, y2).

Weiters gilt Rang ¢'(y) = Rang f'(¢(y)) = r, da ¢ ein lokaler Diffeomorphismus
ist. Also ist in der Komponenten-Darstellung von ¢'(y)

9'(y) = ( i 0 >
Ag2(y) 0292(y)
die rechte untere Ecke 02g2(y) = 0 und somit g2(y1,y2) = g2(y1,0).

Um nun die zweite Komponente von g zu 0 zu machen setzen wir mit der Abbildung
VR OF - FLoR (die Bezeichnungsweise als Inverse werden wir ebenfalls
gleich rechtfertigen) definiert durch

Uy, y2) = (Y1, 92 — 92(41,0))

zusammen. Die Komponenten-Darstellung von (¢~1)(z) ist gegeben durch

i B id 0
@) = (o0 1)

und somit ist 1! ein lokaler Diffeomorphismus, also wirklich das Inverse eines .
Weiters gilt

("o foo)(yr,y2) =¥ (y1,92(y1,0))
= (y1,92(y1,0) — 92(¥1,0)) = (y1,0) O

11.3 Folgerung (Charakterisierung von Diffeomorphismen).
Fiir glatte Abbildungen f gilt:
f ist Diffeomorphismus < f und alle T, f sind bijektiv.

Beweis. (=) Die Abbildung f ist klarerweise bijektiv. Dafl auch T, f bijektiv ist,

haben wir in bereits gezeigt.
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(<) Die Abbildung g := f~! ist wohldefiniert und stetig, da f als lokaler Diffeo-
morphismus offen ist. Nach dem Rangsatz existieren Karten ¢ um x und v
um f(z), soda8 f(Bild(¢)) C Bild(¢)) und ¢y~ o f o ¢ = id.

Bild p — > Bild ¥

gTsa 4%

Rm<—3Dom¢i—d>Domwc—>Rm

Es kann O.B.d.A. folglich Dom 1) = Dom ¢ gewiihlt werden. Somit ist z — f~1(z) =
(potp~1)(2) glatt auf Bild 1) und damit f ein Diffeomorphismus, da ¢~! eingeschriinkt
auf Bild ) einer ist. O

11.4 Charakterisierung von Immersionen.

Wir wollen nun versuchen herauszubekommen welche Teilmengen M von Mannig-
faltigkeiten IV so zu Mannigfaltigkeiten gemacht werden konnen, dafl die Inklusion
f:=incl : M — N glatt ist und dafl die Tangentialrdume T, M von M vermoge
T, f bijektiv auf Teilrdume von Ty, N abgebildet werden, also f eine Immersion
ist. Wir miissen dazu versuchen die Eigenschaft, daB f eine Immersion ist, mittels
Karten von N auszudriicken.

Nach dem Rangsatz sehen Immersionen bzgl. geeigneter Karten ¢ zentriert
bei € M und ¢ zentriert bei f(z) € N mit f(Bild ¢) C Bild ¢ und Dom ¢ NR™ =
Dom ¢ wie die Inklusion incl : R™ < R™ aus, also ist f|gid, bijektiv von Bild ¢
auf sein Bild

Bild(f|Bia ) = f(Bildg) = ¢(incl(Dom ¢)) = ¢(Dom ¢ NR™) = 4(R™),

und damit

¥ = f|1§111d¢ o flBilagp 0@ = f|§illd<p oY oincl = flgilldgo o P|pm.

o=[f Loy |gm b
]Rn—m
dom(y)
dom(p) inj, dom(p)
-
0 R™ R™

Wir kénnen also durch geeignete Wahlen von Umgebungen U, := Bild ¢ von x € M
und Karten ¢ von N zentriert bei f(x) einen Atlas mit Karten ¢ := f|5j oth|grm von
M erhalten und die Kartendarstellung von f sieht dann wie die Inklusion R™ «— R™
aus. Dies zeigt die Richtung ( = ) von folgender

70 andreas.kriegl@univie.ac.at © 26. Juni 2018



11. IMMERSIONEN 11.6

Proposition. Charakterisierung von Immersionen.
Fiir f € C*°(M, N) sind folgende Aussagen aquivalent:
1. f ist immersiv;
2.V x e M 33U, offene Ungebung von = in M und eine Karte 1 zentriert

bei f(x) in N, sodafl f|[}i o ¢Ylgm : Domy NR™ — U, ein wohldefinierter
Diffeomorphismus (und somit eine Karte von M ) ist;

3. f besitzt lokale Linksinverse, d.h. ¥V x € M 3 U, offene Umgebung von x in M
und 3 h: N D Vi) — M glatt mit Vi) 2 f(Ug) offen und ho f =idy,.

Beweis. ( = ) habe wir eben gezeigt.
( = ) sei U, und v wie in . Wir setzen ¢ := f|5:ow|Rm : Dom ¢y NR™ — U,.

Durch Verkleinern der Karte ¢ konnen wir erreichen, dafi Dom von der Form
Wi x Wy CR™ x R*"™™ ist. Nun setzen wir Vy(,y := Bild¢y und h := ¢ opr; oy~
wobei pr; : R =R™ x R*"™™ D W1 x Wy — W; C R™ die kanonische Projektion
auf den ersten Faktor bezeichnet. Dann ist h : Vi) — U, glatt und
hofop=gopriop~lofop=gpopr oinc =¢=idop,

also ho f =id auf Bildp = U,.

(3]=[1]) Wegen ho f = id lokal um « gilt id = T, id = Ty(uyh o Ty f, also ist T, f
injektiv und somit f eine Immersion. O

11.5 Folgerung.

FEs sei f € C*°(M,N) eine Immersion und g : P — M eine stetige Abbildung mit
fog € C®(P,N). Dann ist g ist glatt.

M-t N

CBQT /
fogeC™

P

Beweis. Sei z € P und z := g(z). Es existieren U, und h : f(Uy) C Vi) — M
wie in | 11.4.3 | Da g stetig ist, ist g~ (U,) eine offene Umgebung von z und darauf
ist g=(hof)og=ho(fog) glatt. O

11.6 Bemerkungen.

1. Bei ist die Stetigkeit von g wesentlich: Sei ndmlich g : |—7, 7[ — |—m, 7],

definiert durch
T—tfirt>0

g: t— 0 firt=0
—m—tfirt<o0
und f : (=7, 7) — R? definiert durch f(t) := (sint, —sin 2t).

he—
\ %m
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Dann ist f o g glatt, aber g ist nicht stetig, ergo auch nicht glatt.

2. Eine Mannigfaltigkeit M, die Teilmenge einer Mannigfaltigkeit N ist, heif3t
IMMERSIVE TEILMANNIGFALTIGKEIT, falls die Inklusion incl : M — N eine Im-
mersion ist. Eine immersive Teilmannigfaltigkeit ist im allgemeinen keine Teil-

mannigfaltigkeit im Sinn von oder allgemeiner von |11.10 | f: (-7, 7) —

R? aus ist eine injektive Immersion, aber die immersive Teilmannigfaltigkeit
Bild(f) = (—m, m) ist keine Teilmannigfaltigkeit des R2.

3. Die Mannigfaltigkeitsstruktur einer immersiven Teilmannigfaltigkeit ist im all-

gemeinen nicht durch die von N festgelegt wie zeigt: f und f o g erzeugen
zwei verschiedene Mannigfaltigkeitsstrukturen auf M = Bild(f).

11.7 Definition (Initiale und finale Abbildungen).

Sei f € C°°(M, N). Die Abbildung f heifit INITIAL :< fiir jede Abbildung g : P —
M mit der Eigenschaft, dafl f o g glatt ist, g selbst glatt ist.

Die Abbildung f heifft FINAL :& fiir jedes g : N — P mit der Eigenschaft, daf go f
glatt ist, g selbst glatt ist.

11.8 Definition (Einbettung).

Es sei f: M — N glatt, dann heiffit f EINBETTUNG :& f ist injektive Immersion
und f: M — f(M) ist ein Homdomorphismus auf sein Bild f(M) versehen mit der
Spurtopologie von N.

11.9 Satz (Charakterisierung von Einbettungen).
Fiir f in C*° (M, N) sind folgende Aussagen dquivalent:
1. f ist eine Einbettung;

2. fiir jedes x € M gibt es eine Karte ) von N zentriert bei f(x), sodafy f~Lo)|gm :
Domy NR™ — f~Y(Bildy) ein wohldefinierter Diffeomorphismus (und somit
eine Karte) ist;

3. f besitzt lokale Linksinverse im folgenden Sinn: ¥V x € M 3 h : Vi) — M
glatt mit einer offenen Umgebung Vi(gy von f(x) in N und h(f(x)) = x sowie

ho f=id auf fﬁl(Vf(w)).
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Bild(p)=f1(Bild(y)) f N
_>
M X

A

o=|f Loy |gm ¥
]Rn—m
. dom(y)
dom(p) inj, dom(o)
-
0 RrR™ R™

Beachte, dal der Unterschied zur Formulierung von Immersionen in nur darin
besteht, da das Bild der konstruierten Karten ¢ nun ganz f~!(Bild+) und nicht
nur eine offene Umgebung U, von z ist, d.h. Bild ¢ NBild f nur einen wie R™ C R"
aussehenden Teil enthalten darf.

Beweis.

( = ) Sei f eine Einbettung. Da f eine Immersion ist, existiert nach

fiir x € M ein U, C M offen und eine Karte ¢ um f(z), sodafl
[t oy|gm : Domy NR™ — U,

ein wohldefinierter Diffeomorphismus ist. Wir wollen durch Verkleinern von Dom 1)
erreichen, dafl U, = f~!(Bild+). Da f ein Homdomorphismus auf das Bild ist, gibt
es W C Bild¢ offen mit W N Bild f = f(U,). O.B.d.A. sei Bildy) = W, dann ist
U, = f~Y(Bild ), denn

U, 22 (77 0 (U = 71 (W N Bild ) = [~} (Bildw N Bild /) = [~ (Bild o).

( = ) Die selbe Definition von h wie im entsprechenden Beweisteil von
liefert nun ein Linksinverses auf U, = f~1(Bild ).

( = ) Nach ist f immersiv.

Weiters ist f injektiv, denn andernfalls sei 1 # xo mit y := f(z1) = f(z2) und
h :V, — M ein lokales Linksinverses wie in . Dann ist z; € f~!(V,) und somit
x; = (ho f)(x;) = h(y) unabhingig von i, ein Widerspruch.

Schlieflich ist f ein Homdomorphismus auf sein Bild: Sei dazu (z;); ein Netz in
M fiir welches f(x;) gegen ein f(zs) konvergiert. Sei h : V. — M ein lokales
Linksinverses wie in mit einer offenen Umgebung V' von f(z). Dann ist f(x;)
schlieBlich in V und somit z; schlieBlich in f~1(V) und damit konvergiert x; =

(ho f)(xi) = h(f(x:)) = h(f(Teo)) = Too- O

11.10 Definition (Teilmannigfaltigkeit).
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Eine Teilmenge M einer Mannigfaltigkeit NV, die selbst Mannigfaltigkeit ist und
die Eigenschaften aus beziiglich der Inklusion incl : M < N besitzt, heifit
(REGULARE) TEILMANNIGFALTIGKEIT von N.

Jede Teilmenge M C N, die fiir jeden Punkt € M eine Karte ¢/ von N zentriert
bei x besitzt fiir welche M NBild i) = ¥(R™) gilt, ist selbst eine Mannigfaltigkeit der
Dimension m mit dem glatten Atlas gebildet durch diese Einschrinkungen t|gm
und die Inklusion incl : M < N ist dann nach Konstruktion und eine
Einbettung, also M eine regulire Teilmannigfaltigkeit von N:

Diese zeigt, daf die Definition fiir regulére Teilmannigfaltigkeiten von N = R"™ mit

der in gegebenen iibereinstimmt, denn Karten ¢ von N = R" wie in | 11.9.2
(also mit M N Bildy = ¢(R™)) sind gerade lokale Trivialisierungen im Sinn von

[2.1.4)

Das Bild f(M) jeder Einbettung f : M — N ist offensichtlich eine regulire
Teilmannigfaltigkeit von N und die Einbettung induziert einen Diffeomorphismus
f: M — f(M) aufs Bild:

Nach ist f(M)NBild ¥ = o ! SO € N
Y(R™), also f(M) eine regulire

Teilmannigfaltigkeit mit ¥ |gm als JA JA JA
Karten und f~! ist (lokal) C°. f

Bis auf Diffeomorphismen sind f7H(Bild ) >——— ¢(R™) —— Bild ¢

also Einbettungen nichts anderes T~

. . . . | P[pm ES R
als die Inklusionen regulérer Teil- Froplrm
mannigfaltigkeiten. Dom ¢ NR™ &= Dom 1)

11.11 Whitney’scher Einbettungssatz.

Es sei M eine zusammenhdingende o-kompakte (und somit parakompakte) C*°-
Mannigfaltigkeit der Dimension m, dann existiert eine Einbettung von M in einen
endlichdimensionalen Vektorraum. “Jede” abstrakte Mannigfaltigkeit lafst sich also
als Teilmannigfaltigkeit eines R™ realisieren.

Beweis. Sei {1); : 0 < i < m} ein endlicher Atlas nach (fiir einen elementaren

Beweis von | 11.11 | ohne Verwendung von Dimensionstheorie siehe z.B. [19, S.73]).
Sei weiters f; eine zu {Bild;} gehorige Partition der Eins und sei f : M —
[T (R x R™) die glatte Abbildung

m

z e (ful@), fil@); (@), -

Um anzuwenden zeigen wir die Existenz lokaler linksinverser Abbildungen
gi - R xR™™1 DV, — M fiir eine offene Uberdeckung {V; : 0 < i < m} von

f(M).

Sei dazu
1
‘/i = {(t7y> it > Ovt*yz € Domﬂh}»
i

gi Vi = M, (t,y) > i(t7" i)

Dann ist g; o f = id auf f=(V;), denn

fil@); (x)

3 (o D) = v (S

) — W @) = O
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11.12 Bemerkungen.

1. Nach dem Beweis von | 11.11 | lassen sich m-dimensionale Mannigfaltigkeiten

in den R(™+D* einbetten. Das geht aber auch in niedrigere Dimensionen. Und
zwar 148t sich M in den R™ einbetten, wobei

(i) fiir n = 2m + 1 der Beweis relativ einfach ist, sieche [65, S.55];

(ii) fiir n = 2m stammt er von [153].

Vermutung: Das minimale n = 2m — a(m) + 1, wobei a(m) die Anzahl der
Einser in der Dualentwicklung von m ist.

Eine verwandte Frage ist jene nach dem minimalen n fiir die Existenz einer
Immersion M — R"?

(i) Fiir n = 2m ist der Beweis relativ einfach, siehe [65, S.24].

(ii) Fiir n = 2m — 1 stammt er von [153].

Vermutung: Das minimale n = 2m — a(m) um Immersionen zu erhalten. Diese
Vermutung konnte schliellich bewiesen werden! Auf kompakten Mannigfaltig-
keiten von [30] und allgemein von [20].

2. Der Rang-Satz liefert uns auf einfachste Weise weitere reguléire Teilmannigfal-
tigkeiten:
Sei f € C°°(M, N) mit rang(T, f) =7 ¥ o € M. Dann ist f~!(y) eine regulire
Teilmannigfaltigkeit von M fiir jedes y.

Beweis. Dies ist eine lokale Eigenschaft, wir kénnen also 0.B.d.A. annehmen,
dafl M C R™ offen, N C R" offen, dann folgt aus , dafl f lokal wie
(z,y) + (z,0) aussieht und das Urbild f~1(0) somit wie {0} x R™~". O

11.13 Folgerung (Retrakte sind Mannigfaltigkeiten).

Sei f € C°(M,M) mit fof = f. Dann ist A := f(M) regulire Teilmannig-
faltigkeit. D.h. glatte Retrakte von Mannigfaltigkeiten sind wieder Mannigfaltigkei-
ten.

Beweis. Man beachte, dafl z € A := f(M) genau dann, wenn f(x) = z gilt: Denn
= f(y) = f(z) = f(f(y)) = f(y) = =, und umgekehrt = = f(z) € f(M).

Seizg€ Aundp :R™ DU — o(U) C M M ! M
eine um xz( zentrierte Karte. Fiir alle y in Je o flv J
der Umgebung V := f~1(p(U)) N ¢(U) e(U) 'V e(U)
von xg gilt: Phe ol RS

U<~ V) U

yefM) < fly) =y
S @ lofop)leT W) =(¢ o Nlly) =9 (y)
& ([i[d—f)(p~'(y) =0,
wobei f = e lofop:UDe (V) — UCR™ die Kartendarstellung von f ist.
Fiir z € f~1 (¢ (V) gilt:
(fof)(z)=(p " ofopop™ofop)(z)=(ptofPop)(z)=
= (¢ o fop)(2) = f(2),

d.h. 0.B.d.A. sei0 € U CR™ offen und f : U — R™ erfiille f(0) =0 und fo f = f.
Wir haben zu zeigen, daf id — f = 0 eine regulédre Gleichung lokal um 0 ist:
Offensichtlich ist rang(T, (id — f)) > rang(7Tp(id — f)) =: r fiir alle z nahe 0. Umgekehrt
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folgt aus fo(id —f) = 0, da8 T(iq —(»)f o (id =T~ f) = 0 und somit Bild(id -7~ f) C
Ker(T(iq —fy(z)f)- Also ist lokal

rang(T,(id-f)) < dim Ker(T(iq - f)(2) f) = m — dim Bild(T(iq — f)(2) f) <
< m — dim Bild(Tp f) = dim Bild(id —=Tp f) = r,

wobei wir fiir die lineare Projektion Ty f die offensichtliche Gleichung ToR™ =
Bild(Ty f) @ Bild(id =Ty f) verwendet haben.

Nun verwende . O

11.14 Bemerkung.

Man kann umgekehrt zeigen, dafi jede Teilmannigfaltigkeit M einer Mannigfaltig-
keit N das Retrakt einer offenen Menge in N ist, siehe [86, 62.9] oder [65, S.110].
Zusammen mit dem Einbettungssatz besagt das, dal zusammenhéngende
o-kompakte Mannigfaltigkeiten - bis auf Diffeomorphismen - genau die Retrakte
offener Teilmengen endlichdimensionaler Vektorrdume sind.

Fiir f € C*°(M, N) sei der Graph von f definiert als
Graph(f) :=={(z, f(z)) :x € M} C M x N.

Dann ist Graph(f) eine reguliire Teilmannigfaltigkeit. Der Beweis bleibt als Ubung.
Hinweis: Graph(f) = M.

11.15 Satz von Sard.

Die Menge der kritischen Werte einer glatten Abbildung zwischen o-kompakten
Mannigfaltigkeiten hat Lebesgue-Mayj$ 0.

Definition.

Dabei heifit fiir eine Abbildung f : M — N ein Punkt z € M KRITISCH, falls
Tpf : TyM — Tj(z)N nicht maximalen Rang min{dim M, dim N} hat, also f nicht
reguldr bei z ist. Ein Punkt y € N heifit KRITISCHER WERT, falls ein kritischer
Punkt z € f~1(y) existiert. Manchmal wird fiir kritische Punkte nur verlangt, daf
T, f nicht surjektiv ist, also daf rang(T, f) < dim N ist. Zumindestens fiir den Satz
von Sard macht das aber keinen Unterschied, denn nur im Fall dim M < dim N
gibt es dann mehr kritische Werte (némlich alle im Bild). Diese bilden aber nach

der Folgerung in | 11.16 | ebenfalls eine Lebesgue-Null-Menge.

Eine Menge N C R™ heifit LEBESGUE-NULL-MENGE, falls fiir jedes € > 0 eine Folge
von Wiirfeln ( oder Quadern oder Kugeln) (Qg)ren existiert mit N C [ J, oy Qr und
> ken |Qr| < €, wobei wir |Q] fiir das Volumen von () schreiben.

Eine Teilmenge N C M einer glatten Mannigfaltigkeit M heiflit LEBESGUE-NULL-
MENGE, wenn dafl Urbild unter jeder Karte eine Lebesgue-Null-Menge ist.

Der Satz von Sard gilt auch noch, wenn f € C"(M, N) mit r > min{0,dim M —
dim N} ist. In [151] wurde eine C'-Abbildung f : R? — R konstruiert, die auf
einem Bogen [ kritisch, aber nicht konstant ist. Der Graph von f ist also eine
Fliche S C R3, auf welcher ein Bogen f(I) liegt, sodafl die Tangentialebene an S
in jeden Punkt horizontal ist, aber dennoch hat f(I) nicht konstante Hohe. Siehe
auch [19, S.58] und [65, p.68].

11.16 Lemma.

Es sei U C R™ offen und N C U eine Lebesgue-Null-Menge. Weiters sei f: U —
R™ eine Ct-Abbildung. Dann ist auch f(N) eine Lebesgue-Null-Menge.
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Beweis. Da U die Vereinigung abzahlbar vieler kompakter konvexer Mengen ist
(z.B. der Kugeln mit rationalen Mittelpunkts-Koordinaten und rationalem Radius,
die in U enthalten sind), und weil die abzihlbare Vereinigung von Lebesgue-Null-
Mengen wieder eine Lebesgue-Null-Menge ist, diirfen wir annehmen, daf3 IV in einer
kompakten konvexen Teilmengen K C U enthalten ist. K C U enthalten sind.

Da f:U — R™ C% ist, ist & := sup{||f(z)| : 2 € K} < 00. Sei Q C K ein Quader
mit Seitenldnge a. Dann ist nach dem Hauptsatz

F(ar) — flzo)| = \/0 £ (o + ta1 — 30)) (@1 — 20) dt] < 5+ |21 — 0] < 5 @ /.

fir alle 1,29 € Q. Also ist f(Q) enthalten in einem Quader mit Seitenlidnge
2ka+/m und Volumen (2ka+/m)™ = (2ky/m)™|Q|. Das Bild einer abzihlbaren
Uberdeckung mit Quadern von Gesamt-Volumen kleiner als 6 := £/(2 ky/m)™ > 0
ist also in einer Uberdeckung mit Quadern (von denen wir annehmen diirfen, daf
sie in K enthalten sind) von Gesamt-Volumen kleiner als (2 ky/m)™ - § = € enthal-
ten. O

Es ist also eine Teilmenge N C M einer Mannigfaltigkeit genau dann eine Lebesgue-
Null-Menge, wenn die Urbilder unter den Karten eines festen Atlasses Lebesgue-
Null-Mengen sind.

Folgerung.
Es sei f: R™ — R™ C! und n < m, dann ist f(R™) eine Lebesgue-Null-Menge.

Beweis. Man wende das Lemma [11.16 | auf f := fopr: R™ = R" x R —
R™ — R™ und die Lebesque-Nullmenge N := R™ x {0} C R™ an. O

Wir bené6tigen noch den

11.17 Satz von Fubini.

Es sei N C R™ kompakt und N N ({t} x R"™1) eine Lebesgue-Null-Menge in {t} x
R™! fiir alle t € R. Dann ist N eine Lebesque-Null-Menge in R™.

Fiir einen Beweis siehe [19, S.59] oder [82, 7.6.9].

Beweis des Satzes von Sard |11.15 | Beachte, daf falls fiir jeden Punkt « einer
Menge X C R™ eine Umgebung U, existiert, s.d. f(U, N X) eine L-Nullmenge ist,
so ist f(X) = U,ex f(Uz N X) ebenfalls eine L-Nullmenge, denn abzéhlbar viele
der U, iiberdecken bereits X, da X nach dem Beweis von Lindeloff ist.

Es gentigt somit den Fall f : R™ O U — R™ zu betrachten. Sei D die Menge der
kritischen Punkte. Wir machen Induktion nach m. Fiir m = 0 ist der Satz trivial.

Im Induktionsschritt wollen wir anwenden, jedoch ist die Menge der kritis-
chen Werte nicht kompakt, aber die kritischen Punkte sind eine abzdhlbare Ver-
einigung kompakter Mengen, denn die Menge der Punkte x, wo eine fixe r x r-
Teildeterminante von f’(z) verschwindet ist abgeschlossen, also die abzéhlbare
Vereinigung ihrer Durchschnitte mit den kompakten Béillen B, (x) fir n € N, und
die kritischen Werte somit eine abzdhlbare Vereinigung der kompakten Bilder all
dieser kompakten Mengen (und damit anwendbar).

Sei 5
Dy := {x eU: @f(x) =0 fir alle |o| < k}
Die Dy, sind abgeschlossen und erfiilllen D 2 D; 2 Dy D .. ..
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Es ist f(D\ Dy) eine Lebesgue-Null-Menge:
Sei dazu z € D\D;. O.B.d.A. ist 52 f1(z) # 0. Dannist h: U — R™, (z},...,2™)
(fi(z),22,...,2™) ein lokaler lefeomorphismus und g := f o h~! hat die Gestalt

g: (fl(x),xz,...) — (xl,...,m”) = (fi(x),..., fu(x))
g:(t,2? . a™) = (t g% (tx),...,g"(t,x)).

Die Hyperebene {t} x R™~! = R™~! wird unter g in die Hyperebene {t} x R"~1
angebildet und die Einschrinkung g;(z) := (¢%(t,2),...,¢"(t,x)) von g auf sie
hat « als kritischen Punkt genau dann, wenn (¢, ) ein kritischer Punkt von g ist.
Nach Induktionsvoraussetzung, sind die kritischen Werte von g; eine Lebesgue-Null-
Menge, und nach dem Satz von Fubini auch jene von g, dies sind aber auch
jene von f = goh, da h ein Diffeomorphismus ist.

FEs ist auch f(Dy \ Dy+1) eine Lebesgue-Null-Menge:

Sei @ € Dy \ Dyyq. OBAA. i CABES 0 und sei w = >0
el r € k \ k+1- . 1Ist m(l‘) 7& una ser w = B2 0Tk
Dann ist w|p, = 0 und g;‘i (z) # 0. Es sei h(z) := (w(x),x2,...,2m). Dann ist

h: U — R™ ein lokaler Diffeomorphismus und h(Dj) C {0} x R™~! C R™ (sagen
wir zwischen U, und h(U,)). Wir betrachten die Abbildung g := f o h™! und
ihre Einschrinkung go := ¢ {0yxrm-1. Da alle partiellen Abbleitungen von f der
Ordnung < k auf Dy verschwinden, gilt dies inbesonders fiir jene der Ordnung 1
von go = foh™ gyxrm—1 auf h(U, N Dy). Somit ist h(U, N D) in der Menge der
kritischen Punkte von gg enthalten und nach Induktionsannahme f(U, N Dy) =
go(h(U, N D)) eine Lebesgue-Null-Menge und damit auch f(D*\ D¥*+1) eine.

Fir k> ™ — 1 st f(Dy) eine Lebesgue-Null-Menge:
Es sei @ ein Wiirfel der Seitenléinge a. Aus der Taylor-Formel erhalten wir

eem - 1wi=| [ S s ma

1 k
1-—t
Ssup{\\f(’““)(x)l\:er} [ S e < o

=7

fir alle # € Dy N Q. Wir zerlegen @ in N™ Wiirfel der Seitenlinge f. Sei Q'
so ein Teilwiirfel, der einen Punkt x € Dj enthilt. Dann ist jeder Punkt in Q’

von der Form z + h mit |h| < & und somit ist f(Q’) enthalten in einem Wiirfel

)k)+1

der Kantenldnge 27 (% . Alle diese Wiirfel zusammen haben Gesamtvolumen

hochstens N™ (2]\;(‘;7;;) und fiir (k 4+ 1)n > m konvergiert dieser Ausdruck gegen

Null fiir N — oo. O

11.18 Retraktionssatz.

Es gibt keine stetige Retraktion D" := {x € R" : |z| < 1} — S»~L.

Unter einer RETRAKTION f auf eine Teilmenge Y C X versteht man eine Abbildung
f+ X — Y welche fly = id erfiillt. Mehr der Anschauung entsprechend ist eine

DEFORMATIONSREKTRAKT von Y auf X, d.h. eine stetige Abbildung F' : [0,1] x
X — X, mit folgenden Eigenschaften:

o Vtel0,]] VyeY: F(t,y) =y.
e VzeX: F(0,z)=x
e VzeX: F(l,z)eY.
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Wenn wir mit F; : X — X die Abbildung Fi(x) := F(t, z) bezeichnen, so ist also
Fi|ly =idy, Fy =idx und F; : X — Y eine Retraktion.

Umgekehrt kénnen wir aus einer Retraktion f : D — S?~! C D" eine Deforma-
tionsrektrakt F (¢, z) := (1 —t) z + t f(z) machen.

Beweis. Angenommen f wéire eine Retraktion.

Wir wollen zuerst zeigen, daff f 0.B.d.A. C* ist:

Aus f erhalten wir eine Retraktion f; : R® — S"~! die C* in einer Umgebung
von 8™ ist, z.B.

f(2z) fiir |z| < 1/2.

Nach der Aufgabe [98, EX5] (oder dem Satz von Stone-Weierstrafl) existiert eine
glatte Funktion fs : R™ — R™ mit || f2 — fi]leo < 1. Sei nun

fi(z) = {f(x/|:c|) =z/|z| fiir 1/2 < |z|

1 fir |z
0 fiir |z|

und f3(z) := (1 — h(z)) f1(z) + h(z) f2(z). Dann ist

[fa(x) = fi(@)] = h(z) - |[f2(2) = fr(@)] < [fa(2) = fr(@)] <1 =[fi(z)] =
= f3(x) #0 fur alle z und f3(z) = fi(x) = z/|z| fir |z| > 1.

SchlieBlich ist fq(x) := f3(x)/|f3(x)| die gesuchte C>°-Retraktion. Wir nennen diese
wieder f.

Nach dem Satz von Sard existiert ein regulirer Wert y € S~ ! von f
und somit ist M := f~!(y) eine 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R™ und
y € MNS" 1. Essei z€ M ein weiterer Schnittpunkt der Zusammenhangskompo-
nente von y in M mit S™~! (Ein solcher existiert klarerweise, falls die Zusammen-
hangskomponente diffeomorph zu S*! ist, und andernfalls ist sie diffeomorph zu R
(siehe [82, 7.6.12]) muB also D" wieder verlassen, denn f~!(y) N D" ist kompakt).
Dann ist f(z) = z # y ein Widerspruch zu z € f~1(y). O

h e C(R™, [0,1]) mit h(z) = { i 15

11.19 Brouwer’s Fixpunktsatz.

Jedes stetige f : D™ — D™ hat mindestens einen Fizpunkt.

Beweis.

Angenommen f : D® — D" hat
keinen Fixpunkt. Dann ist r :
D"® — 8" definiert dadurch,
dafl € D™ auf dem Schnittpunkt
der Geraden von f(z) nach z mit
S™~1 der x niher liegt abgebildet
wird eine stetige Retraktion, im

Widerspruch zu | 11.18 |. O e

Explizit ist r gegeben durch:
r(x) :=x — A(f(x) — ), wobei A > 0 und
0=r(2)]* =1 =N|f(z) — 2 = 2X\z|f(2) — 2) + |2]* — 1,

(@f(z) — 2) + /(@] f (@) — )% + [f(2) — 22 (1 - [a[?)
f () —af? '

d.h. A=
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12. Submersionen

12.1 Proposition (Charakterisierung von Submersionen).
Sei f € C*(M,N), dann gilt
f ist Submersion & f besitzt lokale Schnitte.
(D-h. ¥ x€ M 3Up) €N Fg* € CF°(Ugz), M) : g*(f(z)) = 2 und f o g* =id

auf Us(z), also dort, wo g* definiert ist. Lokal gibt es also ein Rechtsinverses.)

Beweis. (=) Nach dem Rangsatz existieren Karten ¢ um x und ¢ um f(z),
sodaf} folgendes Diagramm kommutiert:

Bild p — !~ Bild ¢

1

R" x R™" =~ R™ D Dom ¢ ——> Dom C R®

Dabei ist pr; : R™ — R™ die Projektion. Setzen wir jetzt Uy(,) := Bild(¢)) und
g° = @ oincly oyp~1, dann ist g* glatt mit ¢®(f(z)) = = und

fog®= fopoinclyop~! =4 opr,oincl; oyt = idy,,, -

(<) Seien Uy (,) und g* wie vorausgesetzt, dann gilt:

Tf(:r) id = ide(z)N = Tf(a:) (f o gm) = Tlf o Tf(gc)gm = TLf ist surjektiv. [

12.2 Folgerung (Submersionen sind offen und final).

Jede Submersion f: M — N ist eine offene Abbildung. Jede surjektive Submersion
f st zusdtzlich final.

Beweis. f ist offen: Sei dazu U C M offen und y € f(U), also y := f(x) fiir ein
x € U. Nach 3 U, und ¢g* : Uy = M mit ¢"(y) = = und f o g¢® = idy,.
0.B.d.A. sei U, C (¢*)"1(U) = U, = (fog”)(Uy) C f(U) = f(U) ist offen.

f ist final: Sei dazu g : N — P, sodaf} g o f glatt ist. Da f surjektiv ist, gibt es zu

y € N ein x € M mit f(x) =y, dazu haben wir nach noch U, und das glatte
g* : Uy = M zur Verfiigung, sodaf3

fog®=idy, = glu, =go(fog”)=(gof)oyg” glatt ist,

also ist auch g glatt. O

13. Faserbiindel

Nach dem Rangsatz lassen sich fiir submersive Abbildungen f : P — M
Karten ¢ : R® x R™™™ DO Wy x Wy — P und v : W7 — M so finden, daf} die
Kartendarstellung von f gegeben ist durch pr; : Wi x Wy — Wj. Die Zusam-
mensetzung ¥ := @ o (=1 x id) : Bild¢ x Wy — Wy x Wy — Bild ¢ ist dann ein
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Diffeomorphismus s.d. f o ¥ = pr;:

w

T

o

P<——Bildp~——— W) x Wo =< Bild¢) x Wy

P~ xid
lf f|Bildgpl lpfl lpfl

M <—Bild ¢y Wy 1;1 Bild ¢

id

IR

A

IR

<

Eine stirkere Eigenschaft von Abbildungen f werden wir jetzt kennenlernen:

13.1 Definition (Faserbiindel).

Eine glatte Abbildung p : P — M heifit FASERBUNDEL :< p ist lokal trivial, d.h.
V y € M existiert eine offene Umgebung U C M und eine TRIVIALISIERUNG
¥ von p iiber U, d.h. eine C°°-Mannigfaltigkeit F' sowie ein Diffeomorphismus
U:U x F — p~YU), sodal folgendes Diagramm kommutiert:

UxF

& IR

P<~——p H(U)

Xplp—l(\ -

dabei heifit F' TYPISCHE FASER (Auf Zusammenhangskomponenten von M sind
alle Fasern diffeomorph).

Eine UBERLAGERUNG ist ein Faserbiindel p mit diskreter typischer Faser F. Dies
ist die glatte Version der Definition, die wir in [86, 3.7] und in [91, 6.1] verwendet
haben.

13.2 Beispiele von Faserbiindeln.

1. Fiir zwei Mannigfaltigkeiten M und F ist pry : M x F — M, (x,y) — x ein
Faserbiindel mit typischer Faser F. So geartete Faserbiindel heilen GLOBAL
TRIVIAL (oder kurz trivial).

2. Die Projektion Moéb — S! des Mobiusbandes auf die Mittellinie ist ein nicht
global triviales Faserbiindel mit typischer Faser (—1,1) & R.

3. Die Hopffaserung: S — S? ist ein Faserbiindel mit typischer Faser S, siche

1)

e

Beispiele von Uberlagerungen sind:
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4. Die Abbildung R — S* gegeben durch ¢ — (cost,sint) ist eine abzihlbarblit-

trige Uberlagerung.

(O

5. Folgende Abbildung R x (—1,1) — Mob

7.

(1 + tcos) cos(2¢)
(f) — | (1+1tcosp)sin(2¢)
tsin g
ist eine abzdhlbarblittrige Uberlagerung. Dies faktorisiert iiber
R x (=1,1) = S* x (=1,1), (¢p,t) — (cosp,sinp,t)

zu einer zweiblittrige Uberlagerung des Mobiusbandes durch den Zylinder S* x

(—-1,1):
Rx (-1,1)
St x (—1,1) Mob

(x,y,t) — ((1 + tx)(2? — y?), (1 + tac)Qxy,ty).

S" — P", z +— R - x ist eine zweiblittrige Uberlagerung, siche Aufgabe [86,
72.53).

53 — SO(3) und S° x S% — SO(4) sind zweiblittrige Uberlagerungen, siehe
bzw. Aufgabe [86, 72.66] und [86, 72.67].
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IV. Vektorfelder

Gewdohnliche Differentialgleichungen werden auf Mannigfaltigkeiten durch Vektor-
felder beschrieben. Um von der Glattheit jener sprechen zu kénnen, benttigen wir
das Tangentialbiindel als Mannigfaltigkeit bzw. besser als Vektorbiindel und diese
beiden Dinge stellen wir in den ersten beiden Abschnitten bereit. Die néichsten
beiden sind den Differentialgleichungen und ihren Lésungen, den lokalen Fliissen,
gewidmet. Es wird dann die Lie-Klammer als Obstruktion gegen das Vertauschen
der lokalen Fliisse zweier Vektorfelder behandelt. Schliellich folgt noch die Verall-
gemeinerung zu Integralmannigfaltigkeiten von Teilvektorbiindeln und der zentrale
Satz von Frobenius iiber deren Existenz.

14. Tangentialbiindel

14.1 Motivation.

Wir wollen gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung auf Mannigfaltigkeiten
behandeln. Dazu betrachten wir zuerst den klassischen Fall: Ist eine Differential-
gleichung a/(t) = f(x(t)) gegeben, wobei f : U — R™, U C R" offen ist, so erhilt
man als Losung zur Anfangsbedingung x(0) = x¢ eine lokal definierte differenzier-
bare Kurve z : (a,b) — U.

Wir wollen nun U durch eine Mannigfaltigkeit M ersetzen. Als Losungskurve x :
(a,b) — M sollten wir wohl eine differenzierbare Kurve in der Mannigfaltigkeit
erhalten. Deren Ableitung z'(¢) an der Stelle ¢ ist ein Tangentialvektor in T M.
Die die Differentialgleichung konstituierende Funktion f muf folglich Punkte x € M
auf Tangentialvektoren in diesen Punkten abbilden:

f:M3pm f(p) € T,M, dh f:M— || T,M,
peM

wobei || T,M die disjunkte Vereinigung aller T,,M mit p € M bezeichnet.

peEM

14.2 Definition (Tangentialbiindel).

Sei M eine Mannigfaltigkeit, so ist der TANGENTIALRAUM von M definiert durch:
T™ = | | T,M = | ] {p} x T, M.
peEM pEM

Auf TM definiert mas : {p} xT,M > (p,v) — p € M die sogenannte FUSSPUNKTAB-
BILDUNG. Jedes glatte f : M — N induziert eine Abbildung T'f : TM — TN, die
sogenannte TANGENTIALABBILDUNG von f, die durch (Tf)(p,v) := (f(p), Tpf(v))
mittels der TANGENTIALABBILDUNG T, f : T, M — T ,) N von f bei p definiert ist.
Es ist also

Tflrynr = Tpf : T,M = {p} x T,M =2 {f(p)} x Ty N = Ty N
auf den Fasern 7~ !(p) = {p} x T,M = T,M von 7 linear.
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14.3 14. TANGENTIALBUNDEL

Seien f: M — N und g : N — P glatt, dann nimmt die Kettenregel aus die
sehr einfache Gestalt

N

(gof)=TgoTf
an, wie folgende Rechnung zeigt:

(T(go f))(w,0) = (g0 F)(@). Talg 0 f)(v))

10.4

(£ @) Trma (1))
(Tg o Tf)(w,v) = Tg(Tf(z,0) = Tg(f (@), Tof (v)

10.4
(/@) Ty (L))
Weiters gilt T'idy; = idzas und (Tf)~1 = T(f~1) fiir Diffeomorphismen f.

14.3 Bemerkungen.

Um von f : M — TM schone Eigenschaften (insbesondere Differenzierbarkeit)
fordern zu koénnen, brauchen wir eine glatte Mannigfaltigkeitsstruktur auf TM =

Wpens TeM.
Sei dazu vorerst M = U C R™ offen, dann ist 7, M = R™ und somit
T™M = | J {p} xR™ = M x R™.
peEM
Fiir glatte Abbildungen f : R™ O U — V C R” ist die Tangentialabbildung
Tf:UxR™ =V xR"” gegeben durch
(Tf)(z,0) = (f(2), f'(z)(v)).

Sei nun M eine Teilmannigfaltigkeit des R™ und sei ¢ : R™ D U — W N M eine
lokale Parametrisierung. Es ist

T™M = | J{p} x T,M C M xR" CR" x R" =R*".
peM
und T : R?*™ D U x R™ =TU — TM, (z,v) — (¢(x), ¢ (z)(v)) ist eine lokale
Parametrisierung von TM: Sie ist auf der offenen Teilmenge TU des R?™ definiert
und dort klarerweise C°°. Weiters ist ihre Ableitung an der Stelle (z,v) € TU =
U x R™ in Richtung (w, h) € R™ x R™ gegeben durch
(Tp) (2, v)(w, h) = (¢ (2)(w) + 0, " (x)(w,v) + ¢’ (x) (R)).

Die Jacobi-Matrix von Ty bei (z,v) ist somit:

(020 i)

Da ¢ regulir ist, ist ¢’(z) injektiv und somit auch die Jacobi-Matrix von T'¢, d.h.
T ist regulér.

Sei f : M — N glatt und seien ¢ : R™ — M sowie ¥ : R® — N lokale
Parametrisierungen und somit nach dem eben Gezeigen T und T lokale Parametri-
sierungen von 7'M und T'N. Die lokale Darstellung von T f beziiglich dieser Parametri-
sierungen ist:

(TY) P oTfoTe =T NoTfoTe =T o fop).

Da die lokale Darstellung 1)~ o f o ¢ von f glatt ist, gilt gleiches auch fiir die von
Tf, also ist auch T'f glatt.
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14. TANGENTIALBUNDEL 14.6

Falls nun M schliellich eine abstrakte Mannigfaltigkeit ist, dann sollten wir mittels
der Karten ¢ : R™ D U — M von M einen glatten Atlas {Typ : TU = U x R™ —
TM?} von TM definieren kénnen. In der Tat zeigt die selbe Rechnung wie eben fiir
f =1idyy, daB der Kartenwechsel (%)~ ! o Tp = T'(1p~! 0 @) glatt ist.

14.4 Lemma (Tangentialbiindel als Faserbiindel).
Fiir jede Mannigfaltigkeit M ist TM — M ein Faserbiindel.

Beweis. Wir miissen lokale Trivialisierungen von TM —— M finden. Sei dazu
¢ : U — M eine Karte von M. Dann ist ¢ : U = ¢(U) C M ein Diffeomorphismus
auf eine offene Teilmenge von M und Ty : U x R™ = TU — TM ist eine Karte
von T'M nach . Das Bild von Ty ist

Bild(Ty) = {(z,v) e TM :x € Bildp =V, v e T, M}
={(z,v) €eTM : x € V} =1 (V).

Eine Trivialisierung ¥ := T'p o (p~! x R™) von r iiber V ist nun durch folgendes
Diagramm gegeben:

TM ~—77Y(V) TU UxR"<——V xR™
Ty Lp—lx m
e
—1
M Vot U U~—* v O

Bemerkung.

Wir haben noch eine zusitzliche Struktur auf 7'M, denn die Fasern T, M = 7~ (z)
sind Vektorrdume und Ty : R™ = ToR™ — T, M ist linear.

14.5 Definition (Vektorbiindel).

Ein Faserbiindel p : E — M heit VEKTORBUNDEL (VB), falls alle Fasern p~!(z) =:
E, Vektorrdume sind und fiir jedes zg € M eine offene Umgebung U C M sowie
eine lokale Trivialisierung ¥ existiert,

S

p~H(U) U x Rk

x pry

U

1R

die faserweise linear ist, d.h. ¥, := ¥(x,.) : R¥ — E, ist linear fiir jedes » € U. So
eine lokale Trivialisierung heifit dann VEKTORBUNDELKARTE.

Unter einem Vektorbiindel £ — M kann man sich eine Familie {E, : z € M} von
Vektorrdumen vorstellen, welche durch M in einen gewissen Sinn glatt parametri-
siert ist.

14.6 Satz (Tangentialbiindel als Vektorbiindel).
Das Tangentialbiindel TM — M jeder Mannigfaltigkeit M ist ein Vektorbindel.
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14.7 14. TANGENTIALBUNDEL

Beweis. Sei o : R™ D U =,V C M eine lokale Parametrisierung von M. Dann

erhalten wir nach eine lokale Trivialisierung ¥ von T'M als oberste Zeile des
folgenden kommutativen Diagramms:

m

TM|y <—U x R™ —> V x R™
Ty d

@ X1
Tri \LPH \Lprl

Bleibt zu zeigen, dafl v — ¥(z,v) von R™ — {z} x T, M = T, M linear ist. Diese
Abbildung

v (LE,'U) <Pr_><>id (go_l(x),v) '% (w(@_l(x))va—l(wﬂp : 1)) = Tap—l(w)go v

ist aber T\,-1(;)¢ und somit klarerweise linear. O

14.7 Bemerkungen.

1. Zu zwei Vektorbiindelkarten ¢y : U x RF — p~1(U) und ¢y : V xR¥ — p=1(V)
ist der Vektorbiindelkartenwechsel

Yol oy  (UNV)xRE »p H(UNV) = (UNV) x R¥
von der Form

(2,0) = ((ory 07" 0 ) (@, ), (bra o7 0 ) (@,v) ).
= =yu(z)v
Die wesentliche Komponente (pry oty o ¢p) : (UNV) x RF — RF haben
wir dabei durch ¢py = (pryoy;t o ¢y)Y : UNV — L(k,k) beschrieben

(beachte dabei, daf 1/)‘71 oty faserweise linear ist). Diese Abbildung ¢y heifit
TRANSITIONSFUNKTION. Sie hat Werte in GL(k) C L(k, k), denn die Inverse

zu Yyy(a) ist Yuv (2).
2. Im Falle des Tangentialbiindels TM — M erhalten wir Transitionsfunktionen
wie folgt:

Yi(z,0) = (2, T, -1 pi - v) =
e, w) = (a, ( bl @Pi)w) =
(z wm( )(v)) == (¥~ Ol/’g)(x v) = (ac T, (@) P )

(x’ @) 'Tw—wm%'”)
- Tooteen)
Vi j(x) = 4(@(% Yog;)=(pi tow) (g (z) =

Vij=(pi top;) 0wt

Also sind diese Transitionsfunktionen im wesentlichen die Ableitung des Karten-
wechsels ¢; 7! o ; von M.

3. Die Transitionsfunktionen erfiillen allgemein die Kozykel-Gleichungen:

wU:;U2 (:L’) © 1Z)U2U1 (1') = ’l/)UgU1 (1’) fir alle x e U1 NU> N U3
Yyu(z) = idgn fir alle x € U
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14. TANGENTIALBUNDEL 14.7

4. Nach Konstruktion ist die Abbildung &UV (UNV) x RF = R* mit @VU :
(xz,v) = Yyy(z) - v glatt. Und wir behaupten nun, daff dies dazu dquivalent
ist, dal Yyy : UNV — GL(k) C L(k,k) selbst glatt ist. Um das zu be-
weisen, bezeichnen wir mit ev die glatte (da bilineare) Evaluationsabbildung
ev: L(k,k) x RF - RF (A,0) — A-v.

(<) gilt, da

Yyu s (UNV) x RE uXB, pg 1)« RF —ev,y RE

(=) Esist Yyy : UNV = L(k, k) C*, falls ev, o ¢y glatt ist V y € RF,
wobei ev,, : L(k, k) — R*, T+ T(y) bezeichnet. Das ist der Fall, denn

(evy o Yvu)(x) = Yyu(a) -y = Yvu(z,y)
= €Uy O Py = ’lZ)VU(—a y) ist >V Y.

5. Sei nun M eine Mannigfaltigkeit und p : £ — M eine auf einer Menge E
definierte Abbildung so, daf eine Familie von fasertreuen (d.h. p o ¥y = pry)
bijektiven Abbildungen vy : U x R¥ — p~}(U) existiert, wobei die U eine
offene Uberdeckung von M bilden und die zugehdrigen Transitionsfunktionen
Yyu : UNV — GL(k) wohldefiniert und glatt sind.

Dann kénnen wir F auf eindeutige Weise zu einer Mannigfaltigkeit machen,
sodafl p: E — M ein Vektorbiindel mit Vektorbiindelkarten vy wird.

Als Parametrisierungen von E kénnen wir 1y o (¢ x R¥) verwenden, wobei die
1y die gegebenen fasertreuen Abbildungen und ¢ Karten von M sind.

E<~—p (U) =— U x R¥ <— W x RFC—=R™ x R*

Yu exR

- C m
M<—U=——oxouU W R

Die Kartenwechselabbildungen von E sind dann

(v o (92 x BF)) ™ o (yu o (o1 x R¥)) = (93" 0 ¢1,9vu o (o1 x RY)).

Nach Konstruktion sind die ¢y Faserbiindelkarten und wir kénnen die Fasern
E, vermoge diesen zu Vektorrdumen machen und zwar so, daf die ¢y faserlin-
ear werden.

6. Aus wissen wir, dafl sich eine Mannigfaltigkeit aus ihren Kartenwech-
seln zuriickgewinnen 148t. Bei Transitionsfunktionen eines VB haben wir eine
dhnliche Situation: Sei U eine offene Uberdeckung von M. Ein Kozykel von
Transitionsfunktionen, d.h. eine Familie von glatten Funktionen ¢y : UNV —
GL(k) tir U,V € U, welche die Kozykel-Gleichungen () erfiillt, definiert ein
bis auf Isomorphie eindeutiges Vektorbiindel.

Um das zu zeigen, definieren wir: E, := {(Uw) : # € U € U, w € RF}/~,
wobei

U w) ~ (V.u') & w' =dyy(z) - w.
Es ist E, ein Vektorraum mit ¢y (z) : w — [(U,w)], ein Vektorraum-Isomorph-
ismus R* — E,. Die disjunkte Vereinigung

E:= || E = {a} x Ex)

ist ein Vektorbiindel iiber M mit der FuBpunktabbildung p: E 5 (z,v) — x €
M, denn E|y :=p 1 (U) = U,co Bz = U x RF vermdge der Trivialisierung vy
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15.1 14. TANGENTIALBUNDEL

definiert durch ¥y (z, w) := (z, [(U,w)]). Fiir den Kartenwechsel gilt:

(w\jl 0 wU)(I,w) = (wi,) <~
& (2, [(V,w")]) = ¢y (z,w') = Yu(z,0) = (z, (U, w))),

also w' = Yyy(x) - w.

14.8 Definition (Vektorbiindelhomomorphismen).
Sind p: V. — M und ¢ : W — N Vektorbiindel, so heiBt eine glatte Funktion f

VEKTORBUNDELHOMOMORPHISMUS iiber f : M — N, falls folgendes Diagramm
kommutiert und f, : Vi, — Wy, linear ist V.o € M.

V*f>W

|,

M——N

14.9 Definition (Teilvektorbiindel).

Es seien p: E — M, q: FF— M zwei Vektorbiindel, sodal F, Teilvektorraum von
E, ist Vo € M. Dann heifit ¢ : FF — M TEILVEKTORBUNDEL von p : E — M,
falls zu E ein VB-Atlas {¢y : U x R¥ — p~1(U)} existiert, der U x Rl C U x R*
auf F|y fiir ein [ < k abbildet, d.h. ¥y : U x RF 2 Bl = p~}(U) und Y|uxr)
UxR = F|ly=qYU).

F\7 () =y
E~—p () i” \Uka -
\ \ pry \

M~<~—/—2U

// /

M<—U

Das bedeutet, da8 1y (z) den “konstanten” Teilraum R’ genau auf F}, abbildet.

15. Vektorfelder

15.1 Definition (Schnitte von Biindeln).

Unter einem SCHNITT o EINES VEKTORBUNDELS (oder Faserbiindels) E —2— M
versteht man eine Abbildung o : M — E, welche p o o = id); erfiillt. Die Schnitte
des Tangentialbiindels TM — M heiflen VEKTORFELDER (VF) auf der Mannigfal-
tigkeit M.

Den RAUM DER GLATTEN SCHNITTE {oc € C°(M, E) : poo = id} bezeichnet man
mit C°(M <+ F) und auch mit I'(E -2~ M) oder kurz mit I'(F), wenn die
Fulpunktabbildung klar ist.

Die Menge aller GLATTEN VEKTORFELDER auf M bezeichnen wir auch mit
X(M) :=C®(M +=—TM).
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Schnitte kénnen addiert und mit reellwertigen Funktionen f auf M punktweise
multipliziert werden. Somit ist C°°(M «+2-F) ein Vektorraum und sogar ein MODUL
iiber C*°(M,R), also ein “Vektorraum” iiber dem Ring C*°(M,R) (anstatt iiber
einem Korper), d.h. es gilt:

(f+9)€=fE+98 f(E+m)=fE+ fn,
(f-9)¢=f(g-¢), 1-£=¢

Wir wollen mit Vektorfeldern oder allgemeiner mit Schnitten von Vektorbiindeln
konkret rechnen. Dazu benétigen wir lokale Darstellungen.

15.2 Lokale Beschreibung von Schnitten.

Lokal ist ein Schnitt s durch eine Abbildung 5 = (s!,...,s*) : M — R¥ der Basis
M in die typische Faser RF gegeben.

s(@) =—————19g" (s(x))

(z,5(z))

By~  UxRF

Speziell fiir das Tangentialbiindel erhalten wir: Dem Vektorfeld ¢ entsprechen lokal
Abbildungen (f};)zﬁl : M — R™, deren Gestalt von der Wahl der Karte ¢ abhéngt:

Tpo(p™ ' xR™)

TMlBildgp ~ Bildp x R™
sib\\\ //ﬂﬁZmn
Bild ()

Wir haben in gesehen, daf falls (u!,...,u™) = ¢! lokale Koordinaten auf
M sind, so ist (0f], = 52rlp,-- -+ 0%]p = 5= |p) eine Basis von T, M fiir alle p im
Definitionsbereich U der Karte ¢ und der Isomorphismus Ty o (p~! x R™) bildet
die Standardbasis (z,e;) auf % + ab. Jedes Vektorfeld & 1ifit sich also auf U als
& =21, €007 schreiben, wobei 0f die Vektorfelder p — 97|, = 72|, sind. Der
Index ¢ der Komponenten {Z;, von £ beziiglich der Basis 07 deutet die Abhéngigkeit
dieser Komponenten von der Basis an, die ja wiederum von ¢ abhéngt. Zumeist
werden wir diesen Index aber, wie allgemein iiblich, weglassen. Wir kénnen die Kom-
ponenten & berechnen, indem wir & = Do &l ‘Zi auf die lokale Koordinatenfunktion

w anwenden: &(w’) = (32,652 ) (w) = 3, & 8 =¢&;. Also ist € = S Eut) 52

15.3 Folgerung.

Ein Vektorfeld £ ist genau dann glatt, wenn alle Komponenten ffa glatt sind.
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Beweis. Dies folgt sofort daraus, dal die lokalen Schnitte % glatt sind, was
wiederum aus dem Diagramm

TMIU <2~ v xR X0 7« R
WU\L Prll PH\L
U L 1% L U

folgt, denn dem Schnitt % ganz links entspricht rechts der konstante Schnitt x —
(z,€?). O

15.4 Beispiele von global (nicht-)trivialen Vektorbiindeln.

1. Das Tangentialbiindel von S™ C R"*! als Teilbiindel von TR"™!|gn = S™ x
R ist TS™ = {(z,v) € 8™ x R*™! : (z,v) = 0}. Insbesonders ist T'S* =
{(z,y,u,v) : 22 + y> = 1, 2u + yv = 0}, also T'S* = S x R mittels (x,y,t) —
(z,y, —ty,tx). Somit ist das Tangentialbiindel der S! trivial, und zwar ist es
der Zylinder.

2. Die Projektion: Mobiusband — S' auf die Mittellinie ist auch ein VB, dessen
Faser (—1,1) @ R ist.
Dieses VB ist jedoch nicht trivial, denn andernfalls hétte man eine globale
Trivialisierung :

<

IXxR—————= Mbb —>Mob

\/ \/

mit (S1,1) N St == 1/1(5’1, 1) N4(S1,0) = 0. So eine Abbildung gibt es aber
nicht.

IR

3. Auch T'S? ist ein Vektorbiindel. Um die Frage, ob es auch trivial ist, beant-
worten zu kénnen, nehmen wir an, es giibe eine Trivialisierung v : S? x R? —
TS?. Mit 1(_,e;) hiitte man eine stetige Abbildung, die jedem z € S? einen
nichtverschwindenden Tangentialvektor zuordnet, so eine Abbildung existiert

aber nicht (Igelsatz |29.11 ).

4. Da die S? eine glatte Gruppenstruktur trigt, ist 7.5 =2 S x R3 wiederum ein
triviales Vektorbiindel vermége der Tangentialabbildung der Linksmultiplika-

tion, siehe .

15.5 Definition (Linear unabhiingige Vektorfelder).

Eine Familie von Vektorfeldern {;,...,&} auf M heifit (UBERALL) LINEAR UN-
ABHANGIG, falls {&|, : 1 < ¢ < k} linear unabhéngig in T,,M ist fiir alle p € M.

15.6 Bemerkung (Parallelisierbare Mannigfaltigkeiten).

Eine Mannigfaltigkeit M heifit PARALLELISIERBAR) wenn ihr Tangentialbiindel triv-
ial ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn sie m := dim M iiberall linear unabhéngige
Vektorfelder besitzt: Ist TM trivial, d.h.

TM < M x R™

< IR

™M pry

M

90 andreas.kriegl@univie.ac.at © 26. Juni 2018



15. VEKTORFELDER 15.9

dann sind die & : ¢ — ¢¥(z,e;) fiir 1 < ¢ < m linear unabhingiges Vektorfelder.
Umgekehrt definiert ¢ (z, (v')™,) := >, v¢; () eine Trivialisierung von 7'M, falls
{& 1}, linear unabhiingig ist.

Z.B. besitzt S! ein linear unabhingig Vektorfeld, da ihr Tangentialbiindel trivial
ist. Der folgende Satz gibt Auskunft dariiber, wieviele linear unabhéngige Vek-
torfelder auf den hoherdimensionalen Sphéren existieren (“wie trivial also deren
Tangentialbiindel ist”).

15.7 Satz (Linear unabhingige Vektorfelder auf den Sphéren).

Auf der S™ konnen genau dann m linear unabhdingige Vektorfelder gewdhlt werden,
wenn n+1 = 249+ . c mit a € Ny, b € {0,1,2,3}, ungeraden c und m+1 < 8-a+2°
1st.

Ohne Beweis. Das Resultat wurde durch [36], [68] und [1] erhalten.
Die Anzahl der linear unabhéngigen Vektorfelder auf den Sphéren hingt mit der
Struktur gewisser Algebren zusammen:
15.8 Proposition.
Es sei b: RFt1 x R*1 5 R eine bilineare Abbildung, sodafs

1. Aus b(v,x) =0 folgt v =10 oder x = 0 (Nullteilerfreiheit),

2. 3 vy € R sodaff b(vg,z) =z V x € R** L (Linkseinheit),
dann existieren k linear unabhingige Vektorfelder auf der S™.
Beweis. Sei v € R**1, dann ist die Abbildung R**! — R"*! mit z + b(v, z) linear.
Mit den Abbildungen p : R**1\ {0} — S™ (Radialprojektion) und incl : S™ — R"**+!
(kanonische Inklusion), kann ein glattes Vektorfeld &, : S™ — T'S™ wie folgt definiert

werden: &, = Tpob(v,.)oincl. Sind {vg, vy, ... v;} linear unabhiingig im R¥+!, dann
sind {&,,,...&y, } linear unabhiingig iiberall: Sei

k
0= Z )\igvi T
=1

Der Kern von T, p ist der von x erzeugte Teilraum im R"*! =

. k
_ Z NiTep(b(vi, ) = sz< Z Aib(v;, 33))

k
= Z Aib(vi, ©) = =Xz = —Aob(vo, x) fiir ein Ao € R
=1

k k
;»b(z/\ivi,@ =0 222 S h=0 2B =0V i O
i=0 1=0

15.9 Folgerungen.

1. Die Sphiren S*, S3 und S” sind parallelisierbar:
Als bilineare Funktionen b : R"T1 x R*T1 — R™FL welche die Eigenschaften

und von erfillen, konnen folgende R-Algebra-Multiplikationen

verwendet werden:
n=1: CxC—C
n=3: HxH-—H
n=T: Ox0 — 0, wobei O =R die Cayley-Zahlen

(oder auch Oktaven oder Oktonionen) sind.
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16.3 15. VEKTORFELDER

Wegen sind dies die einzigen parallelisierbaren Sphdren, denn aus 2*@+°.
c=8a+2° folgt c =1 und weiter a =0, alson =2 —1 fir b € {0,1,2,3}.
2. Wenn n ungerade ist, dann besitzt S™ ein nichtverschwindendes Vektorfeld. Fiir

b:R?Z x R — R wobei n + 1 = 2k fiir k € N ist, kann die Skalarmultip-
likation mit komplexen Zahlen verwendet werden:

C x CF — C*, CYPERED L PN D ERD PP L)

3. Wenn G eine Lie-Gruppe mit neutralem Element e € G ist, so ist TG =
G x T.G. Der Isomorphismus ist durch

5 = (’n(f)vTLﬂ'(f)_l : g) = (Tr(g)vTM(Oﬂ'(ws)_lvf))
gegeben, fiir Details siehe [86, 67.2].

16. Gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung

16.1 Definition (Integralkurve).

Es sei £ € X(M) und I ein offenes Interval mit 0 € I. Dann heifit ¢ : T — M
(Losungskurve) INTEGRALKURVE des Vektorfeldes £ durch p 1<

c(0) =p und Cl(t) = &c(1) firt € 1.

Wir werden folgenden iiblichen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir die Losung von
gewOhnlichen Differentialgleichungen in Vektorrdumen benutzen.

16.2 Satz iiber gewdhnliche Differentialgleichungen.

Sei E ein Euklidischer Vektorraum (oder allgemeiner ein Banachraum) und f :
R x E — E eine glatte Funktion. Dann existiert ein offenes Intervall I um 0 in R
und eine offene Kugel U um 0 in E, so daf fir alle x € U eine eindeutige Lisung
¢y : I = E der gewohnlichen Differentialgleichung

e (t) = f(t,ca(t)) mit c(0) = x
existiert. Weiters ist (t,x) — c;(t) glatt als Abbildung I x U — E.

Ohne Beweis. Siche z.B. [81, (.2.15] oder [35, 10.8.1 und 10.8.2].

Damit kénnen wir nun folgende globale Version auf Mannigfaltigkeiten beweisen.

16.3 Satz iiber gewohnliche Differentialglg. auf Mannigfaltigkeiten.
Sei & € X(M), dann gilt:

1. Zu jedem p € M existiert eine eindeutig bestimmte mazimale Integralkurve
e (P, th) — M zu & durch p (d.h. jede andere Integralkurve ist eine Fin-
schrdnkung von cp ).

2. Ist th, < oo, dann gilt limt/ti c(t) = o0, d.h. fiir jede kompakte Menge K C M
ist ¢(t) nicht in K fir alle t hinreichend nahe bei t*..

3. Die Menge U = {(t,p); t* <t < 8} C R x M st eine offene Umgebung
von {0} x M. Die Abbildung FI* : U — M, definiert durch F1*(t,p) := ¢,(t),
ist C*° und heif$t der LOKALE FLUSS des Vektorfeldes. Falls q := Flg(s,p)
existiert, so existiert Flg(t + s,p) genau dann wenn Flg(t,q) existiert, und die
beiden stimmen tiberein. Diese Gleichung heif$t auch EINPARAMETERGRUPPEN-
EIGENSCHAFT, denn wenn F1° global definiert ist, dann besagt sie: (Flg)v R —
Diff (M) ist ein Gruppen-Homomorphismus.
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16. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNG ERSTER ORDNUNG 16.3

Beweis. () lokale Existenz und Eindeutigkeit: O.B.d.A. sei U C R™ offen,
§: U — R™ glatt. Wir suchen ein ¢ mit ¢/(t) = &) und ¢(0) = z. Dies ist eine
gewohnliche Differentialgleichung, deren lokale Losung nach existiert und
eindeutig ist, weil ¢ lokal Lipschitz ist. Sie ist C'°, da £ glatt ist.

Globale Existenz und Eindeutigkeit: Seien c;, co zwei Integralkurven. Die
Menge {t > 0 : ¢1(t) = c2(t)} ist eine abgeschlossene Teilmenge von Dom ¢y N
Dom ¢p. Angenommen sie stimmt nicht mit dieser {iberein, dann gibt es ein ¢ in der
Differenz. O.B.d.A. sei t > 0 dann existiert ¢ty := inf{0 < ¢ € Dom¢; N Dome; :
c1(t) # co(t)}. Klarerweise ist c¢1(tg) = ca(tp). Nun sind aber ¢t — ¢1(tg + )
und t — co(tg + t) Integralkurven durch c¢i(tg) = c2(to) und stimmen somit
lokal {iberein. Das ist ein Widerspruch zur Eigenschaft des Infimums. Somit ist
¢, = U{c : cist Integralkurve durch p} die wohldefinierte eindeutig bestimmte
maximale Integralkurve durch p. Wir setzen (t”, ¢} ) := Dom c,.

() Wegen | 1|ist {0} x M C U und F1°(0,p) = ¢,(0) = p.
Einparametergruppen-Eigenschaft: Es existiere ¢ := Fl(s,p), d.h. t¥ < s < tﬁ_, da
r +— Fl(r,p) die maximale Integralkurve mit Anfangswert p ist und diese ist fiir
t? < r < t& definiert. Es ist ¢t — FI(¢,F1(s,p)) die maximale Integralkurve mit
Anfangswert ¢ und somit fiir t < ¢ < ¢4 definiert. Fiir ¢ mit t* < ¢+ s < ¢! ist
auch t — F1(t + s, p) eine Losung mit Anfangswert ¢ = Fl(s, p). Also gilt wegen der
Maximalitit und Eindeutigkeit von ¢t — FI(t, q¢) Gleichheit und t? <’ —s < —s <
tf —s < t%. Insbesonders existiert also F1(—s, ¢) und stimmt mit FI(—s+s,p) = p
iiberein. Also folgt aus Symmetriegriinden, da ¥ < t? + s und t4 +s < ¢¥.
Zusammen ergibt daB t4 = ¢!, — s und somit existiert F1(¢ + s, p) genau dann wenn
Fl(t, q) existiert und die beiden stimmen {iberein.

Wir zeigen jetzt, dal U C R x M offen ist und F1 darauf C*°: Fiir p € M sei
I:={t' € [0,t%) : Flist lokal um [0,#'] x {p} definiert und glatt}.

Wir zeigen indirekt, dal I = [0,%}) ist (analog geht man fiir t* vor):
Angenommen I C :O,tﬁ). Sei tg := inf([O,tﬁ) \ I) und ¢q := Fl(tp,p). Fir pe M
existiert nach | 16.2 | eine offene Umgebung von (0, p) € R x M, auf welcher der Flufl
FI definiert und glatt ist, somit ist tg > 0.

Ebenso ist Fl auf einer Umgebung (—&,e) x W von (0,q) glatt und wegen der
Stetigkeit von t — Fl(t,p) bei ¢y existiert ein 0 < § < € so, daB Fl(ty — ¢,p) in
W enthalten ist. Nach Konstruktion von #y ist Fl auch auf einer Umgebung von
[0,tg — 6] x {p} glatt. Somit bildet x — Fl(ty — J,z) eine Umgebung von p glatt
nach W ab und damit ist die Zusammensetzung (s, z) — Fl(s, Fl(to—d, z)) auf einer
Umgebung von [0, 4] x {p} glatt. Wegen der Einparametergruppen-Eigenschaft ist
Fl(s,Fl(to—d,x)) = Fl(s+tg—4d, ), also Fl lokal um [tg—d, to] x {p} glatt. Insgesamt
ist F1 auf einer Umgebung von ([0,to — §] U [tg — d, to]) X {p} = [0, 0] x {p} glatt,
und damit eine Umgebung von tg in I enthalten, ein Widerspruch zur Annahme.

Fl (P, to)
Fl (p,to-5) g
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16.6 16. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNG ERSTER ORDNUNG

() Sei K C M kompakt. Angenommen es existieren t, — t < oo, soda8 p,, :=

cp(tn) € K fir alle n. O.B.d.A. gelte p, — ps € K (denn K ist kompakt). Nach
existiert ein § > 0 so, daf} der Flufl Fl(¢, ¢) wohldefiniert fiir |t| < § und ¢ nahe bei
Poo- Fiir n geniigend grof seien p,, solche Werte fiir ¢, d.h. Fl(¢, p,,) ist wohldefiniert
fiir |¢| < 6. Andererseits gilt:

Fl(t,p,) = Fl(t, cp(tn)) = Fl(¢, Fl(t,, p)) = FL(t + t,,p) = cp(t + ty).

Also ist ¢,(s) wohldefiniert nicht nur fir 0 < s < tﬁ sondern auch fiir s =t + ¢,
mit |t| < 6 und n hinreichend gro, d.h. t, —d < s < ¢, + ¢. Sei n so groB, dafl
t, >t — 4. Dann ist ¢, auf [0,7) U (t, — d,t, + ) 2 [0,t}] wohldefiniert, ein
Widerspruch zur Voraussetzung, daf die Losungskurven nur bis vor ¢f definiert
sind.

16.4 Beispiel (Exponentialabbildung).

Fiir T € L(n,n) definiert die Matrixmultiplikation mit 7" von links T, : S+ T o S
ein Vektorfeld auf L(n,n). Gesucht ist die Losungskurve ¢ : R — L(n,n), die
d(t) = Tu(c(t)) := T o ¢(t) mit vorgegebenen ¢(0) = S € L(n,n) erfiillt. Man
definiert

| —

k
!T

o

exp(T) := Z
k=0

und zeigt, dal die Reihe absolut konvergiert. Die Losung obiger Differentialgle-
ichung mit Anfangswert S lautet dann ¢(t) = exp(tT') o S, und der globale Fluf} ist
Fl(t,S) = exp(tT) o S, siehe Aufgabe [86, 72.50].

16.5 Definition (Vollstindige Vektorfelder).

Ein Vektorfeld ¢ € ¥(M) heiBt VOLLSTANDIG, wenn FI° global (d.h. auf R x M)
definiert ist.

16.6 Bemerkungen.

1. Aus|16.3.2 | folgt direkt:

Ist M kompakt, so ist jedes Vektorfeld vollsténdig.

2. Falls M eine nichtkompakte Zusammenhangskomponente besitzt, dann ex-
istieren nichtvollstindige Vektorfelder, z.B.: M := R, £(x) := 1 + 22, also
c(t) = 1+ ¢(t)?. Zum Anfangswert ¢(0) = 0 ist dann die Losung c(t) = tan(t)
nur fiir t € (—m/2,7/2) definiert.
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3. Sei M :=R? £(x,y) = ya% und n(z,y) = (a:2/2)8%. Wir behaupten, dafl £
und 7 vollstdndig sind:
FI*(t2,y) = (2 + ty, y),
F1"(t;2,9) = (z,y + tx?/2), denn
d
pn FI¢(t; 2, y) = (y,0) =y - % +0- a% = ¢(Fl(t;x,y)) und analog fiir 7.
Aber £ + 7 ist nicht vollstdndig: Sei c(t) = (z(t),y(t)) eine Losungskurve von
2 .
E+ My = v %8%' Dann ist 2/(t) = y(t) und y'(t) = z()?/2, d.h.
dpl(t)? = 22/ (t)a"(t) = 22/ ()Y (t) = 2/ (H)z(t)? = La(t)?/3 = 2/(t) =
2(t)3/3 + C. Lost man die Differentialgleichung mittels Separation der Vari-
ablen zum Anfangswert y2 = x3/3 mit 29 > 0 so ist C' = 0 und es zeigt sich,

dafl x(t) = pr, (F]§+n(t; T, yO)) = 12_4\/1327% nicht global definiert ist.

4. Sei Flé(p) := FI(t,p). Weil fiir kleine ¢t der FluB FI¢ lokal um p existiert
und Flét lokal um F1°(¢, p) existiert, gilt wegen der 1-Parameteruntergruppen-

Eigenschaft (F15)~! = FI°, fiir alle kleinen ¢. Der FluB F1¢ ist also ein lokaler
Diffeomorphismus.

17. Lie-Klammer

In haben wir T, M mit Der,(C*>(M,R),R) identifiziert. So war fir lokale
Koordinaten (u',...,u™) die Wirkung eines Tangentialvektors v = > v €
T,M auf f € C*°(M,R) gegeben durch:

U(f) = (sz% p)(f) :Z’Ui : 3?“'
v(u!) = Zvi 52 ]p(u’) =7, denn

2o lp(u?) = 9;(u! 0 ) (¢ (p)) = Bilpr;) (9~ (p) = 6.

Wir wollen nun sehen was passiert, wenn wir den Punkt p variieren, also folgende
Abbildungen betrachten:

o)
ou’

’

»(f) und insbesonders

17.1 Satz (Vektorfelder als Derivationen).
Es gibt eine bilineare Abbildung
X(M) x C®°(M,R) — C*°(M,R),
(&N =& F=€0) (:p= &) €R).
Diese bilineare Abbildung induziert einen R-linearen Isomorphismus von X(M) mit
Der(C=(M,R)) i= {0 € LIC=(M,R)) : 0(f - 9) = 0(f) - g+ f - (o) }.

Auflerdem gilt: (f-€)-g= f-(£-g), d.h. dieser Isomorphismus ist sogar C*°(M,R)-
linear, wobei Der(C>°(M,R)) durch (f - 0)(g) := f-0(g) zu einem Modul iber der
kommutativen Algebra C°°(M,R) gemacht wird. Beachte, dafi & - f € C°°(M,R)
wohingegen f - & das punktweise Produkt in X(M) ist.

Beweis. Wir definieren:

§(N)(x) = (€(N)(x) :=&(@)(f) = (Tof)(§(x)) = (pryoT f o §)(x).
Also ist £(f) = pryoTf o & € C°(M,R).
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Die Zuordnung (&, f) — &(f) ist linear in &, da Ty, f linear ist. Sie ist linear in f, da
&(x) € Derg, also linear ist.

Die induzierte Abbildung f +— &(f) ist eine Derivation, denn

§(f9)(x) = E(x)(fg) = &(x)(f) - 9(x) + f () - £(2)(9)

=&(f)(@) - g(x) + f(z) - £(9)(2)
= (&) 9) (@) + (f-&9) ()
= (&(f) g+ fE(9) ().

Die induzierte Abbildung X(M) — Der(C*°(M,R)) ist surjektiv:
Sei @ € Der(C*°(M,R)) gegeben. Wir suchen ein Vektorfeld £ € X(M), welches
E(z)(f) = 0(f)(x) erfiillt. Also ist

&(x) = evy 00 € Der, (C®°(M,R),R) =T, M.

Verbleibt zu zeigen, dal £ glatt ist. Beachte, dal 0 ein lokaler Operator ist, d.h.
flu =0 = 0f|y = 0 fiir jede offenes U C M: Fiir x € U wihle p € C*°(M,R)
mit p(z) = 1 und Trg(p) C U, dann ist 0 = 9(0)(x) = I(pf)(z) = I(p)(x) -0+ 1-
A(f)(x) = O(f) (). }

Seien nun (u',...,u™) lokale Koordinaten. Dann ist £(z) =, §(x)’%|m, und die
Komponenten

€'(z) = &(2)" = (evy 00)" = (evy 00)(u') = A(u')(x)

sind glatt in . Also ist & € X(M). Dafl die beiden Abbildungen £ <« O invers
zueinander sind, ist klar, denn

€' (x) = (evy 00)(u') = O(u")(2) = & (u') = &§'(x)
A(f)(x) = &(x)(f) = (evz 0d)(f) = O(f)(x).
Schliefllich zeigen wir die C°°(M, R)-Linearitét:

(f-(g )|p (f f) gz(fp'fp)'ng(p)'(fp'g)
= f(p)- (£ 9)p = f(p)-&(9)(p) = (- &(9))]p- O

17.2 Folgerung (Raum der Vektorfelder als Lie-Algebra).
Durch die Zuordnung:
X(M) x X(M) = X(M),
(&m) = (&l £ (€M) = n(E()),

wird eine bilineare Abbildung definiert, die den Raum X(M) zu einer LIE- ALGEBRA
macht. D.h. es gelten:

1. Schiefsymmetrie: [£,m] + [n,£] = 0;
2. “Jacobi-Identitat”: [€, [n, x| + [, [x, €]l + [x, [§, n]] = 0;
3. Zusitzlich gilt: [f€, gn] = fg- &, 0]+ f&(g) -n—gn(f) - €

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir den Raum Der(A) der Derivationen einer all-
gemeinen assoziativen Algebra A anstelle von C*°(M,R). Dazu definieren wir fiir
&,n € Der(A) die LIE-KLAMMER von € mit n als [£,7] :=€on—no&.
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Dann gilt [, 7] € Der(A), denn klarerweise ist [£, 5] linear und fiir f,g € A gilt:
[§,m1(f - 9) =& (f - 9)) —n(&(f - 9))

=&(f-n(9) +EM(f) - 9) —n(f - &(9)) —n(&(f) - 9)
=1 -&(9) +&(Hnlg) +n(HEl9) +£m(f)) -9

= f-n(&(g)) = n()Elg) = &(Fnlg) = n(&(f)) - g
= f-1&nl(g) + [&n)(f) - 9.

Die Abbildung (¢,7) — [, 7] ist bilinear, denn die Komposition in L(A, A) ist
bilinear und die Subtraktion in L(A, A) ist linear.

Sie ist schiefsymmetrisch, denn
€n=Eon—nol=—(no—E§on) =—[n,¢]
und erfiillt die Jacobi-Gleichung, denn:

(€, [, xI] + [0, s €D) + [ 6 ]
=[{mox—xon+nxol—Eox]+[x,§on—nof]
=fo(nox—xomn) —(mox—xon)of

+mno(xo§—E€ox)—(xo&—Eox)on
+xo(§on—nof)—(§on—mof)ox
=0
Zuletzt zeigen wir noch Punkt (3):
(If €. g~n1)< )= ((r-)0
&)((g- h)—g ) ((f-&)(h))
&) (g- nh)* €
*f &(g) -n(h) + f-g-&(n(h))
—g-n(f)-

¢
=(f-g €]+ f- 69)-n—g-n(f)-§)(h)- O

Bemerkung.

Beziiglich der VB-Kartendarstellung sieht [£, 7] folgendermaﬁen aus:

i 0 0 ilinearité i 0
gn]:{zg 8ui’z kauk] = ttZk ot k(’?uk}

-Z@ k[@ul aik]“l(auz' k)%_ k(%fi)aii)
i 0

el ) e [

denn

o 9
i = 5 (3k(f0<p)0<p 1) = 8i(0k(fop)optop)op™! = 8idk(fop)op .

Es ist also der Koeffizient von [£, 7] beziiglich 8 =% gerade
. 877 . 8§k
k _ % '
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Man kann umgekehrt diese lokale Formel dazu verwenden, die Lieklammer zu
definieren. Man mufl dazu aber die Vertraglichkeit mit Kartenwechsel nachrech-
nen. Dies geht wie folgt:

(€5 750) o
(S (o) T (S 909))
<Zfzauz aua j) zi:”iaii( . gi@) %
(;gz@;;ﬂj -0 )
S0+ ®)) o
_Z(flauz a gij) %
Fiir offenes M C R" gilt also:

(€ mlz = Z(&iamklz = 1,0i€"2) = (1) () (&) — (€%)'(2) (n)
h (& m)(z) =7'(x) - & = §'(2) - 1o

>
Z

Beispiel.
Es ist [£,n] nicht vollstindig, wenn £ und n wie in | 16.6.3 | sind:
o 229 2ro 0 a (z%\ 9 29 ) ) 20
(€, = sy %Fy] =y5 5 57,] +y%(%)a§ - %Fy(y)a =yry, — S o

c(t) = ei(t) ist Losungskurve < dt
c2(t)

Es folgt: ¢1(t) = ﬁ und co(t) = 2(15 A)? - B. Aus der Anfangsbedingung c(0) =
(z,y) ergibt sich A =2 und B = £¥. Somit ist

Clag) (8) = FIEM (1 3 4)) = (2+m,(t+ 22 Ty) - (ﬁm,(l +t:c/2)2y).

Fir t = —% ist der Fluf} nicht definiert, d.h. [, n] ist nicht vollstéindig.

17.3 Definition (Verwandtschaft von Vektorfeldern).
Essei f: M — N glatt.

Tf
Ein Vektorfeld ¢ € TM ——TN
XX (M) heifit f-VERWANDT mit eine Vektor- 3 f K B
feldn € X(N) = Tfol=nof. M N R

Es gilt dann, daf$ £ genau dann f-verwandt mit n ist, wenn £(go f) = (ng) o f fir
alle glatten g : N — R.

(=) &(go fp) =&(go f) = (Tnf &) g =19 =n(9)(f(p) = (n(g) o f)(p)
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(<) (Tfo&)pg = (Tf-&)g =E&lge f) =E(go f)lp) = (ngo f)p) = ng(f(p)) =
5@ (9)-
17.4 Bemerkung (Push-forward von Vektorfeldern).

Fiir allgemeines f 148t sich kein Vektorfeld finden welches f-verwandt zu einem
gegebenen Vektorfeld ist. Ist jedoch f ein Diffeomorphismus, dann ist T'f o £ o f~1
ein Vektorfeld f.£ auf N fiir jedes Vektorfeld £ auf M.

™ TN
(I
M*f>N

Das Vektorfeld ¢ ist f-verwandt mit f.£ nach Konstruktion. Umgekehrt hat man
folgende Aussage:

17.5 Lemma (Pull-back von Vektorfeldern).

Es sei f : M — N eine Immersion, n € X(N) und 0,y € Bild(T,f) fiir alle
p € M, dann folgt daraus: 3! Vektorfeld {(=: f*n), sodaf & f-verwandt mit n ist.

Beweis. Da T'f injektiv ist, kann jedem 74 (,) in Bild(7}, f) ein eindeutig bestimmtes
Element ¢, € T,M zugeordnet werden. Bleibt zu zeigen, daf} dieses Vektorfeld

& M — TM glatt ist. Da f eine Immersion ist, existieren nach Karten ¢
und ¥ um p bzw. f,, sodal ! o f o ¢ = inclgm_,gn. Sei & = Zf;@f. Es geniigt
zu zeigen, daB die £, : M — R glatt sind. Da
(€0)p = &p(priop™") = &(pr; o9~ o f) = (T'f 0 &) (pr; 09 ™)
=150y (Pr; 09 ™) = (1) ppy = (0 f)p in p glatt ist,

folgt, daB &, lokal um p glatt ist. Die f-Verwandtschaft folgt unmittelbar aus der
Konstruktion von &. O

17.6 Bemerkung.

Wir haben gezeigt, dafl Vektorfelder mittels Diffeomorphismen f transportiert wer-
den konnen:

™ TN ™ TN
AT
M—' N M—1 o N

Dabei bezeichne f*n := T'f~1ono f nach und f.£ = Tfofof~' nach[17.4]
Es gilt dann:

felf*m)=Tfo(f'mof ' =TfoTf  onofof=n

und analog f*(f«&) =&, dh. f*: X(N) - X(M) und f. : X(M) — X(N) sind fiir
Diffeomorphismen f zueinander invers.
17.7 Proposition.
Die Vektorfelder &; seien f-verwandt mit n; firi=1,2. Dann gilt:

1. & + & ist f-verwandt mit n1 + 2.

2. [&1,&2] ist f-verwandt mit [n1,n2].

3. (gof)- & ist f-verwandt mit g-n, wobei g: N — R glatt ist.
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17.10 17. LIE-KLAMMER

Beweis.
folgt aus der Linearitat von T, f.

folgt analog, wegen
(Tre (9o ) )w) =Tr (@) &) = 9(/®) - (LD &
=9(f®) - np) = ((g -m) 0 f) (p)-

[2] folgt, da
[€1,&](go f) =& (&lgo f)) —&(&lgo f))

L &1((n2g) o f) — &((mg) o f)
(m(n29)) o f = (n2(mg)) o f = (Im,m2)g) o f. O

17.3

17.8 Lemma.
Es sei f € C*°(M,N), £ € X(M) undn € X(N).
Dann gilt: € ist f-verwandt mit n < f o FI* = F17o(id x f) lokal um {0} x M.
Beweis.
(<) Es gilt
dili=of (FIE(t,p)) = Tf (FI°(-,p)'(0)) = Tf(&) und
Eli=o FI'(t, f(p)) = n(Fl” (O,f(p))) =n(f(p))-
(=) Die Kurve F17(_, f(p)) ist die eindeutige Integralkurve zu n mit Startwert f(p).
Andererseits hat f oFlg(t, p) den Wert f(p) bei t = 0 und durch Differenzieren folgt:
! i
(FoFECD) () = TF((FECD) M) = (T Olerecr = 1l s

Die Gleichheit der beiden Ausdriicke folgt nun aus der Eindeutigkeit der Inte-
gralkurven von 7. O

17.9 Definition (Lie-Ableitung).
1. Fir £ € X(M) ist die LIE-ABLEITUNG L¢ : C*°(M,R) — C*°(M,R) in Rich-
tung £ auf Funktionen f € C°°(M,R) definiert durch
7 (p $li=o(FI)* F(p) = &li=o(f 0 FIE)(1,1)).
2. Fir £ € X(M) ist die LIE-ABLEITUNG L¢ : X(M) — X(M) in Richtung § auf
Vektorfeldern nn € X(M) definiert durch
n (b Eli=o(FIE) 0(p) = im0 (TFIE, 07 0 FIF) (1))

Dabei beachte man, daf TFlg_t on o Flf : M — TM fir alle t nahe 0 lokal
ein Schnitt ist, und somit ¢ — (T Flg_t on o Flf)(p) eine lokal definierte Kurve
im Vektorraum T,M fiir jedes p ist (wohingegen t — (T Flg_t ono Flf) keine
wohldefinierte Kurve in X(M) ist), und somit die Ableitung < |—o(T FI*, ono
F1$)(p) ebenfalls in T, M liegt.

Der folgende Satz zeigt, dal wir die Lie-Ableitung von Funktionen und Vektor-
feldern schon kennen.

17.10 Satz (Beschreibungen der Lie-Ableitung).
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17. LiIE-KLAMMER

17.11
1. Fir & € X(M) und f € C*(M,R) gilt:

Lef =£f.
2. Fir&,ne X(M) gilt:

Le(n) = [€,1m]-

Beweis. | 1| Da &, = ¢, (0) mit ¢, := FI¢(_, p) ist, gilt

(Le)p = Hli=o(FI1)" f(p) = (f o FI(,,p))(0) = (f 2¢,)'(0) = &(f) = (€)p-

Sei a : R? — R durch

a(t,s) = (Mlpep) (f 0 FIS) = TFI (e g ) (f) = (TFIS om0 FIG),(f)
lokal definiert. Dann ist

Oé(t, 0) = TNF1& (¢,p) f = (nf)(Flg(t7p))
(0, 5) = np(f o FI)
= 0ial,0 =

dli=o(nf)(FI*(t,p)) = & (nf)
o (mp (£ o FIE(E ) ) = mp (oo (£ 0 FIE(1,)) ) = mp(),

da 7, linear ist. Es gilt also

2t (0,0) =

Lli—oalt,—t) = 81a(0,0) — 920(0,0) = & (nf) — np(&f) = [€,mlpf
sowie %hzoa(t, —t) = %h:o(TFlg_t ono Fl%)pf =Le(n)pf O

17.11 Satz.

Die Lie-Klammer ist eine Obstruktion gegen Kommutativitit der Flisse. Genauer

heif$t das:

1. Esist[¢,n] =0« FI{ oF17 = F17 o F1 (Diese Abbildungen sind lokal fiir kleine
t und s definiert).

FIE(FIZ(p)) I (FIE (P))

Fld(p) Fl £ (p)

2. Sei ¢ : R — M mit c(t) := (FI",oF1*, o FI7 o F1%),, lokal definiert. Dann gilt:
c(0) =p, ¢(0) =0, '(0) € T,M ist wohldefiniert und ¢ (0) = 2[£, n]p.
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FI{(FIE(p))

FISC(FLY(FLE () 7
FI¢ ()

ct) =R (FLECRITRIE ) T p

Beweis.
(1) («) Es gilt
FI; (F1"(s, p)) = (F1; o F1)(p) = (FI o F15) (p) = FI"(s, F1; (p)),
d.h. FI$ oF17 = F17 o(1 x FIf)

178 ot T . 3 ¢
7 ist Fl;-verwandt mit n, d.h. T'Fl; on =no Fl; .

= n=TFI*,onoFl, da (FI{)~' = FI°, lokaler Diffeomorphismus ist

(&, n].

_ d _d £ 13
= 0= a!t:on— E]tZOTFLtonoFlt

(=) Aus [£,n] = 0 folgt:
S(TFIE onoFIg)(p) = 4| _  (TFIE, onoFli, ) (p)
4| (T FI¢, oT FIE _ op o FIE oFlf)(p)
= TR, (4], (TR, on o FIE) (FIf (p)) )

(TFIE, of¢, ] o FI})(p) = 0

Also ist TFlg_t on o F1§ = TFIS on o Flg = 7 konstant in ¢, d.h. no F1§ = TF1§ on.
Somit ist 7 ist Fl¢-verwandt mit 7. Nach ist schlieBlich F17 o FI5 = FI5 o F17.

() Es sei ¢ : R — M lokal definiert und C'°.
Dann ist ¢/ : R — TM der kanonische Lift von R C'; T(TM)

c¢. Die Kurve ¢’ : R — T(T'M) kann ebenfalls als H iﬂTM
Lift von ¢ aufgefafit werden.
, R——>TM
c=mioc ) |
, y( =~ C=TMOTTMOC
¢ =7rpmoc R——m—sM

Falls ¢/(0) = 0, léBt sich ¢’(0) aber auch als Derivation auffassen:
fr=d(0)f :=(f 0c)”(0) ist linear und

"

d"(0)(f9) = ((f9) 0 ¢)"(0) = ((f o) (g ¢))"(0)
= (f20)"(0) (g2 c)(0) +2(f 2 ¢)'(0) (g 0¢)'(0) + (f 2 )(0) (g 0 ¢)"(0)
= ("(0)f) 9(c(0)) + f(c(0)) (¢"(0)g)-
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17. LiIE-KLAMMER 17.11

Also ist ¢”’(0) eine Derivation iiber ¢(0) = p, d.h. ¢’(0) € T, M.
Es sei ag(t, s) := (FI OF]E)(P)
aq(t,s) == (Flg_t oFlo Flf)(p)
as(t,s) := (F1", o FI* , o F17 0 F1%)(p).

Dann gilt: ¢(t) = aa(t, t)
az(0,s) = a1 (s, s)
a1(0,8) = ap(s, s).

Sei f € C*(M,R), so gilt:

i (foag)=(nf)oao
N(foar)=—({f) o
O(foaz)=—(nf)oaw
92(f 0 a)(0, s) = (£f)(c0(0, s))
9o(f o1)(0,5) =0 (foan)(s,s)+ 0a(foao)(s,s)
O2(foan)(0,8) =01 (foar)(s,s)+ 0a(foar)(s,s)

= (0)f = (fo¢)(0) = Fle—o(f 0 a2)(t,?)
= 01(f 0 @2)(0,0) 4 92(f © a2)(0,0)

—(nf)p + 01(f 0 1)(0,0) + 92(f 0 1)(0,0)
—(f)p — (£f)p + 01(f © 2)(0,0) + B2(f © ap)(0,0) =0
¢"(0)f = (f0¢)"(0) = (5)*[i=0(f 0 az)(t,1)

)=
= 07 (f 0 a2)(0,0) + 20,0: (f 0 a2)(0,0) + 5 (f o a2)(0,0)

(f0a2)(0,0) = 0i(—=(nf) 0 a2)(0,0) = (—n(—nf))a2(0,0) = (n(nf))p
0201 (f 0 a2)(0,0) = da((—nf) © a2)(0,0)
= 01((-nf) 0 @1)(0,0) + A2 ((=nf) o a1)(0,0)

p+01(=nf 0 ag)(0,0) + a2 (—nf o ap)(0,0)
—(mf)p—Enfp=—(mf)p

93 (f 0 a2)(0,0) = 87 (f 0 1)(0,0) + 20105(f © 1)(0,0) + 83 (f 0 a1)(0,0)
0% (f 0 a1)(0,0) = (££1),
9201 (f 0 a1)(0,0) = 02((=£f) 0 1)(0,0)
= 01(=&f 0 ap)(0,0) + Da(—Ef 0 )(0,0)
=—&f)p — (€& )p
95 (f 0a1)(0,0) = 87 (f 0 2)(0,0) + 20201 (f © a0)(0,0) + 85 (f 0 a0)(0,0)
= (mf)p +2(Enf)p + (EEf)p
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Durch Einsetzen ergibt sich:

O)f =mmf —2onf + EEF — 2 f — 286E6f +mmf + 2Enf + EEf
=20nf —néf) =2[nf. O

17.12 Satz (Kommutierende Fliisse kommen von Karten).

Es seien {&;}%_ | linear unabhingige Vektorfelder auf M, und [&;,&] =0 Y 4,7.
Dann existiert eine Karte ¢, sodaf lokal gilt: & = 0F firi=1...k.

Beweis. O.B.d.A. sei M C R" offen, p =0 und &;(0) =¢; fir i = 1,... k. Es sei
o(t1, ... ty) :=FI% (tl,FI&(tQ,...Flg’c(tk;o, Oty th) - .))
- (Flf; o...oFlfl’:)(O,...,O,tk+1,...t,b).

Es gilt ¢(0) = p und ¢ ist ein lokaler Diffeomorphismus, da die partiellen Ableitun-
gen fiir i < k folgende Gestalt haben:

Bip(te, ... 1) = %(Flg‘;o...omf;jo...oFlf;;)(o,...,o,tHl,...tn)

1
- (FIf o FIf 0.0 FI 0 0 FISF) (0,10, g, o )
(o
:gi((mf; o...oFlf}’:)(O,...,0,tk+1,...tn))

:fi(‘P(tlw--atn))a

1
IS0 FIS .. o FI o...oFlf:)(O,...,0,tk+17...tn)>

dabei bedeutet ., dafl der entsprechende Term ausgelassen wird. Also ist & = 9
fir i <k.Firi>kund t; = --- = t, = 0 gilt nach Voraussetzung;:

Bilt=09(0, .., 0,8:,0,...,0) = (5-)(0,...0,£;,0,...0) = e;.
Somit ist ¢'(0) = idg» und 9f (q) = 9;(p) (¢~ 1q) = &(q) fiir i < k. O

17.13 Bemerkungen.

1. Es gilt auch die Umkehrung: Ist ¢ eine Karte, dann verschwinden die Lie-
Klammern der Basisvektorfelder 97, also kommutieren ihre Fliisse paarweise.

2. Es sei £ € X(M) und §, # 0. Dann existiert nach | 17.12 | fir k = 1 eine Karte
@ mit & = 8¢, Da offensichtlich 8; p-verwandt mit 87 ist, ist p(F17 (¢, z)) =
FI¢(t, p(z)) nach und somit ist

FI*(t,p) = o(F17' (£, (p))) = (¢ (p) + te1).

Der Fluf} jedes nicht-stationdren Vektorfelds ist also bis auf Diffeomorphismen
@ durch die Translation z — x + te; mit konstanten Geschwindigkeit-Vektor

L
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3. Es sei &, = 0 (also p eine Nullstelle des Vektorfelds) und somit Flg(t, p) = p,
d.h. p ist ein Fixpunkt (stationéirer Punkt) des lokalen Flusses. O.B.d.A. ist
U C R™ offen und £ : U — R™ mit £(0) = 0. Dann ist £'(0) : R™ — R™
linear, und die Eigenwerte von £’(0) bestimmen generisch das lokale Verhalten
des Flusses (siehe Biicher tiber dynamische Systeme).

17.14 Proposition.

Es sei M C R? eine Fliche und Xy, Xy punktweise linear unabhingige Vektorfelder
auf M. Dann ezistiert eine lokale Parametrisierung ¢ von M mit 0;p(u) parallel

z2u Xi(p(u)) firie {1,2}.
Fiir Hyperflichen im R™ mit n > 3 ist der analoge Satz falsch!

Direkter Beweis. Sei ¢ eine lokale Parametrisierung von M und Y; := ¢~ 1(X;)
die lokalen Vektorfelder auf R? mit T, Y;(v) = X;(¢)(v)). Wir suchen einen lokalen
Diffeomorphismus 4 : R? — R?, (v}, v?) > (u!,u?) mit ¢ := ¢poh~! wie gewiinscht,
dh. dip(u) = Th-1(th - (h1) (u) - e; parallel zu X;(o(u)) = X;(p(h~(u)) =
Th-1(u)¥ - Yi(h™'(u)). Dies bedeutet

0= (w)(v) Yi(v) =Y ol (v) - Y(v) fiir j #1,
k=1

also ' (v)-Y;(v) ist proportional zu e;, denn damit ist (h=1) (u)-¢; = h'(h=(u)) " t-e;
parallel zu Y;(h~!(u)). Obige partielle Differentialgleichungen von der Form

d1u(v) - Y(v) + dau(v) - Y2(v) = 0
sind 16sbar, denn sei ¢ — v(¢) eine Integralkurve des Vektorfelds Y, dann ist

%U(U(t)) = dru(v(t)) - (v1)' () + Bau(v) - (v*)' (1)

= O1u(v(t)) - Y ((t)) + daulv(t)) - Y2 (v(t)) =0

fiir jede Losung u der partiellen Differentialgleichung, also u o v konstant. Also ist
u(F1Y (t,v)) = u(v). Wenn wir somit u auf einer Kurve normal zu Y vorgeben, so
ist u dadurch lokal definiert und erfiillt die partielle Differentialgleichung. O

Beweis mittels kommutierender Vektorfelder. Vergleiche dies mit |17.12].
Seien X7, Xo punktweise linear unabhéngig. Dann existieren lokal Funktionen a; >
0 mit

0 = [a1X1, a2 X2] = a1a2[ X1, Xo] + a1X1(a2) X2 — a2 Xa(a1) X1

Xi(a Xo(a
:alaQ([Xl,XQH 1;22))(2* 2;11))(1)

und somit nach [17.12 | fiir £ = 2 eine Karte ¢ mit 0, = a;X; fiir ¢ = 1,2: Denn
[X1, X2] = b1 X1 4 b2 X5 mit glatten Koeffizienten-Funktionen b; und bs und folglich
miissen wir nur die partiellen Differentialgleichung erster Ordnung %52) = by

und analog %lal) = —b; l6sen, was offensichtlich moglich ist, denn nach |17.12
fir ¥ = 1 konnen wir zum nicht verschwindenden Vektorfeld X; eine Karte ¢
mit X; = df finden und die Diifferentialgleichung ist dann eine gewoéhnliche mit

zuséatzlichen Parameter. O
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18. Integralmannigfaltigkeiten

18.1 Bemerkung.

Wir haben in gesehen, dafl Integralkurven von Vektorfeldern nicht immer
global definiert sind. Anschaulich gesprochen sind sie nicht fiir alle t € R definiert,
weil sie bereits in endlicher Zeit nach “unendlich” entweichen. Es sind also die
Losungskurven “zu schnell”, d.h. die Geschwindigkeitsvektoren zu grofl. Wir kénnen
aber den Flufl global machen, indem wir seine Geschwindigkeit verkleinern.

Abstrakter:

i. An Stelle von Vektorfeldern betrachten wir eindimensionale Teilrdume £, C
T,M ¥ p € M, also Teilvektorbiindel.

ii. An Stelle von Loésungskurven betrachten wir Integralmannigfaltigkeiten, das
sind 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeiten IV von M, fiir die T,N = E, gilt.
Wir kénnen diese Begriffe auch im mehrdimensionalen Fall formulieren:

18.2 Definition (Integralmannigfaltigkeit).

Es sei E ein Teilvektorbiindel von 7 : TM — M (in der (élteren) Literatur auch
als DISTRIBUTION bezeichnet). Dann versteht man unter einer INTEGRALMANNIG-
FALTIGKEIT N zu E eine zusammenhingende Mannigfaltigkeitsstruktur auf einer
Teilmenge N C M, sodaf} incl : N — M eine Immersion ist und T'incl : T,N — E,
fiir alle p € N eine Bijektion ist.

18.3 Beispiele.

1) Fiir eindimensionale Teilvektorbiindel, die ja lokal von einem Vektorfeld aufges-
pannt werden, existieren immer Integralkurven zu diesem Vektorfeld, und damit
auch Integralmannigfaltigkeiten des Biindels.

Z.B.: Hat ein “konstantes” Vektorfeld am Torus irrationalen Anstieg, dann liegt
jede ihrer Integralmannigfaltigkeiten dicht.

2) Man bemerke allerdings, dafl das Teilvektorbiindel F im allgemeinen nicht glob-
al durch ein VF aufgespannt wird. Ein Beispiel ist das Teilbiindel E des Tangen-
tialbiindel des Mobiusbandes M bestehend aus allen Geschwindigkeitsvektoren
von Kurven in den Fasern von M — S,
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3) Im mehrdimensionalen Fall gilt im allgemeinen nicht, daf} jedes Teilvektorbiin-
del eine Integralmannigfaltigkeit erzeugt. Betrachte das folgende Beispiel: M =
R® mit Epy. = ({Z + v, 3%}> C T(s,y,-R3. Angenommen es existiert eine
Integralmannigfaltigkeit N durch (0,0, 0).

Wir betrachten vorerst den Schnitt

N n{(0,y,2) : y,z € R}. Wegen
ToN = R? x {0} ist dieser Schnitt
lokal eine 1-dimensionale Teilmannig-
faltigkeit mit Tangentialraum ((0, 1, 0)) Z‘

in jedem Punkt Punkt, also Teil der

y—.Achse. Fiir ein .ﬁxes yo betrachten % %%&&
wir nun den Schnitt N N {(x,yo,2) : &@ — @Q@Q
z,z € R}. Wie zuvor ist dieser - = =

Schnitt lokal eine 1-dimensionale Teil- &
mannigfaltigkeit nun mit Tangential- % é&&& 2
raum ((1,0,y0)) in jedem Punkt, al- 2 D R 2
so Teil der Geraden (0,y0,0) + R - i - =
(170ay0) = {(x’ymxyO) RS R} ~

Somit ist N lokal durch {(z,y,zy) :”’ &&&& K

x,y € R} gegeben. Der Tangentialraum

T(z,y,zy)N enhilt den Vektor (1,0,x)

welcher in E, .y = {(A\, 1, Ay) : A\, € — =
R} nur fiir £ = 0 enthalten ist. Eine In-

tegralmannigfaltigkeit durch 0 existiert
also nicht.

18.4 Bemerkung.

Angenommen FE ist ein Teilbiindel von T'M, das durch jeden Punkt eine Integral-
mannigfaltigkeit besitzt. Sei p € M und N die Integralmannigfaltigkeit durch p
und seien &, n Vektorfelder auf M mit &,,n, € F, fiir alle z. Wegen Lemma
existieren Vektorfelder £1,7; auf N, sodal £1,7; beziiglich incl verwandt sind mit
&, n. Dann ist [§1,71] ein Vektorfeld auf N und [£1,7:] ist incl-verwandt mit [£, 7]

nach | 17.7.2 | Wir erhalten [¢, 7], = T incl [{1,m], € Ep.

18.5 Definition (Integrable Teilbiindel).

Ein Teilvektorbiindel £ von T'M heif3t INTEGRABEL :< fiir je zwei glatte Vektor-
felder &,n auf M mit §,,n, € E, V p folgt: [£,n], € E,V p.

Ubung: Man zeige, da das Teilbiindel von | 18.3.3| nicht integrabel ist. Hinweis
betrachte die beiden erzeugenden Vektorfelder.

18.6 Lokales Integrabilitdtstheorem von Frobenius.
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Es sei E ein Teilvektorbiindel von w: TM — M. Dann ist E genau dann integrabel,
wenn zu jedem p eine Integralmannigfaltigkeit durch p existiert (genauer: es existiert
eine Karte ¢ mit o(0) = p, sodaf$ o(R¥ x{a}) eine Integralmannigfaltigkeit fiir jedes
a ist).

Die Bilder p(R* x {a}) heiBlen auf englisch PLAQUES, also frei iibersetzt Blittchen.

Beweis. (<) Das haben wir bereits in gezeigt.

(=) O.B.d.A. sei M C R™ offen, ¢ : M x R™ — M x R™ sei eine VB-Karte, die E
trivialisiert, d.h. ¢, := 1(2,.) : R¥ x {0} — E, ist ein Isomorphismus fiir jedes z.
Durch Anwenden einer Rotation of M und somit auf ToM koénnen wir annehmen,
daB Ey = RF x {0} ist. Und durch Zusammensetzen mit id x¢, ! kénnen wir weiters
1o = id annehmen. Insbesonders ist dann pr, o)y o incly = id € GL(k) und damit
auch prj, oy, oincly € GL(k) fur alle z nahe 0.

Wir wollen nun jeden der Teilriume E, als Graph einer linearen Abbildung f, :
R* — R™~% darstellen. Wegen Graph(f.) := {(v, f(z)v) : v € RF} und E, =
{( (w,0),¥?(w,0)) : w € R¥} muB f,(v) = ¥2(w,0) mit ¥l(w,0) = v fiir ein
(eindeutig bestimmtes) v € R¥ sein, also f : M — L(k,m — k) gegeben sein durch:

foi= fz) =42 0 (Yllan) ™ = Pro_g o o (pry 0v; o ncly) !

IRmk IRmk
- Femoraph (fe)
/p
k k

R R
‘ v=yl (w, 0)

Was sagt nun in diesem Zusammenhang die Integrabilitiat aus?

Es gilt fir § € X(M): § € Ep & & € Graphf(p) & & = (§ilp, &2lp), mit
f(p)(&1lp) = (&lp)- Seien &,np : R™ — R™ = R™~F x R* mit ¢,, n, € E,. Nach
Voraussetzung ist [£, 7], € E, also

me G (1), £ )€ M1 (p)) und andererseits
[€,m)( (p)(&(p)) =€ (p) (n(p))
( (#) () = £ ) (1(p)) . 7ap) (£(P)) — E(p) (n()) )
= (1) (W) — @ O), I EER) (m®) + 1) (1 @) EER))
— ) () (€ 0) — £&) (£ D)) )

= (I&: 1 (@), FP)IE MR @) + £ P)EP) () = £ @) (1)) (&1(0)) )
Daraus folgt fiir vy := &;(p) und vy := 11 (p) mit vy, vo € RF:

f'(p)(v1, f(p)v1)va = f'(p)(v2, f(p)v2)v1.

Wir wollen ein ¢ : R™ — R™ finden, sodal ¢(R* x {a}) (fiir alle a) eine Inte-
gralmannigfaltigkeit ist. D.h. (91¢)(2) : R¥ — E,,) soll ein Isomorphismus sein.
0.B.d.A. (wie sich zeigen wird) schriinken wir das Aussehen von ¢ durch folgende
Bedingung noch weiter ein:

¢(0,9) = (0,y), (91p)(2) -v= (v, fp(2))v).
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Ist @(z,y) =: (p1(,y), p2(x,y)), so gilt:

(Orp1(2) - v, 01p2(2) - v) = Orp(2) - v = (v, f(p(2)) - v)
= Sol(xvy) = 901(an) +r=z = SD(:L'JJ) = (x7502(x7y)) = (xvgy($))a
wobei g, (0) =y und g, (z) = f(z, g,(z)) gelten muB.

Es folgt nun alles aus dem folgenden Satz . O

18.7 Satz von Frobenius fiir totale Differentialgleichungen.

Es sei f : R™ = R¥ x R® — L(k,n) eine lokale C>®-Abbildung. Dann gilt: Es
existiert zu (zo,yo) € R™ genau dann eine lokale C*-Abbildung gy, @ R¥ —
R™ mit gy, 4o (2)0 = f(T, Gugyo (T))0 und gy o (T0) = yo wenn f'(2)(v1, f(2)v1)v2
symmetrisch in vy, vy ist.

Weiters ist die Abbildung (zo, Yo, T) > Gug .y (x) C.

Bemerkung.

Sei {e1,...,ex} eine Basis fiir R¥, f;(2) := f(2)e;. Dann ist f(z)v = Zf:l fi(z)vt
und 9;g(x) = fi(z,g(x)) mit 1 < ¢ < k ist ein System von partiellen Differential-
gleichungen. Wir werden den Beweis von in basisfreier Darstellung fiihren.
(Einen Beweis in Koordinatenschreibweise findet man z.B. in [136, Vol.I, S.254].)

Beweis von | 18.7|. Siche [81, 6.5.1]. Let E = R* and F = R™*,

(=) Fiir 20 = (w0, y0) € F X F sei g eine lokale Losung obiger Differentialgleichung
mit Anfangsbedingung ¢g(z¢) = yo. Dann ist ¢’ = fo(id, g) und nach der Kettenregel
ist

9" (@0)(vr,v2) = (g') (@0) (v1)(v2) = evas ((9') (@0) (1) ) = evuy (£ @ (id, 9))'(w0)(01))
= evi, (@0, 9(20)) (v1.9/(20) (01)) ) = £ (20) (01 £ (20) (01) ) (v2)

Der letzte Ausdruck ist also symmetrisch in v; und vy, weil g’ (zp) es nach dem
Satz von Schwarz ist.

(<) Es sei (zg,y0) € E x F fix. Wir versuchen die totale Differentialgleichung auf
eine gewohnliche zuriickzufithren indem wir zuerst nur untersuchen was bei x( in
Richtung v € E passiert.

Dazu nehmen wir vorerst an, dafl eine lokale Losung g der totalen Differentialgle-
ichung mit Anfangswert g(xg) = yo existiert und setzen g(t,v) := g(xo + tv). Dann
gilt

%g(fﬂ’) = g'(wo +tv) -v = f(xo + tv,g(xo + tv)) - v = f(zo + v, 9(t,v)) - v,
9(0,v) = g(x0) = o-

Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung fiir § welche somit lokal (d.h. fiir
[t| < g, ||[v|| € € mit einem gewissen £ > 0) eine eindeutig bestimmte Losung
g besitzt, welche von (¢,v,xq,y0) C° abhiingt. Daraus sollten wir eine Losung g
der totalen Differentialgleichung vermége g(x) := g(¢,v) erhalten, wenn wir tv :=
x — xg setzen. Naheliegend wére t = 1 zu wahlen, aber solange existiert womoglich

die Losung g nicht, darum wéhlen wir ¢ := ¢ und somit v := £=%2 also setzen
2

r—Io

wir g(z) = g(e, =2*2) fiir ||z — xo|| < &° und miissen nun ¢'(z)(w) und dazu
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insbesonders 02g berechnen. Die Idee dabei ist, dafl
0
g(t,v+ sw) = — g(zo + t(v + sw))

0
a(t _9
D29t v)(w) s ls=0 0s ls=0
= ¢ (xo + tv)(tw) = f(xo + tv, g(zo + tv))(tw)
= f(xo +tv, g(t,v))(tw)
gelten sollte. Also definieren wir k£ : R — F' durch
k(t) = 029(t,v)(w) — f(xo + tv, g(t, v)) (tw).
Dann ist k(0) = 929(0,v)(w) — f(zo + Ov, §(0,v))(0w) = 0 und somit ergibt sich —
wobei wir der Ubersichtlichkeit halber nach Anwendung der Kettenregel das Argu-

ment (t,v) bei g und bei deren Ableitungen sowie das Argument (zg + tv, g(t,v))
bei f und bei seinen Ableitungen weglassen —

Dty = 2 (oult, 0)w) — Flao + 1, g(m))(tw))
= 3 Dt 0)w) — (00 v+t Df - S gtwt fw)
v

~——
flxo +tv,g(t,v)) -v
- <8lf~tw-v+82f~(82§-w)~v+f-

Int.Bed.

fv
w)—(f’-(v,f-v)~tw—|—f-w)
O f tw-v+0of - (0ag-w)-v—f-(tw, f-tw) v
=02f (029w — f-tw) -v=20of k() v.

Da letzteres eine lineare Differentialgleichung (mit nicht konstanten Koeffizienten)
und £(0) = 0 ist, folgt & = 0. Folglich ist fiir g(z) := g(¢,v) mit ¢ := e und v := =20

o/ (2)(w) = dagle, 2522 (Fw) = g (t,v) (hw) = fao +to,§(t,0)) (tw)
= f(2.9(, =22 ) (w) = flw,g(2))(w). O

18.8 Spezialfille.

Insbesonders erhalten wir (falls f : R™ x R®™ — L(m,n) nur von einem Faktor
abhéngt):

1. Fir f: R™ — L(m,n) gilt: f'(z)-v f'(x) - ve - v1 & es existiert lokal
eing:Rm%R”mitg(O)—Oundg() (x)v d.h. ¢ = f.

2. Fir f : R™ — L(m,n) gilt: f'(y)(f(y)vi)ve = f'(y)(f(y)v2)v1 < es existiert
lokal ein g : R™ x R™ — R™ mit g,(0) =y und g, (v) = f(gy()).
18.9 Integrabilitidtstheorem von Frobenius, globale Version.
Es sei E ein integrables Teilbiindel von T M, dann gilt

1. Es existiert eine Mannigfaltigkeitsstruktur Mg auf M, sodaf die Inklusion incl :
Mg — M eine Immersion ist und T inc(TMg) = FE gilt, d.h. T'incl : TMg —
E CTM ist bijektiv

2. Sei f: N — M glatt und Tf(TN) C E. Dann ist f : N — Mg glatt.

3. Jede Zusammenhangskomponente von Mg (diese heiffen MAXIMALE INTEGRAL-
MANNIGFALTIGKEITEN ) ist eine initiale Teilmannigfaltigkeit von M und ist
parakompakt falls M es ist.

4. Ist N eine zusammenhdngende Integralmannigfaltigkeit, dann ist N eine offene
Teilmannigfaltigkeit einer Zusammenhangskomponente von Mg.
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18. INTEGRALMANNIGFALTIGKEITEN 18.9

In dieser Situation spricht man von der von F induzierten BLATTERUNG (engl.: FO-
LIATION) Mg von M. Die maximalen Integralmannigfaltigkeiten heiflen BLATTER
(engl.: leaves) der Blétterung (Achtung: Dies ist etwas anderes als die Blétter einer
Uberlagerung).

Beweis. Nach existieren Karten ¢, sodal ¢ (R¥ x {a}) eine Integralmannig-
faltigkeit fiir jedes a ist, d.h. TLo(R* x {0}) = E,,) fiir alle z € Dom ¢.

///////%
r

7o (M)

hS)

b

=

RrM

Sei f: N — M glatt mit Bild(Tf) € E und f(p) € Bildy, dann liegt f lokal in
einer “Schicht” o(R* x {a}): In der Tat, fiir f := p~1o f ist

Bild(T, f) € Ty (Bild T f) C Troye " (Byy) = RF x {0}
Ja: f(p) € R* x {a}

() Auf der Menge M ist {@\(ka{a})7 p trivialisiert E wie in , a€ Rm*k}
ein Atlas. Dazu ist zu zeigen, dafl der Kartenwechsel glatt auf offenen Mengen

definiert ist:

} = Bild f C R*x{a}.

Betrachte ¢y, @a; a1, ag und p € @1 (R¥ x {a;}) N2(RF x {az}). Da 1l ®RFx{ar}) :
R* x {a;} — M eine Integralmannigfaltigkeit ist, liegt nach dem eben gezeigten
Bﬂd(@”(RkX{al})) lokal in @Q(Rk X {ag}). Es ist also

-1
(@2|(ka{a2})) O(@1|(ka{a1}))
lokal wohldefiniert und als Einschrinkung glatt.

Wir bezeichnen die so erhaltene Mannigfaltigkeit mit Mg. Die Inklusion Mg — M
ist eine Immersion, denn die Inklusion R* x {a} < R™ ist ihre Kartendarstellung.
Weiters ist T'incl(TMg) = E, denn T,o(R* x {0}) = E,(,,) fiir alle z € Dom .

() Sei f: N — M glatt und Bild(Tf) C E. Dann liegt f lokal in einer Schicht
©(R* x {a}) und somit ist (¢|(ka{a}))71 o f lokal wohldefiniert und glatt, also
f: N — Mg glatt.

() Mit M ist auch Mg parakompakt: 0.B.d.A. sei M zusammenhiingend, C' sei
eine Zusammenhangskomponente von Mpg. Dazu geniigt es nach z.z., da3 C
durch abzihlbar viele Kartenumgebungen ¢(R* x {a}) iiberdeckt wird.

Sei A eine Menge abzihlbar vieler E trivialisierende Karten, die M iiberdecken;
po € C fix und p € C beliebig. Da eine Kurve in C' existiert, die pp und p verbindet,
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18.11 18. INTEGRALMANNIGFALTIGKEITEN

gibt es endlich viele Karten ¢1,...,¢, € Aund ay,...,a,, sodafl:

po € p1(R" x {a1}), p € pn(R* x {a,}) und
pi(RF x {a:}) N pip1 (R* x {as41}) # 0. B 1d(61.0)
Zu vorgegebenen ¢;, @;11, a; gibt es hochstens
abzéhlbar viele a;41, sodafl \
pi(RF x {a;}) N i1 (R* x {ai1}) # 0, g\ )
denn andernfalls gibe es eine Uberdeckung von & pE
©i(R* x {a;}) N Bild ¢;;1 durch iiberabzihlbar viele
disjunkte (in der von (;|ge (4,3)  (Bild ;1) C R \
induzierten Topologie) offene Mengen ;1 (R* x {a}),
welches ein Widerspruch zur Lindelof-Eigenschaft
ware.

WL

Also gibt es nur abziihlbar viele endliche Folgen (;, a;);, die der Bedingung ¢; (R* x
{a;}) N ir1(RF x {a;41}) # 0 geniigen. Jedes p € C wird durch eine geeignete
Folge erreicht. Also wird C' durch abzihlbar viele Mengen der Form ¢(R* x {a})
iiberdeckt.

Die Zusammenhangskomponente C' ist eine initiale Teilmannigfaltigkeit: Sei f :
N — C C M glatt. Lokal liegt f in Bild ¢, auflerdem liegt f global in C'. Da C' (als
abzihlbare Vereinigung von Schichten) aber (nach dem eben gezeigten) héchstens
abzihlbar viele Schichten von ¢ trifft, liegt f lokal in einer Schicht (verschiedene
Schichten héngen nicht zusammen). Somit ist f : N — Mg stetig und damit auch
glatt.

() Sei N — M zusammenhéngende Integralmannigfaltigkeit, dann ist incl : N —
Mpg glatt nach . Weiters ist incl : N — Mg injektiv und immersiv (da incl :
N — M es ist) und submersiv (da T'incl : T,N — E,, bijektiv ist), also ein lokaler
Diffeomorphismus. Somit ist incl : N < Mg ein Diffeomorphismus auf eine offene
Teilmenge von Mg. O

18.10 Proposition (Urbilder von Punkten).

Essei f: M — N glatt und x — T, f habe konstanten Rang r. Dann ist Ker(T f) :=
L, ca Ker(Ty f) ein integrables Teilvektorbiindel von TM und die Zusammenhangs-

komponenten der Niveauflichen f~*(q) sind die mazimalen Integralmannigfaltigkeit-
en zu Ker(Tf).

18.11 Definition (Riemann-Mannigfaltigkeit).

Eine RIEMANN-METRIK auf einer Mannigfaltigkeit M ist eine Funktion g die jedem
Punkt z € M eine positiv definite symmetrische Bilinearform g, : T, M x T, M —
R zuordnet, sodaB fiir beliebige Vektorfelder £,7 € X(M) die Abbildung z
92 (&, M) von M nach R glatt ist.

Eine RIEMANN-MANNIGFALTIGKEIT ist eine Mannigfaltigkeit M zusammen mit
einer ausgezeichneten Riemann-Metrik g.

Ist die Metrik nur bis auf Vielfache mit glatten positiven Funktionen festgelegt, so
spricht man von einer KONFORMEN MANNIGFALTIGKEIT.

Ersetzt man die Bedingung der positiven Definitheit, durch die des nicht-Degener-
iertseins, d.h. v — (v,-) und v > (-, v) ist injektiv als Abbildungen R™ — (R™)*, so
erhélt man eine PSEUDO-RIEMANN-METRIK und als zugehorige Mannigfaltigkeiten
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PSEUDO-RIEMANN-MANNIGFALTIGKEITEN. Falls die Signatur -1 ist, so spricht man
auch von einer LORENTZ-MANNIGFALTIGKEIT.

Betrachtet man komplexe Mannigfaltigkeiten und ersetzt die Bedingung “Bilinear-
form” durch “Hermite’sche Form”, so spricht man von HERMITE’SCHER M ANNIG-
FALTIGKEIT. Der Realteil der Hermite’schen Form liefert eine Riemann-Metrik.

18.12 Definition (Linge und Distanz).

Sei (M, g) eine Riemann-Mannigfaltigkeit, dann kénnen wir die LANGE VON TAN-
GENTIALVEKTOREN &, € T, M als |¢;| := \/z (&, &) definieren.

Falls ¢ : [0,1] — M eine glatte Kurve in M ist, so sei die LANGE c¢ definiert durch

L(e) = / o@D, 0) .

Wie man sich leicht iberzeugt haben wir fiir zusammenhéngende Riemann-Mannig-
faltigkeiten (M, g) auch eine Metrik dg : M x M — R* im Sinne der Topologie:

dy(p,q) := inf{L(C) ie e COR,M); ¢(0) =p, c(1) = q}.
Fiir jedes glatte immersive f : N — M definiert (v, w) — g5y (Tof - v, Tp f - w) fiir
v,w € T, N eine Riemann-Metrik f*g auf N und fiir diese gilt:
Ly+4(c) = Ly(f o c) und somit

dg(f(2), f(y)) = inf{Ly(c) : ¢ verbindet f(x) mit f(y)}
inf{Ly(f oc) : c verbindet = mit y}

IN

=inf{Ls-4(c) : ¢ verbindet z mit y}
= dy+q4(z,y), folglich

f({x tdpeg(z, @) < T}) C {y:dy(y, f(xwo)) <7}

Wir zeigen nun, dafl die Metrik d, die Topologie erzeugt:

Um zu sehen, daf} die Identitét von der Mannigfaltigkeit M in den metrische Raum
(M, d) stetig ist, verwenden wir, daf fiir die Kartendarstellung ¢*g bzgl. einer Karte
@:R™ DU — ¢(U) C M und fiir alle z in einem Kompaktum in U Ungleichungen

M - Juf* < (*9)a(v,0) < M5 - [v]?

mit My, My > 0 gelten. Damit ist insbesonders

w({ﬂf z =@ < Miz}) - w({x dypeg(z,m0) < 6}) C {y: dy(y, p(z0)) < e}

In der Tat: Einerseits ist {(¢*g)z(w,w) : |w| < 1,2 € Kompaktum} kompakt, also
beschriinkt durch ein M2 und somit (¢*g).(v,v) = |v]? (¢*¢)z(w,w) < M2 |v]? mit
v =: |[v] w. Andererseits ist M} := inf{(¢*g).(v,v)/|v|?> : v # 0,2 € Kompaktum} >
0, denn andernfalls existieren x, und v, # 0 mit

*

(0" 9z, (Wny wn) = (©79)z, (Unvvn)/|vn|2 — 0 fiir wy, 1= v /vy

und fiir Hiufungspunkte o, von x, und ws von w, ist dann |we,| = 1 aber
(9" 9) 00 (Woo, Woo) = 0.

Umgekehrt sei ¢ eine Karte zentriert bei yo und V' eine relativ kompakte offene
Umgebung von 0 mit V' C U. Nach obigem existiert ein M; > 0 mit M? - [v|? <
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(0*g)z(v,) fiir alle z € V. Sei ¢ > 0 mit {z: M;|z| <e} CV und @ := ¢|y Dann
ist dg-g4(x,0) > M |z| fiir alle z € V, denn

/Wg <>>dt>Ml/|c ()] dt > M [e(1) - <(0)
fiir jede glatte Kurve ¢ : [0,1] — V. Schliefilich ist

{0+ dyfy0) < <} € p({r €V drg0,0) < 1)

Co({z eV :Mlz|<e}) CoU):
Andernfalls existiert eine glatte Kurve ¢ : [0,1] — M mit ¢(0) = yo und Ly(c) < ¢,
aber y = ¢(1) liegt nicht in der offenen Menge @({z € V : dz+,4(z,0) < €}). Nun
wihle to, minimal mit ¢(to) € @({x € V : dg+4(2,0) < €}). Fiir alle ¢ < to ist
also ¢(t) € p({z € V : dgeg(x,0) < }) und ¢~ '(c(t)) besitzt fir t — to einen
Héufungswert 2., in der kompakten Menge {x € V : dg-4(x,0) < e} CV C U.
Damit ist ¢(tx) = @(2o0) € ©(U) und somit ¢! oc|p | eine wohldefinierte glatte
Kurve in V mit
Lgg(¢7" 0 cliotua) = Lg(@0 ¢ 0 €lio,r00)) = Lg(Clio,ac)) < &,

ie. dag((p7 1 0 ¢)(tso),0) < €, ein Widerspruch.

Interessant ist es, eine kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten tatséichlich zu
finden. Dies ist ein Variationsproblem, welches wir in Paragraph [86, 57] angehen
werden.
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VI. Differentialformen

In diesem Kapitel beginnen wir mit 1-Formen und dem dafiir n6tigen Kotangen-

tialraum. Danach verallgemeinern wir diese zu Differentialformen hoheren Grades

(kurz: n-Formen). Nach einem der Motivation dienenden Abschnitt stellen wir die

notige multilineare Algebra zusammen, und verkleben die damit aus den Tangential-

und Kotangential-Rdumen konstruierten Tensorrdume zu Tensorbiindeln. Als Schnit-
te der Biindel alternierender Tensoren erhalten wir die Differentialformen. Wir

behandeln die wichtigsten Operationen auf ihnen: Die duflere Ableitung, die Lie-

Ableitung und den Einsetzungshomomorphismus. Insbesonders schauen wir uns

das fiir Riemann-Mannigfaltigkeiten genauer an. Als Anwendung reiflen wir die De

Rham Kohomologie an.

19. Konstruktion und 1-Formen

19.1 Motivation.

Fiir Kurvenintegrale im R™ ist der Begriff der 1-Form wichtig, da dies ldngs Kur-
ven integrierbare Objekte sind (siehe [86, 3.10] oder [81, 6.5.6]). Wir wollen diesen
Begriff nun auf Mannigfaltigkeiten ausdehnen. Wir erinnern uns daran, daf} eine 1-
Form w auf einer offenen Teilmenge M C R™ eine Abbildung w : M — L(R™,R) ist.
Das Kurvenintegral von w ldngs einer Kurve ¢ : R — M ist dann als gewohnliches
Riemannintegral von ¢ — w(c(t))(c/(t)) definiert. Auf einer allgemeinen Mannigfal-
tigkeit M ist ¢/(t) € T,y M und somit muB w(x) € L(T, M,R) = (T,,M)* fiir jedes
x € M sein.

19.2 Definition (1-Formen).

Unter einer 1-FORM auf einer Mannigfaltigkeit M verstehen wir eine Abbildung w,
die jedem Punkt x € M ein lineares Funktional w(z) € (T, M)* zuordnet.

Sei f : M — R eine glatte Funktion. Dann erhalten wir eine 1-Form, das TO-
TALE DIFFERENTIAL df von f, durch df(x)(v) := v(f) € R fiir alle v € T, M =
Der, (C*(M,R),R).

Wir wollen nun 1-Formen in lokalen Koordinaten beschreiben. Dazu benotigen wir
Koordinaten in (T M)*. Ist E ein m-dimensionaler Vektorraum und (g;)7, eine
Basis in E, so erhiilt man eine Basis (¢g°)™, von E*, die sogenannte DUALE BASIS
indem man die Funktionale ¢* auf der Basis (g;)}-, durch g*(g;) := &} festlegt,
wobei 6;- das Kronecker-Deltasymbol ist, d.h. 6¢ := 1 und 6; =0 fiir ¢ # j.

Seien nun (ul,...,u™) lokale Koordinaten auf M. Dann ist (%H)gl eine Basis

von T, M . Berechnen wir nun das totale Differential du® der i-ten Koordinatenfunk-
tionen u’, so erhalten wir:

du' (507) = go7(u') = 0(u’ o) 0 ™! = 9;(pr;) 0™ = 4.
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Also ist (du?)™, gerade die duale Basis zur Basis (:2;), von T, M und fiir £ =

1= out/i=
S €052 ist dul(€) = &' Fiir das totale Differential df einer Funktion f : M — R
erhalten wir somit 5
f )
df = - - du’,
1=

demn df () (&) = &(F) = (256052 ) () = Xy (0) 25 = (0 24 - du ) (60,

19.3 Transformationsverhalten von Vektoren.

(Vgl. mit [86, 1.1] und ) Sei im Folgenden E ein endlich dimensionaler Vek-
torraum, G := (g;)j~, eine Basis in £ und z* die Komponenten (Koordinaten) eines
Punktes z in E beziiglich G, also z = Y ;" x%g;. Sei G := (g;); eine weitere Basis
und z7 die Koordinaten von z beziiglich G. Und sei A jener Isomorphismus von E,
welcher die g; auf g; abbildet. Stellt man die Vektoren g; beziiglich der Basis G dar,
dh.g; =>", aégi, so ist [A] = (aé-)m- (wobei der obere Index i die Zeilen und
der untere j die Spalten der Matrix nummeriert)
o die Matrixdarstellung [A]g,¢ von A beziiglich der Basis G fiir Dom(A) = E und
fiir Bild(A) = E,
e sowie die Matrixdarstellung [id]g g der Identitét beziiglich der Basis G fiir
Dom(id) = E und der Basis G fiir Bild(id) = E,
e und ebenso die Matrixdarstellung [A]g g beziiglich der Basis G fiir Dom(A) = E
und fiir Bild(A) = E.

In der Tat folgen die ersten beiden Darstellungen aus [86, 1.1], wonach die j-te
Spalte der Matrixdarstellung einer linearen Abbildung die Koeffizienten des Bildes
des j-ten Basisvektors bzgl. der Basis im Bildraum sind. Hingegen ist [A]5 s = 1,

denn A(g;) = g; also [A(gi)lg = (67);, und somit ist [Algg =[Acidlgg = [Algg -
idlgg =1-[Alg.g = [A].
Zusammengefafit: [A] = [A]g ¢ = [A]g g = [id]g g und [A]g g = 1.
Fiir das Transformationsverhalten der Komponenten erhalten wir somit:

[z]g =1-[z]g = [Alg g - [2]g = [A(2)]g = [Alg g - [z]g = [A] - [2]g
Umgekehrt ist A~! : B2 — E gegeben durch A~ g; — g; mit Matrixdarstellung
(A7 = [A]7! = (b))

Es bezeichne E* := L(E,R) den zu E dualen Raum, G* := (¢")"; die duale Basis
zu G = (g;)2, definiert durch g*(g;) := 85. Jeder Vektor z* € E* kann dann in der
Form z* = > | ;9" geschrieben werden, mit Koeffizienten z; = 2*(g;) € R.

Wie transformieren jetzt diese Koordinaten?
Die Matrixdarstellung [T™]g« g« der Adjungierten einer linearen Abbildung 7" ist

die Transponierte der Matrixdarstellung (% )g,; = [Tlg.g von T, d.h. [T¥]g. g« =

[T g+ denn

T*(g')(g;) = ' (T(95)) = 7' (Z tfgk) =Y g ae) =t =D tig"(g))-
k k k

Indem wir dies auf die Basiswechselabbildung A : g; — g; anwenden, erhalten wir

[A"]g- g~ = [A]tg,g‘ =1"=1, also A*(§’) = ¢’
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19. KONSTRUKTION UND 1-FORMEN 19.5

und weiters ¢/ = A*(g') = Y, alg’, denn [A*]g. . = [A]5 5 = [A]", und damit
das Transformationsverhalten fiir die Koordinaten von dualen Vektoren x* € E*:

E 7,0 = x* = § : - Jzi - j
T.9' =a" = zjg’ = E zjag = T = g a; x;.
i J 0,J J

Vergleicht man nun die Transformationsformeln, so zeigt sich, dal die Komponen-
ten x; der dualen Vektoren z* € E* wie die Basisvektoren g; des Grundraumes
transformieren:

Tp=Y dwi, gi=Y digi; wvi=» bT;, gi=» blg;

Hingegen transformieren die Komponenten z¢ eines Vektors € E wie die Vektoren
der dualen Basis g*:

i”j:Zbga:i, §i=Zb§i; xi:Za§»fj, gi:Za§»§j.

Dieser Sachverhalt motiviert auch die Verwendung von “oberen” und “unteren”
Indizes: Die Komponentenvektoren dualer Vektoren transformieren wie die Basis
im Grundraum (sie transformieren kovariant), die duale Basis und die Komponen-
tenvektoren im Grundraum transformieren kontravariant.

Vergleiche das aber mit folgender

19.4 Definition (Funktor).

Unter einem FUNKTOR F auf einer Kategorie versteht man eine Zuordnung, die
jedem Raum M einen anderen Raum F(M) zuordnet und jedem Morphismus
f : M — N einen entsprechenden Morphismus F(f) zwischen F(M) und F(N)
zuordnet, soda F(idys) = idz) und F von der Zusammensetzung je zweier
Morphismen die Zusammensetzung der zugeordneten Morphismen ist.

Man nennt einen Funktor 7 KOVARIANT, falls F(f) in die gleiche Richtung liuft wie
f,d.h fir f: M — Nist F(f): F(M) — F(N). Er heilt KONTRAVARIANT, falls
F(f) in die entgegensetzte Richtung lauft, d.h. fir f : M — N ist F(f) : F(N) —
F(M). Insbesonders ist der Dualraum-Funktor (f : B — F) — (f* : F* — E¥)
kontravariant.

19.5 Transformationsverhalten von 1-Formen.

Es sei o= = (ul,...,u™) bzw. =1 = (v!,... ™) eine Karte einer Mannigfal-
tigkeit M und 8 = £i bzw. 8;-1’ = % seien die (lokalen) Basisvektorfelder des

Tangentialbiindels. Diese hdngen nach wie folgt zusammen:

v " N e _
5], o = ;8" lo(p™")" 07|, oder intuitiver 907 = - ENE
m 1 . . 8 i 81}7; a
e = ;aﬂy(w D) 3Zw|, oder intuitiver Ev i 2 Jul Ovi

Seien aj» = gT“; bzw. bg = gf die Koeffizienten der Jakobimatrix des Kartenwech-

sels und das Vektorfeld ¢ habe die Darstellungen & = > & 321. =S %, dann
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19.6 19. KONSTRUKTION UND 1-FORMEN

gilt auch
4 out 0 0
=50 S G = (S0 (5) ) o

= (= 81}777‘_2617]

und analog 1/ = > b;fj

Fiir Kotangentialvektoren erhalten wir wegen die folgenden Transformations-
formeln:

du' = —dv’ Za dv?
J

dv’ = gzi du' =" bldu.

i
Die Komponenten der Kotangentialvektoren, transformieren also kovariant, daher
heiflen Schnitte im Kotangentialbiindel (d.h. 1-Formen) auch KOVARIANTE VEK-
TORFELDER.

19.6 Konstruktion des dualen Biindels.

Um iiber Glattheit von 1-Formen sprechen zu kénnen, miissen wir nun die disjunkte
Vereinigung T*M = (TM)* := |, ¢ (ToM)* zu einer glatten Mannigfaltigkeit,
oder besser noch einem Vektorbiindel machen. Noch allgemeiner wollen wir fiir ein
allgemeines Vektorbiindel £ —2+ M die disjunkte Vereinigung E* := I_Ize v (Ez)*
wieder zu einem solchen machen. Seien dazu Trivialisierungen ¢ : U x R¥ == E|i;
von E iiber offenen Mengen U C M gegeben. Wir brauchen eine Trivialisierung

o || Y =U x (RF) = By = | | (B
zelU zeU
Faserweise konnen wir ¢* als (¢*), = ((v2)*)"F = ()7 H)* : (RF)* = (E,)*
definieren, wobei (p,)* : (E;)* — (R¥)* die adjungierte Abbildung zum Isomor-
phismus @, : R¥ — E, bezeichnet.

Sei ¢ : UNV — GL(R¥) die Transitionsfunktion fiir zwei Vektorbiindelkarten von
E. Die zu den Trivialisierungen ¢* gehorenden Transitionsfunktionen ¢* sind dann
durch
V(@) = (Y(2)") 7 € GL(RY)") = GL(RY)

gegeben, wobei ¢ (z)* die adjungierte Abbildung zum linearen Isomorphismus (z) :
R* — R* bezeichnet. Da A + A* linear ist von L(R* R!) — L((RY)*, (RF)*), die
Inversion A — A~! von GL(RF) — GL(R*) glatt ist und + : U NV — GL(R¥) als
Transitionsfunktion des Vektorbiindels E ebenfalls glatt ist, gilt gleiches auch fiir
die Zusammensetzung *

GL(R¥)
" -
UﬁVl>GL(R’“)// \GL )
- "
I
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19. KONSTRUKTION UND 1-FORMEN 19.9

Also bilden die ¥* einen Kozykel von Transitionsfunktionen fiir ein glattes Vek-
torbiindel £* — M und die ¢* sind die zugehorigen Vektorbiindelkarten. Diese
Vektorbiindel £* — M heifit das DUALE VEKTORBUNDEL zu E — M.

Im Spezialfall, wo E — M gerade das Tangentialbiindel TM — M ist, heifit
T*M = (I'M)* - M KOTANGENTIALBUNDEL von M.

Der Raum C*°(M<+T*M) der glatten Schnitte des Kotangentialbiindels wird auch
mit Q' (M) bezeichnet.

19.7 Glatte 1-Formen.

Wie erkennt man, ob eine 1-Form w wirklich glatt ist? Nun, das ist lokal um einen
Punkt x € M genau dann der Fall, wenn ihre Darstellung beziiglich einer Trivi-
alisierung T*M|y =2 U x R™ mit € U C M glatt ist. Nach werden die
Trivialisierungen von T*M durch Dualisieren aus jenen von T'M gewonnen. Zu
einer Karte ¢ : R™ D U — ¢(U) € M mit zugehorigen lokalen Koordinaten

(ul,...,u™) = ¢~ !, war die entsprechende lokale Trivialisierung von TM — M in

durch
TM D T(p(U)) «Le— TU 2 U x R™ «2>B"_ () x R™

gegeben. Wobei der standard-Basis (e;) in {z} x R™ die Basis ( 52 ) € T M der
Richtungsableitungen entspricht. Die duale Abbildung zu T -1 ;)¢ : R™ — T, M
bildet somit die duale Basis (du') von (T,,M)* auf die duale Basis (e') von (R™)* =
R™. Die lokale Trivialisierung von T* M bildet somit e’ auf du’ ab, und eine 1-Form
w genau dann glatt, wenn alle ihre lokalen Koordinaten (Koeffizienten) w; — gegeben

durch w = Y, w; du’ — glatt sind.

19.8 Lemma (Schnitte des dualen Biindels).

Seip: E — M ein Vektorbindel, dann gibt es folgende Beschreibungen fir die
glatten Schnitte des dualen Biindels E* := ||, (Ey)* — M:

C®(M+E")=T(E*—>M):={c € C°(M,E") : Yz :0(z) € E}}
>{seC>®(E,R): Va:s|g, € L(E;,R)}
= Raum der Vektorbiindelhomomorphismen
von E nach M x R diber id ;.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, daf§ die Schnitte 0 € C*°(M<+E*) genau den
faserweise linearen glatten Abbildungen s : E — R entsprechen.

Definiert man o <> s durch o(z) = s|g, =: $4, so ist klar, daf sich die Abbildungen
o mit Graph {(z,0(z)) : © € M} € M x E und s = || ,.,; 5. in eindeutiger
Weise entsprechen. Verbleibt zu zeigen, dafl o genau dann glatt ist, wenn s es ist.
Dies ist eine lokale Eigenschaft. Sei ¢ : U x R¥ — E|y eine Vektorbiindelkarte von
p: E— Mund ¢* : Ux(R¥)* — E*|;; die zugehorige Karte von E* — M. Lokal ist
o durch & : U — (R¥)* = L(R¥,R) mit o(x) = (¢*).(6(z)) = () o (p,)~! und s
durch 5 := sop : UxRF — R gegeben. Also ist 3(x,v) = s, (0. (v)) = o(z) (. (v)) =
a(x)(v). Sei o (und also auch &) glatt, dann ist 5 : (z,v) — §(z,v) = d(z)(v) =
(evalo(d x idgr))(x, v) ebenfalls glatt. Umgekehrt: Ist s glatt, so auch § und damit
auch eval, o6 = 3(.,v) fiir jedes v. Somit ist aber & : U — L(R¥ R) glatt, und
damit auch o selbst. O

19.9 Bemerkung.
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Wir wollen als néichstes wie fiir glatte Vektorfelder in auch fiir glatte 1-Formen
eine algebraische Beschreibung. Wir kénnen eine 1-Form w auf ein Vektorfeld &
punktweise anwenden, da w, € (T,M)* = L(T,M,R) und &, € T, M, und erhalten
eine Funktion w(§) : M — R mit z — w,(&;). In lokalen Koordinaten sieht das wie

folgt aus:
wzzwidui; 52252321

©) = (Cwde') (S 7%) = Sl = 3wt

Also ist die resultierende Funktion w(§) glatt, falls w und £ glatt sind. Und klar-
erweise ist die Zuordnung (w,&) — w(€) bilinear als Abbildung von Q(M) x
X(M) — C°(M,R).

19.10 Lemma (Raum der 1-Formen als C*°(M,R)-lineare Abbildungen).

Die bilineare Abbildung Q*(M) x X(M) — C>=(M,R) induziert einen C*°(M,R)-
linearen Isomorphismus

QN (M) = Homeee (arr) (X (M), (M, R)),
wobei der rechte Raum aus allen C°° (M, R)-linearen Abbildungen (i.e. C*°(M,R)-
Modul Homomorphismen) von X(M) nach C*(M,R) besteht.
Beweis. Klarerweise induziert obige bilineare Abbildung eine lineare Abbildung
von QY(M) in den Raum L(X(M),C>(M,R)) der linearen Abbildungen.
Jedes w € QY (M) wirkt aber auch C*°(M, R)-linear auf £ € X(M), denn
Weiters ist Q' (M) — Homeeo (ar,r) (X(M), C> (M, R)) sogar C°°(M,R)-linear, denn
(f )@z = (f-w)e (&) = (f(@)ws)(€a) = [2) we(Ea) = f(2)-w(E)]e = (f-w(§))a-
Sei umgekehrt ein w € Homese (ar,r) (X(M), C>°(M,R)) gegeben.

Dann wirkt w lokal, d.h. £ = 0 auf U C M impliziert w(§) = 0 auf U: Zu x € U
wihlen wir ein f € C°°(M,R) mit f(z) =1 und Trg(f) C U. Dann ist f-£ =0
und somit

0=w(0) =w(f &=/ w (©)(z) = w(&) ().
Es wirkt w sogar punktal, d.h. £(z) = 0 impliziert w(&)(z) = 0, denn
9 0

w(Zgzaw) Zfl (%) (@) =0,

) = 0=/()w

Folglich kénnen wir eine 1-Form w durch w(z)(&,) = w(&)(x) definieren, wobei
& € X(M) so gewdhlt ist, daB £(z) = £, ist. Die 1-Form w ist dann glatt, denn lokal
gilt:

w= Zwi du’ mit w; = w(g).

i
Daf§ diese beiden Zuordnungen invers zueinander sind, ist offensichtlich. O

Beachte, dafl sich dieser Beweis direkt zu einem fiir
C™(M<+E*) = Homgeo (ar,r) (C™ (M <E), C*(M,R))

verallgemeinern 18t.

19.11 Lemma (Pull-back von Schnitten dualer Biindel).
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f

. F

Seienp: E— M,q: F — N Vektorbindel und f E
ein Vektorbindelhomomorphismus. Dann ist f* : pl 4
C®(N+F*) = C®°(M<«+E*) durch die Formel F
[6)
M ——N
J5(8)e - Vo 1= Sfy(2) * fvz) fiir s € C°(N<«+F*), v € M, und v, € E,
wohldefiniert.

Vergleiche dies mit ’17.5‘ und ’17.4 ‘ Falls p: E = M xR — M und ¢ : F =
N x R — N triviale Biindel sind mit f(z,t) = (fo(x),t), so verallgemeinert das
eben definierte Pull-back f* jenes fiir Funktionen g € C°°(N,R), denn der Isomor-
phismus C*(N,R) = C®°(N+F*) ist gegeben durch g — (s : N3y — (Fy > v —
9(y) - v € Fy)).

Beweis. Z.z. ist nur, daf f*(s) glatt ist. Via lokaler Trivialisierungen reduziert man
das Problem auf triviale Biindel. Betrachten wir also die Biindel p : U x R* — U,
q: VxR — V, und die Abbildungen f : U — L(R* R?), fo : U — V und
s:V — (RY)*. Dann ist

f*(8)$ Uz 2= Sfo(x) * f(vr) - (S © fO)(m) : fr(vx) = komp((s o fO)(x)v fm) * Vg

also kommutiert

(RP)* x L(RF,R?)

und f*(s) ist als Zusammensetzung zweier C*°-Funktionen selbst glatt. O

19.12 Pull-back von 1-Formen in lokalen Koordinaten.
Sei f: M — N glatt und w € Q'(N). Dann ist f*w € Q' (M) definiert durch

(f*w)e(§) == (Tf) w)(x)(£) wi(a)(Tef - €) fiir x € M und § € T, M.

Insbesonders erhilt man
f*(dg)p(gp) = (dg)f(p) (Tpf : gp) = Pry 'Tf(p)g Tpf &
= Pry ~Tp(go f) “&p = d(gof)p &p, dh.
f*(dg) =d(go f)=d(f"g) fixr g € C(N,R),
oder noch kiirzer: f*od=do f*.

Wir wollen f*w in lokalen Koordinaten ausdriicken. Seien dazu (ul,...,u’) lokale
Koordinaten um = € M und (v?, ..., v7) lokale Koordinaten um y := f(z) € N. Sei
weiters w = Zj wj dv’ die Koordinatendarstellung von w um y und f*w = oM dut

jene von f*w um x. Setzen wir speziell £ := a?” ,, S0 erhalten wir:
: . :
w5 (Tt G| ) = (| ) = (B (5] ) ==
x x k xr

0

W () (Trf e

0
T 811[

i
x 8Ua:

) 2 (00 (52

oul
!

oy
) = wiw

y j

Also gilt

4 J

(S ) - XS0 2
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Man beachte, da8 das Kurvenintegral aus [86, 3.10] einer 1-Form w € Q'(U) auf
einer offenen Menge U C R™ lédngs einer Kurve ¢ : I — U gerade durch

/w—/z:wZ da’ / Zwl —dt /Olc*(w)

gegeben ist. Fiir eine abstrakte Mannigfaltigkeit M koénnen wir genauso das Kur-
venintegral fcw einer 1-Form w € Q!(M) lings einer Kurve ¢ : I — M durch

fom o0

definieren. Wir werden diese Definition im Abschnitt weiter verallgemeinern.

20. Motivation fiir Formen hoheren Grades

20.1 Die Riemann-Metrik als Tensorfeld.

In|18.11 | hatte wir Riemann-Metriken als Abbildungen definiert, die jedem x € M
eine Bilinearform g, : T, M x T, M — R zuordnen, und zwar so, dafl = — ¢, (&z, 7z ),
M — R glatt ist fiir je zwei glatte Vektorfelder &, € X(M). Schreiben wir die

beiden Vektorfelder mittels lokaler Koordinaten (u',...,u™) als £ = >, & a?ﬂ und

n=>3,n 5, so erhalten wir
gl’ﬂnl’ Zg "7a:gx (a i’ auj) Zdu )lmngj( )

wobel wir g; ;(x) 1= g, ( 5T aw) gesetzt haben. Es ist (&, 7,) — du® ()|, -du? (n)|.
eine bilineare Abbildung T, M x T, M — R, die wir mit du’|, ® du’|, bezeichnen.
Also gilt lokal

g= ng du* @ du?

.7

20.2 Hessische Form.

Sei f : M — R eine Funktion mit lokalem Extremum bei x, dann ist T, f : T, M —
TR = R die Nullabbildung. Um umgekehrt schlielen zu kénnen benétigen wir
die 2.Ableitung: Sei M eine offene Teilmenge des R™, (oder M eine Teilmannig-
faltigkeit die wir durch eine offene Umgebung und f durch eine Erweiterung darauf
ersetzen).

MxR"=TM ——-TR=R xR
Tf(x,v) = (f(2), f'(x)(v))
M xR™ x R™ x R™ = T2 M := T(TM) -Z-Ls T?R = R4
T f(w, 0, w) = (), ' @)©), F@)w), @), y) + ['(@)(w))
Im R™ ist pry(T?f(z,v;y,0)) = f"(z)(v,y), falls (z,v;y,0) im 2. Tangentialraum
der Mannigfaltigkeit liegt.

20.3 Beispiel.
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Zweite Ableitung von Funktionen am Kreis:
S'={zeR?:|z| =1}
TS' = {(z,v) € (R*)?: |z| = 1, (x,v) = 0}
725" = {(z,viy,w) € (R*)* : |2 = 1, (z,v) = (z,y) = 0,
(y,0) + (x,w) = 0}

Somit ist (z,v;y,0) € T?2S! genau dann, wenn |z| =1, v L 2,y L z und v L v,
also nur dann wenn v = 0 oder y = 0 ist. D.h. auf einer allgemeine Mannigfaltigkeit
a3t sich f”(z) : T, M x T, M — R nicht sinnvoll definieren.

Falls T, f = 0, so ist dies doch moglich. Sei &;,7n, € T,M, dann definieren wir
F(x)(&xymz) = n2(E(f)), wobei & ein Vektorfeld mit &(x) = &, seil. Schrelben wir
¢, und 7, in lokalen Koordinaten, d.h. &, = 3", ¢'-2 57 bzw. 0y =3, 0 au“ so ergibt

sich:
Z 51 811,’

;0 i Of
= (2aa) (e ),
B . ) ; g 8f , 0 0
7;#;W <£ ou >‘ Z Z(@ui aul 8uj 8uif)m
Ny O of
—;é " ouI Ou’ (2), da out|,

Wir haben also gezeigt, dafl obige Definition von der Fortsetzung £ unabhéngig ist
und in lokalen Koordinaten die iibliche 2. Ableitung liefert, falls f'(x) = 0.

=0.

Es ist also unter dieser Voraussetzung f(x) : T,M x T, M — R gegeben durch

2
25277 8u18ul Zdu &)du (n 8‘ /

5u3(‘9ui N
(; oul Ou’ du’ @ du )(37)(5777)

Demnach ist f"(x) = Y. S - (z) du'l, ® du?|;. Wie transformiert sich dieser

i, Oul Ou’
Ausdruck beim Wechsel von Koordmaten u' zu neuen Koordmaten 3?7 Wir haben
o' 7 _ av* 6 _ vk of
dv' = =2 o dv! und 55 =37, go5 2. Also ist 525 (f) = ) 9% 5% und

02 0 [0 0 ok aof
outOu’ ()= ou’ (W(f)> - Out < - Aui 51}’“)

_ Fok o0k (00 0y of
B 81} S Ouiow | Oud l out ovl/ Ovk

Ly 0 S
a - Outous 3ul Oul  Ovlovk’
Somit ist
0% f , , 0% f : 5 H2k of
——_du' @ du’ = d d — du' @ d J
sz: Outou’ u e du lzk: OvlOvk v @ +sz: - ouioui | ovk u' @ du

andreas.kriegl@univie.ac.at © 26. Juni 2018 123



20.5 20. MOTIVATION FUR FORMEN HOHEREN (GRADES

und der zweite Summand verschwindet im Punkt z, da %u =0.

20.4 Exakte 1-Formen.

Fiir eine glatte Funktion f : M — R, wobei M C R™ offen sei, ist f/ : M —
L(R™ R) glatt. Natiirlich interessiert man sich dafiir, wann die Umkehrung gilt,
also wann zu einer 1-Form w : M — L(R™,R) eine Funktion f : M — R existiert,
sodafl w = f’, ein solches w nennt man EXAKTE 1-FORM. Der Spezialfall

des Satzes von Frobenius liefert so eine Integrabilitits-Bedingung (siehe auch
[81, 6.5.2]):

Lokal existiert so ein f genau dann wenn 2dw(x)(vy, v2) := w'(z)(v1)-va—w'(z)(v2)-
vy = 0V v1, vy € R™. Das so definierte dw : M — L(R™,R"™;R) ist fiir festes x € M
alternierend (= schiefsymmetrisch) und bilinear. Kiirzer schreibt man dw : M —
L%,,(R™ R) und sagt: dw ist eine 2-FORM.

Allgemein bezeichnet man eine Abbildung w : M — LK, (R™ R) als k-FORM, wobei
L%, (R™ R) den Raum der alternierenden k-linearen Funktionale bezeichnet. Ist
M = R™, so geniigt dw = 0 um ein global gegebenes f mit w = f’ zu finden. Ist
M C R™, so geniigt es i.a. nicht. Dazu ein Beispiel:

20.5 Beispiel.
Wir betrachten die 1-Form

—Yyv + TW Y T
w($7y)(v7w) = W also w(a@y) = —7932 T y2 dx + ;2 +7y2 dy

2_,2

auf M := R?\ {0} aus [86, 3.10]. Wegen %<m2:tyy2) = oy = %(zfﬁv) ist
dw = 0. Angenommen, es gibe ein f mit f’ = w, also

£ (y) = Ouf (@, 9), 0o f (2, ) = (x_fy xﬁy) '

Ist (20, y0) € S! ein Punkt, in dem f eingeschriinkt auf S! ein Minimum annimmt,
so gilt

—Yo
of + y5

Zo

0= f'(z0,90)(—¥yo0,z0) = (=Y)+ —5—= "7
F'(%0,y0)(—Yo, o) (—%0) oyl

=1, ein Widerspruch.

Fiir die eben betrachtete Form gilt also: dw = 0, aber es gibt keine Stammfunk-
tion zu w auf M. Diese Diskrepanz zwischen Formen w mit dw = 0 und solchen
der Gestalt w = f/ = df kann verwendet werden, um etwas iiber die topologis-
chen Eigenschaften von M auszusagen (In unserem Beispiel war M nicht einfach
zusammenhéngend).

Wie sieht das nun fiir beliebige Mannigfaltigkeiten M aus?
Sei allgemeiner w : © — w(x) eine 1-Form, dann miifite dw eine, auf M gegebene Ab-
bildung dw :  — dw(z) mit Werten dw(z) : T, M x Ty M — R sein, die bilinear und
alternierend ist (so eine Abbildung heifit 2-FOorM). Also ist (dw), € L%, (T, M, R).
Analog werden wir k-Formen definieren. Dazu wollen wir jetzt die grundlegenden
Tatsachen aus der multilinearen Algebra zusammenfassen.
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21. Multilineare Algebra, Tensoren

21.1 Definition.

Wir stellen zuerst die (multi)linear Theorie zusammen, fiir ein vertiefendes Studium
vgl. etwa [53] und [136, Vol.I, Cap.7]. Im folgenden bezeichnen E, F, etc. endlichdi-

mensionale Vektorriume iiber R. Wir bezeichnen mit L*(Ey, ..., Ex; F) (oder kurz
L(E:,...,Eg; F)) den RAUM DER k-LINEAREN ABBILDUNGEN Ej X ...x E; — F.
Dieser ist ein Vektorraum der endlicher Dimension dim(Ey) - ... dim(Ey) - dim(F).

Die Abbildung T': F1 X ... X Ep — R sei k-linear und S : Exy1 X ... X Epy; — R
sei i-linear.

Das TENSORPRODUKT von T mit S ist wie folgt definiert:
TRS:E; X...x Expy —» R (k+i)-linear
(T®S)(v1y.. i) =T (v1, -, 0%) S(Vk41s-- -y Vkps)

Vollig analog kann man auch das Tensorprodukt T} ®- - -® T}, mehrerer multilinearer
Funktionale T; definieren.

21.2 Das Tensorprodukt von Vektorrdumen.
Fiir endlichdimensionale Vektorriume E1, ..., Ey ist thr Tensorprodukt durch
B\ ®--- @By :=LYE},...,E5;R)
definiert. Gemeinsam mit der k-linearen Abbildung
R:E1 X ...xExy > FE1® - ® Fg,
®:(T1,...,25) > T Q- ® xp, wobei
(1@ @ap)(Wr, - uk) = w1 (@) -y,

lost es folgendes universelles Problem:

Eix... XEk'%g))EH@“'@Ek
31
km linear
F £

Ist {ef 11 <4 <dim Ej} eine Basis von I, dann ist eine Basis von B ® --- @
gegeben durch:

{el @ - ®ef 11<iy <dimEy,...,1<ip < dimEy}.

i1

Beweis. Wir zeigen zuerst die Aussage iiber die Basis. Die Menge {e%1 R ® ei?k :

i1,...,10} ist linear unabhéingig, denn aus E“zk it 6111 Q@ ei—“k = 0 folgt
durch Anwenden auf (&7, ... ,ei"‘) die Gleichung
0= ( Z prt el @@ ef'k)(e]l'l, . 7e{;’“)
U yeenslle

i1y o1 k) (ot ik
> ot "(en@"'@eik)(ela---vek)
i1k

)

_ LSO TR SR Jk (kN 0150k
= Z H €1 (eil) €k (eik) =W
U1 yeenslk ’ :
871 57k
i1 ip
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21.3 21. MULTILINEARE ALGEBRA, TENSOREN

Dies ist auch ein Erzeugendensystem fir F; @ --- ® Ey, := L(ET, ..., E;R), denn
jedes k-lineare p1: B X ... x Ef — R 1aBt sich auf (z1,...,2%) € Ef x ... x E} wie
folgt beschreiben

w(zt, ... %) :u(Zmie’f,...,fokeZO

_Z Zx“.. Xy, 61,--~762k)
Z"'Zehx ...eik(xk)~u(ei11,...,e;’“)
= Z pi ® - ®el )(a', ... 2"

<lk

wobei it = pu(ell, ... elt) € R.

Folglich 148t sich jede multilineare Abbildung p : Eq X ... X E), — F auf eine
eindeutige Weise zu einer lineare Abbildung ji: £ ® -+ ® Ey — F durch

~7 1 k k
M(ezl®®ezk) _:u’( zla'“aeik)

fortsetzen, sodafl das angegebene Dreieck kommutiert. O

21.3 Bemerkungen.

1. Wir erhalten folgende natiirliche Isomorphismen (den zweiten mittels vollstindiger
Induktion):
(B1® - ® Ep)* 2 L(En,...,E;R) 2 L(ETY, ..., E[";R)
=Ei®---®E;

(.(E1RE)® - QFE,) 2 L(E1® - ® Ex_1)",E;R)

L(Ey®---® Ex_1)"; L(E},R))

L(Ef ® - @ Ep_y; L(Eg, R))
(BT,
(

R

IR

L(E],.... By, L(E},R))
Ef,....Ex_1, EsR)
=20 ® QL
E1® Ey=L(E},E5;R) = L(ES,ET;R) = B, ® By
E, @R =L(E],R";R) 2 L(E],R*™) 2 L(E{,R) = E{* 2 F,;
L(E
(

Il

L(E,F) ~ L(E,F**) = L(E, L(F*,R)) = L(E, F*;R)
>~ L(E",FR)=E"®F
L(El,...,Ek;F):L(E1®-~~®Ek,F)
~Ei® - ®FE)®FYE ® - ®FE;F.

2. Zu linearen Abbildungen T; : E; — Fj existiert eine durch folgendes Diagramm
eindeutig bestimmte lineare Abbildung I ® -+ - Ty : 1 ® - - Q@ Fy > F1 ®

. ® Fk'
®
Ey x...x Ey - Fi®- - ®F
k-linear
Tlx...XTkllinear linear : Th ®--®T}
® \
Fix.. xFp———>F1® - ® F}.
k-linear
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21. MULTILINEARE ALGEBRA, TENSOREN 21.4

Dabei ist Ty ® - -+ @ T}, auf der Basis (e} @ --- ® ef ) wie folgt gegeben:

ik
(1@ @Tk)(ef, @ ®eb ) =Ti(ef,) @+ @ Ti(e])
=Y (D)) @@ (Te)l £
J1 Ik

= > WL @ S e o ff
J1s-Jk
3. Zwischen den verschiedensten soeben definierten Tensorprodukten besteht der
folgende Zusammenhang: Fiir T; € £} stimmen die Tensorprodukte
L. 7@ - ®T,€L(E,...,E;R) = (B, ® - @ Ey)* von [21.1];
2.1 ® - @Tx € Bf® - ® E; von |21.2

3@ 9T :Ei® -®FE +Re-- @R von 2]
vermdge der Isomorphismen (E1®---QFE)* 2 Ef®---QFE; und R®---@R = R

aus iiberein.

4. QE =11,7_,(Q:, E) ist eine graduierte, assoziative Algebra mit 1 und heifit
die TENSORALGEBRA iiber E. Dabei heifit eine Algebra GRADUIERT, falls A =
erN Ay und die Multiplikation Ag x A; in Ak abbildet. Die Elemente w € Ay
heiBen HOMOGEN VOM GRAD k. Dabei setzt man ®° E := Xico £ =R, denn
[Licg E* = {0} und jedes f : {0} — R ist O-linear. Die 1 in @ F ist dann
1eR=QR’ECQE.

5. Die Tensoralgebra hat folgende universelle Eigenschaft: Zu jeder linearen Ab-
bildung f : F — A, wo A eine assoziative Algebra mit 1 ist, existiert ein
eindeutiger Algebrahomomorphismus f : QR E — A, welcher auf ®1 E=F
mit f iibereinstimmt:

E—— Q" EC QF

f fo-
linear " Alg-Homo
~

A

21.4 Definition.

Mit L%,,(E, F) bezeichnen wir den durch die alternierenden k-linearen Abbildungen
gebildeten Teilraum von L*(E, F). Bekanntlich heiBt eine Abbildung 7' : E x ... x
E — F alternierend, wenn 7#**(T") := T o 7* = sgn(n) - T fiir alle Permutationen
me Sy :={r:{1,...,n} = {1,...,n} : 7 ist bijektiv} gilt, d.h.
T(Va(1), .- Vry) = T(wom) =T(r*v) = (T o7*)(v) = (7*(T)) (v)
= (sgn(nm) - T)(v) = sgn(n) - T(v1,...,v%) Vovi,...,u5 € E,

wobei wir (v, ..., v;) als Abbildung v : {1,...,k} — E auffassen.

Eine Projektion alt : LF(E, F) — L%, (E,F) C LF(E, F), genannt ALTERNATOR,
auf diesen Teilraum ist gegeben durch

1
alt(T)(ve, ., 0n) = 4 > sgn(m) - T(vn(1ys - - Vn(r))
" weSy

alt(T) = % > sgn(m) -7 (T).

" mwESy
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21.4 21. MULTILINEARE ALGEBRA, TENSOREN

Fiir alternierende multilineare Funktionale T und S definiert man das AUSSERE

oder “HACK”-PRODUKT (englisch: wedge-product) durch:

(k +9)!
k!4

(T AS)(v1,. ., Vi) 1= alt(T'®@ S)(vi, - - -, Vi) =

1
= m Z sgn T - T(Uﬂ(l)y ey ’Uﬂ.(k)) . S(vﬂ'(k:-i-l)v .o 7U7r(k+i))

1
= Z Z SgN o SgN My SgN Ta-

71,72 o stkw. 7
T (Vo(my (1)) - -+ Vo(m (k) * SWVo(ma(kt1))s - -+ Vo (ma(k+i)))
— Z(_l)zjgk(a(])_J)
o(1) < -+ < alk)
1 1

“T(Vo(1)s -+ Vo(k)) SV, oy Vo(1) s+ v vy Vg(k) -+ s Vkti)-
In dieser Rechnung haben wir die Permutationen 7 von {1,...,k + i} in ein-
deutiger Weise als o o (m L m2) geschrieben, wobei m; eine beliebige Permuta-
tion von {1,...,k}, mo eine solche von {k + 1,...,k 4+ i} ist und o eine von
{1,...,k+i} welche auf {1,...,k} und {k+1,..., k+i} streng monoton wachsend
ist. Es ist also o(1) < -+ < o(k) die monotone Anordnung von {n(1),...,n(k)}
und o(k +1) < --- < o(k +4) jene von {w(k + 1),...,7(k + ¢)}. Damit ist
denn um die natiirliche Ordnung von O‘(l}; L o(k + i) wiederherzustellen miissen
fiir alle 1 < j < k die o(j) — j vielen kleineren Zahlen aus {o(k +1),...} mit o(j)
vertauscht werden.

Falls T, S und R linear sind, dann ist
(T A S)(w,v) = T(w) S(v) — T(v) S(w) = det <T(w) S(w))

und somit

2((T' AS)AR)(w,v,u) =

= (T A S)(w,v) R(u) — (T A S)(v,w) R(u)
+ (T'AS)(v,u) R(w) — (T AS)(w, u) R(v)
+ (T AS)(u,w) R(w) — (T A S)(u,v) R(w)
::@m@ﬂv_T@sngmy{iMS@g—ﬂmstR@)
+ (T() S(u) = T(w) S(v)) R(w) — (T(w) S(u) = T(w) S(w)) R(v)
+ (T() S(w) = T(w) S(w)) R(v) = (T(w) S(©) ~ T(v) S(u) ) R(w)
= 2T (w) S(v) R(u) +2T(v) S(u) R(w) + 2T (u) S(w) R(v)

2T (v) S(w) R(u) — 2T (w) S(u) R(v) — 2T (u) S(v) R(w)

T(w) Sw) R(w)

= 2det [ T(v) Skw) R()

(v)
T(u) S(u) R(u)
und folglich verschwinden auch im 3-fachen Produkt von 1-Formen alle Faktoren.
Dies ist der Grund fiir die Wahl des Faktors (kk'm)! bzw. ﬁ, siehe auch | 21.6.2|.
Analog zu obiger Formel fiir T'AS kénnen wir auch direkt ein Hackprodukt mehrerer
multilinearer alternierender Funktionale definieren. Beachte noch, dafl

TAS=(-1DMSAT,
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21. MULTILINEARE ALGEBRA, TENSOREN 21.5

denn
(T A\ S)(U1, .. /Uk;Jri) =

= ngn 7(1)s s Vn(k)) * S(Un(ka1)s -+ o s Vn(kti))
- W Z sgn(m' 0 0) - T(a(o(1))r - > V' (a(k))) * SV (0 (k1)) -+ V(o (k)

zsgn k' [ ngn Uﬂ/(1)7...,’l}7r/(i)) 'T(Uw’(i+1)a-~-7v7r’(i+k))

= (— )kl (S A T)(’Ul, e 7Uk+i)

wobei 1 = 7’ o 0 und & jene Permutation ist, welche den Block (1,...,k) mit
(k+1,...,k+1) vertauscht und Vorzeichen (—1)* hat, d.h.

. j4+i firj <k
o(j)=1" L
j—k firj>k.

21.5 Lemma (Das #uflere Produkt eines Vektorraums).

Es sei das k-fache dufere Produkt des Vektorraums E definiert durch /\kE =
LY (B R) und A : Ex ... x E — /\kE C ®"E = L*(E*,R) sei die folgende
alternierende, k-lineare Abbildung:

/\:(1)1,...71))»—>1}1/\--~/\v;C mit
(v1 A= Awg) (w?, ngn w™ D (vy) - w™ ) ()
= k! alt(vl @ - @up)(wh, ..., wk),

also vy A+ Avg =kl alt(vy ® -+ - @ v).

Das duflere Produkt ldst folgendes universelles Problem:

Ex...xE N E
\ It
k-linear, alt. . "bvvlinear
y2
F
Ist {e;}[, eine Basis von E (also m = dim E), dann ist {e;, N---Ne;j 11 <

iy < -+ < i < m} eine Basis von \° E, also ist dm\" E = (k) Speziell fiir
k=dim FE erzeugt ey A\ --- Aep ganz /\IC E und

(e1 A--- Aeg)(wh, ..., wk) = ngn(ﬂ) wf(l) Cee w,:(k) = det(w?, ..., wk).

Beweis. Esist A : Ex...x E— A" E durch E x ... x E -2 @ p—#alt, /\kE
gegeben, folglich bildet (e;, A---Aej, )i <...<i, €in Erzeugendensystem von /\ E =
Lljllt(E? R).
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21.6 21. MULTILINEARE ALGEBRA, TENSOREN

Dieses ist auch linear unabhiingig, denn aus »_ pitte e Ao Ae, =0

: ‘ i< <iin
folgt durch Anwenden auf (e’!,...,e’*) mit j; < --- < ji die Gleichung
0= ( Z ,uil,...,ik eil/\"'/\eik)(ejla--~7ejk)
1< <ip
= Z pr (e A Aeg, ) (€7 )
i < <idg
— Mj17~--7jk

Folglich 148t sich jede alternierende multilineare Abbildung pp: E x ... x E — F
auf eine eindeutige Weise zu einer lineare Abbildung [ : /\k E — F durch

Aleq, - Nep) = ulei,, ... ef,)

fortsetzen, sodafl das angegebene Dreieck kommutiert. O

21.6 Bemerkungen.
1. Es gelten die folgenden Identitéten:

L%, (B, F) (/\E F) und (/\E) ~ [k, (E,R) = L%, (B, R /\E

2. Zu jeder linearen Abbildung T : E — F existiert eine durch folgendes Dia-
gramm eindeutig bestimmte lineare Abbildung A" 7 : A¥ E — A" F:

Ex..xE-2sN\'FE

TxA..le JUAFT

\
Fx..xF-2sN\'F
Damit wird A" zu einen Funktor.

In der Tat ist /\k T auf der Basis (e;; A--- Ae;,) wie folgt gegeben:

k
(AT (ei A Aeiy) = T(ei) Aw- AT(es,)

- Zﬂ‘jffh Ao A ZTg:fjk
J1 Jk

Z TI T f N A f

.....

Jr(1) Jr (k)
Z ZTd e TG fjw(l) /\"'/\fﬂ'ﬂk)

Ji<-<jp T
Jr Jr
Z an(l).""nk(k) Sgn(ﬂ)fjl/\"'/\fjk
J1<<jrk ™
Z det(Tij:)ﬂS Jin N N S
J1<-<UJk

3. Fir m = dim(E) ist der Raum A E := [[\", A’ E cine graduiert-kommuta-
tive assoziative Algebra mit 1 € /\OE = R, die sogenannte AUSSERE ALGE-
BRA {iber E. Dabei heifit eine graduierte Algebra A = [], .y Ax GRADUIERT-
KOMMUTATIV, falls: a € Ay, b€ A;j = a-b=(-1)"b-a.

Es ist dim(A E) = Y1 (7) = Qm
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21. MULTILINEARE ALGEBRA, TENSOREN 22.2

22. Vektorbiindel-Konstruktionen

22.1 Definition (Tensorfelder und Differentialformen).

Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit und = € M. Als Vektorraum E ver-
wenden wir nun den Tangentialraum T, M von M bei . Dann ist E* = (T, M)*,
und wir bilden das Tensorprodukt

TM®- R@TM®(T,M)*® - @ (T,M)* = LPTY(TiM,..., T,M;R).

p-mal g-mal

Die Elemente dieses Vektorraums bezeichnet man als p-FACH KONTRAVARIANTE,
G-FACH KOVARIANTE VEKTOREN oder Tensoren. Eine Basis von T, M ist gegeben
durch (%);’;1, wobei (ul, ..., u™) lokale Koordinaten um x von M sind. Die duale

Basis von (T, M)* haben wir mit (du®)™; bezeichnet. Nach erhalten wir als
Basis des Tensorprodukts:

(52 @ @ 5l @du? @ @ duh)

U1,ee58p,J1500q=1,-..,m
Analog bilden wir A*(T,M)* = L*, (T, M,R). Die Elemente dieses #ufleren Pro-
duktes nennt man k-FORMEN und eine Basis bildet

(duil VANREIWAN duik)i1<...<ik.

Lassen wir nun noch den Punkt x € M variieren, so kénnen wir Abbildungen

w M3z w)eT MR- T, M (T,M)"® - @ (T, M)*

p-mal g-mal
betrachten. Diese heiflen p-FACH KONTRAVARIANTE UND ¢-FACH KOVARIANTE TEN-
SORFELDER.

Eine Abbildung
w: M3z w) e ANT,M)*
heifit DIFFERENTIALFORM VOM GRAD k.

Um von der Glattheit eines Tensorfelds (oder einer Differentialform) sprechen zu
konnen sollten wir die Familie der Vektorrdume

(LMo 2 TMe (M) @@ (M) )

p-mal g-mal

xeM

zu einer Mannigfaltigkeit oder besser gleich zu einem Vektorbiindel iiber M machen.

Wir gehen dabei wie beim Tangentialbiindel und dem daraus konstruierten Kotan-
gentialbiindel vor:

22.2 Direkte Summe von Vektorbiindel.

Seien £ 2+ M und F -4+ M zwei Vektorbiindel iiber M sowie ©¥ eine Trivial-
isierung von E iiber U C M und ¢ eine solche von F iiber dem 0.B.d.A. gleichen
U.Mit 9 : UNV — GL(RF) und ¥ : UNV — GL(R!) bezeichnen wir die Tran-
sitionsfunktionen zu je zwei solcher Vektorbiindelkarten {iber U und V. Wir wollen
nun die disjunkte Vereinigung £ @& F := | |, ., (E. @ F,) zu einem Vektorbiindel
machen. Als Vektorbiindelkarten verwenden wir faserweise
eEOF = P g ol \RMIxRF QR =25 E, @ F,.
Die Transitionsfunktionen yF®F : U NV — GL(R**!) sind dann durch
VEEE (1) := P (z) @ ¥ (2) € GL(R") x GL(R') — GL(R*)
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E
gegeben. Die Matrixdarstellung von ¢F®F (z) ist (W O(x)] WF()(CU)]) Also ist

YO glatt. Somit ist E @& F — M ein Vektorbiindel, die sogenannte WHITNEY-
SUMME von E und F.

22.3 Tensorprodukt von Vektorbiindel.

Analog zur direkten Summe machen wir die disjunkte Vereinigung F ® F :=
L,cr (Er ® F;) zu einem Vektorbiindel, dem sogenannten TENSORPRODUKT von
E und F. Als Vektorbiindelkarten verwenden wir faserweise

PEOF = P @ oI RFM =RF QR =5 E, ® F,.

Die Transitionsfunktionen y*®¥ : U NV — GL(R*) sind dann durch
YEOF (1) = P (z) @ ¥ (x) € GL(RM) ¢ L(R* @ R, RF @ RY)
gegeben. Die Matrixdarstellung von Z®F (z) ist (aib3)(i.j).(r.s) Dach | 21.3.2 |, wobei

(af) die Matrix von ¢ (x) und (b3) die Matrix von 9 (z) sei. Also ist ¥ glatt
und £ ® F' — M ein Vektorbiindel.

22.4 Aufleres Produkt eines Vektorbiindels.

SchlieBlich machen wir die disjunkte Vereinigung A" E := ||, <), A” Ez zu einem
Vektorbiindel, dem sogenannten p-FACHEN AUSSEREN PRODUKT von E. Als Vek-
torbiindelkarten verwenden wir faserweise

P

NP = N (o) . RG) g/P\Rk =, /p\El..

Die Transitionsfunktionen A" F : U NV — GL(R(f?)) sind dann durch

p

YN B (2) = NP (@) € GLERG)) ¢ L(;\Rk,;\Rk)

gegeben. Die Matrixdarstellung von ¢A” F(z) ist (det((ag:)rjs))il<‘..<ip7j1<...<jp
nach | 21.6.2 || somit sind die Transitionsfunktionen glatt und A” E vector bundle.

Allgemeiner hat man folgende Konstruktion:

22.5 Theorem (Funktorielle Vektorbiindel Konstruktionen).

Es sei F eine Zuordnung, die jeder Familie von (k + %) endlichdimensionalen Vek-
torraumen einen endlichdimensionalen Vektorraum zuweist und die FUNKTORIELL
1st.

Funktoriell bedeutet, dafs jedem (k+1)-Tupel linearer Abbildungen

T; : F; — Ej fir j <k “kontravariant in den vorderen Variablen”

T : By — F fir k <j “kovariant in den hinteren Variablen”

eine lineare Abbildung

F(Tr, .o Tiyi) : F(Bry ooy Byg) = F(Fry oo Fyd)
zugeordnet wird, die mit Komposition und Identitdt vertrdglich ist und glatt von
Ti,...,Txy; abhdngt.
Dann ist fir (k +1) viele Vektorbindel p; : E; — M eine natiirliche Vektorbindel-
Struktur auf F(En, ..., Exy) ==, F(Eils, - Extilz) gegeben.

Ein Beispiel eines solchen Funktors ist die direkte Summe @; der auf Vektorbiindel
angewandt die Whitney-Summe liefert.

FEin weiters ist der Dualraum-Funktor, der auf das Tangentenbiindel 7 : TM — M
angewandt das Kotangentialbiindel 7*M = | |, (T, M)* — M liefert.
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Andere Beispiele sind das Tensorprodukt und das duflere Produkt sowie Kombina-
tionen von ihnen, wie A" T*M = Lk, (TM,R) = (/\lc TM)*.

Beweis. Die Vektorbiindelkarten F(1)1,...,%¥;+;) werden aus jenen fiir E; faser-
weise durch folgende Formel gewonnen:

]:(1/}17 s 7wk+i)|m =
= F(@07" - 007 (e, ki) )
= F(W1, . hpgi)|e s FRN L RN 25 F(B 4y Eryila)

Die zugehorigen Transitionsfunktionen sind dann die Zusammensetzung folgender
drei Abbildungen:

($1las ooy Urtile) s UNV = GLRM) x ... x GL(RN#+)
inv x ... xid s GLIR™M) x ... x GL(RY+) — GLRM) x ... x GL(RY+)
FrGLEM) x ... x GLERN) - GL(FEY,.. . BY+)) O

23. Differentialformen

23.1 Definition (glatte Tensorfelder und Differentialformen).

Der VEKTORRAUM DER GLATTEN p-FACH KONTRAVARIANT UND ¢-FACH KOVARI-
ANTEN TENSORFELDER oder kurz p-¢g-TENSORFELDER, d.h. der glatten Schnitte
des Vektorbiindels

TM@ - @TM(TM)"® - (TM)" - M
| S —
p-mal g-mal
wird auch mit 72(M) := C®(M++ Q" TM @ Q" T*M) bezeichnet. Insbesondere
sind die 0-0-Tensorfelder gerade die reell-wertigen Funktionen, die 1-0-Tensorfelder

die Vektorfelder und die 0-1-Tensorfelder die 1-Formen.
Lokal 148t sich jedes Tensorfeld ® als

dim (M)
_ Z i1yeensip O 2] J1 J
@ — (bjly"'vjq au'il ® ® Buip ® du ® ® du !
01,..y0p=1
J1se-dq=1

schreiben. Und wir wissen, dal ® genau dann glatt ist, wenn alle Komponenten

@;I"“’i"’ glatte reell-wertige Funktionen sind.
1s-++5]q

Der VEKTORRAUM DER GLATTEN DIFFERENTIALFORMEN VOM GRAD p, d.h. glat-
ten Schnitte des Vektorbiindels A”(TM)* wird mit QP(M) bezeichnet. Diesen
Raum konnen wir auch anders beschreiben:

OP(M) = C™ (M<— /].\(TM)*>

(M<—(/p\TM)*>

.
{w:/r\TM%R:wx eL(/p\TzM,R)v;c}
= {w: ﬁTM%R:wz € Lo (Ta M, R)V

1

IR
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23.2 23. DIFFERENTIALFORMEN

Wegen /\O(TM)* = M x R stimmt der Raum Q°(M) der 0-Formen mit C>°(M, R)
iiberein. Jede Differentialform w vom Grad k 148t sich lokal als
w= Z Wiy, i du Ao A du'v
1 <o <lig
schreiben. Wieder gilt, dafl w glatt ist, wenn alle seine lokalen Komponenten w;, ... ;
glatt sind. Fiir diese ergibt sich aus

, , 21.5
(du“/\~-~/\du““)( 0 . 0 )—

Ouit’ "7 Qudk

11 a ik 8
= ngn(ﬂ) du (8uj*f<1>> <o du <8ujff<k)>

_ {sgn(ﬁ) falls eine Permutation 7 existiert mit j. ) = ix V ,

k

0 sonst,

folgende Formel fiir j; < -+ < ji:

9 2\ _ i i ) )
w(auh,...,aujk)_( > wilmik.dul/\.../\duk) (357, 55%)
11 <...<ip

= Wiy .. gk

23.2 Bemerkung.
Wegen

1%

TMR - QT MQS(T,M)*® - (T, M)*

p-mal g-mal

> L(T . M)*,...,(T.M) T, M,... T,M;R)

p-mal g-mal

konnen wir ein p-g-Tensorfeld

b = Z q)il""’ip 9 2.0 2 dw® - ®du’

Ji--:Jdq Ouil du'p

D15 nsip
J1s-++50q

punktweise auf p Kotangentialvektoren w!

anwenden:

,...,wP und g Tangentialvektoren 1, ..., &,

q)(w17"'7wp7£17"'7£q) =

=Y e (o wde) (S ek i, Y65t )

D1,eenylp 1
jl 11111 jq
_ VL yeens Tp 1 1 s ]
= ) BN Wl G Easl
11,enylp
J1seees Jq
T1,--Tp
S1yeeey Sq
_ L1500092p 1 D J1 j
= Y Bl Wb g
i1 5eenrip
j17"'7jq

Satz (Tensorfelder als C*°(M,R)-multilineare Abbildungen).
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23. DIFFERENTIALFORMEN 23.3

Obige Abbildung liefert einen linearen Isomorphismus des Raums der glatten p-q-
Tensorfelder auf M mit folgenden Raum C(M,R)-multilinearen Abbildungen:

THM) = Homees (ar,ry (21 (M), ..., X(M); C>°(M,R))

Beweis. Wir gehen analog zum Beweis von | 19.11 | vor:

Offensichtlich wirkt jedes Tensorfeld ® auf 1-Formen w!, ... ,w? € Q!(M) und auf
Vektorfelder &1, ...,&, € X(M) als C°°(M,R)-lineare Abbildung, durch

d(wh, ... WP &, ... o) () = O, (W (z),...,wP(x),& (), ... Eq(x))

und wegen der obigen lokalen Formel

1 Bl 4ennyd 1 ; .
D(wh, .. WP &, Ey) = Z QL Wl Wl g
i1yeeerip
Jireeerda

liegt ®(w?,...,wP, &, ..., &) € C°(M,R).

Umgekehrt sei @ : QY(M) x ... x X(M) — C®(M,R) eine C°>°(M,R)-multilineare
Abbildung. Falls eines der Vektorfelder oder 1-Formen o lokal um = € M ver-
schwindet, so auch ®(w?,...,w? &, ...,&,), denn sei f € C°(M,R) so gewihlt,
dafl f =1 auf dem Tréger jenes Schnittes o und f(z) = 0 gilt. Dann ist f -0 = ¢
und wegen der C*° (M, R)-Linearitét ist

@(wl,...,wp,fl,...,fq)(a:) = f(a:)~@(wl,...,wp,fl,...,fq)(x) =0.

Folglich erhalten wir die lokale Formel

1 P _ E i1500nyip 1 D J1 j
(I)((.U s, W ,517...75(1) = (I)jhm,jq W ""'wip 'El qq7
1y
J1y--dq
mit <I)j11’ G = CID(a%l, ...,dul?), deren rechte Seite an der Stelle  nur von Wert

der 1-Formen und Vektorfelder an dieser Stelle abhéingt. Also definiert
Dy (W Ele) = @ 0P 60, ) (2)

ein glattes Tensorfeld, das gesuchte inverse Bild zu ®. O

23.3 Satz (Differentialformen als C*° (M, R)-multilineare Abbildungen).

Es existiert ein linearer Isomorphismus von QF(M) mit {w XM x ... xX(M) —
C>®(M,R) : w ist k-linear alternierend und C*(M,R)-homogen }

Beweis. (=) Offensichtlich ist w(&1,...,&k)lp = wp(&1lp, .- ., E&klp) k-linear und al-
ternierend.

Die Abbildung w ist aber auch C'*° (M, R)-homogen:
w(fgla v agk)|p = wp(fp£1|p7 s a€k|P) = f(p) wp(£1|p7 oo 7£k|p)
= f'w(gla"'ﬂgk)lp
Sterg ig (&15--58k) w .
Weiters ist M —=t==b s TM ... @ TM R glatt, also w(&y,...,&) €
C>®(M,R).

(<) Seiw: X(M) x...xX(M) — C°°(M,R) mit obigen Eigenschaften. Es ist z.z.,
daB w(&,...,&)|p nur von & |p, . . ., £k |p abhéngt, denn dann konnen wir definieren:

wp(§1|p7 s 7£k|p) = w(fla e 7£k)|;l7'
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24.1 23. DIFFERENTIALFORMEN

Sei & = 0 lokal um p, sei f € C°°(M,R) mit f(p) =0 und f =1 dort wo & # 0.
Dann gilt f - & = & und somit wie zuvor

w(é-la et 7£k>|p = w(fgla e 75’9)'? = f(p) w(§17 e 75’9)‘17 = O
Sei weiters & = S0 & 525 lokal. Dann gilt

w5 &) =w<25§%,§2,-.-,§k> ZZfiw(%,&,m,fk)

und da & |, = 0 gilt £}|, =0 Vi und somit w(&, ..., &)|, = 0.

Sei w =", wrdz! eine lokale Darstellung von w, dabei sei dz’ := dz™ A --- A dz'*
fir I = (i1,...,0) mit i3 < -+ < ig}. Esist wy(p) = w(agiil, ol aa;iik)'P glatt bei

p, also ist w € QF(M). O

24. Differentialformen auf Riemann MF

24.1 Bemerkung zur Dualitét.

Fiir offenes M C R™ koénnen wir das Tangentialbiindel und das Kotangentialbiindel
identifizieren, denn TM = M xR™ und T*M = M x (R™)*. Es sind also sowohl die
Vektorfelder als auch die 1-Formen auf M mit Abbildungen M — R™ ident. Fiir all-
gemeine Mannigfaltigkeiten M gibt es aber keinen solchen kanonischen Isomorphis-
mus zwischen T, M und (T, M)*. Wir wollen nun Mannigfaltigkeiten beschreiben,
fiir welche es einen solchen dennoch gibt. Inwiefern ist denn ein endlich dimension-
aler Vektorraum F und sein Dualraum E* isomorph? Da sie die gleiche Dimension
haben sind sie isomorph. Aber um einen solchen Isomorphismus angeben zu kénnen,
verwendet man {iblicherweise eine Basis von E und als Bildvektoren die duale Basis
von E*. W&hlt man eine andere Basis, so dndert sich auch der Isomorphismus. So
konnen wir auf einer Mannigfaltigkeit nicht vorgehen, denn in 7). M haben wir keine
ausgezeichnete Basis zur Verfiigung.

Eine zweite Moglichkeit so einen Isomorphismus zu erhalten ist die Verwendung
eines inneren Produkts (-, -) auf E. Dann induziert diese bilineare Form eine lineare
Abbildung ¢ : E — L(E,R) = E* durch v — (v, ). Diese ist injektiv, denn: V w :
(v,w) =0 = v = 0. Aus Dimensionsgriinden ist sie somit ein Isomorphismus. Thre
Umkehrabbildung bezeichnen wir mit b := =1 : E* — E. Wegen §(£)(n) = (£,7)
ist bw,n) = (£,n) = #(&)(n) = w(n), wobel wir £ := bw gesetzt haben und somit
w = f& ist.

Wie sieht # in Koordinaten aus? Sei (e;) eine Orthonormal(!)basis von E und (e?)
die dazugehorende duale Basis. Dann ist #(e;)(e;) := (e;,e;) = 8;; = e'(e;), also
bildet # die Basis (e;) auf die duale Basis (e) ab.

Falls (g;) eine beliebige Basis von E ist und (g°) die dazugehorende duale Basis von
E*, so gilt:

8(9:) (gr) = (93> ) =2 Gik = Zgi,j 9 (gr)

J
= #9) =) g9 und
i

t(v) = ﬁ(Z vigi) = Zvi Zgi,jgj = Z(Z gi,jUZ)gj

J
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24. DIFFERENTIALFORMEN AUF RIEMANN MF 24.3

Bezeichnen wir mit v’ die Koordinaten des Vektors v € E beziiglich der Basis (g;)
und mit v; die Koordinaten des dazugehodrenden dualen Vektors f(v) € E* beziiglich
der dualen Basis (g%), so gilt also:

_ i
v =D gigv
%

Sei nun M C R"™ eine Teilmannigfaltigkeit des R™. Dann ist T, M ein Teilraum vom
R™ und erbt somit das iibliche innere Produkt von R™. Also ist (7, M)* isomorph
zu T, M vermége dem Isomorphismus £ : T, M — (T, M)*. Wir erhalten also auch
eine faserlineare Bijektion der Biindel TM — M und T*M — M. In Koordinaten

ist sie durch
9 o
57— ngdu
J

gegeben, wobei g; ; == (g;,g;) mit g; = % und ¢° = du’. Da die g; glatte Funk-
tionen von M D U — R" sind, sind alle Koeffizienten g; ; : M O U — R glatt, und
somit die Biindel TM und T* M isomorph.

Es entsprechen sich also auch die glatten Schnitte eindeutig, d.h. X(M) = Q' (M).
Das Vektorfeld, welches einer exakten 1-Form df entspricht, heiit GRADIENTEN-
FELD grad(f) von f. Fiir offene Teilmannigfaltigkeiten M C RM wird die Koor-
dinatendarstellung von grad(f) aus jener von df durch transponieren gewonnen,
nicht aber fiir allgemeine M.

24.2 Tensorfelder auf Riemann-Mannigfaltigkeiten.

Allgemein wissen wir, dafl Q°(M) = C°°(M,R) ist und wir wollen nun Q'(M)
anders beschreiben. Sei dazu vorerst E ein endlich dimensionaler Vektorraum mit
innerem Produkt. Wir haben dann nach einen Isomorphismus ¢ : £ — E*
definiert durch 4 : v + (v,-). Sein Inverses bezeichnen wir mit b := §~1. Sei (e;)
eine Orthonormalbasis von E und (e) die duale Basis von E*, dann ist:

ﬂ:x:ineieEHZﬂeieE*.
i i

Sei (M,g) eine Riemann-Mannigfaltigkeit mit dem zugehérigen Tangentialraum
g: T, M = (T,,M)*. Eine Basis im Tangentialraum ist gegeben durch %, diese wird
nach abgebildet auf #(z%) = 3, g; du?. Und allgemeiner wird ¢ € T, M wie

folgt abgebildet:

; 0 # i *
€= ¢a e LM w=3 wdu' € (T.M)"

wobei w; = 33 95,67, € = 35 9"wj, 915 = (g7, 505) und (g"7) = (gs,5) " ist.
Es folgt, dal auf kanonische Weise TM = T*M ist, und somit der Raum der
Vektorfelder X(M) kanonisch isomorph zum Raum der 1-Formen Q! (M) ist.

Allgemeiner gilt Q" TM @ Q*T*M = ®"T1TM = Q" T*M und somit
THM) = T, (M) = T3(M)

p+q

24.3 Volumsform.

Sei FE ein endlich dimensionaler, orientierter Vektorraum mit innerem Produkt.
Falls (e;)™, eine positiv orientierte Orthonormalbasis von E ist, so definieren wir
det € L}, (E;R) durch det(eq,...,en) := 1. Um zu zeigen, dafl diese Definition
nicht von der gewéhlten Basis abhéngt wahlen wir beliebige Vektoren g; € E und
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24.3 24. DIFFERENTIALFORMEN AUF RIEMANN MF

betrachten die Abbildung A : E — E, welche e; auf g; := >, a .¢; abbildet. Dann

ist
det(g1,.-.,9m) :det( E a{lejl,..., g af;{‘ejm>
j Jm

. .l . )
E al' - .oalm o det(eg,, ... e;,)
—_————
breed =0, falls j1,...,7m keine
Permutation von 1,....m

E a{(l) a2 ™ sgn(f) det(eq, . . ., em)
. . —_—
7 Permutation e}
= det((al)s,).

Falls also (g;); insbesonders eine andere positiv orientierte Orthonormalbasis ist, so
ist [A] € SO(n), also 1 = det[A] = det(g1, ..., gm)-

Da wir diese Konstruktion auf den Tangentialraum einer orientierten Riemann-
Mannigfaltigkeit anwenden wollen (dort aber nicht eine orthonormal-Basis) sondern
nur eine (positiv orientierte) Basis ( %) ; gegeben haben, bendtigen wir auch fiir
so eine Basis (g;) eine Formel fiir die Determinante: Dazu betrachten wir wieder
die inneren Produkte

9. = (i, 95) <Za €k7za €l> Zaz a; { €k7€z Za
6 7
und erhalten (g; ;)i; = [A - A'] und weiters
det((gi.5)i,4) = det([A] - [A]") = (det[A])?
und schliellich (wegen det[A] > 0)

det(gu,. .., gm) = det[A] = \/det((gi ;)i ) =: VG.

Fiir jede orientierte (siehe [86, 34.3]) Riemann-Mannigfaltigkeit (M,g) ist det €
L7 (T, M,R) und wir definieren die VOLUMSFORM voly; € Q™ (M) der Mannigfal-
tigkeit durch

volps () :=det € L7}, (T M;R).

Diese Volumsform wollen wir mittels lokaler Koordinaten (u!,...,u™) berechnen.
Es bilden die g; : 3 - eine Basis in T, M, von der wir annehmen diirfen, daf sie pos-
itiv orientiert ist, wenn wir ein Orientierungs-erhaltende Karte ¢ = (u 1, cou™)
verwenden. Es ist vol = voly__, -dul A ... A du™ mit
VO]((,;Z] e, Mim) = (VOll)m,m dut AN dum) (8(31 e asm)
=voly, .m- Z sgn(m) dul(auf(l)) coodu™ (W) =voly, .m
" Or(1),1 O (m),m

da 7 die Identitét sein muf, siche auch . Wegen obiger Rechnung ist

VOl(aula-”a@um) det(gl,7gm):\/é
mit G = det((9i,5)i,;) und gij := (9i95) = 9( 507, 557)-

Wir erhalten fiir orientierbare Riemann-Mannigfaltigkeiten der Dimension m fol-
genden Isomorphismus:

C(M,R) == Q™ (M), f+s f-voly.
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25. Graduierte Derivationen

25.1 Lemma (Algebra der Differentialformen).
Esist Q(M) =[], Q*(M) eine graduiert kommutative Algebra beziiglich dem punk-

tweisen Hackprodukt (siehe )

(a A\ B)z(é-l? B a5k+i) =
1
= ngmr “Q(&r(1) - &) Be(Erhrn)s -5 Exrti))s

fiir a € QF(M), B € QY(M) und &; € T, M. Fiir parakompakte Mannigfaltigkeiten
M ist sie als Algebra durch {f, df : f € C*(M,R)} erzeugt.

Beachte, dafl f -w = f Aw fiir f € C®°(M,R) = Q% M) und w € Q(M) gilt.

Beweis. Da die Fasern AT M = [, N T*M graduiert kommutative Algebren
sind, ist auch Q(M) = C>®(M <« AT*M) eine graduiert kommutative Alge-
bra. Lokal wird Q(M) durch {f, df : f € C(M,R)} erzeugt, denn lokal ist
w= Zi1<“.<ik Wiy, in du™ A ...Adu'. Um das auch global zu erhalten, bendtigen
wir einen endlichen Atlas von M. Fiir zusammenhéngende parakompakte Mannig-
faltigkeiten existiert ein solcher nach . Wir wihlen eine Partition {f1,..., fv}
der Eins, welche dem zugehorigen Vektorbiindel-Atlas von T*M untergeordnet
ist. Dann ist w = 37, fjw und fjw = >, Wisiy,indu™ Ao A du', wobei
(u',...,u™) lokale Koordinaten auf eine Umgebung W; von Trg(f;) sind, die zu
globalen glatten Funktionen auf M erweitert wurden und die Koeffizienten wj,;, . ;
globale glatte Funktionen mit Tréiger in W; sind.

k

25.2 Zuriickziehen von Formen.

Sei f: M — N glatt, dann haben wir die Tangentialabbildung T, f : T,M —
Ty N, sowie deren Adjungierte (75, f)* : T;(p)N — Ty M. Falls nun p nicht durch
f(p) determiniert ist, d.h. f nicht injektiv ist, oder zu gewissen ¢ € N kein p mit
f(p) = q existiert, d.h. f nicht surjektiv ist, 14t sich keine Abbildung T*f : T*N —
T*M aus den (T, f)* zusammensetzen. Es a8t sich aber nach dennoch ganz

allgemein aus

k
N AL AR TN
M—1 N
eine Abbildung
Q4() - Q4 (V)

Il I
o> (Me (A1) ) O (Ne(A*TN) )

definieren. Dabei heifit f*(w) die mit f ZURUCKGEZOGENE FORM zu w.

k
(ffw)p(§a A A&k) 2= wyp) ((/\ Tf)(EL A=A fk))
oder unter Verwendung des Isomorphismuses (/\k T,M ) = L%, (T,M;R) auch als
(Ffw)p(§rs -3 &) = wrn) (Tpf - Ealps -+ Tpf - Eklp)-
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Das so definierte f* : Q(N) — Q(M) ist ein Algebrahomomorphismus — wie man
leicht nachrechnet — und es gilt: (f1 o f2)* = fo* o f1* fiir zusammensetzbare Ab-
bildungen f1 und fs.

Mittels des Ismomorphismuses (/\k TM)* = /\k(T*M) kann man f* fiir wy,...,wy €
QY (M) auch #quivalent durch f*(wy A+ Awg) == f*(w1) A+ A f*(wg) definieren,
wobei f*(w;) die in | 19.12 | definierte zuriickgezogene 1-Form ist.
Seien (u®)™; lokale Koordinaten auf M und (v’ )7_, lokale Koordinaten auf N.
Dann lift sich w € QF(N) lokal als
w= Z Wiy e AV A LA doT

J1<...<Jk

schreiben. Die zuriickgezogene Form muf} eine lokale Darstellung der Form
ff(w) = Z Niyoip AU AL A du™
i1 <...<ip

besitzen. Wir berechnen nun die lokalen Koeffizienten n;, . ;, von f*(w):

Mix,... ik ('T) = f*(w)w (auina RE) 35% )
k
=y (AT f) (5o A+ A 557))
Sl 2w, Jatn )

Outt Ovil Ovik
J1<--<Jk
A(v’s o
= 3 (22D Vg (5
ou't t,s vI1 Ovlk
1< <Jk ’
a(vjs o f)
= Y det((F57), )@ (f@):
J1<<jk ’
Also ist
o= > S Wl dut A A du
1< <ip J1<<jk
i1, 0tk=1...m j1,....5.=1..n
vl vl
y j Buil tee auik
. ; ; o, ... vl
Wobei  pji )k = det (M =det| : ..
(ubr, ... ulx) ik e
outl T du'k
vl o ,
. . j
mit i = Dui (v o f),

25.3 Folgerung (Pull-back von Volumsformen).

Sei f: M — N glatt, dimM = m = dim N und (z*,...,2™) lokale Koordinaten
von M und (y',...,y™) solche von N. Dann gilt:

f(g-dy* A ANdy™) = (go f)-det ((W) ) cdz' A A da™.
ij=1

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von . Als m-Form ist f*(g-dy* A---Ady™) =
h-dx' A--- Adx™ fiir eine glatte Funktion h. Durch Anwenden auf (8%’ R,

Ox™
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erhalten wir:
0 0
o * . 1 “ e m — [
h—f(g dy - N---Ndy )((‘hl’”"axm)

F(9) - (dy" Ao Ady™) <Tfa 17~-.,Tf£—)fm>

Y o o yim o 0
:(QOf)'(dyl/\mAdym) (Z (ax 1) oy Z Ozl f) ayim>
Ay

i1

m 0 LA f) 8( im o f)
:(gof).h;m(dym..wdy )<ayi1""’ayzm) — N yaxm
r 0(y™9) o f) Ay o f)\™
= (g0 )2 sen(m) || =55 = g0 ) -det <(a>> .

25.4 Bemerkung.
Speziell fir f =id und g = 1 folgt aus :

J
dyl/\~~~/\dymdet<<gy,) >~dx1/\~~/\dzm.
xt /. .
2,7

In haben wir die kommutative Algebra A := C°°(M,R) betrachtet. Den
Raum Der(A) ihrer Derivationen konnten wir mit dem Raum X(M) der Vektor-
felder auf M identifizieren. Wir haben auf Der(A) die Struktur einer Lie-Algebra
gefunden. Wir wollen &hnliche Ideen nun auf die graduiert kommutative Algebra
A := Q(M) der Differentialformen auf M anwenden.

25.5 Definition (graduierte Derivation).

Eine Abbildung D : Q(M) — Q(M) heifit GRADUIERTE DERIVATION VOM GRAD
d, falls D linear ist, fiir alle k den Summanden QF (M) in Q4% (M) abbildet und fiir
allew € QF(M) und n € Q(M) die Produktregel D(wAn) = D(w)An+(—1)4*wADn
gilt.

Mit Der4(€2(M)) bezeichnen wir den VEKTORRAUM ALLER GRADUIERTEN DERIVA-

TIONEN von Q(M) vom Grad d, und mit Der(2(M)) bezeichnen wir die direkte
Summe [, Derg(2(M)).

Allgemeiner heifit fiir eine glatte Abbildung g : N — M eine Abbildung D :
Q(M) — Q(N) GRADUIERTE DERIVATION UBER g*, falls D linear ist, fiir alle & den
Summanden QF(M) in Q4T*(N) abbildet und fiir alle w € Q¥(M) und n € Q(M)
die Produktregel D(w A n) = D(w) A g*(n) + (=1)%*g*(w) A Dn gilt.

25.6 Lemma (Eindeutigkeit graduierter Derivationen).

FEs sei g: N — M glatt. Jede graduierte Derivation D : Q(M) — Q(N) dber dem
Algebra-Homomorphismus g* : Q(M) — Q(N) ist eindeutig durch die Werte D(f)
und D(df) fiir alle f € C*°(M,R) festgelegt.

Beweis. Da f und df die Algebra (M) erzeugen folgt dies sofort aus . Wollen
wir aber die dort verwendete Dimensionstheorie nicht hineinstecken so kénnen wir
dies auch wie folgt zeigen:

Hatten wir zwei solche Derivationen, so betrachten wir die Differenz D. Wir miissen
zeigen: V f: D(f) =0, D(df)=0= D =0.
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Wir behaupten zuerst, da§ die Derivation D ein lokaler Operator ist. Sei ndmlich
w € Q(M) lokal um g(z) gleich 0. Dann wéhlen wir ein f € C*°(M,R) mit f(g(x)) =
1 und fw = 0, und erhalten

0=D(0)=D(fw) = a(ﬁAg*(W) +9°(f) - D(w)
=0

Und an der Stelle x € N gilt 0 = f(g(z))-D(w)(x) = D(w)(z). Da D ein lokaler und
linearer Operator ist, diirfen wir ihn durch eine lokale Darstellung durchtauschen:

25.7 Beispiele graduierter Derivationen.

Aus folgt, daB Derg(Q(M)) = {0} fiir d < —1, denn D(QF(M)) C QFt4(M) =
{0} fiir k£ + d < 0 und insbesonders fiir k¥ € {0,1}.

Wir wollen als néchstes Der_; (2(M)) bestimmen. Sei also D : Q(M) — Q(M)
eine graduierte Derivation vom Grad d = —1. Dann ist D(C*°(M,R)) = {0} und
die lineare Abbildung D od : C*°(M,R) — QY(M) — QY(M) = C°°(M,R) erfiillt
(Dod)(f-g) = D(g-df + f-dg) = D(g9) Adf + (=1)"%g - D(df) + D(f) A dg +
(-=1)%4f . D(dg) = (Dod)f-g+ f-(Dod)g, wegen D(g) = 0 = D(f). Also ist
D o d auf C*(M,R) eine Derivation und somit durch ein Vektorfeld £ gegeben,
d.h. D(f) = 0 und D(df) = &(f) = df(¢) fur alle f € C*°(M,R). Wir werden in

zeigen, daBl wir durch (i¢w)(&1, ..., &) = w(&, €1, . . ., &) zu jeden Vektorfeld
&€ € X(M) eine graduierte Derivation i¢ vom Grad d = —1 definieren kénnen.

Nun zu Derg(Q(M)). Sei also D : Q(M) — Q(M) eine graduierte Derivation vom
Grad d = 0. Dann wirkt D auf Q°(M) = C°°(M,R) derivativ, ist also durch ein
Vektorfeld £ gegeben, d.h.

D(f) = &(f) = Le(f) = % . (FI5)* f (siehe [17.9 | und [17.10 ).

Der letzte Ausdruck 4 0 (F1$)*w macht aber auch fiir w € Q(M) einen Sinn

und wir werden in zeigen, daBl dadurch fiir jedes Vektorfeld £ € X(M) eine
Derivation £¢ vom Grad d = 0 auf Q(M) definiert wird. Wir werden weiters in
zeigen, daf dies alle Derivationen vom Grad 0 sind, die zusétzlich D(df) =
d(Df) erfiillen. Um eine globale Formel fiir £¢ zu erhalten, differenzieren wir die
Funktion w(&y, ..., &) (fir w € QF(M) und & € X(M)) in Richtung von & an der
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Stelle x € M und erhalten:

(€ (et = 51| (6 ) O FI):
— % t:OWFﬁ y(€1s- -5 )
_ % g (TR TR o TRETFIS, )
Hﬂ;ﬁﬂmm%WWmm»w®W@mn
:4;“ﬂwmw@m»wmm

((F) (€)@)), . ()

t=0

k
+> w6
j=1

(Lew)s (€(2).-. (@)

k
+ Y (6@ 6 6@, @),
i=1

und somit

k
‘Céw(gla"'vgk) 5 w€17 "agk Zw<§17"'7§i—17[gafi}afi—o—la'"agk)-

i=1

Insbesonders ist

(Ledf)(n) =& (df () = df ([&;m) =& (n- ) = [&m] - f=n-(&- ) =dE&- )
Schliellich wollen wir noch eine ausgezeichnete Derivation vom Grad d = 1 angeben.
Nach hoffen wir ja durch die Abweichung der Ableitung einer 1-Form (oder
allgemeiner einer k-Form) davon symmetrisch zu sein, zu erkennen, ob die Form
selbst Ableitung einer Funktion (bzw. k — 1-Form) ist. Betrachten wir dazu zuerst

den Fall, wo M = U offen in einem Vektorraum FE ist. Dann ist eine k-Form auf U
eine Abbildung

w: U — LY, (E;R)
und ihre Ableitung ist
W' U — L(E, L%, (E;R)).
Setzen wir diese mit dem Alternator von
L(E,LY,(E;R)) C L(E, L*(E;R)) = L**(E,R) —*% L} (E.R)

zusammen, so erhalten wir die Abweichung dw davon, dafl w’(x) symmetrisch ist
fir alle z € U.

Es ist also

dw(x)(&os -+ -5 &k) k+1 ] ngﬂ ) (§5(0)) (Ea(1)s - -+ Ea(k))

=0
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Um nun eine globale Formel fiir d auf beliebige Mannigfaltigkeiten M zu erhalten
ersetzen wir die Vektoren §; € E durch Vektorfelder ¢; € X(E) und Differenzieren

w(&o,...,' &, ..., &) an der Stelle z € M in Richtung &;(x) und erhalten:

(060, 6 80) (6 () = @ E @) @@, G@) - n(a)
+ YW@ g@) - Ga) o Gl )

+_Z>:w(x)(-~-,%,-..,§;(x)~5i(x),...)
Und Einsetzen in obige Formel liefert ]
(k + Ddw(z)(&os - - - &k) = Z::(—l)iw'(m)(fi(x))(ﬁo(ac), L) (@)
Z: w(éo,-- -, Ein - &) (@)
—§<I 1) Hw(@) (€ (@) - &), &), G @) s, Ela) )
fg 1)) (€ (2) - (), o), -, & @), (@) )

k

=0

+Z 1+]w gzafj] é-Oa-"7'g‘a"-7'§_j|7"'7£k>>(‘r)'

1<J

Wegen des lastigen Faktors (k + 1) ersetzen wir in Hinkunft dw besser durch (k +
1) dw.

25.8 Lemma (Lie-Algebra der graduierten Derivationen).

Der Raum Der(Q(M)) ist eine graduierte Lie-Algebra beziiglich der punktweisen
Vektorraumoperationen und dem graduierten Kommutator als Lie-Klammer:

[D1, Ds] := Dy 0 Dy — (=1)"92D, 0 D fiir D; € Derg, (U(M))
Im Detail bedeutet das:

1. Die Klammer [-,-] : Derg, (Q(M)) x Derg, (QU(M)) — Derg, +d4, (Q(M)) ist bilin-
ear fir alle dy, ds.

2. Sie ist GRADUIERT ANTIKOMMUTATIV: [D1, Do) + (—=1)4%[Dy, Dq] = 0.

3. [Do,] ist eine graduierte Derivation beziiglich [-,-], d.h. es gilt die GRADUIERTE
JACOBI-IDENTITAT

[Do, [D1, D2]] = [[Do, D1, Do] + (—1)*%[Dy, Dy, D5]],
oder dquivalent und zyklisch symmetrisch

0 = (~=1)%%[Dy, [Dy, Do]] + (=1)"%[Dy, [Da, Do]] + (—1)%% Dy, [Dy, D1]].
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Beweis. Wir fithren den Beweis abstrakt fiir eine beliebige graduiert-kommutative
Algebra A anstelle von Q(M).
Behauptung: [Dy, D3] € Derg, 4, (A) fir D; € Derg, (A) fiir i = 1,2.

(D1, Do](X -Y) = (D1 0 Dy — (—1)h% Dy o Dl)(X Y)

- D (DQX Y 4 (—1)% X DQY)

— (~1)hdp, (DlX Y 4 (—1)rh X DIY)

=DiDoX Y + (~1)4 =t Dy x . DY
+(=1)* D, X - DoY + (—1)™=F*h X . D, DY
_ (_1)d1d2D2D1X Y — (_1)d1d2+(d1+1’)dzD1X - DoY
_ (_1)d1d2+3¢d1D2X -DyY — (_1)d1d2+d1x+d2xX -DsDY
=[D1, D3] X - Y + (—1)*atd) X . [Dy D]V fiir @ := deg(X).

Klarerweise ist [, ] bilinear und graduiert antikommutativ.

Verbleibt die graduierte Jacobi-Identitét zu zeigen:

[Do,[D1, D] = [[Do, D1], Do) — (=1)%%[Dy, Dy, Ds]] =
= [Do, D1 Dy — (—1)1% Dy D] — [Do Dy — (—1)%% Dy Dy, Ds]
— (=) [Dy, DgDy — (—1)%% Dy Dy
= DyD1 Dy — (—1)4% DyDy D,
— (=1)(@+d2)do ) D, Dy (—1)hdztdo(ditdz) p, ) Dy
— DoD1 Dy + (=1)%% Dy Dy D,
+ (_1)(d0+d1)d2D2D0D1 _ (_1)d0d1+(d0+d1)d2D2D1D0
— (~1)%%“ D, DyDy + (—1)0htdd2 D, Dy D,y
+ (=1)dodr+(dotda)d o D, D) — (—1)do(dr+d2)+(doHda)dh py, P Dy
=0. O

25.9 Theorem (Die wichtigsten graduierten Derivationen).
Sei & € X(M).

(te) Durch te(f) :== 0, te(df) := - f ist eine graduierte Derivation te vom Grad —1,
der EINSETZOPERATOR. festgelegt.

(Le) Durch Le(f) ==& f, Le(df) :=d(§ - f) ist eine graduierte Derivation L¢ vom
Grad 0, die LIE-ABLEITUNG festgelegt.

(d) Durch d(f) := df, d(df) := 0 ist eine graduierte Derivation d vom Grad +1,
die AUSSERE ABLEITUNG, festgelegt.
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25.9 25. GRADUIERTE DERIVATIONEN

Globale Formeln fiir diese graduierten Derivationen sind mit w € QF(M) und &; €
X(M) gegeben durch:

(Lfow)(gh e 7516—1) = w(§07€17 e ,gk—l) fur k 2 1

k
(‘Cfow)(gla"'agk) = gO 517"'75]45 Zw(€17"')€i—13[§O7Si]7§i+1)"'3€k)
i=1
k
(dw)(Eo, - ) == Y (~1)€i - w(Cor. .. & )
=0
+Z Z+]w(£7,7£j} 507"'7%?7"‘7%7,""516)‘
1<j

Die graduierten Kommutatoren sind durch folgende Tabelle gegeben:

[l)l7 DQ} [’77 ‘C77 d
Lg 0 _L[ﬁﬂl] —Eg

Le | tem Lig ) 0

d L, 0 0

Falls n € X(N) verwandt mit £ € X(M) beziglich einem glatten g : M — N ist,
d.h. Tgo & =nog erfillt ist, so gilt:

g o =1teog", g oLly=~Lcog", giod=dog
Weiters gilt:

tpew = frew, Lpew = fLew+df Ngw, (Lew)(z) = %h:o(Flf)*wu

Beweis. Wir fithren den Beweis in 15 Schritten wobei wir die globalen Formeln als
Definition von ¢¢, £ und d verwenden.

1. Behauptung. tcw € QF1(M):
Offensichtlich ist ¢¢w alternierend und k — 1-linear und es gilt

wa(fglv ce 75/6—1) = W(g, fgla R agk—l) = fw(§a§17~ - afk—l)
= frew(§r,- - Ek-1)-
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2. Behauptung. ¢ € Der_;(Q(M)): Sei dazu a € Q¥+ und B8 € Q!, dann ist:

Lﬁo(a/\ﬁ)(flv"wfkﬂ—l) =
= (A B)(&os&1s -+ -5 Ektt)

1
Z sgn() a(&r(0)s - - > &nh)) BErht1)s - -+ Exleti))

IRCE
= Z sgn(7) (&r0ys -5 Enk)) BEr(kr1)s - Enhri))
7 stkw.t
= Z sgn(7) a(&r(0ys - - Enr)) BErthrr)s -+ > Exhrt))
7(0)=0
+ Z sen(7) a(&r(o)s - - (k) BEr(hrr)s -+ s Enlhr))
w(k+1)=0

- (nga/\ﬂ>(§17--~7fk+l)
+ > (=D sga(r’) aléry -0 Enrern) BEos Enr (k2 - (b))

7' stkw.T

= (Lfoa AB+ (=) an L&ﬁ) (150 Etr)-

Dabei ist 7’ := wo (k+ 1,k,...,1,0) jene Permutation, die 0 auf 0 abbildet, auf
1+ 1<k+1 mit n(¢) uberelnstlmmt und auf 4 > k + 1 mit 7 ident ist.

3. Behauptung. dw € QFT1(M):
Offensichtlich ist dw ist (k+1)-linear und alternierend. Die C*° (M, R)-Homogenitét
ergibt sich wie folgt:

dw(f§077§k) (fgo) (51775/(:)
+Z gl fw£07"'7,57"'7§k:>

>0
+ Z ]w f§07£]] 503"'7?_7'—'7"'7516)
7>1=0
+ Z l+Jw gza&j] fan"'vlg‘a"'a,?jv -751@)
7>1>0
:f(£OW(§1a7£k))
+Z gOa"'a,g\a"wgk)
>0
+f Z 507"')5‘7"'75]@)
>0
+f Z jw €O7€j] gOa"'7'§_j|7"'7£k)
7>1=0
+ Z jgj 50350)"'3??"'7516)
7>1=0
+f Z H_jw 52;5]] 50)"'7’5‘)"'7’57"'75]@‘)
7>1>0
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:fdw(€077€k)
+Z 50)"'7,5\7"'7519)
>0

B Z Jgj é-Oawa--,Ej—l,...,gk.)

7>1=0

= fdw(fm,fk)

4. Behauptung. d(fw) =df Aw+ [ dw

d(fw)(&o, - &) =

_Z (fw) (o E &)
+Z Z+wa 57/75]] 517"'5’5‘7"'5’5_3'\’"'7519)
3>
_Z 50)"'a'g|7---a§k)
+fz gOa"w’g‘a"'vgk)

+fz l+jw g’tvgj 517"')27"'7?3"'751@‘)

J>1

_Z df 57/ 60""727"'76/6)+f'dw(507""7§k)
(df/\w+f dw)(fo,...,fk).

5. Behauptung. d ist ein lokaler Operator
Sei dazu w|y = 0 und € U. Dann existiert ein f € C*°(M,R) mit Trg f C U,
f(x) =1 und df (z) = 0. Folglich ist fw = 0 und damit

0=d(fw)(z) df () Nw(z) + f(x) - dw(z) = dw(x).

6. Behauptung. d und ¢ erfiillen die “Anfangsbedingungen”.
Das folgt sofort durch Einsetzen in die globalen Formeln:

Lfo(f) =0
tgo (df) = df (§o) = &o - f

0
)= 6 f&)+> =6 f
i=0 0

d(df ) (&0, €1) = o - df (&1) — & - df (o) + (—1)" T df ([€0, &1))
=& - (& f)—& (- f)—[.&] - =0
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7. Behauptung. d(du’) = 0, wobei du’ := du®™ A---Adu*— fiir I := (iy,...05_1)-
k

. 1
A ) 552 = SV g (Al (52 52 s 520))
i=1
1 1
! o_ o d d
+ 2 0T ([0 gl) s i o)
>
=0, da [5Z, 5] =0 und du’(3%) konstant ist.
du’’ dul Oul

d(z wIduI) 3 dwr Adu + wr Ad(du’) =Y % dut A du
I I 0,1

8. Behauptung. d € Der;;(Q(M)): Sei o = >, oy dul und 8 =3, By du’, dann
ist.

d(a A B) —Zd arBy dut A du”)

Z 8(3;?") dut A du® A du?
I1,Ji

= %o du’ A du! AZBJdu + ( “'Zardu /\Z?aﬁf du' A du’

=daAB+ (-D)Handp.

9. Behauptung. Es gelten die Formeln fiir die Kommutatoren von Einsetzopera-
toren ¢¢ beziehungsweise fiir d.

Wegen geniigt es die “Anfangswerte” zu iiberpriifen:

[te,Ly] = 0, da dies eine Derivation vom Grad -2 ist
[d.d](f) = (dod— (=1)"dod)(f) = 2d(df) =0
[d, d)(df) = 2(d o d)(df) = 2d(d(df)) = 2d(0) = 0

10. Behauptung. Der Kommutator [d, ¢¢] ist durch die globale Formel von L,
gegeben, also ist L¢ € Dero(2(M)).

([d’ Léo]w)(glv e ,gk) = d(Léow)(fla cee ,fk) - (_1)1.(71)%0 (dw)(glv s ,fk)
= 2(71)17151 : Lf()w(£17 ey Ea cee 75]6‘)

+ 3 DT (€ G G )

0<i<y

+dW(§O,§1,...,§k)

:_Z 507"'7’5‘7"'75]{7)

i>0

+ Z ’L+Jw 607[5175]] .”,227”.,2;,”"§k)
0<i<y

+Z gOa"'a’g‘w"agk)
>0

=+ Z ’L+]w 67,76_7] €O7~"ag|7~'~a,€_j|a“'a€k)
0<i<y
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_60 w£17"'a§k +Z 5076] 51;-“’,5_]"’---76]@)

7>0

= (Legw) (&1 -+, k)

11. Behauptung. Es gilt die “Anfangsbedingung” fiir L.
Le=dog+1god =
Le(f) = d(eef) +1e(df) =0+&- f
Le(df) = d(uedf) + 1e(d>f) = d(§ - ) +0

12. Behauptung. Es gelten die Formeln fiir Kommutatoren mit Le.
Wieder brauchen wir nur die Anfangswerte zu iiberpriifen (oder wir verwenden die
Jacobi-Identitét):

[Le,tn](f) =0 =1gn(f), da der Grad —1 ist

[Le, n)(df) = Le(n - f) = ey (d(E - f))
=& - f)=n- & ) =1&n(f) = yen(df)
[Le, Lo)(f)=E&-n-f—n- § f=1&n(f) = Lie.p(f)
[Le, Ly)(df) = Le(d(n - £)) — Lo(d(€ - £))
=d&-n-f—n-&f)=d(&n - f) = Ly (df)
[Le,d)(f) = Le(df) —d(E- f) =0
[Le,d)(df) = Le(ddf) —d(d(€ - f)) =

13. Behauptung. Es gelten die Vertauschbarkeitsrelationen mit g*.

Fiir d haben wir das folgende bereits in gezeigt:
(" 0o d)(f)(Elp) = g7 (df)(Elp) = df lg()(T'g - Elp)

=d(f o g)(€lp) = d(g"(f))(Elp) = (dog")(f)(lp)
(g% o d)(df) = g*(ddf) = g*(0) = 0 = d*(g" )
=d((dog")(f)) =d((g" o d)(f)) = (dog*)(df).

Fir o

(9" owy)(df) = g™ (df(n) = g"(n(f)) =n(f)og

oder direkt

(9" o Ln)wp(glv k) = g*(an)(gl, e 7§k)
= (tw)lgp)(Tpg - &ilps - - Tpg - Eklp)
= W) M), Tpg * 1lps - - Tpg - Eklp)
= wly(p) (Tpg - Elp, Tpg - &ilpy - - Tpg - Eklp)
= (g"w)p(&lp: &1lps - - - Exlp)
= (te(g"w)) (&1, &k)p
= (ke o g )wp(&1,-- -, k)
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Fiir £ folgt es nun durch Anwenden der Kommutatorformel:

g oLy, =g"o(dot,+t,0d)
:g*odobn—‘,—g*oLnOd
:dog*oLn+L£og*od
=dowog*+ic0dog”
=(dotg+te0d)og”
=Leog.

14. Behauptung. Es gelten die Homogenitétsformeln fiir ¢z¢ und L.

trew(€rsee s §pm1) = wW(FE & im1) = frw(& €, §im1)
= fruew(&- - &-1)
Lyew = [d, tpe]lw = d(1pew) + tpe(dw)
=d(f - rew) + f - 1e(dw)
=df New+ f-d(tew) + f - te(dw)
=df New+ f- Lew.

15. Behauptung. L ist die Lie-Ableitung aus .
Beide Seiten definieren eine Derivation vom Grad 0, also geniigt es auf Funktionen
und exakten 1-Formen auszutesten:

Ly, o(F) f = Lof o FIS = £f = Le,
im0 (FIE) (dfy) (p) = =0 (A s o (T FS 1)
= L|i—o(TFL np) f = Llemodf (TFI (1)) = & |i—omp(f 0 FI)

= 0p (Lo (f o F15)) = n,(£f)
= Le(df) ().

Das beendet den Beweis von . O

25.10 Die Frolicher-Nijenhuis und Nijenhuis-Richardson Klammer .

Wir wollen nun allgemeine graduierte Derivationen genauer beschreiben. Dazu nen-
nen wir eine graduierte Derivation D € Dery(€(M)) ALGEBRAISCH, wenn sie auf
den 0-Formen Q°(M) = C*°(M,R) verschwindet. Offensichtlich ist der graduierte
Kommutator zweier algebraischer graduierter Derivationen selbst algebraisch, also
bilden diese eine graduierte Lie-Teilalgebra. Fiir soche Derivationen D gilt

D(fw)=D(f) Aw+ (=1)**f - D(w) = f - D(w).
Folglich ist D ein lokaler Operator und sogar tensoriell, d.h. D(w), hingt nur von
w, ab (Hinweis: Wende d auf lokale Darstellungen von w an). Nach ist D
eindeutig durch D|gi(ar) : QY(M) — QF1(M) C Q(M) bestimmt, und dies ist
faserweise ein Element von
k+1 k+1 k+1
L(T:M, A T;M) T Me \TEM=T,Me () T,M)" =
k+1
o L(/\ T, M, TZM) o LFHL(T, M T, M)

alt
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welches glatt von x € M abhéngt, also eine vektorwertige k£ + 1-Form
E+1
K € QFYY(M; TM) = ¢ (M<—L(/\ TM, TM))
k+1
~ 0o (MeL(T*M, A T*M)).

Sei umgekehrt K € QFFY(M;TM) beliebig. Dann koénnen wir eine algebraische
Derivation tx € Dery(Q(M)) durch folgende Formel definieren:

(trw)(X1,. .., Xiqr) =

—;an()w(K(X X ), X X )

= (lf—l—l)'(l—l)' - gn(o o(1)y s Ao(k+1))s DNo(k+2)s -+ o(k+l))s
wobei w € QM) mit [ > 1 und Xy,..., Xpy € X(M). Dabei zeigt man txw €
QF(M) und tx € Dery(QM)) wie in |25.9.1 | und [25.9.2].
Die Abbildung ¢ : Q**1(M;TM) — Der,(Q(M)) definiert einen linearen Isomor-
phismus auf die Teil-Lie-Algebra der algebraischen Derivationen, und macht somit
QT M, TM) :=[1,cp Q"1 (M, T M) selbst zu einer graduierten Lie-Algebra (deren
Klammer auch NIJENHUIS-RICHARDSON KLAMMER heif}t).

Wir definieren fiir K € Q¥(M;TM) eine graduierte Derivation L := [tf,d]. Die
Abbildung £ : Q(M;TM) — Der(2(M)) ist injektiv, da Lx f = [tk d|f = ik (df )£
d(ux f) = df o K fiir alle f € C(M,R).

{D: D|c= = 0} ©—> Dery(Q(M)) < {D : [D,d] = 0}

| i

QF+L(M; TM) QF(M; TM)

Proposition.

Jedes D € Der(Q(M)) hat eine eindeutige Darstellung D = 1, + Lxg mit L €
QFL(M; TM) und K € QF(M;TM). Das Bild von L ist die Teil-Lie-Algebra aller
D mit [D,d] = 0. Die Abbildung L induziert somit eine graduierte Lie-Algebra
Struktur (die FROLICHER-NIJENHUIS KLAMMER,) auf Q*(M;TM).

Beweis. Fiir fixe Vektorfelder X; € X(M) beschreibt f — D(f)(Xy,...,Xk) eine
Derivation C*°(M,R) — C*°(M,R). Folglich gibt es ein Vektorfeld K (X1, ..., X%) €
X(M) mit D(f)(X1,...,Xx) = K(X1,...,Xp)(f) = df(K(X1,...,X}))). Offen-
sichtlich ist K € QF(M;TM) und die definierende Gleichung fiir K ist D(f) =
df oK = Lk (f) fiir f € C°(M,R). Also ist D — Lk algebraisch, d.h. D := Lx +¢,
fiir ein L € Q¥*1(M; TM). Wir haben

0= [LK70] = [LK> [d7 d]] = [[LKﬂd]vd] + (_l)k_l[d> [LKﬂd]] = 2[£K7d]

Somit ist 0 = [D, d] fiir D = L + ¢ genau dann, wenn 0 = [¢f,d] = L, i.e. L =0.
Die Eindeutigkeit der Zerlegung ergibt sich aus der Injektivitdt von ¢ und £ und
weil einzig die 0 eine algebraische mit d kommutierende Derivation ist. O

Esist dfo[X,Y] = Lix,y)f = [Lx, Ly]f fiir die Frolicher-Nijenhuis-Klammer [X, Y]
von X,Y € Q*(M,TM).
25.11 Differentialformen am R3.

Fiir offenes M C R™ wissen wir, dafl X(M) = C*°(M,R™) ist vermdge der Abbil-
dung £ = > f; % < (fi)™, = f, wobei z* die Standardkoordinaten sind. Ebenso
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25. GRADUIERTE DERIVATIONEN 25.11

ist Qm™(M) =2 C°(M,R) vermége * : f - volys <+ f, mit volpyy = dzt A -+ A dz™.
Zusammenfassend haben wir folgende Isomorphismen:

1. Q9(R3) = C*(R3,R)
2. QL(R?) = C>°(R3,R?) via der Basis dz?,dx?, dx?
3. Q2(R?) (

IR

C>(R3,R?) via der Basis do? A da3, do® A dxt, do' A da®
4. Q3(R3) = C°°(R3,R) via der Basis dz' A da? A dz3

Wie sieht nun d beziiglich dieser Basen aus?

0> (R?, R) — 220> C°°(R?, R?) —2 > 0 (B3, R?) — 2~ 0 (RS, R)
| -| -} )
QO(R?) d OL(R?) d 02(R3) d Q3(R3)
/ (f1, f2, f3) (f1; f2, f3) f
] I $ ]

. f1d$2/\d;v3
f >, fidat +f2 dz® Ada! £ dz' Adz> Adx®

+f3 dat Ada?
Der Operator d ist somit durch folgende Formeln gegeben:

[¢) 7
d:QR?) 5f —df =) Shda

d: Q'R ) fida' = Y dfi nda' = GL dad A da
( ]
= (8fs — 213) du? A dx® + (30 — O13) da® A da?
+ (85 — 80 ) da? A da?

d: Q% (R?) ofy da? Nda® + fo da® Adat + f5 dat A da? —
— (Z giﬁ) dz' A dz? A da?
Also stimmt er bis auf natiirliche Isomorphismen {iberein mit:

_(9f of of
grad f = <8x1’8x2’8x3)

Ofs 0f: 0fi  Ofs 0fs Of
ot 1 10 = (55 - 55 55 - 50 55 - 55

Es folgen direkt aus d?> = 0 die bekannten Sitze aus der Vektoranalysis:
(rotograd)f =0,  (divorot)(fi, fa, f5) = 0
und ebenso folgt direkt aus dem Lemma von Poincaré (siehe (6) in ):

I'Ot(f17f2’f3) =0= 3 9, SOdaB IOkal gradg = (f17f2af3) gﬂt
div(f1, f2, f3) = 0= 3 (91,92, 93), sodaB lokal rot(gi, g2, 93) = (f1, f2, f3) gilt.
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26. Kohomologie

Wir wollen nun das Bild von d : Q*(M) — QF+1(M) zu beschreiben versuchen.

26.1 Definition der Kohomologie.
Es sei d: Q(M) — Q(M) die duflere Ableitung,.

1. Z¥(M) := {w € Q¥(M) : dw = 0}, der RAUM DER GESCHLOSSENEN DIFFER-
ENTIALFORMEN (oder auch KOZYKELn).

2. BE(M) := {dw : w € Q*"}(M)}, der RAUM DER EXAKTEN DIFFERENTIAL-
FORMEN (oder auch KORANDER).

3. HE(M) := Z*¥(M)/B*(M), die k-TE DE-RHAM KOHOMOLOGIE von M. Diese
ist wohldefiniert, da B¥(M) C Z*(M) wegen d o d = 0 gilt.

4. H(M) := ], H*(M), die DE-RHAM KOHOMOLOGIE von M.
5. bp(M) := dim(H*(M)) € NU {+0oc}, die k-TE BETTIZAHL.

6. far(t) ==, bpt®, das POINCARE-POLYNOM. Dieses ist wohldefiniert, falls alle
Bettizahlen endlich sind.

7. x(M) := fp(=1) =Y, (—1)*bs, die EULER-CHARAKTERISTIK von M.

26.2 Definition (Kohomologie-Funktor).

Sei g : M — N glatt, so gilt ¢*(dw) = d(g*w) fiir ¢* : Q(N) — Q(M) nach .
Somit existieren die Einschriinkungen ¢g* : Z¥(N) — Z*(M) und g* : B¥(N) —
B¥(M) und die Definition der linearen Abbildung

9" H(N) = H(M), [w]— [g"w].

macht Sinn

]\f Bk(M)(HZk(M)HHk(M)
N Bk(N) c Zk(N) Hk(N)

26.3 Satz (Kohomologie-Axiome).
Die Kohomologie hat folgende Figenschaften:
1. HO({+}) =R, H*({*}) = 0 fiir k # 0 (DIMENSIONSAXIOM)).
2. f,g: M — N glatt, f ~g= f* = g¢g* (HOMOTOPIEAXIOM ).
3. Sei M =||, M, = H¥(M) =], H*(M,) (DISJUNKTE VEREINIGUNG ).
4

.Set M =UUV mit UV C M offen, dann existieren lineare Abbildungen o,
die die folgende lange Sequenz exakt machen:

o HE (M) Ly g ) @ B (V) S gRU A V) s
ey RN (M) — HMYY (U) @ HMYY (V) — HMYUNV) — .

mit den Inklusionen iy : U < UUV,iy : V < UUV, jy :UNV < U
und jy : UNV < V. Diese Sequenz heifit MAYER-VIETORIS SEQUENZ und O
heifst EINHANGUNGSOPERATOR.
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Ein Folge linearer Abbildungen - - - ey By, re1 L heift EXAKT, falls Bild f;, =
Ker f41 fiir alle & ist.

Beweis.
(1) Klar, da Q({x}) = {0} for k # 0 und QO({*}) = C>({*},R) =
() Sei H € C*°(M xR, N) eine (glatte) Homotopie von f nach g, d.h. H(z,0) =
f(z) und H(z,1) = g(z) fiir alle x € M. Fiir w € QF(N) ist H*w € QF(M x R). Sei
ji : M — M x R definiert durch ji(z) := (z,t). Dannist Hojo = fund Hoj; =g
und somit

g =" =Hoj)" = (Hojo)" = (i —jo) o H".
Fiir ¢ € QF(M x R) ist j;p € QF(M) und t — j; ¢ ist eine glatte Kurve in QF(M)

und somit
1

-k -k d ! -k
Ui —do)e= | Sdrpdt= / Ji (Lew)dt
0 0
wobei £ := m € X(M x R) das Einheitsvektorfeld in R-Richtung bezeichnet, denn

Jtvs = FlS ojy fiirt,s e R =

d d d
= glte= o . (ees) 0 = . (F1305e)
d d
=gl (remey)e =i (| m9e) =iiLen).

Somit definieren wir Faserintegration I} durch

1
I s 94O xB)  200), e 1= [ et
0

1 1
(do 13)(¢) = / jieit) = [ atieyar= [ giage

é(dw) (I o d)(¢p);

Jt (Lew) dt = Iy (Lep) = Ig((d 0 g + 1g 0 d)p).

Es gilt

—]0

Wir definieren nun den Homotople—Operator G : QF(N) = QF1(M) mit G =
I} oo H*, d.h.:

QF(N) - C ()

1
QF(M x R) —= Q*1(M x R)
Dann ist
g = =01 —Jo)o H”
=1Ijo(dow+tcod)o H*
=(dolgoue+1I5oteod)oH*
=do(IjotgoH*)+ (IjotgoH*)od=doG+God.

und somit ist g*w — f*w = d(Gw) + G(dw) = d(Gw) exakt, falls dw = 0. Also ist
g —f*=0:H(N)— H(M).

() Klar, da Q%(|], Ma) = T, Q%(M,) und d diese Zerlegung respektiert.
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() Wir zeigen zuerst, dafl

0 — QF(U U V) L, kU)o QR (V) L, QU N V) -0
exakt ist.
Die Abbildung f := (i];,4},) ist klarerweise injektiv mit Bild(if;, ¢,) = Ker(jj;—ji).
Die Abbildung g := (j; — ji/) ist surjektiv: Sei dazu {hy, hy} eine Zerlegung der
Eins zur Uberdeckung {U,V} und ¢ € QU NV). Mit ¢y = hyp € QU) (und
(PUlU\Trg(hv) = 0) bzw. oy := —hyp € Q(V) (und SDV|V\Trg(hU) = 0) gilt:

(G — v )ev,ov) = puluvav — evivav = (hy + hu)p = ¢.

Also ist die Sequenz exakt.

Um daraus die lange exakte Sequenz in der Kohomologie zu erhalten kénnen wir
das nachfolgende allgemeine Resultat verwenden. O

26.4 Theorem.

Es sei 0 — C' —L— C —9— C"” = 0 eine kurze exakte Folge von KETTEN-
ABBILDUNGEN, d.h. C, C' und C" sind KETTENKOMPLEXE (i.e. Z-graduierte Vek-
torrdume mit sogenannten RANDOPERATOREN, d.h. linearen Operatoren O vom
Grad 1, welche 8% = 0 erfiillen) und die verbindenden linearen Abbildungen f und
g sind vom Grad 0 und vertauschen mit den Randoperatoren.
Dann erhalten wie eine lange exakte Folge in Homologie:

0., Hq(cl) Hq(f) H,(C) Hq(9) Hq(C//) Ds Hq+1(0/) Hgy1(f) .
Dabei ist die g-te HOMOLOGIE H,(C) des Kettenkomplexes C wie zuvor durch

Hq(C) = Ker(aq : Cq — Cq+1)/Bild((9q_1 : Cq—l — Cq)

definiert.

Beweis. Betrachte das kommutative Diagramm

!

0 Cy C, cy 0
6l Bl al
f
0 O{;+1 Cora : (/1/+1 —0

Es sei 0,[2"] :=[(f*0dog™1)(")] fiir 2/ € C" mit 92" = 0.

Wir zuerst zeigen, dafl es moglich ist Elemente in den entsprechenden inversen
Bildern zu wéhlen und dann zeigen wir, dafl die resultierende Klasse nicht von
irgendeiner der Wahlen abhingt.

Sei dazu z;] € C; ein Zykel, d.h. 0z = 0. Da g surjektiv ist finden wir ein z, € C,
mit gr, = z;. Da gdr, = Ogry = 0z, = 0, finden wir ein x};, € Cj,; mit
fri,y = 0z, Und daher ist a2, € fflagflz;/. Weiters ist for;,, = 0fxy,, =
00z4 = 0. Da f injektiv ist erhalten wir 0z, ; = 0 und daher kénnen wir die Klasse
0z = [z, ,] bilden.

9 "
xq P Zq

Ty | Tgt1 | 0
GI BI
!
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26. KOHOMOLOGIE 26.4
Nun die Unabhéngigkeit von allen Wahlen:
4 N N
Tqt1! Tyt qg+1
\_ AN .,
4 N N N
Tq,Tq ! ¢ 2,2y
g1} =2 — % q
o — g1 —Tq+Ty| >0
\_ NS AN .
4 N N N
Y
xlqil“i'lqili axq,aqu >0,0
N N
0 0 q—1
Y
—Ty 1+ Ty —0xq + 0T | >0
\_ NS AN /
C/ f C 9 C//
Sei dazu [z;] = [2;], d.h. Ty : 0z | = 2] —Z]. Wihle x4, 7, € Cy wie zuvor, so
daB gz, = x; und gz, = 7. Ebenso wie zuvor wihlen wir z;,,7;,; € Cp,; mit
fry = 0z und f7, ., = 0z, Wir haben zu zeigen, daf [z} ] = [} ;]. Dazu

withlen wir x, 1 € Cy1 mit gryy = z;_;. Dann ist g0z, 1 = dgrq—1 = Ox;_; =
zg — Z) = g(xq — T4) und daher existiert ein z; € C, mit fz) =z, — T; — 0rg_1.
Weiters ist fOx; = 0fry = 0(vq — Ty — Org1) = 0xg — 0T — 0 = f(g41 — Toiq)-

Da f injektiv ist, haben wir z}; — 77, = Oz, d-h. [2] 1] = [T}44]-

Exaktheit bei Hy(C"):
(C) 02" = [ff10g~12"] = [0g~'2"] = 0.

(2) Essei 02/ =0 und 0 = f.[¢/] = [f2], d.h. Fa: 0x = f2'. Dann erfiillt 2" := gz
sowohl 92" = dgx = g0z = gf2z' = 0 als auch 9.[z"] = [f~10g tgx] = [f~10x] =
[2].

Exaktheit bei H,(C):

(S)dagof=0.

(2) Es sei 0z = 0 mit 0 = g,[z] = [gz], d.h. T 2”: 92" = gz. Dann 3 z: gz = 2.
Daher ist gz = 02" = dgx = gdx = I 2': f2' = z — O0x = fOr' = Ofx =
d(z—0x) =0= 02’ =0und f.[2'] = [fz'] = [z — 0z] = [2].

Exaktheit bei H,(C"):
(C) Wir haben 0,¢.[?]

[f~t0gtgz] = [f~102] = [f~10] = 0.
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26. KOHOMOLOGIE

(2)
d.h.

g(z

Es sei 02 = 0 und 0 = 0,[2"], d.h. 3 2’: 92’ = 2/, wobei 2/ € f~10g~ 12",
Jz: gr = 2" und f2/ = Oz. Dann ist d(x — fo') = fz/ — f(02') = 0 und
— fz')=2" -0, dh. g.[z — fa'] =[] O

26.5 Bemerkungen.

1.

Die De-Rham Kohomologie ist durch die Eigenschaften aus Satz schon
eindeutig bestimmt, siehe [146, Kap.5].

. Fiir die 0. Kohomologie gilt:

HO(M) = {f € C*(M,R) : df =0}
={f € C®(M,R) : f ist lokal konstant} = R*,

wobei i die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von M ist.

Falls £ < 0 oder k > dim M so ist Q*(M) = 0 und somit H*(M) = 0.

. Seien M und N HOMOTOPIEAQUIVALENT, d.h. es gibt glatte Abbildungen f :

M — Nund g: N — M mit fog~idy und go f ~ idp;. Die Abbildungen
H(f):=f*: HN) - HM) und H(g) := g* : H(M) — H(N) sind dann
inverse Isomorphismen. Z.B. ist offene M6biusband homotopieiquivalent mit
dem Zylinder.

. Ist insbesondere A C M ein DEFORMATIONSRETRAKT, d.h. eine Homotopie

h: M xR — M existiert mit h(-, 1) = idps, h(M x{0}) C Aund h(-,0)|4 = ida,
so gilt H(M) = H(A). Z.B. ist die Basis jedes Vektorbiindels vermége der
Einbettung als Nullschnitt ein Deformationsretrakt des Totalraums.

Ist M KONTRAHIERBAR, d.h. ein Punkt p in M existiert, welcher ein Defor-
mationsretrakt von M ist, dann gilt H(M) = H({p}), d.h. jede geschlossene
k-Form (k # 0) ist exakt (dies ist das versprochene POINCARE-LEMMA). Falls
M = R™ — oder allgemeiner M C R™ sternformig (bzgl. 0) ist — so ist
h:MxR — M mit (z,t) — t-z eine Kontraktion von M zu einen Punkt, also
ist M kontrahierbar. Lokal ist also jede Mannigfaltigkeit kontrahierbar.

Ist M einfach zusammenhingend, dann ist H'(M) = 0. Um dies zu zeigen geht
man so vor: Sei w € QY (M) mit dw = 0. Wir wollen ein f € QY(M) = C>°(M,R)
finden mit df = w. Dazu wihlen wir einen fixen Punkt x¢g € M und suchen
fiir jeden anderen Punkt x € M eine Kurve ¢, welche zy mit x verbindet, und

definieren
1
f(z) = /w:/o c*(w).

Diese Definition héngt nicht von der Wahl der Kurve ab, denn die Zusam-
mensetzung mit einer zweiten verkehrt durchlaufenen Kurve liefert eine geschlos-
sene Kurve c. Diese ist nach Voraussetzung homotop zur konstanten Kurve
konsty,, also ist [¢*(w)] = [(konsty,)*(w)]. Die beiden Formen auf [0, 1] unter-
scheiden sich also nur um eine exakte Form dg, und somit ist:

/Cw:/olc*(w):Al(konstzo)*(w):/olozo.
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Da lokal so ein f mit df = w immer existiert und [, df = f(c(1)) — f(c(0)) gilt,
ist das oben definierte f glatt und ist die gesuchte Stammfunktion wegen

Voo €O) = (o0 = G| ) = | (s + [T ee)
= % t_o/o wc(ts)(tc’(ts))dS:/o gtt_owc(ts)(tcl(tS))dS

B /0 we(0)('(0) ds + 0 = we(o) (¢(0))

8. Falls... — E; AN FEiy1 — ... eine exakte Sequenz von endlichdimensionalen
Vektorrdumen ist mit E; = {0} fiir fast alle 4, so folgt durch Aufsummieren der
Gleichung

dim E; = dim(Ker T;) + dim(Bild(T;)) = dim(Ker T;) + dim(Ker T; 1)
die Identitét

> (1) dim E; =0
Die Mayer-Vietoris Sequenz impliziert also, daf fiir die Euler-Charakteristik
folgendes gilt:

X(UUV)+x(UnV)=x(U)+x(V)

9. Da R™ kontrahierbar ist, ist seine Euler-Charakteristik jene des Punktes also

1 nach Dimensionsaxiom . Es ist x(SY) = 2 wegen . Nach |8 |ist

fiir jeden Punkt * € M einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit
X(M) = x(M\ {+}) +x(R™) = x(R™ \ {})

= X(M\ {5}) + x({+}) = x(s™™)

= XM\ {}) +1 = x (™).
Fiir die Sphéren erhalten wir somit

X(8™) = x(R™) +1 = x(S"71) =2 - x(8™1)
und insbesonders x(S!) = 2 — x(5%) = 0 und somit x(M) = x(M \ {*}) +1
fiir dim(M) = 2.
Kompakte 2-dimensionale zusammenhéngende Mannigfaltigkeiten M, vom Ge-
schlecht ¢ erhilt man aus S? durch Ankleben von g Henkeln (nach ) oder
g M&biusbiindern (nach [1.4]), also ergibt sich rekursiv
im nicht-orientierbaren Fall:
X(My) = x((Mg—1\ {x}) UMb) = x(My—1 \ {+}) + x(M&b) — x(S")
—X(My1)—1=2—(g—1)—1=2—g,

und im orientierbaren Fall:

X(My) = x((Mg—1\ {*—,%4+}) US' x R)
=X(My—1) — 24 x(S" xR) — x(S5'u S
=X(Mg—1)—2=2-2(9g-1)-2=2-2
10. Die Euler-Charakteristik x einer Mannigfaltigkeit, 148t sich auch dadurch berech-
nen, dafl man sie TRIANGULIERT, d.h. in Simplexe zerlegt. Sei y; die Anzahl der
verwendeten Simplexe der Dimension 4, dann gilt: x = Y_,(—1)%y;. Insbesonders
gilt fiir jeden Polyeder, dafl die Anzahl der Ecken minus die Anzahl der Kan-

ten plus die Anzahl der Seitenflichen gleich 2 = x(S?) ist (siehe algebraische
Topologie).
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11. Eine weitere Moglichkeit die Euler-Charakteristik zu berechnen ist mittels MORSE-
FUNKTIONEN, das sind Funktionen f : M — R, deren kritische Punkte nicht
degeneriert sind, d.h. die Hessesche Matrix ist definit. Sei S (f) die Anzahl der
kritischen Punkte, in denen die Hessesche Matrix genau k negative Eigenwerte
hat, so gelten die Morse-Ungleichungen, siehe [65, S.161-162]

Br(M) < Br(f)
Z(—l)kﬁk(f) = x(M).

k

12. Noch allgemeiner kann man fiir ein Vektorfeld £ mit ausschlieflich isolierten
Nullstellen (z.B. das Gradientenfeld einer Morsefunktion) einen Index ind, (&)

in diesen Punkten definieren, siehe |29.27 | oder [65, S.133]. Und es gilt dann

X(M) = 3 ¢ ()= indz(£) nach einem Satz von Hopf, siehe oder [65,
S.164).

Falls es also ein nirgends verschwindendes Vektorfeld gibt, so mufi die Euler-
charakteristik x (M) verschwinden. Dies zeigt den Igelsatz | 29.11 |.

Man kann umgekehrt zeigen, dafl auf jeder kompakten, orientierten, zusam-
menhéngenden Mannigfaltigkeit mit x (M) = 0 ein Nullstellen-freies Vektorfeld
existiert, siehe [65, S.137].

13. Die Kohomologie der Sphéren S™ fiir n > 1 ist:

R k=0

” 0 O0<k<n
Hk(S): R k=n
0 n<k

also hat das Poincaré-Polynom die Form: fgn(t) = 1 4+ ¢ und — wie wir in
@ bereits gesehen haben — ist die Euler-Charakteristik x(5?"7!) = 0 und
x(8%") = 2.

(i) H°(S™) = R folgt aus .
(ii) H*(S™) = 0 fiir k > n gilt immer, vergl. .

(iii) Bleibt zu zeigen: H*(S™) = HF1(S"*1) fiir 0 < k sowie H!(S™) = 0 fiir
n>1und H'(S!) =R.

Esist S"™ ' =U UV mit U :={x € S""': -1 < (z,a)} und V := {x € S :
+1 > (z,a)} fiir fix gewdhltes a € S"T1. Also ist U NV = S™ x R und somit
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26.5

H({UNV) = H(S™) nach . Die Mayer-Vietoris Sequenz (fiir k > 0) ist

+
H*U) @ H* (V) = H*({x}) ® H"({*})
+
HFUNV) = H*(S™)
]
ch+1 (U U V) _ Hk+1<sn+1)
+
H (U) @ HFH(V) 2 HMY ({s)) @ M ({+))
l

Also ist H*(S™) -2 H**1(S"*1) fiir alle k > 0. Der Anfang der Sequenz sieht

0
!
HO(S™) =R
!
H({x}) @ H'({x}) = R*
¢

HO(S™) = {
1
Hl(SnJrl)

1
0

R? firn=0
R firn>0

Folglich ist H'(S) = R und H'(S™*!) = 0 fiir n > 0 wegen [8].
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VII. Integration

In diesem Kapitel entwickeln wir die Integration auf orientierten Mannigfaltigkeiten.
Die integrierbaren Objekte sind dabei die Differentialformen maximalen Grades.
Wir beweisen den allgemeinen Satz von Stokes und fiithren dafiir auch Mannigfal-
tigkeiten mit Rand ein. Im Fall einer orientierten Riemann-Mannigfaltigkeit haben
wir eine ausgezeichnete Form maximalen Grades, die Volumsform. SchliefSlich ver-
wenden wir die Integration um die Kohomologie weiter zu analysieren.

27. Orientierbarkeit

Um Integrationen auf Mannigfaltigkeiten durchfithren zu kénnen bendtigen wir
einen Orientierungsbegriff: Man beachte etwa die Formel fj f=—J]f fir das
gewohnliche Riemann-Integral iiber ein Intervall [a, b].

27.1 Definition (Orientierbarkeit).

Eine Mannigfaltigkeit M heifit ORIENTIERBAR :<> es existiert ein kompatibler Atlas
A, sodaf} alle Kartenwechselabbildungen von A orientierungserhaltend sind, d.h. die
Determinante der Jakobi-Matrix in jedem Punkt ist positiv (cf. [86, 34.3]).

Ein Vektorbiindel £ — M heifit ORIENTIERBAR :& es existiert ein Vektorbiindelat-
las A, dessen Transitionsfunktionen Werte in GL1 (R") := {T € GL(n) : det(T") >
0} haben.

27.2 Proposition (Orientierbare Vektorbiindel).
Sei B — M ein Vektorbiindel. Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. Das Vektorbindel E — M st orientierbar.

2. Auf jeder Faser E, kann eine Orientierung gewdhlt werden und dazu ein Vek-
torbiindelatlas, dessen Karten faserweise orientierungserhaltend sind.

3. Auf jeder Faser E, kann eine Orientierung gewdhlt werden, sodaf$ jede Vek-
torbiindelkarte mit zusammenhdngender Domdne entweder tiberall faserweise
orientierungserhaltend oder tberall orientierungsvertauschend ist.

Beweis. ( = ) Sei A ein Vektorbiindelatlas, dessen Transitionsfunktionen
faserweise orientierungserhaltend sind. Wir definieren eine Orientierung auf F,, in-
dem wir fiir irgendeine VB-Karte ¢ € A um z die induzierte Orientierung vom R¥
nehmen. Diese ist wohldefiniert und alle VB-Karten ¢ € A orientierungserhalten,
denn wiirde 1 eine davon verschiedene Orientierung induzieren — also bei z orien-
tierungsvertauschend sein —, so wire die Transitionsfunktion ¢ ~* o bei 2 ebenfalls
orientierungsvertauschend.

( = ) Sei 1 irgendeine beliebige VB-Karte um x mit zusammenhéngender
Domiéine und ¢ eine (orientierungserhaltende) VB-Karte um x des nach gegebe-
nen Atlases A. Die Transtitionsfunktion =1 o ¢ hat Werte in GL(R¥) und somit
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lokal Werte in der offenen Teilmenge GL4 bzw. GL_. Damit ist ¢ entweder lokal
orientierungserhaltend oder ist lokal orientierungsvertauschend und somit gilt gle-
iches auf dem zusammenhéngenden Definitionsbereich.

( = ) ist klar.

( <= ) Die Transitionsfunktionen orientierungserhaltender VB-Karten sind
offensichtlich selbst orientierungserhaltend. O

27.3 Lemma (Orientierbare Mannigfaltigkeiten).
M ist orientierbare Mannigfaltigkeit < TM — M ist orientierbares Vektorbiindel.

Beweis. (=) Die Transitionsfunktionen des durch M induzierten Vektorbiindelat-
las auf TM — M sind genau die Ableitungen der Kartenwechsel fiir M.
(<) Betrachte den von den Karten auf M induzierten VB-Atlas auf TM — M und

wiahle auf den Fasern von T'M eine Orientierung wie in | 27.2.3 |: Ist ¢ eine durch eine
Karte ¢ von M induzierte Vektorbiindelkarte von T'M — M, die orientierungsver-

tauschend ist, so ersetze ¢ durch eine umparametrisierte Karte 1 := ¢ o j, mit
j:RF = RF,
-1 0 ... 0
. 0 +1
Ji=
: -0
0 ... 0 +41
Der so erhaltene Atlas auf M hat dann nur orientierungserhaltende Kartenwechsel,
liefert also eine Orientierung auf M. O

27.4 Beispiel.

Sei G eine Lie-Gruppe, also eine Mannigfaltigkeit mit glatter Gruppenstruktur:
Dann ist TG — G global ein triviales Vektorbiindel (siehe [86, 67.2]) und da jedes
triviale Vektorbiindel orientierbar ist, sind TG — G und G selbst orientierbar.

27.5 Bemerkung.

Sind alle Mannigfaltigkeiten M; orientierbar, dann sind es klarerweise auch [] M;
und [[ M;. Z.B. sind alle Tori, T" := (S)", orientierbar, denn S! ist eine Lie-
Gruppe.

Es gilt auch die Umkehrung, denn offene Teilmannigfaltigkeiten von orientierbaren
Mannigfaltigkeiten sind offensichtlich orientierbar (also mit [], M; auch M;) und
falls M x N orientierbar und N # () ist, dann wéhlen wir einen Punkt y € N
und eine kontrahierbare (und somit orientierbare) Kartenumgebung V' von y. Es
ist dann M x V als offene Teilmannigfaltigkeit orientierbar und wir kénnen 7, M
kohérent orientieren indem wir die Orientierung von T\, (M x V) =T, M x T,V
und jene von T,V verwenden.

27.6 Definition (Transversale Abbildungen).

Zwei glatte Abbildungen f; : M; — N fiir 7 € {1,2} zwischen Mannigfaltigkeiten
heiflen TRANSVERSAL falls Bild(Ty, f1) + Bild(Ty, f2) = T,N fir alle (z1,22) €
My x My mit fi(z1) =y = fa(w2) € N.

Ist fo die Inklusion einer Teilmannigfaltigkeit, so sagt man f; sei TRANSVERSAL zu
M, in dieser Situation, d.h. wenn Bild(T} f1) + T,M> = TN fiir alle z € M; mit
y = [f(z) € Ms.
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Sind beide f; Inklusionen von Teilmannigfaltigkeiten, so sagt man diese schneiden
einander TRANSVERSAL in dieser Situation, d.h. wenn T, My + T, M, = T, N fiir
alle z € M7 N Ms.

27.7 Beispiel.

Sei My := S'in N := R? und M := S' sowie
f+ M — N wie in nebenstenden Bild.

Es ist bei Transversalitit nicht gefordert,
dal die Summe “direkt” ist; Z.B. ist die
Identitdt f : M := N — N transversal
zu jeder Teilmannigfaltigkeit My C N mit
Bild(T, f) N Ty(zyMa = Ty (o) M2 # {0}.

nicht transversal

transversal

27.8 Satz (Pull-back von Mannigfaltigkeiten).
Firie {1,2} sei f; € C°(M;, N) mit f1 transversal zu fs.
Dann ist das PULL-BACK
My xy My := My X (g, n.p) Ma = {(xl,;vg) € My x My : fi(z1) = fg(xg)}

eine reguldre Teilmannigfaltigkeit von My x My
und hat folgende universelle Figenschaft:

Fiir jedes Paar glatter Abbildungen g; : X — M; “A

mit f1 0 g1 = fo 0 go existiert eine eindeutig bes- My Xy M, Tpry My
timmite glatte Abbildung g : X — My Xn My mit lprl lfz

pr; 0g; = g. M, N
fi

Beweis. Nach geniigt es M7 X My lokal durch eine reguldre Gleichung
zu beschreiben. Sei also (29,29) € M; xy M. Indem wir N lokal um fi(z9) =
f2(29) =: y durch eine offene Teilmenge in R™ ersetzen, ist f(x1,22) := fi(x1) —
fa(z2) = 0 eine lokale Gleichung fiir das Pullback und diese ist regulir, denn
Bild(T(y9 9)f) = Bild(Ty0 f1) + Bild(Tyq f2) = T, N.

Nach Definition gilt f; o pry = fa o pry auf My xny Ms. Es ist g = (g1, 92) :
X — M; x M die einzige (glatte) Abbildung mit pr,og = g;. Diese hat wegen
f1 091 = fa 092 Werte in der Teilmannigfaltigkeit M; x ny My und ist somit auch

dorthinein glatt nach . O

Der Tangentialraum T(,, ,,)(M1 xn My) ist offensichtlich durch KerT{;, o,)f =
{(v1,v2) € Ty, My X Ty My : Ty, f1 - v1 = Ty, f2 - v2} gegeben.
27.9 Folgerung (Urbilder von Teilmannigfaltigkeiten).

Es sei f € C°°(M, N) transversal zu einer requliren Teilmannigfaltigkeit K von N.
Dann ist ist f~1(K) eine requlire Teilmannigfaltigkeit von M und diffeomorph zu
M x N K.

Insbesonders ist der Durchschnitt My N My zweier sich transversal schneidender
Teilmannigfaltigkeiten My und My von N selbst eine Teilmannigfaltigkeit.

Beweis. Offensichtlich ist pr; : M xx N — f~!(K) eine Bijektion, denn
repr,(MxyK)e JyeK: (z,y) e Mxy K & flz)=ye K &z c f1(K)
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MxyK— s M xKEssind M xy K CMxK, MxK CMXxN,

(M, f) : M — M x N Einbettungen und somit
Mpxinel | =1} = pry (M x5 K) C M eine regulire Teil-
FHEK) M (M’f)M « v mannigfaltigkeit. O

Wir geben nun ein Beispiel dafiir, dafl dieser Satz “stédrker” ist als [11.12.2 |

27.10 Das Mobiusband als Nullstellenmenge.

Betrachten wir das Mébiusband Méb € R3. Dieses kann nicht die Nullstellenmenge
einer reguldren R-wertigen Funktion sein, sonst wire das Mobiusband orientierbar
(siehe ) Wir wollen nun Méb als Urbild der Einbettung P! < P2 unter
einer Abbildung vom Volltorus nach P? darstellen, die transversal zu P! ist. Dazu
verwenden wir die folgende Abbildung:

p: R x D* — Volltorus C R*  wobei D? = {(t,s) € R* : t* + s* < 1}

® cos2¢(l+t-cosp —s-singp)
p:|t]—|sin2p(1+1t- cosp—s-sinyp)
S t-sinp+s-cosp

Diese ist die Zusammensetzung

AN @ P\ . [cos2e(l+1)
t| =% |t-cosp—s-sing| = |t]|+—=>|sin2p(1+1)
s t-siny + s-cosy s s
mit den respektiven Ableitungen
1 0 0 —2sin2p(1 +1t) cos2p 0
Ui =% cosp —sing| und W,=| 2cos2¢p(1+t) sin2¢p 0
* singp cosep 0 0 1

Also ist p ein lokaler Diffeomorphismus (sogar eine Uberlagerung) mit

p 1 (Mo6b) = R x (—1,1) x {0} (vergleiche mit )

Es ist p auch die Zusammensetzung

cos @ x
P\ epp? | sing . (#* = y*)(1 +tx — sy)
t — . =l 2zy - (1 +tx — sy)
S s s ty + sx

Da p = p o (exp x D?) ein lokaler Diffeomorphismus, exp xD? : R x D? — S1 x
D? eine Submersion (sogar die universelle Uberlagerung) und da p : S' x D? —
Volltorus C R3 glatt ist und jeder Punkt unter p zwei Urbilder hat, ist p eine
zweiblittrige Uberlagerung. AuBerdem gilt p—'(Mab) = S* x (—1,1) x {0}.

Sei nun die glatte Abbildung f : S* x D? — S? gegeben durch

1
L \T, ,t,S = — z,Yy,s
fi(z,yt,s) m( Y, s)

dann ist f~1(S') = S' x (—1,1) x {0} = p~'(M&b), wobei S* C S? der Aquator
(s = 0) ist.
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Da die kanonische Abbildung ¢ : S? — P2 per Definition eine Uberlagerung ist, und

ﬁ(xay7t7s) = ﬁ(xlvylgtlasl)
= (z,y;t,8) = £(z1, 915 t1, 51)

1 1
= f(xay7t7s> = (.T,y, 8) =t— ($1>y1’51) = j:f(xhyl;thsl)
V1+s? V

1+ s2
= Q(f(xayatvs) :q(f(xlvyl;tlasl))a

148t sich also f:Volltorus — P2 und deren Einschrinkung auf Mob durch folgendes
kommutatives Diagramm wohldefinieren:

SUxRC— -~ R3\ {0}

S1xpr, \
R x D? 4D>2> St x D2 7 52
o \) /
1 f 1
St x (-1,1) x {0} > S
P1 ¢ p ﬁ$ - %\sl q
fIMab
/ Mob - \
R x D? V2 Volltorus ! > P2
und

FH®Y = (FH®Y) =((fop) H(BY) =p((g0 f) 1 (P))
=p(fH (a7 () = B(f1(51)) = B(S* x (~1,1) x {0}) = Msb.
Es ist f transversal zu S' C $2: Sei némlich v := (vg,v1,v2) € T(54,05> C R3.
Dann ist v L (x,y,0) = f(x,y,t,0), d.h. (vo,v1) L (,9), i.e. (vo,v1) € T(a S

Wegen %‘Szoﬁ = O) und %‘Szoﬁ =1ist T(Ly’t,o)f(o,o;tvz) = (070,’02),
als0 T(a,y,1,0)5” = T(a,y,0)S" + Bild Tigy 000 f-

Da g eine Uberlagerungsabbildung ist, ist somit auch f transversal zu P!, O

Man rufe sich nun die Begriffe Vektorbiindel (siche [14.5 ), Vektorbiindel-Homo-
morphismus (siehe ) und Teilvektorbiindel (siehe ) in Errinnerung.

27.11 Proposition (Bild eines Vektorbiindelmonomorphismuses).

Seienq: FF— M,p: E— M zwei VB, f: F — E ein VB-Monomorphismus (d.h.
ein faserweise injektiver VB-Homomorphismus) iberidyy, d.h. folgendes Diagramm

kommutiert:
Fr— 1 . F
x /
M

Dann gilt: f(F) ist ein Teilvektorbiindel von E und ist via f isomorph zu F — M :
F = [(F) ——E
plrce
a P
M

Insbesonders ist jeder faserweis bijektive VB-Homomorphismus ein VB-Isomorphismus.
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Beweis. Da lokal beide VB trivial sind, nehmen wir 0.B.d.A. an, da F = M x RF
und E = M x R! ist, und somit f : M x R¥ — M x R! die Form f(z,v) = (z, f»(v))
hat. Da f,, : R¥ — R! injektiv und linear ist, kénnen wir weiters f,, = incl : R¥ —
R! annehmen. Sei pr die Projektion R! = R¥ x R'=* — R* mit Kern R*™* zu incl,
d.h. proincl = id € GL(k). Als VB-Karte von E dréngt sich 1 : M x RF x RI=F 5
(z;v,w) = (; fz(v) + (0,w)) € M x R!, denn da das Diagram

F L F)C E
gTwamkx{o} %Tw
M x R¥ === M x R*¥ x {0} &= M x RF x RI=*

kommutiert, trivialisiert ¢ das Bild von f, d.h. f(F) entspricht M x R¥ x {0}. Bleibt
also zu zeigen, daf} ¢ ein lokaler Diffeomorphismus ist: Die Abbildung x + prof, ist
eine Abbildung von M nach L(k, k) mit zg +— id, und hat somit lokal um xy Werte
in der offenen Teilmenge GL(k) C L(k, k) hat. O.B.d.A. sei M diese Umgebung

von zg. Wegen 2 = fo(v) + (0,w) = pr(z) = (profe)(v) = v = (profs) " (pr(2))
ist dann die Umkehrabbildung von v gegeben durch

vt (@2) o (o (rof) ™ opr) (), = o (((ref) T opr) (). O

27.12 Folgerung (Tangentialbiindel einer Teilmannigfaltigkeit).

Seiincl : A C M eine regqulire Teilmannigfaltigkeit.
Dann ist (T'incl)(TA) = TA ein Teilbiindel vom TM|4.

Beweis.
7A L0 T1ncl (TA) TM|A C ~TM
Man wende | 27.11 | auf den VB-Monomorphismus 7 incl an. O

27.13 Folgerung (Tangentialbiindel von Summen und Produkten).

Die folgenden Diagramme beschreiben Vektorbindel-Isomorphismen:

(TPT )i UT incl;
T M) L2 1M, T M) <L T,
T‘TIMil Hﬂ'Mil 7"|_|Mil UwMii

27.14 Lemma (Pull-back Biindel).

Seip: E— M ein VB und f: N — M glatt. Dann ezistiert am Pull-back f*E :=
N xup E eine eindeutig bestimmte VB-Struktur f*p := pry|pg : f*E — N fir
welche p*f :=pry |p+g : f*E — E ein faserweise bijektiver VB-Homomorphismus
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iber f ist.

Dieses Biindel hat folgende universelle Figenschaft: F f
Fiir jedes andere VB q : FF — N und VB-
Homomorphismus f : F — E diber f existiert ein "
eindeutiger VB-Homomorphismus f+ : F — f*E B p*f B
iber idy, der das mebenstehende Diagramm kom- &f*P ¢p
mutativ macht: N— M

Beachte, da8 die Faser (f*E), := (f*p)~!(z) von f*p : f*E — N iiber x € N
gegeben ist durch {(z,v) : v € p~!(f(x)) = Ef(y)} und durch p*f = pry bijektiv
auf Ey(,y abgebildet wird, also f*E = lee 1 Ey(x) als Reparametrisierung vermdoge

f+ N — M des Biindels E = |,y £y, aufgefaBt werden kann.

Beweis. Da p : E — M submersiv ist, sind f und p transversal zueinander und
somit f*E := N X, E eine Teilmannigfaltigkeit von N x E nach mit der
universellen Eigenschaft fiir glatte Abbildungen ¢ und f.

Um zu zeigen, dal f*p : f*E — N ein Faserbiindel ist miissen wir lokale Triv-
ialisierungen finden. Sei dazu ¢ : U x R¥ — E|y eine lokale Trivialisierung von
Ely.
Beachte, dafl das Pull-back einer offenen Teilmenge U C M
vermdge einer glatten Abbildung p : E — M gegeben ist durch  Elv ——F
E|y = p~}(U), wie ein direkter Nachweis der universellen Eigen- ol p
schaft zeigt. Explizit ist der Diffeomorphismus p~(U) = U x,, E v

U

gegeben durch z — (p(z),2) und z <= (u, 2), cf.|27.15 |.

Weiters ist das Pull-back eines trivialen Biindels pr; :

M x RF — M lings f : N — M das triviale Biindel p xR k

pr; : N x R¥ — N, wie ebenfalls ein direkter Nachweis N xR M xR
/

s M

der universellen Eigenschaft zeigt. Explizit ist der Diffeo-
morphismus N x RF 22 N x,,; (M x RF) gegeben durch

(2,0) = (2, (f(2),v)) und (,v) = (z, (4,0)). N
Betrachtet man ein Rechteck, welches vertikal in zwei o
Quadrate zerlegt ist, wobei das rechte Quadrat ein Pull- *e—>e0e——>e
back ist, so ist das Rechteck genau dann ein Pull-
back wenn es das linke Quadrat ist, wie eine einfache
Diagramm-Jagd zeigt, siehe [88, 3.8.3] und [88, 3.8.4]. >
Wir wenden dies alles nun auf inclof und f oincl an:
FXRF
fﬁl(U)XRkNif*Elffl(U) E‘U =— U x RF
p"f /
ffFE——F
f*p$ w
P N——M P
) ! U
DaB die so konstruierten Biindelkarten sowie p*f und f faserweise linear sind,
entnimmt man ebenfalls diesen Diagramm. O

27.15 Lemma (Einschriinkung als Pull-back).
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Ist p: E — M ein Vektorbiindel und A eine regulire Teilmannigfaltigkeit von M,
dann gilt E|s := E|4 &€ incl" E

Beweis. Da p eine Submersion ist, ist p transversal zu A und somit p~1(A)
E xr A =incl® E nach .

(%

27.16 Lemma (Exakte Vektorbiindelsequenzen splitten).

Sei B -3 E' 25 E? cine kurze exakte Sequenz von VB tiber einer parakompakten
Mannigfaltigkeit M, d.h. i und p sind VB-Homomorphismen tber idy; und faser-
weise ist i injektiv, p surjektiv und Bild(i,) = Ker(p,).

Dann ist B =2 E° @ E2.

Beweis. Nach induziert i : E° — E! einen Isomorphismus auf ein Teilvek-
torbiindel, d.h. 0.B.d.A. ist ¢ die Inklusion eines Teilbiindels. ist.

Wir konstruieren nun einen rechtsinversen Vektorbiindelhomomorphismus j : E? —
E'zup: E' - E%

Lokal ist E1|U =2 U x R™ und EQ\U = FOcC i Bl p B2
U x R* fiir geeignete m, k € N. Unter

dem ersten Isomorphismus entspricht j A JA LT
E° den Teilbiindel U x R™ x {0} fir E0|, > El|y — 2 E?|y
ein n < m. Damit induziert die lokale NT T ~ e B T
Darstellung von p einen Isomorphismus

UxR"™ = U x {0} x R"™" — UxR UxincllUXR ..7UXR
U xR* und dessen Inverse ist ein lokales UXinclzTJ “ )

Rechtsinverses zu p. U x R

Mittels einer Partition der 1, welche der Uberdeckung mit diesen trivialiseren-
den Umgebungen U untergeordnet ist, konnen wir diese lokalen Rechtsinversen
verkleben und erhalten klarerweise ein Rechtsinverses j : E? — E' zu p. Der Iso-
morphismus E° ><ME2 = Elist dann durch (29, 22) ~ i(2°)+5(2?) gegeben und hat
als Inverses z — (i~ (2 — j(p(2))), p(2)), denn z — j(p(z)) € Ker(p) = Bild(i). O

27.17 Tangentialbiindel eines Vektorbiindels.

Wir wollen nun das Tangentialbiindel 7 : TE — E (des Totalraums eines) Vek-

torbiindles p : E — M genauer untersuchen. Das Interesse daran ist insbesonders
in Hinblick auf T2M = T(T M) gegeben.

Lokal ist E durch M x R* und damit TU x Rk ;E U x RF - U x RF x RF

TE durch T(M xRF) = TM xRF x RF
gegeben. J £ f
Andererseits ist das Pull-back-Biindel
p*(TM) = E xa TM lokal durch P (TM) E p*(E
TM x R und p*(E) = E x  E lokal PP l i
durch M x R* x R* gegeben.

™ —— m E

Somit ist T'E lokal isomorph zu (TM x RF) x,;xgr (M x R*¥ x R¥) und damit
zu p*(TM) xg p*(E). Un diese lokalen Isomorphismen zu globalen zu machen,
werden wir eine natiirliche kurze exakte Sequenz p*(E) — TE — p*(TM) von
Vektorbiindeln iiber £ konstruieren und auf diese dann anwenden.

Theorem.
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Seip: E— M ein VB. Dann ezistiert eine kurze exakte Sequenz von VB iiber E:

E xy E = p*(E) e TE —=T2) s p*(TM) := E x5, TM.

Nach |27.16| ist somit TE = (E Xy E) xgp (E Xy TM) 2 E xp E xpp TM,
allerdings ist kein natiirlicher Isomorphismus vorhanden, siehe jedoch | 27.19|.

Das Bild von vl wird VERIKALES TEILBUNDEL V E von T'FE genannt und das Bild
eines Rechtsinversen zu (m, T'p) kann als Wahl eines horizontalen Teilbiindels gese-
hen werden.

Wir kénnen einen Vektorbiindelhomomorphismus
(m,Tp) : TE — p*(TM) durch nebenstehendes
Diagramm definieren.

Lokal ist TE durch TM x R¥ x R¥ und p*(T M)
durch (M x R¥) xy TM = TM x R¥ sowie T :
TE — TM durch (§,v,w) — £ gegeben. Somit ist
(m, Tp) lokal durch (&, v, w) — (&, v) beschrieben.
Insbesonders ist (7, Tp) faserweise surjektiv.

Der faserweise Kern von (m,Tp) iiber E besteht aus jenen Vektoren, die durch
Tp auf 0-Vektoren abgebildet werden, anscheinend also aus den Tangentialvek-
toren an Kurven in den Fasern p~!(z) von E. Deshalb definieren wir einen VB-
Homomorphismus (den sogenannten VERTIKALEN LIFT) vlg : p*(E) = E Xy E —
TE durch p*(E) = E Xy E 3 (vg,wz) — %hzovx + tw, € TE. Beziiglich der
lokalen Beschreibungen M x R¥ x R¥ von p*(E) und TM x R* x R* von TE ist
er durch (z,v,w) — %|i—o(z,v + tw) = (0, v, w) gegeben. Faserweise ist er somit
injektiv und es gilt

Bﬂd((le)(w)) - {(01., viw) :w € Rk} = Ker((w,Tp)(w,w),

also ist die Sequenz exakt. O

27.18 Proposition.

Es seip : E — M ein Vektorbiindel. Dann ist TE|y := 0(TE) 2 E®TM
(kanonisch) als Vektorbindel iber M, wobei 0 : M — E den Nullschnitt bezeichnet.

Wir werden dies in [86, 62.8] auf E := TM — M und in [86, 62.9] auf (TN)* — N
anwenden.
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T

Durch Einschrinken der exakten Sequenz von VB iiber E aus |27.17| auf den

Nullschnitt erhalten wir nach eine exakte Sequence p*(E)|yy — TE|y —
p*(TM)|p von VB iiber M. Wegen p o0 = id in den Seitenflichen obigen Dia-
grams ist p*(E)|y = E und p*(TM)|p = TM und eine kanonisches Rechtsinverses
zu Tp|rp),, ist durch T0 gegeben, also splittet die Sequenz £ — TE[y — TM
kanonisch, d.h. TE|y &2 F @ TM als Biindel iiber M. O

Beweis.

Es sind auch Tp : TE — TM und

whyp ¢ p*(TM) — TM Vektorbiindel TFE e

und (7g,Tp) : TE — p*(TM) ein Vek- \x

torbﬁndelhomomorphismus iiber TM. . (=, Tp p*(TM) — E

Wir kénnen also fragen, ob das Rechtsin- $ Pl i
TrMp

T
verse von | 27.17 | zusatzlich faserlinear iiber b

™M
TM gewéhlt werden kann. ™ > M

27.19 Proposition. Linearer Zusammenhang eines Vektorbiindels.

Es seip: E — M ein Vektorbiindel. Fin Isomorphismus TE = p*(E) x g p*(TM)
wird dquivalent durch jede der folgenden Abbildungen beschrieben:

1. Ein HORIZONTALER LIFT, d.h. ein rechtsinverser Vektorbiindelhomomorphis-
mus C : p*(TM) — TE diber E zu (7,Tp) : TE — p*(TM) = E X TM der
auch Faser-linear tiber T M ist.

2. Eine KONNEXION (engl. LINEAR CONNECTION), d.h. ein linksinverser Vek-
torbiindelhomomorphismus ® : TE — VE := p*(E) iber E zum vertikalen Lift
vlg : VE — TFE der auch Faser-linear iber mwp; : TM — M ist.

3. Finen KONNEKTOR, d.h. ein Vektorbindelhomomorphismus K : TE — E diber
p und iber mpr mit Kovlg =pry: Exy E—TE — E.

4. Bine KOVARIANTE ABLEITUNG V : Q)(M;E) = T(E) - I'(T*"M ® E) =
QYM;E) mit V(f-s) = f-Vs+df @s fiir alle s € T(E) und f € C*°(M,R). (Es
kann ¥V mit der gleichen Formel wie in zu einer sogenannten AUSSEREN
KOVARIANTEN ABLEITUNG Q*(M; E) — Q*TY(M; E) erweitert werden, siehe
z.B. [105, 37.29] ).
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5. Eine KOVARIANTE ABLEITUNG V : X(M) x I'(E) — I'(E), welche C*(M,R)-
linear in der ersten und R-linear in der zweiten Variable ist und Ve(f - s) =
[-Ves+&(f) - s erfillt fir alle s € T'(E) und f € C*°(M,R).

Beweis. Die Morphismen in sind durch folgendes Diagram beschrieben:

E_ M<~—"" TM———TM
b Tprz K TﬂMOTp TPT przT X
M ob *(E) o v c . o7 (7g,Tp) *(TM) b M
N vlg T @ T
J/PH lTFE WE\L Prli /
p p

Beziiglich lokaler Trivialisierungen E|y = U x RF, TU = U x R™ und somit
T(Ely) & (Ely) x R™ x RF =2 U x RF x R™ x R* haben die Abbildungen des
obigen Diagramms folgende Gestalt

Uy
(z,w) __ <~ (2, y) = (z,y)
P Iprg w=oTey) maoTp TPI pr"ﬁ N

€ (fE,’U;{E/LU)I%((E,U’(LU}I)%'(x w
\ l' I : ) I w:=I4 (v,y) l' /
pry TR TE pry
b P

vlg w=w—T4(vyy
(z,v) (z,v) (z,) (z,v)

oy

wobei ', : RF x R™ — R* bilinear und z — T, glatt ist.
(@) Eine kurze exakte Sequenz E° - F! -2+ E2 splittet (d.h. E' = E°@ E?)

genau dann wenn p ein Rechtsinverses s, bzw. wenn ¢ ein Linksinverses g besitzt:
Die Relation zwischen s und ¢ ist durch q(z1) :=i71(21 — s(p(21))) und s(p(22)) :=
2o —i(q(22)) gegeben.

((i)) Da vlg : p*(E) — TFE ein VB-Isomorphismus auf das vertikale Biindel
ist, ist eine Projektion TFE — V E eindeutig durch ihre zweite Komponente K :
TE 23 VE=>~FE®FE 22, F gegeben.

(:>) Mittels Konnektor K : TE — E erhalten wir zu £ € X(M) und s € T'(FE)
einen Schnitt Vs : M- TM Loy TE B B vonp:E — M,dapoVes=
poKoTsof=moTpoTsof=moTidol =m0 =id.

Beziiglich lokaler Trivialisierungen E|y = U x RF, TU = U x R™ und somit
T(E|y) = (BEly) x R™ x RF 2 U x R x R™ x R* hat V folgende Gestalt:

§@) = (wy(@),  s@) = (@.5()),
Ts(a,y) = (2.5(2).3.5@)1).  K(@,v.y,0) = (2,0 - To(v,y))
Ves(x) = (K 0 Ts 0 €)(x) = K (2, 5(2), y(2), 5 () (y(x) )

= (#.5(@) (y(@) - Tu (5(2),y()) )

(4]<]5]) Bs sei (Vs)(€) := (Ves)(x). Wegen der C°(M,R)-Linearitiit von £
Ves wird dadurch Vs € Q! (M; E) definiert.

(<:) Jeder nicht-vertikale Vektor o € TE 143t sich schreiben als o = T's - £ fiir
gewisse £ € T, M und s € T'(E) mit = mp(Tp-o) und s(z) = mg(o) € E,. Wegen
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pos=id ist dabei £ = Tp(Ts- &) = Tp(o) eindeutig bestimmt.
Wir definieren K (o) := (Vs)(§) € E, C E. Diese Definition héngt nur von o und
nicht von s ab: Aus der geforderten Produktregel folgt, dal V ein lokaler Operator
ist. Sei eine lokale Trivialisierung U x R¥ 2 E|;; beschrieben durch lokale Schnitte
gi U2 a— gi(z) € Eyy also s = ;5 - g; lokal mit gewissen Koeffizienten
5' € C*°(M,R). Dann ist

Us(€) = V(D05 9:)(©) = D (5'(@) - Vaule) +d5'(€) - 9s(a) ).
und hiingt somit nur von 5%(x) und ds'(¢), also von T's - £ = o ab.
Beziiglich lokaler Trivialisierungen E|y = U x RF, TU = U x R™ und somit

T(E|ly) = (BEly) x R™ x RF 2 U x R* x R™ x R¥ hat Vs(¢) und damit K folgende
Gestalt:

o= (mv,yw) =Ts-& mit £ = (2,y) und s(z) = (z,5(2)),
(2,0,9,w) = Ts(@,y) = (2,5(2), 9,5 @)W)), v =(@)y) = (5" (2)(v)):
T.(v,y) = — Zvi -Vgi(z,y) € R* ist bilinear in v und y

(3

= Vs(§) = (z,—T'z(v,y) + §(2)(y)) nach obiger Formel
K(z,v,y,w) = Vs(&) = (2,5 (2)(y) — Ta(v,y)) = (amw — Ty (v, y))

Wir kénnen also K auf VE (d.h. y = 0) durch diese lokale Formel glatt erweitern,
sodal Kovlg =pry: Exy E=2VECTE — E. O

27.20 Proposition.

Jedes Vektorbiindel p : E — M st isomorph zu einem Teilvektorbiindel eines triv-
ialen Biindels pry : M x R® — M mit geeigneten s € N.

Beweis.

EC ~E®TM = >TE|y—/>TE T _Rs xR

AN

M M Y/ — EC R®

Es sei f : E — R® eine Einbettung (oder auch nur eine Immersion) der Mannig-
faltigkeit E in einen R®. Dann ist T'f : TE — R® x R® ein Vektorbiindelmono-
morphismus iiber f : F — R® und somit Tfot: E — TE|y < TE — R® x R?
ein Vektorbiindelmonomorphismus iiber M — E — R®, also (p,prooT'for): E —
M x R® = (f 0 0)*(R®* x R®) ein Vektorbiindelmonomorphismus iiber id ;. O

Wir werden in | 27.36 |) zeigen, daf so ein Vektorbiindelmonomorphismus bereits fiir
s = dim(E) existiert.

27.21 Folgerung (Existenz inverser Biindel). [65, S100, 4.3.3].

Es sei E — M ein Vektorbindel mit Faserdimension k diber einer m-dimensionalen
Mannigfaltigkeit. Dann ezistiert ein Vektorbiindel F — M (mit Faserdimension m)
so, daff E® F ein triviales Bindel (mit Faserdimension k + m) ist.
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Beweis. Sei ¢ : E — M xR® ein VB-Monomorphismus iiber id; nach | 27.20 | (bzw.
27.36 | fiir s = k +m). Fiir F geniigt es nun ¢(E)+ C M x R® zu nehmen. O

27.22 K-Theorie.

Fiir eine fixe Mannigfaltigkeit M betrachten wir die Menge der Isomorphieklassen
von endlich dimensionalen Vektorbiindeln iiber M. Beziiglich der Whitney-Summe
Fy & Es und dem Tensorprodukt E; ® E5 bilden diese einen Halbring mit 0-
Element [0] und 1-Element [e;], wobei ¢, das triviale Biindel pr; : M x RF —
M bezeichnet. Wie bei der Konstruktion von Z aus dem Halbring N betrachtet
man Aquivalenzklassen von Paare (E,F) von Vektorbiindeln iiber M bzgl. der
Aquivalenzrelation (Ey, Fy) = (Eq, Fy) & By @ Fy, &2 F| @ F, und addiert diese
Reprisentantenweise durch (E1, F1) + (B2, Fy) := (E1 ® Es, Fy @ F») bzw. multi-
pliziert sie durch (El,Fl) . (EQ,FQ) = (E1 ® E2 D F1 ® FQ,El (9 FQ (&) F2 ® El)
Da aber fiir Isomorphieklassen die (additiven) Kiirzungsregeln nicht gelten (z.B. ist
TS? ey =2 e3 = gg @ ey aber T'S? ist nicht trivial; da aber [E]l~ — [(E,0)]=
injektiv ist, kann auch im Bild (eine vermeindliche Gruppe) die Kiirzungsregel
nicht gelten) miissen wir statt dessen die grébere Aquivalenzrelation (Ey, Fy) =~
(By, Fy) & I F  E1®F, & F 2 F) @ E; @ F verwenden. Dann wird die Menge
aller ~-Aquivalenzklassen von Paaren von Vektorbiindeln iiber M ein kommutativ-
en Ring mit 1, der mit K (M) bezeichnet wird. Beziiglich Pull-back lings glatter
Abbildungen f : N — M wird K ein kontravarianter Funktor. Vektorbiindel iiber
1-punktigen M = {x} sind Vektorrdume und Paare von solchen sind genau dann
~-fquivalent, wenn die Differenz der Dimension der Komponenten gleich ist. Also
ist K({z}) 2 Z.

Eine zweite Moglichkeit die K-Theorie K (M) zu bestimmen ist die Aquivalenz-
relation F1 ~ Fy & Jk1,ke 1 E1Beg, = Ey@ey, zu betrachten. Die Menge dieser
Aquivalenzklassen bildet einen kommutativen Ring K (M) beziiglich der Addition
([E1]~, [E2]~) = [E1 @ F2]~ und der Multiplikation ([E1]~, [E2]~) — [F1 @ Ea]~.
Das neutrale Element ist offensichtlich durch [eg]~ gegeben. Das additive Inverse

(siehe [ 27.21 |) zu [E]. finden wir wie folgt: Nach | 27.20 | existiert ein s € N, s.d. E

isomorph zu einem Teilbiindel von ¢, ist. Es gilt somit £ @ E+ = ¢, ~ &y, wobei
EtL das orthogonale Komplementérbiindel zu diesem Teilbiindel in €5 bezeichnet.
Es ist K({z}) = {0}, darum nennt man K die reduzierte K-Theorie.

Wir beschreiben nun einen Ring-Homomorphismus K (M) — K (M):

Sei dazu (E1, F1) gegeben. Dann existiert wie zuvor ein s € N und ein Fj- mit
Fy @ Fit = ¢,. Somit ist (E1, Fy) =~ (E1 @ Fi-,&5). Wir bilden dies auf [E7 & Fit]~
ab. Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn aus (Fy,e5,) &~ (Eo,&5,), d.h. 3 F :
E1®es, F =2 Ey®e,, OF, folgt E1®e,, ey 2 E1®e,, DFOF- 2 Ey®e, OF O
F+~F, Bes, Beg, i.e. By ~ Fsy. Dieser Homomorphismus ist offensichtlich surjektiv
und sein Kern besteht genau aus jenen Klassen [(E, )]~ fiiv welche E ~ g¢, d.h.
Fl,neN: Ede Xep, also (E,e;) = (E®e,epPer) = (en, Ex41). Die Abbildung
(n,m) — (en,em) faktorisiert zu einem Ringmonomorphismus Z — K (M) mit
Linksinversen K (incl) : K(M) — K({z}) & Z. Somit ist der Kern isomorph zu Z,
also splittet die kurze exakte Sequenz Abelscher Gruppen Z — K (M) — K (M),
d.h.

27.23 Definition. Universelles Vektorbiindel.

Es sei p : E — M ein Vektorbiindel mit Faserdimension k (ein sogenanntes k-
Ebenenbiindel) iiber M und f : E — M x R?® ein Vektorbiindel-Monomorphismus

wie in | 27.20 | iber id;. Wir werden in | 27.35 | zeigen, daf} so einer existiert falls s >
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k + m ist. Daraus erhalten wir eine Abbildung g : M — G(k, s) mit Werten in der
Grafimann-Mannigfaltigkeit der k-Ebenen im R?® indem wir z auf das Bild von f :
RF =~ E, — R*® abbilden. Nun betrachten wir das UNIVERSELLE VEKTORBUNDEL
E(k,s) = G(k,s), wobei

E(k,s) :={(e,v) € G(k,s) xR* :v € e}

und den Vektorbiindelhomomorphismus

v:E— E(ks), v (g(p(v)), f,)(v)(v))

Damit ist F = g*(E(k,s)) und g heift KLASSIFIZIERENDE ABBILDUNG des Vek-
torbiindels p : £ — M:

E—t Mmoo Rs M xR 22 o Rs

] J fT T \

Bom—l (@) = fu(E) j Y= E(k,s ) x R®
M Gk, s

Wir wollen nun zeigen, daf fiir s > m + k das Pull-back-Bilden eine Bijektion
zwischen Homotopieklassen von Abbildungen M — G(k, s) und Isomorphieklassen
von VB der Faserdimension k tiber M liefert.

Da Homotopien Abbildung f : M x I — N sind sollten wir Vektorbiindel iiber der
berandeten (siche ) Mannigfaltigkeit M x I (mit Rand M x {0,1}) behandeln.
Wir kénnten die Homotopie natiirlich auch ausdehnen zu einer Abbildung M xR —
N und damit berandete Mannigfaltigkeiten vermeiden, allerdings hat I := [0, 1] den
Vorteil kompakt zu sein.

27.24 Lemma. [65, S89, 4.1.1].

Seip: E — M x1I ein Vektorbiindel. Dann ezistiert zu jedem x € M eine Umgebung
UC M, sodafy E|lyx; trivial ist.

Beweis. Da I kompakt ist existierten 0 =ty < --- < t,, = 1 und Umgebungen U;
von z, sodafl E auf einer Umgebung von U; X [t;, t;41] trivial ist. Sei U := (Us.
Wir zeigen mittels Induktion nach 4, dafl F auf einer Umgebung von U x [0, ]
ebenfalls trivial ist. Es geniigt dazu den Fall i = 2 zu betrachten. Seien also ¢’
Trivialisierungen langs Umgebungen von U X [t;,¢;11]. Auf den Durchschnitt fiir
j =0und j =1 - eine Umgebung von U x {t; } — kénnen wir die Transitionsfunktion

— (pL)7t o 2 € GL(k) betrachten. Deren Keim kénnen wir (durch Aufblasen
des Definitionsbereichs) zu dem Keim einer Abbildung ¢ : U X [t1,t2] — GL(k) aus-
dehnen Damit kénnen wir ¢ durch (z,v) = ¢!(2, g(z) - v) zu einer Trivialisierung
auf eine Umgebung von U X [to, t2] erweitern. O

Um das global auf ganz M zu erreichen, benttigen wir die folgenden beiden Resul-
tate:

27.25 Lemma (Homotopieerweiterung von Keimen). [65, S90, 4.1.3].

Es sei das nebenstehende kommmutative Diagramm mit [ x {0} U x I
U C N offen und A C U abgeschlossen in N gegeben.
Dann existiert ein h : N x I — M mit h|ax; = hlaxr und (l h

hlnxgoy = f- Nx{0} —L
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Beweis. Es sei p: N — [0,1] C* mit 7 {0} ¢ UxI
pla = 1 und Trg(p) C U. Dann erfiillt ~ i
h: N x I — M definiert durch 1 Ax{0}AxT

P \V h

i?,(x t) L f(:E,O) fir x §Z Trg(p)
T h(zpla)t) finweU N x {0} ———=NxI ,

h
das Gewdlinschte. O k—; M

27.26 Globalisierungslemma. [65, S53, 2.2.11].

Es sei X eine Menge und B eine Menge von Teilmengen von X, die X enthdlt
und unter Vereinigungen abgeschlossen ist. Sei weiters ® ein Funktor von der bzgl.
Inklusionen geordneten Kategorie B in die Kategorie der Mengen, also ist zu By 2O
By in B eine Abbildung ®(Bs) — ®(By) gegeben. Dieser sei stetig, d.h. falls B C B
linear geordnet ist, so ist

o(|JB) = lim ®(B) := {;z: e [[ ®B):2p +* 25 fir alle B' 2 B in B'};
BeB’ BeB’

und lokal erweiterbar, d.h.

VeeX 3B, € BYBeB:®BUDB,)—» ®(B) ist surjektiv und v € By.

Dann ist ®(X) — ®(B) surjektiv fiir alle B € B mit ®(B) # 0.
Falls ® nicht trivial ist, d.h. 3 B € B mit ®(B) # 0, so ist ®(B) # 0 fir alle
BeB.

Beweis. Es sei By € B und yg € ®(By). Es ist M :={(B,y) : B C Be€ B, y €
®(B), y — yo} partiell geordnet durch (Bi,y1) = (B2,y2) & By € B und
yo — y1. Jede linear geordnete Teilmenge M, von M besitzt wegen der Stetigkeit
von ¢ ein maximales Element (Boo,Yoo) mit Boo := Upsepq, Pr1(M) und yoo =

(ora (M) arean, € lim,_ ®(B) = D(Boo).

Nach dem Zornschen Lemma existiert ein maximales Element von M, welches wir
wieder mit (B, Yoo) bezeichnen. Angenommen Bo, C X. Sei ¢ € X \ Bo. Da &
lokal erweiterbar ist, existiert ein B, € B mit z € B, und ®(BU B,) — ®(B)
surjektiv fiir alle B € B. Sei B’ := By, U B; D B, und ¢’ ein Urbild in ®(B’) von
Yoo € P(Bso). Dann steht (B’,y’) im Widerspruch zur Maximalitét.

Sei ®(By) # 0. Dann ist ®(X) # 0 da ®(X) — P(By) surjektiv ist und somit
®(B) #  fiir jedes B € B, denn nach Voraussetzung existiert eine Abbildung
P(X) — ®(B). O

27.27 Theorem. [65, S90, 4.1.5].

Jedes Vektorbiindel p : E — M x I ist isomorph zu E|pry oy X 1.

Wir werden im folgenden kurz E|y = insg(E) an Stelle von E|yry oy schreiben,
wenn klar ist, dafl dies bzgl. der Insertion insy bei 0 gemeint ist. Der Isomorphismus
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im Theorem kann als Identitit auf E|ys gewéhlt werden:

E = E S I
\ : o \;flx} e \
Elm i Elm — Elum
¢ o
M xT1 M x 1 M x 1
M M M

Beweis. Wir betrachten eine lokalendliche Uberdeckung A mit abgeschlossenen
Mengen A C M, sodafl E lings einer Umgebung von A x [ trivial ist. Eine
Uberdeckung mit solchen Mengen existiert wegen und sie kann lokalendlich
gewithlt werden wegen da M parakompakt ist. Sei B die Menge aller (automatisch
abgeschlossenen) Vereinigungen von Teilmengen von A.

Fiir B € B betrachten wir Paare (f, B), wobei B C M eine offene Umgebung von
Bist und f: E|5,; = E|5 x I ein VB-Isomorphismus, dessen Einschrankung auf
El|py (o die Identitét ist. Mit ®(B) bezeichnen wir die Menge der Keime solch-
er VB-Isomorphismen, also die Aquivalenzklassen solcher Paare, wobei (f1s Bl) ~
(fg,BQ) falls eine Umgebung B C B; N By von B existiert mit filgwr = folgxr-
Klarerweise ist der Funktor ® stetig und wegen ist er nicht trivial und sogar
lokal erweiterbar: Sei ndmlich A € A und B € B. Dann miissen wir zeigen, daf}
®(BUA) — ®(B) surjektiv ist, also der Keim eines Vektorbiindelisomorphismuses
f i E 2 E|y x I iber B x I sich zu einem solchen iiber (BU A) x I erweitern laft.
Sei f : F|g,; — E|5 x I der Vektorbiindelisomorphismus mit offenen B O B Nach
Voraussetzung ist E|;,; = (A x I) x R¥ fiir ein offenes A O A. Um f zu einem
Keim iiber (B U A) x I zu erweitern geniigt es den eingeschriinkten Keim von f
iiber (BN A) x I zu einem iiber A zu erweitern. Mit E|;, , sind auch E|; sowie
El(AmB)xI und E| ;-5 x I triviale Biindel und die Einschrankung von f zwischen
den beiden letzteren ein VB-Isomorphismus, welcher somit durch eine Abbildung
g: (AN B) x I — GL(k) mit g(z,0) = id V z beschrieben wird. Nach kann
deren Keim auf (AN B) x I zu einer Abbildung §: A x I — GL(k) erweitert werden
die seinerseits eine VB-Isomorphismus E| 7, ; = E ; x I definiert, welcher den Keim
von f iiber (BN A) x I erweitert.

Nach | 27.26 | ist also ®(M) # ) und somit f : E — E|p x I eine VB-Isomorphismus
fiir (jedes) (f, M) € ®(M). O

27.28 Proposition (Pull-back ist homotopieinvariant). [65, S97, 4.2.4].

Es seien fo, f1 : N = M homotop und p: E — M ein Vektorbiindel.
Dann ist ffE = f{E als Vektorbiindel iber N.

Beweis. Es sei H : N x I — M eine Homotopie zwischen fy und f;. Fiir j € {0, 1}
ist H*E = (H*E)|nxyj; x [ Zinsj(H*E) x I = f{E x I nach | 27.27 | und somit

RE=(fExD|n=(ffEx )|y = f{E. O

27.29 Folgerung. [65, S97, 4.2.5].

Jedes Vektorbiindel tiber einem kontrahierbaren Raum ist trivial.
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Beweis. Fiir kontrahierbare Rdume M ist die Identitét id auf M homotop zu einer
konstanten Abbildung const,,. Nach | 27.28 |ist E = id" E = const} E = M x E,,
also trivial. O

27.30 Definition. Funktionenraumtopologien.

Fiir 0 < r < oo benétigen zwei Topologien am Raum C” (M, N) der C"-Abbildungen
zwischen Mannigfaltigkeiten M und N, die wir im folgenden als o-kompakt voraus-
setzen:

Die GROBE oder KOMPAKT-OFFENE C"-TOPOLOGIE hat als Umgebungsbasis von
feC"(M,N) die Mengen
{9€ CT(M,N) : (k) C Bildy und ¥z € K,k < 7 ist

[ ogo ) ®(@) - o Fo )W) <<},

wobei ¢ eine Karte von M, i eine von N, weiters K C Bild ¢ kompakt mit
f(K) C Bild v, sowie € > 0 ist.

Die FEINE oder WHITNEY-TOPOLOGIE hat als Umgebungsbasis von f € C"(M, N)
die Mengen

{g € C"(M,N) : g(K;) C Bildyy; und V i,z € Ki, k < r ist

H “logoy; (k)(w)*(Wlof"%)(k)(x)H <€i}’

wobei @; Karten von M deren Bilder eine lokalendliche Familie bilden, i; Karten
von N, weiters K; C Bild ¢; kompakt mit f(K;) C Bildv;, sowie g; > 0 ist.

Die grobe (resp. feine) C°°-Topologie auf C° ist definiert als initiale Topologie

bzgl. der entsprechenden C"-Topologien fiir r € N.

Auf C"(M,N) fiir 0 < r < oo ist die grobe C"-Topologie vollstindig metrisier-

bar, siehe [65, S62, 2.4.4.a] und die feinen C"-Topologie Baire’sch, siehe [65, S62,

2.4.4.b]. Beachte, folgende Eigenschaften fiir Teilmengen eines topologischen Raums:
e NIRGENDS DICHT, d.h. ihr Abschlufl hat leeres Inneres.

e MAGER, d.h. ist abzéhlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen, oder dquivalent
ist enthalten in der abzdhlbaren Vereinigung abgeschlossener Mengen mit leeren
Inneren.

e RESIDUAL, d.h. ist das Komplement einer mageren Menge, oder &dquivalent
enthélt einen abzidhlbaren Durchschnitt offen dichter Mengen.

FEin topologischer Raum heifit BAIRSCH falls jede residuale Teilmenge dicht ist, oder
dquivalent falls jede magere Teilmenge leeres Inneres hat.

27.31 Transversalititssatz von Thom.

Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und L C N eine requldre Teilmannig-
faltigkeit.

1. Dann ist die Menge th(M7 N) der zu L transversalen glatten Abbildungen M —
N residual und somit dicht in C*°(M,N) bzgl. der groben und der Whitney
C*-Topologie, denn ihr Komplement ist mager.
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2. Falls L abgeschlossen in N und A eine abgeschlossene Teilmenge von M ist, so
ist die Menge (05 (M, N) der zu L lings A transversalen glatten Abbildungen
M — N offen und dicht in C*°(M,N) bzgl. der Whitney C°°-Topologie bzw.
fiir kompaktes A auch bzgl. der groben C*°-Topologie.

Dabei heift eine Abbildung f € C°°(M, N) transversal zu L lings A, wenn T,y N =
Tt(z)L + Bild T, f ist fiir jedes » € A mit f(z) € L

Fiir den Beweis benétigen wir einige Vorbereitung:

27.32 Globalisierungslemma fiir Dichtheit. [65, S.75, 3.2.2].

Fiir Mannigfaltigkeiten M und N und r € N sei eine Abbildung ® gegeben, die jeden
Tupel (A, U, V) von offenen Teilmengen U C M, V C N und abgeschlossenen A C
M mit A CU eine Teilmenge ®4(U,V) C C(U,V) mit folgenden FEigenschaften
zuordnet:

Funktoralitét: Fir solche Tupel (A, U, V) und (A, U, V') mit A C A, U CU
und V! CV ist {flur: f € Pa(U,V) und f(U') CV'} CD4(U, V).

Lokalisierung: Fir jedes Tupel (A, U, V) ist f € C®(U,V) in ®4o(U,V) falls
ebensolche Tupel (A;,U;,V;) existieren und f; € ®4,(U;, Vi) mit A C |J,; A; und
f = fi auf einer Umgebung von A; fir alle i.

Lokale Offen- und Dichtheit: Es gibt offene Uberdeckungen U von M und V
von N, sodaf fiir Tupel (A, U, V) wie oben aber mit A kompakt und U und V
enthalten in Elementen aus U und V die Menge ®4(U,V) offen und dicht in
C>(U,V) in der groben C"-Topologie ist.

Dann gilt fiir abgeschlossenes A C M :
1. ®4(M,N) ist offen und dicht in C>° (M, N) bzgl. der Whitney C"-Topologie.

2. Falls A sogar kompakt ist, so ist ®o(M,N) offen (und dicht) bzgl. der groben
C"-Topologie.

Beweis. Wegen lokaler Dichtheit existieren offene Uberdeckungen ¢/ von M und
V von N mit ®4(U, V) C C*°(U,V) offen und dicht in der groben Topologie falls
A C U kompakt und U und V enthalten in Elementen aus ¢ und V sind.

Offenheit: Sei f € ®4(M,N). Die Mengen U N f~1(V) mit U € U und V €
V bilden eine Uberdeckung von M kénnen also wegen Parakompaktheit zu einer
lokalendlichen abzihlbare Uberdeckung {U; : i € A} verfeinert werden und falls A
kompakt ist reicht schon eine endliche Indexmenge A um A zu tiberdecken. Wir
konnen weiters kompakte A; C U; wihlen die ebenfalls noch A iiberdecken. Seien
V; die entsprechenden V € V mit U; CU N f~1(V). Es sei C := {g € C*°(M,N) :
glu, € Pk, (U;, V;) for all i}. Wegen Lokalisierung ist C C ®4(M, N) und wegen
Funktoralitét ist f € C. Und mit der Offenheit von ®4,(U;, V;) C C*(U;,V;) in
der groben Topologie ist auch C C & 4(M, N) C C*(U, V) offen in der groben (fiir
endliches A) bzw. in der Whitney C"-Topologie.

Dichtheit: Sei f € C°°(M, N) und
C.= {gecm(M,N): g(K;) CViund Vi, z € K;, k < rist

|t o g0 00 @) - o o )@ <.}

eine typische Umgebung in der Whitney C"-Topologie, d.h. ¢; Karten von M deren
Bilder U; := Bild ¢; eine lokalendlich Familie bilden und o0.B.d.A. Teilmengen von
U € U sind, K; C U; kompakt und 0.B.A. eine Uberdeckung von A bilden, 1;
Karten von N mit f(K;) C V; := Bild(¢);) und 0.B.d.A. V; Teilmengen von V € V
und Dom t; C R™ konvex, sowie g; > 0.
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Fiir fixes j € A sei U := U; N f~1(V;), also K; C U. Sei p € C*>(M,[0,1]) mit
plx; = 1 und Trg(p) kompakt in U. Fiir g € C(U, Vj) ist

f(2) + pl(a)(g(@) — f(z)) fixa €U
f(@) fiir ¢ Trg(p)

wohldefiniert in C'*°(M, N), wobei wir V; mit dem konvexen Definitionsbereich von
1; identifiziert haben. Falls ¢ — f|y in der groben C"-Topologie konvergiert, so
konvergiert I'(g) — f in der Whitney C"-Topologie, da das Netz nur auf dem
kompakten Trg(p) C U variiert. Da ® g, (U, V;) dicht ist kénnen wir g € ®x, (U, Vj)
so withlen, daf I'(g) € C. Wegen g = I'(g) lokal um K ist I'(g) € ®x, (M, N). Somit
ist ®x; (M, N) (offen und) dicht in C*°(M, N) bzgl. der Whitney C"-Topologie, also
ist ; Pk, (M, N) C ®4(M, N) residual und wegen deren Baire-Eigenschaft (siche
[65, S62, 2.4.4.b]) somit dicht. O

F(g):x»—){

27.33 Lemma. [65, S.76, 3.2.3].

Sei K eine kompakte Teilmenge einer Mannigfaltigkeit M und r € N. Dann ist
m]}R}k(M, R") := {f € C®(M,R") : f ist transversal lings K zu R¥ C R"}

offen und dicht in C°(M,R™) bzgl. der groben C"-Topologie.

Beachte, daf8 der selbe Beweis auch fiir einen Halbraum {(z1,...,z;) € R¥ : 2y > 0}
an Stelle von R* funktioniert.

Beweis. Sei pr : R® — R"/R* die kanonische Projektion. Fiir € M ist f €
C>=(M,R") transversal lings {z} zu R* genau dann, wenn entweder f(x) ¢ RF
oder z regulédrer Punkt von prof ist.

Offenheit: Angenommen f ist transversal zu R lings K. Dann existiert eine
endliche Uberdeckung mit kompakten Mengen K;, sodaB f (K;)NRF = () oder jedes
x € K; ist reguldrer Punkt von prof. Die Menge der g € C°°(M,R") die lings K;
eine der beiden Bedingungen erfiillen ist offen und enthalten in den zu R* lings K;
transversalen Abbildungen. Alsoist {f € C*°(M,R"™) : f ist transversal lings K zu
R* C R"} offen.

Dichtheit: Sei f € C°°(M,R"). Dann existiert nach dem Satz von Sard
eine Folge y; — 0 in R™ fiir welche pr(y;) ein reguldrer Wert von prof ist. Dann
konvergiert die Folge der Funktionen f; := f —y; € C®°(M,R"™) gegen f in der
groben Topologie und f; ist transversal zu R¥ lings K, denn sei f;(z) € R¥, d.h.
pr(f(z)) = pr(y;), dann ist x ein regulirer Punkt von prof. O

Beweis von [27.31|. Sei L C N eine reguldre Teilmannigfaltigkeit und vorerst
abgeschlossen. Es erfiillt

DU, V) :=h5(U, V) :={f € C®(U, V) : f ist transversal lings A zu LNV}

die Voraussetzungen von | 27.32 |

Funktoralitéit: Seien (A,U,V) und (A’,U’, V') entsprechende Tupel mit A’ C A,
U CUund V' CV.
Dann ist offensichtlich {f|y : f € M5(U, V) und f(U') C V'} C 4 (U, V).

Lokalisierung: Seien (A,U,V) sowie (4;,U;,V;) entsprechende Tupel mit A C
\U; Ai. Weiters sei f € C(U,V) und f; € ®4,(U;,V;) mit f = f; lokal um A;.
Dann ist f € ®4(U,V), denn sei f(x) € L fiir ein z € A, dann ist z € A; C U,
fir ein ¢ und Bild(T, f) = Bild(T} f;) erzeugt zusammen mit Ty (L NV) =
sz(»L)(L NV;) ganz Tf(»L)V
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Lokale Offen- und Dichtheit: Sei U C M offen, V' eine Kartenumgebung die
L als Teilmannigfaltigkeit beschreibt oder leeren Durchschnitt mit dieser hat
(also 0.B.d.A. V C R" offen und LNV = R*NV) und A C U kompakt.

Nach Lemma |27.33| ist rhﬂf;k (U,R™) offen und dicht in C°(U,R™) bzgl. der
groben C"-Topologie fiir 1 < r < oo, und somit auch @4 (U, V) = m%k U, v) =
mEk (U,R™)NC*>(U, V') im the topologischen Teilraum C*° (U, V') von C*°(U,R").
Dichtheit kann dabei wie folgt gesehen werden: Approximiere f € C*°(U,V)

durch ein g € m%k(U, R™), von welchen wir annehmen diirfen, daf es local um
A Werte in V hat; nun modifiziere g aulerhalb A so, daf} es noch immer in der
Umgebung von f ist aber Werte in V hat.

Nach |27.32] ist somit M4 (M, N) offen und dicht in der Whitney-Topologie auf
C*(U,V) und falls A kompakt ist auch in der groben.

Falls L nicht abgeschlossen ist wéhlen wir eine abzéhlbare Familie von kompak-
ten Kartenbereichen L; (Teilmannigfaltigkeiten mit Rand) mit L = J; L;. Dann
ist M5 (M, N) = N dLi (M, N) mit m4i (M, N) offen und dicht in der Whitney-
Topologie, also ist das Komplement von r’nf‘(M , N) mager.

Bzgl. der groben Topologie verwenden wir eine Uberdeckung von A mit abzihlbar
vielen kompakten Mengen A;. Dann ist mf;‘(M, N)=1; mﬁ; (M, N), wobei nach
dem zuvor gezeigten mfl; (M,N) C C*°(M, N) offen und dicht in der groben Topolo-
gie ist. O

27.34 Proposition. [19, S160, 14.8].

Es sei f: M — R" stetig und als Keim auf einer abgeschlossenen Menge A C M
glatt. Dann existiert beliebig nahe an f (in der Whitney-C°-Topologie) ein glattes

f mit f = f auf A.

Beweis. Sei ¢ : M — R stetig mit e(z) > 0 fiir alle z. Sei f C* auf einer
Umgebung Uy, von A. Fiir jedes © ¢ A wihle eine offene Umgebung U, C M \ A
mit |f(z") — f(x)] < e(2’) fir alle ' € U,. Sei {py : * € {00} U (X \ A)} eine

untergeordnete Partition der 1 und f := po - f + Zﬁé o f(x) - pp. Klarerweise ist
fC>®, f=fauf Aund fiir 2’ ¢ A:

|f@) = f(a')| = ‘poo(x’)f(x’) + ) palal) flz) - f(w')sz(x’

TH#00

<D @) = @) pela) < me )=e@). O

{z #oc0:2’ EU}

Die VB-Monomorphismen ¢ : M x R*¥ — M x R® entsprechen offensichtlich bijektiv
den glatten Abbildungen ¢V : M — L(k, s). Fiir diese gilt nun:

27.35 Theorem. [65, S78, 3.2.6].
Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit, A C M abgeschlossen. Dann laft sich

jeder glatte Ketm M 2O A — Li(k,s) mit s > m + k zu einer glatten Abbildung
M — Ly(k, s) erweitern.

Beweis. Nach dem Erweiterungssatz von Tietze kann f zu einer stetigen Abbildung
f: M — L(R*R®) =: L(k,s) erweitert werden. Nach kénnen wir ein
glattes f withlen. Fiir z € A sei 2, == d(f(z), L(k,s) \ Li(k,s)) > 0 und U, :=
{y € M :|f(y) — f(x)] < ez} := fU(U.,(f(x))). Es existiert eine localendliche
abzéhlbare Verfeinerung durch relatlvkompakte Kartenumgebungen U;. Wéhle p €
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C> (M, [0,1]) mit p = 1 local um A und Trg p C |J, U; und wéhle weiters kompakte
Teilmengen K; C U;, s.d. Trgp C |, K;. Es ist L(k,s) \ Li(k,s) = U, <), Lr(k, 5),
wobei L, (k, s) eine r(k+s—r)-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von L(k, s) ist nach
. Nach existiert ein g : M — L(k,s) in der Whitney-C%-Umgebung
{g:lg(x) — f(x)| < & ¥z € K;} welches transversal zu L, (k, s) fiir alle 7 < k ist.
Wegen

dim L(k,s) —dim L.(k,s) = ks —r(k+s—r)=(k—7r)(s— 1)
>k—(k=-1)(s—(k=1)=s—-k+1>m+1>m

ist dies nur méoglich falls g die Menge (J, ., L, (k,s) iiberhaupt nicht trifft, d.h.
g(M) C Ly(k,s). Somit ist g := p-f+ (1 —p)-g: M — Li(k,s) die gesuchte
Abbildung;:

InderTatistng:faquundgzgaufM\UiKi. Firy e K; CU; C U,,
gilt ebenfalls g(y) € Li(k, s), denn

() —f (@) < 1@—H W+ @)= F@)] = A—p)|(g—F) W)+ () F ()] < 2e5.

Beachte, dafl § nicht nur als Erweiterung von f|4 gewihlt werden kann, son-
derm auch als eine des Keims von f lings A: Wir miissen dazu nur A durch eine
abgeschlossene im Definitionsbereich von f gelegene Umgebung ersetzen. O

27.36 Proposition (Keime von VB-Monos erweitern). [65, S99, 4.3.1].

Es sei E — M ein Vektorbiindel mit Faserdimension k und m-dimensionalen M.
Sei weiters A C M abgeschlossen, U C M offen mit A C U und ¢ : Ely = U x R®
ein VB-Monomorphismus mit k+m < s. Dann existiert eine VB-Monomorphismus
@ E— M xR® der auf einer Umgebung von A mit @ ibereinstimmit.

Beweis. Falls E — M trivial ist, so definiert ¢ eine Abbildung U — Li(k,s).
Wegen m < s — k existiert nach | 27.35 | eine Erweiterung M — Ly (k, s) des Keims

dieser Abbildung. Somit erhalten wir einen VB-Monomorphismus £ = M x RF —
M x R iiber idy.

Der allgemeine Fall folgt durch Anwenden des Globalisierungslemmas : Sei
némlich By eine localendliche Uberdeckung von M mittels abgeschlossener Mengen
By C M, fiir welche eine Umgebung Uy of By existiert, s.d. E|y, trivial ist. Sei
B die Menge aller (automatically abgeschlossenen) Vereinigungen von Mengen in
By. Fir B € B sei ®(B) die Menge der Keime von VB-Monomorphismen iiber
B, d.h. es existiert eine Umegbung V' C M von B und ein VB-Monomorphismus
¢ : Ely — V x R®, welcher Buber einer Umgebung W C U UV von AN B mit
¢ tibereinstimmt. Durch Verkleinern von U und V koénnen wir dabei anehmen,
daB W = U NV ist und somit ¢ auf E|y sich via ¢ auf E|y zu einen VB-
Monomorphismus E|yuy — (UUV)xR® erweitern 148t: In der Tat sind A’ := A\W
und B’ := B\ W disjunkte abgeschlossene Mengen, also existierten wegen der
Normalitit offene disjunkte Umgebungen U’ und V’. Somit sind U” := U' U W
und V" := V' UW offene Umgebungen von A und B (z.B. ist U D A/ UW =
(A\MWYUW DA and U" NV =U'NVHIUW =0UW =W.

Der Funktor @ ist offensichtlich stetig und nicht trivial. Er ist auch local erweit-
erbar: Sei ndmlich « € By € By, d.h. E|y, ist trivial fiir eine Umgebung Uy von By.
Sei B € Bund ¢ € ®(B), d.h. ¢ hat als Reprisentanten einen VB-Monomorphismus
@ : Elyuy — (VUU) x R® fiir Umgebungen U von A und V' of B welcher den
Keim ¢ : E|y — U x R® erweitert. Da E|y, trivial ist, konnen wir wegen dem
Spezialfall den Keim des VB-Monomorphismes ¢ iiber der abgeschlossenen Teil-
menge (AU B) N By zu einen VB-Monomorphism iiber Uy erweitern und wie eben
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zuvor kénnen wir annehmen, dafl dieser mit ¢ auf dem Durchschnitt der Umge-
bungen von A U B und von By iibereinstimmt, und somit zusammen mit ¢ den
Keim eines VB-Momomorphismuses iiber A U B U By liefert, also ein Element in
®(B U By) mit Bild ¢ € ®(B).

B

B/

Somit folgt das Resultat aus | 27.26 |. O

27.37 Proposition. [65, S100, 4.3.2].

Es sei E — M x I ein Vektorbiindel mit Faserdimension k und m-dimensionalen
M. Fir s > k+m und j € {0,1} sei @; : E|px;y — (M x {j}) x R® ein VB-
Monomorphismus. Dann existiert eine Erweiterung ¢ : E— M x I xR® von pgUeq
zu einem VB-Monomorphismus tiber M x I.

Beweis. Nach | 27.27 | 1a8t sich ¢; zu einen VB-Monomorphismus
E 2 Elpgyy x I =220 (M x {j}) x R* x I = (M x I) x R®
erweitern. Damit erhalten wir eine Erweiterung ¢ : E|y — U x R® zu einem VB-

Monomorphismus iiber der offenen Umgebung U := M x (I'\ {3}) von A := M x

{0,1} € M x I. Deren Keim iiber A lift sich nach |27.36| zu einem globalen
VB-Monomorphismus erweitern. O

27.38 Theorem. [65, S100, 4.3.4].

Sei M eine m-dimensionalen Mannigfaltigkeit.

Fiir s > k+m existiert zu jedem Vektorbindel E — M mit Faserdimension k eine
klassifizierende Abbildung g : M — G(k,s), d.h. E = g*(E(k, s)).

Fir s > k + m ist die Abbildung g — ¢*(E(k,s)) eine Bijektion zwischen den
Homotopieklassen von Abbildungen g € C* (M, G(k, s)) und Isomorphieklassen von
Vektorbiindeln EE — M der Faserdimension k.

Beweis. Nach | 27.28 | ist das Pull-back-Nehmen wohldefiniert fiir die entsprechen-
den Klassen, i.e. homotope Abbildungen erzeugen isomorphe Pull-backs.

184 andreas.kriegl@univie.ac.at © 26. Juni 2018



27. ORIENTIERBARKEIT 27.40

Nach |27.36 | existiert ein VB-Monomorphismus £ — M x R?® fiir s > m + k und

nach | 27.23 | somit eine klassifizierende Abbildung g : M — G(k, s). Dies zeigt die
Surjektivitéit.

Injektivitét: Seien zwei Biindel iiber M isomorph und g eine klassifizierende Abbil-
dung eines der beiden Biindel. Dann klassifiziert dieses klarerweise auch das andere
Biindel. Bleibt also zu zeigen, da8 je zwei klassifizierende Abbildung ¢¢ : M —
G(k, s) eines Vektorbiindels E — M homotop sind. Nach Voraussetzung induzieren
sie VB-Monomorphismen ¢’ : E x {i} = E = (¢)*(E(k,s)) = M X¢g,s) E(k, s) —
M Xgr,s) G(k,s) x R® =2 M x R® iiber M mit g'(z) = Bﬂd(apl('w’i)). Nach
existiert ein VB-Monomorphismus ¢ : E x I — (M x I) x R® welcher ¢° U ¢!
erweitert. Dieser induziert eine Homotopie g : M x I — G(k,s) zwischen den g
vermoge g(x,t) := Bild(p gz 1 Ex = (B X )54 — R®). O

27.39 Bemerkungen.

1. Sind 2 der folgenden 3 Vektorbiindel orientierbar, so auch das dritte: £y — M,
Ey — M, E; ® E; — M. Aus faserweisen Orientierungen zweier dieser Biindel
148t sich leicht eine Orientierung auf dem dritten konstruieren.

2. Sei Ey -t Fy -2 F5 eine kurze exakte Sequenz von Vektorbiindeln. Falls zwei
der Biindel orientierbar sind, so ist es auch das dritte (Beniitze, dafl jede kurze

exakte Sequenz von Vektorbiindel nach | 27.16 | splittet, d.h. F; = Ey&® Fs, und

dann )

3. Ist ein Vektorbiindel E — M orientierbar und f : N — M glatt, so ist auch
das induzierte Biindel f*(E) — N orientierbar (Wahle auf (f*(E)), = Ej(,)
die Orientierung von Ey(,)).

4. Sind 2 der folgenden 3 Objekte orientierbar, so auch das dritte: £ — M als Vek-
torbiindel, F als Mannigfaltigkeit, M als Mannigfaltigkeit (Beniitze die kurze
exakte Sequenz aus : p*(E) - TE — p*(TM), sowie , und die
Tatsache, dal £ — M das von 0 : M — E induzierte Biindel zu p*(E) — E
und TM — M das von 0 : M — FE induzierte Biindel zu p*(TM) — E ist, also
M genau dann orientierbar ist, wenn p*(TM) — E es ist, und E genau dann,
wenn p*(E) — E es ist).

E p*E ™™ ——p*(TM) ——TM

R

0

Mg 7. M—2 E M
——f—=
id id

5. TM ist als Mannigfaltigkeit immer orientierbar, als Vektorbiindel hingegen
nach genau dann, wenn M als Mannigfaltigkeit orientierbar ist:

Im Falle E = TM und p = mps reduziert sich die in verwendete Sequenz

aus auf 7*(TM) — T(TM) — m*(TM), also ist T°M — TM als
Vektorbiindel isomorph zu 7*(T'M) @ 7*(TM). Die Summe gleicher Biindel ist
aber immer orientierbar: Wahlt man auf den Fasern der beiden Summanden die
gleiche Orientierung, so ergibt das auf der Summe offenbar eine Orientierung,
die, unabhéngig von der jeweiligen Wahl ist.

27.40 Beispiele.

1. Vektorbiindel mit eindimensionaler Faser sind genau dann orientierbar, falls sie
trivial sind (Eine Trivialisierung ist durch orientierte Einheitsvektoren gegeben).
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Das Vektorbiindel Méb — S ist nicht orientierbar (da nicht trivial), eben-
sowenig das Mobiusband als Mannigfaltigkeit nach Bemerkung | 27.39.4 |. Alle
1-dimensionalen Mannigfaltigkeiten sind orientierbar.

2. Jedes komplexe Vektorbiindel ist orientierbar, denn GL(C") C GL(R?*")
nach [86, 14.14] oder auch weil GL(C"™) zusammenhéngend ist und die ori-
entierungserhaltende Identitdt enthélt. Das Tangentialbiindel einer komplexen
Mannigfaltigkeit ist ein komplexes Vektorbiindel und daher orientierbar. Somit
ist also jede komplexe Mannigfaltigkeit selbst orientierbar nach .

3. Eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit ist genau dann orientierbar, wenn eine
komplexe Struktur existiert, siehe [29].

4. Sei E — M ein Vektorbiindel mit einfach zusammenhéngender Basisman-
nigfaltigkeit M, dann ist das Vektorbiindel E — M orientierbar (aber nicht
notwendig trivial wie S? zeigt), da wir lings Kurven in der Basis die Orien-
tierung der Fasern fortsetzen kénnen und diese nicht von der gewéhlten Kurve
abhéngt, da die Basis einfach zusammenhéngend ist. Insbesondere ist jede ein-
fach zusammenhingende Mannigfaltigkeit orientierbar.

27.41 Lemma (Orientierbarkeit inverser Bilder).

Sei f: M — N glatt und transversal zu einer reguliren Teilmannigfaltigkeit L C N.
Falls M und (TL)* — L orientierbar sind, so ist es auch f~(L).

Falls L und N orientierbar sind, so gilt gleiches auch fir das Normalenbindel
(TL)* — L. Insbesonders ist dies der Fall, wenn L einelementig ist.

Beweis. Es ist (T'L)* faserweise T, N/T,L fiir y € L, also haben wir die kurze
exakte Sequenz T'L — (T'N)|p — (T'L)* von VB iiber L.

Falls L und N orientierbar sind, so sind es auch die Biindel TL — L und TN —
N und damit auch das Pull-back-Biindel (T'N)|, nach |27.39.3 | und schliellich

(T'L)* — L nach |27.39.2 |,

Der Spezialfall mit L = {y} folgt, da (TL)* als VB iiber den einpunktigen Raum
trivial und somit orientierbar ist, oder auch weil wir N durch eine (orientierte)
Kartenumgebung ersetzen kénnen.

™ r TN
” ‘ 7
TM|f*1L TN‘L
— | |
T(f'L) & TL
\ M B
Iy / fly1y ! /

Es ist T(f~'L) — (I'M)|s-11, ein VB-Monomorphismus iiber f~!L und weiters

(TM)| g1, KEN TN|. — (TL)* ein VB-Epimorphismus iiber f|;-1y : f7'L — L,
denn zu fir z € fY(L), y = f(z) und w € (T'L),; := T,N/T,L existiert ein
w € TyN mit ¥ = [w] und wegen Transversalitdt somit ein v € T, M und v’ € T,L
mit w =T, f-v+v'. Also ist [T f - v] = [Tof - v+ '] = [w] = w. Faserweise ist der
Kern dieses Epimorphismuses {v € T,M : [T,f -v] =0} ={v € T,M : T,,f -v €
Ty L} = (Tof) " (Tf)L) = To(f'L) nach [27.9].
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Somit ist T(f~'L) — (I'M)|;-1;, — f*((I'L)*) eine kurze exakte Sequenz von
Vektorbiindeln und mit nach | 27.39.3 | orientierbaren Vektorbiindel (T'M)| -1, und
f*((TL)*Y) ist auch T(f L) — f~'L orientierbar, also f~!(L) orientierbar. [

27.42 Beispiele.
1. Alle S™ sind orientierbar.

2. Alle kompakten 2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten im R® sind orientierbar,
siehe Klassifikationssatz .

3. P! = St ist orientierbar. Die projektive Ebene P? enthilt ein Mobiusband als
offenen Teil, also ist sie nicht orientierbar. Allgemein gilt: P™ ist orientierbar
& n ungerade, siehe [6.12.5| und [27.44.2 ]

27.43 Die Orientierungsiiberlagerung.

Sei M eine Mannigfaltigkeit, M°" := {(p,w) : p € M, w Orientierung auf T,M}.
Wir definieren einen Atlas A fiir M°" mittels Karten ¢ von M durch ¢4 : Dom ¢ —
Me" x— (p(z), tw) wobei w die Orientierung ist, welche unter T'¢ aus der Stan-
dardorientierung des R™ entsteht, ist. Es ist A ein C*°-Atlas auf M°", denn seien ¢
und ¢ Karten von M, dann folgt <p4__101[1+ (und genauso ga;low_, etc.) ist genau auf
der offenen Menge {z € R™ : (p~tot))(z) ist orientierungserhaltend (vertauschend)}
definiert und stimmt dort mit ¢ ~! o) iiberein:

z € Dom(p; ' opy)
& 2 € Dom(p ! o)) s.d. Ty und T(o-109) () die gleiche Orientierung induzieren
& 2 € Dom(p o) s.d. (p ! oeh)(x) orientierungserhaltend ist.

Es ist pr; : M°" — M offensichtlich eine zweiblittrige Uberlagerung von M, die
sogenannte ORIENTIERUNGSUBERLAGERUNG von M.

Die Mannigfaltigkeit M°" ist orientiert, wobei die Orientierung auf T{, ., M°" =
Tp,M gerade w ist.

Es gilt auBerdem: M ist orientierbar < M°" = M x {—1,1}, denn:

(<) Die Einbettung M — M x {—1,1} = M°" ist offen also ist mit M°" auch M
orientierbar.

(=) Ist M orientierbar, dann gibt es auf T, M eine ausgezeichnete Orientierung w,.
Somit liefert (p, £1) — (p, tw,) eine Trivialisierung M x {—1,1} = M°".

27.44 Beispiel.

(1) Ein zweifach verdrehtes Mobiusband (also ein Zylinder) ist die Orientierungs-
iiberlagerung des Mobiusbandes.
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(2) S™ = (P™)°" fiir n ungerade.

28. Integration und der Satz von Stokes

28.1 Proposition.

M st orientierbar < AU™MT* NI ist als Vektorbiindel trivial.

Beweis. Es sei m := dim M.

(=) Es geniigt die Existenz eines nirgends verschwindenden Schnittes w € Q™ (M)
zu zeigen (Ein solcher liefert dann unmittelbar eine globale Trivialisierung @ :
M xR — A™T*M mit (z,t) — t-w, des eindimensionalen Biindels A™T*M — M).

Auf dem Bild U jeder orientierungserhaltenden Karte (u!, ..., u™)~! kénnen wir ein
wy € Q™(U) durch wU(a%Ll, ces %) := 1 definieren. Es ist dann wy (v, ..., vm) >

0 fiir jede positiv orientierte Basis nach . Wir wihlen eine Uberdeckung U
von M mit solchen offenen Mengen U und zugehorigen wy, und sei {fy : U € U}
eine untergeordnete Partition der Eins. Wir definieren w € Q™ (M) durch w :=
Youfu-wy € Q(M). Dann ist wy(vi,...,v,) > 0 fiir jede positiv orientierte
Basis von T, M, also insbesonders w, # 0.

(<) Sei @ : M x R — A™T*M ein globaler VB-Isomorphismus, dann ist w :=
®(_x {1}) eine nirgends verschwindende m-Form. Wir orientieren T,, M indem wir
eine Basis (v;)!; von T, M positiv orientiert nennen, falls w,(vy,...v,) > 0 ist.
Sei (u',...,u™)"! eine Karte mit zusammenhingender Domine. Da w nirgends
verschwindet ist w,, (au1 sy 8um) # 0 und somit wy, (8u1 ey 83"1) iiberall positiv

oder iiberall negativ, also ist TM — M als Vektorbiindel orientierbar nach | 27.2. 3
und damit auch M als Mannigfaltigkeit.

28.2 Motivation.

Wir kénnen Funktionen f : M — R nicht so ohne weiteres iiber eine Mannigfal-
tigkeit integrieren. Sehen wir uns dazu den einfachsten Fall der 1-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten an. Wenn M ein Intervall in R mit Grenzen a und b ist, dann
miBt das {ibliche Riemann-Integral | ul= f; f die orientierte Flidche unterhalb des
Graphens von f. Damit wir das Integral fiir eine beliebige (1-dimensionale) Man-
nigfaltigkeit M definieren kénnen, brauchen auf jeden Fall eine Orientierung auf M.
In diesem Kapitel seien also alle Mannigfaltigkeiten orientiert. Weiters miissen wir
aber auch (infinitesimale) Langen (bzw. Volumina) auf M messen kénnen. Falls M
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eine Riemann-Mannigfaltigkeit ist, dann kénnen wir das mittels der Volumsform
volys tun, im eindimensionalen Riemann’schen Fall also mit dem Bogenelement.

Auf abstrakten Mannigfaltigkeiten brauchen wir ein Substitut fiir das Volumsele-
ment. Im 1-dimensionalen, wiire das eine 1-Form w € Q!(M) (welche in keinem
Punkt verschwindet). Dann kiénnten wir das Integral | v w von f bzgl. w iiber
M definieren. Da aber f - w selbst eine 1-Form ist, geniigt es |[ ) w fiir beliebige
1-Formen w € Q(M) zu erkliren. Sei dazu c : [a,b] — M eine orientierungserhal-
tende globale Parametrisierung, dann ist [, w := f; wet)(¢(t)) dt das wie {iblich
definierte Kurvenintegral.

Auf allgemeinen orientierten m-dimensionalen Mannigfaltigkeiten M wollen wir
nun das Integral [, w fiir beliebige m-Formen w € Q™ (M) mit kompaktem Triger
definieren.

28.3 Definition (Integration von Differentialformen).

Sei M eine orientierte m-dimensionale Mannigfaltigkeit und w € Q™ (M) mit kom-
paktem Tréger.

1. Falls M = U C R™ offen ist, dann 148t sich w als
wxh, ... 2™ = f(zb, ... 2™) dat Ao A da™

mit f € C°°(U,R) schreiben. Das Integral definieren wir dann als gewéhnliches
Riemann-Integral:

| o= [t eyt

Man beachte, dafl fiir jeden orientierungserhaltenden Diffeomorphismus g :

R™ DV — U C R™ gilt:
/ w= / g*(w),
g(V) Vv

denn falls w = f dx' A--- Adx™ ist, so ist
(9" (W))(@) = (fog)(x) det(g'(x)) da' A--- Adz™
0
>

nach und somit die Integrale gleich nach der Transformationsformel fiir
mehrdimensionale Integrale, siehe z.B. [82, 7.5.10].

2. Falls Trgw C ¢(U) fiir eine orientierungserhaltende Karte ¢ : R™ D U —
©(U) C M ist, definieren wir:

/Mw - /Ugo*(w).

Diese Definition macht Sinn, denn sei Trgw C o(U) Ny(V) =: W fiir zwei
Karten ¢ und ¢ mit orientierungserhaltenden Kartenwechsel g := ¢! o) :
Y (W) — ¢~ Y(W) . Dann gilt

* Trg(p*w) C 71(W) * *
/w(W) =t / w(W)=/ ¢ (w) =
U e~ 1(W) g(yp=H(W))

[ gwen=[ g B [ ),
VW) S~ Sy (W) v

(pog)*(w)

=]
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3. Ist Trgw beliebig kompakt, so wihlen wir eine endliche, offene Uberdeckung
mit Kartenumgebungen von Trgw, sowie eine Partition der Eins {h;}, die der
Uberdeckung untergeordnet ist. Dann hat jedes h; - w Triger in einer Karte,
und somit kénnen wir nach definieren:

foo= [ (n)e =5 [ e

Auch diese Definition macht Sinn, denn sei {g,} eine zweite Partition der Eins,
die einer endlichen Uberdeckung des Tragers mit Kartenumgebungen unterge-
ordnet ist. Dann gilt

Zi:/M hiw = Z:/M (z]: gj)hiw = ;ZJ:/M gihiw =
SISy

J

28.4 Bemerkung (Dichten).

Falls wir iiber nicht-orientierbaren Mannigfaltigkeiten integrieren wollen, brauchen
wir etwas anderes als m-Formen. Dazu definieren wir ein eindimensionales Vek-
torbiindel vol (M) durch Angabe der Transitionsfunktionen x +— |det¢’(x)| €
GL(1) zu den Kartenwechseln ¢ von M. Schnitte von vol(M) heiflen DICHTEN,

~

solche kann man dann iiber M integrieren. Falls M orientierbar ist, ist vol(M)
AT*M.

28.5.

Wir steuern jetzt auf den Satz von Stokes zu: Nach dem Hauptsatz der Analysis
(siehe z.B. [81, 5.2.2]) ist fj f'(x)dx = f(b) — f(a). Insbesondere gilt: fi)oo =
f(? = f(0), falls Trg f kompakt ist und a < inf(Trg f) ist.

Lemma (Satz von Stokes fiir Halbriume).

Sei H= H™ = {(t,) : t <0, v € R™} ein (m+1)-DIMENSIONALER HAL-
BRAUM. Die Teilmenge OH := {(0,z) : x € R™} 2 R™ heifit der RAND wvon H.
Fiir jede m-Form w mit kompaktem Triger am R™t! gilt:

/dw:/ w::/ incl* w,
H OH oH

wo incl : 0H — H die Inklusion ist.

Beweis. Es gilt fiir w € Q™(R™H):

m
—
w:Zwidzo/\uo/\ dz* N--- Ndx™;
i=0

dwzz g(;? dzd Nda® A Adxt A Ada™ +0

g:z (1) da® A+ Nda™ =
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- i [ Ow; ubini
:/ dw=3"(-1)" [ T2 a(a®,... om) Sl
H i=0

0
:/ < %(xo,xl,...,xm) dx()) d(z',...,z™)

m ) +oo ) ; ] —
+Z(—1)Z/H </ 8(; daﬂ) d®, ...,z .. 2™
i=1 i

— 00

:/ wo(0,zt, ... 2™)d(z, ..., 2™) 40,

wobei H; := {(t,z!,.. .,?‘,...,wm) : t < 0} ist, und der 2. Summand 0 ist, da
Trgw kompakt ist. Andererseits gilt

/ w::/ incl® w
OH OH

[25.2] s
= wi (0,21, ... 2™) det w dzt A+ A dz™
- BT, )
i=0

:/ wo(0,zt, ... 2™) d(z!,...,2™) 40,

denn
0 ol

det(a(x B ,...735’”)):{1 firi=0

Azt ..., xm) 0 sonst O

Wir wollen diese Uberlegungen nun auf Réume iibertragen, die nur lokal wie H
aussehen:

28.6 Definition (Berandete Mannigfaltigkeit).

Eine C*°-MANNIGFALTIGKEIT MIT RAND ist
eine Menge M zusammen mit einem Atlas
A von injektiven Abbildungen ¢ : U — M,
wobei U C H offen in einem abgeschlosse-
nen Halbraum H := {(t,z) : t < 0,z €
R™*1} und die Kartenwechsel =1 o ¢ :
e (V) — ¥ (p(U)) auf offenen Teil-
mengen von Halbrdumen definiert und glatt
sind.

Dabei heifit eine Abbildung zwischen solchen Teilmengen von Halbridumen glatt,
wenn es eine glatte Fortsetzung auf offene Mengen im R™ gibt. Wie iiblich set-
zen wir voraus, daf} die durch den Atlas induzierte finale Topologie Hausdorff und
parakompakt ist. Der RAND von M (nicht im topologischen Sinn) ist dann definiert
als

OM := {p € M : Jeine Karte ¢ um p mit o *(p) € OH}.

Da der Kartenwechsel ein lokaler (Diffeomorphismus und somit) Homdomorphismus
des R™ ist, erhélt er innere Punkte, und folglich ist p € OM & ¢~ 1(p) € OH fiir
jede Karte ¢ um p. Der Rand OM ist dann eine Mannigfaltigkeit (ohne Rand),
wobei ein Atlas auf 9M durch die Einschrinkungen ¢|sys der Karten ¢ von M
gegeben ist.

Man kann die Begriffe C°°(M, N), TM, T*M, A*T*M und QF(M) wie auf Man-
nigfaltigkeiten ohne Rand definieren.
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28.7 Definition (innerer Tangentialvektor).

Ein Vektor v € T, M := Der,(C*°(M,R)) heifit INNERER TANGENTIALVEKTOR falls
p & OM oder T~ (p,v) € Typ-1(,)H = R x R™~! 0-te Komponente kleiner als 0
hat.

28.8 Lemma (Verlingern berandeter Mannigfaltigkeiten).

Jede Mannigfaltigkeit mit Rand laft sich zu einer Mannigfaltigkeit ohne Rand “verl-
dangern”, d.h. sie ist Teilmannigfaltigkeit der gleichen Dimension:

Beweisskizze. Mittels Partition der Eins findet man ein VF auf M, das nur aus
inneren Tangentialvektoren besteht. Durch “Zusammenstauchen” des Vektorfelds
kann dessen Flufl global gemacht werden und damit ist dann F1(1,.) : M — M\OM
eine Einbettung von M in die Mannigfaltigkeit ohne Rand M \ 0M. O

Einfache Beispiele fiir berandete Mannigfaltigkeiten sind das abgeschlossene Mébius-
band und die abgeschlossene Kugel.

28.9 Lemma (Orientierbarkeit des Randes).

Der Rand jeder orientierten berandeten Mannigfaltigkeit ist in kanonischer Weise

orientierbar.

Beweis. Dafiir geniigt es Basen (e;)/"; von T,(0M) positiv orientiert zu nennen,
falls fiir einen nach auflen weisenden Tangentialvektor ey (d.h. —eq ist innerer Tan-
gentialvektor) die Basis (eo, ..., €n) in T, M positiv orientiert ist. O

28.10 Bemerkungen.

Sei N eine orientierte Teilmannigfaltigkeit von Kodimension 1 der (n+1)-dimension-
alen orientierten Riemann-Mannigfaltigkeit M und sei v, fiir z € N der eindeutig
bestimmte Vektor in T, M, sodal (v, e, ...,e,) eine positiv orientierte Orthonor-
malbasis in T, M ist fiir eine (jede) orientierte Orthonormalbasis (eq,...,e,) von
T,N. Im Fall des kanonisch orientierten Randes N = 0M einer berandeten Man-
nigfaltigkeit M ist v der nach aulen weisende Einheitsnormalvektor, siehe .
Sei v zu einem Vektorfeld gleichen Namens auf ganz M fortgesetzt, so gilt

voly = inkl* (¢, (volys)) auf N,
denn voly(e1,...,e,) =1 =voly(vn,e1,...,6n) = (tuy volar)(er, ... en).

28.11 Satz von Stokes.

Sei M eine (n+1)-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit mit kanonisch orien-
tierten Rand OM . Fir jedes w € Q™(M) mit kompakt Triger gilt:

/ dw :/ w :z/ incl*w  (wobei incl: OM — M)
M oM oM

Beweis. Sei {h;} eine Partition der Eins, die einer Uberdeckung mit Kartenbildern
untergeordnet ist und w; := h; - w. Dann ist:

28.3.3
w = Zwi, wobei Trgw; C Trgh; / w = Z/ Wi,
; oM — Jom
28.3.3
dw = Zdwi, wobei Trg(dw;) C Trgw; / dw = Z/ dw.
i M —JMm
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Also ist der Beweis auf den in bewiesenen Fall reduziert, wo Trgw in einer
Kartenumgebung liegt, also 0.B.d.A. M der Halbraum H"*! und w € Q"(R"*!)
ist. O

29. Anwendungen der Integration auf die Kohomologie

Wir wollen nun fiir allgemeine m-dimensionale Mannigfaltigkeiten M die hochste
Kohomologie H™ (M) bestimmen.

29.1 Definition. Kohomologie mit kompakten Triger.

Indem wir die Teilriume QF(M) := {w € QF(M) : Trgw ist kompakt} anstelle von
QF(M) verwenden definieren wir die Kohomologie mit kompakten Triger durch

ZF(M) == Ker(d : Q¥ (M) — QF1 (M),

B¥(M) := Bild(d : QF=Y(M) — QF(M)),

HE (M) = Z§(M)/BE(M).
Beachte dabei, dal B¥(M) c {dn € QF(M) : n € QF~Y(M)} fir M = R"™: Fiir
f € C®(R™) mit 0 # f > 0 ist die Differentialform w := fdax! A--- Ada™ € Q2(R")
wegen dem Poincaré-Lemma | 26.5.6 | exakt, aber fiir kein n € Q?~1(R") ist dn = w,

denn nach dem Satz | 28.11 | von Stokes wire dann 0 < [, w = [, dn = [n =10
ein Widerspruch.

Ein direkte Verallgemeinerung dieses Arguments zeigt, daf} es fiir jede m-dimensionale
orientierbare Mannigfaltigkeit M ein wy € Q7(M) = Z*(M) mit [,,wo = 1 und
wo ¢ BM(M) gibt, d.h. H™(M) # 0. Wir wollen nun zeigen, dafi H*(M) = R
fiir alle solchen zusammenhéngenden M ist, indem wir fiir alle w € Q7*(M) ein
n € QI~1(M) finden mit w = (f;, w)wo + dn, und damit [ : Q7 (M) — R einen
Isomorphismus H"(M) =R, [w] — [,,w induziert.

29.2 Lemma.

Es sei r : R™TL\ {0} — S™ die Retraktion x oy und v € X(R™*Y) das
Vektorfeld v : x — x. Dann ist

N 1
(r* volgm)(x) = T+ Ly VOlgm—+1 ()

1 i . [
= HLL‘HTH Z(—l)z.’IJZ d.’L‘O A ANdx® A A dl‘nl.
=0

Beweis. Da fiir x # 0 der Tangentialraum 7T, R™*! erzeugt wird von T, (||z|| S™)

und v,, geniigt es beide Seiten auf Vektoren vy, . . ., v,, aus diesen beiden Teilrdumen
auszutesten.
Falls v; = v, fiir mindestens ein ¢ ist, so ist die linke Seite 0, denn T,r - v =
4|, _or(z+tz) =0 und ebenso die rechte Seite:
1 1 _
HSC”TH (Lyvol]RwH»l)w(. ey U4y e ) = W VOlRm+1(Vx, ey Vgyon ) =0.
Sind andernfalls alle Vektoren v; € T, (||| S™), somit ist Tpr - v; = —~rv;, denn

=l
7||jz|| s ist eine Streckung mit Faktor ﬁ Damit sind ebenfalls beide Seiten gleich,
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denn nach | 28.10 | (siehe auch Aufgabe [98, EX25]) ist

d

volgm === incl" (¢, (volgm+1)) = incl* (Z(—l)lxl dz® ANz A A dacm)
i=0
und somit
(r*volgm )z (v1, ..., Upm) :=
1 1
= (VOISm) (77_}1, ey 7’Um>
TN el B
1 lis o (—
= Tl (Z(—l)lrl(x) da® A A dxt A A dwm)(vl, ey Um)
i=0
1
= W(LV VOlgm+1 )z (V1. Om). O

29.3 Lemma. Integration nach Polarkoordinaten.

Es sei B :={x € R™"L . ||z|| < 1} und f € C*(B,R). Dann ist

1
/ f :/ [ volgm+1 :/ g volgm mit g : x H/ t" f(tz)dt
5 5 gm 0

Beweis. Sei h : S™ x [0,1] — R gegeben durch h(y,t) := t™ f(ty) und weiters
dt A volgm := pri(dt) A pri(volgm) € QmH(S™ x [0,1]). Wenn wir auf S™ x [0, 1]
die von dt A volgm # 0 wegen induzierte Orientierung verwenden so ist

/ g volgm —/ / t" f(t.) dt volgm —/ h dt A\ volgm .
Sm m Sm % [0’1]

_h( t)
Es ist B\ {0} = 5™ x (0, 1] vermoge ¢ : © +— (Hi—“, |lz]]) mit Umkehrabbildung
(y,t) = ty. Mit p(x) := ||z|| ist dann

dp
t) ZTd

W dz' und folglich

@ (dt A volsm) = w*(pr (dt) A pri(volsm)) = (pry op)*(dt) A (pry o) (volsm)
= p*(dt) Ar*(volgm)

m ; m

xJ . 1 o 0 [— .
Zmdl“]/\”x”mz(—l)ll‘ldx A ANdx® N ANdx™
i= =

S
©
o

1
0 0 m
Ha:||m+2 E 2dz® Ao A da™ H & dz” N---Ndz

und fiir  # 0 somit
©*(h dt A volgm)(z) = h(p(z)) <p*(dt A volgm ) (z)

= |lz||™ f(x) E Hmd A Nde™ = f(x)da® A A da™.
Also ist
/ f=lim ©*(h dt A volgm) = lim/ h dt A volgm
B eNO JB\eB eNO Jo(B\eB)
= lim h dt A volgm :/ h dt A volgm :/ g volgm . [
NGO Jgm x[e,1] Smx[0,1] sm
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29.4 Theorem.

Fiir jede zusammenhdngende orientierbare m-dimensionale Mannigfaltigkeit M ist
H™(M) = R vermdége [w] — [, w.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, da§ B]" (M) der Kern von [,, : Q" (M) — R ist,
d.h. fiir jedes w € Q' (M) mit [,, w =0 ein n € Q7" 1(M) existiert mit w = d.

Beh.: Das Theorem stimmt fiir M = R.

Sei w € QL(R) mit [pw = 0. Wegen dem Poincaré Lemma existiert ein
f € C®°(R,R) mit w = df. Da Trgw = Trg f' kompakt ist, existiert ein N, s.d.
f sowohl auf (—oco,—N] als auch auf [N,+o0) konstant ist. Wegen 0 = [w =
Jodf = [T p/(t)dt = [1 F/(8)dt = f(N) = f(=N) ist f(N) = f(—N) und somit
g:=f—f(N)e C und w = dg.

Beh.: Falls das Theorem fiir S™ gilt, so auch fir R™*T

Sei w = fda® A--- Ada™ € QPFHR™HY) mit [p.0w = 0 und 0.B.d.A. sei
Trg(w) € B = {x € R™! : |jz]| < 1}. Wegen dem Poincaré Lemma
existiert ein n € Q™(R™T!) mit w = dn. Nach Aufgabe [98, EX24] ist 0.B.d.A.

1 m . [
n(x) = / t" f(tz) dt - Z(—l)lxl da® Ao Adzt AN da™
0 i=0

m

(t = 50) 1 Izl o —
$W/ smf<s”::||) ds-Z(—l)’xzdxo/\-~-/\ dz* A--- Ndz™
0

i=0
_ ll=ll
/o t"f (t”i”) dt - (r* volgm ) (z).

Es sei g : S™ — R wie in definiert durch g(x) := fol t" f (tx) dt. Wegen

O:/ (J.):/f_/ gVOISm
R7n+1 B m

existiert nach Voraussetzung ein A € Q™~1(S™) mit g volgm = dA.
Wegen f|gm+1\p = 0 ist

1
n(x) :/0 m g (tli”) dt - (* volgm )(2) fir || > 1

Alson = (gor)-r*volgm = r*(g volgm) = r*(d \) = d(r*)\) auf R™*1\ B.
Sei nun h € C*°(R™*1,[0,1]) so, daB h = 0 nahe 0 und hlgm+1\ g = 1. Dann ist
h-r*x € Qm 1 (R™H) und

w=dn=d(n —d(h-r*))) mit (n — d(h - 7)) [gmerp = (0 — A" A)) [gmsny 5 = 0.

Beh.: Falls das Theorem fiir R™ gilt, so auch fiir alle m-dimensionalen zusammen-
héingenden M.

Sei dazu wg € Q7' (M) mit [ wo =1 und Trgwy C Bild ¢ fiir eine Karte ¢y : R —
M. Wir zeigen, daB zu w € Q" (M) einn € Q' (M) gibt mit w = ([, w)-wo+dn.
Daraus folgt insbesonders w = dn fiir alle w mit [ w = 0.

Betrachten wir zuerst den Fall Trgw C Bild v fiir eine Karte v : R™ — M: Es gibt
dann endlich viele Karten 1)y, ..., 4; : R™ — M mit Bild; NBild¢;,1 # 0, ¥y die
obige Karte bei wy und weiters ¢; = v ist. Dazu gibt es w; mit kompaktem Trager
Trgw; C Bildv;_1 N Bild¢; und fwi = 1. Da das Theorem fiir R™ = Bild¥;_1
vorausgesetzt ist, existieren 7; € Q" ~1(M) mit Trgn; C Bild; 1 und w; —w;_1 =
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dn;. Schliellich existiert ebenso fiir ¢ := fw ein 7,41 mit w — cw; = d41. Daraus
folgt
l I
w=cw+dgy1=...=cwo+ chm +dm41 = cwo + d(m+1 + ch).

i=1 i=1

Sei nun w € Q™ (M) beliebig und { f;} eine Partition der Eins, die einer Uberdeckung
mit offenen zu R™ diffeomorphen Mengen untergeordnet ist, dann ist f;w = c;wg +
dn; fiir ein n; € QP1(M) und somit w = >, fiw = (3, ¢;)wo + dY_;m; mit
Jyyw=">ci [y,wo+ [, d>;m = >, i, wobei wir nur iiber die endlich vielen i
mit fiw # 0 summieren miissen. O

29.5 Satz (Hochste Kohomologie).

Fiir zusammenhdngende m-dimensionale Mannigfaltigkeiten M ohne Rand gilt:

R falls M kompakt und orientierbar ist,

0 sonst.

PN {

1

H" (M)

R falls M orientierbar ist,
0  sonst.

Beweis. Nach ist H*(M) = R fiir alle orientierbaren M und damit
H™(M) = HT™(M) =R fiir alle orientierbaren kompakten M.

Sei als néachstes M orientierbar aber nicht kompakt:

Da M nicht kompakt ist existiert eine Uberdeckung {Bild; : i € N} fiir Karten
¥;, s.d. jede kompakte Menge nur endlich viele Bild¢; trifft (siehe ) und
(durch Umordnen diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl) Bild ¢; N Bild t; 11 # (. Sei
{fi : i € N} eine untergeordnete Partition der 1. Wir wihlen wieder w; € QI"(M)
mit Trgw; C Bild¢; N Bild ¥; 11 und fM w; = 1. Sei nun w € Q™(M) mit Trgw C
Bild¢; fiir ein j und ¢ := [}, w. Fiir i > j existieren dann n; € Q*~'(M) mit
Trgn; € Bild ¢, und w = cw; + dn; sowie cw;—1 = cw; +dn; fiir i > j nach .
Somit ist

k ]
w=cw;+dn == cwk—|—2dm =d<2m> =du;
i=j i=j

wobei ju; 1= >7°  m; lokal endlich ist.

Sei nun w € Q™ (M) beliebig. Dann ist f;jw wie zuvor, also existiert nach dem eben
gezeigten ein p; € Q™1 (M) mit fjw = dp; und Trgp; C Ui, Bild ¢;. Somit ist
> 1; lokal endlich und

=S S

also ist H™(M) = {0}.

Sei schliellich M nicht orientierbar: 5 .
Es sei p: M — M eine zweiblattrige Uberlagerung und x : M — M die Decktrans-
formation die jeden Punkt auf den jeweils anderen Punkt in der Faser abbildet.
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Wir setzen

Wir behaupten, dafs
QF (M) = QF (M) @ QF (M)
H*(M) = H: (M) @ H" (M)
p*: HY(M) = HY (31)

und analog fiir Formen mit kompakten Tréger:
Sei w € QF(M), dann gilt:
w = 1((“’4' W) + (w— *w)) € QF @ QF  wobei QF NQF = {0}
- 2 X X + — — + —
= QF(M) = QF (M) @ QX (M) und
d(Q]jE) - Qlﬁ'l, wegen x*(dw) = d(x*w) = tdw fiir w € Q]jE
= H*(M) = H* (M) e HY (M)

Es ist p* : QF(M) — QF(M) injektiv (da p eine surjektive Submersion ist) mit Bild
p*(QF(M)) = O (M):

(C) Weil x*p*w = (po x)*w = p*w.

(D) Sei w € Q% (M) und sei U C M, sodaB p|yy : U — p(U) ein Diffeomorphismus
ist. Sei @y == ((plv)™*)*w. Dann ist @ € QF(M) (wegen x*w = w) wohldefiniert
und p*w = w.

Somit gilt p* : QF(M) == QF (M) — QF(M). Wegen p* o d = d o p* folgt daraus
p* : H¥(M) —== HY(M) — H*(M) und analog p* : HF (M) —=- H_]f_7c(]\~4) —
HF (M ), was die letzte obige Behauptung ist.

Wir wenden dies nun auf die Orientierungsiiberlagerung M := M®" mit der Deck-
transformation x : (z,4w) — (z,Fw) an. Sei w € Q7 (M°"). Dann ist [w = 0,

demn [w = [x*w — [w. Somit existiert fiir die orientierte Man-
nigfaltigkeit M°" nach Obigem ein n € Q7 1(M°") mit w = dn und damit ist
w = 3w+ x'w) = 3(dn + x*dn) = d(ny) mit ny = $(n+ x™n) € QLN (M),
also [w] = [d(ny)] = 0 € HT'(M°r). Somit ist H™(M) = H™ (M°") = {0}.
Und damit fiir kompaktes M auch H™(M) = H*(M) = {0}. Falls hingegen
M nicht kompakt ist, so folgt H™ (M) = {0} aus dem orientierbaren Fall, denn
p*: H™(M) < H™(M°") = {0}. O

X orient.vert.

29.6 Beispiel.

Fiir die orientierte zweibléttrige Uberlagerung S™ — P™ sei x die Antipodalabbil-
dung z — —z. Dann ist H*(P") = H%(S™) C H*(S™) wegen der Behauptung am
Ende des Beweises von und somit

R fir k=0 (daP"™ zush. ist)

i kran\ _
0 fiir kK = n gerade
R

fiir £ = n ungerade
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In der Tat ist x auf S™ genau dann orientierungserhaltend, wenn n ungerade ist und
somit ist [g, fw = [g, x*w = (=1)"*! [4, w fiir w € Q1 (™), also wie im Beweis
von HY(S™) = 0 falls n gerade ist und fiir n ungerade ist H" (S™) = 0 und
damit H™(P™) = H?(S™) = H"(S™) =R.

29.7 Brouwerscher Fixpunktsatz.
Sei f: B®™ —» B" := {z € R" : ||z|| < 1} glatt, dann gibt es ein x € B™ mit
flx) =

Beweis. Indirekt: Sei f(z) # z fiir alle z, dann gibt es eine glatte Retraktion
r: B" — S"1 dh. r|gn-1 = idgn-1, sei ndmlich r(z) der auf der Seite von
z liegende Schnittpunkt der wohldefinierten Geraden durch xz und f(z) mit der
Sphiire S*~1. Fiir n = 1 ist das nicht moglich wegen des Zwischenwertsatzes. Fiir
m > 1 erweitern wir r mittel radialer Projektion zu einer Retraktion gleichen
Namens r : R® — S"~1. Nun folgt wegen r o incl = idgn-1:

anl(Snfl) r anl(Rn) incl” anl(snfl)

|
R - id 2R
Das ist ein Widerspruch. O
29.8 Definition (Abbildungsgrad).
Seien M, N zusammenhingende, kompakte H™(M) H™(f) H™(N)
und orientierte Mannigfaltigkeiten von gleich- i e
er Dimension m und sei f : M — N glatt. Der R < deg f R

ABBILDUNGSGRAD deg f € R sei durch neben-

stehendes Diagramm definiert:
deg f-t=—1t

Dhi degf [w=degf [l = [H (= [(176)= [ 1w

Falls M und N orientierte aber nicht notwendig H™ ()

kompakte Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension H(M)<——H(N)
m sind und f : M — N glatt und PROPER (d.h. Sy deg f Iy
die Urbilder kompakter Mengen sind kompakt) R < R
ist, so verallgemeinern wir den ABBILDUNGSGRAD

deg f € R durch nebenstehendes Diagramm: degf -t<——1

Beachte dabei, da8 f* : QF(N) — QF (M) fiir properes f wohldefiniert ist und somit
auch H*(f) : HF(N) — HF(M).

29.9 Proposition.

Sei f : M — N eine propere glatte Abbildung zwischen zusammenhdngenden orien-
tierten m-dimensionalen Mannigfaltigkeiten und y € N ein reguldrer Wert von f.
Dann st

deg f = Z sign, f € Z,
z€f~1(y)
wobei
. )+ falls T f : T M — Ty N orientierungserhaltend,
sign,, f = =1 fallsTyf : T,M — T,N orientierungsvertauschend ist.
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Beachte, dafl nach dem Theorem | 11.15| von Sard so ein reguldrer Wert y immer
existiert und weil f proper ist, ist f~!(y) endlich.

Beweis. Sei f~!(y) = {z1,...,2,}. Wir withlen paarweise disjunkte offene Koor-
dinatenumgebungen U; von z;, s.d. f : U; — f(U;) ein die Orientierung erhaltender
oder vertauschender Dlﬁeomorphlsmus ist. Wir wollen erreichen, da8 V' := f(U;)
unabhéngig von i und f~1(V) = |, U; ist. Sei dazu W C ﬂ f(U;) eine kompakte
Umgebung von y. Dann ist W’ = 1 W)\U, U; € M\ f~*(y) kompakt und somit
f(W’) ist abgeschlossen und enthélt nicht y. Sei V. C W\ f(W’) eine Umgebung
von y. Dann ist

F7Hy) S V) S THWNFW) = fH N W) C FH I\ C UUz

und indem wir U; durch f~1(V) NU; ersetzen diirfen wir 0.B.d.A. f~1(V) = U;
und f( ) f(f LV)) CV C f(U;) also f(U;) =V annehmen.

Sei nun w € Q*(N) mit Trgw € V und [,, w = 1. Dann ist Trg f*(w) C f~1(V) =
\J; Ui und

/Mf*w;/m f*w;signxiﬂ/f@)w;signzif/Mw

29.10 Folgerung.
1. deg(f o g) = deg(f) - deg(g).
2. f ~ g zwischen kompakten Mannigfaltigkeiten = deg f = degg.

3. f ist Diffeomorphismus = deg f = +1;
Weiters ist deg f =1 < f orientierungserhaltend ist.

4. deg f #£0 = f ist surjektiv.

Beweis. [ 1| da (f o g)* = g% o f*.

da dann H*(f) = H"*(g) nach[26.3.2].

folgt aus unter Verwendung von deg f € Z nach .

Sei f nicht surjektiv. Dann ist deg(f) = 0 nach , da jedes y € N\ f(M)

regulidrer Wert ist. Direkt sieht man das auch, indem man w € Q™(N) so wihlt,
daB Trgw € N\ f(M) und [, w = 1. Also ist deg f = deg f - [}, w = [, ffw =
[,,0=0. 0
29.11 Igelsatz.

Sei &€ € X(S8?™). Dann gibt es ein x € S*™ mit £(z) = 0.

Beweis. Indirekt: Sei £(z) # O fiir alle . Dann gibt es eine Homotopie zwis-

chen Identitdt und Antipodalabbildung o (dazu verbinden wir z mit —z lings des
GroB(halb)kreises in Richtung &(x)) und somit folgt 1 = deg(id) = deg(o) = —1

siehe | 29.6 |), ein Widerspruch. O
( ; P
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29.12 Mayer-Vietoris Sequenz fiir Kohomologie mit kompakten Triger.

Sei M =U UV mit UV C M offen, dann existieren lineare Abbildungen 6y, die
die folgende lange Sequenz exakt machen:

s HNU V) sl gRU) @ HE(V) ety gEUuY) e

S MY UNY) - HYYU)@ HEY(V) - HMY (U UY) L

mit den Inklusionen iy : U < UUV, iy : V<> UUV, juy: UNV < U und
Jv : UNV = V wobei die Abbildungen iy;, ji;, etc. durch Fortsetzen mit 0 gegeben
sind.

Vgl. dies mit .

Beweis. Wegen geniigt es die Exaktheit von

0= QMUNV)—=QfU) e (V) — Q*UuV) =0
zu zeigen. Offensichtlich ist die erste Abbildung injektiv. Die zweite is surjektiv,
denn w = hyw+hyw, wobei {hy, hy } eine Partition der 1 sei, welche {U, V'} unter-
geordnet ist. Die Zusammensetzung ist offensichtlich 0, und falls i7; (w1 )+4, (w2) = 0
ist, so ist Trgw; = Trg(ij;w1) = Trg(i{,ws) = Trgwa, also w 1= wi|yny € QE(UNV)
und jj;(w) = wy und j{, (w) = —ws. O

29.13 Bemerkung.

Die Kohomologie H} mit kompakten Tréager ist viel schwerer auszurechnen als H*,
da das Homotopie-Axiom fiir sie nicht gilt. Z.B. ist R™ Homotopie-dquivalent zu
{0} und H?({0}) = H°({0}) = R aber H?(R™) = {0}, denn jedes f € C>(R™)
mit df = 0 mufl konstant und somit gleich 0 sein. Ein anderes Beispiel ist H2(S! x
R) = R, da der Zylinder S* x R orientierbar und 2-dimensional ist, aber H2(S') =
H?(SY) = {0}.

29.14 Theorem. Die exakte Sequenz eines Paares.

Sei N C M eine kompakte Teilmannigfaltigkeit. Dann existiert eine lange exakte
Sequenz in der Kohomologie:

... =sHF(M\ N)— HF(M) — HF(N) -2
ey RN M\ N) — HMY (M) — HMY(N) — .

Beweis. Beache, dafl
0 — QF(M\ N) = QF (M) 2% QF(N) = 0

nicht exakt bei QF(M) ist, denn Kerincl* enthilt alle w € QF(M) welche auf N
verschwinden, wihrend das Bild des Erweiterungsoperators QF(M \ N) < QF(M)
aus jenen w € QF(M) besteht, welche auf einer Umgebung von N verschwinden.
Deshalb ersetzen wir QF(N) = QF(N) durch QF(N € M), den Raum der Keime
auf N C M von glatten k-Formen. Also Q*(N C M) := oy QF(U)/ ~, wobei
U die offenen Umgebungen von N in M durchlduft und w; ~ ws & w; = wy auf
einer Umgebung von N in M.

Dann ist
0— QF(M\ N) = QF(M) -2 OF(N € M) — 0
offensichtlich exakt.
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Aus folgt nun die Existenz einer langen exakten Sequenz in der Kohomologie:
...—= HY(M\ N) — HF(M) — HF(Q"(N C M)) =% H-Y(M\ N) — ...

Bleibt H(Q*(N C M)) = H(N) zu zeigen: Sei dazu p: M D U — N eine tubulére
Umgebung nach [86, 62.9], d.h. U ist offen in M und p diffeomorph zu einem
Vektorbiindel iiber N. Wenn wir eine Metrik g auf p : U — N wihlen, so bilden die
Mengen U; = {£ : g(§,€) < J%} eine Umgebungsbasis von N und 0* : H*(U;) —
HF(N) ein Isomorphismus, da U; Homotopie-dquivalent zu N ist. Einschrénken
QF(N C M) — QF(N) induziert eine Abbildung H*(Q*(N C M)) — HF(N).
Diese ist surjektiv, denn die Zusammensetzung mit H*(U;) — H*(Q*(N C M)) ist
ein Isomorphismus. Sie ist auch injektiv, denn sei [w] € Q¥(N C M) geschlossen mit
w € QFU;) und w|y € QF(N) exakt. Dann ist 0 = [w] € H*(U;), da incl*([w]) =
[w|n] = 0, also w exakt und damit auch [w] € Q¥(N C M) exakt, also verschwindet
die Kohomologieklasse [[w]] von [w] in H*(Q*(N C M)). O

29.15 Folgerung.

Sei M eine Mannigfaltigkeit mit kompakten Rand OM . Dannn existiert eine lange
exakte Sequenz:

.. HFM\ OM) — H¥(M) — HF(0M) 2=
ey gRY M\ OM) — HEY(M) — HE Y (OM) — ... O

29.16 Folgerung.

Hk(]Rm):{R firk=m -
¢ 0 firk#m>0

1. Beweis. Wir wenden | 29.15 | auf den abgeschlossenen Einheitsball M C R™ an.
Dann ist M \OM = R™ OM = S™ ! und H¥(M) = H*(M) = H*({x}) = {0} fiir
k > 0 und somit liefert | 29.15 | fiir k£ > 0 die exakte Sequenz

0 — HF(S™™ 1) 2y HFFYR™) 0
mit Anfang

0—R— H(S™1) oy HL(R™) -0
wegen HO(R™) = {0}, siehe | 29.13 |. Daraus folgt
{R fiir 1 < k =m

HER™) = H*H (5™ Y)

0 firl<k#m

und

Hy(R™) =

R firm=1
0 firm>1. 0O

2. Beweis. (k = 0) haben wir in | 29.13 | schon eingesehen.

(0 < k < n) Es sei we€ QF(R™) mit dw = 0. Nach dem Poincaré-Lemma existiert
ein n € QF"1(R") mit dny = w. Sei B ein abgeschlossener Ball mit Trgw C B. Fiir
k = 1 ist also n auBerhalb B konstant, sagen wir ¢, und somit n — ¢ € Q7 }(R")
mit d(n —¢) = dp = w. Ist k > 1 so ist jedenfalls 7|g~\ p geschlossen und, wegen
R™\ B =2 R™\ {0} und H**(R"\{0}) = H*~1(S"~1) = {0} nach [26.5.13 ], existiert
ein A € Q" 2(R™\ B) mit d\ = n|gn\p. Sei f € C(R™,R) mit f =1 auf R™\ 2B
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und f = 0 auf einer Umgebung von B. Dann ist f A € Q*~2(R") wohldefiniert und
n—d(f A) € Q¥~1(R") hat kompakten Triger in 2B mit d(n—d(f \)) =dn =w. O

29.17 Vorbereitung fiir den verallgemeinerten Jordanschen Kurvensatz.

Sei M C R™*! eine kompakte zusammenhingende Hyperfliche. Wir wollen zuerst
zeigen, dafl R™*T1\ M mindestens 2 Zusammenhangskomponenten besitzt. Sei dazu
vorerst M orientiert. Fiir p ¢ M ist die Windungszahl von M bzgl. p definiert durch

w(p) = deg(rp|ar), wobei rp @ x+— (x—p), M—S™.

I —p
Es ist wps konstant auf den Zusammenhangskomponenten von R™*1 \ M: Sei
némlich ¢ — p(t) eine Kurve in R™*\ M, dann ist (£, x) — 70 (2) eine Ho-
motopie und somit ¢ +— deg(rp)|ar) = wa(p(t)) konstant. Bis auf einen Diffeo-
morphismus (mit kompakten Tréger) ist 0 € M und M nahe 0 durch eine Hyper-
ebene v gegeben. Wir behaupten, da8 wys(p) — was(q) = 1 fiir p, ¢ nahe 0 auf
verschiedenen Seiten von v und somit hat R™*1 \ M mindestens zwei Zusamm-
nehangskomponenten. In der Tat ist [~1,1] 3 ¢ + r4[a\ fo} eine Homotopie und
fiir € v mit ||z|| < § ist das Bild eine Polkappe um v die fiir ¢ = 0 zum Aquator
degeneriert und dann in die andere Polkappe mutiert.

0

Wir modifizieren diese Homotopie zu einer Homotopie H auf ganz M indem wir
die Bilder von Punkten nahe 0 konstant nahe dem Pol v halten und die {ibrigen
Punkte auch nicht in die Ndhe des Pols —v gelangen lassen. Sei nun y nahe —wv
ein reguldrer Wert fiir r,. Dann besitzt der Endwert H; der Homotopie ein Urbild
x (nahe 0) weniger als r, und somit ist wy(—v) = deg(r_,|p) = deg(Ho) =
deg(H,) = deg(ry|ar) — sign, () = war(v) £ 1 nach [29.9].

Sei nun M und N kompakt zusammenhéngend aber nicht notwendig orientierbar.
Wir definieren den mod-2 Grad von f : M — N durch degy(f) := >, cp-1,)1 €
Zs :=17/(2Z), wobei y ein regulidrer Wert von f sei.

Wir miissen zeigen, dafl diese Anzahl modulo 2 nicht von der Wahl von y abhéngt.
Seien dazu vorerst fy und f; glatt homotop vermoge H : [0,1] x M CRx M — N
und y ein gemeinsamer regulirer Wert von fo und f1. O.B.d.A. ist H(t,z) = f;(z)
fiir ¢ nahe ¢ € {0,1} (Ersetze H durch (t,z) — H(h(t),z) mit h konstant nahe
0 und nahe 1). Nach dem Beweis von sind alle Werte nahe regulidrer Werte
selbst reguldr (und haben die gleiche Anzahl von Urbilder). Somit diirfen wir (wegen
dem Satz von Sard) annehmen, dafl y ein reguldrer Wert von H und auch
von fo und f; ist. Damit ist H~!(y) eine 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von
R x M die {0,1} x M transversal schneidet. Die Spur H~!(y) N[0, 1] x M ist somit
eine disjunkte Vereinigung von endlich vielen zusammenhéngenden kompakten 1-
dimensionalen Mannigfaltigkeiten mit Rand C 9([0,1] x M) = {0, 1} x M und somit
ist die Gesamtanzahl der Randpunkte {(i,x) : i € {0,1}, fi(x) = y} gerade, also ist

Z = - Z 1= Z 1 mod 2
z€fy ' (y) zefi () zefi (y)
Sind nun yo und y; beides regulire Werte von f, dann existiert eine Diffeotopie
hi von N (d.h. ein Diffeomorphismus der mittels einer Homotopie bestehend aus
lauter Diffeomorphismen mit der Identitét verbunden werden kann) mit kompakten
Tréiger die yo auf y; abbildet (die Aquivalenzklassen von Punkten bzgl. Diffeotopien
sind offen: betrachte den Fluf3 Flf des Vektorfeld € = f - % mit geeigneten f mit
kompakten Tréiger) und somit ist hy o f ~ f und y; = hy(yo) regulirer Wert von
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hy o f und von f, also nach dem zuvor Gezeigten |f~(yo)| = [(h1 o f)"L(y1)| =
|f 7 (y1)| mod 2.

Wenn wir die Windungszahl wy,(p) € Za nun wie zuvor aber mit deg, anstelle von
deg definieren, so kénnen wir den Beweis wie oben fithren und erhalten w,(M) #
wq (M) fur Punkte lokal auf verschiedenen Seiten von M.

29.18 Verallgemeinerter Jordanscher Kurvensatz.

Sei M C R™! eine kompakte zusammenhingende Hyperfiiche. Dann ist M ori-
entierbar und R™""1\ M hat genau 2 Zusammenhangskomponenten und M ist der
Rand beider. Inbesonders gilt dies fiir M = S™.

Beweis. Die Kohomologiesequenz |29.14 | des Paares M C R"*! ist wegen |29.16
Hg(Rn+1) N Hn(M) L H;erl(RnJrl \M) N H;erl(RnJrl) _ HnJrl(M)
—_———— —_———— —_———

=0 =~R =0
Somit ist dim H™ (M) + 1 nach | 26.5.8 | die Anzahl der (nach | 29.17 | mindestens 2)
Zusammenhangskomponenten von R™*1\ M. Also ist dim H"(M) > 1 und damit

M orientierbar, also dim H"(M) = 1 nach und damit hat R"*1\ M genau
2 = dim H"(M) 4+ 1 Zusammenhangskomponenten.

Da nach den Argumenten aus |29.17 | nahe © € M Punkte in jeder Zusammen-
hangskomponente von R™*1\ M sind, ist M der Rand jeder Komponente. O

29.19 Folgerung.

Weder die projektive Ebene noch die Klein’sche Flasche laf$t sich als Teilmannig-
faltigkeit von R3 realisieren.

Beweis. Andernfalls wiren sie nach | 29.18 | orientierbar. O

29.20 Beispiel.

Selbst fiir orientierbare zusammenhingende 2-dimensionale Mannigfaltigkeiten M
mufl H!(M) nicht endlich dimensional sein. Sei z.B. U := C\Z C R? und V C C die
Vereinigung der offenen Bille um alle z € Z mit Radius % Dann ist UNV ~] ], S*

und somit liefert die Mayer-Vietoris | 26.3.4 | Sequenz
0— H U)® {0} - HY(UNV) -2 0.
Alsoist HY(U) 2 HY(UNnV) = H' (U, S") =], R = RZ

29.21 Definition.

Analog zur Poincaré-Dualitit H¥(M) — H™ ®(M)* fiir kompakte zusammen-
hiingende orientierbare M konnen wir H*(M) — H™~F(M)* fiir allgemeine zusam-
menhingende orientierbare M definieren. Dazu sei das CUP-PRODUKT U : H* (M) x
HI(M) — HFtJ(M) definiert durch [a] U [8] := [a A 8] und die POINCARE-
DuaLITAT H*(M) — H™ *(M)* die vermoge H™ (M) = R induzierte lineare
Abbildung.

Eine TRIANGULIERUNG ist eine endliche Familie von diffeomorphen Bildern {o; : i}
des STANDARD m-SIMPLEX A, := {z = (2°,...,2™) e R™" : Y. 2 =1 und Vi:
x> 0}, s.d. o; N 0 # 0= o;N 0; ist eine k-Seite von o; und von o, wobei eine
k-SEITE das Bild der Teilmenge von A,, ist, die durch 0-Setzen von m — k vielen
Koordinaten ! entsteht. Man kann mit einigen Aufwand zeigen, daf jede glatte
Mannigfaltigkeit eine Triangulierung besitzt, siche [122] oder [154].
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3

Eine Triangulierung des Mébiusbandes und der projektiven Ebene

29.22 Proposition.

Sei M eine zusammenhdngende orientierte Mannigfaltigkeit. Dann ist die Poincaré-
Dualitét ein Isomorphismus H* (M) —=s H™=k(M)*.

Beweis (fiir triangulierbare Mannigfaltigkeiten). Falls M = U UV ist mit
offenen U und V, s.d. der Satz fiir U, V und U NV gilt, so folgt aus der Mayer-
Vietoris Sequenz und der dualen der Mayer-Vietoris Sequenz fiir
kompakte Trager

HY U)o HF-Y(V) = HY(UNV) = H*(M) - H*(U)® H*(V) = H*UNV)

! o |

HPYU) @ HEPH(V)* = HP (U N V)* = Hy(M)* = HL(U)* @ Hi(V)* = H{(UNV)*

mittels nachstehenden 5-er Lemma | 29.23 | der Satz fiir M selbst, denn wie Aufgabe
[98, EX30] zeigt kommutiert das Diagramm und die duale einer exakten Sequenz
ist (wie man leicht zeigt) ebenfalls exakt.
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Um dies fiir einen Induktions-
beweis zu nutzen wihlen wir
auf jedem Seitensimplex der Sim-
plexe der Triangulierung einen
“inneren” Punkt, z.B. den Schw-
erpunkt. Rekursiv definieren wir
eine Uberdeckung von M durch
disjunkte Vereinigungen Uy of-
fener kontrahierbarer Teilmen-
gen von M wie folgt:

Es sei Uy die disjunkte Vere-
inigung von geeignet gewahlten
kontrahierbaren =~ Umgebungen
jeder Ecke, die keinen der
anderen inneren Punkte enthélt.

Die Menge Uy bestehe dann aus
der disjunkten Vereinigung von
geeignet gewihlten offenen kon-
trahierbaren Umgebungen der
gewihlten Punkte auf den Seiten

der Dimension k. m

Explizit kann man das erreichen,
indem man alle Simplexe be-
trachtet, die als Ecken die zu-
vor gewéhlten inneren Punkte
haben, und zwar von aufsteigend
geordneten Seiten eines Simplex
der Triangulierung.

Nun wéahlt man U, als die Vere-
inigung aller solcher “offener”
Simplexe die jeweils eine der

urspriinglichen Ecken als Fcke
haben.

Und allgemeiner nimmt man fiir U, die Vereinigung aller solcher “offener” Simplexe
die jeweils einen der inneren Punkte eines k-Simplexes als Ecke haben.
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Offensichtlich ist o C (J,; <, U; fiir jeden (abgeschlossenen) k-Simplex ¢ und somit

Ukeo U = M. Weiters ist Uy = ], R™ und fir & > 0 ist Uy N U, U; =

k=1 o, pm—k+1
U, S* ' xR .

i<k

Klarerweise gilt die Poincaré-Dualitét fiir R™ (denn Ho(R™) = R = H*(R™)* und
0 sonst) und mittels Induktion folgt unter Benutzung der Mayer-Vietoris Sequenz,
daB sie auch fiir S™ x RF gilt (Siehe Aufgabe [98, EX29]).

Da H* (e, My) = [1,e, H*(M;) wnd HE(Uc, My) = @, HE(M;) gilt, folgt
sie auch fiir Uy N, ., U; und somit mittels Induktion fiir |J; <, U; und damit auch
fiir M = U; <qiman) Us- O

29.23 5’er Lemma.

Sei

141 ¥1 /42 ¥2 /43 ¥3 144 Ppa /45

ﬁi% ﬁlg ﬁl ﬁi% ﬁlg
b b b3 P

By — > By —>> B3 By —= Bs

ein kommutatives Diagramm mit exakten horizontalen Zeilen. Falls alle bis auf den
mittleren vertikalen Pfeil Isomorphismen sind, so ist es auch dieser.
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Beweis.
(f5 ist injektive)
fzaz =0 =0 =13f3a3 = fipszaz
Ll pzasz =0

exakt bei Ag 3 ag a3 = Poas
e N =

= 0= fizaz = fzp2a2 = P2 fras
% 3b; : foae = P1by
% Jai:b = fiaq

= faa2 = Y1 fra1 = fapras
L o= pran

exakt bei Ag
———— a3 = 202 = Y2101 =0

ai as as 0 °
fli f2I fsl f4I
by — % folan) 20— 0 .
(f5 ist surjektiv)
by L% 30, faay = sbs
exakt bei By

> f5§04a4 = ¢4f4a4 = w4w3b3 = O
% 404 = 0

exakt bei Ay
E—— 3@31@4:%3@3

= Y3 fsas = fapsaz = fias = P3bs
exakt bei Bg 3 bg : b3 . f3a3 _ 1/}2[)2

%Haglbnggag

= bg = faas + Paba = faas + Yo faas = f3(as + 2a2)

¥2 ¥3 Pa

° as as a4 va(as)
f2i fsl f4i st
2 Y3 o
. by~ by — % a(by) — = 0 0

29.24 Proposition.

Sei IC eine Triangulierung der kompakten Mannigfaltigkeit M und o; die Anzahl
der i-Simpleze von K. Dann ist

Beweis. Wir verwenden die im Beweis von |29.22 | konstruieren offene Mengen
Ur € M, welche disjunkte Vereinigung von «ay, vielen Mengen diffeomorph zu R™
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sind und fiir die Uy NJ; ., U; disjunkte Vereinigung ay, vieler zu Sh=l  Rm—k+1
Sk=1 diffeomorpher Mengen sind. Somit gilt fiir die Euler-Charakteristik:

X(U Uj>+ak:x(U Uj)+x(Uk (2054] (UU)er(UkmUU)
i<k j i<k
[26.5.9] (U U) .
<k
Also
X(U Uj) = X(U Uj) + (=
J<k i<k
und damit
=x(U 1) =x®)+ Y (-1Ve; = 3 (-1ay. O

29.25 Definition. Thom- und Euler-Klasse eines Vektorbiindels.

Sei p: E — M ein orientiertes k-Ebenenbiindel iiber einer m-dimensionalen kom-
pakten orientierten zusammenhéngenden Mannigfaltigkeit M. Das Cup-Produkt

U: H™(E) x HY(E) - H"*(E) =R, [o]U[f] :=[aAfj]
induziert nach [29.21 | und | 29.22] die Poincaré-Dualitiit

HEE) = HEB), 35 (I [ anp).
E
Da0: M < FE ein Deformationsretrakt mit Retraktion p ist, ist H™(M) = H™(E),
vermége [y] — [p*(7)] und somit
H;(E)= H™(E)* = H™(M)"

vermoge
HE(E) > (3~ (#7(E) 3 o] = [ anp) = >am~>/Ep<~y>A

Nach [20.5 Jist R = R* 2 H™(M)*, vermoge 1 — [, (; H™(M) = R, 1] = [y,7):

Somit existiert eine eindeutige Klasse U(p) := [r] € HF(E), die sogenannte THOM-
KLASSE des k-Ebenenbiindels p, mit

/p*(’y)/\Tz/ ~ fiir alle [y] € H™(M).
B M

Die EULER-KLASSE x(p) € H¥(M) des k-Ebenenbiindels p ist dann als

x(p) = 0"(U(p)) = s*(U(p))
definiert, wobei 0 : M < E der 0-Schnitt bzw. s ein beliebiger (klarerweise dazu
homotoper) Schnitt von p ist.
Falls p : E — M einen nirgends verschwindenden Schnitt s besitzt, so ist x(p)
(K -$)*(U(p)) = 0, wobei K so grofl gewiihlt wurde, da§ Bild(K - s) N Trg(r) =
fiir [7] = U(p).

0

29.26 Proposition.

Sei M eine zusammenhdngende kompakte orientierte m-dimensionale Mannigfal-
tigkeit. Sei weiters p : EE — M ein orientiertes k-Ebenenbiindel und fiir x € M sei
Jz : Br — E die Inklusion der Faser E, iiber x.
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Dann ist die Thom-Klasse U(p) = [r] das eindeutige Element aus HF(E) mit
[, da(T) =1 fiir alle x € M,

Beweis. Die Thom-Klasse [r] € H¥(E) is implizit definiert durch [, p*(u) AT =
S o 1 fir alle g€ Q™ (M). Sei nun W = R™ eine offene Teilmenge von M fiir welche
E|w trivial ist, also 0.B.d.A. E|yy = W x R¥ und p = pr; sowie j, : v — (z,v).
Dann existiert ein K > 0 mit Trg(7|,-1w)) € W x {v: |lv]| < K} und sei vorerst
Trg(n) € W. Die Kontraktion H : W x I — W von W auf x € W induziert eine
glatte Homotopie H : W x RF x I — W x R¥ (z,v,t) — (H(z,t),v) mit Hy = id
und H; = (konsty,pry) = j, o pry. Es gilt Trg(H*r) € H Y (Trg7|,-1(w)) C
{(y,v,t) : |Jv]] < K}. Fiir A := G(7) € QF"1(W x R¥), wobei G := (I} o1¢ 0 H*) der
Homotopie-Operator aus dem Beweis des Homotopie-Axioms mit £ := %
ist, ist somit Trg(A) C {(y,v) : ||v|| < K} und damit

pry jp 7 — 7 = (H1)*(7) = (Ho)*(7) (dG + Gd)(r )=d/\-
Somit ist (vgl. mit dem Beweis von oder sieche Aufgabe [98, EX2(

/ p*(u)AT=/ pr’{uAprEj;T—/ prip A dA = / /Jm
p= (W) W xRk W xRE

denn pr} p A dX = d(pri p A A) und damit [y, o PrfpAdA =% [, e d(pri pA
A) = 0. Folglich ist ka Jxr unabhéngig von x € W und wir bezeichnen diesen Wert
mit [o, j*7.

Es sei W eine Uberdeckung von M mit trivialisierenden offenen Mengen W wie
eben und {Aw : W € W} eine untergeordnetete Partition der 1, dann ist

/Mu:/p*(u)/\T— > /p_l(W “Awp) AT

wew

= 2 o forr= e [

wew

uns somit [p, j*7 =1

Eindeutigkeit: Jedes U € HF(E) = R [7] mit der geforderten Eigenschaft ist also
von der Form U = ¢ - [7] fiir ein ¢ € R und damit 1 = [, j;U = [, ji(c[r]) =
CfEmj;(T):O O

29.27 Definition. Index eines Vektorfelds in einer isolierten Nullstelle.

Sei £ ein Vektorfeld auf einer offenen Menge U C R™ mit isolierter Nullstelle 0.
Dann ist der INDEX von £ bei 0 definiert durch

indy (£) = deg(r ofor: 8™ s U\ {0} =55 R™\ {0} — sm—l),
wobei r(x) := ”71H$ und ¢ : S~ — U\ {0} die Einbettung einer samt ihrem
Inneren in U \ (€71(0) \ {0}) enthaltenen Sphére ist.

Dieser Index ist invariant unter Diffeomorphismen: In der Tat, wenn h ein (vorerst)
orientierungserhaltender Diffeomorphismus mit 2(0) = 0 ist, dann ist id glatt ho-
motop zu A'(0) (da GL4(R™) zusammenhéngend ist, siehe [103, 1.10]) und weiters

h(tzx) fir ¢
H(x,t) ::{ ¢ irt >0

R(0)(z) firt=0

eine glatte Homotopie zwischen A'(0) und h lokal um 0. Somit ist 7 o & ~ r o h*¢
nahe 0 und damit deg(r o £ o1) = deg(r o h*€ o 1).
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Um das auch fiir nicht-orientierungserhaltende h zu bekommen geniigt es dies
speziell fiir die lineare Isometrie A : (z!,...,2™ Y 2™)  (2f,... 2™ —2™)
zu zeigen. Fiir diese ist h*¢ = h™! o€ oh und somit roh*¢or=roh ltofohor=

h|§1}171 oro f oLo h|Sm,71 also

deg(roh*¢o.) = deg(h|§,1n_1 oroforoh|gm-1) deg(ro&ou).

Das radiale Vektorfeld z +— x hat offensichtlich Index 1 bei 0. Allgemeiner hat ein
lineares Vektorfeld £ am R™, welches diagonalisierbar mit k£ negativen und m — k
positiven Eigenwerten ist, Index (—1)*, denn bis auf lineare orientierungserhaltende
Isomorphismen ist es von der Form

(X1, oy Tm) = (=21, ooy —Thy Tt 1y - -+, Ton)

und hat eingeschrinkt auf S™~! Abbildungsgrad (—1)* (denn z.B. ist e; ein reg-
uldrer Wert von £ o v = r 0o £ o+ mit einzigen Urbild —e; und det(7_.,&|gm-1) =
(—1)").

Fiir ein Vektorfeld § auf einer Mannigfaltigkeit mit isolierter Nullstelle = definieren
wir den INDEX ind, £ als indg £ fiir eine Kartendarstellung £ von £ zentriert bei z.

29.28 Proposition.

Sei M eine kompakte orientierte zusammenhingende Mannigfaltigkeit und [u] €
H™(M) mit [,, ;= 1. Sei & € X(M) ein Vektorfeld mit ausschlielich isolierten
Nullstellen. Dann ist

X(mar s TM — M) = ( 3 ind, 5) 4] € H™(M).
)

Beweis. Es sei £71(0) =: {x1,..., 7} und W; paarweise disjunkte kompakte bei ;
zentrierte Kartenumgebungen welche diffeomorph zum abgeschlossenen Ball D :=
{veR™: ||v|| <} sind. Somit ist T M|, = W; xR™ trivial. Wir erweitern die Norm
auf R™ zu einer Riemann-Metrik g auf M. Sei [r] € H™(T'M) die Thom-Klasse von
7 2 TM — M und somit existiert ein K > 0 mit Trg(7) C {0, : g(Ne,n2) < K2}
Es bezeichne K auch die Skalarmultiplikation TM — T M, n — Kn. Dann ist

/ LK) = / K*(jor) = / jer =1,

und somit Trg(7) C {n, € TM : g(nz, ) < 1}, d.h. K = 1.

Wegen x(mar) := £*([7]) nach miissen wir [, £*7 = > ree—1(0) Indz & zeigen.
Durch Strecken von & (welches ind, € nicht &ndert) kénnen wir g(&,,&,) > K? fiir
y ¢ U, W; erreichen, d.h. Trg(¢*r) C €1 (Trg7) C Jl_, W;. Somit ist

/M §r= g/w o7

und es geniigt [, £*7 = ind,, £ zu zeigen.

Der Einfachheit halber unterdriicken wir den Index 7 im Rest des Beweises und
bezeichnen mit ¢ : D — (D) =: W eine bei {z} := £71(0) N W zentrierte Karte
und mit ¢ = Teo (17 x R™) : W x R™ — TM|w die zugehorige VB-Karte. Sei
7:=¢*r und € := ¢! o ¢ die Kartendarstellung von &. Dann ist £*7 = £**r =
(¢ o &)*r = €*7. Im Beweis von haben wir wegen Trg(7) = ¢~ }(Trg7) C
{(y,v) : ||v]] < 1} gezeigt, daB pr ji7 — 7 = d fiir ein A € Q™ YW x R™) mit
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Trg(A) € {(y,v) : v]| < 1}. Fiir alley € W = 1(S™ ") ist g(£y,&,) > 1 und somit
& Maw = 0, also

/Wé*prZJ;f—/Wé*f=/W§*dA:/ dem/ Famo.

Wegen des Poincaré Lemmas |26.5.6 | fiir W = D C R™ ist ji7 = dp fiir ein
p € Q™ HR™). Da die Retraction r : R™ \ {0} — S™ ! C R™ homotop zur
Indentitét ist, erhalten wir

e " -28.11 e «
/ 67—/ &r / Przlﬂ'—/ § pradp / §prap
w 191%%

= &Wxr)pip= /(Sml)(prz o(W x1)0&)"p

oW

:/ (ropr20€oL)*p:deg(roprQOEOL)-/ p=ind, -1,
Sm—1

Sm—1

denn Trg(7) C {(y,v) : ||v|| < 1} und somit ist
/ p=/ P—/dPZ/Ja;TZ/ JwT:/ JaT L O
sm—1 oD D D m T, M

29.29 Satz von Poincaré-Hopf.

Sei M eine kompakte orientierte zusammenhdngende Mannigfaltigkeit und £ €
X(M) ein Vektorfeld mit ausschlieflich isolierten Nullstellen. Dann ist

xX(M) = 1nd ¢ = / (mar)-

TE€ET 1(0)

Beweis (fiir triangulierbare Mannigfaltigkeiten). Fiir 4 € Q" (M) mit [,, p =
1 gilt nach | 29.28 | fiir jedes Vektorfeld £ mit ausschliefflich isolierten Nullstellen

> ind & [u] = x(mar)

z€£~1(0)
und somit
ind,¢ = [ Z ind, €= [ ()
IS 1(0 el
unabhingig von £. Es geniigt also so ein £ zu finden mit

X(M) = > ind, &

z€€-1(0)

Wir verwenden dazu eine endliche Triangulierung und wie im Beweis von auf

jedem Seitensimplex einen “inneren” Punkt. Nach ist x(M) = > (=1 kay,
wenn «y, die Anzahl der k-Simplexe bezeichnet. Ein Vektorfeld £ mit genau diesen

Punkten als Nullstellen wéihlen wir nun rekursiv auf den k-Simplexen so, daf3 es die

gewéhlten inneren Punkte als Senken hat.
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