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Dies ist das Skriptum zu meiner gleichnamigen Vorlesung im Wintersemester 2018.
Es besteht aus ausgewéhlten Teilen des viel umfassenderen Skriptums zur Dif-
ferentialgeometrie, welches ebenfalls als PDF-Datei unter
http://www.mat.univie.ac.at /~kriegl/Skripten/diffgeom.pdf downloadbar ist.

Bei der Auswahl des Inhalts habe ich mich an die Studienpléine gehalten, demnach
sollen folgende Themen behandelt werden:

e Levi-Civita Konnexion
e Geodiiten
e Vollstéandigkeit
e Satz von Hopf-Rhinov
o ausgewihlte weiterfiihrende Themen aus der Riemann’schen Geometrie.
Voraussetzung dafiir ist der Stoff aus der Vorlesung und Skriptum
"Analysis auf Mannigfaltigkeiten’.
Der Aufbau des Skriptums ist somit der folgende:
Im Kapitel T geht es um Isometrien und konforme Abbildungen sowie um Rie-

mann’sche Flichen — also 2-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeiten — und
deren Bezug zur komplexen Analysis.

In Kapitel II sehen wir uns Differentialformen nochmals im Kontext von Rie-
mann’schen Mannigfaltigkeiten an, also inbesonders Gradient, Divergenz, Hodge-
Stern und vor allem den Laplace-Beltrami-Operator. Als mogliche erste Anwendung
ist ein Abschnitt iiber klassische Mechanik inkludiert.

Im Kapitel III entwickeln wir das Konzept der Kriimmung zuerst fiir ebene Kurven
und Raum-Kurven, dann fiir Hyperflichen und schlielich fiir Riemann’sche Man-
nigfaltigkeiten. Dabei werdene wir natiirlich auch Geoditen, Paralleltransport und
Kovariante Ableitung behandeln.

Ich werde am Ende des Semesters eine Liste der im Detail behandelten Abschnitte
unter http://www.mat.univie.ac.at/~kriegl/LVA-2018-WS.html online stellen.

Natiirlich wird die aufmerksame LeserIn (Tipp-)Fehler finden kénnen. Ich mochte
hier gleich die Bitte aussprechen, mir diese mitzuteilen (Geteiltes Leid ist halbes
Leid). Zukiinftige Generationen von StudentInnen werden es zu schétzen wissen.

Andreas Kriegl, Wien im Juli 2018


http://www.mat.univie.ac.at/~kriegl/Skripten/diffgeom.pdf
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I. Konforme Struktur und Riemann’sche Flichen

1. Konforme Abbildungen

1.1 Rekapitulation

Eine RIEMANN-METRIK auf eine glatten Mannigfaltigkeit M ist ein 2-fach kovari-
antes Tensorfeld

9 € To(M) =T(T"M @ T*M — M) = L (31 ) (X (M), X(M); C* (M, R)),

welches punkteweise eine positiv-definite symmetrische Bilinearform ist, siehe [31,
24.1] und [31, 20.1]. Sie hat also bzgl. lokaler Koordinaten (u‘) eine Darstellung
der Form

g= Zgi’j du’ @ du.

iJ

Eine RIEMANN-MANNIGFALTIGKEIT (M, g) ist eine glatte Mannigfaltigkeit M welche
mit einer ausgezeichneten Riemann-Metrik g versehen ist, siehe [31, 18.11]. Auf
Riemann-Mannigfaltigkeiten (M, g) kénnen wir die LANGE VON TANGENTIALVEK-
TOREN &, € T, M als |£,| := \/gz(&x, &) definieren und in Analogie zu [25, 6.5.12]
fiir glatte Kurven ¢ : [0,1] — M die LANGE ¢ durch

Lo = [ o @0, e 0) .

1.2 Definition (Parametrisierung nach der Bogenlinge).

Eine Parametrisierung ¢ einer Kurve heifit PARAMETRISIERUNG NACH DER BoO-
GENLANGE falls |¢/(t)| = 1 fiir alle ¢. Fiir die Lénge beziiglich solcher Parametrisierun-
gen gilt nach [28, 2.7] also Lb(c) = b — a.

1.3 Satz (Bogenlingenparametrisierung).

Jede Kurve besitzt eine Parametrisierung nach der Bogenlinge. Je zwei derartige
Parametrisierungen der gleichen Kurve sind vermdge eines Parameterwechsels der
Form t — £t + a dquivalent.

Beweis. Zur Existenz: Sei ¢ : I — (M, g) eine Kurve, a ein Punkt im Intervall [
und s(t) := Lt (c) = fat |/ (¢)| dt die Langenfunktion s : R D I — R, mit Ableitung
s'(t) = | (t)| > 0. Insbesonders ist s(I) zusammenhéngend und somit wieder ein
Intervall (siche [24, 3.4.3]). Die Umkehrfunktion ¢ : s(I) — I, s —— t(s) ist
nach dem inversen Funktionensatz (siche [24, 4.1.10] und [25, 6.3.5]) C*°. Die
Parametrisierung ¢ := co ¢ ist die gesuchte Parametrisierung nach der Bogenlénge,

da
dc_dc dt dc 1 dc 1 de 1

ds dt ds dt 4 dt |d(t)] dt |%|
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1.6 1. KONFORME ABBILDUNGEN

Zur Eindeutigkeit: Seien ¢ und co ¢ zwei Parametrisierungen nach der Bogenlénge,
dann gilt:

L=|(cop)®)] = ()] 1¢' ()] = ¢ (t)],
da [(co)(t) =1= |c( ()] Es folgt |’ ()] =1 fiir alle ¢, also ¢’ = £1. Wir
erhalten schlieflich p(t) = p(a) f r)dr = p(a)£(t—a) = £t+ (p(a) Fa). O

Auf zusammenhiingenden Riemann-Mannigfaltigkeiten (M, g) erhalten wir eine Metrik
dg: M x M — R" im Sinne der Topologie durch

dy(p,q) == inf{L(c) ic € C(R,M); ¢(0) =p, c(1) = q}.

Wir haben in [31, 18.12] gezeigt, daf8 diese Metrik d, die Topologie von M erzeugt.

1.4 Definition (Isometrie).
Seien (M, g) und (N, h) zwei Riemann-Mannigfaltigkeiten und f : M — N glatt,
dann heifit f genau dann [SOMETRIE, wenn

wa : (TwM, ga:) — (Tf(z)N, hf(m))

fiir alle x eine lineare Isometrie (siehe [28, 1.2]) ist. Beachte, da§ f genau dann eine
Isometrie ist, wenn f*h = g ist.

Bemerkung.
1. Falls f eine Isometrie ist und ¢ : R — M glatt ist, so gilt:
Lin(foc) = Ly-n(c) = Lyg(c).
Wir erhalten fiir die Distanz dp(f(z), f(y)) < dpn(z,y) = dg(z,y), d.h. die
Isometrie kann die Distanz nicht vergroflern. Falls f ein Diffeomorphismus
und eine Isometrie ist, so gilt: d(z,y) = d(f(z), f(y))-

2. Falls die Menge der Fixpunkte einer Isometrie als glatte Kurve ¢ parame-
trisiert werden kann, so ist diese Kurve lokal die kiirzeste Verbindung je
zweier ihrer Punkte: Wir werden in sehen, dafl lokal die kiirzesten
Verbindungen existieren und eindeutig sind. Da aber das isometrische Bild
solch einer Kurve gleiche Lénge hat, muf} es mit dieser iibereinstimmen, also
in der Fixpunktmenge enthalten sein.

1.5 Satz von Nash.

Jede abstrakte und zusammenhdngende m-dimensionale Riemann-Mannigfaltigkeit
(M, g) lapt sich isometrisch in den RC™HDOmH1Y) cinbetten,

Ohne Beweis, siche [38].

1.6 Satz (Existenz von Riemann-Metriken).

Jede parakompakte glatte Mannigfaltigkeit besitzt vollstindige Riemann-Metriken,
d.h. Riemann-Metriken g, deren zugehdrige Metriken dg auf M vollstindig sind.

Beweis. Wir brauchen nur (die Zusammenhangskomponenten von) M in einen R™
einzubetten und dann die von der Standardmetrik induzierte Metrik zu nehmen,
um eine Riemann-Metrik auf M zu erhalten.

Oder wir verwenden, dafl wir mittels Karten lokal Riemann-Metriken finden kénnen,
die wir mit Hilfe einer Partition der Eins zu einer globalen Riemann-Metrik verkleben
diirfen, da “eine Riemann-Metrik zu sein” eine konvexe Bedingung ist.

Die Existenz vollstandiger Riemann-Metriken werden wir in | 13.14 | zeigen. O
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1. KONFORME ABBILDUNGEN 1.10

1.7 Satz (Lie-Gruppe der Isometrien).

Sei (M, g) eine zusammenhingende m-dimensionale Riemann-Mannigfaltigkeit, dann
18t

Isom(M) := {f € Diff(M) : f ist Isometrie}
(zu) eine(r) Lie-Gruppe der Dimension héchstens 3m(m + 1) (machbar).
Die Gruppe Isom(M) ist also im Unterschied zur Gruppe Diff (M) aller Diffeomor-
phismen endlichdimensional. Z.B. haben Isom(R™) = O(m) x R™ und Isom(S™) =
O(m + 1) beide Dimension W +m= Mw

Ohne Beweis. Siehe [22, 2.1.2].

Da man mittels eines inneren Produktes Winkel zwischen Vektoren durch
(z,y)

V@, )/ (Y, y)

definieren kann, konnen wir auf jeder Riemann-Mannigfaltigkeit (M, g) Winkel
«a zwischen Tangentialvektoren und somit zwischen Kurven ¢; und ¢y in ihren
Schnittpunkten (sagen wir ¢;(0) = ¢2(0)) auf folgende Weise messen:

9(c4(0), ¢5(0)) |
V(&5 (0), ¢4 (0)v/5(c4(0), (0))

1.8 Definition (Konforme Abbildungen).

Eine glatte Abbildung f : (M, g) — (N, h) heifit WINKELERHALTEND (KONFORM),
falls Ty f : To M — Ty, N fiir alle z € M winkelerhaltend ist.

cos <{(z,y) :=

Cos«x 1=

1.9 Satz (Lie-Gruppe der konformen Diffeomorphismen).

Die Gruppe der konformen Isomorphismen einer m-dimensionalen parakompakten
zusammenhdngenden Riemann-Mannigfaltigkeit bilden eine Lie-Gruppe der Dimen-
sion héchstens %(m + 1)(m + 2).

Z.B. ist diese Gruppe nach dem Satz [28, 52.11] (bzw. ) von Liouville fiir
M = R™ die Gruppe der Ahnlichkeitsabbildungen von Dimension dim(O(m)) +

dim(R™) +1 = W—l—m—i—l: mh‘%” und fiir M = S? ist nach [1.12] die

Zusammenhangskomponente SL¢(2)/Zy (der Moebius-Transformationen) dieser Gruppe
von Dimension 6 = % -3 -4.

Ohne Beweis. Siche [22, 4.6.1].

1.10 Lemma (Lineare konforme Abbildungen).
Sei f: R™ — R™ linear und injektiv, dann sind dquivalent:

1. f ist winkelerhaltend,
2. IA>0:(f(x), f(v) = Na,y) fir alle z,y € R";
3. Fu>0:puf ist Isometrie.

Beweis. (@) ist offensichtlich mit A u? = 1.

(<:) Sei a der von den Vektoren x und y aufgespannte Winkel und o’ der von
den Vektoren f(z) und f(y) aufgespannte Winkel. Dann gilt:
@@ Mew)
@) 1fW) VA2V ALy

Also ist @ = o/, und f winkelerhaltend.

COS (.
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1.12 1. KONFORME ABBILDUNGEN

(:) Wir definieren A(v) > 0 implizit durch (f(v), f(v)) =: A(v){v, v).
Fiir Vektoren v und w ist v+w L v—w & 0 = (v +w,v —w) = |v|? — |w]* &
|v| = |w|. Da f konform ist gilt somit fiir Vektoren mit |v| = 1 = |w|:

0= (fv+w), flv—w))={f(v), [(v)) = (f(w), f(w)) = A(v) = A(w).

Also ist A konstant auf der Einheits-Sphére und damit auch auf R™\ {0}, denn mit

w = |w|v mit v:= ﬁw € S 1ist

Aw)(w, w) = (f(w), f(w)) = (f(Jw[v), f(lw]v)) = (Jw] f (), [w] f(v))
= [w|* (f(v), f(v)) = (w,w) A(v) 1.
Somit ist fiir zwei beliebige Vektoren v und w:

(), 1) = 2 (150 + 7 ~ 1)~ 1)) = 3 (17w + w)P = 7w~ w)?)

T4
_1 > 2\ _
—4)\<|U—|—w| —\U—w|>—)\<v,w>. O

1.11 Beispiele konformer Abbildungen.

1. Spiegelung f : R™\ {0} — R™\ {0}, z — 1z an der Einheitssphére. Dies ist die
Kartenwechselabbildung fiir zwei stereographische Projektionen bzgl. antipodaler
Punkte:

AN
-p
Die Abbildung f ist konform, da f/(z)(v) = % und somit
, , vz, 2) = 22(2,v) w(z,z) —22(z,w)\
<f (Z)(’U)7f (Z)(’LU)> - < <Z,Z>2 ’ <Z,Z>2 > -

= %(mm (2,207 — 4z 2) {2 )z ) + (e 2) 2 0) 2 0) ) = Ao

(2,2

2. Stereographische Projektion S™ — R™ (siehe [29, 2.20]).

1.12 Proposition.

FEs sei f eine glatte (nicht notwendig regulire) Abbildung auf einer zusammenhingenden
Menge. Wir nennen sie in Verallgemeinerung zu KONFORM, falls T, f fir
jedes z (reelles) Vielfaches einer Isometrie ist. Dann gilt:

1. f:CDU — C ist konform < f oder f ist holomorph.
2. f:82% = C ist konform < f ist konstant.

3. f A00:C DU — 52 ist konform < beziglich stereographischer Para-
metrisierung C C S? ist f oder f meromorph, d.h. ist holomorph bis auf
Pole.

4. f : 8% — S? ist konform < beziiglich stereographischer Parametrisierung
C C 8?2 ist f oder f rational, d.h. Quotient zweier Polynome.
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1. KONFORME ABBILDUNGEN 1.12

5. f:82 = 82 ist konformer Diffeomorphismus < beziiglich stereographischer
Parametrisierung C C S? ist f oder f eine Mobiustransformation, d.h. ist
Quotient der Form z w (az +b)/(cz + d) mit ad —bec # 0.

6. f:R? — R? ist konformer Diffeomorphismus < f ist eine Ahnlichkeitsab-
bildung, d.h. eine Bewegung zusammengesetzt mit einer Streckung.

Hierbei wir S als kompleze Mannigfaltigkeit aufgefafit, siche [29, 2.18] bzw. .

In Analogie zur Definition von holomorph in [28, 30.9] (siehe [29, 2.3,2.5]) heif}t
eine Funktion f : C D U — C ANTIHOLOMORPH, falls f : R? D U — R? glatt ist
und f/(z) konjugiert komplex-linear ist, d.h. f'(2)(iv) = —if’(2)(v) fiir alle v, 2.
Dies ist genau dann der Fall, wenn f holomorph ist.

Beweis. Die Implikationen (<) sind leicht zu verifizieren, siehe [29, 2.10]. In ()

geht das wie folgt. Es sei f : z — 2% eine Méobiustransformation. Dann ist f :

cz+d
C\{—d/c} = C\{a/c} ein konformer Diffeomorphismus, mit Inverser w _dch;ba,
denn J )
W —
=w & b= dwez=——"—.
f)=weaz+ (cz+dw ez v
Falls ¢ # 0 so erweitern wir diesen nun durch f(—d/c) := oo und f(c0) := a/c

zu einer Bijektion S2 — S2. Diese Erweiterung ist holomorph bei —d/c, denn
z+ 1/f(2) = (cz + d)/(az 4+ b), ist holomorph nahe z = —d/¢, da a(—d/c) + b =
—(ad —be)/c # 0. Sie ist holomorph bei oo (siehe [29, 2.18]), denn

2z f(1/2) = (a/z+b)/(c/z+d) = (bz 4+ a)/(dz + ¢),

ist holomorph nahe 0, da d0 + ¢ = ¢ # 0.
Falls ¢ = 0, so erweitern wir f durch f(oc0) := co. Dann ist die Erweiterung holo-
morph bei oo, da

1/f(1/z) = (¢/z + d)/(a/z + b) = (dz + ¢)/(bz + a)
und a # 0 wegen ad = ad — bc # 0. Also definiert jede Mdbiustransformation f
einen konformen Diffeomorphismus S? — S? (siehe auch [29, 2.18])

Fiir die umgekehrte Richtungen (=) gehen wir wie folgt vor:

() Jede Isometrie R? — R? ist eine Drehung (eventuell mit einer Spiegelung
zusammengesetzt), siehe [28, 1.2]. Also ist f/(z) oder f/(z) = ?l(z) Multiplikation
mit einer komplexen Zahl und die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
Bzv = ia” und — ia“ sind fiir f =: u+ v erfiillt. Bleibt zu zeigen, dafl diese
Vorzelchen =+ der Determlnante der Jacobi-Matrix von f unabhéngig von z ist: Wir
erhalten

Pu  0%u 0% 0%

e -t JLALEPY )

oxr2 = Oy Oxdy = Oyox
d.h. u = Ref ist harmonisch. Wir suchen ein w, s.d. v+ 4w holomorph ist, d.h. die
Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt. Es soll also dw = g—’: dr +

%—Z’ dy = dx —|— = dy gelten, was wegen der Integrabilitétsbedingung
ou ou ?u  9%u
d(—a—d —&—%dy) = —(@-‘r o o) dendy =0
durch den Ansatz s g .
w
= dx dy
w(z) 3 + — a9y

erreichbar ist. Da nun u+ ¢ w holomorph ist, sind die Stellen z mit (u+iw)'(z) =0
(& f'(2) = 0) isoliert, also die Determinante der Jacobi-Matrix von f lokal um
diese Punkte von konstanten Vorzeichen und somit ist f oder f holomorph.
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2.2 1. KONFORME ABBILDUNGEN

() Es sei f : % — C konform. Dann ist auch die Zusammensetzung C — S? — C
mit der stereographischen Parametrisierung konform, also holomorph oder antiholo-
morph nach () Da f(S?) kompakt ist, ist diese Zusammensetzung beschrinkt,
und nach dem Satz von Liouville (siehe [29, 3.42] oder [39, S.116]) konstant.

(3) Essei f:C DU — S konform und 2, € U. Falls f(z) € C C S? liegt,
dann ist f : C — C lokal konform und nach () also (anti-)holomorph. Andern-
falls ist f(z0) = oo und somit z — ﬁ (anti-)holomorph und hat folglich zy als
isolierte Nullstelle und ist lokal beschrankt. Also hat f eine isolierte Singularitat in
zo und kommt lokal um zy den Wert 0 nicht nahe und hat folglich nach dem Satz
von Casorati-Weierstrass (siche [39, S. 166]) in zo keine wesentliche Singularitét,

sondern einen Pol. Also ist f oder f meromorph.

() Nach () ist flc : S2 D C — S? (oder f) meromorph und hat nur endlich
viele Pole z;, da diese auf S? isoliert sind. Dort ist die Laurent-Entwicklung f(z) =
Z,?;_nj(z — zj))*f] fiir ein n; € N. Also ist 2z — f(2) — S0, (2 — )%,
holomorph um z;. Falls auch oo ein Pol ist, dann ist die Laurent-Entwicklung
F(2) =20, 2N e, also f(z) — Y252 2F £25, holomorph bei co. Also ist

e f) =S e ), =Y ks
i k=1 k=1

holomorph S$? — C und nach () konstant, d.h. f ist rational.

() Nach () ist f= § fiir relativ prime Polynome p und ¢. Falls der Grad von
p oder von ¢ grofer als 1 ist, dann hat h(z) := p(z) — cq(z) (fiir geeignetes ¢) Grad
grofer als 1. Da f injektiv ist, darf nur eine Losung z = zg von h(z) = 0 existieren,
d.h. h(z) = k(z — 20)™ fiir ein n > 2 und k # 0. Dann ist p(zp) = cq(z0) und auch
0="h(z0) =p'(20) — c¢¢'(20) und somit f’(z9) = qp/q}pq/ (z0) = 0, ein Widerspruch
dazu, dafl f ein Diffeomorphismus ist.

(@) Sei f : R? — R? ein konformer Diffeomorphismus. O.B.d.A. (ersetze wenn
nétig f durch f) ist somit f holomorph nach () und erfiillt f(0) = 0 (ersetze

f durch f — f(0)). Sei ¢ : z — L. Dann ist fi=tofor:C\{0} = C\{0}
ein holomorpher Diffeomorphismus. Da f ein Diffeomorphismus bei 0 ist und somit
f~1 lokal beschrinkt ist, existiert ein § > 0 mit |f~1(z)| < ¢ fiir alle |z| < 1. Somit
gilt 2] < 1 = () 2 6 = )] = 1 = 1F()] = ()] < 1, dh. [ ist
nahe 0 beschrinkt und somit zu einer holomorphen Funktion auf C erweiterbar
mit f(0) = 0 (siehe [29, 3.31] oder [39, S.115]). Gleiches Argument gilt auch fiir
die Umkehrfunktion f 1 d.h. f 1laBt sich zu einen konformen Diffeomorphismus

S% — §2 erweitern. Damit ist f nach ([5]) eine Mbiustransformation 2z — gzt

mit 0o — 00, also ¢ = 0, d.h. eine Ahnlichkeitsabbildung. O

2. Riemann-Fliachen

2.1 Definition (Riemann-Fliche).

Eine RIEMANN-FLACHE ist eine 2-dimensionale Riemann-Mannigfaltigkeit.

2.2 Satz von Korn-Lichtenstein.

Auf jeder Riemann-Fliche existieren konforme lokale Koordinaten (auch ISOTHER-
MALE KOORDINATEN genannt).

6 andreas.kriegl@univie.ac.at (© 31. Januar 2019



2. RIEMANN-FLACHEN 2.5

Ohne Beweis. Siehe [9] oder [40, Vol.II, Addendum 2]

2.3 Definition (Komplexe Mannigfaltigkeit).

Fine KOMPLEXE MANNIGFALTIGKEIT ist eine glatte Mannigfaltigkeit mit einem
Atlas, dessen Kartenwechsel komplex differenzierbar (holomorph) sind.

Eine ORIENTIERTE MANNIGFALTIGKEIT ist eine glatte Mannigfaltigkeit mit einem
Atlas, dessen Kartenwechsel orientierungserhaltend sind. Fiir ein detailierteres Studi-
um von Orientierbarkeit siche Abschnitt [31, 27].

2.4 Folgerung.

Jede orientierte Riemann-Fldche ist eine komplexe Mannigfaltigkeit.

Beweis. Man wihle nach einen Atlas, dessen Kartenwechsel konform und
orientierungserhaltend also nach | 1.12.1 | holomorph sind. O

2.5 Beispiele konformer Diffeomorphismen.

(1) Die S? hat als Atlas die stereographische Projektion vom Nord- und Siidpol.
Der Kartenwechsel ist die Inversion am Einheitskreis, ist also konform aber ver-
tauscht die Orientierungen. Wir d&ndern die Orientierung einer Karte und erhalten so
einen holomorphen Atlas. Dies nennt man auch die RIEMANN’SCHE ZAHLENKUGEL
oder besser RIEMANN’SCHE ZAHLENSPHARE, siche auch [29, 2.22]. Wir betrachten
nun die AUTOMORPHISMENGRUPPE der S2. Das ist die Menge aller biholomor-
phen Abbildungen f : S2 — S2, wobei die BIHOLOMORPHEN ABBILDUNGEN, genat
die konformen, orientierungserhaltenden Diffeomorphismus sind. Nach gilt
beziiglich der stereographischen Projektion von S2 — C folgende Beschreibung:

Aut(S?) = {zr—> az+b tad —be = 1}.
cz+d

Diese Gruppe der MOBIUSTRANSFORMATIONEN kann man auch mit folgender Ma-
trizengruppe bis auf eine Multiplikation mit 41 identifizieren:

SL¢(2) = {(i 2) :ad—bc:l}.

Die Gruppe Aut(S?) ist also isomorph zu SL¢(2)/Za, wobei die Untergruppe Zs
gegeben ist durch Zs := {id, — id}. Dies ist eine Lie-Gruppe der Dimension 4-2—2 =
6.

(2) Die Automorphismengruppe von C besteht aus jenen Mobiustransformationen

von Aut(S?), welche C C S? oder — #iquivalent — den Nordpolé oo € C invariant

lassen (siehe ) Also gilt:
Auwt(C)={z—az+b:a#0a,be C} {(8 l{) ia#Oa,bE(C}.

Man nennt dies auch die “az + b-Gruppe”, siehe [28, 14.2]. Sie ist komplex 2-
dimensional.

(3) Fiir die offene Einheitsscheibe D besteht die Automorphismengruppe aus jenen
Mobiustransformationen von S?, die D invariant lassen, d.h.

Auwt(D) = {zr—> az ¥,

- caa —bb =13 = SU(2,1)/Zs.

=1 = sUR)/2

Es ist leicht zu sehen, dafl jede solche Mobiustransformation D invariant 1a8t. Fiir
die Umkehrung benéttigen wir dafiir das
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3.1 2. RIEMANN-FLACHEN

Schwarz’sche Lemma.

Es sei f : D — D holomorph mit f(0) = 0. Dann ist |f'(0)] <1 und |f(2)| < |z| fir
alle z. Genauer gesagt, es tritt einer der beiden folgenden Flille ein:

o 1FO)] < 1 und |f(2)] < |#] fiir = £ 0;
e f(2) =" fiir ein 0 € R und alle z.

Fiir einen Beweis siehe [29, 3.43].

zZ—C

Es sei f ein Automorphismus von D mit f(0) =: c. Die Abbildung z + $=% ist eine
Mobiustransformation der angebenen Gestalt Setzt man f mit dieser zusammen so
wird 0 invariant gelassen. O.B.d.A. ist also f(0) = 0. Nach dem Schwarzschen
Lemma ist | f'(0)| < 1 und da f ein Diffeomorphismus ist, ist f/(0) # 0 und gleiches
gilt fiir die Inverse f~1. Wegen f~'o f = id ist also (f~1)’(0) o f/(0) = 1 und somit
|f'(0)] = 1, d.h. f(z) = €% fiir ein § € R nach dem Schwarzschen Lemma. Dies ist
ebenfalls eine Mobiustransformation der gesuchten Gestalt.

Es ist Aut(D) eine 3-dimensionale Gruppe. Sei dazu a = ay + ia3 und b = by + ibs.
Dann ist @12 + a2? — b12 — b2 = 1 und durch die Beziehungen

(1) ri1=a1+b r12 = az + ba

(2) To1 = a2 — by To.2 = a1 — b

wird ein Element (73} 753 ) € SL(2)/Z> definiert. Somit erhalten wir einen Isomor-
phismus Aut(D) = SL(2)/Z,, siehe Aufgabe [28, 72.62].

2.6 Die Hyperbolische Scheibe.

Wir definieren eine neue Riemann-Metrik auf D durch

1
g:(v,w) = m(v, w).

Dies ist eine konform &quivalente Metrik, d.h. id : (D, {-,-)) — (D, g) ist ein kon-
former Diffeomorphismus. Es ist also

Aut(Dv g) = Aut(D7 <'7 >)
Fiir f(2) := 2% d.h. f € Aut(D), ergibt sich

~ bz+a’
[v]? f'(2) ()2

(e P (e 1 [ R A

denn es gilt

A= 2P)If () =1~ 1f(2).
Es ist demnach Aut(D, g) = Isom(D, ¢g), man nennt diese Riemann-Fliche (D, g)
die HYPERBOLISCHE SCHEIBE. Fiir sie ist jeder winkelerhaltende Diffeomorphismus
also langenerhaltend.

3. Riemann’scher Abbildungssatz und Uniformisierungssatz

3.1 Riemann’scher Abbildungssatz.

Jede 2-dimensionale, kompleze, einfach zusammenhdngende Mannigfaltigkeit ist bi-
holomorph zu D, C oder S2.

Dies ist eine Verallgemeinerung von [28, 5.3].

Ohne Beweis. siehe [1, S.158].
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3. RIEMANN’SCHER ABBILDUNGSSATZ UND UNIFORMISIERUNGSSATZ 3.3

Die in [28, 24.31] (siehe auch [30, 6.29]) konstruierte universelle Uberlagerung M
einer komplexen Mannigfaltigkeit M ist selbst eine komplexe Mannigfaltigkeit und
die Uberlagerungsabbildung ist lokal eine biholomorphe Abbildung. Das ist offen-
sichtlich, denn die Kartenwechselabbildungen des kanonische Atlasses von M sind
ident mit solchen von M.

Wegen ist die universelle Uberlagerung einer 2-dimensionalen, komplexen Man-
nigfaltigkeit D, C oder S2.

3.2 Die universelle Uberlagerung der punktierten Ebene.

Die Abbildung p : RT x R — R* x §' = C\ {0} mit (r,p) = (r,e"?) s re' ist
offensichtlich eine Uberlagerung. Da R* x R einfach zusammenhéngend ist, ist p
zugleich universelle Uberlagerung. Wegen

P (r, @) (s, ) = S2s + G2 = % s+ ie? 1)
ist p eine Isometrie bzgl. folgender Riemann-Metrik auf RT x R:

(5,90 = P (1, 9) (5, 0)? = 5 + 1202,
Die Abbildung h : R* x R — C mit
h:(r, @) = In(r) 4+ ip = (In(r), ¢)

ist ein konformer Diffeomorphismus: Dafl h ein Diffeomorphismus ist, ist wegen
h=1: (z,y) — (€%, y) klar. Es ist

B (r,9)(s,9) = (75,9)
1 (r, @) (5, 90)* = 52 407 = (s +r°0%) = El(5,0)[F,),
also ist h auch konform. Und somit ist
poh™t:C—-R" xR —C\{0}
z=x4iy > (%,y) ¥ - e =T = ¢,

universelle Uberlagerung als Riemann-Flichen.

Wir wollen nun Riemann’sche Fldchen X mittels ihrer universellen Uberlagerungen
X beschreiben. Dazu werden wir [28, 24.18] verwenden: X = X /G, wobei G die
Gruppe der Decktransformationen der universellen Uberlagerung X — X ist.

3.3 Die Decktransformationen von exp : C — C\ {0}.

Wir wollen die Decktransformationen der universellen Uberlagerung exp : C —
C\ {0}, z — e* bestimmen. Wir wissen bereits, dafl

Aut(C) ={f:C — C: f ist biholomorph}
= Gruppe der Mobiustransformationen z — az 4+ b mit a # 0.
Nun definieren wir fiir z1, 29 € C:
21 ~ zg 0 & exp(z1) = exp(z2) & "Wt = ™62 & (1) = x2) A (Y1 — Yo € 277).

Jede Decktransformation g € {h € Aut(C) : h(z) ~ z V z} kénnen wir als z — az+b
schreiben. Sei also az + b ~ z fiir alle z. Fiir z := 0 folgt b ~ 0 und somit b € 2iwZ.
Weiters folgt fiir z := 1, dal a ~ 1 ist, d.h. Re(a) = 1 und Im(a) € 27Z. Wenn
z := 1 ist, schlieflen wir analog, dafl ai = —Jm(a) + iMRe(a) ~ i ist, d.h. Im(a) =
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3.4 3. RIEMANN’SCHER ABBILDUNGSSATZ UND UNIFORMISIERUNGSSATZ

0 = a = Re(a) = 1. Somit haben wir also die Gruppe G der Decktransformationen
zu obiger universeller Uberlagerung gefunden:

G={z— z+2ink: ke Z}.

3.4 Uniformisierungssatz.
Sei M eine 2-dimensionale, zusammenhdngende, orientierte Riemann-Mannigfaltig-
keit. Dann ist M konform-isomorph zu M /G, wobei M € {S? C,D} und G eine
Gruppe von Mébiustransformationen in Aut(M) ist. Umgekehrt, ist G eine Gruppe
von Mébiustransformationen auf My € {S?,C,D}, welche STRIKT DISKONTINUIER-
LICH wirkt, d.h. Vx 3U(z) : U(z) Ng(U(z)) =0 for all g # id, dann ist

1. My/G eine Mannigfaltigkeit,

2. die Quotientenabbildung My, — My /G eine Uberlagerungsabbildung, und

3. G ist die Gruppe der Decktransformationen der Uberlagerung.

Beweis. Die nach [28, 24.31] existierende universelle Uberlagerung M ist wegen des
Riemannschen Abbildungssatzes eine der drei Riume S2, C, D und nach [28,
24.18] ist M isomorph zu M /G, wobei G die Gruppe der Decktransformationen ist,
also eine Gruppe von Mobius-Transformationen die nach [28, 24.18] (siehe auch [30,
6.27]) strikt diskontinuierlich auf M wirkt. Umgekehrt liefert jede solche Gruppe G
eine Uberlagerung M — M /G =: M nach [28, 24.19] (siehe auch [30, 6.2]). O
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II. Differentialformen auf Riemann’schen
Mannigfaltigkeiten

4. Volumsform und Hodge-Stern-Operator

4.1 Rekapitulation: Musikalische Isomorphismen

Nach [31, 241.2] haben wir die “musikalischen” Isomorphismen # : T, M — (T, M)*
mit Inversen b. Die Basis-Elemente a?u‘ von T, M werden dabei abgebildet auf
ﬁ(%) =2 gj.idul mit g;; = g(%, %). Es folgt, dal auf kanonische Weise
TM = T*M ist, und somit der Raum der Vektorfelder X(M) kanonisch isomorph
zum Raum der 1-Formen Q!(M) ist. Inbesonders ist somit fiir Funktionen f €
C>(M,R) der Gradient grad(f) € X(M) definiert durch f(grad f) = df € Q'(M).
Und allgemeiner gilt fiir Tensorfelder (siehe [31, 23.1]):
THM) 2 T (M) = T3 (M)

p+q

4.2 Rekapitulation: Volumsform

Die Determinanten-Funktion det fiir orientierte euklidische Vektorrdume lieferte
uns in die VOLUMSFORM volys € Q™ (M) orientierter Riemannscher Mannig-
faltigkeiten (M, g) durch

voly (z) := det € LT}, (T, M;R).

Thr Wert auf der Basis (g; := a?n) von T, M ist

Vol( 5o,y 52) = det(gi, - .., gm) = VG mit G := det(g; ;)i -

» Oum™

Und wir erhalten folgenden Isomorphismus:
C>®(M,R) == QImM(AN) fs fovoly .

In [31, 28.10] haben wir orientierte Teilmannigfaltigkeiten N der Kodimension
1 in (n+1)-dimensionalen orientierten Riemann-Mannigfaltigkeiten M betrachtet.
Wenn v, fiir © € N den eindeutig bestimmten Vektor in T, M bezeichnet, fiir
welchen (vg,eq,...,e,) eine positiv-orientierte Orthonormalbasis in T, M ist fiir
eine (jede) orientierte Orthonormalbasis (eq,...,e,) von T, N, und v zu einem
Vektorfeld gleichen Namens auf ganz M fortgesetzt ist, so gilt

voly = inkl* (¢, (volps)) auf N.

Insbesonders gilt das fiir den kanonisch orientierten Rand N = OM einer berandeten
orientierten Riemann-Mannigfaltigkeit M. Der Vektor v ist in diesem Fall der nach
auflen weisende Einheitsnormalvektor, siehe [31, 28.9].
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4.4 4. VOLUMSFORM UND HODGE-STERN-OPERATOR

4.3 Rekapitulation: Erweiterung des inneren Produkts

In Aufgabe [32, 33] haben wir ein inneres Produkt am Dualraum E* eines orien-
tierten Euklidischen Vektorraums E definiert, indem wir forderten, daf§ die duale
Basis (') von E* einer positiv-orientierten Orthonormalbasis (e;) von E ebenfalls

eine Orthonormalbasis sei. Auf ®k E' definieren wir ein skalares Produkt indem wir
fordern, dafl die Basis (e;, ® ... ® €;;)sy,....i,, €ine Orthonormalbasis ist und ana-

log auf A* E durch die Orthonormalbasis (e;, A ... A €;, )i, <...<i, . Diese Definition
ist von der Basis unabhéngig, denn das skalare Produkt auf E* ist durch folgende
Formel gegeben:

(@*,y ) pe = (pa*,by*) g, da (', €’) pr = (ei, e5)m = 6.
Auf ®k F ist das skalare Produkt analog gegeben durch:
<:L'1 ®®xk7y1®®yk>®kE = <$1>y1>E <$k7yk>E

Auf /\k F ist das skalare Produkt analog gegeben durch:
<331 VANRANY: /7 A 73 VAR yk>/\k B= det ((<in, yj>E)i,j)

1
k,<$1/\ /\mk7y1/\"'/\yk>®kE'

Achtung: Die Einschrankung des skalaren Produkts von ®k FE auf den Teilraum
/\k E hat noch einen Faktor k!, denn

1A Axg =kl alt(z; @ -+ ® xg) :Zsign(a)xa(1)®~~®xo(k)

und somit ist

<x1/\~-~/\mk,x1/\-~-/\xk>®kE:

= Zs1gn ) sign(m) (To(1) @+ @ Ty (k), Tr(1) ® @ Tr(h)) @k B
= Zﬁgn ) sign(7) (o (1), Tr(1)) - - (To(k)s Tr(k))
= Zblgn sign(m 0 ) (T4 (1), Tr(o(1))) - - - (To(k)> Tr(o (k)

= k! Z sign(m) (1, Tr(1)) - - (T Tr(r))

:k!<x1/\.../\xk7:r1/\.../\xk>/\kE

4.4 Rekapitulation: Hodge-Sternoperator

In Aufgabe [32, 30] haben wir fiir orientierte m-dimensionale euklidische Vek-

torrdume E den Hodge-Sternoperator * : /\k E— /\m_k E durch folgende implizite
Gleichung definiert:

k
NA (xw) = (n,w) - det fiir n,w GAE.

In Aufgabe [32, 31] haben wir nachgerechnet, dafl

k m—k k
%0k = (—1)k(m_k) :/\E—> /\ E—>/\E
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4. VOLUMSFORM UND HODGE-STERN-OPERATOR 4.7

Und in Aufgabe [32, 32] haben wir fiir orientierte Riemann-Mannigfaltigkeiten
(M, g) der Dimension m den HODGE-STERNOPERATOR * : QF(M) — QM=% (M)
definiert durch (xw)(z) := *(w(x)) und gezeigt, dafl

x: C®(M,R) = QM) — Q™(M) gegeben ist durch f — f - vol und
x: X(M) 2 QY (M) — Q™1 (M) gegeben ist durch £ — i¢ vol.

4.5 Rekapitulation: Divergenz
In Aufgabe [32, 34] haben wir die Divergenz eines Vektorfelds £ € X(M) durch

div ¢ = (d(se voluy
definiert und div & - volps = L¢ volps gezeigt. Also lokale Formel erhielten wir

_ o(VGE)
dive = \FZ e

)) M (*odo*oﬁ)(ﬁ) IS COO(M,R)

4.6 Bemerkung

Fiir Vektorfelder ¢ auf berandeten Riemann-Mannigfaltigkeiten M gilt:
incl* (ze volar) = (&, vam) - volam,
denn fiir eine Orthonormalbasis (e;); von T (OM) ist
(tevolpr)(et, ... em) =volpr(€,€1,. .., 6m) =

= VOIM(<§7 Vv+€—{vv,e,.. .,em)

e(T(OM))t €T(OM)

{

,V) -volpyr(v,er, ... em) +0

L
o

<£a V> . VO]@M(ely ey em)-

4.7 Greensche Satz.

Sei M eine orientierte Riemann-Mannigfaltigkeit mit Rand und sei & € X(M) mit
kompaktem Trager. Dann gilt

[ dive-volas = [ (&) - volous.
M oM

Diese Formel rechtfertigt die Bezeichnung QUELLDICHTE fiir div.
Beweis. Es gilt:

(31, 25.9]

45
/ div¢ - volys ,CgvolM / (dote+ e od)voly
M M

S kes [31, 28.11 L
/ d(ee volar) + Stokes [51, 25 11) / inel™ (te volar)
OM

m|
(§,van) - volans . O
oM
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5.3 4. VOLUMSFORM UND HODGE-STERN-OPERATOR

5. Der Laplace-Beltrami-Operator

5.1 Laplace-Operator.

Wir verallgemeinern nun den Laplace-Operator auf allgemeine orientierte Riemann-
Mannigfaltigkeiten. Dazu ist der KODIFFERENTIALOPERATOR d* definiert durch:

—1)P g* *

e TV gp1 Qr d > Qp—1
*J{: :l* oder *l: :T*
Qm—p Qm—p—i—l Qm—p Qm—p+1
d (71)pm+m+l d

Man sollte beachten, dafl dieser keine graduierte Derivation ist. Das Vorzeichen ist
so gewahlt, dal d* formal adjungiert zu d wird, wie wir in zeigen werden. Um
die Gleichwertigkeit der beiden Diagramme zu zeigen rechnet man wie folgt:

dox =x%o(—1)Pd* < %o (—1)pm+m+1d oO% =%o0 (—1)”ererl xo(—1)Pd" =

- (_1)(pM+WL+1)+p+(P—1)(m—p+1)d* = d*

Fiir 3-dimensionale orientierte Riemann-Mannigfaltigkeiten (und insbesonders fiir
M offen im R?) ist somit (vgl. mit [31, 25.11] und [4.5]):

_d* a4 _d*

03 02 Ot 0o
0o 0t 02 03
d d d
T
c X——C™
grad rot div

Die Abbildung A := dd* + d*d : QP — QP heifit LAPLACE-BELTRAMI-OPERATOR.
Allgemein gilt fiir Funktionen f € C°°(M,R) die Formel Af = —divgrad f, denn
Af =d*df+0= (-1 wdxdf

4.5

45
=—xdxfgrad f — % d Lgrad f VOlps —div(grad f).

Der hier definierte Laplace-Operator hat somit ein vielleicht ungewohntes Vor-
zeichen, welches dazu dient, ihn zu einen positiven Operator zu machen, siehe .

5.2 Produktregeln.
Fir f,g € C°°(M,R) und & € X(M) gilt:
grad(f - g) = g-grad(f) + f - grad(g)
div(f - €) = f - div(€) + df - € = f - divi(€) + (grad(f), €)
A(f-g)=1f-Alg) + A(f) - g — 2(grad(f), grad(g)),
siehe Aufgabe [28, 72.69].

5.3 Greensche Formeln.

14 andreas.kriegl@univie.ac.at © 31. Januar 2019



5. DER LAPLACE-BELTRAMI-OPERATOR 5.5

Sei M eine kompakte orientierte Riemann-Mannigfaltigkeit mit Rand und seien f
und h in C°(M,R). Dann gilt:

(1) /M ((grad f.gradh) — f - Ah) -vol = " f - (grad h, v) - vol
(2) /M(f-Ah—h.Af).Volz—/OM(fdh_hdf)(V)_vol

Beweis. Es gilt

5.2
div(f - grad h) f-div(grad h) + (grad f,grad h) = — f - Ah + (grad f, grad h)
und somit fir £ := f - grad h:

/ ((grad fygradh) — f - Ah) -volpyr = / div(f - grad h) - volpys =
M M
[47]
= / divﬁ . VOlM —_ / <§,I/3M> ~V013M
M oM

= / (f - grad h,vonr) - volon = / [ - (grad h, vanr) - volans
oM oM

= / f~dh(l/aM) ~V013M.
oM

Vertauscht man f und h in und zieht das Resultat von ab, so erhilt man
die zweite Greensche Formel. O

5.4 Folgerung (Subharmonische Funktionen sind konstant).

Sei M eine kompakte, orientierte Riemann-Mannigfaltigkeit ohne Rand. Dann ist
jede SUBHARMONISCHE FUNKTION f € C°(M,R) - d.h. Af <0 - konstant. Ins-
besonders gilt dies fiir harmonische Funktionen, d.h. die stationdren Punkte f der
Wirmeleitungsgleichung Af = 0.

Beweis. Wihlen wir in der 2. Greenschen Formel die Funktion h konstant 1,
so erhalten wir [, —Af-voly = [, df (v)-vol = 0. Wegen Af <0 ist also Af =0,

d.h. f ist harmonisch. Nach der 1. Greenschen Formel fiir h = f erhalten
wir analog

[5.3.1]
0= [ (lgwad s = Af ) -volus = [ Jgrad £ volu,
M v_o M
also ist grad f = 0 und somit ist f konstant. O

5.5 Der Laplace-Beltrami-Operator ist symmetrisch.

Was 1a3t sich allgemein iiber den Laplace-Beltrami-Operator A := dd* + d*d :
Q(M) — Q(M) einer kompakten orientierten Riemann-Mannigfaltigkeit M aus-
sagen? Auf jedem homogenen Teil ¥ (M) haben wir nach ein inneres Produkt,
welches gegeben ist durch

<a7ﬂ>Qk(M) = /Ju<04(.), B()>/\k M VOlM c R.
Es sind d und d* formal adjungierte Operatoren beziiglich diesem inneren Produkt,

denn

a A= (a,f) - vol fiir a, € QF(M)
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5.8 5. DER LAPLACE-BELTRAMI-OPERATOR

und fiir o € QF und 3 € Q! rechnen wir wie folgt:

5.1
(dB, a) Vol—<5, (—1)kmAmtl d*a> vol
=dB A*a+ (=1D)F"TMB A%k dx

= dB Axa+ (=1)FmFmp A (=1) AN gy o
=dBAxa+ (D) 1B Adxa
=d(B A *xa).

= /M(oz,dﬁ> vol = /M<d a, B) vol+

(<a, dg) — (d*a, B)) vol

(B A xa).

d

M
=0
Somit ist der Laplace-Beltrami-Operator A = dd* + d*d symmetrisch, d.h.
(Aa, B) = (o, AB)
Er ist auch positiv, denn
(Aa, ) = ((dd* + d*"d)a, ) = (d" o, d* ) + {dav, da) > 0.
Wegen dieser Gleichung gilt auch:
Aa=0<da=0=d"a, also Ker(A) = Ker(d) N Ker(d").

Die Formen im Kern von A werden auch als HARMONISCHE FORMEN bezeichnet.

Der Operator A ist ein linearer Differentialoperator vom Grad 2. Man kann zeigen,
daf er elliptisch ist, siehe [43, 6.35 S.258] und damit folgende Lemmas gelten:

5.6 Lemma.

Eine Folge von k-Formen o, € QF(M), fiir die sowohl {||a,|? := (an,an) : n €
N} als auch {||A(an)||? : n € N} beschrinkt ist, besitzt eine Cauchy-Teilfolge im
normierten Raum QF(M).

Ohne Beweis, siehe [43, 6.6 S.231] und [43, 6.33 S.258].

Jedes a € QF(M) definiert ein stetig lineares Funktional & € L(Q*(M),R) durch
a(p) = (@, p) aber nicht umgekehrt! Jedoch gilt:

5.7 Lemma.

Jede SCHWACHE LOSUNG « von Aa =~ mit v € QF(M) ist eine wirkliche Lésung,
d.h. aus & € L(Q*(M),R) mit (y, o) = a(A(p)) fiir alle ¢ € Q¥(M) folgt, dafi ein
a € QF(M) existiert mit &(p) = (o, ) fiir alle ¢ € QF(M).

Beachte: Aa=v & Vo (v,¢) = (Aa,p) = (a, Ap) = a(Ap).
Ohne Beweis, siche [43, 6.5 S.231] und [43, 6.32 S.253].
5.8 Theorem von Hodge.
Sei M eine kompakte orientierte Riemann-Mannigfaltigkeit so gilt:
1. dim(Ker A) < oo.
2. A: (Ker A)t — Bild A ist eine offene Abbildung.
3. Bild A = (Ker A)*.
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5. DER LAPLACE-BELTRAMI-OPERATOR 5.9

Beweis.

Angenommen Ker A ist unendlich-dimensional, dann existiert eine orthonormale

Folge von «,, € Ker A. Diese hat nach eine Cauchy-Teilfolge, ein Widerspruch
2 [lo, — am? = Jlan[|* + [am|* = 2.

Klarerweise ist A : (Ker A)* — Bild A bijektiv.

Behauptung: 3 ¢ V a € (KerA)L : ||af < c¢|Aal| (also ist A™! : BildA —
(Ker A)* stetig bzgl. der Norm).

Sei indirekt angenommen 3 a,, € (Ker A)* mit ||| = 1 und ||Aa,| — 0. Nach
Lemma diirfen wir annehmen, dafl «,, eine Cauchy-Folge ist. Also existiert

a(p) = nli_}ng(an, ©) fiir jedes p € QF,

Das lineare Funktional & : QF — R ist beschrinkt, denn |&(p)| < sup,, [{an, @)| <
1-||l¢ll und es gilt @|ker o = 0, denn

r L
on € Er 2 im0 =0

p e Ker A= a(p) = 1iTILn<an, ) T
aber auch &|giaa = 0, denn &(Ap) = lim, o0 (Qn, Ap) = limy, oo (Aay, ©) = 0,
d.h. & ist eine schwache Losung von Aé = 0. Nach Lemma ist es eine wirkliche
Losung, d.h. 3 a € QF : a(p) = (a,p) fiir alle ¢ € QF. Somit ist a € (Ker A)*,
denn (a, @) = a&(p) = 0 fiir ¢ € Ker A, und a # 0, ja sogar ||| = lim, o, || = 1.
Aber es ist 0 = a(Ap) = (a, Ap) = (Aa, ) fiir alle p € QF und somit Aa = 0.
Das ist ein Widerspruch zu 0 # « € (Ker A)=L.

Die Idee zum Beweis von Bild A = (Ker A)' ist die Gleichung (KerT)t =
Bild(7T™) aus der linearen Algebra fiir lineare Abbildungen zwischen endlich dimen-
sionalen Vektorrdumen. Im unendlich-Dimensionalen stimmt diese so nicht mehr,
aber mittels der Elliptizitdt konnen wir sie nun fiir 7' := A zeigen.

(C) Es gilt Bild A C (Ker A)*, denn fiir ¢ € Ker A ist (A, ¢) = (o, Ap) = 0 da
A symmetrisch ist.
(2) Sei v € (Ker A)L. Wir definieren &(Ayp) 1= (v, ) fiir alle ¢ € QF. Dann ist

& : Bild A — R wohldefiniert, denn aus Ay, = Aps folgt o1 — 2 € Ker A und
somit (7,1 —@2) = 0. Und & : Bild A — R ist beschrinkt, denn fiir den auf Ker A

orthogonal stehenden Anteil 1 von ¢ gilt Ap = Ay und somit nach :
|a(Ap)| = a(AP)| = [(v, )] < Iyl - 19l < e - Il - [[A%] = e vl - 1 Aell

Also ist & nach dem SATZ VON HAHN-BANACH (siehe [27, 7.2]) erweiterbar zu
einem ||_||-beschriinkten linearen Funktional auf Q. Diese Erweiterung ist aber eine

schwache Losung von Ad = «, und somit existiert nach Lemma ein o € QF
mit (o, ) = a(yp) fiir alle ¢, also (Aa, p) = (a, Ap) = &(Ap) = {7, ). Somit ist
v = Aa € Bild A. O

5.9 Folgerung (Orthogonale Zerlegung der Formen).

Fiir kompakte orientierbare Riemann-Mannigfaltigkeiten M haben wir folgende or-
thogonale Zerlegungen:

Q=KerA®BildA wund BildA = Bildd @ Bildd*

Beweis. Die erste direkte Summenzerlegung haben wir in gezeigt. Nun zur
zweiten:
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(2) Die linearen Unterriume Bild d und Bild d* sind in Bild A = (Ker A)* enthal-
ten, da (da, 8) = (o, d*B) = (a,0) = 0 und (d*«, 5) = (e, df) = (,0) = 0 fiir alle
B € Ker A = Ker(d) N Ker(d*) nach m

(C) Dies ist wegen A = dd* + d*d offensichtlich.

(®) Die Summe ist orthogonal, denn wegen (da, d*8) = (d?a, B) = (0, 8) = 0 steht
Bild d auf Bild d* normal. O

5.10 Definition (Green-Operator).

Wegen [5.8.2| und [5.8.3 | ist A : (Ker A)* — Bild A = (Ker A)™ eine offene Bijek-
tion und, wenn wir mit H : Q — Ker A die orthonormale Projektion bezeichnen,
so ist der durch G := (Algiaa) to HL : Q — (Ker A)+ — (Ker A)* mit H+ =
idg —H definierte GREEN-OPERATOR G der eindeutig bestimmte Losungsoperator
von A(G(a)) = H(a) fiir alle a € Q.

Folglich ist G beschrinkt und — als Inverse des symmetrischen elliptischen Differ-
entialoperators A — symmetrisch und kompakt.

5.11 Folgerung.

Sei T : Q@ — Q ein linearer Operator, welcher mit A kommutiert, d.h. ToA = AoT,
so kommutiert er auch mit G. Insbesondere gilt das fir d, d* und A.

Beweis. Aus T o A = Ao T folgt, daB Ker A = Bild H und Bild A = (Ker A)+ =

Bild H* beide T-invariant sind. Somit kommutiert 7’ mit H und H+ (denn T'(H (x)) €
Ker Aund T'(H*(z)) € Bild A und wegen T'(H (2))+T(H*(z)) = T(x) = H(T(z))+
H(T(x)) ist T(H(z)) = H(T(z)) und T(H*(z)) = H*(T(x))) also auch mit
G=A"1oH" O

5.12 Folgerung (Harmonische Reprisentanten).

Die Kohomologie H(M) von M ist isomorph zum Raum Ker A der harmonischen
Formen. Genauer, in jeder Kohomologieklasse gibt es genau einen harmonischen
Reprdsentanten.

Beweis. Nach ist 2 = KerA & Bildd @ Bildd*. Wir behaupten Kerd =
Ker A ¢ Bild d:

(2) Nach ist Ker A = Kerd N Kerd* C Kerd und wegen d* = 0 ist Bildd C
Kerd.

(C) Sei w € Kerd. Nach ist w = w1 + wa + w3 mit w; € Ker A, wy € Bildd
und w3 € Bildd* und somit 0 = dw = dw; + dws + dwz mit dw; = 0 = dws
wegen (2) also auch dws = 0. Da w3 € Bildd* existiert ein o mit d*a = w3 und
somit ||ws||? = [|[d*al]? = (d*a,d*a) = (dd*a,a) = (dws,a) = (0,a) = 0. Also ist
w=w; +wy € Ker A @ Bild d. ]

5.13 Folgerung (Kohomologie ist endlichdimensional).

Die Kohomologie jeder kompakten, orientierbaren Mannigfaltigkeit ist endlichdi-
mensional, d.h. alle Betti-Zahlen sind endlich.

Beweis. Wir wihlen eine Riemann-Metrik auf M, dann ist H(M) = Ker A nach

und somit endlichdimensional nach . O

5.14 Definition (Poincaré-Dualitét).

Fiir jede kompakte orientierte Riemann-Mannigfaltigkeit (M, g) induziert die Ab-
bildung Q™= (M) x Q¥(M) — R, welche durch (a, 3) fMa A B gegeben ist,
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eine bilineare Abbildung H™ *(M) x H*(M) — R, die sogenannte POINCARE-
DUALITAT.

Diese Definition macht Sinn, denn aus as —a; = da folgt as AB—a1 AB = daAp =
dlaAB) £aANdB, wo dB =0, da [8] € H*(M) = Kerd/Bild d ist. Somit ist nach
den Satz [31, 28.11] von Stokes [, as A = [,, a1 A B.

5.15 Lemma.

Die Poincaré-Dualitit induziert einen Isomorphismus H™™F = (H¥)* i.e. fiir die
Betti-Zahlen gilt Bx, = Bm—k-

In [31, 29.22] haben wir das zu einen Isomorphismus H*(M) — H™~*(M)* fiir
zusammenhingende orientierte (triangulierbare) Mannigfaltigkeiten M verallge-
meinert.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dafl die Poincaré-Dualitat nicht degeneriert ist.

Sei dazu 0 # [a] € H™*, wegen diirfen wir annehmen, daf§ o harmonisch
und damit auch d*« = 0 ist. Wihlen wir £ := *«, so gilt: d8 =d*xa =t *xd*a =0
und [, aAB = [, a Axa= [, (a,a) vol >0, da a # 0.

Bekanntlich induziert jede bilineare nicht-degenerierte Abbildung b: E x F — R
auf endlichdimensionalen Vektorriumen einen Isomorphismus bY : £ — F™*:

Die induzierte Abbildung F > v +— b(v,-) € F* ist injektiv, denn b(v,w) = 0
fiir alle w € F impliziert v = 0. Also ist dim F < dim(F*) = dim F', und aus
Symmetriegriinden dim F = dim F'. Somit ist die induzierte Abbildung ein Isomor-
phismus. O

Bemerkung.

Da H* nach endlich-dimensional ist, liefert jedes innere Produkt auf H*
einen Isomorphismus f : H* — (H*)* und somit nach einen Isomorphismus
H™ % — (H*)* « H*. Verwenden wir insbesonders den Isomorphismus H (M) &
Ker A C Q(M) und das von Q(M) induzierte innere Produkt aus so a8t sich
obiger Isomorphismus H™ % = H* wie folgt beschreiben:

Hm—k X Hk

i

Zm—k X Zk

5.15 #

o] & (I8 »—)/Ma/\ﬁ) o€ Ker A,

mit /M a A B =41 B) = (. Bawan) = /M (. B arary volus

- /M BA#y = (—1)km=k) /M *y A B
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fiir alle [3] € H*(M), also ist [a] = (=1)*(™ =R [xy] baw. [y] = (= 1)FM=F)[x x 4] =
[*a], d.h. der Isomorphismus ist durch den Hodge-Stern-Operator auf Reprisen-
tanten gegeben. Beachte dabei, dafl
A(xy) = (dd* + d*d) *y
= (=1)HFmAEmIn=R) g g sosy 4 (= 1) TRAD G dw oy
— (_1)1+m+m(mfk)+k(m7k:)d* d'y + (_1)1+m+m(m7k+l) xd*dx ~y

— *((_l)m(mflf2k)(_1)1+m+m(k+1) xd % d+
+ (_1)m(m—1—2k)(_1)2'rn(_1)1+m+mkd " d*)’7
= (=1)™m=1=28) 4 (@*d 4 dd*)y = Ay = %0 = 0, fiir v € Ker A,

d.h. * bildet die harmonischen Formen wieder auf solche ab.

5.16 Folgerung.

Ist M eine kompakte zusammenhdngende orientierbare m-dimensionale Mannig-
faltigkeit, so ist H™(M) = R, i.e. B, = 1. Dabei ist der Isomorphismus durch
Integrieren der Reprdsentanten gegeben.

Vgl. dies mit [31, 29.5].

Beweis. Die Poincaré-Dualitit liefert den Isomorphismus H™ =2 (H°)*, und H® =
R, nach [31, 26.5.2] da M zusammenhingend ist. Die Zusammensetzung der Iso-
morphismen H™ = (H°)* = HY = R ist: [w] — [, wAl= [, w. O

5.17 Folgerung.

Ist M kompakt, orientierbar und von ungerader Dimension so verschwindet die
Euler-Charakteristik x =Y, (—1)*B.

Beweis. Sei dim M = 2n+ 1 = m so gilt
X=D (DB =Y (=18 + Y (-1)"B
k=0 k=0 k=n-+1

S B+ Y D B = S CUF (B~ Bui) =0, O
Z A kZ:O b ;; & k
=0, nach

5.18 Kann man die Form einer Trommel héren? [19].

Um diese sehr anschauliches Problem in eine mathematische Formulierung zu bekom-
men, denken wir uns eine Trommel als ein berandetes Gebiet im R2. Lassen wir
diese nun mit festgehaltenem Rand schwingen, so besitzt sie gewisse Eigenfrequen-
zen, die wir — zumindest mit absolutem Gehor — horen kénnten. Es stellt sich nun
die Frage, ob das Gebiet durch dieses Spektrum von Eigenfrequenzen bereits bis
auf Isometrien eindeutig festgelegt ist.

Allgemeiner kénnen wir das Problem auch fiir beliebig-dimensionale, abstrakte ori-
entierte Riemannsche Mannigfaltigkeiten stellen. Da wir diese nur ein wenig aus der
Ruhelage bringen wollen, ist es egal in welchem umgebenden Raum die Mannig-
faltigkeit isometrisch eingebettet ist, am einfachsten in M x R. Sei nun w(z,t) die
Entfernung des Punktes x € M von seiner Ruhelage zum Zeitpunkt ¢. Dann erfiillt
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u, wie bei der iiblichen Gleichung der schwingenden Saite (siehe z.B. [26, 9.3.1]),
die partielle Differentialgleichung 2.ter Ordnung

82

873 + Au = 0 mit u|ap =0,

wobei A der Laplace-Beltrami-Operator der Riemann-Mannigfaltigkeit ist.

Die iibliche Lésungsmethode verwendet den Ansatz der getrennten Variablen (vgl.
[26, 9.3.2]), d.h. u(x, t) :== p(x)-1(¢). Die Gleichung iibersetzt sich dann in %(x) =

—%/(t) und somit miissen beide Seiten konstant — z.B. gleich A — sein. Insbeson-

dere suchen wir also Eigenwerte A € R und Eigenfunktionen ¢ € C*°(M,R) des
Operators A : C>°(M,R) — C*°(M,R).

Falls M kompakt ist, so sind nach alle Eigenwerte reell und die Eigenfunk-
tionen zu verschiedenen Eigenwerten stehen orthogonal (da A symmetrisch ist).
Die Eigenwerte sind alle nicht negativ (da A positiv ist) und lassen sich zu ein-
er monoton wachsenden Folge (Ar) anordnen, die sich nur im Unendlichen héuft,
denn andernfalls beséfle eine zugehdrige orthonormale Folge von Eigenfunktionen
nach einen Haufungswert. Vermoge einer orthonormalen Folge von zugehorigen
Eigenfunktionen ¢;, € C°(M,R) lafit sich die Wellengleichung mittels Fourierrei-
hen

u(z,t) = Z(ak cos(v/Axt) + b sin(@t)) ()
k=0

16sen, wobei die Konstanten aj und b; durch die Anfangsbedingungen festgelegt
sind. Die Klangwelle der Mannigfaltigkeit ist dann ein geeigneter Mittelwert:

s(t) = Z(ak cos(v/Ait) + B Sin(mt)).
k=0

Und somit kénnen wir (in einem gewissen Sinn) die A\j horen.
Diese Folge (Ag) heifit das SPEKTRUM DER RIEMANN-MANNIGFALTIGKEIT. Z.B.
kann man zeigen, daf das Spektrum der S™ die Folge (k(k +n — 1)), ist, wobei

jedes k > 0 mit Vielfachheit ("+2k(;1_)i()71: E=2! auftritt.

Man konnte zeigen, dal folgende Dinge gehort werden koénnen, d.h. durch das
Spektrum bereits eindeutig bestimmt sind: Die Dimension, das Volumen und die
Euler-Charakteristik und damit das Geschlecht (einer 2-dimensionalen unberande-

ten Mannigfaltigkeit) und die totale skalare Kriimmung (siehe | 14.13 |).

Man konnte weiters zeigen, dafl man die folgenden Riemann-Mannigfaltigkeiten mit
ihrer kanonischen Metrik durch Horen erkennen kann: die Sphéren S™, die reellen
projektiven Réaume P?"~! fiir n < 3, den flachen Torus S* xS?, sowie alle kompakten
3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten mit konstanten Kriimmung K > 0.

Jedoch gibt es ISOSPEKTRALE RIEMANN-MANNIGFALTIGKEITEN die nicht isomet-
risch sind. Das erste Beispiel wurde von Milnor in [36] gefunden und waren zwei
16-dimensionale Tori. Marie-France Vignéras [42, Théoreme 8, S.31] konstruierte
2-dimensionale Beispiele die als Quotienten der hyperbolischen Halbebene nach
diskreten Gruppen von Isometrien erhalten werden. Daf es sogar isospektrale De-
formationen von Riemann-Mannigfaltigkeiten gibt, wurde von Gordon und Wilson
[14] gezeigt. Sunada adaptierte in [41, Theorem 1, S.170] eine Methode aus der
Zahlentheorie: Sei M — M, eine normale Riemann’sche Uberlagerung mit endlich-
er Decktransformationsgruppe G. Falls die Konjugiertheitsklassen von G zwei Un-
tergruppen G; und G5 und jeweils gleich vielen Elementen treffen, so sind die
Totalriume der zugehérigen Uberlagerungen M; — My und My — My isospektral.
Darauf aufbauend konstruierten schliellich Gordon, Webb und Wolpert in [13]
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eine berandete Fliache M die aus 168 = 7 - 24 Kreuzen zusammengesetzt ist und
auf welcher die Elemente der Gruppe SLz,(3) der Ordnung 168 als fixpunktfreie
Isometrien wirken. Die jeweils 24 = 2 - 2 - 6 elementigen Untergruppen

Gl = und G2 =

* ¥ =
* % O
* ¥ O

o O =
*
*

liefern dann zwei 24-bldttrige Uberlagerungen M — M/G; =: M; mit My und M,
isospektral aber nicht isometrisch.

e
SRR )
A XARLLRSY

Faktorisiert man noch die offensichtliche isometrische Involution =, : M; — M;
heraus, so erhélt man zwei isospektrale aber nicht isometrische Gebiete mit Ecken
in R2.

Einen elementaren geometrischeren Beweis fiir Sunada’s Theorem lieferte Buser in
[6] indem er eine Isometrie L?(M;) — L?(M>) konstruierte, welche die Eigenriume
zum gleichen Eigenwert aufeinander abbildet. Dies wurde auch von Berard in [2]
angewendet um unter anderen das Beispiel von [13] zu erhalten. Fiir ein noch
einfacheres Beispiel siehe [7,[S.3].
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5.18

A
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D
E
F ¢ @
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6. Klassische Mechanik
6.1 Kraftgesetz von Newton.
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Fiir die KRAFT F', die MASSE m, und die BESCHLEUNIGUNG # gilt folgende Formel:
F(z)=m- &,

wobei wir uns hier und im Folgendem der Einfachheit halber auf zeitunabhéingige
Krifte beschranken. Weiters setzen wir m = 1, denn ein allgemeines m 148t sich in
F' absorbieren.

Sei vorerst der Raum @ € R™ der Orte x offen. Die Funktion F' : Q — R"™ kann
dann als Vektorfeld interpretiert werden. Besonders wichtig ist der Fall, wo F' ein
GRADIENTEN-FELD ist, d.h. ein POTENTIAL U : @ — R existiert mit ' = — grad U.
Dies ist eine lokale (INTEGRABILITATs-)Bedingung dF = 0 und eine globale (KO-
HOMOLOGISCHE) Bedingung H'(Q) = 0 an Q, siehe [31, 26.5.6] und [31, 26.5.7].

Die Newton’sche Gleichung ist eine gewohnliche Differentialgleichung 2-ter Ord-
nung. Eine solche 148t sich als (System) gewohnliche(r) Differentialgleichung(en)
1-ter Ordnung auf T'Q) = @ x R™ umschreiben indem man als zusétzliche Variable
den Geschwindigkeitsvektor v = & verwendet:

T=:v

0= F(x).
Die einfachste Bewegungsinvariante dieser DG ist die ENERGIE

2
E(z,v) = % + U(z),
denn
d
SB(n,#) = (b 8) + U'(2) & = (b, — grad(U)(2)) + U'(2) - & =0.
|

Dabei heiit m5- die KINETISCHE und U (z) die POTENTIELLE Energie.

6.2 Newton’sches Gesetz auf Mannigfaltigkeiten.

Wie wir in [31, 14.1] bemerkt haben, wird eine gewohnliche Differentialgleichung
1-ter Ordnung auf einer Mannigfaltigkeit () durch ein Vektorfeld ¢ : Q@ — TQ
beschrieben, denn die erste Ableitung einer Kurve x : R — (@ ist eine Kurve
i : R — TQ mit Werten im Tangentialbiindel 7Q. Wenn (z!,... 2") lokale Ko-
ordinaten auf () sind, dann bilden die Derivationen (%7 R %) eine Basis des
Tangentialraums 7, Q. Seien (v!,...,v") die Koordinaten beziiglich dieser Basis,
so sind (x!,..., 2" v!,... v") lokale Koordinaten des Tangentialbiindels T'Q, die

FuBpunkt-Abbildung ¢ : T'Q) — @ ist in lokalen Koordinaten durch die Zuordnung
(.. ™0t ™) e (2t ™)

gegeben und die Ableitung der Kurve ¢ — x(t) € @ ist durch
tes (2 (t), .. 2™ (t); (), ..., 2" (1))

gegeben.

Was entspricht einer gewohnlichen Differentialgleichung 2-ter Ordnung, wie sie das
Kraftgesetz darstellt? Die zweite Ableitung einer Kurve = : R — @ ist eine Kurve
#: R — T(TQ) =: T?Q mit Werten im 2-ten Tangentialbiindel von Q. Seien
(x',...;v',...) obige lokale Koordinaten auf 7'Q, dann bilden die Derivationen
(%, co %, ...) eine Basis des Tangentialraums T, ,)(7T'Q) an die Mannigfal-
tigkeit 7Q) im Punkte (z,v) € TQ. Seien (y!,...,y";w!,...,w") die Koordinat-
en beziiglich dieser Basis, so sind (x!,...;0%,...;y! .. ;w!,...) lokale Koordi-
naten des zweiten Tangentialbiindels T2Q und die zweite Ableitung der Kurve
t— x(t) € Q sieht wie folgt aus:

. 1 n. «1 .. a1 | .
Z=(x, ... 2™ a, . 8N a, 2 E, 2.
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Beziiglich dieser Koordinaten von T2(Q ist die FuBpunkt-Abbildung mrq : 7°Q —
TQ gegeben durch (x!,...;0t . syt swh o) = (b, .50, L), hingegen ist
die Ableitung T'mg : T°Q — T'Q der FuBpunkt-Abbildung 7o : T7Q — Q durch
(', 50h syt et ) = (2. syt L) gegeben. Eine gewohnliche Dif-
ferentialgleichung 2-ter Ordnung & = X (z,) ist demnach durch eine Abbildung

X :TQ — T(TQ) gegeben, welche in Koordinaten folgendes Aussehen hat:
X(z,v) = (', ... 2™t 0ot o™ X (2, 0), ., X (2, 0).

Oder unter Verwendung der Basis-Vektorfelder
X(z,v) = Zvl G- ZXl(:v,v) 2.

i=1 i=1
Die Abbildung X : TQ — T(T'Q) ist also ein Vektorfeld auf T'Q, welches zusiitzlich
die Eigenschaft hat, dal auch T'mg o X = id ist, also die 2-te und 3-te Komponente
gleich sind. Man kann diese zusétzliche Bedingung auch durch kg o X = X for-
mulieren, wobei kg : T2Q — T?Q den kanonischen Flip bezeichnet, welcher gerade
die beiden mittleren Komponenten vertauscht (Dieser ist global definiert !). Ein
Vektorfeld X auf T'Q) mit dieser zusitzlichen Eigenschaft nennt man einen SPRAY.
Diese beschreiben also gerade gewohnliche Differentialgleichungen 2-ter Ordnung
auf Q. Fiir die Losungskurven ¢ : R — T'Q) der entsprechenden Differentialgleichung
1-ter Ordnung auf T'Q ist somit

4(rgoc)=TrgoXoc=idoc=c.

6.3 Variationsproblem.

Mit der Philosophie, dafl die Natur minimalistisch vorgeht, wird man versucht sein
ein Funktional am Raum der Kurven zu finden, dessen kritische Punkte gerade
die Losungskurven der Differentialgleichung sind. Betrachten wir vorerst wieder
den Fall, dafl @ C R"” offen ist. Die KRITISCHEN PUNKTE eines Funktionals I der
Gestalt

b
I(z) = / L(x(t), &(t)) dt

sind gerade die Losungen der EULER-LAGRANGE GLEICHUNG

3] . d 0 N e
axiL(Jc,x)—%@L(x,x)furz—l,...,n

einer impliziten Differentialgleichung 2-ter Ordnung.

Um das einzusehen, beachten wir, dafl das Funktional

2 I(z) ::/ L(x(t), #(t)) dt

genau x als kritischen Punkt hat, wenn die Richtungsableitung %‘5:0 I(x + sv)
fiir alle v (mit v(a) = 0 = v(b)) verschwindet. Diese berechnen wir nun:

% . I(x+sv) = /ab %(x(t),dr(t)) ~o(t) + %(m(t),j:(t)) B(t) dt

- /:(gi(x(t)7i(t)) - % (gi(x(t),jc(t)))) ~u(t) dt

tf i (G0 o0)) at

- /ab(gi(w(t)’i(t)) - % (gi(w(t),fb(t)))) ~o(t) dt +0.
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Da v beliebig war, miissen folglich alle Komponenten

(el — 5 (Grrte0.a)) =0

sein.
Nehmen wir der Einfachheit halber an, daf3 die Variablen x und & in L getrennt
sind, d.h. L(z, &) = f(x) + g(&) ist, dann lautet die Euler-Lagrange Gleichung:

0 d 0 - ok ;
_a N AP FON RS
xl.f(:c)f ; j,L.g(:c)fj 1 = ng(x) ¥ firi=1,...,n.

Durch Vergleich mit der Newton-Gleichung — grad U(z) = F(x) = &, erhalten wir
als einfachste Losung fiir L die Terme

g(z) = % und f(x) = -U(x)

und somit die sogenannte LAGRANGE-FUNKTION
L(z,v) = f(2) + g(v) = 15~ ~ U(a).

Die Zeitentwicklung ist also anstelle des komplizierteren Objekts eines Sprays X :
TQ — T(TQ) durch eine reellwertige Funktion L : TQ — R festgelegt. Allerd-
ings ist die schone gewdhnliche explizite Differentialgleichung 2-ter Ordnung (das
Newton’sche Kraftgesetz) durch eine in Koordinaten implizite Differentialgleichung
2-ter Ordnung (die Euler-Lagrange Gleichung) zu ersetzen, fiir die wir keine Theorie
auf Mannigfaltigkeiten entwickelt haben.

6.4 Lagrange-Formalismus.

Versuchen wir nun umgekehrt aus einer allgemeinen Lagrange-Funktion L : TQ —
R einer Mannigfaltigkeit Q das Vektorfeld X : TQ — T?Q und die Energie E :
TR — R zu erhalten. Die Euler-Lagrange Gleichung sieht in Koordinaten wieder
wie folgt aus:

o) _d 9 _ .j 8> - 82
o L= & BabiL_E:x 61-78iiL+§:x o7 957 L
J J

Schreiben wir auch das gesuchte Vektorfeld X in den lokalen Koordinaten als:
Xp(z,0) = (2!, ;00 0l X (2,0), .., X (2, 0)).

so erhalten wir fiir die Koeffizienten X¢ durch Einsetzen von i’ = X'(z,) die
implizite Gleichung

D 7 _d a7 _ j__0° j_0°
o L= & aiiL—E:x 61-76iiL+§:X o7 957 L
J J

Falls die Matrix (%)? j=1 invertierbar ist konnen wir durch Multiplikation mit
der inversen Matrix L*? die X* berechnen:

S (= S 1) = S S I e L
i J Y

7

:ijafzxk
J

Das dadurch definierte Vektorfeld

Xy =3 v g +ZZLi’k(%L_Z¢j%L)£i
i ik J
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heiffit dann LAGRANGE-VEKTORFELD zu L. Wir miifiten allerdings noch tiberpriifen
ob diese Definition wirklich etwas Koordinaten-unabhéngiges definiert. Das werden
wir spéter zeigen.

Da wir die implizite Gleichung fiir das Lagrange-Vektorfeld nur unter zusétzlichen
Bedingungen 16sen konnen, wollen wir versuchen die einfachste Bewegungsinvari-
ante, die Energie F, direkt aus L zu bestimmen.

Im speziellen Fall wo @ C R”™ offen und L(x,v) = @ —U(z) ist, versuchen wir die
kinetische Energie |v|?/2 aus L zu gewinnen. In Koordinaten kénnen wir das durch

|v|2:%|t=1L(m7tv):%|t=0 (x, v+ tv) Zvlailev

erreichen. Fiir ein allgemeines Vektorbiindel V — @ und eine Funktion L : V — R
definieren wir folglich die sogenannte FASERABLEITUNG dfL : V — V* von L durch

dpL(€)(n) = G,_o L& +tn).
Wenn (21, ...;v%,...) lokale Vektorbiindel-Koordinaten von V mit Fupunkt-Koor-
dinaten (z!,...,2") sind, dann ist
oL
vt

(dfL)(z,v)(z,w) = (z,v) - w'.

Fiir eine Lagrange-Funktion L : TQQ — R einer allgemeinen Mannigfaltigkeit @
definieren wir die WIRKUNG A : TQ — R durch

A(€) == dsL(€) - €, d.h. A(z,v) Zv 2 L(x,v)

und die ENERGIE F : TQ — R als

E:=A-L,dh E(z,v) Zv L(z,v) — L(z,v).

vt

Wir kénnen nun leicht nachrechnen, daf3 dle Energie in der Tat eine Bewegungsin-
variante ist, denn

& BGa(t),0(0) = (Z () L (0) (1) - L(mm,v(t»)

%

d oL oL . OL -
_Z”az+z dtavz_;<axi”+am”>

=0,

wegen der Euler-Lagrange Gleichung.

6.5 Mechanik auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten.

Auf einer (Pseudo-)Riemannschen Mannigfaltigkeit (Q, g) wird die Lagrange-Funk-
tion beziiglich eines Potentials U : Q — R in Analogie durch

L(§) = 39(¢,€) — U(n(¢))

definiert, d.h. in lokalen Koordinaten
v) =3 gij(@) v —U(x).
4,J

Die Faserableitung ist dann offensichtlich

dyL(§) -n=g(&n)
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und somit ist die Wirkung A(&) = g(&,€) und die Energie
E(&) = 59(6,6) + U(x(£)).

Im Falle, daﬁ U = 0 ist, heiflt das Vektorfeld X geodétischer Spray. Es ist dann
d‘zlf = 3> adg;f vk und 2L = Y. gij(x)v?. Und somit ist die Matrilx
( 01? 557) gerade die Koefﬁmenten Matrlx (gi,;) der Metrik und ihre Inverse (L*7)

wird iiblicherweise mit (g*7) bezeichnet, siehe [31, 24.2]. Auflerdem ist

: 9a; 5 i
— — .. J — 9ig 4,7
dzk BviL - 83:’“ § :g’L,J (3;‘)’[) = 9ok U
J J

Also lautet die Euler-Lagrange Gleichung in expliziter Form (siehe )
kE_ Z ki | 1 9gj,r vivT — Zj:j 0gi.r o"
9 2 ozt oxJ
% 3,7 7 T

. kyi 2 ar lagjﬂ' B 9gi,r
72 :g T (2 Ox? OxI

,3,7

- fzg'“zwﬂ i3 (- %r + Sr + 3 )

- Z i Z 9" T

— Z il i I‘k

Dies ist die Diﬂerentlalglelchung der Geodéten, wobei I'; ;. ; die Christoffelsymbole
der 1-ten Art und I‘ﬁr jene der 2-ten Art sind, siehe . Also sind die Integral-

Kurven in @) des geodétischen Spray’s X gerade die Geodéten, die wir auch als
kritischen Punkten der Bogenlédnge erkannt haben.

Fiir eine allgemeines U und ein ¢ > U(z) fiir alle x € @ definiert man eine
neue (die sogenannte JACOBI-METRIK) ¢, := (¢ — U) - g. Man kann dann zeigen,
da die Integralkurven ¢ von X mit Energie ¢ = g(¢é(t),¢(t)) fiir alle ¢ bis auf
Reparametrisierung genau die Geodéten der Jacobi-Metrik g. mit Energie 1 sind.

6.6 Zusammenhang zwischen Lagrange-Vektorfeld X; und Energie F.

Schon wire wenn zwischen X und E ein dhnlicher Zusammenhang bestiinde, wie
er zwischen Gradient und Potential besteht. Dazu erinnern wir uns daran, dafl der
Gradient eines Potentials U : @ — R beziiglich einer Riemann-Metrik g auf @
gegeben ist durch:

92 (grad U(z),n) = dU (x) - n fiir alle n € T,Q,

wobei dU das totale Differential von U bezeichnet. Wir suchen also eine Bilinearform
w, welche

Wew(X1,Y) =dE(z,v)-Y firalleY € T(, ) (TQ)
erfiillt. Sei X, das Vektorfeld auf T'Q), welches die Euler-Lagrange Gleichung fiir eine
hinreichen regulére Lagrange-Funktion L beschreibt. In Koordinaten hat jedes Vek-
torfeld Xy , welches eine gewohnliche Differentialgleichung 2-ter Ordnung beschreibt,
nach dem in Gezeigten die folgende Gestalt:

n n
v) = Zv”aii + ZXZ(.Z‘,’U) %.
i=1 i=1
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Fiir die Energie haben wir nach die Formel

E(z,v) = Z v' 2 L(x,v) — L(x,v)

und fiir ihr Differential

v)zZ% x,v) xj—i-zav] (z,v) dv?
J
- Z (i“iaijaiw— fL) da
+Z<6U,L+Zv 6v78v1L_W )dvj
- (S o ot a5 (St o)
5 \i=1 j

=1

Eine allgemeine Bilinearform w auf T'Q), d.h. ein 2-fach kovariantes Tensorfeld auf

TQ ist beziiglich der lokalen Koordinaten (x!,...;v!,...) gegeben durch:

OJ:Z (ag“@;ﬂ)dm ®d$J+Z Bx“@m)dm ®dUJ

i, 7
+ ) w(z, 7)) dv' @da? +> w(z, 25) dv' @ do’
1,7 i
Folglich wére
n n
szw xz’3x1)+ZX"w(a?}i,%):w(XL’%):dE.%:
i=1 =1

=y v Lo 9

Aus der zweiten Gleichung erhalten wir durch Koeflizienten-Vergleich

w5 507) = Bo7 Do

w(a?w am) =0.

Setzen wir die implizite Euler-Lagrange Gleichung

9 _d
a7 L dté)v’L E:U 8w76v1L+§:X 6781)7

in die erste Gleichung ein, so erhalten wir

i _
ZU w 6m1’8zJ ZX E?v“&w)_
i
—ZU dxd av‘L ZU Ozt BUJL ZX 81} B'UJ
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und es dréngt sich auf w(32, 52 ) = — 525 L und
9 9\ ._ o o
w(('?:r“ W)  9xzI vt ~ Bz ovd L
zu setzen.
In den lokalen Koordinaten (z%,...;v%,...) ist also w gegeben durch:
_ 9°L J
w= Z (c’lrj vt Ozt é)'uﬂ) dl‘ ® dx
+ Z vl Ovl dl‘ ® d’l}] c’)v 81)1 dU ® dxj
1,3

Es zeigt sich also, daf dle Bilinearform w schief-symmetrisch ist, und somit eine 2-
Form w € Q?(TQ) darstellt. Unter Verwendung von du’ Adv/ := du’®@du’ —du’ @du’
ist sie in lokalen Koordinaten durch
o°L 9°L i j
w = 507 907 dl’ /\dx‘]—i‘Zmdxl/\dv‘]
,J 0,J

gegeben. Sie ist sogar exakt, denn die 1-Form
n
9= 5L dr' € ON(TQ)
i=1
hat als duflere Ableitung d¥ = —w.

Allerdings haben wir noch nicht iiberpriift, ob w und ¢ wirklich Koordinaten-
unabhéingig definiert sind. Wir werden auch das in nachholen.

Fiir jeden SprayX'TQ—>T2Q ist
0 oL
i 9 i( — i
)(g Uaxﬂ+X xv)aj)— i (%iU_A'

Global 148t sich die definierende implizite Gleichung fiir das Lagrange Vektorfeld
X als

19X:<

i

tx w=dFE
schreiben, wobei ¢ der Einsetz-Operator (1x w)(Y) := w(X,Y) ist.

Leider hingen diese Differentialformen aber von L ab, und wir schreiben besser
wr, ‘= W, 19[, = .

6.7 Hamilton-Formalismus.

Um diese Abhéngigkeit der Differentialformen wy, und 91, von der Lagrange-Funk-
tion L loszuwerden, wollen wir neue Koordinaten einfiihren. Es dréingen sich natiirlich
die partiellen Ableitungen p; := 5% auf Dle Koordinaten z* in der Basis-Mannig-
faltigkeit benennen wir bloff um 1n q" ="

Die Form ¢y, ist dann in den neuen Koordinaten gegeben durch

Yo 1= sz' dq’
i=1

und ihre duflere Ableitung —wq := dvy durch

n
wp = qui A dp;.
i=1

Wir haben aber das Problem, ob die ¢* und p; wirklich Koordinaten einer Man-
2
nigfaltigkeit (T'Q7) sind. Dazu bendtigen wir einerseits, dafl die ap L= afj 8L'ui eine

invertierbare Matrix bilden und andererseits miissen wir den Koordmatenwechsel
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bestimmen. Seien dazu (z*,

von T'Q)

., Z") andere Koordinaten auf @), so gilt fiir die Basen

o) dzd 0

ozt — 0zt dxJ
J
und fiir die Komponenten v7 beziiglich dieser Basen

Az’ —i
oz7 Y

v =
Weiters ist
ol 9 ( ozl 7,@.) B dx? Ov* ozl . Oal

o0~ 09 \ 2w 9z | o7 By ~ 29k ' =

Somit gilt fiir die neuen Koordinaten:

oz
81}1 L= Z a5t 61} ozt Pk
k

Dies ist nicht das richtige Transformatlonsverhalten fiir Punkte im Tangentialraum.
Vergleichen wir es aber mit den Koordinaten-Wechsel im Kotangentialbiindel 7@
der Komponenten (11, .. .,1,) beziiglich der Basis (dz?,...,dz™) (siehe [31, 19.5]):

n
dz* = Z g;ﬂ dz’ und 7, = Z T m,

so zeigt sich, daB (¢,...;p1,...) gerade die iiblichen Koordinaten emes Punktes des
Kotangentialbiindels 7*@Q sind. Der Ubergang von den Koordinaten (.. .50l .00)
am Tangentialbiindel 7'Q zu den Koordinaten (¢, ...;p1,...) am Kotangentialbﬂndel
T*@) ist gerade durch die Faserableitung d¢L : T'Q — 1™ () gegeben, welche beziiglich
der Basen (52r,. .., 32 ) und (dz', ..., dz"™) nach die Darstellung (dyL); = 5.5
hat, also:

[deL]: (2. 50t ) = (dh e spr,. ) = (xl,...;%,...).

Wir zeigen nun, daf} die kanonische 1-Form ¢y wirklich Koordinaten-unabhéngig
ist und damit auch wy = —d¥y:

Die beiden Abbildungen T'ng, : TT*Q — TQ und 7r+q : TT*Q — T*Q welche
lokal gegeben sind durch (¢,p,v,p) — (q,v) und (¢,p,v,p) — (q,p) definieren
eine Abbildung (77:q,T7g) : TT°Q — T*Q xq TQ = {(a,§) : 7 (a) = 7(§)}.
Zusammengesetzt mit der Evaluation ev : T%Q xo TQ — R, (¢,p;q,v) — >, p;i v’
ist dies genau die kanonische 1-Form ¥, denn

Zp1 Ui = Zpl dqi(q7p,’l),p) = 190((]717,1},,0)'

Man sieht nun sofort, daf3
(’)L
J =Y gdat = (drL)° (Zpl dq' ) (dyL)* o

und somit auch

wr = —dip = —d(de)*ﬂo = (de) d’ﬂo (de)
ist, also sind auch diese Formen Koordinaten-unabhéngig.

Der Energie £ = )", vl gﬁ L : TQ — R entspricht dann eine sogenannte

HamirToN-Funktion H : T*Q — R, definiert durch
HodyL:=F

andreas.kriegl@univie.ac.at (© 31. Januar 2019 33



6.7 6. KLASSISCHE MECHANIK

und dem Vektorfeld X, entspricht nun das sogenannte HAMILTONSCHE Vektorfeld
Xp, welches d¢L-verwandt zu X, definiert ist durch

XH e} de = T(de) e} XL.
Die Gleichung tx,wr = dE geht iiber in
txpywo =dH, d.h. wo(Xpy,Y)=dH Y fiir alle Y.
Dies sieht man wie folgt:
x0(Ta(drL)€) = wo (X )(ay ) o To(dy L)
= wo(Tu(dg L) X1, Ta(dL)€) = wi(X1,)
= (tx,wr)(§) = dE(§) = d(H odsL)(§)
=dH g, 1)(z) - T(ds L) - &,
wobei T, (dyL)§ alle Tangentialvektoren in T(*df L)(I)Q durchliuft.

Beziiglich der Koordinaten (¢*,p;) ist Xp = >, 28 0 S~ 0H 0 .

. i dpi 0q" © 9" Opi”
Denn wo =), dg* A dp; und sei Xy = ; é%. Dann ist

O0H
a0, dszFZa ~dq' = dH = 1x,,wo
_Zam (dg’ A dp;) Jerz dq]/\dp])
= Z atdp; — Z bidg
und ein Koeffizienten-Vergleich liefert a® = 22 und bt = g;{. .

Die Integralkurven ¢ — (g(t), p(t)) von X sind also die Lésungen von

it = OH and ;= _8H
Op; ' dq'

Da die Integral-Kurven von Xy die Ableitung von Kurven in der Basis () sind und

die Basiskoordinaten einander entsprechen, sind die Basiskurven fiir Xz und Xy,

die selben.

Esist A =9o(Xg)odsL:

Yo(Xu)odsL =evo(rr-q,Tng) o Xy odyL = evo(idody L, T'rg, o T(dyL) o X1,)

=evo(dsL,T(r5odsL)o X)) =evo(dsL,Tmg o Xr)

= eV O(de, idTQ) =A
oder fiir £ € TQ

(9o(Xu) o dsL)(§) = Vola;r-¢(Xulas-¢) = Yolayr-e(T(df L) (XLle))
= (dsL)" (Y0)(XLle) = Vr(Xile) = A(E)

Wir haben als Vorteile der Hamilton-Mechanik, dafl die Zeitentwicklung beschreibende
Objekt eine reell-wertige Funktion H : T*Q — R ist die gleichzeitig auch eine Be-

wegungsinvariante darstellt und das zugehérige (Hamiltonsche) Vektorfeld X sich
auf einfache Weise aus ¢x,w = dH berechnen lafit.

Hamilton-Mechanismus auf Riemann-Mannigfaltigkeiten.
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Es sei (_,-) eine Riemann-Metrik auf Q und L : TQ — R die Lagrange-Funktion,
die durch ein Potential U : Q@ — R vermége L(v) := 3 (v,v) — U(w(v)) gegeben ist.
Dann ist dyL : TQ — T*Q die Abbildung £ : w — (w, _) und A(v) = (v, v). Also ist
E=A-L=3(v,v)+ U(r(v)). Ist insbesonders U = 0, so ist A = 2E = 2L und
die Hamilton-Funktion H : T*Q — R ist dann durch H(n) = %(nb7nb> gegeben,
d.h. in Koordinaten durch H (3", midz’) = 5 37, 5 g™/ nin;.

6.8 Legendre-Transformation.

Um den Hamilton-Formalismus auf 7@ zuriick in den Lagrange Formalismus auf
TQ zu iibersetzen, bendtigen wir eine Beschreibung der Inversen der Legendre-
Transformation d¢L : TQ — T ausschlieBlich durch die Hamilton-Funktion H.

Esist deH odfL =6 : TQ — T**Q der kanonische Isomorphismus:
Um dies zu sehen sei { € T,Q und n € (T,Q)*. Sei & € T,Q so, daB dyL - & =
deL-E+tn e (T,Q), also § =& und n = %‘f;o (dfL-E+1tn) = %’f:o deL - &.

Dann ist einerseits

(dyH o dsL)(€)(n) = dgH(dsL-€)(n) = 2| H(dsL-€+ )

dt 0
d d
=l H(dfL-&) = @, E(&)
d d
== . (A= L)(&) = @, , drL(&) - & — L(&)

(T(de)(fo) & - & +dsL(&) 'é@) —dsL(&) - &o
=T(dsL)(&) - o - o

und andererseits auch

(dyL- &) (&) = T(dsL)(%) - &o - &o

t=0

S(€)n) = n(eo) =

Unter der Voraussetzung der Invertierbarkeit von dyH koénnen wir somit
B = (dgH™ ') (H),
A= (d;H')*(G) wobei G := 9(Xg),
L:=A—F und
Xp = (dfH™)"(Xn)

zuriickgewinnen.

6.9 Symplektische Mechanik.

Allgemeiner betrachtet man anstelle von 7*@Q nun SYMPLEKTISCHE MANNIGFAL-
TIGKEITEN M, d.h. Mannigfaltigkeiten zusammen mit einer sogenannten SYMPLEK-
TISCHE FORM w, d.h. einer nicht-degenerierten geschlossenen 2-Form w € Q2?(M).
Wir haben in [31, 4.6] gezeigt, daf solch eine Mannigfaltigkeit gerade-dimensional
sein muf}, und wir werden in [28, 50.39] weiters zeigen , daB man lokal immer Ko-
ordinaten (q',...,pi1,...) wihlen kann, so dal w = Y"1, dg* A dp; ist. Das n-fache
wedge-Produkt von w definiert eine Volumsform

vol, == wA - - Aw

auf M. Insbesondere ist M orientiert. Sei H : M — R eine glatte Funktion (eine
sogenannte HAMILTON-FUNKTION), so bezeichnet man mit Xy das sogenannte
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HAMILTONSCHE VEKTORFELD, welches durch die implizite Gleichung
txyw=dH
gegeben ist. In lokalen Koordinaten ist Xz durch
Xy = OH 8 _ oH 8

Op; 9q* dq® Op;
[ i

gegeben.
Die Hamilton-Funktion H ist konstant ldngs der Integral-Kurven des Hamilton-
Vektorfelds Xpg:
Sei t — x(t) eine Integralkurve, d.h. z: R — T*Q mit &(t) = X (z(t)). Dann ist
(H o z)(t) = dHy) (#(t)) = txpwae) (£(1))
= w(Xu(z(t),2(t) = w(Xn (z(t), Xu(z(t))) =0,
also H o x konstant.

Der FluBl Fl; des Vektorfelds Xy ist ein Symplektomorphismus, d.h. 148t die sym-
plektische Form w invariant und folglich auch die symplektische Volumsform w™ =
vol,,, d.h.

(FZ;XH) vol,, = vol,, .

Denn es ist
d . w d X *
@(Flt) w = (FI}) T . (Fls)*w = (F1If) Lx,,w
= (F)(tx, dw + dix,,w) = (F1;)(1x,0 + ddH) = 0,
Also ist (F1;)*w konstant gleich (Flp)*w = w.
Nicht jedes Vektorfeld X auf M ist ein Hamiltonsches Vektorfeld. Um eines zu
sein mufl wieder eine lokale (Integrabilitits-)Bedingung £xw = 0 fiir X erfiillt sein,
sowie eine globale (kohomologische) Bedingung H'(M) = 0 an M, siehe [28, 50.40].
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III. Kriimmung und Geodéiten

7. Kriimmung von Kurven in der Ebene

In diesem Abschnitt wird der zentrale Begriff der Kriimmung fiir ebene Kurven
studiert.

7.1 Definition (Kurven).

Eine PARAMETRISIERTE KURVE in einem Euklidischen Raum F ist eine Abbildung
¢: I — E, wobei I ein (zumeist) offenes Intervall in R und ¢ geniigend oft dif-
ferenzierbar ist (wir wollen der Einfachheit halber immer unendlich oft differenzier-
bar (kurz gesagt glatt) voraussetzen) und hinreichend regulér ist (d.h. zumindest
d(t) #0 fir alle t € ).

Da wir aber im wesentlichen nicht an der Parametrisierung der Kurve, sondern
mehr an ihrer geometrischen Gestalt interessiert sind, geben wir noch folgende Def-
inition:

Eine GEOMETRISCHE KURVE I ist eine Aquivalenzklasse von parametrisierten Kur-
ven, wobei ¢y : Ip — F und ¢; : [y — E AQUIVALENT heiflen, falls ein DIFFEO-
MORPHISMUS ¢ : Iy — I (d.h. ¢ bijektiv und sowohl ¢ als auch p~! glatt sind)

existiert, mit ¢y o ¢ = ¢p.
E
N
Iy z

>-I1

Eine ORIENTIERTE GEOMETRISCHE KURVE ist eine Aquivalenzklasse von para-
metrisierten Kurven, wobei ¢; und ¢; AQUIVALENT heiflen, falls ein ¢ wie oben
existiert, welches zusétzlich ¢'(¢) > 0 fiir alle ¢ erfiillt (d.h. streng monoton wach-
send ist).

Also ist eine (orientierte) geometrische Kurve durch Angabe einer PARAMETRI-
SIERUNG, d.h. einer parametrisierten Kurve in dieser Klasse, bereits festgelegt. Wir
konnen uns im folgenden also darauf beschrinken, Konzepte fiir parametrisierte
Kurven zu entwickeln, sollten aber immer darauf achten, dafl diese Konzepte wirk-
lich geometrischer Natur sind, d.h. nicht von der Auswahl der Repriisentanten (=
Parametrisierungen) abhéngen und auch invariant unter Bewegungen sind.

Unter dem BILD EINER GEOMETRISCHEN KURVE versteht man das Bild einer (jed-
er) Parametrisierung.

7.2 Die Tangente.

Die TANGENTE an eine parametrisierte Kurve ¢ im Punkt ¢ ist die affine Gerade
c(t) + R - ().

Lemma.
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Die Tangente ist ein GEOMETRISCHES KONZEPT, d.h. reparametrisierungsinvariant
und auch invariant unter Bewegungen.

Beweis. Zuerst zeigen wir die Invarianz unter Reparametrisierungen. Seien (c,t)
und (¢,t) zwei Repriisentanten des gleichen Punktes einer geometrischen Kurve,
und ¢ ein zugehodriger Parameterwechsel, d.h. ¢ = co ¢ und t = (f). Die Tangente
von ¢ in t ist die von ¢ in ¢, denn

ct) +R-(f) = (cop)(®) +R - (cop)(f) =
c(t) +R-¢'(F) - I (p(B) = c(t) + R - (2)

(man verwende die Kettenregel und R - /() = R).

Nun zur Bewegungs-Invarianz: Sei x — A(x)+b eine Bewegung und (¢, t) ein Punkt
einer Kurve. Die bewegte Kurve ist dann ¢ : ¢t — A(c(t)) + b. Die bewegte Tangente
von c in t ist die Tangente der bewegten Kurve ¢, denn

Ale(t) +R-(t)) +b=A(c(t)) +b+R- A(d(t)) =
= (A(c(t)) +b) + R (Ao o) (t) = &(t) + R- & (1)

(man verwende die Kettenregel (siehe [25, 5.5.2] oder [25, 6.1.9]) und A'(z)(v) =
A(v) nach [28, 2.1], da A linear ist). O

7.3 Definition (Einheitstangentialvektor).

Der EINHEITSTANGENTIALVEKTOR 7(t) im Punkt ¢ einer parametrisierten Kurve

ist definiert durch 7(t) := |§:Eg| Fiir die Wohldefiniertheit verwenden wir die Reg-
ularitédt der Kurve, d.h. ¢/(t) # 0. Man beachte, da§ auch dieser ein geometrisches
Konzept fiir orientierte geometrische Kurven darstellt, dazu mufl man allerdings
beachten, da ¢(t) zum Euklidischen Raum und ¢/(¢) hingegen zum zugehorigen

Vektorraum gehort.

7.4 Definition (Einheitsnormalvektor).

Unter dem EINHEITSNORMALVEKTOR v an eine parametrisierte Kurve ¢ im Punkt
mit Parameter ¢ versteht man v/(t) := 7(¢)*, wobei wir fiir jeden Vektor z # 0 im R?
mit z1 den eindeutig bestimmten Vektor bezeichnen, welcher normal auf z steht,
gleiche Linge wie z hat und links von z liegt (d.h. (z,2%) ist positiv orientiert),

sieche [28, 1.3]. Dieser ist also durch eine Drehung um 7 von z gegeben:

x! l_ 0 -1 x! . —x?

22) ~\1 0) \g2) \at )
Wie der Tangentialvektor ist auch der Einheitsnormalvektor ein geometrisches Kon-
zept fiir orientierte Kurven. Das Paar (7,r) nennt man das BEGLEITBEIN (engl.:

moving frame) der Kurve. Fiir jeden Parameterwert ¢ ist (7(¢),v(t)) eine gut zur
Kurve passende Basis der Ebene.

7.5 Definition (Kriimmung).

Da ein Kreis umso stérker gekriimmt ist, je kleiner der Radius r ist, wollen wir als
MaSf fiir die KRUMMUNG K des Kreises den Kehrwert % verwenden. Wir versehen
diese noch mit einem Vorzeichen, und zwar sei dieses positiv falls der Kreis positiv
orientiert ist, also eine Linkskurve beschreibt, andernfalls negativ. Eine Gerade
kann man als Grenzfall eines Kreises fiir » — oo betrachten, und die entsprechende
Definition fiir ihre Kriimmung als K := é = 0 stimmt auch mit der Anschauung
der nicht-Gekriimmtheit iiberein.
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Wir konnen den Mittelpunkt M eines Kreises aus den ersten paar Ableitungen beim
Punkt s einer Bogenlingenparametrisierung k(s) = r(cos 2, sin £2)+ M errechnen:

7(s) = K'(s) = £(—sin £, cos £2),  v(s) = 7(s)" = F(cos £, sin £2) =

K'(s) = —L(cos £ sin ££) = :i:% v(s)=K-v(s) = [K'(s))=1=+K und
M = k(s) — r(cos— sin =2 ) =k(s)+72-K'(s) = k(s) + |:/:/(( ))2
— k(s)+ % u(s)
v (S)

Sei allgemeiner ¢ eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve mit ¢”’(s) #
0. Unter dem KRUMMUNGSKREIS (engl.: osculating circle) im Punkt s versteht
man jenen Kreis k, welcher ¢ bei s von Ordnung 2 beriihrt, d.h. ¢(s) = k(s),
d(s) = K'(s) und ¢’(s) = k”(s). Unter der KRUMMUNG K (s) der Kurve ¢ bei s
versteht man die signierte Kriimmung des Kriimmungskreises. Der Mittelpunkt des
Kriimmungskreises ist wegen obiger Formel durch

k//( ) C//(5) 1
M = k(s) + (s) + c(s) + -v(s)
[k (s)[? " (s)[? K(s)
gegeben und sein Radius ist 7 = m Mittels dieses Ansatzes folgt auch seine

Existenz. Die Kurve der Kriimmungskreismittelpunkte (wohldefiniert, wo |¢’| # 0)
heifit EVOLUTE.
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oe o9

Fiir den Kriimmungskreis gilt: ¢’(s) = k”(s) = K(s) - v(s), wo v(s) die Einheits-
normale an k bzw. ¢ und K(s) die Kriimmung ist. Nach dem Newtonschen Gesetz
“Kraft = Masse X Beschleunigung” mifit K (s) die (skalare Grofle der) Kraft, die
notig ist, um den, mit skalarer Geschwindigkeit |¢/(s)| = 1 bewegten Punkt (mit
Einheitsmasse) auf der Kurve zu halten.

Wir kénnen also K als den Koeffizienten von 7 = ¢’ bzgl. des zweiten Vektors v
des Begleitbeins (7,v) auffassen. Wenn wir diese Gleichung 7/ = K - v mit einer
Rotation R um 7/2 drehen, dann erhalten wir

vV =(Ro7))=Ro7 =Ro(K-v)=K-(Rov)=K-(R*o7)=-K-.
Zusammen sind das die sogenannten FRENET’SCHEN ABLEITUNGSGLEICHUNGEN:

T=K-v
vV =-K-T,

die die Ableitung des Begleitbeins in der Basis, welche durch das Begleitbein gegeben
ist, ausdriicken.
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Mit ¢(s) =: (z(s), y(s)) ergibt sich folgende explizite Formel fiir die Kriimmung

K(s)=(K(s)-v(s)|v(s)) = (7'(s)|v(s)) = (7'(s)|T(s)")
det(7(s),7'(s)) = det(c(s), " (s)),

denn

_ r1 oY1\ _ _ _/(n ‘ T2 = L
det(z,y) = det <x2 y2> =T1Y2 — T2Y1 < (yg) ( - > > (ylz—).

Falls ¢ nicht nach der Bogenlinge parametrisiert ist, sei ¢ — s(t) die Bogenlingen-
funktion und & = c o s~! die Reparametrisierung nach der Bogenlinge. In diesem
Fall erhalten wir fiir die Kriimmung;:

KE(S) = det(af(s)@//(s)) = det (C/(t)é, (C//(t) B C’(t)s//) (S})z)
= (S})s det(c’(t), C//(t)) +0=
_ det(¢(), (1)) _ (<] (®))

G IO

wobei wir Folgendes verwendeten: ¢ = ¢os, ¢’ = (¢0s)s’, ¢ = (¢"0s)(s")2+(c 0s)s".

= K.(t) = Ka(s(t))

Wir wollen nun zeigen, dafl der Kriimmungkreis unter Bewegungen invariant ist.
Dazu geniigt es, die Invarianz des Mittelpunktes

s) =c(s c’(s) = ¢(s M:cs v(s)
M) =)+ " (s)[? (s) + |K(s)-v(s)|? () + K(s)

zu zeigen: Sei ¢ nach der Bogenldnge parametrisiert und sei ¢(t) = R(c(t)) + a die
durch x — Rz + a bewegte Kurve. Die Kriimmung von ¢ ist dann:

K(t) = det('(t), " (t)) = det (R(c’(t)), R(c”(t)))
= det (R(c'(t),c"(t))) = det R - det(c(t), " (t)) = K.(t),
da det R = +1. Somit ist die Kriimmung invariant und damit auch der Mittelpunkt.

7.6 Lemma (Kriimmungskreis als Limes).

Sei ¢ eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve, ¢’(s) # 0. Fir je drei ver-
schiedene Punkte s1, 2,53 sei M(sy1,s9,583) der Mittelpunkt des Kreises durch die
Punkte ¢(s1), c(s2), c(s3) und M(s) der Mittelpunkt des Kriimmungskreises von c.

Dann gilt: M(s1, s2,83) — M(s) fiir s1, 82,83 — s. Gleiches gilt auch fiir die Radi-
en.

Beweis von . Die Streckensymmetrale zwischen c(¢1) und c(t2) ist in Nor-
malvektorform gegeben durch

{z:<c(t2)—c(t1) z—w> - }
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und die Streckensymmetrale zwischen c¢(t2) und ¢(t3) in Parameterform durch

{C(tz) +c(t3)

5 Iy (c(tg)—c(tg))l:)\eR}.

Der Mittelpunkt M (tq,t2,t3) des Kreises durch die 3 Punkte ¢(t1), c(t2) und c(t3)
liegt somit am Schnittpunkt der beiden Streckensymmetralen, d.h. ist gegeben
durch

C(tg) + C(tg)

Mt t5) = CEA 3 () c(t2)>l,

wobei A Losung der Gleichung

0= (elta) — c(t) | L)y () — efty)) - LI Lella)y,

2
also
o <C(tz) —c(t1) | c(t1) —c(t3) >
2 det (c(tg) —c(ta), c(ta) — C(ﬁ))

ist, d.h.
Mot olts) + clts) . <c(t2) —c(t1) ’ c(t1) — c(t3)> ' (c(t - c(tQ))J_

st2,l3 2 2 det (C(tg,) —c(ta), c(ta) — C(tl)) ’ |

c(ty)
Wegen
C(tii = ;(tl) 1 i th [2 cltydt = /01 ¢ (tl itz - tl)) ds
cu;f—gitz :;(t;i‘f;tz) . /01 /01 y (t2 b1 (ts ) + 3351 (ts — t3)> sy ds dss

gilt

c(ty), c(ta), c(ts) — c(t)
C(tQ) — C(tl) C(tl) — C(tg) C(tg) — C(tg)

’ v Sl
ta —t ty —t3 ts —to
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fiir t1,t9,t3 — t, also

c(ta) +c(t c(tz) — c(t1) ‘ c(t1) — c(ts) 1
M (s ta.t5) = 2 5 ) < ). (elts) = e(t2))
2 det (C(tg) ~ e(t), clts) — c(t1)>
t t
_ cltz) +elts)
2
c(te)—c(t1) c(t1)—c(ts)
N < fhoh hts > ,(C(ts)*c(t2)>l
2det(c(t3)76(t2) clty)—c(ty) _ _clts)—c(ts) ) ta—tz
ts—1to ? (tz—t1)'(t1—t3) (tg—tQ)'(tl—tg)
()] (1)) i\ 1
Se(t) + ) (c (t)) =)+ g V- O

det (c’(t), ' (¢)

7.7 Lemma (Kriimmung als Richtungséinderung).

Sei c: I — C eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve mit ¢/ : I — S' :=
{z€C: |zl =1}. Seisg € T und § : I — R fiir s nahe sg eine differenzier-
bare Lisung von ¢®) = ¢/(s). Dann folgt K(s) = 0'(s). Das bedeutet, daf die
Krimmung K die infinitesimale Anderung des Winkels der Tangente mift.

Beweis. Durch Differenzieren der Gleichung ¢/(s) = ¢*(®) erhilt man ¢’(s) =
i (5)e) = 0'(s)ic'(s) = 0'(s)v(s), das ist aber die implizite Gleichung fiir die
Kriimmung = K(s) = 0'(s). O
Zusammenfassung.

Die Kriimmung einer nach der Bogenlénge parametrisierten Kurve kann aufgefafit
werden als:

1. Der Kehrwert 1 = |¢”(s)| = |K(s)| des Radius r des Kriimmungskreises,
d.h. jenes Kreises, der ¢ am besten approximiert, versehen mit einen Vorze-
ichen welches sich daraus ergibt ob der Kriimmungskreis positiv oder negativ
orientiert ist, siehe .

2. Der skalare Wert der Beschleunigung ¢’ (s) = K(s)v(s), siche .
3. Die infinitesimale Anderung des Winkels der Tangente K (s) = #'(s), nach

Lemma .

7.8 Satz (Die Kriimmung charakterisiert die Kurve).
Sei K : I — R eine glatte Abbildung, so gibt es, bis auf Bewegungen, genau eine

Kurve, die eine Bogenlingenparametrisierung ¢ besitzt, fir die K.(s) = K(s) gilt.

Beweis. Sei c eine nach der Bogenldnge parametrisierte Kurve mit der Kriimmung
K, d.h. |d(s)] =1 fiir alle s und K(s) = ¢'(s) nach , wobei @ ein Lift von ¢
ist, und somit e??(*) = ¢/(s) gilt. Also folgt

6(s) = 6(0) —|—/ 0’ (1) dr = 6(0) —|—/ K(1)dr und
0 0
c(s) = ¢(0) + / d(r)dr = ¢(0) + / dr.
0 0
Dabei ist ¢(0) der frei wihlbare Anfangspunkt der Kurve, und 6(0) der frei wihlbare

Winkel der Anfangsrichtung. Je zwei solche Anfangsdaten liefern eine Bewegung,
welche die zugehorigen Kurven ineinander iiberfiihrt. Sei ¢ wie oben definiert. Dann
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ist ¢/(s) = €(*) also |c/(s)| = 1, d.h. ¢ ist nach der Bogenlinge parametrisiert. Da
0 der Lift ist, gilt K.(s) = 0'(s) = K(s). O

8. Kriimmung von Kurven im hdher Dimensionalen

8.1 Definition (Kriimmung und Begleitbein).

Als Ma# fiir die KRUMMUNG einer nach der Bogenléinge parametrisierten Raumkurve
¢ im Punkt ¢ kénnen wir |¢”(¢)| nehmen, habe nun aber keine verniinftige Méglichkeit
dies mit einem Vorzeichen zu versehen. Falls ¢’ (¢) # 0, dann heiit v(¢) := Wl(t)‘c’ "(¢)
der HAUPTNORMALENVEKTOR von c in .

Im R? kénnen wir die beiden Vektoren 7 (siche | 7.3]) und v zu einer positiv orien-
tierten Orthonormalbasis {7,v, 5} ergénzen, indem wir den BINORMALENVEKTOR
B als B := 7 X v definieren. Diese Basis heiflit das BEGLEITBEIN der Kurve.

Im R™! gehen wir wie folgt vor: Seien ¢/(t),c”(t),...,c™(t) linear unabhingig.
Mittels des GRAM-SCHMIDT’SCHEN ORTHOGONALISIERUNGSVERFAHRENS L4t sich
daraus eine orthonormale Familie vy, v1,...,v,—1 konstruieren. (Dabei geht man
induktiv vor, um zu zeigen, daf} fiir k linear unabhéngige Vektoren ai,as,...ag
ein eindeutig bestimmter Vektor v im Erzeugnis der a1, as, ... ay existiert, welcher
normal auf die a1, as, ..., ar_1 steht und mit a; einen Winkel o mit |a] < 7/2 ein-
schlieft. Wir ergénzen nun vg,v1,...,V,_1 zu einer positiv orientierten Orthonor-
malbasis v, V1, ..., Un_1, Uy des R? 1.

Diese Orthonormalbasis heifit BEGLEITBEIN der Kurve.

8.2 Definition (Kriimmungen).

Wir wollen nun das Analogon der Frenet’schen Ableitungsgleichungen herleiten.
Dazu benétigen wir die Komponenten (v} |v;) von v] bzgl. der Basisvektoren v;.
Fiir jeden Vektor v} gilt: v = Z;.L:OO/; |v;)v;. Wir differenzieren die Gleichung
(vi(s)|vj(s)) = di; nach s und erhalten:

(vilv) +{wilvy) =0=(vily;) = —(vi|v]).

Also ist die Matrix ((v]|v;));; schiefsymmetrisch. Da v; € ({¢/,...,cFD}) ist,
kann man v; auf folgende Weise darstellen:

vi=3a; )

Jj=1

= :Z (a;. W 4 q; ~c(j+1)) € <{c',c”, .. .,c(i+2)}>

j=1

Da v; normal steht auf ({v; : 0 < i < j}) = ({c® : 1 <4 < j}) ist somit
(vi|v;) = 0 fir i +2 < j. AuBlerdem ist offensichtlich (v]|v;) = 0 fiir alle 4
und folglich stehen O-en in der Diagonale der Matrix von ({v]|v;));;, und nur
unmittelbar oberhalb und unterhalb der Diagonalen stehen auf schiefsymmetrische

Weise Eintragungen.
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Fiir eine Kurve ¢ heifit (v} |v;41) =: K;41 die (i + 1)-TE KRUMMUNG.
0 K; 0 0
-Ki 0 K, :
(vilvi) =1 o -k, . . 0
: - .0 K,
0 0 —-K, O
Fiir eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve ¢ in R? ergibt sich:
c//
K=l ) = (@) | ) =11 = 1K)
8.3 Frenet’sche Ableitungsgleichungen.
Fiir das Begleitbein (v;)™, einer Kurve ¢ im R gilt:
vi=—Ki vi.1+ Kit1 - vig1,
wobei Ky :=0, K41 :=0, v_1 :=0 und vp41 :=0.
Beweis.
n
vi= (vlv) vy = (Vlvin) v+ (Vi via) v O
j:OH/_/ ———— ———
e 11 =Kit1 =(vi,|lvi) =K,
fiir [i—j|5£1
8.4 Lemma.
Das Begleitbein und die Krimmungen sind geometrische Objekte.
Beweis. Bleibt dem Leser iiberlassen! O

8.5 Bemerkung.

Umgekehrt lassen sich die Ableitungen einer nach der Bogenlinge parametrisierten

Kurve wie folgt als Linearkombinationen des Begleitbeins schreiben:
d=uw
d'= 1/6 =Kiv -0
" = (K1) = Kjvy + Kiv) = Ky + K1 (Kavs — Kivg)
= K1 Koy + Ky — K1 ?vp.

Nach dem Taylorschen Lehrsatz 148t sich eine Kurve ¢ nun wie folgt schreiben:

e(t) = ¢(0) + Cll(?)t + C/;(!O Jp2 4 C”;('O) £+ 0t
= ¢(0) + vo(0)t + Mﬂ
O 00) K01 (0)~ G000 g

— (0) + (t _ (Kléo))QtS) 26 (0)

" (Kl(o)tz n Ki(o)t3> 11(0) + (Kl(O)KQ(O)t3> v2(0) + O(t*)

2 6 6

8.6 Definition (Torsion).
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Sei ¢ : R = R? eine Raum-Kurve mit 7 := vy, v := 11, 8 := T X v = 1, dann
nennt man K := K; die KRUMMUNG und T := K5 die TORSION der Kurve. Die
Ableitungsgleichungen lauten dann:

T o= +Kv
vV = —-Kr +T1p
B = ~Tv

Die von Hauptnormalenvektor » und Binormalenvektor 8 aufgespannte Ebene durch
¢(0) heift NORMALEBENE, die von Einheitstangentialvektor 7 und Hauptnormalen-
vektor v aufgespannte heifit SCHMIEGEBENE und die von Einheitstangentialvektor
7 und Binormalenvektor S aufgespannte heiit REKTIFIZIERENDE EBENE.

Sind z,y, z die Koordinaten von ¢ beziiglich 7,v, 8 im Punkt ¢(0), dann gilt laut

8.5

K2(0)

z(t) =t - Tt?’ + O(t%)
sy = K0 KOs op)
2(t) = Wts + O(t")

Wir betrachten die Projektion der Kurve in die Ebenen des begleitenden Dreibeins:

Zuerst die Projektion auf die Schmiegebene: Wir erhalten y = %tz + 0%, x =
t+ O(t?) und nach Vernachlissigen der Glieder hoherer Ordnung y ~ 225
Fiir die Projektion auf die rektifizierende Ebene erhalten wir z = t + O(t3), z =

ELt3 + O(t*) und somit z ~ 2 EL.

Fiir die Projektion auf die Normalebene erhalten wir y = %tQ +0(t?), 2z = %t?’ +

O(t*) und somit y* ~ (£)3t6 = 25 (Kﬁ?z t ~ 2225, Diese Projektionen ergeben
als 3-dimensionales Bild:

//" —_—
_
- \

8.7 Lemma.

Die Krimmungen K; (i = 1,...,n) und das Begleitbein (vg,...,vy,) einer nach
der Bogenlinge parametrisierten Kurve sind durch folgende Bedingungen eindeutig
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festgelegt:
Ut = z/éj) =Ki-...-K;-v; mod ({vo,...,vj-1)},
K; >0 firi<n

und (v1,...,vy) ist eine positiv orientierte Orthonormalbasis.

Beweis. Wir wissen bereits (wegen )7 daB diese Gleichung fiir j € {1,2,3}
erfiillt ist. Nehmen wir an, sie ist fiir j erfiillt, d.h.

j—1
I/(()J) :Kl'”-'Kj'Vj"'ZaiVi mit a; € R,
i=0
so miissen wir die Behauptung fiir j + 1 zeigen: Dazu differenzieren wir diese Gle-
ichung und erhalten wegen der Frénet’schen Ableitungsgleichungen

j—1
v Y = (K KG) V(K KG) v (A v ag )
=0

= (Ki...Kj)(Kjq1-vjt1 — Kj-vj—1) mod ({rg,...,v;})
=Ky...K;Kjy1-vjy1 mod {u,...,v}),

da v} fiir 7 < j und auch K;v;_; im Erzeugnis der vy, ..., v; liegen.

Nach Konstruktion ist fiir j < n der Winkel zwischen v; und ¢+ kleiner als /2.

Also gilt:

O<<l/j|C(j+1)> :<Vj ‘ Kl'-~-'KjVj+Za'iVi> ZKl'...'Kj<Vj|I/j> .
i<j f

Somit ist K; > 0 fiir jedes j < n.
Nach Konstruktion bilden die v; eine positiv orientierte Orthonormalbasis.
Umgekehrt folgt rekursiv aus
Y = K- Kyup mod ({v, ..., v51))
und K; > 0 fiir j < n, daB ({vo,...,vj—1}) = ({c/,...,cD}) fir 1 < j < n sowie

0 < (vj| U+ ). Wegen der Orthogonalitiit ist also v; das Begleitbein. Weiters ist

Ky ----- K; der eindeutig bestimmte Koeffizient von v;, in der Entwicklung von

)

I/éj bzgl. der Basis (v, ..., v,) und damit K; die entsprechende Kriimmung. [

8.8 Folgerung.

Es ist KKyt K2 K, = det(c/,...,c"D) und insbesonders hat K, hat
das gleiche Vorzeichen wie det(c, ..., c"D). Fir Raumkurven ¢ : I — R® ist die

Torsion somit durch T = det(c/,c”,c")/K? gegeben.

Beweis. Nach den Regeln fiir das Rechnen mit Determinanten erhalten wir
n—1
det(c/, ceey C(n+1)) = det(yo, Klyla ey Kl ..t Knljn + Z CLZ'VZ‘)
i=0
= Kangnil ...Kn_12Kn1 det(yo,...,yn) O

>0 =1 da pos. orientiert

8.9 Satz (Die Kriimmungen charakterisieren die Kurve).
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Seien K; : I — R glatte Funktionen fir 1 < i < n mit K;(t) > 0 fir i < n und
alle t. Dann gibt es eine bis auf Bewegungen eindeutig bestimmte Kurve im R™H1,
welche nach der Bogenlinge parametrisiert genau die K; als Krimmungen besitzt.

Die Devise lautet also:
“Sag mir, wie Du Dich kriimmst und windest, und ich sag Dir wer Du bist”!

Beweis. O.B.d.A. sei 0 € I. Wir behaupten vorerst: Es existiert genau eine nach
Bogenlidnge parametrisierte Kurve mit den gegebenen Kriimmungen und den An-
fangsbedingungen: ¢(0) = 0 und der Standardbasis eo,...,e, als Begleitbein bei
0.

Nach den Frenet’schen Ableitungsgleichungen muf VJ/» =Kjt1-vjp1—Kj-v;4
fir j = 0,...,n und v;(0) = e; sein. Dies ist ein lineares, homogenes Differen-
tialgleichungssystem mit (n + 1)? eindimensionalen Gleichungen und entsprechen-
den Anfangsbedingungen. Fiir ein solches System existiert eine eindeutige Losung
(vo,...,vn), fiir die wir zeigen werden, dafi dieses das Begleitbein einer Kurve
ist. Wir behaupten dazu, daf} die v; fiir jeden Zeitpunkt orthonormiert sind: Wir
definieren g;; := (v; |v;) : I — R. Dann ist g;;(0) = d;;. Mit

gi; = (vilvi) +(vilv)) = Kiy1giv15 — Kigio1j + Kjv19i501 — Kjgij

erhalten wir abermals ein lineares, homogenes Differentialgleichungssystem mit
(n + 1)? eindimensionalen Gleichungen und entsprechenden Anfangsbedingungen
9i;(0) = ;5. Auch hier muf es eine eindeutige Losung g;; geben. Wir sehen ander-
erseits, dafl d;; eine Losung ist:

Ki+151'+1,j - Ki(;i—l,j + Kj+151',j+1 - Kjai,j—l =
Ki+1_Kj furj:z—l—l
= —Ki+Kj+1 furz:j—i-l :0:(5;‘7—
0 fiir [i — j] # 1

Also ist g;; = 0;5, d.h. die v; sind orthonormiert. Sie sind auch positiv orientiert,
denn det(vg,...,v,)(0) = 1 und det(vp,...,v,)(t) = £1 fir alle t. Wegen des
Zwischenwertsatzes folgt, det(vy,...,v,)(t) =1 fiir alle ¢.

Es gibt hochstens eine Kurve ¢, welche die v; als Begleitbein hat und ¢(0) = 0
erfiillt, namlich: ¢(t) := fot vo, denn ¢/ muf} gleich vy sein. Es ist || = |vg] = 1,
also ist ¢ nach der Bogenlinge parametrisiert. Durch Differenzieren erhalten wir

Ut (1) = I/(()j ) und wegen der Differentialgleichung fiir die v; gilt
I/(()j) =Ki-...-K;jv; mod ({vg,...,vj—1})
fiir 5 < n wie im Beweis von gezeigt wurde. Also ist auch
ATV =Ky - - Kjv; mod ({v,... v 1})

und damit sind die K; die Kriimmungen von ¢ und die v; das Begleitbein nach
Lemma .

Schliefllich 148t sich jede andere Kurve mit diesen Kriimmungen durch eine eindeutig
bestimmte Bewegung in eine Kurve mit (denselben Kriimmungen und) obigen An-
fangsbedingungen transformieren. Letztere ist nach dem bisher Gesagten eindeutig
bestimmt, also auch erstere. O
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9. Kriimmungen von Hyperflichen

9.1 Definition (Hyperfliche).

Eine HYPERFLACHE M im R"™ ist eine Teilmannigfaltigkeit der Kodimension 1, d.h.
der Dimension m := n — 1. Sie kann lokal z.B. durch eine Gleichung f : R® - R
oder eine Parametrisierung ¢ : R™ — R"™ gegeben sein.

Beispiele.

Flichen im R3, Sphiiren S™ C R™ und SL(n) C L(n,n).

9.2 Gauflabbildung.

In jedem Punkt p € M haben wir genau zwei normierte Normalvektoren auf 7, M
im R”. Falls M orientiert ist, konnen wir einen dieser Normalvektoren auszeichnen,
némlich so, dal (vp,e1,...,epn) eine positiv orientierte Orthonormalbasis von R™
ist, fiir eine (jede) positiv orientierte Orthonormalbasis (e1,...,em) von T, M, cf.
[31, 28.9]. Ist M lokal durch eine Gleichung f : R™ — R gegeben, so ist der Gradient
grad f ein Normalvektor, den wir nur noch normieren miissen, cf. [31, 27.41]. Es
gibt also lokal und fiir orientierte Hyperflichen sogar global eine glatte Abbildung
M3 p— v, €S CR"mit v, L T,M, also T,M = v;-. Ein derart gewéhlte
Funktion v wird GAUSS-ABBILDUNG genannt.

9.3 Normalkriimmung.

Wir wollen nun die Kriimmung fiir Hyperfldchen
definieren. Es sei v, L T,M ein fix gewéhlter
Einheits-Normalvektor und £ € T, M ein Einheits-
Tangentialvektor. Wir betrachten den Schnitt der
Ebene (t, s) — p + tv 4+ s€ durch p mit den Rich-
tungsvektoren £ und v, mit M.

Sei f eine lokale regulire Gleichung von M um p. O.B.d.A. sei grad, f normiert
und gleichorientiert wie v, also v, = grad, f. Der Schnitt der Ebene mit M ist
dann durch die Gleichung f(p+tv, +s€) = 01in (¢, s) gegeben. Wir wollen in dieser
impliziten Gleichung ¢ nach s mittels impliziten Funktionensatz [31, 2.2] auflosen.
Dies ist wegen

5tlimo f(+ vy + 5E)|sm0 = ['(0) (1) = (grad, flvp) = [1p]* =1 #0
moglich. Wir erhalten also als Durchschnitt lokal eine Schnittkurve ¢ : s — p +
t(s)vp + s in M mit ¢(0) = p und ¢/(0) = £+t (s)v, =&, da ¢ (0) € T,M. Von der
Kurve ¢ kénnen wir annehmen, daf} sie proportional zur Bogenlénge parametrisiert
ist. Die in definierte signierte Kriimmung der ebenen Kurve ¢, wobei wir
als positiv orientierte Basis (vp,{) wihlen, nennt man die NORMALKRUMMUNG
K(§) .= Kn(§) := K.(0) von M im Punkt p und Richtung &. Beachte, da8 (§, —v})
das Begleitbein von ¢ im Punkte p = ¢(0) ist!

Eine Formel von K () erhalten wir wie folgt: Wegen c(t) € M gilt ¢/(t) € TeyM =
Very ™, also (c/(t),ve)) = 0. Durch Differenzieren an der Stelle 0 erhalten wir:
("(0),vp) + (€, Tpv - ) = 0. Folglich gilt:

K(g) = Kc(()) = <C”(0), 7V;D> - <£7Tp’/ : §>
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Diese Formel kénnen wir als Definition von K (&) auch fiir [¢] # 1 verwenden.

K(&>0
3
ToM p
K(£)<0
v
9.4 Weingarten-Abbildung.
Man nennt die Tangentialabbildung
Ly =Tyw:T,M—1T,8" =v,~ =T,M

der GauB-Abbildung v : M — S™ die WEINGARTEN-ABBILDUNG, nach Julius
Weingarten, 1836-1910. Der Vektor L,(¢) mit also die infinitesimale Anderung
der Flachennormale, wenn man auf M von p in Richtung £ € T, M geht. Nach dem
gerade Gezeigten gilt

K(§)=(L-§).

9.5 Lemma.

Die Weingarten-Abbildung Ly, : T,M — T, M ist symmetrisch.

1. Beweis. Seien & und & zwei Vektorfelder auf M. Wir setzen sowohl &;, als auch
v lokal um p zu Vektorfeldern des R™ fort. Wegen (&1, v)|p = 0 gilt

0=(&,v)(p )(52( ) = (&' (p)(&(p), v(p)) + (&1(p), v (p)(&2(p)))
= (& (p)(&(D)), vp) + (&1(D), Lp(&2(p)))-

Somit erhalten wir

<£1 (p)7 LP (52 (p))> <£2 ) LP > -
=<£2<><51<p>> &' (p)(&(p), vp) = ([&1,&](p), vp) =0. O
N——

€T, M

2. Beweis. Sei ¢ : R™ — M C R” eine lokale bei p zentrierte Parametrisierung.
Mit ¢; bezeichnen wir die i-te partielle Ableitung von ¢. Die ;(0) bilden fiir
i=1,...,m eine Basis von T, M es gilt:

(pi(0), Ly - ¢;(0)) = <dt|t op(te), Tpv - ds|s op(se;
= (Fli=op(tes), £ls=ov(p(se;))
= iEls=0(Flimop(tei + se;), v(p(se))))

<d5|3 Odt|t op(te; +sej), V((p(Oe]))>
=0~ (p:,j(0), 1),

)
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9. KRUMMUNGEN VON HYPERFLACHEN 9.8

und ist somit offensichtlich symmetrisch in (7, j), da die gemischten 2.ten partiellen
Ableitungen ¢; ; von ¢ es sind. Da wir die ¢;(0) 0.B.d.A. also orthonormal voraus-
setzen diirfen (setze ¢ mit der Inversen der Gramm-Schmidt-Orthonormalisierung
von rechts zusammen) folgt die Symmetrie von L. O

9.6 Fundamentalformen.

Die symmetrische bilinear-Form I, (&1, &2) := (&1, Lp(&2)) auf T, M heifit 2.TE FuN-
DAMENTALFORM von M. Unter der 1.TE FUNDAMENTALFORM versteht man die
Riemann-Metrik, d.h. 1(¢,7n) := (£,n). Wir haben in gezeigt, dafl K(§) =
(€, €) gilt.

9.7 Spektrum der Weingarten-Abbildung.

Wir wollen jetzt die Extremalwerte der Normalkriimmung bestimmen. Wegen der
Homogenitédt von L macht diese Aufgabe nur Sinn, wenn wir die Abbildung K
auf die Einheitssphire S™~! C T,,M einschrinken. Damit £ € S™~! ein kritischer
Punkt ist, muB T¢K : T¢S™ ! — R konstant 0 sein, d.h. K'(¢)(v) = 0 fiir alle
v e TeS™ 1 = ¢t Es gilt:
K'(€)(v) = Fli=o L€ + tv, & + tv) 21(¢, v) = 2(L&, v).

Es muf also L& € T, M normal stehen auf alle v, welche auf £ normal stehen, d.h.
L& muf3 proportional zu £ sein. Dies zeigt den

Satz von Rodriguez.

Die kritischen Punkte & der Normalkrimmung sind genau die Eigenvektoren der
symmetrischen linearen Abbildung L, und der zu & gehdrige Eigenwert \ ist gegeben
durch

A=XME €)= (6 A8) = (€, LE) =L(¢, €) = K (),
die Normalkriimmung von M in Richtung von . Im Fall m = 2 sind die kritischen
Punkte auch extremal, nimlich das Minimum und das Maximum von K(§) fir
|€| = 1. Fiir m > 2 sind die kritischen Punkte nicht notwendig extremal. O

9.8 Haupt- und Gauf3-Kriimmung.

Man nennt die Figenwerte von L die HAUPTKRUMMUNGEN und die zugehorigen
Eigenvektoren HAUPTKRUMMUNGSRICHTUNGEN. Da L symmetrisch ist, gibt es nur
reelle Eigenwerte und dazu eine Orthonormalbasis von T, M aus Eigenvektoren
(Verwende: 0 = (Av, w) — (v, Aw) = (A—p)(v,w)). Selen K; die Hauptkriimmungen
und &; eine Orthonormalbasis von zugehorigen Hauptkriitmmungsrichtungen. Dann
gilt nach Euler fiir die Normalkriimmung;:

K(©) =168 = 1(D (6,606 D (6.6)6 ) =

=) (&ENEETEE) = D (6 &)K.
=7 [
Unter der GAUSS-KRUMMUNG K € R im Punkt p versteht man das Produkt aller
Hauptkriimmungen, also die Determinante von L.
Die MITTLERE KRUMMUNG H € R ist das arithmetische Mittel der Hauptkriim-

mungen, also % der Spur von L.

Eine Kurve ¢ in M heifit KRUMMUNGSLINIE, falls ihre Ableitung in jedem Punkt
eine Hauptkriimmungsrichtung ist.
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Ein Vektor & # 0 heifit ASYMPTOTENRICHTUNG, falls I[(¢,&) = K(§) = 0 ist. Eine
Kurve ¢ in M heifit ASYMPTOTENLINIE, falls ihre Ableitung in jedem Punkt eine
Asymptotenrichtung ist.

SchlieBlich heilen zwei Vektoren &; # 0 und & # 0 KONJUGIERT, falls I(&1,&2) =0
ist.

Ein Punkt p heiit NABELPUNKT, falls alle Hauptkriimmungen gleich sind, L also
ein Vielfaches der Identitédt ist. Dann ist die Normalkriimmung konstant gleich der
mittleren Kriimmung.

Sind alle Hauptkriimmungen 0, so spricht man von einem FLACHPUNKT.

9.9 Beispiele.
1. Hyperebene: R™ := eg C R". Als Normalvektor verwenden wir eg. Die
GauBabbildung ist somit konstant ey und die Weingarten-Abbildung L = 0.
Also sind die oben definierten Kriimmungen alle gleich 0. Alle Punkte sind
Flachpunkte und alle Richtungen Hauptkriimmungsrichtungen und Asymp-
totenrichtungen.

2. Sphére: S™ = {z : |x| = R} C R". Hier kénnen wir im Punkte z € S™ als
Normale v, = %x nehmen. D.h. die Gauflabbildung ist die lineare Abbildung
% id und somit ist dies auch die Weingarten-Abbildung. Also sind alle Punk-
te Nabelpunkte und alle Richtungen Hauptkriimmungsvektoren mit Haup-
tkrimmung %. Es gibt keine Asymptotenrichtungen. Die Gaufl-Kriimmung

ist somit = und die mittlere Kriimmung ist .

3. Zylinder: M := {(z,t) e R™ xR : || = 1} C R™. Als Normale in (x,t) € M
kénnen wir v, = (2,0) € R™ x R verwenden. Der Tangentialraum von
M in diesem Punkt ist also T, oM = vy = {(y,s) € R" xR :y L x}
und die Gauflabbildung ist die Einschrankung der linearen Abbildung id €0
auf T,5™ 1 x R. Die Weingarten-Abbildung sieht somit genauso aus. Eine
Hauptkriimmung ist also 0 mit Kriimmungsrichtung (0, 1) und alle anderen
Hauptkriimmungen sind 1. Die Erzeuger {z} x R sind die Asymptotenlinien.
Eine Kurve ¢ : s — (2(s),t(s)) ist genau dann Kriimmungslinie, wenn s —
t(s) oder s +— z(s) konstant ist.

9.10 Lemma [35].

Ist ¢ eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve auf M mit ¢(0) = p € M und
d0)=¢eT,M, €| =1, so gilt:

L (oo)(0) =L, &,
d.h. L, - & mifit die infinitesimale Anderung von v lings c.

2. —("(0),1p) =1(&, &) = (Ly - £, §) = K(§),
d.h. die Normalkomponente der Beschleunigung hdingt nur vom Geschwindig-
keitsvektor ab, und ist die Normalkrimmung in dessen Richtung.
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3. Bs ist —K(€) = Ke(0)(var(p), ve(0)) = e

K.(0)cosf, wobei 0 der Winkel zwis-

chen der Flichennormale vy(p) und 0=

dem Hauptnormalenvektor v.(0) (oder vC(O)/KC(O)
dquivalent der Schmiegebene) von ¢ in p

ist und K.(0) > 0 die Krimmung der
Raumkurve c ist.

4. Der Schmiegkreis an c in p hat seinen
Mittelpunkt auf der Sphdre um p —

1
sy VM (p) durch p. (K (@)

Beweis. ist gerade die Definition der Weingarten-Abbildung.
Dazu differenzieren wir 0 = (¢/(¢), vas(c(t))) wie in und erhalten

(0. v (e(0))) = (¢/(0), (v 0 ¢ (0)) = (6, L-€) = L(&,€) = K(©):

Das Resultat folgt aus wegen

~Ku(©) = (¢ (0),var(p) ) == (Ke(0)ve(0), vas (p) ) = Ko(0){e(0),vaa (p) ).

Nach ist der Mittelpunkt des Schmiegkreises (die hoherdimensionale Vari-
ante des Kriimmungskreises) durch ¢(0) + %muc(O) gegeben. Nun betrachten wir

das Dreieck mit den Ecken p, p — ﬁuM (p) und p + ﬁ(o)uc(O). Dieses hat einen
rechten Winkel bei p + ﬁ(o)uc(O), denn nach | 3 | ist

_H(§7 g) — _KM(g)
K.(0) K(0)

(var(p), vel0)) =

und somit
1 1 1 1 Ku(€) 1
v.(0), v + ——1v.(0) ) = — +
(RO T £ ®) = KoRE R0 07
Also liegt der Schmiegkreismittelpunkt auf dem Thaleskreis (oder in Wirklichkeit
auf der Sphére) mit der Strecke von p nach p — muM (p) als Durchmesser. [

=0.

9.11 Formeln fiir parametrisierte Flichen.

Sei ¢ : R™ — M C R" eine lokale Parametrisierung der Hyperfliche M. Fiir
einen Punkt p = ¢(u) € M ist eine Basis des Tangentialraums T, M = Bild ¢’ (u)
durch (01p(u),...,0mp(u)) gegeben, wobei O;p(u) = %go(u) die i-te partielle
Ableitung von ¢ in wu ist, wir wollen dafiir kurz ¢;(u) schreiben. Analog soll ¢; ;
die zweite partielle Ableitung au‘?i;ujcp(u) sein. Es gilt ((v o ¢)(u), p;i(uw)) = 0 fir
alle 7. Als j-te partielle Ableitung davon erhalten wir: 0 = (L - ¢;, ;) + (v, ¢; ;),
also (L - ¢j, i) = —(v, 5 ;). Falls die ¢; orthonormal sind, hitten wir damit die
Matrix von L bestimmt. Auch im allgemeinen Fall ist L durch alle diese inneren
Produkte festgelegt. Um die Matrixdarstellung von L daraus zu erhalten ben6tigen
wir folgendes Lemma aus der linearen Algebra.

9.12 Lemma.
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Sei (g1,...,9m) eine Basis des euklidischen Vektorraums V und T : V — V eine
lineare Abbildung. Sei g; ; = (g:,9;) und G = (g; ;) die zugehirige symmetrische
positiv definite Matriz, [T] := (T;) die Matriz von T beziglich der Basis (gi, - .., 9;),
d.h.Tg;=>", T;gi, und schliefllich A die Matriz mit Eintragungen Aé = (9i,Tg5)-
Dann gilt [T) =G~ A.

Beweis. Es ist also Tg; = >, T;gi, wobei j die Spalten und i die Zeilen z&hlt, und

somit
A} = (g, Tg;) = <9k7Zszgi> = Z<gkagi>T; = ZQk,iT}

K2 2

Also ist A =G - [T] und somit [T] = G~ A. O

9.13 Folgerung (Matrixdarstellung der Weingarten-Abbildung).

Die Weingarten-Abbildung hat beziiglich der Basis (¢1,...,¢0m) folgende Matriz-
darstellung

(L] = —(pis o)™ (v, 0i5)- O

9.14 Formeln fiir 2-Flichen.

Sei nun speziell m = 2 (d.h. n = 3) und ¢ : R? — R3, (¢,s) — ©(t,s) eine lokale
Parametrisierung. Dann setzt man:

E =g = (pt,0t), F:i=g12="{pt,0s), G:=gao= (s, ¥s)
©t X Ps
vi=o——, loe % 05| = V1@t 2 - sl = {pr,05)2 = VE G — F?
|90t X SDS|

€= _<V7 Qot.,t>7 f = _<V7 Sot,s>a g = _<V7 SOS,S>~

Hier haben wir verwendet daf§ die Léinge eines Vektors der Form v x w, also die
Fliche des von v und w aufgespannten Parallelogramms wie folgt gegeben ist:

|[v X w| = |v| - |w|-sin £L(v,w) = |v| - |w] - /1= cos? L(v,w)

= fol -l /1~

Beziiglich der Basis (¢4, ¢s) sehen die Fundamentalformen wie folgt aus:

[1]:(? g) und[n]=<; f>.

Die Weingarten-Abbildung ist:
E F\' (e f
F G I g

o (5 2) (5 0)
T EG-F2 \-F E ) \f g
B 1 (Ge—Ff Gf—Fg)

2]

T EG_F2\Ef—-Fe Eg—Ff
Die GauB-Kriimmung ist also

_ _(eg = f)EG—F?) _ eg—[?
K=dtl=""56 2  ~EBG_F
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wie man auch aus K = det L = det(I"*-T) = det T /det] sieht, und die mittlere
Kriimmung ist

2H =spur L = L <

Ge—Ff * _ Ge—-2Ff+ Eyg
EG — F?

* Eg—-Ff)  EG-F?

Die Hauptkrimmungen erhalten wir als Losung der charakteristischen Gleichung
A2 —spur L - A +det L = 0, also

Ki,=H+\VH? - K.

Die Hauptkriimmungsrichtungen sind dann Vektoren & = a;p; + asps mit L(€) =
K;¢, d.h.

as

= det (at (Ge - Ff)at + (Gf - Fg)as>
as (Ef —Fe)ay+ (Eg— Ff)as

= a2(Ef — Fe) + ajas(Eg — Ge) + a>(Fg — Gf)

0=0-(EG — F?) = det ((32) [L](‘”)) (BG — F?)

at 2 —atas Gy 2
=det | g f e
G F E

9.15 Determinantenformeln fiir die Kriimmung .

Wir wollen nun bestimmen, welche Gréflen INTRINSISCH sind, d.h. sich nicht &ndern,
wenn wir zu einer isometrischen Fliche {ibergehen. Das sind also jene Groéflen,
die von einem in der Fldache lebenden Wesen erkannt werden konnen, ohne das
sich diese eines umgebenden Raums bewuflt sein miissen. Klarerweise kénnen diese
Léngen und damit auch Winkel messen. D.h. die 1.te Fundamentalform ist intrin-
sisch. Nicht jedoch die 2.te Fundamentalform, da sie iiber die Ableitung des Nor-
malenvektors definiert ist. Wir wissen also von vornherein von keiner der definierten
Kriimmungen, ob sie intrinsisch sind. Wenn wir Zylinder und Ebene vergleichen,
so sehen wir, dafl sowohl die Hauptkriimmungen als auch die mittlere Kriimmung
nicht intrinsisch sind. Wir wollen nun zeigen, dafl die Gaulkriimmung es dennoch
ist. Dazu benétigen wir zuerst Formeln fiir e, f und g, in welchen v nicht vorkommt:

X S
= —(prs) = — <M >

‘(pf, % §0q| ) wt,t
(g X o) —det( )
T =5 S = ——FV—=4de » 'Sy
m (27 @ S0t7t m Pt, P Spt,t
. 1 1
sowie f = _\/ﬁ det(‘PtMPs,SDt,s) und g = _\/ﬁ det(@tv@sa(ps,s)~

Hier haben wir verwendet, da8 |¢; X ¢s| = vV EG — F? nach .

Wir wollen nun versuchen die GauB-Kriimmung allein durch die Koeflizienten der
1.ten Fundamentalform, sowie deren partiellen Ableitungen darzustellen. Sei dazu

D :=VEG — F?. Es gilt:
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KD? (eg — f*)D? = (—eD)(—gD) — (—fD)2

= det (g, @s, re) - det(r, s, s, s) — det (¢, @s, Pt 5)2
= det((¢t, s, et)™ - (01, s, Ps,5)) — det((@r, s, 0t,5)" - (Pt Pss Pt,5))
Cior Pips sot Ps,s sot Pt wt Vs PrPts
=det [ @ipr  ©ips  Pepss | —det | @ior @ies  @iers
PPt PiiPs  PriPss PPt PrsPs  PrsPts
E F (ph Sps s
= det, F G (Ps, Ps,s)
<90t,t, S0t> <<Pt,t, Sﬁs SOt ts Ps, s
E F <Pta Pt, 5
— det F G (@ssPt,s)
<80t,s, S0t> <<Pt,s, 905> <§0t,57 <pt,5>
E F <§0t7 SOS,S>
= det F G <<P8a ‘PS,S>
<90t,t, S0t> <<Pt,t, 80s> <<Pt,ta <Ps,s> - <§Dt,sv <Pt,s>
E F <<Pt, <Pt,s>
— det F G <(pS7 th,s>
<§0t75a ¢t> <90t,5a 905> 0
E F F, - 1c, B F 3B,
=det| F G %GS —det| F G 3Gy
%Et Fy - %Es Fy s — %(Es,s + Git) %Es %Gt 0

wegen des Entwicklungssatzes von Matrizen und weil:
E=(pi,0t), G={(ps;0s), F={(p,5)
By =20, 0t),  Ge=2(ps,05),  Fr = (@re,0s) + (01, Psyt)
Ey =2pts,01), G5 =20s,5,05),  Fs = (0t,5,05) + (1, 0s.5),
Fs — %Gt = <<Pt,§05,s>, Fy — %Es = <50t,t,<,03>,
%Es,s = (Pt,5,5:Pt) + (Pt.s,Pt,s),
Fi s = (0t,t,50Ps) T {Pt,6, Ps,s) + (P55 Ps,t) + (Pt Ps,t,5)
Fi s — %Es,s = (©t,t,5,0s) + (Pt,t» Ps,s),
%Gt,t = (Ps,t,t»s) + (Ps,t, Ps,t),
Fi s — %(Es,s + Git) = (Prt, Ps,5) — (Ps,t Ps,t)-
Durch Ausmultiplizieren der Determinanten obiger Formel fiir K erhalten wir:
4(EG — F?)?K = E(E,G, — 2F,G4 + G4?)
+ F(E\Gs — EsGy — 2E Fs + AF,Fs — 2F,Gy)
+ G(E:G; — 2EF, + E,?)
—2(EG — F?)(Eys — 2F, s + Gyy).

Eine symmetrischere Formel fiir K ist die folgende:

E E, E

1 s 1 E,—F, Gy — F,

K=—-—Jdet|F F, F, —<as & + 0, )
4

4D ¢ G G 2D D D
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wobei wieder D := v/ EG — F2. Diese kann leicht durch Auflésen der Determinante
und durch Differenzieren verifiziert werden.

9.16 Theorema Egregium [12].

Sind zwei Flichen aufeinander abwickelbar, d.h. sie sind (lokal) isometrisch, so
haben sie in entsprechenden Punkten die gleiche Gauf-Krimmung. Die Gaufs-
Krimmung K ist also ein intrinsischer Begriff, d.h. sie hingt nur von der Metrik
der Fliche und nicht vom umgebenden Raum ab.

Fiir eine partielle Umkehrung siehe | 11.11|.

Beweis. Wegen obiger Formel in héingt die GauB-Kriimmung nur von den Ko-
effizienten der Riemann-Metrik sowie deren 1.ten und 2.ten partiellen Ableitungen
ab. Diese sind aber fiir zwei isometrische Flidchen gleich, denn fiir eine Parametri-
sierung ¢ der einen ist ¥ = go ¢ eine Parametrisierung der anderen, wo g die lokale
Isometrie ist, also ist (T,g(&1), Tpg(&2)) = (€1, &2). Wihlt man nun fir §; = T'pon;,
so folgt das Resultat. O

9.17 Lemma (Jacobi-Gleichung).

Sind (t, s) geoditische Koordinaten auf M (d.h. fiir die zugehdrige Parametrisierung
gilt E=1, F =0), so erfillt die Gauf-Kriimmung die JACOBI-GLEICHUNG::

(3

Wir werden in ’ 10.9 ‘ und ’ 10.10 ‘ zeigen, daf solche Koordinaten immer existieren.
Beachte, daf die Bedingung E = 1 besagt, daf die Parameterlinien ¢ — (¢, s) nach
Bogenlidnge parametrisiert sind und F' = 0 besagt, dafl die anderen Parameterlinien
s+ @(t,s) dazu orthogonal stehen.

Beweis. Obige Determinanten-Formel fiir K liefert in diesem Fall:

1 0 —3G, 1 0 0 1 1
K-G*=det|0 G LG, |-det|0 G 1iG, =—§GG,5¢+ZGt2
0 0 —1Gu: 0 iG, 0

= K:—\%G (;)2\@* O

Da wir gezeigt haben, dafl die GauB-Kriimmung eine intrinsische Grofle fiir Flachen
ist, liegt es nahe, dafl wir die Determinantenformel aus bzw. die Jacobi-
Gleichung aus auch verwenden kénnen um eine entsprechende Kriimmung
fir allgemeine Riemann’sche Flidchen zu definieren. Wir miifiten dazu allerdings
deren Invarianz unter Koordinatentransformationen nachweisen, was wir in
auch machen werden.

9.18 Definition (Drehfliche).
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Unter einer DREHFLACHE versteht man jenes
Gebilde, das entsteht, wenn eine Kurve in der
(z, z)-Ebene um die z-Achse gedreht wird. Sei al-
so ¢ : s — (r(s),2(s)) diese Kurve, von der wir
annehmen diirfen, daf§ sie nach der Bogenldnge
parametrisiert ist. Dann ist die davon erzeugte
Drehfléiche M durch

M = {(r(s)z,2(s)) eR™ x R:z € S}

gegeben. Ist also speziell m = 2, so kénnen wir
S durch 6 + (cos6,sinf) parametrisieren und
erhalten somit eine Parametrisierung

=
SNNS

BB

S
)
"

%

‘\
G’n
’i

\

N\

@ :(s,0)— (r(s)cosf,r(s)sinb, z(s))
von M.

Wir wollen die Gauf3-Kriimmung berechnen. Die partiellen Ableitungen von ¢
sind

0s(8,0) = (1'(s) cos 0,7 (s)sin @, 2/ (s)) N
wo(s,0) = (—r(s)sinb, r(s)cosb,0)

52.6

Man kann den Satz [28, 52.6] von Dupin verwenden um die Kriimmungslinien
zu bestimmen. Es sei

U(ut,u?) = c(u') +u? v(u') = (r(ut) —u? 2/ (u'), z(ut) +u? 7' (ul)),
wobei v die Einheitsnormale an ¢ bezeichnet. Dann ist
0V (ut,u?) = (ut) +u? V(u') = (1 —u? K(uh)) 7(u) L v(u') = 0.9 (ut, u?).
Folglich erfiillt ® : R? — R3, gegeben durch

() +2(5)° =1

d(ut,u? u?) =
= ((r(u') —u? 2/(u")) cos(u®), (r(u') —u? 2'(ub)) sin(u?), z(u') +u* r'(u')),

die Voraussetzungen des Satzes von Dupin. Damit sind sowohl die MERIDIANe
s — 9(s,0,0) = ¢(s,0) als auch die BREITENKREISe 0 +— ®(s,0,0) = ¢(s,0)

Kriimmungslinien.

Hauptkriimmung in Richtung der Meridiane: Ein Meridian ist der Schnitt
von M mit einer Ebene durch die z-Achse. Die Normalkriimmung in Richtung &
des Meridians ist also nach gerade die Kriimmung des Meridians bzw. der
erzeugenden Kurve ¢, wenn wir —v, = (2/, —r') fiir vpy verwenden (siehe auch
). Daf} dies eine Hauptkriimmung ist, sieht man iibrigens auch direkt: Der
Normalvektor vy; an die Flédche in einem Punkt des Meridians liegt in dieser Ebene.
Wenn wir ihn also in Richtung £ des Meridians differenzieren, liegt das Resultat L £
wieder in der Ebene, muf} also proportional zu £ sein. Da ¢ nach der Bogenldnge
parametrisiert ist, gilt nach : (r", 2"y =71"=K.-v=K./(-2,r") und somit ist

1"

K =K@=K.=-" ="

P’ o
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9. KRUMMUNGEN VON HYPERFLACHEN 9.18

Hauptkriimmung in Richtung der Breitenkreise: Daf} die Breitenkreise eben-
falls Krimmungslinien sind, folgt wegen auch direkt daraus, dal sie nor-
mal auf die Meridiane stehen. Fiir die zweite Hauptkriimmung ergibt sich somit:

/

K> = K = 27 = — Z,,T Der Satz von Meusnier liefert aber auch eine geo-
metrlsche Methode die zweite Hauptkrummung und damit die Gau-Kriimmung zu
berechnen: Die Einheitsnormale v; an die Fliche ist bis auf eine Drehung um die
z-Achse um den Winkel 0 gerade (z/,0, —r'). Die Hauptnormale an den Breitenkreis
ist der ebenso gedrehte Vektor (—1,0,0). Die Kriimmung des Breitenkreises ist %

und die Normalkriimmung in Richtung seiner Tangente also

~

9.103] 1
K ——((z,0,=1"),(-1,0,0)) = =

Nabelpunkte Diese sind durch die Gleichung K; = Ks gegeben, also durch
-5 = ZT , oder dquivalent —r"r = (2')2 = 1 — (r')2. Geometrisch liegt der
Kriimmungsmittelpunkt der Schmttkurve mit der von vy; und @y erzeugten Ebene
durch den Punkt ¢(s,0) auf der Normale v.(s) im Abstand 1/K> = 7 also (wegen
ahnlicher Dreiecke) am Schnittpunkt mit der Drehachse. Es ist somit ¢(s,0) (und
damit ¢(s, 6) fiir alle 0) ein Nabelpunkt genau dann, wenn dieser Schnittpunkt auch

der Kriimmungsmittelpunkt des Meridians ¢ an der Stelle s ist.

Z.B. sind die einzigen Nabelpunkte eines Rotationsellipsoids (das keine Sphére ist)
somit die Pole.

Evolute der Ellipse
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Asymptotenrichtungen: ¢ = 1, + 2y ist genau dann so eine Richtung, wenn

0=K(£) = (& LE) = (s + 200, £ K1ps + £ Kogpy)
= (62K E + (8)°KyG + 12 (K + Ky)F
=K (") +GK,y (&%)

gilt. Zusammen mit

1= |€]? = (1o, + 200, £ s + E2pp)
= B(¢')* + G(&)? +2F¢' ¢
= (") +G (&)

hat dieses lineare Gleichungssystem in (¢1)? und (£2)? genau dann eine eindeutige
Losung, wenn

0 # det Ky GKy =G (K1 — K»),
1 G
also K1 # Kj gilt, und zwar (£1)? := KQIiZKl und (§%)% = -4 K;ilKl. Nur fir

K = K; - K3 < 0 existieren dazu reelle Losungen (£, £2).

9.19 Beispiel.

Wir betrachten den Torus mit Radius A der Seele und Radius a < A der Meridiane.
Dieser wird durch Rotation der bogenléngenparametrisierten Kurve

ofs) 1= (r(s). 2(5)) == (4,0) + a (cos (£) sin (2))

a

erzeugt. Folglich ist K; := % > (0 die Hauptkriimmung in Richtung der Meridiane,
die Gaulkriimmung

r(s)  A+4acos(s/a)’

= _r"(s) cos(s/a)/a

und schliefllich die Hauptkriimmung in Richtung der Breitenkreise

K cos(s/a) 1

K = K A+acos(s/a) a+ Afcos(s/a)’

Somit verschwindet die GauBkriimmung am Nord- und am Siidpolkreis (s/a =
+m/2). Sie ist positiv auf dem AUSSEREN HEMI-TORUS (gegeben durch |s/a| < 7/2)
und negativ am inneren. Am #Hufleren Hemi-Torus existieren keine Asymptoten-
richtungen. Die POL-KREISE sind Asymptotenlinien. In jedem Punkt des inneren
Hemi-Torus existieren genau zwei Asymptotenrichtungen & = £1p, + €209 mit

1
(€)? = Ky a¥Ajcoss/a)  __acos(s/a)
i T
Ko =K\ gareostra) ~a A
(€2)? = 1 K 1

T GEK -Ky A(A + acos(s/a))
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Parametrisierung mittels Asymptotenlinien

9.20 Drehflichen konstanter Gauf3-Kriimmung.

Um Drehflichen zu finden, welche konstante Gauf-Kriimmung K = —L”(s) haben,

miissen wir also das Differentialgleichungssystem '

r(s)+ Kr(s) =0

r(s)*+ 2 () =1
16sen. Die erste Gleichung hat als lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
einen 2-dimensionale linearen Losungsraum.

Der Fall K = 0 ist nicht sehr interessant, denn dann ist 7/ = 0, d.h. 7(s) = as+b
und somit z(s) = /1 — a? s. Also ist die Losung ein Kegel fiir 0 < @ < 1 und in
den degenerierten Féllen a = 0 ein Zylinder, bzw. fiir a = 1 eine Ebene.

Fiir K # 0 erhélt man ein Erzeugendensystem des Losungsraums durch den Ansatz
r(s) := e**, woraus sich \? = —K ergibt.

Betrachten wir zuerst den Fall K > 0, dann ist s — etiVEs oip komplexes
Erzeugendensystem der Losungen. Die allgemeine reelle Losung ist also r : s +—
acos(VKs) + bsin(v Ks). Wenn wir (a,b) in Polarkoordinaten darstellen, also

(a,b) =:1g (COS(—\/ESO)7Sin(—\/ESQ))
mit rg > 0 setzen, dann ist
r(s) = ro cos(VEK (s — sg)).

0O.B.d.A. ist sp = 0 (nach einer Zeitverschiebung) und ro > 0 (fiir 7o = 0 parame-
trisiert ¢ keine Fliche). Folglich ist

2(s) = /05 V1 —1'(0)%do = /05 \/1 — 12K sin?(VK o)do,
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ein Legendre-Integral. Fiir r2 K = 1 liefert das eine Sphére, fiir 73K < 1 eine soge-
nannte SPINDELFLACHE und fiir 73 K > 1 eine WULSTFLACHE. Diese sind alle lokal
isometrisch (siehe | 11.11 ), aber nicht ineinander durch Bewegungen iiberfiihrbar.

1

2 _ —

K

lo lo lo
Sphére Spindelfliche Wulstfldche

Nun betrachten wir den Fall K < 0, dann ist 7(s) = aeV 5% + be™V—Ks mit
beliebigem a und b die allgemeine Losung.

Falls ab = 0, so kénnen wir durch eine Spiegelung der Zeitachse erreichen, daf}
a = 0 ist. Durch eine Zeitverschiebung um —In(b/v/—K) kénnen wir b = 1/v/—K
erreichen und durch eine Streckung um /— K und gleichzeitige Umparametrisierung
mit Faktor 1/v/—K ist die Lésung dann

r(s) = e~*, und somit z(s) = / V1—e"29do fiir s > 0.
0

Das ist die Bogenldngen-Parametrisierung der
Traktrix. Die zugehorige Drehflache heifit PSEU-
DOSPHARE.
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9. KRUMMUNGEN VON HYPERFLACHEN 9.21

Man kann z(s) explizit bestimmen:

dr / 2 1+ u? 2(1 —u?)

/1 _ o—2s — a1 2 _ _ 2u

/ 1—e ds—/ L=r r_/ 1 <1+“2) 2u (14 u?)? du
—u?)? 4u

(1 /1
/ wTr a2 T S u T @
2 14++vV1—1r2
:c—&—lnu—&—:c—i—ln(—'_r)—i—l— 1—72
T

14+ u?

1
:c+1+Arcosh<) —V1-r2

r

also  z(s) = Arcosh (r(ls)> —/1—r(s)2

Im Fall ab # 0 kann man erreichen, dafl @ = —b oder a = b ist: Dazu ersetzen
wir s durch s — ¢, erhalten r(s — ¢) = ae V™ KceV=Ks 4 pev—Kee=vV=Ks ynd mit
e?VEe = |4] st l[ae VY = [peVEe.

Die entstehenden Flachen

r(s) := a sinh(v —Ks), und somit z(s) := / \/1 + a2K cosh?(vV—Ko) do;
0

r(s) := a cosh(v—K ), und somit z(s) := / \/1 + a2K sinh*(vV—Ko) do
0

nennt man FLACHEN VOM KEGELTYP bzw. vom KEHLTYP.

Kegeltyp Kehltyp

9.21 Geoditische Koordinaten der Poincaré’schen Halbebene.

Die POINCARE’SCHE HALBEBENE M ist die oberer Halbebene {(z,y) € R? : y > 0}
versehen mit der Riemann-Metrik g : (ds)? = %((dac)2 + (dy)?).

Wir wollen geodétische Koordinaten fiir sie finden. In werden wir eine Meth-
ode kennenlernen diese mittels Geodédten zu konstruieren. Es zeigt sich, dafl die
Geoditen die Kreise mit Mittelpunkt auf der z-Achse sind, also jene Kreise, die die
2-Achse rechtwinklig schneiden.
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Die Kreise durch oo sind dabei die zur y-

Achse parallele Geraden. Wir wollen let-
ztere nach Bogenldnge parametrisieren. — |
Sei also ¢(t) := (x,t). Dann ist die Bo-
genlidnge
S(t) = / |Cl(t)|c(t) dt = % = ln(t) /\
VRN
mit Umkehrfunktion ¢(s) = e°. - 0 1

Als Parametrisierung von M verwenden wir nun

v (s,z) — (z,€e°).

¢'(s,x) = (60 é)

und fiir die Koeffizienten der Metrik erhalten wir:

Die Ableitung von ¢ ist somit

E= 9(6590; (95(,0) =1, F= 9(85@7 8I(P) =0, G= g(aa:(Pa 63090) =e 7.

Es gilt somit nach

0

2
K=—1(as> VG=-1, VaO,e)=1, LVG0.2)=1.

Os

Die Koeflizienten der ersten Fundamentalform bzgl. dieser Koordinaten stimmen
mit den in konstruierten (G(s,f) = r(s)? = e~2%) fiir die Pseudosphére aus

iiberein, also erhalten wir wie folgt eine Isometrie der Teilmenge {(x,y) : y >
1} der Poincaré’sche Halbebene auf die Pseudosphére:

Poincaré’sche Halbebene Pseudosphére
() (c222, e (1))
Il
(z,e)t (e7%cosf,e *sinf, 7(e™*))

T

(s,z) = (s,0)
RT xR

Dies kann auch mit einer direkten Rechnung verifiziert werden.

9.22 Geoditische Koordinaten der hyperbolische Scheibe.

Die hyperbolische Scheibe ist nach die offene Einheitsscheibe D := {z € C :
|z| < 1} versehen (bis auf den konstanten Faktor 4) mit der Riemann-Metrik

L (e + (dy)?).

fds)? = —m4m8M ———
g (ds) (=219

64 andreas.kriegl@univie.ac.at (© 31. Januar 2019



9. KRUMMUNGEN VON HYPERFLACHEN 9.23

Wieder wollen wir die Methode aus | 10.10 | ver-
wenden um geodétische Koordinaten zu bestim-
men.

Es sind die Geodéten jene Kreise (und Ger-
aden), die den Einheitskreis orthogonal treffen. \\
N

Wir wollen die Geodéiten durch 0 wieder nach Bo-

genldnge parametrisieren. Sei also c(t) := (¢,0). J/
Dann ist die Bogenlénge
2dt 1+1¢
t) = "y dt = | == =1In | ——
(0 = [1¢0l = [ 25 =m (157)

mit Umkehrfunktion ¢(s) = EH = tanh(3).

Als Parametrisierung von D verwenden wir somit
v:(s,0)— (H,tanh(g)) — (tanh(g) cos 9,tanh(§) sin 9).
Deren Ableitung ist

p ~ (cos(9) ~cosh2(%) —tanh(3) - sin@
¥(s,0) = (sin(g) -cosh®(3)  tanh($) - cosd

und fiir die Koeffizienten der Metrik erhalten wir:

sinh?(s) .

E = g(0sp,050) =1, F =g(0:0,090) =0, G = g(0gp,0pp) = 3

Dies sind gerade die Koeffizienten der ersten Fundamentalform einer Fliche von
Kehltyp fiir a := 1/v/2 =: —b und K := —1 mit Koordinaten

1 s 75*isinsun z(8) == ) —r'(0)? do
r(s)::ﬁ(e —e )_\@ h(s) und 2(s) : /O\/l (0)%2d

aus . Also erhalten wir analog zu eine lokale Isometrie der hyperbolis-
chen Scheibe mit einer Fliche von Kehltyp und damit (wie wir in | 11.11 | zeigen
werden) auch mit der Pseudosphiire.

9.23 Eine andere Beschreibung der hyperbolischen Scheibe .

Wir wollen die hyperbolische Scheibe nun durch einen Diffeomorphismus so ver-
zerren, dafl die Geodéten genau die Geraden werden.
Dieser Diffeomorphismus soll die Scheibe

invariant lassen und ihren Mittelpunkt

und ihren Rand punktweise fix lassen.

Dazwischen miissen wir folglich die Kreise

die den Rand orthogonal treffen so de-

formieren, dafl aus Thnen Geraden durch

die gleichen Schnittpunkte mit den Rand

werden. hn T
Die elementar-geometrische Uberlegung

h(r):1=1:(R+r)und R*+1 = (R+r)?

1—r?

und somit R = 5= zeigt, daf} dies in
Polarkoordinaten durch h x id : (r,0) —
(13_%, 0) erreicht wird.
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Unseren gewiinschten Diffeomorphismus erhalten wir also durch folgende Zusam-
mensetzung:

, 2

(7“,9)| hxid (1_;,_7;2’9)

l’kart‘Koord‘

(Va2 + y?, arctan £) (13_22 cos 0, %sin&)
Pol.Koord‘I

2 2

((ﬂ, y) (1+m2x+y2 9 1+x2y+y2 )

2

Beachte noch, dafl die Ableitung von r — 13;2 durch r — fﬁ‘r;)g und die Umkehr-

funktion durch 1=v1=r= Vrlﬂ”z «ir gegeben ist (die Wahl der Lésung der quadratis-
che Gleichung ergibt sich dabei aus r < 1_2:;2). Beachte aber, dafl wir auf diese
Weise keine geodéatischen Koordinaten erhalten, denn dazu miiiten wir die radialen

Geodéten wie in zuriickparametrisieren.

e

9.24 Isomorphie von Poincaré’scher Halbebene und hyperbolischer Scheibe.

Wir betrachten die Mébius-Transformation (siehe [29, 2.16,2.30]) u : z — ‘Cljig, die
folgende speziellen Werte hat:

O——i, 1—0, £1l—=+1, ocor>i.

Aus diesen Gleichungen erhalten wir: d = ib, b = —ia, ¢ = —ia und wegen 1 =
ad — bc = 2a? schlieflich ¢ = d = 1/v/2 und b = ¢ = —i/+/2, d.h. (wenn wir mit
iv2 erweitern)

1z+1

z+i

Sie bildet die obere Halbebene auf die Einheitsscheibe ab. Ihre Umkehrfunktion ist
durch w — (w +1)/(iw + 1) gegeben. Wenn wir nun die hyperbolische Metrik aus

auf D mittels p auf die obere Halbebene zuriickziehen, so erhalten wir die
Metrik:

Wz

2D 2l b
=P " T iGE-2 " dma)

Dies ist die Metrik der Poincaré’schen Halbebene aus . Also ist die Poincaré’sche
Halbebene isometrisch diffeomorph zur hyperbolischen Scheibe und mit und
auch die Pseudosphére lokal isometrisch mit einer Fldche von Kehltyp.

olz = [ (2)vluce) =
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9. KRUMMUNGEN VON HYPERFLACHEN 9.26

D(go)

9.25 Minimale Drehflichen.

Wir wollen jene Drehflichen bestimmen, die H = 0 erfiillen, also lokal minimale
Oberfliche haben (siehe dazu ) Da die beiden Hauptkriimmungen —TZ—/,/ und
27/ sind, miissen wir das Differentialgleichungssystem r”/r = (2')2 = 1 — (') 16sen.
Dies ist dquivalent zu

2 "

(%) =rr" 4+ (r")? = 1 mit der allgemeinen Losung r(t)* = (t 4+ a)* + b*.

Nach Zeitverschiebung erhalten wir a = 0 und somit 2r(¢)r’'(¢) = 2¢t. Im Fall b =0

erhalten wir (nach einer Spiegelung) die Losung r(t) =t und z(t) = 0, eine Ebene.
t

Der Fall —b% < 0 kann nicht eintreten, denn dann ist r/(¢) = L) = 7= > 1 ein

Widerspruch.
Fir r(t)2 = ¢ 4+ b mit b > 0 er-

halten wir z(t) = fot\/l —1'(0)2do =

¢ ¢
Jo 1= sFmdo = [y ymmdo
b Arsinh(¢/b), d.h. ¢ = bsinh(z/b) und r =
by/1 + sinh?(z/b) = bcosh(z/b). Dies ist
also gerade die Bogenldngen-Parametri-
sierung der Kettenlinie r/b = cosh(z/b).

9.26 Definition (Minimalfléiche).

Eine Fldche heifit MINIMALFLACHE, falls sie (lokal) ein kritischer Punkt fiir die
Oberfliche ist, d.h. wenn wir sie nur lokal (bzw. auf einem kompakten Teil) variieren.
Wir brauchen also nicht die gesamte Oberfléiche (die unendlich sein kann), sondern
nur jenen Teil, der sich d&ndert, betrachten.
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Nach [26, 3.1.5] ist die Oberfliche einer durch Parametrisierung ¢ : R? O K —
M C R? mit kompakten J-mefbaren K durch

VO](M) ZZ/ ||61(p X (92@”
K
gegeben, also

vol(b1) i= [ V/orelPloxel? ~ @roloxe = | VEG-F?
K

K
= / \/det((gi,j)LjE{l,Q})v
K

wobei g; ; = (gi|g;) die Koeffizienten der ersten Fundamentalform mit g; := ;¢
sind. Allgemeiner gilt fiir parametrisierte Hyperflichen M C R™, daf§ ihr n — 1-
dimensionales Volumen durch

vol(M / det((g4,5)i,5)

gegeben ist.

9.27 Satz, [35].

Eine Fliche ist genau dann eine Minimalfldche, wenn H = 0.

Beweis. Das vorliegende Variationsproblem besteht also darin, die lokalen Minima
der Funktion M + vol(M) := [, volyy € R zu bestimmen. Sei die Fliche M
ein kritischer Punkt dieses Funktionals. Jede in der N&he von M liegende Fliache
148t sich per Definition als {z + f(z)v(z) : « € M} mit einer reellwertigen glatten
Funktion f: M — R mit kompakten Tréger darstellen. Somit mufl 7 |0 vol(M?) =

0 sein, wobei M* die Fliche {z + ¢ f(z)v(z)} ist. Dazu miissen wir dt|0V01Mt
bestimmen. Wir wihlen eine lokale Parametrisierung ¢ : U — M von M mit

zugehorigen lokalen Koordinaten (u!,...,u™). Eine lokale Parametrisierung von

Mt ist dann ¢! (u) = p(u) + tf(cp(u))u(gp(’u)) Lokal ist

Sdut A A du™

volpre = 4 /det(g; ;

wobei
gLy = {gh o) mit gl i= 0,0" = Do+ (Do 9) - (o) + (f o) - Bilw o).
Also ist

#logt = (3i(f o) o)+ (fop) Ldip)) = Fh v+ f - Lig)

(o1
%|0953 <9“dt|ogy> <%|ng7gj>
I ((E000),05%) + (00, LDy0)) ) = 2 B,

und weiters

%|0 \/ det(gf,j)

DN =

T det (9i,3) spur ((gi,j)_l( %’0 gf]>>
i)

et - spur ((gi,j)_l(hi,j)>

QT

-spur L

g’Lj
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9. KRUMMUNGEN VON HYPERFLACHEN 10.2

Dabei haben wir verwendet, daf§ det’(A)(B) = det A - spur(A~1 B). Also:

%‘OVOIMt =mf H voly,

Schluflendlich gilt:

%|t OVOI(Mt) p |t 0/ VO]Mt:/ %|t:0V01M¢:m/ fHwolyy.
M M M

Soll das fiir alle in der N&he von M liegenden Fldchen gelten, d.h. fiir alle f : M —
R, so mul H = 0 sein (wihle f = H) und umgekehrt. O

10. Geodiaten

Wir wollen nun auf allgemeinen Hyperflichen das Problem der kiirzesten Verbind-
ungswege losen.

10.1 Definition (Geodite).

Unter einer GEODATE versteht man eine Kurve in M, welche ein kritischer Punkt
fiir die Bogenléange ist.

10.2 Satz (Charakterisierung der Geodiiten).

Eine Kurve ¢ in einer Hyperfliche M ist genau dann eine Geoddte, wenn fiir eine
Parametrisierung von ¢ gilt: ¢'(t) € Tc(t)MJ‘ fir alle t, d.h. die Beschleunigung nur
dazu dient, dafi die Kurve auf der Mannigfaltigkeit bleibt. Diese Parametrisierung
ist dann automatisch proportional zur Bogenldnge.

Beweis. Sei ¢ : [a,b] = M eine Kurve, 0.B.d.A. nach der Bogenldnge parametri-
siert. Diese ist ein kritischer Punkt der Bogenléinge, wenn fiir alle 1 PARAMETER—
FaMILIEn von Kurven (c¢®) mit s € R, die Ableitung - ’ ) gleich 0 ist.

Unter 1-Parameter-Familien von Kurven versteht man Abbﬂdungen R2 — M,
(t,5) + c(t), welche c®(a) = c(a), c¢*(b) = c(b) V¥ s und ¢ = c erfiillen. Berechnen
wir also diese Ableitung, wobei wir ¢(t, s) := ¢*(t) setzen:

b
%|S=0 L(CS) = 5= 0/ |8t |dt / % s=0 |%C(tvs)|dt
a

:/ 1 65|€ 0 at (t 8)’ Bt (t S)>dt
a 2 |E (t,0)|
—_————

=1

b
[ et et

b
:/ <gt %L:o c(t, S)a%C(tvo) dt (part.Integr.)
b
[ #hten e)]
t=a

b b
_ —/ <n(t),c"(t)>dt=/ B (00 ) — (", ")

<0 (Cauchy-Schwarz)
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10.4 10. GEODATEN

Wobei wir -2 o C(t,8) =1 n(t) fiir das letzte Gleichheitszeichen speziell so gewihlt

Os ls=

haben, dafl
n(t) = h(t) (¢ () = (" (), v(e(t))) v(e(t) ) € Ty M

fiir eine glatte Funktion & : [a,b] — Ry mit h(a) = 0 = h(b) gilt. Dies ist moglich,
da n ein Vektorfeld auf M lings c ist, welches nur n(a) = 0 = n(b) erfiillen muf.

Die Ableitung verschwindet also fiir alle solche 1 genau dann, wenn in der Cauchy-
Schwarz Ungleichung Gleichheit gilt: (¢”, ") = (¢, v o ¢)?, i.e. ' (¢) || v(c(t)). Mit
anderen Worten, falls ¢ (t) € T, M L fiir alle ¢.

Umgekehrt sei ¢ eine Parametrisierung, welche ¢”'(t) € T, M~ erfiillt. Dann ist
insbesonders ¢”(t) L ¢/(t) und somit (c/(¢),c(t)) konstant, also ¢ proportional zur
Bogenlinge parametrisiert. D.h. obige Rechnung fiir d% a0 L(c®) ist (mit Aus-
nahme des letzten Gleichheitszeichens) fiir ¢ durchfiithrbar und liefert 0. O

Obige Fragestellung ist natiirlich ein Variationsproblem und die Methode ist jene
von Euler-Lagrange, siehe [26, 9.4.16]-[26, 9.4.18].

10.3 Beispiele.

1. In einer Hyperebene sind offensichtlich die Geraden die Geodéten.

2. Jeder Groflkreis auf der Sphire S™, d.h. Schnitt einer Ebene durch 0 mit S™,
ist eine Geodite, denn die 2.Ableitung eines Kreises zeigt zum Mittelpunkt,
also genau in Richtung des Normalvektors an die Sphére.

3. Allgemeiner sind auf Drehflichen die Meridiane Geodéiten und auch jene Bre-

itenkreise, welche kritische Punkte fiir den Radius sind (sogenannte AQUATORen).

4. Auf einem Zylinder kénnen wir auch leicht Geoditen in andere Richtun-
gen angeben, ndmlich: ¢ — (c(tcos(¢)), tsin(y)), wobei ¢ eine nach der Bo-
genlidnge parametrisierte Geodéite der Aquatorialsphére und ¢ € R ist.

10.4 Satz von Clairaut.

Auf jeder Drehfliche ist das Produkt aus dem Abstand von der Drehachse mit dem
Cosinus des Winkels zwischen einer Geoddte und dem Breitenkreis konstant ldngs
der Geoddte:

Radius - cos <( Geoddte, Breitenkreis) = konst .

Geod.

Breitenkreis
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10. GEODATEN 10.5

Beweis. Sei ¢ : t — (z(t); 2(t)) € R? x R eine nach der Bogenlinge parametrisierte
Geodite auf M, d.h. ¢”'(t) L T,y M. Esist (z(t)*,0) tangential an den Breitenkreis
durch ¢(t) und |/ (¢)| = 1, folglich gilt

(Radlus cos <(Geodéte, Breltenkrels t)

jt<|x( |- cos<1(c’ : < 0 >
( T(t) ,
(e SCORED - 2 (). ()
x” x o (t)*

(o) (9 D) (07D

< ( L) +(a(8),2' (81 = 0+0,
da ’(t) € (T M)* und somit ¢”’(¢) L (z(t)*,0) gilt. Folglich ist der behauptete
Ausdruck konstant. O

Wir haben gezeigt: ¢ ist Geodéite < V't : ¢’(t) € Tpy M, also genau dann, wenn
folgende Differentialgleichung erfiillt ist:

() = (" (), vey)Very = —(c' (1), L& (1)) veq).-

Diese wollen wir nun in lokalen Koordinaten beschreiben. Dazu entwickeln wir die
zweiten partiellen Ableitungen ¢; ; der Parametrisierung ¢ in der von den par-
tiellen Ableitungen ¢; = %ap(u) und Einheitsnormalvektor v gebildeten Basis
(@1, om; V) des R™:

10.5 Ableitungsgleichungen fiir Flichen.

Die zweiten partiellen Ableitungen o; ; : u — au‘?i;ujcp(u) einer lokalen Parametri-

sierung @ besitzen folgende Entwicklung in der Basis (¢1,...,90m,V):
@i (u Z F ,] — hi; (“)Vw(u%
wobei h; j == —(p; ;,v) = (pi, Lpj) und TF ; die entsprechend gewdihlten Koeffizien-

ten sind, diese heiffen auch CHRISTOFFELSYMBOLE DER 2.TEN ART.

Die Christoffelsymbole Fﬁj der 2.ten Art kénnen aus den CHRISTOFFELSYMBOLEN
DER 1.TEN ART

Lijn = (pijs o8) = 5(0i9ik + 0igrj — Orgi ;)

wie folgt berechnet werden:

= STjug* mit (6%) = (gue) ™" und gui = (o1, 01)-

Beweis. Um die Koeffizienten der Entwicklung von ¢; ; zu berechnen, bilden wir
zuerst das innere Produkt mit v und erhalten (y; ;,v) =0 — h; ; - 1 fiir den Koef-
fizienten von v. Indem wir das innere Produkt mit ¢; berechnen erhalten wir:

1—‘i,j,l = @Z,]ﬂﬂl <ZFJ >+0_Zrzjgkl
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Durch Multiplikation mit der inversen Matrix (g"?) ergibt sich:

Z 0319 =D ) Thigkag"’ = qu Zgwg P = ka O =
=1 =1 k=1 k=1
Es gilt:
Ongij = Ol pis P5) = (Pik> P5) + (i Pjk)-

Durch zyklisches Vertauschen erhalten wir:

0igjk = (®j,i> Pr) + (Pj> ki)
0jGr,i = (Pk.j> Pi) + (P, Pij)-

Die alternierende Summe dieser 3 Gleichungen ist

2Tk 5,0 = 2(Pk,j> @i) = 050Gk — 0igj.k + OkGi,;j- O

10.6 Bemerkung.

Es sei M ein Fliche im R?® (oder sogar eine abstrakte Riemann-Fliche) und E, F, G
die Koeflizienten der 1.ten Fundamentalform, d.h.

g11 q12\_ (E F und 91’1 91’2 7i G -F
921 922) \F G gt ¢*?*) D2 \-F E )’

wobei D := v/ E G — F2. Die Christoffelsymbole 1.ter Ordnung haben dann folgende
Gestalt:

1

Lijr:= 3 <3i(gj,k) + 0j(gi k) — ak(Qi,j)) =
1

Fiiq1:= 3 E,
1

Iioq1:= 3 By
1

I291:= 3 (2F, — Gy)
1

Fii2:= 3 (2Fy — E»)
1

Iiog:= 3 Gy
1

Fooo:= 3 Ga
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10. GEODATEN 10.8

Und fiir jene zweiter Ordnung gilt:

Fﬁj c=Tlijn g+ Lo @Pr =
F%,l = 1"1’1)1 9171 + 1"1 12 92’1
E, G Ey —F GE,—2FF,+FE,
:7ﬁ+(F1_?)D2_ 2 D2
F%,Q L= 1—‘1’2’1 gl,l +1"172)2 9271
_EB G G F _GEB-FG
T2 D2 2 D2 2 D2
1—%2 L= 1—‘2’2’1 gl,l +1"272)2 9271
Gi, G Gy -F 2GF -GG —FG,

=Bty 5D

Iy :=T111 9"+ 112 g%?
_ B —F . By E _-FE{+2EF - EE
5 o) 5= 5 D2

If,:=T1219"2+T 122 g%

B, -F G E _-FE+EG

~ 2 D2 2 D2 2D
[3,:=Ta219"%+T222 g%
G, -F Gy E —2FF,+FG,+ EG,

St ;T 5 D7

= (Fy —

10.7 Lokale Geoditengleichung Die Differentialgleichung fiir Geodéten ¢ :=
¢ ou mit lokaler Darstellung u(t) = (u!(t),...,u™(t)) sieht in lokalen Koordinaten
nun so aus:

Oy du’
_ 1) — )
) =(pout) = )= 5.2
o  dut dut  Op d*u
11
t) = p v du .
= Z outdul dt  dt - Out  dt?

du? du? d2uk
k
62 ZF” o gz | es TR nach[105]

Also ist ¢ genau dann eine Geodéte, d.h. ¢'(t) € T.) M+, wenn

S du’ du? i
i 2:: 1) S0 SEW =0 firk=1,..m

oder kurz:
i +ZF At =0,

wobei 7% die Ableitung t + %(t) nach der Zeit t bezeichnet. Dieses System

gewohnlicher Differentialgleichungen 2.ter Ordnung hat bei vorgegebenen Anfangs-
daten v*(0) und %(O) lokal eine eindeutig bestimmte Losung.

10.8 Lemma. Die Exponentialabbildung.
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10.8 10. GEODATEN

Zu jedem x € M und § € T, M existiert eine eindeutige Geoddte c¢ : I — M mit
maximalen Definitionsintervall I C R, mit konstanter skalarer Geschwindigkeit und
Anfangsbedingung c¢(0) = z, c;(0) = €.

Ordnet man nun & € TM den Wert c¢(1) der Geodite ce mit Anfangsbedingung &
zu, so nennt man das Ergebnis exp(§). Die Exponentialfunktion exp ist auf einer
offenen Umgebung des Nullschnitts M in T M definiert. Sie ist dort glatt, hat Werte
in M und exp, := exp|r,nm : TeM — M erfillt: exp,(0,) = x und To, (exp,) =
idp, ar. Die Geodite ce mit Anfangswert & ist dann durch ce(t) = exp(t§) gegeben.

it
&

Der Grund fiir die Bezeichnungsweise exp liegt darin, da8 fiir M := S' C C mit
TM = {(z,tzt) : |[z| = 1, t € R} = S! x R die Exponentialabbildung gegeben ist
durch exp(z,tzt) = we'l.

Beweis. Die lokale Formel aus fiir die Geodétengleichung zeigt die Existenz
und Eindeutigkeit maximal definierter Geodéten c¢, sowie deren glatte Abhén-
gigkeit auch vom Anfangswert &, d.h. es gibt eine offenen Umgebung V' von 0 in
T, M und ein 6 > 0, s.d. c¢(t) fiir £ € V und |t| < § existiert und (¢, ) — ce(t) glatt
ist.

FEine andere Moglichkeit dies fiir Hyperflichen zu sehen ohne dabei lokale Koordi-

naten zu verwenden, geht wie folgt
Falls ¢ eine Geodate ist, so gilt ¢”'(t) = A(t) - ve(r), wobei

At) = (" (1), w(e(t)) = ((t ) (voc)(t) = —(c, Lod)(t) = —K(c'(2)),

d.h.: cist Geodiite & " = — (¢, (voc))(voc).

Wiéhlen wir eine lokale Gleichung f fiir M, dann ist v = ‘gm T7] grad f und macht
nicht nur auf M sondern auch lokal im umgebenden R™ Sinn. Somit ist die obige
Geoditengleichung eine gewohnliche Differentialgleichung 2.ter Ordnung am R™,
besitzt also bei vorgegebener Anfangsbedingung fiir ¢(0) und ¢/(0) eine eindeutige
Losung ¢ : I — R", welche glatt von den Anfangsdaten abhingt. Insbesonders
existiert eine offene Umgebung V von 0, in M und ein 6 > 0, s.d. ¢¢(¢) fir E € V
und || < ¢ existiert und glatt in (&,¢) ist.

Es ist noch zu zeigen, da§ die Kurve ¢ in M bleibt. Da fiir eine Losung (¢/,v o
e = (" voc)+ (c,(voc)) = 0 gilt, ist (¢,v oc) konstant und zwar gleich
(c'(0), ve(o)) = (€, v2) = 0. Somit gilt:

(foc)(t) = (grad.,) f,¢' () = |grad. f] - (veq), (1)) =0,
Es ist also f o ¢ konstant gleich f(c(0)) = f(x) =0, d.h. ¢(t) € f~1(0) = M.

Falls ¢¢ die Geoddte mit Anfangswert ¢/(0) = £ bezeichnet, so ist fiir t € R die
Kurve s — c¢(ts) die Geoddte mit Anfangswert %’s:O ce(ts) =tcg(0) =& also
gilt folgende Homogenitétsrelation

ce(ts) = cie(s).
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10. GEODATEN 10.9

Sei nun § = dn € U := 0V, dann existiert ¢,(d) = c5(1) = ce(1) =: exp(§)
und ist glatt bzgl. £. Es ist somit ¢ — exp(t€) = c1¢(1) = ce(t) die Geodéte mit
Anfangswert &, weiters exp(0,) = ¢o,(1) =  und Ty, exp, -§ = %|Oexpz(t§) =

%|005(t)=§. O

10.9 Geodéitische Polarkoordinaten.

Wir kénnen nun die Existenz lokaler Koordinaten ¢ mit £ = 1 und F' = 0 auf jeder
Riemann-Fléche zeigen.

Wegen Ty, exp, = idr,ar, ist exp,, ein lokaler Diffeomorphismus von T, M nach M
und somit haben wir eine ausgezeichnete bei = zentrierte Karte exp,. Um diese in
Koordinaten zu beschreiben wihlen wir einen Einheitsvektor v € T, M und einen
(der beiden) Normalvektor(en) v € T, M und betrachten Polarkoordinaten

(r,9) + 7 - (cos(d) - v + sin(d) - v1)

=:w(9)

und erhalten eine Parametrisierung (fiir r # 0)
©: (r,9) — exp,(ro(d¥)) mit (0,9) = x.

Somit ist t — @(t,9) = exp,(tv(d)) die (wegen |v(¥)| = 1) nach der Bogenlénge
parametrisierte Geodéite mit Anfangswert v() € T, M, eine sogenannte RADIALE
GEODATE und es gilt:

E = |, = |U19|2 =1 = (pr,pr9)=0 —
Or.r 1LTM = <§0r,r; 9019> =0

)
= Fo= o {pr00) = (@rep0) + (o 00,0) = 0.

) = x und somit ¢y(0,9) = 0, also F' = (@, (r, ), ps(r,9)) =

Auflerdem ist ¢(0,9) =
)) = 0. SchlieBllich ist G = {py, py) > 0.

<‘pr (07 19>7 12 (07 v

Geoditische Polarkoordinaten der Poincaré’schen Halbebene

Die geschlossenen Kurven ¥ +— ¢(r, ) nennt man GEODATISCHE KREISE mit Ra-
dius r. Diese sind natiirlich im allgemeinen keine Geodéten!

Beispiele von geoditischen Polarkoordinaten.

° w Sphére
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10.10

10. GEODATEN

m Torus

Paraboloid

Hyperbolisches Paraboloid

Einschaliges Hyperboloid

Zweischaliges Hyperboloid

Wendel-Flache

. Katenoid
° Enneper
° Pseudosphire

Mobius-Band

293933333333

Pliicker-Kegel

Sherk-Flache

10.10 Satz. Geoditische Parallelkoordinaten.

Die Koeffizienten einer Riemann-Metrik haben
genau dann lokal die Gestalt E = 1, F = 0 und
G > 0, wenn t — ¢(t,s) nach der Bogenlinge
parametrisierte Geodditen sind, welche die Kurven
s+ p(t, s) orthogonal schneiden. Insbesondere ist
also die Linge der Segmente dieser Geoddten von
t =ty bist = to gerade to — t1, und somit un-
abhdngig von s.

Zu jeder regquliren Kurve ¢ : R — M existieren
lings ¢ eindeutig bestimmte lokale Koordinaten ¢
mit obigen Eigenschaften und ©(0,s) = ¢(s).

Fiir einen geodétischen Kreis ¢ sind das gerade die geodétischen Polarkoordinaten

aus [10.9].

Beweis. Zuerst die Existenz: Dafiir wihlen wir ein Einheitsvektorfeld £ lings c,
welches normal steht auf ¢’ und definieren eine Abbildung ¢ : R? — R?® durch
@(t,8) 1= exps) (t&(s)). Dann ist ¢(0,s) = c(s) und t — (2, s) ist die bogenlin-
genparametrisierte Geodéte mit Anfangsvektor £(s). Also gilt: v5(0,s) = ¢'(s) # 0
sowie (0, s) = £(s) und somit ist ¢ ein lokaler Diffeomorphismus.

Dat — ¢(t,s) Geodéten sind, ist wie im Beweis von E=g11= (o, ) =1
und F; = 0. Wegen F(0, s) = g1,2(0,s) = (£(s),(s)) =0 ist F =0.

Ist umgekehrt £ =1 und F' = 0, so ist nach (siehe auch )

GE,-2FF, +FE,
2 D2

F},l = =0 und Fil =

—FPEW+2EF —EE,

=0.
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10. GEODATEN 11.1

Damit erfiillen die Kurven u!(t) := ¢ und u?=konst die Geodiitengleichung

(siehe auch ), sind wegen FF = 1 nach Bogenlidnge parametrisiert und schneiden
wegen F = 0 die Kurven mit konstantem u' orthogonal. O

10.11 Lemma.

Sei p:R2 DU — M eine Parametrisierung nach
geoddtischen Koordinaten, dann ist jede Kurve der
Form pou mit einer Kurve u in U welche (t1, s1)
mit (ta, s2) verbindet mindestens so lang wie jede
Geodite t — @(t,s) firt € [t1,t2] und fizem s.

Siehe |13.11] fiir die Verallgemeinerung auf

Riemann-Mannigfaltigkeiten.

Dieses Resultat liefert also, dafl gewisse Geodéten
unter allen hinreichend nahen Kurven minimal t-t, "")v
sind. Global mufl das nicht stimmen, wie ein Bo- o
gen eines Groflkreises auf der Sphire von Lénge
grofler als 7 zeigt.

Beweis. Sei s fix gewihlt, co(t) := ¢(t,s) und c1(7) := ¢(u(r)) mit u'(r;) = ¢; fiir
1 € {1,2}, dann gilt

Le) = [ /(42 + G4 s >

T2 1 T2 1
> / dldr > / %dT‘ = [u'(rg) — u'(n)| = |t2 — t1] = L(co)
T1 T1

und Gleichheit gilt genau dann, wenn u! monoton und ‘il—f = 0 also u? konstant

ist. O

11. Integralsatz von Gauf3-Bonnet

Es gelten folgende geometrische Formeln fiir die Gau-Kriimmung:

11.1 Satz (GauB3-Kriimmung als Stérung der Mafle von Kreisen).

Seien geoditische Polarkoordinaten ¢ um x € M gewdhit. Mit L(r) bezeichnen wir
die Linge bzw. mit A(r) die Fliche des Inneren der geoditischen Kreise 9 — (1, )
so gilt:

1. K, = 2lim,no 2”:73”@ Bertrand & Puiseauz 1848

2. K, = 2lim, o “AD  Diguet 1848
Die Gauf3-Krimmung mif§t also infinitesimal um wieviel der Umfang, beziehungsweise
die Fliche eines geoddtischen Kreises im Vergleich zu einem Fuklidischen Kreis zu

klein ist.

Beweis. Geoditische Polarkoordinaten ¢ sind nach gegeben durch p(r,9) =
exp,,(r v(¥9)) mit v(¥) = cos(9) v + sin(¥) v+. Wir wissen bereits folgendes iiber die
Funktion VG := |py|: Die Funktion G' = |py|? ist glatt und verschwindet nur fiir
r = 0. Also ist auch /G glatt fiir » # 0 aber nicht notwendigerweise fiir r = 0.
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11.1 11. INTEGRALSATZ VON GAUSS-BONNET

Wir miissen jedoch das Verhalten bei 0 studieren. Dazu verwenden wir die Jacobi-

Gleichung Kv/G + (%)2 VG = 0 aus . Die Taylorformel der Ordnung 1 mit
Integralrestglied (siehe [25, 6.3.11])

f(z) = £(0) + f(0)(z) +/0 (L= t)f"(tz)(z, v)dt
liefert
o(r, ) = exp, (rv(9))

1
= exp, (0) + exp;, (0) (r v(¥)) +/ (1 = t)exp(tro())(rv(9),rv(¥)) dt
N—— N — 0

=x =id

1
:x+rv(19)+r2/0 (1 —t)expll(trv(0))(v(d),v(d))dt,

=:g(r,9)

wobei ¢ eine glatte R™-wertige Funktion ist. Durch partielles Differenzieren nach 9
ergibt sich:

po(r,9) =r (v’(ﬁ) +7r B%g(r, 19))

und somit ist fir r > 0

VG(r9) = Iwrﬂl—r\/lv )2+ 21 (v (9) | 55.9(r, ) + r2(F59(r,9) | 55.9(r, 9))

glatt (wegen |v'(J)] = 1) und insbesonders gilt fiir die rechtsseitige Ableitung bei
0:
%|T:O G(T;'ﬁ) =0+1.

Aus der Jacobi-Gleichung folgt nach Grenziibergang fiir r ~\ O:

(%)2 |r:0\/m = m 0 und durch Differenzieren

a;?(r,ﬁ):—agijl( \/> , also
a;\?(o 9) = —1K(z)+0

Die Taylorformel der Ordnung 2 mit Integralrestglied (siehe [25, 6.3.11]) liefert

L(1-1)203VGE

_ 3
@(r,ﬁ)_0+r+o+/o T g8 (tr9)rtdt
also
. VG(r9) -7 . (1—-1)20*VG
r1~1>%1+ T o r1i>I(I)1+/ 2' 8 3 ( 7",19) dt
an L1 —t)? 1

Somit ist wegen L(r) = f027r [y (r,9)| dv = 2” \/G(r, 9) dd

2m
K= 2 [E@ gy gy, 3 [T 2VED) ”9 ) a9
™ Jo 6 r—0+ T 0
_3 lim 2rm — L(r)
T r—0+ r3
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11. INTEGRALSATZ VON GAUSS-BONNET 11.3

Fiir die Fliche erhalten wir nach der Regel von De L’Hospital (siche [24, 4.1.18])

6 roop2m
A(r)/o /0 VG(p,9)dddp
= A= [ VEEI = L

0
. rim— Ar) . 2rm—=L(r) 1 K(z)r ™
I T T I A TH

11.2 Christoffel-Symbole in geoditischen Koordinaten.

Wir wéhlen eine geodétische Parametrisierung ¢ auf M, d.h. £ =1 und F = 0, mit
zugehorigen lokalen Koordinaten (r,1) = (u',u?). Dann gilt fiir die Koeffizienten

der Riemann-Metrik (siehe auch ):

nai=E=1 gl’lzl
g12=921=F=0 g =g =0
g22=G>0 gQ’QZé.
Fiir die Christoffelsymbole erster Art ergibt sich (siehe ) somit:
[yo0 =395
Fioo=T212= %%*f
[g0q=—12¢
Iijr=0 fiir alle anderen 7, j, k.
Fiir jene zweiter Art:
F%a = _%(?TG
P% 2 = F%,l = %%—f
I‘% 2 = %%ﬁ
Ffj =0 fiir alle anderen 1, j, k.

Eine Geodéte mufl also folgende Gleichungen (siehe ) erfiillen:

2.1 2 ;2
ddt'té +F%72du du =0

dt dt
d?u? 2 du® du? 2 du?®du® _
dt? Jr2F1,2 dt dt +F2,2 dt dt =0.

Durch Einsetzen erhalten wir:

dt? G or dt dt

2
d?u? 1 9G du' du?® 1 8G (du?\"~ _
+ G Or dt dt + =0.

11.3 Geoditische Kriimmung, ein Spezialfall.

Seien (u',u?) = (r,9) lokale geoditische Koordinaten wie in . Fiir eine nach
der Bogenlinge parametrisierte Geodéte t — u(t) = (ul(t),u?(t)) = (r(t),9(t))
sei der Winkel zwischen ihr und den radialen Geoditen u?=konstant mit O(t)
bezeichnet, i.e.

dr dy dr
cos®(t) = (WO} = (S5 + B F1 %) = 2 = .
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11.4 11. INTEGRALSATZ VON GAUSS-BONNET

Somit erhalten wir

dt

Schlulendlich erhalten wir

190G (dv\2 _ . de _ do do
39 (q) = —sin0(t) 7 = —VGF.
d.h de _ _ 9VG d9

dt or dt-°

11.4 Theorema elegantissimum von Gauf.

2 [11.2
ey (M> == Ly’ _ 4 o O(t) = —sinO(¢) o)

Sei A ein geoditisches Dreieck — d.h. dessen Seiten sind Geoddten — in M mit

Innenwinkeln o, B und v, dann gilt:

/KvolM:a+B+7—7T.
A

Insbesondere liefert das fiir die Ebene den Satz, daf$ die Winkelsumme im Dreieck

180 Grad (d.h. 7) ist.

Beweis.

Wir setzen vorerst voraus, dafl das geodéitische
Dreieck ganz im Kartenbereich fiir geodétische
Polarkoordinaten ¢ um die Ecke C' enthalten ist.
Die beiden Seiten a und b entsprechen in Polarko-
ordinaten zwei Geraden durch 0. Und wir kénnen
die 0-Richtung so wahlen, daf} sie die Tangente an
die Seite b ist. Die Seite ¢ 148t sich in Polarko-
ordinaten dann durch eine Gleichung der Form
r = r(¥) mit ¥ € [0, ] beschreiben. Sei O(¥) der
Winkel zwischen % und der Seite c. Klarerweise

ist ©(0) =7 — a und ©(v) = 8. Also gilt:

K voly = ©* (K voly) = wegen
A eH(A)
:/ — T ME NG dr N dv =
e=1(A)
yor@
= / / — VG () dr d) = wegen Bew. v. [ 11.1], cf. [11.11]
o Jo

:/071—5—Cﬁ(ﬁ)dﬁvar@(v)—@(O)=7+6—(7r—a).

wegen

Fiir ein allgemeines geodétisches Dreieck folgt das Resultat, durch Unterteilen in
kleinere geoditische Dreiecke: Denn addiert man die Resultate fiir die Teildreiecke,
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11. INTEGRALSATZ VON GAUSS-BONNET 11.6

so erhalt man auf der linken Seite f A K voly und auf der rechten die Summe aller
Innenwinkel — also die Summe der Winkel an den urspriinglichen Ecken plus 7 mal
die Anzahl der iibrigen Randecken plus 27 mal die Anzahl der inneren Fcken —
vermindert um 7 mal der Anzahl der Teilungs-Dreiecke.

Da bei jeder Teilung einer in-
neren Seite die beiden begrenzenden
Dreiecke in 4 Dreiecke zerlegt werden
und jede Teilung einer Randseite das
begrenzende Dreieck in zwei zerlegt,
gilt:

Die Summe der Ecken am Rand (ohne
die urspriinglichen 3 Ecken) plus 2 mal
Summe der Ecken im Inneren ist die
Anzahl der Dreiecke minus 1. Somit
ergibt diese Kombination von 7’s ger-
ade —m und die Formel gilt auch im
allgemeinen Fall. O

+2

+1

Seien a, b und ¢ die Léngen der Seiten eines geodétischen Dreiecks A und seien a,
£ und 7 die Winkel des Euklidischen Dreiecks mit diesen Seitenldngen, so gilt:
1(A
—a= VO?() )K+o(a2+b2+02)
und analog fiir die anderen Winkel, siehe [4, 10.5.5.6 S.387].

11.5 Folgerung. Globale Version von Gauf3-Bonnet.

Sei M eine kompakte orientierte Riemann-Fldche so gilt:

1
—/ K voly = x(M) =2 —2g.
2T M

Beweis. Wir zerlegen die Fliche in lauter kleine geodétische Dreiecke. Dann gilt
fiir die Euler-Charakteristik nach [31, 26.5.10]:

X(M) = #Ecken — #Kanten + #Fldchen.

Da jede Fliache durch genau 3 Kanten berandet ist und jede Kante aber zu genau
zwei Flachen gehort, gilt

3 - #Flachen = 2 - #Kanten
und somit ist
X(M) = #Ecken — % - #Fldchen.
Auf der anderen Seite gilt:

/MKvolM = XA:/AK vol s
= Summe aller Innen-Winkel — 7 - #Dreiecke
= 27 - #Ecken — 7 - #Flachen
=2mx(M). O
Falls K konstant ist, so folgt vol(M) = 47+ (1 — g), da x(M) = 2(1 — g) fiir das
Geschlecht g nach [31, 26.5.9] gilt.

11.6 Folgerung.

Sei M eine kompakte zusammenhdngende Riemann-Fldiche, dann gilt:
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11.7 11. INTEGRALSATZ VON GAUSS-BONNET

1. Ist K > 0 aber nicht konstant 0, so ist x(M) = 2, d.h. M ist diffeomorph
zur Sphire S?, oder x(M) =1, d.h. diffeomorph zur projektiven Ebene P2.

2. Ist K =0, so ist x(M) = 0, d.h. M ist diffeomorph zum Torus oder zur
Kleinschen Flasche.

3. Ist K <0 aber nicht konstant 0, so ist x(M) < 0, d.h. M ist diffeomorph zu
einer Sphdre mit mindestens 2 Henkeln oder mindestens 8 Mdébiusbdndern.

Beweis. Ist M nicht orientiert, so geht man zur Orientierungsiiberlagerung M °"
mit x(M°") = 2x(M) iiber (siehe [31, 29.5]). Die Euler-Charakteristik kénnen wir
dann aus ablesen und insbesonders gibt es Punkte p € M mit sgn(K(p)) =
sgn(x(M)). Die Aussagen folgen dann aus dem Klassifizierungssatz [31, 1.2] fiir
kompakte orientierbare Flidchen, als Sphiren mit g > 0 Henkeln (wobei x(M) =
2(1 — g) fiir das Geschlecht g nach [31, 26.5.9] gilt), und aus jenem fiir nicht-
orientierbare Flidchen [31, 1.4], als Sphéren an denen g > 0 Mobiusbénder geklebt
sind (wobei x(M) = 2 — g nach [31, 26.5.9]). O

Wir wollen die Integral-Formel von Gaufl-Bonnet nun auf Flichen mit nicht geo-
détischem Rand verallgemeinern.

11.7 Bemerkung.

Wir wihlen geodétische Koordinaten ¢ auf M, d.h. £ =1 und F = 0. Somit ist
el = 1, €3 1= %@2 eine Orthonormalbasis. Sei ¢ — u(t) die lokale Darstellung
einer nach Bogenlidnge parametrisierten Kurve c. Sei 7 der Einheits-Tangentialvektor
und ¢ ein Tangentialvektor von M, welcher normal auf 7 steht. Sei schliellich
Ky(t) == (c"(t),&(t)) die geoditische Kriimmung, vgl. [28, 55.3]. Beachte, dafl
K4 = 0 genau dann gilt, wenn ¢”(t) L T, M ist, d.h. c eine Geodéte ist.

Lemma.

Es existiert eine bis auf 2nZ eindeutige Funktion © : R — R mit
7(t) = cos O(t) e1 (u(t)) + sin O(¢) ea(u(t))

und es gilt:

Ky(t) = O/(t) + 2/G du?

Dies ist eine Verallgemeinerung der entsprechenden Formel K (s) = ©'(s) aus
fiir Kurven in der Ebene und auch von fiir Geodéten c.

Beweis. Wie in [28, 3.9] ergibt sich die Existenz und Eindeutigkeit der Funktion
©. Dann gilt

&(t) = —sin(O(¢)) e1 (u(t)) + cos(O(t)) ea(u(t)) und
7/(t) = ©'(t) £(t) + cos O(t) Ley (u(t)) + sinO(t) Lea(ul(t))

Aus (e;,¢e;) = 6; ; folgt (<Lei, e5) + (e, % e;) = 0. Setzen wir nun die Darstellungen
fiir 7/ = ¢’ und fiir £ in der Formel fiir die geoditische Kriimmung ein, so erhalten
wir:

Kg = <7Ja§>
=0/ (£,€) + cos? O(Ler, e2) —sin® O(Ley, e1)+

+ sim@cos@((%eg7 ea) — (e, 61>)

= @l + <%61,€2>
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11. INTEGRALSATZ VON GAUSS-BONNET 11.9

und weiters:

d _ du' du® 1
(Le1,e0) = <%01,1W + Y1275 ﬁ902>

_ 1 dut a2\ B2 1 ag du® _ 9V@ du?
*?@mm+nmw) oG O dt = or dt
und damit
e Yi VG du?
K,y(t) = O'(t) + i G- .

11.8 Definition (Umlaufszahl)

Sei ¢ : [0,27] — R? eine geschlossene regulire Kurve. Dann nennen wir U(c) :=
Wo(c') = & [, %= (siche [28, 4.2]) die UMLAUFZAHL der Kurve.

2wt Je =z

11.9 Umlaufsatz von Hopf, 1939.
Ist ¢ eine einfach geschlossene Kurve, so gilt: U(c) = +1.

Beweis. O.B.d.A. sei c: [0, L] — R? nach Bogenlinge parametrisiert.
Wir betrachten s

D(t,s) := c

mit Definitionsbereich

D:={(t,s):0<s<t<L}. e (t) “l%%));—%%‘\‘
Dieses I' 1aBit sich auf dem Abschlufl D
D stetig fortsetzen: Auf den Katheten
{(t,0) : t €]0,L[} und {(L,s) : s € |0, L[} ~ ¢ 0] _c0-cO — ¢ (0 t

fc(t)-c(0)]

ist das klar.
Auf der Hypothenuse {(¢,t) : ¢ € [0, L]} geht das durch folgende Formel:

—— 3 _
L(r,r) = S%glrf(t, s)=c'(r),
denn v : R x R — R? definiert durch

1
(t,9) ::/O d(s+ (t—s)p)dp = 22—

F t, s — = SN t— S
(t,s) (5, 5) - (t—9)] |7us|g( )
/
lim T'(¢,s) = lim v(t:9) S (r) _ d(r).
ts—r ts=r |y(t,s)| (7))

andreas.kriegl@univie.ac.at (© 31. Januar 2019 83



11.10 11. INTEGRALSATZ VON GAUSS-BONNET

Fiir die Ecke (L,0) gilt:

c ist L-periodisch

lim D(t, ) Z=2=L lim (L — ¢, 5)
t L

'O
S\O SE‘O
, (=t s) / /
= lim I'(~#,s) = lim ——sgn(—t —s) = —c'(0
i L) = lim (=t 9)] *® ( : v
Also setzen wir I'(L,0) := —¢’(0) und haben eine stetige Fortsetzung von I' auf D
erhalten.

Wir suchen eine Gerade parallel zur x-Achse, welche ¢ beriihrt, sodaf§ ¢ in der
oberen Halbebene liegt. Sei 0 ein Parameter, fiir welchen ¢ diese Gerade beriihrt.
0.B.d.A. sei ¢(0) = ((1)) Da T eingeschriinkt auf die Hypothenuse die Kurve ¢’ ist,
welche vermoge I" homotop zu I' eingeschrankt auf die Katheten ist, folgt

28, 1.6
U(C) =Wy (C/) =Wy (F|Hyp0thenuse) [ ] Wo (F|Katheten)
1 2w
- g((w—0)+((7r+7r)—(0+77))) =>-=1 O

Der Umlaufsatz von Hopf 148t sich auch auf Kurven mit Ecken, das sind stiickweise
C*-Kurven, welche in den Eckpunkten keine Spitzen haben, d.h. daf§ der links-
seitige Tangentialvektor und der rechtsseitige nicht entgegengesetzt orientiert sind,
erweitern. Sei ¢ auf den Teilintervallen [¢;,t;11] glatt, wobei die ¢; die Ecken von ¢
sind, dann definieren wir die Umlaufzahl von c¢ als:

Ule) = %(Z(%‘(tiﬂ) —7i(ti) + Z%)

K2

wobei 7; ein Lift von ﬁ [ts,ts 1] 18t und @; € |—m, +r[ der Winkel zwischen links-

seitiger und rechtsseitiger Tangente bei c(t;) ist.

Betrachten wir als Beispiel die Umlaufzahl eines Dreiecks A:

1

U(B) = 5-((r =)+ (x =) + (r =) :%(3w—(a+5+7)) — 1

11.10 Satz. Gauf3-Bonnet fiir Polygone.

Sei o : U — M eine Karte von M und sei P ein Polygon in U und «; die Auflen-
winkel (d.h. m minus Innenwinkel) von ¢(P). Dann gilt:

KV01M+/ Kg—i—Zai:Qﬂ'.
e(P) »(0P) i
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Beweis. Wir nehmen zuerst an, dafl sich ganz p(P) durch geodétische Polarkoor-
dinaten parametrisieren 148t. Es gilt dann

K=~ 58 = g (8 (V8- 4) + do0) K

wobei £ := §T + fﬂ (— %a )ar + 0 . Also gilt nach dem Greenschen
Satz:

|
/ K voly, :/ div & volyy ;/ (€, vp0p)) Volyap)
»(P) »(P) »(OP)

incl™ (¢ volar)

incl*( b0 VGdr A dﬁ)

3 87’ +€ 9

:/ \FGdeﬂ—\@gﬁdr:—/ 0/ gy,
»(OP)

»(0P)

Verwenden wir nun die Formel aus dem Lemma in fiir die geodétische Kriim-
mung der Randkurve, so erhalten wir fiir jede Seite I des Polygons:

—/ %dﬁ:/@’(t)dt—/f{g(t)dt
(1) I I

Wegen des Umlaufsatzes in der Ebene gilt im Falle der Euklidischen Metrik:

Z(/I O/ (t)dt + o) = 2r.

Eine allgemeine Riemann-Metrik kénnen wir durch s — G® := s+ (1—$)G affin mit
der Euklidischen Metrik (d.h. G = 1) verbinden, und erhalten analog die Funktion
O und die Winkel o, und diese héngen stetig von s ab. Da aber

Z(/J»(@s)/ + af) = Z((@s(maxﬂ) — ©°(minl;)) + (6°(min ;) — @S(maXIi_l))>

= 0 mod 27

gilt, muf} dieser Ausdruck konstant in s sein, und stimmt somit iiberall mit seinem
Wert 27 fiir s = 1 iiberein.

Liegt das Polygon nicht génzlich in einer Karte, so unterteilt man es fein genug
und wendet das Resultat fiir die einzelnen Teile an. Die Summe der Integrale iiber
innere Kanten fillt weg, da diese genau zweimal und zwar mit entgegengesetzter
Orientierung durchlaufen werden. Wir bezeichnen mit E°, E? und E = E° U E?
die Menge der Ecken im Inneren, am Rand und insgesamt, mit K°, K und K =
K°UK? die Menge der entsprechenden Kanten und mit F' die Menge der Flichen.
Fiir jedes Polygon A € F sei Ea und Ka die Menge der Ecken und Kanten von A.
Mit ,BJ-A bezeichnen wir den Innenwinkel von A in der Ecke j € Fa. Damit erhalten
wir auf der anderen Seite:

Z(%— Z(w_ﬁf)) =or|F| - Y |Eal+ > Y 58

AEF JEEA A€eF AEF jEEA
=27 |F| — 7(|K| + |K°|) + 7 (|[E| + |E°|) — Za,;

81,2024
T (|B| = K|+ |Fl) = Do === ZO@

i
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und somit die allgemeine Formel, denn

D IBal= ) IKa| = 2|K°|+ K| = 2|K°| + (|K| - |[K°|) = |[K| + |K°|
A€EF A€EF

Z Z BJA:T(2|Eo|+|E6D*Zaizﬂ(|E|+\Eo\)*Zai

A€EF jEEA

und

sowie

K| = |K°| = |K° = |E°| = |E| - |E°|. O

11.11 Satz von Minding.

Riemann-Flichen gleicher konstanter Gauf-Krimmung sind lokal isometrisch.

Beweis. Wir wihlen mittels geoditische Polarkoordinaten in Punkten p € M
und p € M. Dann gilt (siche im Beweis von | 11.1):

G = (ps,p0), G = (P9, P9),
G(0,9) =0, G(0,9) =0,
%!T:O VG(r,9) =1, % 0 \/6(7“, 9) =1.
Sowohl v/G(.,?) als auch VG .,¥) sind Losungen « der Jacobi-Gleichung

&(r) = =K -(r).

—

T R? T Eine solche ist durch Vorgabe von «(0) = 0 und
P P ~v'(0) = 1 eindeutig bestimmt. Also haben die

exp | o glm Riemann-Metriken in geodétischen Polarkoordi-
¢ o ¢ v naten die gleichen Koeffizienten, und somit sind
M = > M die Flichen lokal isometrisch. O

Wir versuchen nun eine globale Version obigen Satzes zu geben. Ganz allgemein
kann das aber nicht gelten. Z.B. ist die Ebene und der Zylinder lokal aber nicht
global isometrisch.

11.12 Definition (geoditisch vollstindig).

Eine Riemann-Mannigfaltigkeit M heifit GEODATISCH VOLLSTANDIG, falls alle Geo-
déten unendlich lang sind. Da fiir die Lénge einer nach der Bogenléinge parametri-
sierten Geodéte ¢ : [a,b] — M folgendes gilt: L(c) = f; |/ (t)]dt = fab 1dt = b — a,
ist die Geodéte genau dann unendlich lang, wenn ihr Parameterintervall ganz R ist.

11.13 Satz.
Je zwei abstrakte, einfachzusammenhdngende, geoddtisch wvollstindige Riemann-

Fldchen mit gleicher konstanter Gauf-Krimmung sind isometrisch isomorph.

Beweis. Wegen der Einfachzusammenhéingendheit folgt dies aus dem lokalen Re-

sultat zusammen mit . O

11.14 Folgerung.

Jede einfachzusammenhdngende geodatisch vollstindige abstrakte Riemann-Fliche

mit K =1 ist also nach| 11.13| bis auf Isometrien die Sphdre; Jede solche mit K =
—1 ist bis auf Isometrien die Poincarésche Halbebene (bzw. hyperbolische Scheibe)
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und jede derartige mit K = 0 ist die Fbene. Vergleiche das mit dem Riemannschen
Abbildungssatz sowie dem Uniformisierungssatz | 3.4 |.

Durch Ubergang zur universellen Uberlagerung folgt, daf jede Riemann-Fliche der
Orbitraum einer auf einer einfachzusammenhdingenden Riemann-Fliche diskret wirk-
enden Gruppe von konformen Abbildungen ist.

Die einzige nicht triviale, auf der Sphdre diskret wirkende Gruppe, ist die von der
Antipodalabbildung erzeugte. Es gibt also nur zwei Flichen mit konstanter Gauf-
Krimmung K > 0, ndmlich die Sphdre und die projektive Ebene. Die Geome-
trie der projektiven Ebene wird auch elliptisch genannt, in ihr sind alle Geodditen
geschlossen.

Es gibt auf der Ebene nur folgende diskret wirkende Gruppen:

1. die von einer Translation erzeugten,

2. die von einer Translation zusammengesetzt mit einer Spiegelung erzeugten,
3. die von zwei Translationen erzeugten,

4. die von einer Translation und einer Translation zusammengesetzt mit einer

Spiegelung erzeugten.

Im Fualle K = 0 gibt es also nur auf dem Zylinder, dem Mdbiusband, dem Torus
und der Kleinschen Flasche eine Metrik mit verschwindender Gauf-Krimmung.

Hingegen besitzt jede kompakte Fliche vom Geschlecht g > 2 eine Metrik mit kon-
stant negativer Kriimmung, siehe [4, 11.2.5 S.408].

Nach [10] und [17] (siehe [20, 6.2.8 S.105] ) konnen zwei isometrische Flichen im R?
von strikt positiver Gauf-Krimmung durch eine Bewegung ineinander tbergefihrt
werden.

Kann man jede Fliche deformieren ohne ihre Metrik zu dndern? Ein Gegenbeispiel
dazu wurde von Efimov gegeben: p(t,s) :=t° + M7s? + s° kann nicht einmal lokal
deformiert werden falls X transzendent ist, siche [4, 11.14.2 S.428].

11.15 Theorem (Flichen konstanter Kriimmung).

Sei M eine abgeschlossene, zusammenhdngende Fliche im R? mit konstanter Gauf-
Krimmung K, dann gilt:

1. Ist K >0, so ist M eine Sphire [33].

2. Ist K =0, so ist M ein verallgemeinerter Zylinder [34], [16].

3. Ist K <0, so existiert M nicht [18]. Dies wurde durch [11] verallgemein-
ert zu: Fs gibt keine abgeschlossene Fliche mit einer, nach oben durch ein
Konstante k < 0 beschrinkten Gauf-Krimmung.

Ohne Beweis.

11.16 Lemma.

Ist M eine kompakte (randlose!) Fliche im R3, so existiert ein Punkt wo die Gaup-
Kriimmung positiv ist.

Beweis. Das ist offensichtlich, da die Fliche in jedem Beriihrpunkt mit der “Um-
sphére” positive Kriimmung hat. O

11.17 Folgerung.
Es gibt keine kompakte Minimalfidche. O
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12. Paralleltransport

Als né#chstes versuchen wir irgendeine Kurve ¢ auf der Fliche entlangzugehen und
dabei einen Tangentialvektor moglichst parallel zu bewegen, d.h. seine Richtung so
wenig wie moglich zu verdndern.

12.1 Definition (Paralleles Vektorfeld).

Ein Vektorfeld ldngs einer Kurve c heiit PARALLEL, falls seine skalare Geschwindigkeit
punktweise minimal ist.

12.2 Lemma (Charakterisierung von parallelen Vektorfeldern).
Ein Vektorfeld w lings einer Kurve ¢ auf M ist genau dann parallel, wenn w'(t) €
Tc(t)MJ- fiir alle t.

Beweis. Aus w(t) € T, M folgt (w(t),v(t)) = 0, mit v(t) := v(c(t)). Differenzieren
wir diese Gleichung nach ¢, so erhalten wir

(w'(£), v(t)) + (w(t),v'(t)) = 0.
Damit |w’(t)| minimal wird mufl wegen
W (O = [ () — (), o@)o O + (1), o)
bei vorgegebenen Normalanteil (w’(t),v(t)) = —(w(t),v'(t)) der tangentiale Anteil

w'(t) — (w'(t),v(t)) v(t) moglichst klein, am besten 0 werden, d.h. es ist w’'(t) =
(w'(t),v(t))v(t), oder mit anderen Worten w’(t) € Ty M=. O

Insbesondere gilt:

12.3 Folgerung.

Eine proportional zur Bogenlinge parametrisierte Kurve c ist genau dann eine
Geodite, wenn das Vektorfeld ¢’ parallel lings c ist.

12.4 Parallele Vektorfelder in lokalen Koordinaten.

Sei ¢ eine lokale Parametrisierung von M und t — u(t) die lokale Darstellung
einer Kurve ¢ = pou. Die Differentialgleichung fiir ein lings ¢ paralleles Vektorfeld

t — w(t) bestimmen wir wie folgt (vgl. mit ):

w(t) = Y- wi(0)- () (u(®) =

du?

o dwi_ . i
= w= dat 902+§ :w Pi,jag
i iy

B pit ) G (Ff,j “or + {piglv) V) €
[ NN

k -
S Z(% —|—Zw’dstFf7j)<pk +R-v.
k i

Also ist w parallel lings ¢ genau dann, wenn

m
k 3 ul .
W)+ Y TH(u(t) - w'(t) - G () =0 fir k=1,...,m.
i,j=1
oder kurz: o
Wk 4+ TF whi =0 fiir k=1,...,m.
‘7j
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Dieses System gewohnlicher linearer Differentialgleichungen hat bei vorgegebenen
Anfangsdaten w*(0) eine eindeutige globale Losung.

12.5 Lemma (Existenz paralleler Vektorfelder).

Zu, jeder glatten Kurve ¢ : R — M und Anfangsvektor wo € Ty\M existiert eine
eindeutig bestimmte parallele Kurve w : R — TM mit w(t) € TeyM fiir alle t und
w(0) = wy.
Wir bezeichnen mit ptp(c,t)(vo) die parallele Kurve v iber ¢ mit Anfangswert v
zum Zeitpunkt t. Man nennt das auch den PARALLELTRANSPORT lings c. Fir
diesen gilt:

L. ptp(c,t) : TeqoyM — ToyM st eine lineare Isometrie
2. ptp(c,t)~" = ptp(e(. + 1), —t)
3. ptp(c, g(t)) = ptp(co g,t) o ptp(c, g(0)) fir g: R — R.

Beweis.

Klarerweise ist die Losung ptp(c,.)(vo) einer linearen Differentialgleichung vom
Anfangswert vg linear abhiingig. Es gilt

E&n =& n+En)=0+0,

falls ¢ und 7 parallele Vektorfelder lings ¢ sind, d.h & 7 € TM~*. Also ist (£,7)
konstant und ptp(c, t) eine Isometrie.

und folgen leicht aus der Eindeutigkeit der Losungen von linearen Differen-
tialgleichungen. O

12.6 Beispiel.

1. In jeder Hyperebene sind genau die konstanten Vektorfelder die parallelen,
da die Ableitung eines Vektorfelds wieder in der Ebene liegt.

2. Da wir in zeigen werden, daf3 paralleles Vektorfeld zu sein eine
intrinsische Eigenschaft ist, sind folglich auf Torsen die parallelen
Vektorfelder, gerade die konstanten Vektorfelder in einer Abwick- m
lung der Torse in die Ebene.

Unter einer REGELFLACHE versteht man eine 2-Fldche, die sich lokal durch
v (s,9) = ¢(9) + s w(Y¥) parametrisieren 1&8t, d.h. durch Transport der
Gerade mit (sich &ndernden) Richtungsvektor w liangs der Kurve c. Damit
¢ regulir ist mufl man offensichtlich voraussetzen, dafi ¢4(s,¥) = w(¢) und
wy(s, ) = (9) + s w'(¥) linear unabhingig sind. Durch jeden Punkt ein-
er Regelfldche geht also ein Geradenstiick s — ¢(¥) + s w(1). Diese Gerade
heifit ERZEUGENDE. Ist der Normalvektor léngs jeder Erzeugenden konstant,
so spricht man von einer TORSE.

Nach [28, 55.4] sind die Torsen genau jene Regelfldchen, fiir welche K = 0
ist, die also nach lokal isometrisch zur Ebene sind.

3. Parallele Vektorfelder langs geschlossener Kurven kénnen sehr wohl ver-
schiedene Anfangs- und Endwerte besitzen: Man starte auf dem Nordpol der
Sphére und transportiere einen Vektor in Richtung eines Meridians bis zum
Aquator. Dann transportiere man diesen auf den Aquator normal stehenden
Vektor entlang des Aquators bis zu einem anderen Meridian, und trans-
portiere ihn schliellich léngs dieses anderen Meridians wieder zum Nordpol.
Dort schliefit der transportierte Vektor mit seiner Ausgangslage genau den
Winkel der beiden Meridiane ein.
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e

Eine allgemeine Konstruktionsméglichkeit fiir parallele Vektorfelder ist die folgende:

12.7 Satz (Parallelitét via Schmiegtorse).

Sei c: R — M eine Kurve auf M die eine Schmiegtorse besitzt, dann
gilt: Ein Vektorfeld ist parallel lings ¢ in M genau dann, wenn es parallel Q P

lings c in der Schmiegtorse ist.

Beweis. Die Schmiegtorse ist nach [28, 55.6] lokal durch ¢(t,s) = c(s) + t&(s)
gegeben, wobei ¢ ein Vektorfeld ldangs c ist, welches punktweise linear unabhéngig
von ¢ ist. Klarerweise ist der Tangentialraum in ¢(¢) von M identisch mit jenem
der Schmiegtorse und somit ein Vektorfeld n lidngs ¢ tangential an M genau dann,
wenn es tangential an die Schmiegtorse ist. Also sieht die Bedingung “parallel zu
sein” fiir beide Fléchen gleich aus. O

12.8 Definition (Holonomie).
Die Untergruppe

{ptp(c, 27) : ¢ ist geschlossene Kurve durch x}

der Gruppe O(T, M) heiit HOLONOMIE-GRUPPE von M (bei ). Sie ist eine Lie-
Gruppe und fiir verschiedene z in einem zusammenhéngenden M sind diese Unter-
gruppen konjugiert. Z.B. ist die Holonomiegruppe der S? nach ’ 12.6.3 ‘ und ’ 12.5.1 ‘
gerade die S0(2) = S1.

Wir werden in | 14.12 | charakterisieren, wann diese Gruppe trivial ist.

13. Kovariante Ableitung

Leider steckt in den obigen Beschreibungen fiir Geoditen und fiir parallele Vek-
torfelder noch die Fldchennormale und damit der umgebende Vektorraum. Diese
Begriffe sollten aber auch fiir abstrakte Riemann-Mannigfaltigkeiten Sinn machen.

Anstatt zu sagen, dafl ein Vektor wie w’ normal auf die Fliche steht, kénnen wir
auch sagen, daf3 seine tangentiale Komponente, d.h. seine Projektion auf den Tan-
gentialraum verschwindet. Wir versuchen diese nun intrinsisch zu beschreiben.

13.1 Definition (Kovariante Ableitung).
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13. KOVARIANTE ABLEITUNG 13.4

Sei w ein Vektorfeld ldngs einer Kurve ¢ in M. Dann wollen wir die Normal-
Projektion auf den Tangentialraum der Ableitung des Vektorfelds die KOVARIANTE
ABLEITUNG V (sprich “Nabla” oder “Del”) nennen und mit

Vw:t— w’(t) — (w’(t)7 Vc(t)>’/c(t) S Tc(t)M
bezeichnen. Diese miBt also die infinitesimale Anderung von w, wie sie in M gesehen
wird, und ignoriert jene Komponente, die auf M normal steht.

Die Formel fiir die kovariante Ableitung V eines Vektorfelds w lings einer Kurve
¢ = p o u sieht nach in lokalen Koordinaten wie folgt aus:

Vw—Z( +ZF ’d“])auk,wobelw—z:w HuF

k=1 k

Man beachte, dafl die Geoditen genau die Losungen der Gleichung V¢’ = 0 sind
(wobei ¢ als Vektorfeld lings ¢ aufzufassen ist), und die Vektorfelder w, welche
parallel ldngs einer Kurve ¢ sind, genau die Losungen der Gleichung Vw = 0 sind.
Es gelten folgende Formeln fiir V:

V(E+n)=VE+Vn
V(f-&O=Ff-VE+ ¢
(&) = (V&n) + (& V),
denn
V() =(fe+rfe)—(fle+feé vyv=fe+fVE—0Q,
&) =&+ &) = (VE+ (& vyvym) + (& Vn+ (1, v)v)
=(V&n) + (& Vn), da(v,n) =0= ().

13.2 Gauf3-Gleichung.
Fiir die kovariante Ableitung gilt:
Vw =w"+ (w,L)voec.

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus (w, v o ¢) = 0 durch Differenzieren. [

13.3 Definition.

Seien nun zwei Vektorfelder £ und n auf M gegeben, dann kénnen wir V,§ € X(M)
als (V,€)(z) = V(€ 0 ¢)(0) definieren, wobei ¢ eine Integralkurve des Vektorfelds n
mit der Anfangsbedingung ¢(0) = x ist.

Das 148t sich auch wie folgt schreiben:

(vnf)ac = fl(z) Nz — <5/(I) Ny Ve ) Ve = 5/(37) ‘Nz + (§(2), Ly - M)V

13.4 Lemma (Eigenschaften der kovarianten Ableitung).
Der Operator V geht von X(M)xX (M) nach X(M) und hat folgende Eigenschaften.

V ist bilinear.

V€ ist C°(M,R)-linear in 7.

Vo(f€) = [ Vo€ +n(f)€ fir | € C=(M,R).
Vi€ = Ven = [n, €.

n{€1,82) = (Vné1, §2) + (61, Viyé2)-

O W
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Beweis. und sind klar.
Zu :
(Vo(F(@) = (£8)'(@) - 10 — ((FE) () - mulwa)vs
= f'(x) (nm) €:c +f( )-&'(@) e
—(F'@)0) - &+ F@) & (@) 10 | va v
n(f)(@) - & + f( )-€(2) 1 = 0= f(z) (€' (@) o |va)ve
= (n(f) - (@) + f(z) - (Vy§)(2)

= (n() - €+ 1 V) (@)

Zu : Wegen der Gaufigleichung und der Symmetrie von L gilt:

(6/(:@) * Nz + <£:r7 LGm>Vac) - (?7/(15) 59: + <77307 LI§$>U‘”)

BL 13 1, €](2) + 0

(Vo€ = Ven)(x)

Zu:
((Vatalée) + (Vaalee) ) (@) = (€ (@) ) — (E @) ) ) | E2(2))

(&@)0.) — (@@ ) ) | & (@)
= (& (@) (1)) + (&) (02)]é ()
— (@112)' @) 1 = n({&alé)) (@), O

_|_

Wir wollen nun zeigen, dal es so einen Differentialoperator auch auf abstrakten
Riemann-Mannigfaltigkeiten gibt, und er durch die obigen Eigenschaften eindeutig
bestimmt ist.

13.5 Satz (Levi-Civita Ableitung).

Sei M eine (abstrakte) Riemann-Mannigfaltigkeit. Dann gibt es genau eine Abbil-
dung V : X(M) x X(M) — X(M), welche die Figenschaften (1)-(5) aus

erfiillt, wobei das innere Produkt in (5) durch die Riemann-Metrik zu ersetzen ist.
Diese Abbildung heifit KOVARIANTE ABLEITUNG, oder auch LEVI-CIVITA-ZUSAM-
MENHANG, siehe [31, 27.19].

(Koordinatenfreie) Beweis. Existenz: Wegen (5) gilt:

§19(62,8) = 9(Ve, 62,83) + 9(€2, Ve, &3) (+)
529(53751) :g(V€2€3,§1)+g<£37v§2£1) (+>
§39(61,62) = 9(Ve,61,82) +9(61, Ve, &) ().

Daraus folgt durch Addieren der ersten beiden und Subtrahieren der 3.ten Gleich-
ung unter Verwendung von (4):

£19(82,83) + &2 9(83,61) — &3 9(&1,&2) =

=9(Ve, &2+ Ve,61,83) + 9(Ve, &3 — Ve €1, 82) + 9(Ve, €3 — Ve, €2, 1)
@

= 9(296, 6 — 61, ) &) — g((€s. €11, &) + g([62 €3], ).
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Und somit

29(Ve, &2,83) = €19(82,83) + 629(83,&1) — €3 9(&1,&2)
+9([61,&2],63) — 9([62, &3], 61) + 9([€3, &), &2)-

Da die rechte Seite linear in &3 ist, ist V¢, & durch diese implizite Gleichung
wohldefiniert, und da sie auch bilinear in (£, &2) ist, gilt (1).

Nun zur Eigenschaft (2):

29(Vye &2,83) = f619(&2,83) +&29(83, 1) — E39(f&1,62)
+9([f&1, &2, &) — 9([€2, &3], f61) + 9([€3, f&u], &2)

(31, 17.2.3]

—— f&9(&2,8) + [§29(83,&1) + &(f)g(83,61)
— [&39(&1, &) — &3()g(&1, &) + 9(fl6r, &) — L)1, &)
— f9([&2, &3], 61) + g(f[€s, &) + &3(f)é, &2)
= & 9(&2,&3) + [E29(&3,61) + &2(f)9(&s. 1)
— [639(61,&2) — &(f)g(61, &2)
+ f9([&1, €2, &3) — E2(f)9(&1, &3) — [ 9([€2: &3], &)
+ f9([&3, &), &2) + &()g(&r, &2)

=f (51 9(&2,&3) + &2 9(&3,61) — &3 9(&1,&2)

+g(l61, &1 &) — g€ 61,6 + 9(16. 61).€2))
=2f9(Ve, &2, 83).

Eine sehr #hnliche Rechnung zeigt die Eigenschaft (3).
Weiter zu Eigenschaft (4):

29(Ve, &2 — Ve, &1,83) =
=&19(82,83) + &29(€3,&1) — €3 9(61,62)
+ 9([&1, 2], €3) — 9([€2, &3], 61) + 9([€3, 1], €2)
—&29(61,83) — &1 9(&3,62) + &3 9(62,61)
—9([&2, &), &) + 9([61, &), &2) — 9([€5 &2, &)
=29([&1,&2], &3)-

Schluendlich Eigenschaft (5):

29(Ve, &2,83) +29(62, Ve, &3) =
=£19(62,&3) +&29(&3,61) — €3 9(61,62)
+ 9([§1,€2],&3) — 9([62, &3], 61) + 9([€3, 61, 62)
+819(&3,82) + 83 9(82,61) — &2.9(61,€3)
+9([€1, &3], §2) — 9([€3,&2], 1) + 9([62, 1], €3)
=261 9(2,83)- O

Koordinatenbeweis. Es ist vor allem zu zeigen, dafl der lokale Ausdruck fiir V
aus unabhéngig von den gewéhlten Koordinaten ist und dafiir bestimmen
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wir zuerst das Transformationsverhalten der Christoffel-Symbole:

a — .
oui 7
0 out 0
out zz: oul Out
g 0 a 0
55 = (g 57) = 5 3
o out 0 oul 0 out ou’
v <Z dul 87;@ 3uj> Zau’ ouw I
1,0 0 0
Lijr = 3 (W(gj,k) + @(Qi,k) - W(gi’j))
9955 0 ouwl ouF
ot~ o (2 5w ok 94)
0 0ulN OuF oul 0 sOou” oul ouF 0
B Zk(au‘ (auj) ouk 9kt 55 oul Oul ((‘3 k) 9kt 55 oul Ouk oul oa 9 k))
J»
_Z< 0%ul  ou” . ol 9*uF Lo o’ 817Lk ou’ 3gj7k.)
~ Z\owow ouk T ow owout T 9w dak < oul ow
- 1,0 0 0
L5k = 5(%; (95.8) + 55 (9ik) — BT (92,3))
1 0?ul  ouF ol 9*uF ol ouP ou' dg;
- 2(g k <3U13uﬂ ouk ikt 55 ow duiduk 9+ ow uk out  Out )
(1) ) R
O R TR T T
2\ gwoa o 7 gui wodk Tt T ow oub 4 ow oul
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vl ol ol 0%ul oul ou’ our dg;i
> (gwrow o %+ g oaFow ¥+ wr o > ouF o))
(4) (2) )
(1) (3)
RIS out oul Ou* 1 /9g;x  Ogir  Ogji
=3 ete o %HMZk ot 0w o 2 ou 0w o)
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13.5 13. KOVARIANTE ABLEITUNG

. out ouwl Out o2ul  oul
. = E _ 22t v
b out oul oul B * ; outous Oul

i,5,0

Z Pou oal L~ T ot owd
gut ous oul M L= uidwl dut du

1,5,

Nun kénnen wir eine Koordinatendefinition von Vw fiir Vektorfelder w : R — T M
léings Kurven ¢ : R — M geben: In lokalen Koordinaten sei

out

Fiir Hyperflichen M ist die Normalprojektion der Ableitung von w auf den Tan-
gentialraums in den lokalen Koordinaten (u!,...,u™) nach durch

uF
') - dt(t)> 8(Zi

gegeben bzw. in den Koordinaten (', ..., ™) durch

dwg(t) 7 3 diF (t) 9 B
Z(ﬁ %memwﬁ>%ﬁ

3

Z(dw t

?

—ZQh O (u(0) w)+

auj our i’ 02ut ud ouF
+Z(Z 8u3 ouk ou 728u38uk ow 8uk> .

3.k dky

ouw ,, duF(t)\ 8
zﬁwﬂdt o

(S B 3 B 0

i oul ouF dut %t Qul dub
+Z(Z Fj7k(u(t))ﬁ ouk ou Z Ouiouk Qul 8uk) '

3.k J.ki
oul . duF(t)\ 0
o "0 ) g
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2at du! ou’ dw'(t)
_Z< ouiow dt + - 8ul(u(t)) dt

i oul ouF du* out
DI BRY kZauJ ED Il
k

kya 1,
5 L
our duk o dul )\ 8
R Zauaauk ,, auauw>au
_,_/ _J —_—
M 5,7

duf(t)\ 0
-3 (M Sl 2

also ist dieser Ausdruck auch fiir eine abstrakte Riemann-Mannigfaltigkeit wohldef-
iniert. Wir nennen diesen Ausdruck die kovariante Ableitung Vw eines Vektorfelds
w langs einer Kurve ¢, d.h.

Vw(t) == z;(

Fiir Vektorfelder X und Y auf Rlemann—Manmgfaltlgkeiten M konnen wir nun ein
Vektorfeld VxY durch

w2ty 2
dt Qui )

(VxY),:=V(¥ o¢)

wie in definieren, wobei ¢ die Integralkurve von X durch z ist. Es ist somit V :
X(M)xX(M) — X(M) eine wohldefinierte bilineare Abbildung die in Koordinaten
gegeben ist durch

0

k 7 k

VxY = E ( X + Ekl“ ijX > e O
Js

13.6 Lokale Formeln fiir V.

Wihlen wir fiir &1, &2 und &3 Basisvektorfelder g; : du“ gj: %
so erhalten wir eine lokale Formel fiir die kovariante Ableitung V:

._ _0
und gy = 377,

o 5 5
29(Vy.95, k) == 5795k + 527 9ki — parJij +0 =121 j

Fiir Hyperflachen ist dies die Formel in fiir die CHRISTOFFEL-SYMBOLE DER
1.TEN ART.
Bezeichnen wir die Koeffizienten von V,g; beziiglich der Basis (g;) mit I

i,j» also
V.95 = ZF i,j 9k

so erhalten wir:

Lijk:=9(Vg.95:9) = 9 (Z T 591, 9k> = Z T3 51k

d.h. die l“l sind (fiir Hyperflichen) die CHRISTOFFEL-SYMBOLE DER 2.TEN ART.
Man beachte noch, dafl aus der Symmetrie von g; ; folgende Umkehrformel fiir die
partiellen Ableitungen der Koeffizienten der Riemann-Metrik folgt:

o
2t 9ik = Lk + ik
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13.7 13. KOVARIANTE ABLEITUNG

Wegen Eigenschaft | 13.4.2 | ist VxY tensoriell in X, d.h. (VxY)(p) héngt nur von
X, und Y ab: Sei ndmlich vorerst X = 0 lokal um p und f € C°°(M,R) mit

. 2
flp)=1und f-X =0, dann ist 0 = (V;xY)(p) 2 flp)- (VxY)(p) = (VxY)(p)
und ist nur X, = 0 vorausgesetzt so ist somit ebenfalls

(VxY)(P) = (Vs xu 2, VB) 2 3 Xplu) - (VoY) () = 0.

du?

Sei ¢ : R — M eine Kurve mit ¢/(0) = X,. Dann ist also (V. ()Y")(p) wohldefiniert
und in lokalen Koordinaten gegeben durch

;0
VeI =V, wgen o) 2. 0) (Z v 5w
(2),(3) d(u o c) 9|, 0 . P
o 0 i d(uj oc) o
d(u’ o c) ; . 9
T OV W g

Die rechte Seite macht aber sogar Sinn, wenn Y nur ein Vektorfeld langs c ist, d.h.
Y (t) € TepyM fiir alle t € R, und p = c(t) ist, denn auf Grund der Kettenregel ist

dann
>t ¥
PR 0
und somit existiert auch die kovariante Ableitung eines Vektorfelds Y ldngs einer
Kurve c:

diu/oc) . d(Y'oc)
— W) == ()

(VenY)(t) = Z(%(t) +2 %(t) i Fé’k(c(t))) %

) .k

c(t)

13.7 Bemerkung.
Wenn wir die entsprechenden Differentialgleichungen (siehe )
e 0 =V Y fiir parallele Vektorfelder Y lings Kurven ¢ und

e 0= V. fiir Geodiiten ¢

in lokalen Koordinaten mittels aufschreiben, so lauten diese (vgl. mit

und [10.7))

0;§@+;Mﬁwwww;mw Vi

20 i j k
0= d*(u* o c) )+ Z d(udto ¢) ) d(udto c) ) ;,k(c(t)) Vi
3.k
Deren Losungen — der Paralleltransport ptp : C*®(R, M) Xy TM — C*(R,TM)
und die Exponentialabbildung exp : TM — M — existieren somit auch fiir abstrakte
Riemann-Mannigfaltigkeiten und besitzen die entsprechenden Eigenschaften (siehe
und ) Dafl Geodéten auch auf abstrakten Riemann-Mannigfaltigkeiten
genau die Losungen der entsprechenden Variationsprobleme sind, werden wir in
[15.15.1 | und | 15.16 | zeigen.
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13. KOVARIANTE ABLEITUNG 13.9

13.8 Lemma.

Die Abbildung (w,exp) : TM — M x M ist ein Diffeomorphismus einer Umgebung
U des Nullschnitts M C TM auf eine Umgebung der Diagonale {(x,z) :x € M} C
M x M.

Beweis. Man beachte zuerst, daf§ der Tangentialraum von T'M in einem Punkt 0,
des Nullschnitts gerade T,, M ®T, M ist (siche [31, 27.18]): Dabei ist der erste Faktor
durch die Tangentialvektoren an Kurven in M C TM gegeben und der zweite
durch Geschwindigkeitsvektoren von Kurven im Vektorraum 7, M C TM. Diese
beiden Teilrdume haben trivialen Durchschnitt (denn fiir die letztgenannten Kurven
¢ ist 7 o ¢ konstant), und ergeben zusammen die richtige Dimension dim(T'M) =
2dim(M).

Nun berechnen wir die partiellen Ableitungen von (m,exp). Auf dem Nullschnitt
ist (m,exp) : TM D M — M x M gerade die Diagonal-Abbildung  — (z,x) und
auf der Faser T, M von 7 ist (m,exp) : TM O T,M — M x M die Abbildung
(konst,, exp, ). Also sieht die Tangentialabbildung von (7, exp) in 0, wie folgt aus:

id 0

To, (7, exp) = (id Ty exp ) T MeT, M —T,M®T,M.

Wegen Tj exp, = idp, p ist also (m,exp) ein lokaler Diffeomorphismus fiir Punkte
nahe dem Nullschnitt.

Wir wihlen fiir jedes * € M eine offene Umgebung U, von 0, in TM so, dafl
(m,exp) : Uy — (m,exp)(U,) ein Diffeomorphismus ist, und die Fasern U, N T, M
Kugeln um 0, sind. Die Vereinigung U := (J, ¢, U, ist dann eine offene Umgebung
des Nullschnitts in TM. Und (m,exp) : U — V := (m, exp)(U) ist ein lokaler
Diffeomorphismus.

Bleibt nur noch die Injektivitat zu zeigen: Falls zwei Tangentialvektoren verschiedene
FuBlpunkte besitzen, so konnen wir sie mittels der ersten Komponente 7 : TM — M
trennen, und falls sie den gleichen Fuflpunkt x € M haben, so trennt sie die zweite
Komponente exp,, da jene in Kugeln U, N T, M C T, M (auf denen exp, injektiv
ist) enthalten sind, also auch in der groleren der beiden. O

13.9 Tubulire Umgebung.

Sei M C N eine Teilmannigfaltigkeit der Riemann-Mannigfaltigkeit N. Mit T M+
bezeichnen wir das Normalbiindel von M in N, d.h. jenes Vektorbiindel tiber M,
welches als Faser iiber x € M das orthogonale Komplement (T,M)* von T,M
in Ty N beziiglich der Riemann-Metrik von N hat. Dann ist expy ein Diffeomor-
phismus von einer offenen Umgebung des Nullschnitts M C TM~* auf eine offene
Umgebung von M in N. Die Bilder von Schnitten konstanter Linge schneiden die
radialen Geoddten orthogonal.
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13.10 13. KOVARIANTE ABLEITUNG

e

Beweis. Analog zum Beweis von Satz konnen wir den Tangentialraum von
TM~+ C TN|y in einem Punkt 0, des Nullschnitts als T,M @ T,M+ = T,N
schreiben (siche [31, 27.18]). Und die Tangential-Abbildung von expy : TN D
TN|yy 2 TM* — N bei 0, hat die Gestalt

Ty, (expy [rare) = idr, p &To exp, |, arye = idpy v : ToM & T, M+ — T, N

Also ist expy |rarr : TM*+ — N nahe dem Nullschnitt M C TM* ein lokaler
Diffeomorphismus, und die globale Injektivitdt kann auch wie im Beweis von Satz

gezeigt werden.

Die Aussage {iber Orthogonalitit der Schnitte konstanter Lange folgt aus dem nach-

folgenden GauB-Lemma | 13.10 | und verallgemeinert | 10.10 |. O

Wé&hlt man M := {2} C N und in T,,N eine Orthonormalbasis, dann sind das ge-
rade die sogenannten Riemannschen-Normalkoordinaten, siehe . Ein anderer
bisweilen betrachteter Spezialfall ist der einer — nach der Bogenlidnge parametrisier-

ten — doppelpunktfreien Kurve ¢ : R — M, vgl. mit | 10.10 |.

In [11.12| haben wir eine Riemann-Mannigfaltigkeit (M, g) als geodétisch voll-
standig bezeichnet, wenn jede Geodéte unendliche Lange hat, oder &quivalent,
auf ganz R definiert ist. Der Satz | 13.12 | wird nun den Zusammenhang mit der

Vollstandigkeit im Sinne der Metrik liefern, wie wir sie im Satz verwendet
haben. Wir benétigen dafiir einige Vorbereitungen.
13.10 Gaufi-Lemma der Riemann’schen Geometrie.

Es sei M eine Riemann-Mannigfaltigkeit und p € M. Sei v € T,M und q :=
exp,(v). Dann ist

9q(Ty exp,, v, T, exp, -w) = gp(v,w) Vw € T, M.
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13. KOVARIANTE ABLEITUNG 13.10

Dies ist eine Verallgemeinerung von (wo v = w ist). Man sagt dafiir auch:
Die Exponential-Abbildung ist eine radiale Isometrie.

Beweis. Wir zerlegen w in den Anteil w* der normal auf v steht und den Anteil
w! der parallel zu v ist.

Fiir letzteren ist w' = rov fiir ein r € R und somit

expp(ertw )= expp((1+tr) v)

d
T, . T:f‘
exp,, ‘W T e

dt

ds

- exp,(sv) = rT,exp, v
also gilt:
N

9q(Ty exp,, v, Ty exp, w ' ) = gq(Ty, exp,, v, 7T}, exp,, -v)

=rgq(T, exp, v, T, exp, -v)
=7 gp(v,0) = gp(v,7v) = gy(v,w").

Fiir wt betrachten wir folgende Variation: f(t,s) ;= tv+tswt. Esist f(1,0) = v,
£(0,8) =0, S f(t,s) =v+swt und 2 f(t,s) = twr. Somit ist

T, exp, v (exp,of)(t,0) und T,exp, w" = (exp,of)(1, )

0
=il rleco

Mit ¢ := exp, of, ist

0 0
9q(Ty exp, v, T, exp, -w) = g, (§s0(t, s); 5ot S))
t=1,s=0

und fiir ¢ = 0 ist %’ _o?(0,8) = 2 o0 ©Xp,(0) = 0.

Da t + exp,(tv) eine proportional zur Bogenlinge parametrisierte Geodite ist,

gilt:
0 (¢ 0p dp dp dp dp
9\ A7 o0 g(vaitpi IR ) g(i7vatpi>
ot” \ 0t 0s J|,_, ar Ot ls=0" Os ls=0 ot’ 5 0s/|,_,
—_———
=0
su. (0 ) 1 9y dp Op
(50 Ve ) 290 | 950 50) =0
D5 s ls=0 t’ Ot
denn
Do 0?0 o aok 0
ds zj: s o0 M at duk

? 95 9
v%fa—f:vai >

t
Z(aw . 2
otds ouwl | 0s 22 oui
J N——

A" 5}
Zk ot VLW
Ouk

0 0 Ok dpI 0 o
v@%_vawizzii(vﬁau] Voa]auk) 0. O

T
[371""8

Lemma.
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Jede Kurve in einer Riemann-Mannigfaltigkeit, die das Exponentialbild eines abge-
schlossenen Balls verldfst, trifft das Bild des Randes.

Beweis. Es sei M eine Riemann-Mannigfaltigkeit, p € M und exp,, wohldefiniert
und stetig auf {v € T,M : ||v|| < r}. Sei c¢: [0,1] — M eine stetige Kurve in M mit
c(0) € exp,({v : |lv]| < 7}) und ¢(1) ¢ exp,({v : [[v]| < 7}). Sei to := inf{t : c(t) ¢
exp,({v : |lv]| <r}), d.h. c(t) = exp,(v(t)) mit [Jv(t)|| < r fiir alle t < to. Sei vg ein
Héaufungswert von v(t) fiir t 7 ¢o und somit exp,(vo) ein Haufungswert von c(t)
also gleich ¢(tp). Nach Konstruktion von ¢y ist somit ||vg|| > r aber andererseits
[lvo]l < 7 als Haufungswert von v(t), d.h. ||c(to)]| = |lvol| = r- O

13.11 Folgerung.

Es sei M eine Riemann-Mannigfaltigkeit, p € M und ¢ > 0 so klein, daf$ exp,, :
Vi={veTI,M:|v| <e} = M ein Diffeomorphismus auf sein Bild ist.

Dann ist d(p, exp,(v)) = [[v|| und fir jede Kurve c : [a,b] — M mit c(a) = exp,(v1)
und c(b) = exp,(v2) fiir vi,va € V gilt L(c) > ||[va]| — ||v1|| mit Gleichheit genau
dann, wenn Yt : c(t) = exp,(r(t) v) mit monotonen r und |v|| =1, also ¢ Parame-
trisierung einer radialen Geodite ist. Weiters ist exp, (V) = {q € M : d(p,q) < €}.

Dies verallgemeinert | 10.11 |.

Beweis. Nach Konstruktion ist ¢ +— exp,(tv) eine Geodite mit skalarer Geschwin-

digkeit [|v]|. Sei vorerst ¢ : [a,b] — M eine Kurve in exp,(V)\{p}, also exp, *(c(t)) =:

r(t)v(t) mit 0 < 7(t) < e und |Jv(¢)| =1 ist. Mit v(r,t) := exp,(r v(t)) ist dann
o) =(r(t),t) = ) =0y(r(t),t) - r'(t) + 0(r(t), 1) =

17 = g(01y - 7' + B2y, 01y - 1 + Do) ' Plowy)1* + (102717

= '] + 1|02y]* > '

und Gleichheit gilt genau dann, wenn 02y = 0, also v konstant ist. Somit ist

b b b
o= [lel= [ w=] [

wobei Gleichheit nur dann gilt, wenn r monoton und v konstant ist, also ¢ eine
radiale Geodéte ist.

= |r(0) = r(a) = [[lvz]] — [l ],

Falls andererseits ¢ die Menge exp(V) \ {p} verlaBt, so verldfit ihr Urbild unter
exp,, die Menge V' \ {0} und hat somit gréfere Lange als der Teil des Urbilds der
im Kreisring {v : min{|lv1]], |lv2||} < |lv|| < max{||v1]|, |lv2]|}} liegt, also Lénge
> |[lvz]l = Jlv1 || hat. (O.B.d.A. sei [y < |jva]|. Sei ¢z == inf{t : ¢(t) € exp,({v :
ol = llvzll}), dh. e(t) = exp,(v(t)) mit [[v(t)]] < |lvz]| fiir alle t < t5. und sei
weiters t; := max{t < o : c(t) € exp,({v: [[v]| = [[v1]|})}. Betrachte nun c|y, ,).)

Angenommen es existiert ein ¢ € M \ exp,(V) mit d(p,q) < e. Sei ¢ eine Kurve
in M mit ¢(0) = p, ¢(1) = ¢ und L(c) < €. Sei tp das minimale ¢ > 0 mit ¢(t) €
exp,({v : |lv|]| = L(c)}) also c(to) = exp,(vo) fiir ein vy mit [|vo|| = L(c). Wegen
to < 1ist L(c) > L(c|jo,t,]) = |lvoll = L(c), ein Widerspruch. O

13.12 Satz von Hopf-Rinow.

Fiir eine Riemann-Mannigfaltigkeit sind folgende drei Aussagen dquivalent:

1. M ist geoddtisch vollstindig.
2. M ist als metrischer Raum vollstindig, d.h. Cauchy-Folgen konvergieren.

3. Jede in der Metrik beschrdinkte und abgeschlossene Menge ist kompakt.
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Weiters folgt aus diesen dquivalenten Aussagen:

4. Je zwei Punkte in der gleichen Zusammenhangskomponente lassen sich durch
eine Geoddte minimaler Ldange verbinden.

Beweis. ( = ) Dies ist ein allgemeiner Satz aus der Topologie, denn nach dem
Satz von Cantor (siehe [23, 3.1.4]) geniigt es das Prinzip der Intervallschachtelung
zu beweisen: Seien also A, # 0 abgeschlossen und monoton fallend (d.h. A4, 2
Apy1) mit d(Ay,) = sup{d(z,y) : =,y € A,} — 0. Nach Voraussetzung ist
somit A,, kompakt (falls d(A,) < co) und somit (), cy An # 0.

( = ) Sei ¢ eine nach der Bogenlidnge parametrisierte Geodéte und ]a, b[ ihr
maximaler Definitionsbereich. Sei z.B. b < +00 und betrachten wir eine Folge b,,
b, dann ist ¢(b,) eine Cauchy-Folge, denn

d(c(tr), c(t2)) < L(cly 1) = [t2 — tal-

Nach | 2 | existiert also lim, o ¢(by) =: ¢(b). Aus wissen wir, daf} eine Umge-
bung U von ¢(b) existiert und ein p > 0, soda$} exp,, fiir alle z € U und alle Vektoren
der Lénge kleiner als p definiert ist. Wahlen wir nun n so grof}, daf§ b — b,, < p und
¢(by,) € U. Dann ist die Geodéte mit Anfangsrichtung ¢/(b,,) fiir |¢| < p definiert,
also ¢ iiber b hinaus, ein Widerspruch.

( = ) Es sei r := d(z,y) > 0. Wir wihlen ein 0 < p < r, so daf exp,, : B,(0) :=
{v: gz(v,0v) < p*} — M ein Diffeomorphismus aufs Bild ist. Sei 0 < p; < p und
S = exp, (0B, (0)). Da S kompakt ist, existiert ein z; € S mit d(z1,y) minimal.
Sei v € T, M mit |v| = 1 und z; := exp,(p1v). Wir behaupten, daB exp,(rv) =y,
also ¢(t) := exp,(tv) eine Geodéte von x nach y mit minimaler Lénge r ist.

Angenommen dies wére nicht der Fall. Dann ist

to :=inf{t € [p1,7] : d(c(t),y) 1 —t} <.
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Da die Menge der ¢t mit d(c(t),y) # r — t offen ist, gilt Gleichheit fiir ¢ := to.
Offensichtlich ist tg > p1, denn da jede Kurve von x nach y die Menge S trifft, gilt:

13.11

r=d(z,y) = min(d(z, s) + d(s,y))

mi p1+d(z1,y) = p1 +d(c(p1), y)-

Sei Sy eine geoditische Sphiire um c¢(tg) mit Radius pg < r — tg, sei weiters xg ein
Punkt auf Sy mit minimalem Abstand von y, und sei ¢g die radiale Geodite der
Léange po von c(tg) nach xg. Dabei sei py so klein gewiihlt, daB d(c(to + po),y) #
r — (to 4+ po) und exp, auf {v € T, M : ||v|| < 2pp} ein Diffeomorphismus fiir alle z
mit d(z, e(to)) < po ist. Wie zuvor gilt:

d(c(to),y) = d(co(0),y) = min(d(co(0), 5) + d(s,y)) = po + d(z0,y)
und somit d(zo,y) = d(c(to),y) — po = (r — to) — po. Weiters ist
d(z, o) = d(z,y) — d(zo,y) =7 — (r — to — po) = to + po,

und die Kurve ¢ bestehend aus c|jo 4, gefolgt von colj,,, hat die Lange to 4 po
somit gilt d(x,zg) = to + po. Fiir tg — po < t1 < to <ty : =1ty + po ist

lo —t1 = L(6|[t1,t2]) > d(é(t1)7é(t2)) > d(I,Jio) - d(xv E(tl)) - d(é(tQ)va)
> (to + po) —t1 — (po — (t2 — to)) = t2 — t1,
also ist ¢[f, ¢,) eine Kurve minimaler Lénge und damit nach | 13.11 ] eine Geodéte

und somit ¢[j,) eine Verldngerung von c[j 4, also ident mit c|jg ], ein Wider-
spruch, denn ¢(tg + po) = co(po) = xo.

( = ) Sei A C M abgeschlossen und beschrénkt, i.e.
sup{d(zo,x1) : o, 11 € A} =171 < 00.

Nach ist A C exp, {Br(0)} =: B fiir 29 € A, und B ist als stetiges Bild der
kompakten Menge B, (0) kompakt, also auch A. O

13.13 Folgerung.

Sei (M, g) eine vollstindige Riemann-Mannigfaltigkeit, und sei & € X(M) ein
beziiglich g beschrdanktes Vektorfeld. Dann ist £ vollstindig, d.h. hat einen globalen
Flug.

Beweis. Sei ||{(z)|y < R fiir alle z € M und sei ¢ eine Losungskurve von &, dann
gilt:

b b
Eclon) = [ 1Ol dt = [ eeNlyde < b=l R

Also bleibt ¢ auf endlichen Intervallen innerhalb einer beschrénkten, und wegen der
Vollstindigkeit innerhalb einer kompakten Menge. Dies ist ein Widerspruch zu [31,
16.3). O

13.14 Satz von Nomitzu-Ozeki.

Zu jeder Riemann-Metrik gibt es immer eine konform dquivalente, die geoddtisch
vollstindig ist.

Beweis. Sei (M, g) eine (O.B.d.A. zusammenhéngende) Riemann-Mannigfaltigkeit
und d die assoziierte Metrik zu g. Sei wieder B,(x) :={y € M : d(z,y) < r}. Dann
setzen wir

r(z) :=sup{p > 0 : B,(x) ist kompakt} € (0, +oc].
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Aus der Dreiecksungleichung fiir d folgt B, (x2) € By td(a; ,z0)(*1) und somit |r(xq)—
r(ze)| < d(xy1,x2), also ist r stetig. Falls r(a) = +oo fiir ein x, so auch fiir alle an-
deren x € M, und damit ist jede abgeschlossene beschrinkte Menge kompakt, also
M nach vollstindig. Wir diirfen folglich (M) C R annehmen. Nun wahlen
wir mittels Partltlon der 1 eine glatte Funktion f: M — R mit f(z) >

x € M und betrachten die konform dquivalente Metrik § := f2 g.

> - z) fiir alle

Bleibt zu zeigen, dafl g vollstindig ist. Dafiir geniigt es die Inklusion Bf /3(x) -
Bf( ) /2( x) fir alle x zu beweisen, denn dann hat auf Grund des Beweises von (3 =

2 = 1) in|13.12 | und der Kompaktheit von By /3( x) jede (bei z startende) Geodiite

bzgl. § mindestens Linge 5, und somit durch Aneinanderstiickeln unendliche Lénge.
D.h. g ist vollsténdig.

Sei also y ¢ BT(I )2
= LIl @)l dt > d(z,y) > "2 und

(z) und ¢: [a,b] — M eine glatte Kurve von x nach y, dann ist

/ 1€ (t)|lg dt = / fle@) |l ®)|gdt = (nach dem Zwischenwertsatz)

o) [ 1= ) 12(6) = -5

)
Wegen |r(z) — r(c(7))] < d(x,c(r)) < LI(c) gilt r(e(r)) < r(x) + LI(c) und somit

b o ) o D) Le ___1
Lé(c) 2 r(c(1)) = r(x) + L9(c) ~ 2L9(c) + L9(c) 3 -

13.15 Beispiel.

Es sei M := R?\ {0}. Dann ist M mit der euklidischen Metrik g nicht vollstéindig

(betrachte antipodale Punkte) und r aus dem Beweis von | 13.13 | ist gegeben durch
z + |z|. Die Exponentialabbildung in einem Punkt (z.B. (1,0)) in der konform
dquivalenten vollstindigen Metrik §:= f2g mit f(z) := 1/|z| sieht wie folgt aus:

Beachte, da8 h : R?2 — R2\ {0}, (t,s) — e!(cos(s),sin(s)) eine lokale Isometrie von
der standard Metrik in die Metrik g ist, und somit eine Isometrie zwischen dem
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13.17 13. KOVARIANTE ABLEITUNG

Zylinder und (R?\ {0}, g) induziert. In der Tat ist

B*Gt,s) (0, W) = Gne,s) (W (E,8) v, B (t, s)w) = i - (W' (t,s) -0, B (t, s)w)
() ()
(o) (o))

= <vvw>

13.16 Lemma (Divergenz via kovarianter Ableitung).

Sei & ein Vektorfeld auf der orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit M so gilt:

div & = spur(n — V,§).

Beweis. Fiir die Divergenz aus , die wir aus der dufleren Ableitung durch
Anwendung des Hodge-Stern-Operators gewonnen haben, und die wir auch mittels
Lie-Ableitung der Volumsform beschrieben haben, gilt nach folgende lokale

Formel:
m

dlvffx/»zdui(\ﬁ§> Z( QGaul dwg)

=1

Fiir V¢ haben wir die lokale Formel:

i(ﬁjvglgj + Bul 5] g])

13.4.3

i(ﬁj iF 9k + o §J)91>

Jj=1 =

i( R

j=1

HMS

Fiir die Spur von 1 — V¢ erhalten wir also

spur(n — an Z (Z et ikt 3u1 ) Z <Z flfkl + 3u1 > .

=1 =1

Wegen G := det((gj 1)) und det’'(A)(B) = det(A) - spur(A~1B) gilt schlieflich:

165G = 166 spur((gj’k)j,k ' (%gj,k)j,k) =3 SPur((Z 9" g (gl,k))j,k>
l

-15 6 -13()
% ng’l (Fi,l,k + Fi,k,l) = Zfﬁk = ZFZJ. O]
Kl & &

13.17 Bemerkung.

Die in diesem Abschnitt behandlete Levi-Civita Ableitung ist der wichtigste Spezial-
fall allgemeiner kovarianter Ableitungen, wie wir sie in [31, 27.19] beschrieben
haben.
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13. KOVARIANTE ABLEITUNG 14.2

14. Kriimmungen Riemann’scher Mannigfaltigkeiten

Seien 2 Vektorfelder € und 7 am R™ gegeben. Dann gilt fiir die iibliche Ableitung des
Vektorfelds £ in Richtung 7, die wir hier auch mit D,§ : z — £'(z)(n(x)) bezeichnen
wollen:

[D&, Dn} = Dg 9] 1)77 - D7] 9] Dg = D[f:”]]’
denn

(D¢o Dy —Dyo D&)((Ci)?:l) = (£M(C) = n(E(C) = (&M,
= Die. ((¢H71)

14.1 Satz (Godazzi-Mainardi-Gleichung).

Sei M eine Hyperfliche im R™ und seien &, n, ( Vektorfelder am R™, welche ldngs
M tangential an M sind. Dann gilt auf M :

1. GAUSS-GLEICHUNG: ([Vg,vn] — v[m)g =(Ln,)L¢— (L& ()L,
2. GODAZZI-MAINARDI-GLEICHUNG: VL — VL& = L[E, ).

Beweis. Wegen (¢,v) =0 ist
vng = Dn( - <DnCa V>V = DnC + <Ca DnV>V = Dnc + <C7 L77>V
(vgl. mit ) und somit wegen der Vorbemerkung
0 = [De, Dyl¢ = Die i€
= De (V€ = (L. Q)v) = Dy (Ve = (L& Q) = Die§
= DV —E((Ln, ())v — (Ln, ¢)Dev
— Dy VeC+n((LE,CQ))v + (LE, () Dy
— Digni€
= VeVn( = (L& VyQr = §((Ln, Q))v — (Ln, Q)L §
=V VeC+ (L, VeQr +n((LE ¢))v + (L&, () Ln
- v[f,'f/]C + <L [67 77}7 C>V
Der Tangentialanteil hiervon ist die Gauf3-Gleichung;:
0=[Ve,Vyl¢ = Vig ¢ = (L, OLE+ (L&, )L
Und der Normalanteil ist die Godazzi-Mainardi-Gleichung;:
= (-Veln) +Vy(LE +LIEn.C). O

14.2 Definition (Riemann-Kriimmung).

Die RIEMANN-KRUMMUNG R : X(M) x X(M) — L(X(M),X(M)) einer Riemann-

Mannigfaltigkeit ist definiert durch die linke Seite der Gaufl-Gleichung | 14.1.1 |
R(&,n) :==[Ve, V| = Vig

Die Motivation hierfiir ist, dafl fiir Riemann-Flichen die rechte Seite der Gauf-

Gleichung | 14.1.1 | auf ¢ := n angewandt und ins innere Produkt mit & genommen
fiir orthonormale Vektoren £ und 7 gerade die Gaulkriimmung liefert:

((Ln,mL&—(LEnLn, &) = (Ln,n)(LE ) — (LEn)(Ln,E) = det(L) = K.
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14.3 14. KRUMMUNGEN RIEMANN’SCHER MANNIGFALTIGKEITEN

14.3 Lemma (Die Riemann-Kriimmung ist ein Tensorfeld).

Die Riemann-Krimmung ist ein 3-fach ko- und I1-fach kontravariantes Tensorfeld
auf M, dh. ReT(T*"MQ@T*M T*M @ TM).

(Koordinatenfreier) Beweis. Dazu mufl man nur zeigen, dafl die Abbildung
(&,1,¢) = R(&n)(¢) in allen Variablen C*°(M,R)-homogen ist, vgl. mit dem Be-
weis von [31, 19.10].

R(f&,m) = [Vie, Vil = Vigea) L Ve, Vil = Vi m—n(ne
L23] 90V, — Vo Ve) = Ve + () Ve
EEEE] VeV, = Ve =n(f)Ve = [V e +0(f)Ve
=f([Ve,V } V[sn)+0=fR(§,n)~
R(&n)(£C) = (Ve Vil = View) (fO)
L243] G PV 1(F)C) — T (FTeC + EUNC) — FVentC — [ErI)C

= fVeVuC+E(N)VaC +0(f)VeC + En(f))S
= [V Ve = n(f)VeC = E(F)VnC = n(E(f))¢
= Ve — &) +nEf))S
=f(VeVy = VyVe = Vi) (= fREMC). O

Koordinatenbeweis.

R(X,Y)Z =Vx(VyZ) - VY(VXZ) - VixyZ

13.5 , ) o
(Sl gne) £)
- Vy (Z( (;Zk Xx* 4 Zrl kZJX’“> aiz)

i

-V Z
27 (Xl BYJ _yi BXJ) 9 _

du’ du’ oul

[543 Z( = Yk + ng,kzjy’“>
7,k

\Y
+X<Z< (,SZYMZF%ZJ’W))
i 7,k
IO SRS A
J.k
S b
(S(S i Tnen)) 2

(G G V2
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14. KRUMMUNGEN RIEMANN’SCHER MANNIGFALTIGKEITEN 14.3

m Z( Yk+zr;‘_7ijYk> ZXZVL 8.
jok 1

oul Ou’
0z 07!
+Z(ZX(W)Yk +ZWX(Y’“)
+ZX (T s ZJY"+ZFZ (Z)YF+> T8 ZJX(W)) %
3.k

—Z(Z X’“+ZF’ 71X ) ZYZ alaul
;(;Y(W)X’“r;auk)f x*

+ Z V(T )Z/XF+ 3 T8, Y (Z) X+ r;‘.vkzjy(xk)>
j Jik gk
—z< Y ) (7 g+ )
mZ(Ek:aZ +ZrlkZJY’€> ZXlZF” a _
DMPIT - IEE i SR
+;§Xp JkZJY’“rZF kZXPwY’“
+ZF;’,€ZJZX”W> %
(St o ret) Sy S

-T(zrri

9
ou’

K 07

ouF k| Zakz paup

+ZZYP JkZJXk—i—ZI”,CZY”—X’“
Jk P

5‘

+ZF ZJZYP@M’) ou?
0zt o

_Z( 81/} - ) Z(ZIZFJZ&LP oud @)
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14.3 14. KRUMMUNGEN RIEMANN’SCHER MANNIGFALTIGKEITEN

8Z 0 o0
= X'yk X'yRZi T, TP, —
1;}) lz a D + ]zk:lp 1,3 ouP
02z 0o oYk 9zt o
xry* — XP =
+¢;p Oukour Out Jrizk; OuP OuF Ou’
or: 8Z 0
xryk zi —2k X Y’“
* 1;;13 Oup Buz %:p k oui
8Yk 0
YA 0 . 0
— Xkyt = pr XkytziTi, TP
i;p ouk L gup ij;p ol gup
B Z xhyp 0%zt 9 3 oxk » 0zt 9
o Oukoupr ou’ & OuP ouk ou
5T4 o
_ Xk YP ZJ J.k Xk Yp z i
;;p dup aul %:p Uik
oxk 0
— YP ZI l_”
i;p oup kb oui
0
7 Il P
;anz ﬂap+;p 2T o
_Z i Y1028 9 ~0XT 078 0
.y out Oud Oul .y ou’l ouwl Ou!
i, o or:, o
= XPYyk 7i xkyr zi
Jzk:p aup out ;;p 8up out
Ik 9 kvl d
+ > x'ykzir, i 5o~ o o xtylziTi, Y5
i,5,k,l,p i,5,k,l,p
+ZWZZ - xS, o
i,k,l,p i,3,k,p u
077 YA 0
xXpPykZZ xkyt &2
+ i%;p uP ] k 8UZ zkzl:p auk z l aup
8Yk j 9
XP XZ— Y, —
+ijzkp aup l;p out Ly uP
oxFk a
— P 7 'L l
oYk ozt o «8Yj ozt 9
XP - X -
+7% OuP Ouk Ou’ %:z Out Oud oul
oxk 8zt 9 0XJ . 0Zb 9
- Yp B B YZ - =
sz;a Oup ouk Out + L 8u1 oud oul
0?7 9?7 9
xryk Xky :
+izk:p ouk our 8u1 Zzzp 8uk8up ou’
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14. KRUMMUNGEN RIEMANN’SCHER MANNIGFALTIGKEITEN 14.4

- Xiyi gk ¥ r. r?, —Tk. TP 9
_zp:izj:k oui 6u3 +Z( wl o ks l’j) Aup
7Rf]k
; 9
=> Y X'YIZFRY, — s O
P 1,5,k

14.4 Bemerkung.

In lokalen Koordinaten haben wir
(1) R= > Rl du®d@du* e 2
ig,k,l

mit R = dul (R%%)%)

= aaulr — o5 Tk +Z ka kaFl )

Beziehungsweise fiir R(£,n,¢, x) := (R(£,n)¢, X>

(2) R= Z Rk du' @ di? @ du® @ du'

i,k
m
: — o DN\ D | 8N _ Z P
mit RiJvkal T <R( out? Buj)auk W> - Ri,j,k:gpxl
p=1
_ 1 o o o 9
=3 <8ui8uk 915 ~ suwaa 9ik T guigar Yik ~ guigar Jii) T

m m
+ > 8" Cialinp = Timaling)-

p=1g=1
Beweis. Wir rechnen wie folgt:
J . o 9.y 9o ._ )
Zkaau = B3y gur) gur = ([V 8_avil _V[i 8}) BuF
ou? oud Dut Oud
"
l 1o}
Vv 0_ ZFJ;’C oul i Zrl k oul
out I—1 oud

GRS a@mram)
oud
13.6
Z ( kzrzl{)up + auz(r )ail)
Z( kZF]lauP+0u1(r )Baul>
N N R I

S
Il
-
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14.5 14. KRUMMUNGEN RIEMANN’SCHER MANNIGFALTIGKEITEN

Koeffizientenvergleich liefert also:
! 8 0 Tl 1 l
Rigk = ur Uik — porli + Z (F§,kFi,p - Ff,krj,p)-

Nun berechnen wir

m
- - 0 90y 0 | 9 — D
Rz,],k,l T <R(8u’7’ 8uf)8u’c oul > <ZR 1,7, k@up | dul> - Z Riaj»kgp’l
p=1

Es ist

m m

o) P _ 0 P
E W(Fj,k)gm = out E Fj,kng E k;aut (9p.1)
p=1 p=1 p=1
a
507 (Djiget) E Lipi+Tip).

und somit

m
_ D
Rijkg = E Ri,j,k:gPJ
p=1

1 d 1.0 (.8 ) )
37 (dw G, + auk 9.5 — 3al gj,k) ~ 59w (aui ki T 5oF 9 — B 97k>
P
(Fz WLty — Fj7kri,l,p)
p=1 —~— ——

4) (2)

_ 1 o o 5 o
-2 (auiauk 9i5 ~ Fuiout ik + duioul Yik — Guigur Il +

+ Z Z g7 (Fi,k,qrj,l,p - ijk,qri,l,p) : H

p=1g¢=1

14.5 Lemma (Symmetrie der Riemann-Kriimmung).

Die Riemann-Krimmung erfillt folgende Identitaten:
RX,Y)VZ+RY,X)Z=0

(R(X,Y)Z,W)+(R(X, Y)W, Z) =

(R(X,Y)Z,W) =(R(Z,W)X,Y)

RX,Y)Z+R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y =0

(VzR)(X,) Y, W)+ (VxR)(Y,Z, W)+ (VyR)(Z,X,W) =0.

Die Gleichungen und heiffen 1.te und 2.te BIANCHI IDENTITAT.

Gk

Beweis.
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14. KRUMMUNGEN RIEMANN’SCHER MANNIGFALTIGKEITEN 14.5

ist klar wegen der Definition R(X,Y) := VxVy — VyVx — Vix y].

ist dquivalent zu (R(X,Y)Z, Z) = 0 fiir alle XY, 7. Es ist:

(R(X.Y)Z,Z) = (NxVyZ,Z) ~(NyVxZ,Z) — (Vix.y|% Z)
~———
X(VyZ,Z) — (VyZ,NVx2)

X(%Y(Z, 2)) = (Vv 2,9x2) - Y(%X@ 2)) +(Vx2.9v2)

- <V[X,Y]Z7 Z>

Ea

1
= SIXY)(Z.2) - 0= (Vix 32, 2)

Nach |13.4.4 | gilt Vy Z —VzY = [Y, Z] und durch Anwenden von Vx erhalten

wir:

(X, [Y; Z]]

VxVyZ —=VxVzY =V X =Vx[Y,Z] - Vy,zX
Der zyklische Ausdruck 148t sich nun wie folgt umformen:

R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =VxVyZ -VyVxZ —-Vixyv|Z
N———— N—— ,
1) (2) (3)
+VyVzX —VzVy X — Vi 721X
N N—— ,
(2) (3) (1)
+VzVxY —VxVzY —Viz x1Y
N N—_—— ,
(3) (1) (2)

= [X7 [Y; ZH + D/v [ZvXH + [Z7 [Xa Y]]
(1) (2) (3)

=0 (wegen der Jacobi-Identitét).

folgt rein algebraisch aus , und :
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14. KRUMMUNGEN RIEMANN’SCHER MANNIGFALTIGKEITEN

Dazu betrachtet man einen Oktaeder
und bezeichnet 4 der Seitenflichen (die
sich nur in Ecken schneiden) mit X, Y,
Z, W.

Die Ecken des Oktaeders, welche
z.B. der Schnitt der Flichen X und
Y ist, wird mit R(Z,W,X)Y) :=
(R(X,Y)Z,W) bezeichnet, falls von
dieser Ecke aus betrachtet die Flichen
X, Z, Y, W aufeinander folgen. Wegen
und ist es egal, von welcher der
beiden angrenzenden Flichen X oder Y
aus man zu zéhlen beginnt.

e

Nun beachte man, dafl fiir jedes der
Dreiecke X, Y, Z, W die Eckensumme
wegen |4 | Null ist, denn bei der Drehung
um eine Achse durch den Mittelpunkt
eines Dreiecks werden sowohl dessen
Ecken als auch die iibrigen 3 Dreiecke
zyklisch permutiert.

Zahlt man diese Summen fiir die
Dreiecke Z und W zusammen und zieht
jene fiir X und Y ab, so erhélt man, daf3
das Doppelte von der Differenz aus der
Ecke W N Z und der Ecke X N'Y Null

ist, d.h. | 3] gilt.

In Detail bedeutet dies:

(+)

R(X,Y,Z,W)

ROXW.Y Z) A RIW.Y X,Z)

R(ZX,Y,W) R(ZY W,X)

\/

R(Z,W,X.Y)

R(X,Y,Z,W)

R(W,Y ,X,Z) R(Z,Y ,W,X)

R(X,W,Y,Z) R(Z,X,Y W)

R(ZW,X,Y)

R(XX,Y,Z,W)

R(X,W.,Y,Z) R(Z,Y ,W,X)

R(ZW,X,Y)

R(X,Y,Z,W)+R(Y,Z,X,W)+R(Z,X,Y,W) =0

6
(=)

(2) (3

R(W.X,Y,Z) + R(X,Y,W,Z) + R(Y,W,X,Z) =0

)
(=)

(€] (5)

R(Z,W,X,Y)+RW,X,Z,Y)+R(X,Z,W,Y) =0

(6)
(+)

4) (3

R(Y,Z,W.X) + R(Z,W,Y,X) + R(W,Y,Z,X) = 0

(2)
=

(6) (5)

2R(X,Y,Z,W)—2R(Z,W,X,Y) =0
8 ©)
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14. KRUMMUNGEN RIEMANN’SCHER MANNIGFALTIGKEITEN 14.6

Um diesem Punkt iiberhaupt Sinn zu geben, mufl man Vz auf Tensorfelder
ausdehnen. Das geht mittels Produkt-Regel, i.e.

(VzR)(X,Y, W) :=
=V (R(X7 Y)W) — R(VzX,Y)W — R(X,VzY)W — R(X,Y)VzW
=V (R(X, Y)W) Y R(Y, VX)W — R(X, VyZ [, Z})W ~R(X,Y)V,W.

Mit Zzykl. bezeichnen wir die zyklische Summe beziiglich der Variablen X, Y und
Z. Dann gilt

Y (VzR)(X.Y, W) =

zykl.
== Y VA(REYIW) 40+ 3 RIX IV, ZDW = 3 R(X, V)V W
zykl. zykl. zykl.
_ % v, ( IV, Vy] = Vixy) )W

1 4)
+ Z ( Vx,Viv.zl = Vix,v.z2) )W - Z ([V)ﬁvY]vZ —V[X,Y]VZ>W

zykl. zykl.

(4) (3) (2) (4)
(3) 1) (2) (4)
—— =
==V, xya Wt D (Vz[Vx, Vy]-[Vx, Vy]Vz) W+ 0
zykl.

[Vz7[Vx ,VY]]

=0 wegen der Jacobi-Identitét. O

14.6 Folgerung (Polarisierungsformel).
Fiir die Riemannkrimmung gilt:
ARX,Y,Z,W) =
= —R(Z+X,Y+W,Y+W,Z+X)+ R(Z+ X, Y-W, Y -W, Z+X)
R(Z-X,Y+W,Y4+W,Z—X) — R(Z-X,Y-W,Y -W, Z—X)
R(Z+Y, X+W, X+W,Z+Y) — R(Z+Y, X-W, X-W, Z+Y)
—R(Z-Y, X4AW, X4+W,Z-Y)+ R(Z-Y,X-W,X-W,Z-Y)

Beweis. Es ist
- Q(R(X, Y, Z,X)+ R(X, Z,Y, X))

Lesifuesa] ( (X, YZX)+R(ZXXY)>

14.5.3

AR(X,Y,Z,X)
und weiters
(2) R(X+W,Y, Z, X+W) — R(X-W,Y, Z, X—W) =
=2 (R(X, Y, Z,W) + R(W,Y, Z, X))
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14.7 14. KRUMMUNGEN RIEMANN’SCHER MANNIGFALTIGKEITEN

Also ist
(3) R(Y,Z, X, W)=
14.5.1 || 14.5.2
RZY.W.X)

1
=>Jmaxmcm+5(R@+XJHMZ+Xy—Rw—XJWMZ—X0
[1452][1

R(X,Y,Z,W)

1
+§(MZ%&YHMYHMZ%Q—R@+XY—WY—WZ+X)

—JaZ—XJAHMwaKZ—Xj+fuza&Y—wnhwuz—X0
(1) R(ZX,Y,W)=

14.5.2

_R(ZvX»WY)

=]

1
ROCXJMZ)—§(RQQJCXJMZ+Y)—}ﬂZ—Yp&MCZ—YD

EEEEEH!MKKZW)
—é(R@+KX+WLKHMZ+Yy<MZ+KX;WLK4MZ+Y)
—JﬂZ4KX+WL¥HMZ—Y}hMZ—KXFWZKJMZ—YD
und damit

14.5.4
0 R(X,Y,Z,W)+R(Y,Z,X,W)+R(Z,X,Y,W)

— R(X,Y,Z,W)
Y R(X,Y,Z,W)

1
+§(MZ+KY+wnwwMZ+m—Rw+XchMY—WZ+X)

—R@—XY+WY+WZ—M+R@—KY—WY—WZ—&)
Y R(X,Y,Z,W)

1
—g@w+xx+mx+mz+m—Rw+xx—mx—mz+n
—R@—KX+WX+WZ—H+R@—KX—WX—WZ—H)

und schlieflich

AR(X,Y,Z,W) =
= RZ+XY+WY+W,Z+X)+R(Z+X,Y -W,Y - W, Z + X)
YRZ-XY+WY+W,Z-X)-R(Z-X,Y -W,Y -W,Z - X)
TRZ+Y,X+W,X+W,Z+Y)-R(Z+Y, X -W,X -W,Z+Y)
—RZ-Y,X+W,X+W,Z-Y)+R(Z-YV, X -W,X -W,Z-Y) O

14.7 Definition.
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Wir wollen nun die Ausdriicke der Form R(X,Y,Y, X) in der Polarisierungsformel
weiter untersuchen. Sei dazu

X' =aX+0bY a b
Y =cX+dY _(c d)'

Wegen der Schiefsymmetrie ’ 14.5.1 ‘ und ’ 14.5.2 ‘ ist

R(X',Y',Y',X') = det(A) R(X,Y,Y’, X') = det(A4)? R(X,Y,Y, X).

Das gleiche Transformationsverhalten hat auch |X|? |[Y|*> — (X,Y)?2, da dies das
Quadrat der Flidche des von X und Y erzeugten Parallelogramms ist, sieche dazu

. Folglich ist der Ausdruck

XP YT - (X,Y)?

unabhéangig von der Wahl eines Erzeugendensystems des von X und Y erzeugten
2-dimensionalen Teilraums F' := ({X,Y}) von T, M. Diese Zahl heifit die SCHNITT-

KRUMMUNG von F'. Die Polarisierungsformel zeigt, dal die Riemann-Kriimmung
sich aus der Schnittkriimmung berechnen 148t.

14.8 Satz (Gauf3-Kriimmung versus Schnitt-Kriimmung).

Fiir jede Riemann-Fliche M ist die GaufSkrimmung ident mit der Schnittkrim-
mung (des ganzen 2-dimensionalen Tangentialraums).

Beweis.
Fiir Hyperflichen im R haben wir das in gezeigt. Fiir abstrakte Riemann-
Flichen M seien (u',u?) lokale Koordinaten auf M. Dann ist

D2 KTM _D2 R(%’ﬁ’%’%) R
K(T:M)=D*- 12 222 2 — (=25, 2502 1,2,2,1
oul oul Oul’ du2

1 82 82 62 62

5 Oulou? 91,2 — Ouloul! 92,2 + Ou20ul 91,2 — ou20u? 911

1 1,2
(T1210211 —T221T111) + 9% T1,220211 —Ta22011.1)
2,1 2,2

+97" Ti21T212—T221T11,2) + 977 (T 220212 — 22201 1,2)

(F10—Gi11+ Fo1 — Es )

2
DE (EQEQ — (2F, — Gl)El) - % (G1Es — GoBy)
Di (E2G1 —(2F — G)(2F, — E2)> + % (G12 —Gy(2F) — Eg))
452 (E2Ga — 2F1Ga + G1?)
+ 422 (E1Ga — EsGy — 2B, Fy + AF Fy — 2F,Gy)
+ 4g2 (Er\G1 — 2E1Fy + E5%) — % (E22 —2F1 2+ G1,1)
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Oder etwas anders gerechnet:

o o o
Ri,j,k,l - 2 (ng’j ~ dwout 9k + duioul Yk — Guiger Il

+ > (T2, T — T2, Tiry)

=1

bS]

2 2 9> 2
1 1%} ) [é) 1%}
Ripo1 == 3 <3u13u291,2 Fuioat 92,2 T 3u2ea191.2 ~ a2 91,1)

+ (1 ol210 —T3ol110) + (T oT212 — T3 5T1,12)

10.6

% (Fi2—G11+ Fo1 — Ea9)
ExG—-G1F Ey 2F,G-G1G—-Gy F &

2D? 2 2D? 2
+—E2F—|—G1E ﬁ_—2F2F+G1F+G2E 2F, —Es
2D? 2 2D? 2
E
== ﬁ (EQGQ - 2F1G2 + G12)

F
+ ﬁ (E1G2 — E5sGy — 2E5Fy + 4 Fy — 2F1G1)

1
(Bap —2F1 2+ G11)

G
+ — (E1G1 — 2E\F, + Ey®) — 3

D

9.15
D*K. O
14.9 Definition (Normalkoordinaten).

Unter RIEMANN’SCHEN NORMALKOORDINATEN versteht man die Parametrisierung
m
o (ut . u™) = exp,, (Z uiX,»)
i=1
fiir eine Orthonormalbasis (X1, ..., X;) von T, M.

14.10 Lemma (Christoffelsymbole in Normalkoordinaten).

In Riemannschen Normalkoordinaten verschwinden alle Christoffelsymbole bei p.

Beweis. Offensichtlich gilt
9i.4(P) 1= (g o )(P) = (X3, Xj) = b
Die radialen Geodéten ¢ — exp,,(tX) erfiillen die Geodéten-Gleichung

m
d2u” k du® dul _
dt? + § : Fi,j dt dt =0.
i,j=1

Fiir u(t) := tX; gilt wegen u®(t) = (5;% somit Ffj(u(t)) = 0, also insbesonders
% (p). Fiir u(t) := t(X; + X;) folgt analog (I}; +TF ; +T%, +T% ;)(p) = 0 und da
I}, symmetrisch in (4, ) ist, ist T} ;(p) = 0 fiir alle 4, j, k. O

14.11 Lemma.

Sei M eine Riemann-Mannigfaltigkeit und F < T, M ein 2-dimensionaler Teilraum.
Dann ist die Schnittkrimmung K(F) genau die Gauf-Krimmung der lokal durch
exp(F') gegebenen Fliche.
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Beweis. Wegen geniigt es zu zeigen, dafl die Riemann-Kriimmung Ry der
Fliche N := exp(F) mit der Einschrinkung der Riemann-Kriimmung Ry; von M
auf N iibereinstimmt, wobei N durch (¢, s) +— exp,,(tX1 + sX3) parametrisiert wird
und die von M induzierte Metrik tragt.

Dazu withlt man Riemann-Normalkoordinaten ¢ : (ul,...,u™) epr(Z;i1 ut X;)

fiir eine Orthonormalbasis (X1, ..., X}, ) des Tangentialraums T, M. Beziiglich dieser

verschwinden nach | 14.10 | alle Christoffelsymbole bei p. Da die Koeffizientenfunk-
tionen g; ; mit 4,7 < 2 fiir M und N iibereinstimmen, gilt das auch fiir

_ 1 5 8 8 %
Rijrki=735 (au,@uz 9ik T 3oi5ur 931 — Furgur il — saigardik ) T 0. O

14.12 Satz (Ungekriimmte Riume).
Fiir eine Riemann-Mannigfaltigkeit sind dquivalent:

1. R=0.
2. M st lokal isometrisch zum Fuklidischen Raum.
3. Der Paralleltransport (siche ) ist lokal wegunabhdngig.

Der Punkt ist global nicht allgemein giiltig wie das Mo6biusband mit flacher
Metrik zeigt.

Beweis. (:>) Indem wir eine Karte verwenden, kénnen wir annehmen, dafl M
eine offene Umgebung von 0 in R™ ist, allerdings mit einer allgemeinen Riemann-
Metrik g. Wir miissen zu gegebenem Anfangswert Xy ein Vektorfeld X finden,
welches langs jeder Kurve parallel ist. Wegen geniigt es, dafl Vg, X = 0 fiir
alle i =1,...,m ist. Zuerst finden wir ein lings der u'-Achse paralleles Vektorfeld
ul = X (ul,0,...,0). Zu jedem u! finden wir lings der Kurve u? — (u!,u2,0,...,0)
ein paralleles Vektorfeld u? — X (u',u2,0,...,0) mit Anfangswert X (u',0,...,0).
Und somit erhalten wir ein Vektorfeld (u',u?) — X (u',u?,0,...,0) lings der 2-
Fliche ¢ : (u',u?) — (u!,u20,...,0). Dieses erfiillt: Vg, X = 0 lings ¢ und
Vo, X = 0 lings u' — (ut,0). Wegen [01,02] = 0 gilt Vy, Vs, X — V5, Vo, X =
R(01,0:)X = 0. Somit ist Vg,Vg, X = 0, dh. Vg, X ist parallel lings u?
P(ut,u?). Aus Vo, X = 0 lings u! — ¢(u',0) folgt Vs, X = 0 liings ¢. Es ist
also X parallel langs aller Kurven in der 2-Flache .

Nun kann man obigen Prozef iterative fortsetzen, um das gewiinschte parallele
Vektorfeld X zu erhalten. Dies zeigt, dafl der Paralleltransport wegunabhéngig ist.

(:>) Wihlt man als Anfangswert die Vektoren einer Orthonormal-Basis von
ToR™, so erhilt man parallele Vektorfelder X;, welche nach | 12.5.1 | iiberall punkt-

weise eine Orthonormal-Basis bilden. Nach gilt [X;, Xj] = Vx, X;-Vx, X; =
0. Nach [31, 17.12] kénnen die X; somit integriert werden, um eine Karte ¢ zu er-
halten, welche p; = X; erfiillt. In dieser Karte hat die Riemann-Metrik dann aber
Koeffizienten §; ;, d.h. ¢ ist eine lokale Isometrie zwischen dem flachen R™ und M.

(:>) Da die kovariante Ableitung und somit die Riemann-Kriimmung eine
intrinsische Grofe ist, also nur von der Riemann-Metrik abhéingt, geniigt es R fiir
den Euklidischen Raum zu berechnen, dort ist aber R = 0 wegen der Vorbemerkung

zu . O

14.13 Definition (Spuren der Riemann-Kriimmung).

Unter der RIcCcI-KRUMMUNG einer Riemann-Mannigfaltigkeit versteht man

Ricci(X,Y) := spur(Z — R(Z, X)(Y)) S Spur(Z — R(X, Z)(Y)).
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In lokalen Koordinaten gilt:
Ricci(z X! a‘Zi,ZYj %) —
= ZXl Yd Rlcm(au“ 8‘;)

4,J

ZXZ Yj Z(auk au’ + Z Fp,JFE - Fﬁjrfp))

Beachte, da8 Ricci : T,M x T, M — R symmetrisch ist, denn

RlCCl(aul,auJ) Z ki j Z kzylg ZRJ“H

ou’

) Riirg" RlJ ; = Ricei( 5%,
1,k

Eine (Pseudo-)Riemann-Mannigfaltigkeit heifit Riccl-FLACH falls Ricci = 0.
Sie heiffit EINSTEIN-MANNIGFALTIGKEIT falls Ricci proportional zur Metrik ist.

Unter der SKALARKRUMMUNG versteht man S := spur (§ — (Ricci(¢, 2))?), also
die Spur der Abbildung

Ty M~ (To M)* 5 T, M.

RicciY

In Koordinaten ist das somit
S =3 Ricci( g5, 737 )
]
_ a1k p Tk p 1k
- Z Z(auk i 8u1 Ty g T Z Liglhp = L JF%P)) .
ij k

Beachte, dafl dies wegen der Symmetrieeigenschaften alle nicht trivialen

Spuren sind, welche man aus der Riemann-Kriimmung bilden kann.

Der vollig spurfreie Teil der Riemann-Kriimmung wird (fiir m > 3) als WEYL
KRUMMUNGSTENSOR

S
“om—1)7 ) 9

Schouten Tensor

1 .
W:=R-— m(RlCCl

m —

1 .. S S
= R (Ricci—g) 9 Smm =17 %Y

bezeichnet. Dabei ist koh das KULKARNI-NOMIZU PRODUKT zweier symmetrischer
2-fach kovarianter Tensoren k£ und h, ndmlich

(k o h)(v1,v2,v3,v4) : = k(v1, v3) h(va, v4) + k(va, va) h(v1,v3)
— k‘(’l)l,’U4) h(’l)g,Ug,) — k‘(’l)g,’l)g) h(’l)l,’U4)

14.14 Proposition.
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Eine Riemann-Mannigfaltigkeit hat genau dann konstante Schnittkrimmung auf
G(2,T,M), wenn fir alle X,Y,Z € T,M gilt:

RX,Y)Z =K - (g(Y, 2)X — g(X, Z)Y)

Beweis. (<) Sei R(X,Y)Z = K - (g(Y, )X —g(X, Z)Y) mit einer Konstanten
K € R. Dann ist
g (R(X, Y)Y, X)
K({{X,Y})) =
(YD) = S X7 7 — a7
g(K - (9, Y)X — g(X,7)Y), X)
g(XaX)g(Y7Y) _g(X7Y)2
(=) Sei K die konstante Schnittkriimmung. Der Ausdruck

g(K' (g(Ya 2)X —g(X, Z)Y)7W> =K- (g(Y, Z)g(X, W) —g(X7Z)g(Y,W))

hat die Eigenschaften und stimmt fir Z =Y und W = X mit
g(R(X,Y)Y, X) iiberein. Wegen (wo wir nur diese Eigenschaften) verwendet
haben stimmt er iiberhaupt mit g(R(X,Y)Z, W) iiberein. O

14.15 Folgerung.

Eine m-dimensionale Riemann-Mannigfaltigkeit habe konstante Schnittkrimmung
K. Dann gilt fiir die Ricci- und die Skalarkrimmung:

Ricci(X,Y)=K-(m—1)-g(X,Y)
S=K-(m—1)-m

Insbesonders liegt eine Einstein-Mannigfaltigkeit vor, also Ricci = % g.

Beweis.

Ricci(X,Y) = Spur(Z — R(Z, X)Y)

spur(z = K- (9(X,Y)Z - g(2, Y)X))
— K- (m-g(X,Y) ~ g(X.V)) = K - (m—1)-g(X.Y)

und S = spur(X — (Ricci(X, ,))b) - spur(X (K- (m—1) - g(X, ,))b)
=spur(X—»K-(m-1)-X)=K-(m—1)-m. O

14.16 Zusammenfassung

Bei ebenen Kurven, haben wir die KRUMMUNG als die Kraft interpretiert, die
notwendig ist, um einen Massenpunkt mit konstanter skalarer Geschwindigkeit auf
einer Kurve zu halten.

Bei Hyperflichen im R3 haben wir zuerst die NORMALKRUMMUNG einer Fliche
in Richtung ¢ als Kriimmung der Schnittkurve mit der, von der Flichennormale
und £ aufgespannten Ebene kennengelernt. Dies ist gleichzeitig die Kriimmung der
Geodiite in Richtung &, siehe [9.10] Die kritische Punkte der Normalkriimmung
sind die HAUPTKRUMMUNGEN, und deren Produkt ist die GAUSS-KRUMMUNG.
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Bei einer allgemeinen Riemann-Mannigfaltigkeit kann die SCHNITTKRUMMUNG als
die GauB-Kriimmung jener 2-dimensionalen Fliche, welche durch die Exponen-
tialabbildung parametrisiert wird, aufgefafit werden. Die Riemann-Kriimmung ist
schliefilich das zur Schnittkriimmung gehérige Tensorfeld (i.e. 4-lineare Abbildung).

15. Jacobi-Felder

15.1 Bemerkung.

Sei ¢ : [0,a] — M eine Geodéte in einer Riemannschen Fléche. Diese 148t sich
als radiale Geodite der Form ¢(t) = exp,(tv) schreiben, wobei z := ¢(0) und
v := ¢/(0). Wir wollen benachbarte radiale Geoditen diskutieren. Nach gibt
es eine Umgebung um [0,a] x {v} C R x T, M, auf welcher exp wohldefiniert ist.
Damit existieren auf dem Intervall [0, a] die radialen Geodéten, welche bei x in eine
Richtung nahe v starten. Betrachten wir nun die Variation (¢, w) — exp, (t(v+ w))
von ¢ fiir w L v. Fiir fixes w definiert die Richtungsableitung

E(t) == F5| o exPa(t(v + sw)) = (Ty exp,) (tw)

an der Stelle (¢,0) € [0,a] x T, M in Richtung (0,w) ein Vektorfeld £ lings c.

w &()

\ exp, (L.(V+SW))

V+S.wW L

c(t
Wir wollen nun zeigen, dafl das Vektorfeld £ die sogenannte Jacobi-Gleichung
V2E(t) + K(c(1) £(t) = 0
erfiillt.
Da
v (r,9) — exp, (r (cos(d)v + sin(ﬁ)w)) fir jw| =1 = |v]
geoditische Parallelkoordinaten sind, also E = 1, F = 0, G > 0 erfiillen, gilt die
Jacobi-Gleichung K = —% (%)2 VG aus .
Fiir £(t) : = & o0 &XP, (EH(v + sw))
= 8%|q9:0 exp,, (t cos(?)v + tsin(F)w) = d2p(¢,0)
ist [£(1)]* = [9200(2,0)|* = G(t,0).

Das Vektorfeld ¢ steht normal auf ¢/, da die radialen Geoditen die geoditischen
Sphéren (wegen F = 0) orthogonal schneiden, also ldft sich £(t) als A(¢)v(t)
schreiben, wobei v ein Einheitsnormalenfeld zu ¢ in TM und A = [§| = VG ist.

Folglich gilt A + (K oc)- A=\ — %(%)2\/6- A = 0. Da ¢ eine Geodite ist,

ist ¢’ ein paralleles Vektorfeld (siehe ) lings ¢ und ebenso v. Also gilt fiir die
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kovariante Ableitung von &:
VE=V(Av)=AVv+Nv=XNv
= VE=VNv)=XVv+XNv=)\v
= VE+K{=Nv+K v=N+K\Nv=0

15.2 Definition (Jacobi-Felder).

Wir nennen ein Vektorfeld € ldngs einer Geodéte ¢ in einer Riemann-Fliche ein
JACOBI-FELD falls es die JACOBI-GLEICHUNG

V% +(Koc)-£=0

erfiillt und orthonormal auf die Geodéte steht.

15.3 Lemma.

Die Jacobi-Felder £ lings einer Geodite ¢ mit Anfangsbedingung £(0) = 0 sind genau
jene Vektorfelder, welche sich als &(t) := (Tie (0) €XPeoy) (tw) mit w € A0t c
TeoyM schreiben lassen.

Beweis. Wir haben gerade gezeigt, dafl so darstellbare Vektorfelder Jacobi-Felder
sind. Berechnen wir nun noch deren Anfangswerte. Klarerweise ist

£(0) = (Toer (0) €XPe(o)) (Ow) = 0.

Beziiglich der Koordinaten (u',u?) — exp, (u! v + u? w) gilt ul(t) = ¢, u*(t) = 0,
€Y(t) = 0 und £€2(t) = t. Somit ist

e S S (5 Sorte )

— 1o} k 1o} _ _0 —
= (WJFZFz,l't'l'W)L:O— 5 imp = W-
k=1

Da die lineare Differentialgleichung X4 (Koc) A = 0 zweiter Ordnung aber zu jedem
Anfangswert eine eindeutige Losung hat, muf} diese obige Gestalt besitzen. O

Sei nun M eine vollstdndige Riemann-Mannigfaltigkeit und ¢ eine nach der Bo-
genliinge parametrisierte Geodéte in M. Wir haben in gesehen, dafl Kurven
die in geodétischen Parallelkoordinaten nahe an c liegen, keine kiirzere Bogenldnge
haben kénnen. Wir untersuchen nun die Frage, wann wir geodétische Polarkoordi-
naten um ¢(0) finden kénnen, welche bis zu ¢(t) reichen. Dazu folgende

15.4 Definition (Konjugierte Punkte).

Es sei ¢t exp,(o)(tc’(0)) eine Geodite in M. Ein Punkt c(t) heifit KONJUGIERT
zu ¢(0) falls das Differential T} (g)(expe(o)) der Exponentialabbildung bei tc’(0) €
Te0)M kein Isomorphismus von T,y M = Tio(0)Te0)M nach T,y M ist.

15.5 Satz (Konjugierte Punkte).

Fiir eine Geodite c in einer vollstindigen Riemannschen Fliche sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

1. ¢(t) ist konjugiert zu ¢(0).
2. Es existiert ein Jacobi-Vektorfeld & # 0 lings ¢ mit £(t) = 0 = £(0).
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Beweis. Es sei  := ¢(0) und v := ¢/(0). Nach Definition ist ¢(t) genau dann
konjugiert zu ¢(0), wenn Ty, exp, : Ty M — Toxp, (tv)M kein Isomorphismus ist,
also ein 0 # w € Ker(Ti, exp,) existiert. Wegen (T3, exp,)(v) = ¢/(t) # 0 und
(Tyyexp,)(w) L /(t) fir alle w L v nach ist w L v fiir jedes w €
Ker(Ty, exp, ), denn 0 = Ty, exp,(av + w) = ad/(t) + Ty exp,(w) < a = 0. Und
weiters ist £(t) = 0, wobei £ : s — sT, exp,(w) nach das Jacobi-Feld mit
Anfangsbedingung £(0) = 0 und V&(0) = w L v ist. O

15.6 Folgerung.

Sei ¢ eine nach der Bogenlinge parametrisierte Geoddte. Falls ¢ im Inneren eines
Parameterintervalls [t1,ta] keine konjugierte Punkte enthdlt, so gilt L(c) < L(cq)
fiir jede nahe c gelegene Kurve cy.

Es gilt auch die Umkehrung, siehe | 15.16 |.

Beweis. Wie in betrachten wir eine Abbildung ¢ nach geodiitischen Polarko-

ordinaten um ¢(0). Wegen ist diese Abbildung ein lokaler Diffeomorphismus
in jedem Punkt von Jt1,t2[ X {0}. Also haben wir, abgesehen von den Randpunkten,
geodétische Parallelkoordinaten ldngs c. Nach ist dann die Lange jeder nahe
¢ gelegenen Kurve mindestens so grofl wie jene von c. O

15.7 Lemma. Vergleichssatz von Sturm.

Es sei p (resp. \) Lésung der linearen Differentialgleichung p” (t) + a(t) p(t) = 0
(resp. X' (t)+b(t) A(t) = 0) mit Anfangswert u(0) =0 = A(0) und ¢/ (0) =1 = N (0).
Weiters sei a > b (bzw. YV t : a(t) > b(t)). Sei t, := min{t > 0 : pu(t) = 0} und
tx == min{t > 0 : A(t) = 0}. Dann ist t, < ty und fir 0 < ty < t; < t, ist
w(t)A(to) < At1)p(to) (bzw. <) und p(tr) < A(t1) (bzw. <).

Beweis. Nach Voraussetzung ist p(t) > 0 fiir alle 0 < ¢t < t,, (wegen p'(0) = 1)
und A(t) > 0 fiir alle 0 < t < ¢y, also X (ty) < 0. Weiters ist A (t)) < 0 andernfalls
wire A = 0 lokal um ¢5. Es sei a(t) > b(t) fiir alle t. Ware ¢, > ¢\ so wire

tx t [2)
0= [T HOV b N A ) = X = x| [ A
0 0

=Rt (£2)<0 <0

ein Widerspruch.
Sein nun 0 < ¢t < t,(< ¢y). Dann ist

0= / (N +b-XN) =X (1" +a-p) = (M'A’*Aw/)ﬁﬁ/ (b—a) A p< (XN =Xpu)(t)
0 0

<0

und somit (logoA)'(t) > (logou)'(t), also log 0% monoton wachsend und damit
A(t1)p(to) > p(ti)A(to) fiir alle 0 < to <ty < t,. Wegen limy, o 28‘3 = Z/Egg =1
folgt A(t1) = u(th).

Den Fall a(t) > b(t) fiir alle ¢t behandelt man ganz analog. O

15.8 Folgerung.
Sei ¢ eine nach der Bogenlinge parametrisierte Geodite.

1. Falls K(c(t)) < Ky fiir alle t gilt, so liegt in keinem offenen Intervall der
Linge ﬁ ein konjugierter Punkt.
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2. Falls K(c(t)) > Ko > 0 fir alle t gilt, so liegt hingegen in jedem abgeschlosse-
nen Intervall der Linge \/LKT ein konjugierter Punkt.

™

Hierbei und im folgenden sei T = T fiir K1 <0.

Beweis. Fir K; > 0 und b(t) := K(c(t)) < Ky =: a(t) folgt mittels
fiir die Losung &(t) = A(¢) v(t) der Jacobi-Gleichung (siehe ) und jene von
w(t) + Ky p(t) =0 (also p(t) = \/% sin(tv/K;)) die Beziehung u(t1) < A(t1) und
somit A\(t) =0 = tV/K; > 7.

Fiir K1 <0, also 0.B.d.A. Ky =0, ist analog A(t) > u(t) =t > 0 fiir alle t > 0.

Die Aussage zeigt man ganz analog. O

15.9 Theorem von Bonnet.

Ist M eine vollstindige zusammenhdngende Riemannsche Fliche und K(x) > Ko >

T

0 fiir alle x € M, so ist der geodditischen Abstand je zweier Punkte hdchstens T
Insbesondere ist M kompakt.

lll\‘/‘\ .
"1'1771".’!'\!/6‘?& R
gf"gQ‘mK~A\

AT

Beweis. Nach | 13.12.4 | existiert zu je zwei Punkten eine Geodéte minimaler Lange.

Falls diese Lange grofler als \/71%0 ist, so enthélt sie nach | 15.8.2 | konjugierte Punkte,

und nach der Umkehrung von die wir in |15.16 | zeigen werden ist diese
Geodite dann nicht die kiirzeste Verbindung, ein Widerspruch. Damit sind ihre
Endpunkte also héchstens ﬁ entfernt. Insbesondere ist der Durchmesser

d(M) := sup{d(x1,x2) : 1,220 € M} < \/}T(—O,

und somit ist M nach | 13.12 | kompakt. O

15.10 Lemma.

Es sei K(z) < Ky fir allex € M und p1 < p = T Sei weilers ¢ : [0, p1] —

M eine Bogenlingen-parametrisierte Geoddte von x := ¢(0) nach y = c(p1). Sei
v : [s0,81] = B,(0) C T, M eine Kurve mit exp,(v(so)) = x und exp,(v(s1)) = y.
Dann ist L(exp,, ov) > L(c).

Beweis. Wegen K(z) < K fiir alle « € M ist exp, : B,(0) — M ein lokaler
Diffeomorphismus nach |15.8.1|. Somit ist (exp,)*(g) eine Riemann-Metrik auf
B,(0) und exp, bzgl. dieser eine lokale Isometrie. Die Polarkoordinaten auf B,(0)

induzieren somit geoditische Polarkoordinaten (siehe ) auf B,(0) bzgl. der
Metrik (exp,)*(g) und somit folgt das Resultat aus|10.11 |, O

15.11 Proposition.
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Sei (cs)s eine glatte Homotopie relativ {0,1} zwischen zwei verschiedene Geoditen
von © nach y mit L(cy) < L(cy). Falls K(x) < Ky fir alle x € M so existiert ein
0 < 80 <1mit L(c,) > j—% — L(cp)

Beachte, daf§ dies fiir K1 < 0 (und somit 27/+/K; := +00) besagt, dafl verschiedene
Geoditen von x nach y nicht homotop sein kénnen.

Beweis. Es sei p := \/’;{T Wegen |15.8.1 | ist exp,, : B,(0) — M ein lokaler Dif-

feomorphismus und somit auf jedem kleineren offenen Ball eine Uberlagerung (da
die Fasern endlich sind). O.B.d.A. ist L(cg) < p (andernfalls ist schon L(cg) >
\/2;% — L(co)).

Wiire ¢,(t) € exp,(B,,(0)) fiir ein p; < p und alle —

s und ¢, so wiirde ein Lift (¢, s) — &(t) existieren. e

Da aber der Lift der Geodéite ¢; eine Gerade durch // /
0 sein muf ist das wegen ¢y # ¢; unmoglich. Somit
kommt die Homotopie dem Rand von exp, (B,(0)) / \
beliebig nahe, d.h. fiir jedes p1 < p existiert ein |

s € [0,1] s.d. der Lift ¢ : [0,1] — B,(0) existiert —
und einen Punkt v, im Abstand p; von 0 enthélt. |
Nach hat dann das Bild der geschlossenen
Kurve gebildet aus ¢5 gefolgt von der umgekehrt
durchlaufenen Gerade ¢y Linge > 2p; (denn die
beiden Teile von 0 nach vs haben Linge > p1),
also ist L(cs) > 2p1 — L(cp). —
Da p; beliebig nahe an p war, folgt aus der Stetigkeit von s — L(c;), die Existenz

eines so mit L(cs,) > 2p — L(co) = \/21% — L(cop). O

15.12 Theorem [15].

Die Exponential-Abbildung jeder vollstindigen zusammenhdngenden Riemann-Fli-
che mit K < 0 ist fiir jedes x € M eine Uberlagerung exp, : IuM — M. Ist also
M zusdtzlich einfachzusammenhdngend, so ist exp, : Ty M — M ein Diffeomor-
phismus und zu je zwei Punkten gibt es genau eine minimale verbindende Geoddte.

Beweis. Sei vorerst M einfach zusammenhingend. Wegen existieren fiir
K < 0 keine konjugierten Punkte und somit ist exp,, : T, M — M {iberall ein lokaler
Diffeomorphismus. Nach dem Satz von Hopf-Rinow ist exp, surjektiv. Nun
zur Injektivitét. Sei exp, (vg) = exp,(v1) =: p € M. Dann sind ¢;(t) := exp,(tv;)
Geodéten die x mit p verbinden. Da M einfach-zusammenhéngend ist, sind diese
homotop. Wegen sind sie somit ident, also vy = v;.

Nach | 10.11 | ist die radiale verbindende Geodéte von minimaler Linge.

Fiir allgemeines M betrachten wir die universelle Uberlagerung p : M — M.
Nach dem eben Gesagten ist exp; : 1 M — M ein Diffeomorphismus und somit
exp, o1sp = p o exp; : T:M — M eine Uberlagerung. Da T;p : T:M — T, M ein
linearer Isomorphismus ist, ist exp, : T, M — M selbst eine Uberlagerung. O

15.13 Jacobi-Felder auf allgemeinen Riemannschen Mannigfaltigkeiten.

Da fiir die Beschreibung von Jacobi-Feldern nur exp,, (t(v+sw)) fiir v, w € T, M und
t, s € R benotigt wurde, 148t sich diese auf allgemeine Riemann-Mannigfaltigkeiten
iibertragen, wobei die GauBkrimmung K (c(t)) wegen | 14.11| durch die Schnitt-

kritmmung K (({£(t),(t)})) (siehe ) und K (c(t)) £(t) durch R(&(t), () ¢ (¢)
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zu ersetzen ist: Denn fiir Riemann-Flachen und Einheitsnormalenfeld v ist

R(v,d)d = (R(v,d) Y + (R(v,d) d,v)v = R(v, ¢, ¢, ) + R(v,d, d,v)v

und wegen ’ 14.5.2 ‘ und ’ 14.1.1 ‘ somit R(v, )¢ = R(v,d, ¢, v)v = K v. Damit ist
K(c(t)) () = K(c(t)) Mt)v(t) = A(t) R(v(t), ¢ (1) (1) = R(E(t), (1)) €' (1)

Die JACOBI-GLEICHUNG sieht also dann wie folgt aus:

V2E+R(E, ) - =0,

Die Losungen der Jacobi-Gleichung heiflen wieder JACOBI-FELDER und diese sind
genau die Richtungsableitung von 1-Parameter-Variationen der Geodite ¢ durch
Geoditen: Sei namlich ¢ : R? — M eine Variation bestehend aus Geoditen t
@(s,t) (also 0 = Vo 2.(s,t)). Im Beweis des GauB-Lemmas haben wir

Vo Gro(s.t) = Va Fo(s,t)
gezeigt. Damit ist
0=V asvagg (s,1)

14.2
R(Ty- 5. To-5) Go(s,t) +VaVa Fo(s,t) +Via a)50(s,t)
=R(To- & To- ) &els,t) +VaVa Zo(s,t)+0

und fiir s = 0 erhalten wir mit c(t) := (0,t) und &(t) := 2 |S:0 (s, t) die Jacobi-
Gleichung

= R(§7 C/) : C/ + v2§

Die Darstellung aus fiir Jacobi-Felder & mit £(0) = 0 via der Ableitung von
exp,(g) gilt genau wie im 2-Dimensionalen und die Nullstellen dieser Jacobi-Felder

beschreiben wie in wieder KONJUGIERTE PUNKTE.

15.15 Proposition. Variation der Energie.

FEs sei (cs)s eine glatte Variation mit fizen Endpunkten einer Kurve ¢ : [a,b] — M,
also (s,t) — cs( ) glatt von R x [a,b] = M mit s — cs(t) konstant fir t € {a,b}.
Sei Y(t) := 5 O ci(t) € T.,yM und die Energie

NN
E(Cs) 25/ g(CsaCs): 2/ gcs(t) (atcs(t),%cs(t)) dt.

Dann st
d b
W 2B = [ oTai)
s=0 a
und, falls co eine Geodite ist, so ist %E(CS)|S:0 =0 und
d\? b
2 (o) Ele)| =] (IVaYoly — E({{co.Yo}) - (I¥olg — 9(¢o, Y0))
ds
s=0 @

=R(Y0,¢0,¢0,Y0)

Beweis.
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1. Es sei X((¢) := %cs(t). Dann ist X =Tec- % und fiir Y := T¢- 2 somit

Os

VyX —VxY == [X,Y]=Tc- [%’ %} =0.
Folglich ist

d 1 /o
—E(cs) = §/¢; %9()@ X)adt

ds

b
/ g(VyX,X) dt

b b b
:/ g(VxY, X)dt /%g(Y,X)dt—/ g(Y,VxX)dt

b

= g(v, X)| - / X dt

a

und wegen Yi|¢,5) = 0 und X = ¢ ist fiir s =0

d b
fE(CS) :07/ g(Y,Véoéo) dt
ds s=0 a
2.
AT ¥
(ds) E(CS)_i/a (35) 9(X, X)dt /a ag(VYXmX)dt

)
:/ —9(VxY, X)dt
'

a

(g(vvaY, X) + g(VyY, va)) dt

b
(9(Vx T, X) = g([Vix, V¥ ]V X) + (VY Vi) dt

b

0
&Q(VYY, X) — g(VyY, VXX)—F

J
J

Q
/

— g(R(X,Y,Y), X) + g(VxY, vm) dt

b
=g9(VyY, X)| +

b
+/ (—g(va, VxX) = R(X,Y,Y,X) + g(VxY, vxy)) dt

und fiir s = 0 und Geodite cq:

b
=0 +/ (*Q(VYOYO, V x,Xo) — R(Xo, Yo, Yo, X0) + 9(Vx, Yo, VXOYO))
- ¢o Lo

b
:/ (|vé0Y0|3_R(é07}/0;}/07c.0))-
a

SchlieBlich ist nach

R(éo, Yy, Yo, ¢0) = K (({¢0, Yo})) - (IY0l2 — 9(co, ¥0)?)
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Die Hess’ische Form von E (d.h. die symmetrische Bilinearform E”(cp)) ist somit
wegen Yy = d%cs|szo gegeben durch die sogenannte INDEXFORM

b
(Y, 2) ::/ (9(V2Y. Ve, 2) = R(¢o, Y, Z,¢0) )
fiir Vektorfelder Y und Z ldngs cg.
Wir verallgemeinern nun und zeigen gleichzeitig die Umkehrung.

15.16 Theorem.

Es sei (M, g) eine Riemann-Mannigfaltigkeit und c : [a,b] — M eine Geodite. Dann
sind dquivalent:

1. FEs existieren keine konjugierten Punkte auf c.

2. ¢ hat minimale Linge unter allen hinreichend nahen Kurven mit gleichen

Randpunkten.

3. ¢ hat minimale Energie unter allen hinreichend nahen Kurven mit gleichen
Randpunkten.

4. E"(c) ist positiv semi-definit, d.h. (%)2 ls=oB(cs) = I( & 40 Cs d%cS’S:O) >

0 fir alle Variationen (cs)s von ¢ mit fizen Randwerten.

Beweis. (:) Dies ist analog zu allerdings benotigen wir eine Verall-

gemeinerung der Folgerung | 13.11 | anstelle von | 10.11 || Es sei a = 0. Wir setzen

2 := ¢(0) und v := ¢/(0) also ¢(t) = exp, (tv) fiir alle 0 < ¢ < b. Nach Voraussetzung
ist exp, ein lokaler Diffeomorphismus auf einer Umgebung von [0,d] - v und somit
eine Uberlagerung auf einer kleineren Umgebung (vgl. mit dem Beweis von )
Jedes hinreichend nahe an ¢ liegende Kurve ¢ mit gleichen Endpunkten ist homo-
motop und l&83t sich folglich zu einer Kurve in T,, M mit gleichen Endpunkten 0 und
bu liften. Sei ¢t — r(t)v(t) die Polarzerlegung solch eines Lifts. Wir betrachten nun
die Variation ¢(s,t) := exp,(p-t-0(s)) durch radiale Geodéten mit p := r(b) = |bwv|.
Dann ist

elt) = exp, (r(1) o(8)) = o (1, "2)

Wie im Beweis des Gauf3-Lemmas ist

0 dp Op\

! (815 a) =0
also ist g(020,010)(t, s) = g(D2p, 01)(0,s) = g(pv(s),0) = 0 und wie im Beweis
von (mit y(r,t) := exp,(rv(t)) and hence &(t) = v(r(t),t)) weiters

@) = 1 (t))?
mit Gleichheit genau dann, wenn o konstant ist. Schlulendlich ist
L(e) = /b c(t)] dt > /b ()] dt > /b r'(t)dt =r(b) —r(a) = p= L(c)

mit Gleichheit genau dann, wenn o konstant (= v wegen r(b) o = bv) und »'(¢t) > 0
ist, also ¢ eine Reparametrisierung von c ist.
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(:) Die Cauchy-Schwartz Ungleichung liefert

v = [ewas ([ )" ([ eora)” = vi-aveEa

also ist L(c)? < 2(b — a)E(c) und Gleichheit gilt genau dann, wenn ¢ proportional
zur Bogenldnge parametrisiert ist.

Sei nun ¢y von lokal minimaler Lange und 0.B.d.A. nach Bogenlénge parametrisiert.
Sei ¢, eine Variation von ¢y dann gilt:

L(c )2 L(CS)2
= <35y < P

Also ist ¢g auch von lokal minimaler Energie.

(:>)2 Aus E(cs) > E(co) fiir alle s > 0 und oo E(cs) = 0 nach [15.15.2
folgt (£)? oo B(es) > 0.

(:>) Angenommen c(a) und ¢(ty) wéren konjugierte Punkte auf c¢. Sei Y # 0
eine Jacobi-Feld lings ¢ mit Y(a) = 0 = Y (¢p) (und somit VY (t5) # 0), weiters
V' i= Xa,to) ¥ (ein stiickweise glattes Vektorfeld) und W ein glattes Vektorfeld lings
¢ mit W(tg) = —=VY (tp) und W(a) = 0 = W(b). Seien I; und I> die Indexformen
von ¢[q,¢,] und ¢l 5. Dann ist fiir jedes Vektorfeld Z lings ¢ mit Z(a) = 0 = Z(to):

E(co) =

to

Oz/atog(sz—kR(Y,c')c',Z) :/a (o(v?Y. 2) + g(R(V, )¢, 2))

to
_ / (29(vY.2) - 4(VY.V2) + g(R(Y. 92 2)))
a
R(Y,é,6,7)

-14.5.1 7--14.5.2

Fiir Z := W erhalten wir
I(V,W) = L(Y,W)+ L(0,W) = L(Y,W) = =|VY(to)[; < 0.
und fiir Z :=Y schliellich
IV AW,V +eW) = L(Y,Y) +2I(V,W) + 2I(W, W)
=0 — 2|VY (to)|2 + > I(W,W) <0

fiir alle kleinen ¢ > 0. Wir kénnen V + ¢W durch ein glattes Vektorfeld X ap-
proximieren, welches ebenfalls an den Randpunkten verschwindet und I(X, X) < 0
erfiillt, ein Widerspruch. O

—I(Y,2).

to
a

15.17 Folgerung.
Sei ¢ eine nach der Bogenlinge parametrisierte Geodite.

1. Falls K(c(t)) <0 fiir alle t gilt, so existieren keine konjugierte Punkte.

2. Falls K(c(t)) > Ky fiir eine Konstante Ko > 0 und alle t gilt, so liegen in

. N x o
jedem abgeschlossenen Intervall der Linge TR konjugierte Punkte.

Beweis. Sei £ ein Jacobi-Feld ldngs ¢ mit £(0) = 0 # V£(0). Dann ist
|€(t))? > 0 fiir alle kleinen ¢ > 0
wnd  (4)2E0 = 22 g(¢(t), VE()) = 29(VEW), TEW®) + 29(6(2), V(1)
=2|VE@)]* - 2R(&(t), ¢ (1), (1), £(t)) > 0,
also ¢ — |£(t)] monoton wachsend und somit &(t) # 0 fur alle ¢ # 0.
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Fiir Ky > 0 sei v ein paralleles Einheitsvektorfeld lings ¢ mit v(t) L ¢/(¢) fiir
alle ¢ und betrachte &(t) := sin(tv/Ko) v(t). Dann ist £(0) = 0 = &(7w/+v/Kp) und

V2E(t) = —Kosin(t/Ko)v(t) =
9(£(1), VZ€(1)) = —Kosin®(ty/ Ko) =
R(E(1), ¢ (), ¢ (t),£(1)) = sin®(¢v/Ko) R(v(t), ¢ (1), ¢ (£), v(t)) > Ko sin®(ty/Ko)

nach Vorausssetzung und somit

b
(¢, ) ::/ —g(£(1), V2E(t)) — R(E(), ¢ (1), (1), £(1) dt < 0,

also gibt es wegen (’ 15.16.1 ‘:,5’ 15.16.4 ‘) konjugierte Punkte auf c. Beachte dazu,
daB 5 g(¢, VE) = g(VE, VE) +9(&, V¢). O

15.18 Bemerkung.
Die Kriimmungsbedingung in | 15.17.2 | kann auch ersetzt werden durch:
Ricci(X, X) > Ko (dim(M) — 1) | X|? fiir eine Konstante Ky > 0 und alle X.

Beweis. Es sei ¢: [0,L] — M mit L := \/71%0 Weiters seien v; parallele orthogonale

Einheitsvektorfelder lings ¢ mit v;(¢) L ¢/(t) fiir alle ¢ und betrachte &(t) :=
sin(tv/Ko) v;(t). Dann ist &(0) = 0 = &;(n/v/Kp) und
V2(t) = —Kgsin(ty/Ko)v(t) =

9(&(t), V?&i(t)) = — Ko sin®(tv/Ko)
m—1
Ricci(cd, ') =0+ Z R(v;, ', v;)
i=1

3 R, 0, ¢0,6(0) = Y sty Eo) Ros0),¢ (1), ¢ (1) (1)

= sin?(t\/Ko) Ricci(c(t), ' (t)) > Kqsin®(t\/Ko)

nach Vorausssetzung und somit

m—1 m—1 L
660 == 3 [ 960 VP60 + R, 0. (0. 60) i <0,

also mindestens ein Summand I(§;,&;) < 0 und damit gibt es wie zuvor wegen
((15.16.1]=]15.16.4]) konjugierte Punkte auf c. O

15.19 Theorem. [8].

Die Exponential-Abbildung jeder vollstindigen zusammenhdingenden Riemann-Man-
nigfaltigkeit mit Schnittkrimmung K < 0 ist fir jedes x € M eine Uberlagerung
exp, : TpxM — M.

Ist also M zusdtzlich einfachzusammenhdngend, so ist exp, : TuM — M ein Dif-
feomorphismus und zu je zwei Punkten gibt es genau eine minimale verbindende
Geodidte.

Beweis. Wegen | 15.17.1 | existieren fiir K < 0 keine konjugierten Punkte und somit

ist exp,, : Ty M — M iiberall ein lokaler Diffeomorphismus. Nach dem Satz |13.12
von Hopf-Rinow ist exp, surjektiv. Weiters ist exp, : (T, M,explg) — (M,g)
eine lokale Isometrie vollstéandiger (denn die Geodéten durch 0 in T, M sind oo
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lang) zusammenhéngender Riemann-Mannigfaltigkeiten und somit nach folgenden
Lemma | 15.20 | eine Uberlagerungsabbildung.

Ist M zusitzlich einfach zusammenhingend, so ist jede Uberlagerungsabbildung ein
Diffeomorphismus. O

15.20 Lemma.

Es seien (M@]) und (M,g) zusammenhdingende Riemann-Mannigfaltigkeiten gle-
icher Dimension und f : M — M eine lokale Isometrie.

Falls M vollstindig ist, so gilt dies auch fir M und weiters ist f : M — M eine
Uberlagerungsabbildung also insbesonders surjektiv.

Beweis. Beh.: Geodiiten konnen (eindeutig) geliftet werden.

Sei x € f(M) mit f(Z) = x fiir ein & € M und weiters ¢ : I — M eine Geodite
mit ¢(0) = z. Da M vollstindig ist, existiert die Geodiite ¢ : R — M mit &(0) =
(T, f)~1('(0)). Da f eine lokale Isometrie ist, ist foé eine Geodiite mit (foc)'(0) =
c'(0), also ist ¢ = (foé)|r. Im Beweis von (1 = 3) des Satzes von Hopf-Rinow
haben wir nur verwendet, daf} die bei einem einzigen Punkt startenden Geoditen
unendlich lange sind, somit ist M wegen (3 = 1) vollstindig und exp,, : T,M — M

surjektiv nach | 13.12.4|, also auch exp oT; f = f o exp; und damit auch f.

Fiir jedes & € M sei ein Ball B,.(0,) C T, M so gewihlt, dal exp, : B(0;) —
exp, (B;(0,)) =: U ein Diffeomorphismus auf eine offene Umgebung U von z ist.

Beh.: U ist trivialisierend fiir f.

Sei z € f~'(z) und U die Menge der durch Geodiiten in f~!(U) mit Z verbindbaren
Punkte aus M. Diese Geoditen stehen vermoge f, in bijektiver Beziehung zu den
in U liegenden Geoditen die bei x starten und diese sind durch ihren Endpunkt
eindeutig festgelegt, also ist f : U — U bijektiv und somit ein Diffeomorphismus.
Sei § € f~1(U) beliebig. Dann existiert eine eindeutige Geodite ¢ in U welche x
mit f(jj) verbindet. Also existiert eine eindeutige Geodiite ¢ in f~1(U) welche 3
mit einen Punkt & € f~1(x) verbindet. Somit ist der zugehorige Punkt 7 eindeutig
bestimmt und f~!(U) die disjunkte Vereinigung der so konstruierten U, also f eine
Uberlagerungsabbildung. O

15.22 Theorem [37].

Es sei M eine vollstindige zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit mit
Schnittkrimmung K > Ko (oder auch Ricci(X,X) > Ko(m — 1)|X|? fir alle
X € TM) fiir eine Konstante Ko > 0.

Dann ist der geoddtischen Abstand je zweier Punkte hichstens —=

Noh Insbesondere

ist M kompakt und die Fundamentalgruppe 71 (M) endlich.

Beweis. Nach | 13.12.4 | existiert zu je zwei Punkten eine Geodéte minimaler Lange.

Falls diese Lénge grofler als \/LKT, ist, so enthilt sie nach |15.17.2| (bzw. | 15.18 )
konjugierte Punkte, und nach | 15.16 | ist diese Geodéte dann nicht die kiirzeste

™

Verbindung, ein Widerspruch. Damit sind ihre Endpunkte also héchstens T ent-

fernt. Insbesondere ist der Durchmesser

d(M) := sup{d(z1,z2) : x1,22 € M} < =,
und somit ist M nach | 13.12 | kompakt.

Da ebenso die universelle Uberlagerung kompakt ist und diese als Fasern die Fun-
damentalgruppe 1 (M) besitzt, ist diese Gruppe endlich. O
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15.23 Sphiren-Satz. [3], [21] und [5].

Sei M eine wvollstindige, einfach zusammenhingende m-dimensionale Riemann-
Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung 1/4 < K < 1. Dann ist M diffeomorph zur
Sphdre S™.

16. Die Begleitbeinmethode von Cartan

16.1 Definition. Zusammenhangsmatrix.

Es sei (M, g) eine m-dimensionale (PSEUDO-) RIEMANN-MANNIGFALTIGKEIT, d.h.
g ist eine (nicht notwendig positiv) definite Metrik auf der Mannigfaltigkeit M.
Ein LOKALES m-BEIN (m-FRAME) auf einer offenen Menge U C M ist ein m-
Tupel von Vektorfeldern s; auf U die punktweise (d.h. fiir jedes = € U) eine Basis
von T, M bilden. Es heiit s = (s1,. .., S;) ORTHONORMAL-BEIN falls (s;(z)); eine
orthonormal-Basis von T, M fiir jedes x € U ist, d.h. g(s;,s;) = £, ;.

Lokal existieren orthonormal-Beine, denn die symmetrische definite bilinear-Form

g auf T, M 148t sich in einer Basis (eq,...,e,) als
oo (e 3 es) = Xt = 3t
i j i<p i>p

schreiben, siehe [31, 4.5]. Und indem wir die e; zu lokal linear unabhéngigen Vek-
torfeldern erweitern und auf diese Gram-Schmidt anwenden, erhalten wir einen

orthonormal-Rahmen.
Falls s und s’ zwei m-Beine auf U sind, so ist s; = >0, s; - h! (kurz: &' = s - h)
fiir ein eindeutig bestimmtes h = (hg)i,jzl,.--m € C>*(U,GL(m)).

Sei s = (81,...,8m) ein m-Bein auf U und V die Levi-Civita-Ableitung. Dann
existieren eindeutig bestimmte w! € Q' (U) mit

Vesi = Z 55 -wl(€), kurz: Ves = s - w(€) bzw. Vs = s - w
J
wobei w = (w{)i,jzlwm € QY(U, L(m,m)) ZUSAMMENHANGSMATRIX VON V bzgl.
s heif3t.

16.2 Lemma. Kovariante Ableitung via Zusammenhangsmatrix.

Es sein = Zj s;-n’ ein Vektorfeld auf U. Dann ist

VnzZsk-(wa-nj—i-dnk) =s-(w-n+dn).
k J

Beweis.

Ven = Vs(zsj ~nj>

_ (Vssj 7+ s -£(nj))

J

Z(Zsk-w}“(é)-nW% _dnj(g)) =Y s (wa.nudnk)(&) 0
- - k J

16.3 Lemma. Transformationsverhalten der Zusammenhangsform.
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16.7 16. DIE BEGLEITBEINMETHODE VON CARTAN

Es seien s und s’ = s+ h zwei m-Beine und w und W' die zugehdrigen Zusammen-
hangsformen, dann gilt:
h-w' =dh+w-h.

Beweis.

3

-
w
=

s h-w=s w=Vs=V(s-h) s-dh+Vs-h=s-dh+s-w-h
= h-w'=dh+w-h O

16.4 Lemma. Symmetrieeigenschaft der Zusammenhangsform.

Es sei s ein orthonormal-Bein, w die zugehirige Zusammenhangsform und ; :=
g(si, 8i) € {£1}, dann gilt:
g wh +epwl = 0.

Beweis.

13.4.5

(3175]))
Sk - wwsj)—i—g(sl,z:sk w)

d(g 9(Vsi,s5) +g(si, Vsj)
Z 9(8k, 55) +Zw gsl,sk)fejw + & ; O
k

€i0ij = 9(s4,85) = 0=

16.5 Lemma. Kriimmung via Kriimmungsmatrix.

Es sei s ein orthonormal-Bein und w die zugehorige Zusammenhangsform. Wir

setzen R(€,m)s = (R(&,m)8:)i=1....m. Dann gilt:
R(fvn)s =S (dw FwA W)(f, 77)7

wobet

2,9

wAw = (z:w,’c /\Wf), € Q*(U, L(m,m)).
k

Beweis.
R(&,m)s = VeVys = VyVes = Vig s
= V(s - w(n) = Vyls - w(©) — 5 w(n)
= 5+ d(w(m)(€) + Ves - w(n) — - d(@(€)(n) = Vs - w(&) — 5 w(l&,m)
= s+ (Awm)(©) - dw(©)m) = w(l&n) + 5+ (w(€) - wln) - wln) - w(©))

(31, 25.9]

s (dw+wAw)(&,n). O

16.6 Definition. Kriimmungsmatrix.

Man bezeichnet mit Q 1= dw + w A w € Q*(U, L(m, m)) die KRUMMUNGSMATRIX
BZGL. s. Es gilt somit die 1. STRUKTURGLEICHUNG VON CARTAN

R(&,m)si = Zsk QF(€,m), kurz: R(s) = s - Q.

16.7 Lemma. Transformationsverhalten der Kriimmungsmatrix.
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Es seien s und s’ = s - h zwet orthonormal-Beine und Q und Q' die zugehérigen
Krimmungsmatrizen, dann gilt:

h-Q' =Q-h.

Beweis.

16.6 14.3
R(s') = R(s-h)

=h-Q=Q-h O

=
o
o

s-h-Q=¢-¢

16.8 Lemma. Symmetrieeigenschaft der Kriimmungsmatrix.

Es sei s ein orthonormal-Bein und e; = g(s;, s;) € {£1} dann gilt &; Q' +¢; Q7 =o.

Beweis.

i
€in

&; dwj + E €Wy, /\(,u;-c —&; dw! — E epwh /\w;-C

k k

; 16.4 ‘ .

_ . 7 k k - . Vi k Vi

= —¢g;dw; — E w; N ERpw; —€; (dwi - g w; /\wk)
k

. ) -16.5 )
= —g; (dwf + Zwi /\wf) —5jQJ. O
k

16.9 Definition. Ko-Bein.

Es sei s = (8;)i=1,....m €in m-Bein. Das dazu duale m-KOBEIN 7 = (rj)jzl_’mym in
QL(U) ist gegeben durch 77 (xz)(s;(x)) := &7.

16.10 Lemma. Ableitungsgleichung fiir das Ko-Bein.

Es sei s ein m-Bein, r das zugehdrige m-Kobein und w die Zusammenhangsmatriz.
Dann gilt die 2. STRUKTURGLEICHUNG VON CARTAN:

drk—|—2w§€/\7‘j:0, kurz: dr +w Ar = 0.
J

Beweis. Es sei 1) eine Vektorfeld auf U. Dann ist n = >, s; - r ().

Ven=Ve(X 51 () > (Vesy () + 5, - €07 ()
=D s WO )+ Y sk 6 )).
4.k k
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Folglich ist:

, 5]

Vgn — an - [5777]
S s (w5€) ) — ) - #6)) +
7,k

(wh AP ) (M)
D s (€0H ) = () = ((,D)
k

drk(&,m)

:Zsko (wa/\errdrk)(g,n) O
k J

16.11 Cartan’s Lemma.

Es seien vy, ..., v, linear unabhingig in einem Vektorraum E und wy,...,w, € E.
Dann ist Y, v; ANw; = 0 genau dann, wenn w; = ), a; jv;j mit einer symmetrischen
Matriz (ai,j)i,j .

Beweis. Wir ergiinzen v; zu einer Basis (v1,...,0n, Upt1,-.-,Up) und somit ist
n m
Wi =351 @ijVj + D gy DikUk, also

E v; \Nw; = E (ai’j - ajyi) v; A\ Uy + E bi,k V; N\ V.
i<n 1<j<n i<n<k

Da (v; A vj)i<; eine Basis von A?(E) ist, ist dies genau dann 0, wenn b; ;, = 0 und
]

Qij = Qji-

16.12 Lemma.

Fiir orthonormale Rahmen ist die Zusammenhangsmatriz w durch die 2. Struktur-

gleichung | 16.10| von Cartan eindeutig festgelegt.
Beweis. Es sei » der Korahmen eines orthonormal-Rahmens s. Aus
dr+wAr=0=dr+w Ar

folgt somit fiir o 1= W’ — w, daﬁ oAr =0, also gi = ja§-7k .77 nach | 16.11 | mit
symmetrischen a’. Wegen ¢;w] = —eiwj; (mit g; := 9(si,s;) € {£1}) nach

und analog fiir w’ gilt gleiches auch fiir o. Wenn wir bé g = €iaj ), setzen, so ist

el i _ J i k_ J i k
0=¢jo; +ei0; = E (gjay; +eiay ;) 1" = E (by; +bj) 1"

k k
i P R .
also by, ; = —bj ; und b, = €;a; , = €;a5, ; = b ; und somit
it 3 3 _pk 3k pi
bj,k = = *bk,i = *bz‘,k - bz‘,j - bj,i - *bj»k
also b; p=0,dh. 0=0,alsow =w. O

16.13 Bemerkung. Kriimmungen via Kriimmungsmatrix.
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Es sei (s;); ein orthonormal-Bein und (r?); das zugehérige Ko-Bein. Dann erhalten
wir fiir die Riemann-Kriimmungen R, die Ricci-Kriimmung Ricci und die Skalar-
Kriimmung S nach Definition | 14.13 | folgende Darstellungen

Rijp ="' (R(% 55) Sk:) Lo4] (Z sp (s, 85 ) = Ql(si,55)

!
(Z sp O (si,85), sl) =¢e;Q(s4,5)

R= Z ' (R(si,85)sp) r'@rl @rf @ s = Z Qi (siysj) r'eriorf e s

16()

Rijry = g(R(si, S;) Sk, sl)

RN Jsksl
i,j _Rijk i,

Ricci = Z spur(Z — R(Z,s;)(sj) ) rer = ZZQ Sk, i) TP @17
2%

Zk rk(R(Sk7si)SJ):Ek k,z‘]

S = ZRiccii)i = Zﬂf(sk, i)
i ik

=:Ricci;, ;

16.14 Proposition.
Es sei (s;) eine orthonormal-Bein. Dann ist (vgl. dies mit| 14.15])

Ricci; ; = Ricci(sy, s1) = 984, $4) ZK( ({si,s5}) )
J#i

Fiir dim(M) = 3 la8t sich damit auch umgekehrt aus der Ricci-Kriimmung die
Schnitt-Kriimmung bestimmen, denn das Gleichungssystem:

ZK(({si,st) = ¢; Ricei;; fiir i € {1,2,3}

J#i
hat eine eindeutig bestimmte Losung (K(({sl, s2})), K (({s2,s3})), K ({{s3, 51}>)>

Beweis.

Ricci(s;, 8;) = spur(Z — R(Z,s;)s Z) = er (R(Sj, Si)Si)

J

Zg (sj,55) (R(sj,si)si,sj>

9ls;5) K ((Lssosih)) - (g0 50)9(s5055) — gls050)%)
=e;€{£1} =0

= g(si,s0)- SO K (({sins,}). O

J#i

J#i

16.15 Beispiele.

1. Die 2-Sphire S2.
Sei f:(0,27) x (—m,m) — S? die Parametrisierung nach Kugelkoordinaten,
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d.h. f(p, V) := (cos(V) cos(p), cos(¥) sin(y),sin(d)). Es ist
df' = — cos(¥9) sin(y) dp — sin(1¥) cos(p) dv?
df? = cos(19) cos(p) dp — sin(¥9) sin(p) dv
df? = cos(1¥) dv
und folglich ist die Metrik in den Koordinaten (p, ) gegeben durch

3
7 (Z da* ® dxi) = dff @ dft = cos(9)’ dp © dp + di) © dY
=1 [

Somit ist s := %, S9 = ﬁ(ﬂ)% ein orthonormal-Bein mit ey = 1 = &5
und zugehorigem orthonormalen Ko-Bein r! := dv, r? := cos(") dep.
Fiir dieses ist dr! = 0 und dr? = —sin(9) d A dp = — tan(9) r! A r2.

Die Zusammenhangsmatrix w erhalten wir wegen | 16.12 | aus der 2. Struktur-

gleichung | 16.10 | von Cartan: Wegen ist wi =0 =w? und W? = —wi,

also
[16.10]
Ogdrl—&—w%/\rl—i—w%/\ﬁ:0+0+w%/\7“2
= wh =07 +b(p,9)r?

16.10
0 dri +winrt +wi Ar? = —tan(¥)rt Ar? —ble,9)r* ATt +0
= b(p,¥) = tan(d¥)

= —w? = wj = tan(V) r* = sin(d) dy

Fiir die Kriimmungsmatrix 2 := dw + w A w erhalten wir somit
Q] =0Q2=0 wegen
—0? = Q) =dwl +wl Awl +wi AW = d(sin(ﬁ)dgo) +0+0
= cos(¥) di A dp =1 A2

Aus der 1. Strukturgleichung von Cartan ergibt sich (siehe | 16.13 )

die Schnittkriimmung (=Gaufikriimmung) als

[16.13]
K(Tpsz) = g(R(s1,52)82,51) = R12.2.1

€1 Q;(Sl, 82) =1.

. Die Poincaré’sche Halbebene.

Die Metrik der Halbebene H, := {(x,y) € R? : y > 0} ist gegeben durch
g = y%(da: ® dx 4+ dy ® dy). Ein orthonormales Bein ist s := ya% und

s2 = y 2 mit Ko-Bein r! = %dy und r? = %d:r. Wegen dr! = 0, dr? =

fy—lzdy Adx = —r' Ar? liefert die 2. Strukturgleichung | 16.10 | von Cartan

1 2
w=0=w;, wy=—-wi=-dr=r

)

2
und folglich
1
Q1 =0=03 Qi=-07= ?dx/\dy: —rtAr?

Die Schnittkriimmung (=Gauikriimmung) ist somit

K(TpH+) =& Q%(Sl,SQ) =—1.
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3. Die 3-Sphiire S°.
Verallgemeinerte Kugelkoordinaten sind

flo,9,7) := (cosT cost cos p,cosT cos? sin p,cosT sind, sin 7).
Die Metrik g := f* (Z?:l da’ ® dxi> =y dffe dfi) ist
g = cos(1)? cos(¥)? dp @ d + cos(7)? di) @ di) + dr @ dr
Ein orthonormaler Korahmen ist
rl=dr, r?:=cos(t)dV, 13 := cos(t)cos(?)dp

Fiir die Zusammenhangsmatrix erhalten wir (wegen dr + w A r = 0)

0 sin(7)dd  sin(r) cos(¢) dp
w= —sin(7) dd 0 sin(9) dy
—sin(7) cos(d) dp —sin(9) dp 0
0 tan(r)r?  tan(r)r?
— | —tan(r)r? 0 ifslgf)) 3
—tan(7)r? — zz:gf)) 3 0

und fiir die Krimmungsmatrix Q :=dw +w Aw

0 —cosTdd Ndr —cosTcos¥dp Adr
Q= cosTdy Adr 0 —cos? 7 cosVdp A di
cosTcosVdp Adr cos®Tcostdp A dI 0
0 rt AT LA
= |r2Art 0 r2 Ard
rArt 3 Ar? 0
Also ist
ik D (si,85) = (' AT¥)(s,85)

= 016 = 0¥6) = g(9(s5 51)si — gl 5)ss51)

und somit wegen |14.14 | die Schnittkriimmung K konstant 1 und wegen
14.15 | weiters Ricci(X,Y) = K-(m—1)-g(X,Y) = 2¢(X,Y) und schlielich
die Skalarkriimmung S = K - (m — 1) -m = 6.

4. Der hyperbolische Raum.

Der HYPERBOLISCHE RAUM ist H := {(z!,2%,23) € R3 : 2! > 0} mit der
Metrik
1
g=-— (dwl ® dz! + dz® @ dz® + dz® @ dx3)
(z1)?

Ein orthonormaler Korahmen ist

1 1 1

rl .= de?’, r? .= —1d:c2, rd .= Tdml
x x x

Fiir die Zusammenhangsmatrix erhalten wir (wegen dr + w A r = 0)

0 0 —L da? 0 0 —r
w = 0 0 -1 dx2 = 0 0 _fr'2
?11 dz3 ?11 dz? 0 rl 2 0
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und fiir die Krimmungsmatrix Q :=dw 4+ w A w

0 (w})2 dz? A dxB ﬁ dzt A dxB
0= —ﬁ dz? A da? 0 ﬁdwl/\d:v2
—ﬁ dzt ANdxd  — (m%)g dz! A dz? 0

0 —rlAr?2  —pl A3
= -r2art 0 —r2 A3
—rm ATt =3 A2 0

Wie zuvor ergibt sich nun daraus, dafl die Schnittkriimmung konstant —1
ist, die Ricci-Kriimmung Ricci = —2 g und die Skalarkriimmung S = —6 ist.

5. Raumformen.
RAUMFORMEN sind vollsténdige Riemann-Mannigfaltigkeiten mit konstanter
Schnittkriimmung. Eine gemeinsame Form der Metrik ist

1
g:Tdepe@dﬁp?-(dﬁ®d19+sm2(z9)dgp®d<p)

1—
wobei p > 0, kp? < 1, || < /2 und |p| < 7 ist. Fiir den Korahmen
b
V1 — kp?
ist die Zusammenhangsmatrix (wegen dr + w A r = 0)
0 —cos(9) dy V1 —kp?dd
w= cos(V) dy 0 sin(9)y/1 — kp? dy
—/1=kp2d9 —sin(¥)\/1— kp?dp 0
0 cot(d) , 2 vV 2 rl
2 ,’,,2

= pdd, r? == sin(9)pdyp, 3 = dp

11—k
— r P
P P
— cot () r2 0 \1—kp
P P
1—kp? 1—kp?
- SR - amy 0
P P

Weiters ist die Kriitmmungsmatrix 2 := dw +w Aw

0 rsin(9)p?dd Adp — \/1'(”‘7;2 dp A dvY
—rp
Q= | —rsin(®)p? d9 A dy 0 —% dp A dyp
K  sin(¥)
1_pr2 dp N\ dV \/ﬁ dp N do 0
0 rPAr? pl a3
=k- |72 Art 0 r2 A3
rArt 3 Ar? 0

Wie zuvor ist somit die Schnittkriimmung (konstant) x, die Ricci-Kriimmung
Ricci = 2 k g und die Skalarkriimmung S = 6k.

Ahnlich zu zeigt man, dafl jede einfach-zusammenhéngende voll-
stdndige m-dimensionale Riemann-Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnitt-
kriimmung K isometrisch isomorph zu R” mit der flachen Metrik im Fall
K =0, zu S™ C R™! im Fall K = 1 und zum hyperbolischen Raum
Rt x R™~! im Fall K = —1 ist.

6. Die Schwarzschild-Metrik.
Die allgemeine Relativitéitstheorie wird durch eine LORENTZ-M ANNIGFALTIG-
KEIT (d.h. eine Pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit mit LORENTZ-METRIK,
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i.e. mit Signatur (—,+,+, +) (oder dquivalent (4, —, —, —)) beschrieben fiir
welche die EINSTEIN’SCHE FELDGLEICHUNG

1
Ricci—§Sg =T

gilt, wobei ¢g eine LORENTZ-METRIK, S die Skalarkriimmung und T der
ENERGIE-IMPULS-TENSOR ist, welcher durch die Masseverteilung beschrieben
wird. Fiir eine C*°-Mannigfaltigkeit mit vorgegeben Energie-Impuls-Tensor
ist dies eine partielle Differentialgleichung fiir die Metrik. Im Spezialfall
T = 0 spricht man von der VAKUUM-GLEICHUNG. Selbst fiir die Vaku-
umgleichung sind nur wenige explizite lokale Losungen bekannt. Eine ist
die SCHWARZSCHILD-METRIK, die sich im Rotations-symmetrischen Zeit-
unabhingigen Fall ergibt:

1
h(p)
mit A(p) :=1— % fiir p > 2M. Dabei nennt man p := 2M den SCHWARZ-

SCHILD-RADIUS. Diese Metrik kann im Auferen von langsam rotierenden
isolierten Sternen oder bei schwarzen Lochern verwendet werden. Ein or-
thonormaler Korahmen fiir diese Metrik ist somit

g=—h(p)dt®dt+ dp @ dp + p* d¥ @ d + p*sin(¥)?*dy @ dp

1
= pdd, r°:=psin(¥)dp, 1= ) dp, r*:=\/h(p)dt
p
Fiir die Zusammenhangsmatrix ergibt sich (wegen dr +w A r = 0):
0 cos(V) de Vhdy 0
| —cos(¥) dp 0 —Vhsin(¥)de 0
YT Vhdy Vhsin(9) de 0 pMQ dt
0 0 — 2% dt 0
und fiir die Kriilmmungsmatrix Q := dw + w A w
0 — 20 dYNdp — g dpndd —% dtAdV
O M 2sind gynde 0 — 2 dpndyp —7*/355“1’ dtAdg
ﬁ dpAdd ﬂpﬁz dpAdp 0 ,,% dtAdp
g dtAdd % dthde  — 2 dtndp 0
0 —27rt A2 rl A r3 rt ATt
_% —2r2 Al 0 r2 A s r2Ard
P> r3 Al 3 A2 0 —273 At
rt Al r*Ar? —2rt A3 0

Die Koeffizienten der Riemann-Metrik im assoziierten orthonormal-Bein (s )
sind Ri,l,j = Qi (sk, s1) nach . Aus der Gestalt von € folgt R,};l’j =0
fur j # [, also Riccij; = ), R?l’j = 0. Ein Blick auf die Spalten von (2
liefert auch Riccij; = 5, Ry ;5 = %(—2 +141) =0, also ist die Schwarz-
schild-Metrik Ricci-flach nach , d.h. Ricci = 0.

7. Die Friedmann-Robertson-Walker-Metrik(en).
Die FRIEDMANN-ROBERTSON-WALKER-METRIK beschreibt ein isotropes (d.h.

ohne ausgezeichneten Richtungen) homogenes Universum und ist gegeben
durch

g=dt®dt— h(t)2< dp®dp+p? - (dI ® dY + sin®(9) dp ® dgo))

1—kp?
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mit orthonormalen Ko-Bein

rli=dt, r? = h(t)pdd, 3 = h(t)psin(V) dp, r* :=

mit Zusammenhangsmatrix (wegen dr +w A r = 0)

0 —h'pdd —h'psind dep 71}7‘7”%2 dp
w— h'pdvy 0 — cos ¥ dy 1—kp2? dd
h psin 9 dp cos ¥ dep 0 sin¥y/1—kp? de
n' 2 i 2
—/1— — 11—
i dp Kkp? d9 —sin?d Kkp? dp 0
W) .2 R'(t) .3 R(t) .4
0 D " RO T A
R'(t) 2 cot(9¥) 3 1-kp? o
T 0 - T YT
_ | R)p R@p
K (t) 73 cot(¥) .3 0 V1-kp? 3
7o) a0R IO
W) a4 _Vizme? o V1-kp? 3 0
() Rp Rop
und Krimmungsmatrix Q := dw + w A w
R(t) 1,2 R(t) 1, .3 R(t) 1,4
0 — Ty T AT 7W)27’ AT 7W)27’ AT
R 2,1 r=h'(t)% 2, 3 r=h/ ()2 2, 4
Q_ wey " AT 0 Wr AT Wr AT
- () 3,1 r=h' ()2 3, 2 k—h'(1)2 3, 4
wey " AT o AT 0 oY AT
O N O L G- L O L 0

T TR(t) h(t)2 h(t)2
Wie zuvor ist somit R, . = 0 fiir [ # j und somit auch Ricci; ; = 0. Die
nicht-verschwindenden Koeflizienten des Riemann’schen Kriimmungstensors
sind (bis auf Symmetrien)

h”(t)
R%,z,z = R%,3,3 = R%,4,4 = _Wv
K — h'(t)?
R%,3,3 = R§,4,4 = R§,4,4 = h(t)2 )
die Ricci-Kriimmung ist
—3n7 0 0 0
Q(K—h,z) 1
- 0 - 0 0
Ricci = 2(k—h?) g
0 0 —— = 0
2 "
0 0 0 2et)

und die Skalarkriimmung
6(k — h'(t)%)  6h"(1)

h(t)2 h(t)

S =

142
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