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Teil 1

Lokalkonvexe Vektorriaume
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1. Seminormen

In diesem Kapitel soll der adédquate Begriff von Distanz auf Vektorrdumen eingefiihrt
werden, und seine elementaren Eigenschaften diskutiert werden.

1.1 Grundlegendes

1.1.1 Motivation und Definitionen.

Alle Vektorrdume, die wir betrachten werden, werden als GRUNDKORPER K en-
tweder R oder C haben.

Distanzfunktionen d auf Vektorrdumen FE sollten zusétzlich TRANSLATIONS-INVAR-
IANT sein, d.h. d(z,y) = d(a + z,a + y) erfiillen fiir alle z,y,a € E. Dann ist
d(z,y) = d(0,y — z) =: p(y — =), wenn wir a := —z wihlen, also d: E x E —» R
bereits durch die Abbildung p : E — R festgelegt.

Die Dreiecksungleichung d(z, z) < d(x,y) + d(y, z) fiir d iibersetzt sich in die
SUBADDITIVITAT: p(z +y) < p(z) + p(y).
Beziiglich der Skalarmultiplikation sollten wir wohl d(Az, Ay) = Ad(z,y) fir A > 0
also die
RT-HOMOGENITAT: p(Az) = Ap(x) fiir alle A € RT :={t e R: ¢ > 0}

und z € E fordern. Beachte, daff dies p(0) = p(2-0) = 2p(0) also p(0) = 0 zur
Folge hat, und damit auch die Homogenitét p(0x) = p(0) =0 = 0p(z) mit A :=0
gilt.

Wir diirfen allerdings nicht die Homogenitét fiir alle A € K erwarten, denn dann
wére p linear, denn

p(x) +p(y) > p(z +y) = p(—((—2) + (-y)))
> —(p(—z) + p(=y)) = p(x) + p(y).

Eine Funktion p : E — R heifit SUBLINEAR falls sie subadditiv und R*-homogen
ist. Beachte, daf} dies genau dann der Fall ist, wenn

p(0) =0 und p(z + A -y) < p(x) + Ap(y) Vz,y € EVA >0

?

—p((=2) + (-y))

gilt.

Verwandt mit der Subadditivitét ist die Konvexitét: Eine Funktion p : £ — R heifit
KONVEX (siehe [20, 4.1.106]) falls

pAz+ (1 =N y) <Ap(x)+ (1 —X)p(y) fir alle 0 < A <1 und alle z,y € E,

also die Funktion unterhalb jeder Sehne liegt. Mittels Induktion ist dies dquivalent
zZu p(Z?’Zl i 1:1-) <3 Aip(x) firallen €N, z; € Eund A; >0 mit Y, A\ =
1.
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1.1 GRUNDLEGENDES 1.2.1

Fiir zweimal differenzierbare Funktionen f : R — R zeigt man in der Analysis
(siehe [20, 1.1.17]), daf diese genau dann konvex sind, wenn f"” > 0 ist:

(<) Aus f” > 0 folgt mittels Mittelwertsatz, daB f’ monoton wachsend ist, denn
(@)= (x0) _ = f(¢)

xr1—To
und = = xo+ A(z1 —x0). Erneut nach dem Mittelwertsatz existieren &y € [z, ] und

&1 € [z, 1] mit f(x) — f(x0) = f'(§0) (x — x0) und f(z1) — f(z) = f'(&1) (21 — ),

also ist

Af(zr) + (1= A) fzo) — f(z) =

> 0 fiir ein & zwischen xg und z;1. Sei also g < 1, 0 < A < 1

= (1 =2) (f(xo) = f(2)) + A(f(21) — f(2))
=(1=X) f'(&) (o — ) + A f'(&1) (21 — @)
= (1= ) f/(€0) (=A(@1 — z0)) + A f'(&1) (1 = A) (21 — o))
= A1) (£1(€) = (&) (21— w0) 2 0,
d.h. f ist konvex.
(=) Es sei f konvex. Dann ist fiir 79 < 2 <1 mit A := =22 bzw. A := =t
Fla) ~ fwo) _ fler) = Flwo) _ fle) = fla)
x — g 1 — To x1— T
Also ist f'(xg) < W < f'(x1), d.-h. f’ ist monoton wachsend. Somit ist

(o) = limg,\ %ﬁo(xo) > 0.

In der Definition von “sublinear” kénnen wir “subadditiv”’ dquivalent durch “kon-
vex” ersetzen:
(<) Wir setzen A := 1 und erhalten

plr+y)=2p (T) <2 (;p(x) + ;p(y)> = p(z) + p(y).
(=) Es ist
p(Mc +(1- A)y) <p(Az) +p((1=N)y) =Ap(x) + (1 =) p(y).

Die Symmetrie d(z,y) = d(y,z) von d iibersetzt sich in die SYMMETRIE: p(z) =
p(—x) fiir alle € E. Zusammen mit der RT-Homogenitét ist sie somit zu folgender
Homogenitét dquivalent: p(Az) = |A|p(x) fiir x € E und A € R.

Eine Funktion p : E — R heifit SEMINORM (kurz SN), falls sie subadditiv und
POSITIV HOMOGEN ist, d.h. p(Az) = |\| p(z) fiir x € E und A € K.

Eine Seminorm ist also eine sublineare Abbildung die zusétzlich p(Ax) = p(x) fiir
alle © € E und |A| = 1 erfiillt. Beachte, daf die Multiplikation mit einer komplexen
Zahl von Betrag 1 {iblicherweise als Drehung interpretiert wird.

Jede Seminorm p erfillt p > 0, denn 0 = p(0) < p(x) + p(—z) = 2p(x).

Eine Seminorm p heifit NORM falls zusétzlich p(x) = 0 = = = 0 gilt. Ein NORMIERT-
ER RAUM ist ein Vektorraum zusammen mit einer Norm, vgl. [22, 5.4.2].

1.2 Wichtige Normen

1.2.1 Definition. co-Norm.

Die SUPREMUMS- oder oo-Norm ist definiert durch

[flloo := sup{[f(x)] : z € X},
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1.2 WICHTIGE NORMEN 1.2.4

wobei f : X — K eine beschrinkte Funktion auf einer Menge X ist, vgl. [20, 2.2.5].

Die Distanz d, die wir in der Anwendung [18, 1.3] auf dem Vektorraum C(I,R)
betrachtet haben, war gerade durch d(uy,us) := ||u1 — us2||co gegeben, siche auch
20, 1.2.8]

1.2.2 Beispiele.
Folgende Vektorrdume sind normierte Rédume beziiglich der co-Norm:

1. Fiir jede Menge X der Raum B(X) der beschrinkten Funktionen X — K;

2. Fiir jeden kompakten Raum X der Raum C(X) der stetigen Funktionen
X = K;

3. Fiir jeden topologischen Raum X den Raum C,(X) der beschriankten steti-
gen Funktionen X — K;

4. Fiir jeden lokalkompakten Raum X der Raum Cy(X) der bei oo verschwinden-
den stetigen Funktionen X — K, d.h. jener Funktionen f : X — K, fiir
welche fiir jedes € > 0 eine kompakte Menge K C X existiert, s.d.|f(z)| < &
fiir alle = ¢ K;

5. Verwendet man grob gesprochen das Maximum der co-Normen der Ableitun-
gen, so wird fiir jede kompakte Mannigfaltigkeit M auch der Raum C™(M)
der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen M — K zu einem normierten
Raum;

Hingegen kann man (diese) Normen nicht verwenden um einen der folgenden Rédume
verniinftig zu normieren:

6. C(X) fiir allgemeines X,

7. Den Raum C°°(M) der glatten Funktionen fiir Mannigfaltigkeiten M,
8. C™(M) fiir nicht kompakte Mannigfaltigkeiten M,
9

. Den Raum H(G) der holomorphen (i.e. komplex differenzierbaren) Funktio-
nen fiir Gebiete G C C.

1.2.3 Die Variationsnorm.

Es sei f: I — K eine Funktion und Z = {0 = 2y < -+ < z,, = 1} eine Partition
von I = [0, 1]. Dann bezeichnet man die VARIATION von f auf Z mit

V(. 2) =) | () = flwia)l,
i=1
vgl. [22, 6.5.11]. Unter der (TOTALEN) VARIATION einer Funktion versteht man
V(f):= s%p V(f, 2).

Mit BV (I) bezeichnen wir den Raum der Funktionen mit BESCHRANKTER VARIA-
TION, d.h. jener Funktionen f fiir welche V(f) < oo gilt. Es ist leicht nachzurechnen,
daB BV (I) ein Vektorraum ist, und V eine Seminorm auf BV () ist, welche genau
auf den konstanten Funktionen verschwindet.

1.2.4 Definition. p-Norm.
Fiir 1 < p < oo ist die p-NORM definiert durch

wu:(ﬁvuwwf7
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1.2 WICHTIGE NORMEN 1.2.6

wobei |f|P : X — K eine “integrierbare” Funktion sei. Dies ist fiir p = 2 ein
kontinuierliches Analogon der Euklidischen Norm

]l =

fir z € R oder z € C" (hier ist der Betrag bei |z;|*> notwendig).

Die Formel (flg) := [ f g(z) dx verallgemeinert das innere Produkt (.|.) am
K™,

Klarerweise gilt || fgll1 < || flleo - lgll1- Um das innere Produkt zu verwenden um
Winkel zu messen, ist die Ungleichung von Cauchy-Schwarz || fglli < [|f|l2 - [|g]l2
notwendig, siehe [18, 6.2.1]. Eine gemeinsame Verallgemeinerung ist die

1.2.5 Ho6lder-Ungleichung.

11 :
[(Fla) < W fglle < fllp - Nlgllq fir » e I'mit 1 <p,q<o0

e [ 1191 < ( | |f|p>; (/ g|q);

Beweis. Sei vorerst ||f|, = 1 = ||g|;- Dann ist |f(z)g(x )| < lf(m)lp + @,
denn log ist konkav (d.h. —log ist konvex, denn log” (z ) =—-=5<0) und somit ist
log(al/p p/a) = 1 - loga + 7logb < log( a+ 1b) fiir a : ( )|P und b := |g(x)]9,
d.h. av - b < paJr 1p.

Durch Integration erhalten wir

b ¢ 1 1
||fg||1/|fg|§|f”p+|g|q+1'
p q b q

Vgl. [23, 5.30].

Sei nun a = ||f|, und B := ||g||, beliebig (ungleich 0). Dann kénnen wir auf
fo:= é fund gg := % g den ersten Teil anwenden und erhalten

1
oB Ifgllt = llfogollr 1= [[fglli < fllp-l9llq-

Die fehlende Ungleichung |(f|g)| = | [ fg| < [If]1g] = |If gll1 ist offensichtlich.
O

1.2.6 Minkowski-Ungleichung.

If +9gllp < W llp + lgllps d-he ([l ist eine Seminorm
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1.2 WICHTIGE NORMEN 1.3.3

Beweis. Mit % + % =1 gilt

||f+g||£=/|f+glp < /Ifl\f+g|”‘1+/Igl\f+g|”‘1

<l 1+ 9P Hlg +llgllp - [ +9)" "y (Holderunglg.)
—_———

([ 1f+gltr=Da)1/a

P
= (1fllp + lgllp) - ILf + gl daq:pfl =

p(1-3)
If+gllp =15 +gllp < | fllp +llgllp- O

1.2.7 Beispiele.

1. Es ist der Raum C(I) der stetigen Funktionen ein normierter Raum beziig-
lich der p-Norm.

2. Am Raum R(I) der Riemann-integrierbaren Funktionen ist hingegen die p-
Norm keine Norm sondern nur ein Seminorm, da eine Funktion f, die nur
an endlich vielen Punkten nicht verschwindet, trotzdem || f||, = 0 erfiillt.

3. Esist auch /P ein normierter Raum, wobei /7 den Raum der Folgen n — x,, €
K bezeichnet, die p-summierbar sind, d.h. fiir welche Y7 | |2,|P < oo gilt.
Dieser Raum kann mit den linksstetigen Treppenfunktionen f : {t: ¢ > 0} —
K identifiziert werden, die hochstens in den Punkten aus N Sprungstellen
haben (f(t) := z, fiir n <t <n+1).

1.3 Elementare Eigenschaften

1.3.1 Lemma. Umgekehrte Dreiecksungleichung.

Jede Seminorm p : E — R erfillt die UMGEKEHRTE DREIECKSUNGLEICHUNG:

Ip(z1) — p(z2)| < p(w1 — 22).

Beweis. Es gilt:

p(z1) < p(z1 — 22) + p(r2) = p(z1) — p(T2) <P
und p(—z) = p(z) = p(x2) — p(1) < p(r2 — 1) = p(T1 — 72)

Wir wollen nun eine geometrischere Beschreibung von Seminormen p geben. Idee
dabei ist es die Niveauflichen p~!(c) zu untersuchen.
1.3.2 Definition. Bille.
Es sei p: E — R eine Abbildung und ¢ € R. Dann setzen wir
peei={z:p(z) <c} und pe, = {z:p(z) <},

und nennen dies (falls p sublinear ist) den OFFENEN und den ABGESCHLOSSENEN
p-BALL UM 0 MIT RADIUS c.

1.3.3 Lemma. Bille sublinearer Abbildungen.

Fiir jede sublineare Abbildung 0 < p: E — R und c > 0 sind p<. und p<. konveze
absorbierende Teilmengen von E. Es ist p<. = ¢ - p<1 sowie p<c = C- p<ci, und
weiters p(z) = ¢ inf{A > 0:2 € XA - p<.}.
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1.3 ELEMENTARE EIGENSCHAFTEN 1.3.4

Man kann also die Abbildung p aus dem Einheitsball p<q zurickgewinnen.

Dabei heifit eine Menge A C E KONVEX (vgl. [22, 5.5.17]), falls aus A; > 0 mit

>or A =1und x; € A folgt, daB Y. | \;x; € A. Es geniigt dies fiir n = 2 zu

fordern, denn fiir n < 2 ist es offensichtlich und aus n = 2 folgt es fiir alle n > 2
. . n+1 n ;

mittels Induktion (ZZL i i = A1 o1 + (L= Ag1) Doy kiilﬂ Z;).

Eine Menge A heifit ABSORBIEREND, falls Ve € EIA>0:x € A- A.

Beweis. Wegen ¢ > 0 gilt:
x 1
p<c ={z :p(x) <c} = {Ip(z> = Ep(x) < 1}
={cy:ply) <1t =c-{y:ply) <1} =c-px
und analog fiir p..
Die Konvexitit von p<, = p~1{A: A < ¢} und p<. = p~{\ : X < ¢} folgt sofort aus
der leicht einzusehenden Eigenschaft, daf3 Urbilder von nach unten unbeschréinkten
Intervallen unter konvexen Funktionen konvex sind.

Um einzusehen, dal p<. = ¢ - p<; absorbierend ist fiir ¢ > 0, geniigt es ¢ = 1

zu setzen. Sei x € E beliebig. Falls p(z) = 0, so ist + € p<;. Andernfalls ist z €

p(x)-p<1, denn z = p(x)-y, wobei y := ﬁx ist und p(y) = p(ﬁx) = ﬁp(m) =1

Damit ist aber auch die Obermenge p<. 2 p<./2 absorbierend.
Wegen folgender Aquivalenzen fiir A > 0 ist p(z) = inf{\ >0:2 € X\-p<1 }:
T €N p<1 =px & p(x) <A,

also
mf{A>0:z€Ap<i}=inf{A>0:A>p(x)} =p(z). O

1.3.4 Lemma. Bille von Seminormen.

Fiir jede Seminorm p : E — R und ¢ > 0 sind p<. und p<. absorbierend und
absolut-konver und

p(x) = inf{)\ >0:z€ X p<y :PSA}-

Eine Teilmenge A C FE heit BALANZIERT, falls fiir alle x € A und |A\| = 1 auch
Az e A

Allgemeiner heifit eine Teilmenge A C E ABSOLUT-KONVEX, falls aus z; € A und
Ai € Kmit Y [\ =1 folgt, daB >°1" | A € A.

Sublemma.

Eine Menge A ist genau dann absolut-konvex, wenn sie konvex und balanziert ist.
Beweis. (=) ist klar, da jede konvex-Kombination auch eine absolut-konvex-Kom-
bination ist und fiir |A| = 1 auch Az eine absolut-konvex-Kombination ist. Beachte

dabei, daf} es geniigt den Fall n = 2 zu betrachten, denn jener fiir n = 1 folgt aus
)\1 Tl = /\1 T +05131-

(<) Es sei >0, [\i| =1 dann ist

i)\,l‘z = Z N = Z |>\z‘ %l‘l EA,
i=1 ¢

Ai#0 Ai#0
denn “i—l“ = 1 und somit ist wegen der Balanziertheit ﬁxl € A, und folglich
wegen der Konvexitét auch >y [ &—Ixz €A O
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1.3 ELEMENTARE EIGENSCHAFTEN 1.3.7

Dieser Beweis zeigt weiters, dafl es auch bei “absolut-konvex” geniigt den Fall n = 2
zu verlangen.

Beweis des Lemmas . Wegen des vorigen Lemmas und des Sublemmas
ist nur die Balanziertheit zu zeigen, und diese ist wegen der positiven Homogenitét
von p offensichtlich. O

1.3.5 Definition. Minkowski-Funktional.

Wir wollen nun aus Mengen A zugehérige Seminormen p konstruieren. Dazu definieren
wir das MINKOWSKI-FUNKTIONAL p4 durch

x> palz) =inf{A>0:z €\ A} € RU {400} fiir jedes z € E.
Esist pa(x) < co genau dann, wenn x im von A erzeugten Kegel {A e R: A > 0}-A4
liegt.
1.3.6 Lemma. Von Billen zu Seminormen.

Es sei A konvex und absorbierend. Dann ist das Minkowski-Funktional von A eine
wohldefinierte sublineare Abbildung p:=pa > 0 auf E, und es gilt fiir X > 0:

Pex CA-ACpen.

Falls A zusdtzlich absolut-konvez ist, so ist p eine Seminorm.

Wir kénnen also die Menge A “fast” aus der Funktion p zurickgewinnen.

Beweis. Da A absorbierend ist, ist der Kegel {\ : A > 0} - A = E. Also ist p auf

ganz F endlich.

Weiters ist 0 € A, denn 3A > 0: 0 € A A und somit ist 0 = % € A.

p ist RT-homogen, denn fiir A > 0 gilt:

p(Az) =inf{u >0: Az € uA}

:inf{u>0:x€gA}:inf{/\u>0::EEI/A}:)\inf{V>0:x€1/A}
= Ap(z).

(p<x CA-A) Essel p(z) =inf{pu >0:2 € p A} < X\. Dann existiert ein 0 < g < A

mit v € pA=AFACAA, da0c Aundsomit fa = (1—-15)0+ Fac A fiir alle
ac A

(M- A Cp<y) Falls 2 € A A so gilt nach Definition von p klarerweise, daff p(x) < A,
ie x € P<-

p ist subadditiv, denn es gilt
plx) <A ply) <p=>zcXAycpA

=x+yE€ )\A—HLAé A+ A=plx+y) <A+pu

= p(z +y) <nf{A+p:pla) <X ply) < pp=p) +py),
denn fiir konvexe Mengen A und A; > 0 gilt >, Ay A = (37 A;) A: Sei néimlich
zi € Asoist oy im = YN 3 a = A3 5 € (35, \) - A, wobei A =
Sor 1 A und somit 37, 3% @ eine konvex-Kombination ist. Umgekehrt sei z € A so
ist (Z?:l /\z) T = Zl Aix € Zl i A
Ist A absolut-konvex so ist p ist eine Seminorm, denn fiir || = 1 gilt p(Az) = p(z),
da A balanziert ist, also A A = A erfiillt. O

1.3.7 Lemma. Vergleich von Seminormen.
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1.3 ELEMENTARE EIGENSCHAFTEN 1.4.1

Fiir je zwei sublineare Abbildungen p und q > 0 gilt:
P=qep< 24<1 & p<r 2 4<1-
Beweis. (1 = 3) Es gilt:
T €qar = p(x) <q(x) <1l=z€pa.
(3 = 2) Es gilt:
r€ga = glx) <1

T 1 1
: —_ = — < —
=VA>1 q() q(m)_A1<1

A A
T 1 x
e C - - b
=>>\€q<1_p<1=>>\p(36) p()\)<1:>p($><)\
=plz) <inf{A: A>1}=1
= T € p<1
(2=1) Es gilt:
0<q(z)< A= (§>—l ()<i—1
> q\T q \ —)\qx =3
x
;‘X€Q<1§P§1

~

= p(z) <inf{A: A >q(x)} =q(x) O

1.4 Seminormen versus Topologie

1.4.1 Von Seminormen erzeugte Topologie.

Motivation: Die Seminormen liefern uns wie in der Analysis Bille, welche wir fiir
Fragen der Konvergenz und Stetigkeit verwenden wollen, dazu ist der Begriff einer
Topologie entwickelt worden:

In der Analysis nennt man O C R offen, falls zu jedem a € O eine §-Umgebung

U C O existiert (d.h. eine Menge U := {x : |z — a| < 0} mit § > 0).

Diese Definition kénnen wir fast wortlich auf normierte Raume (E, p) iibertragen:

O C FE heifit OFFEN :&= Va € O 36 > 0: {z : p(z — a) < §} C O. Beachte, daB
{z:plx—a) <d}=a+pss=a+d-pa,

denn p(r —a) < d & x=a+ymit y:=z —a € pcs.

Wichtige Funktionenrdume besitzen aber keine verniinftige Norm. Z.B. kénnen wir

auf C'(R,R) nicht mehr die Supremumsnorm betrachten, wohl aber fiir jedes kom-
pakte Intervall K C R das Supremum pg auf K, d.h. px(f) := sup{|f(z)| : z € K}.

Es sei also Py eine Familie von Seminormen auf einem Vektorraum E. Dann nennen
wir O C F OFFEN, falls

VYVaeO3IneNIpy,...,pn €Po, Ie>0:ac{x:p(r—a)<efiri=1,...,n} CO.

Die Familie O := {O : O C F ist offen} ist dann eine Topologie auf E, die soge-
nannte von Py ERZEUGTE TOPOLOGIE (Vereinigungen der so definierten offenen
Mengen sind offensichtlich wieder offen und Gleiches gilt auch fiir Durchschnitte
endlich vieler offener Mengen, denn die Vereinigung der endlich vielen Mengen
bestehend aus jeweils endlich vielen Seminormen ist endlich und das Minimum der
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1.4 SEMINORMEN VERSUS TOPOLOGIE 1.4.1

endlich vielen &’s ist positiv). Allgemein versteht man unter einer TOPOLOGIE (vgl.
[26, 1.1.1]) O auf einer Menge X eine Menge O von Teilmengen von X, die folgende
zwei Bedingungen erfiillt:

1. Ist F C O, so gehort auch die Vereinigung |JF = Uper O zu O;
2. Ist 7 C O endlich, so gehort auch der Durchschnitt () F = (e O zu O.

Man beachte, dal [JO = @ und (0 := X. Die Teilmengen O von X, welche zu O
gehoren, heiflen auch im allgemeinen Fall OFFENEN MENGEN der Topologie. Ein
TOPOLOGISCHER RAUM ist eine Menge zusammen mit einer Topologie.

Obige Konstruktion ist ein allgemeines Prinzip. Man nennt eine Teilmenge Oy C O
SUBBASIS EINER TOPOLOGIE O, falls Va € O € O 3F C Oy, endlich: a € N F C O,
vgl. [26, 1.1.6]. Um eine Topologie O zu erhalten geniigt es eine Menge Oy von
Teilmengen von X anzugeben, und dann O als die Menge aller O C X zu definieren,
die fiir jeden ihrer Punkte x € O eine endliche Teilmenge F C Oy besitzen mit
xz € (F C O. Man sagt dann auch die Topologie O wird von der Subbasis Oy
erzeugt.

Die von Py erzeugte Topologie ist gerade die von der Subbasis Oy := {a+p<c :a €
E, p € Py, € > 0} erzeugte Topologie.

(C) Die von Py erzeugte Topologie ist offensichtlich gréber oder gleich der von der
Subbasis Oy erzeugten, denn dazu miissen wir nur alle a; = a und €; = € setzen.
(2) In der Tat sei O C F offen in der letzteren Topologie, d.h. Va € O 3F C Oy,
endlich: a € F C O. Also Jay,...,an € E, p1,...,pn € Po und €1,...,6, > 0
mit

ac{reFE p(r—a;)<eg firi=1,...,n} CO.
Wenn wir nun ¢ := min{e; — p;(a —a;) : i = 1,...,n} setzen, so ist

ac{reE :p(x—a)<efiri=1,...,n}
C{reE:pi(r—a) <pilr—a)+pila—a;) <e firi=1,....,n} CO.

Unter einer UMGEBUNG U eines Punktes a in einem topologischen Raum X, ver-
steht man eine Teilmenge U C X, fiir welche eine offene Menge O € O existiert mit
aeOCU.

Unter einer UMGEBUNGS(SUB)BASIS U eines Punktes a in einem topologischen
Raum X versteht man eine Menge U von Umgebungen U von a so, daf} fiir jede
Umgebung O, eine (endlich viele) Menge(n) U; € U existiert(existieren), so dafl
N,U: C O, vgl. [26, 1.1.7].

Wie in der Analysis nennt man eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen
Réumen STETIG bei a € X, wenn das Urbild jeder Umgebung (in einer Umgebungs-
basis) von f(a) eine Umgebung von a ist, vgl. [26, 1.2.4]. Sie heifit stetig, wenn sie
in jedem Punkt a € X stetig ist, daf} ist genau dann der Fall, wenn das Urbild jeder
offenen Menge offen ist. Es ist leicht zu sehen, dafl es geniigt diese Bedingung fiir
die Elemente einer Subbasis zu {iberpriifen.

Jede Seminorm p € Py ist stetig, denn sei a € E und ¢ > 0, dann ist p(a + p<.) C
{t: |t —pla)] <e}, denn x € pc. = |pla+ ) — p(a)| < p(x) < e. Es ist aber auch
die Addition + : E x E — E stetig, denn (a1 +p<c) + (a2 +p<c) C (a1 +a2) + peae.

Insbesonders sind also die Translationen = — a + x Homdomorphismen.

Die Skalarmultiplikation - : K x E — E ist stetig. Denn fiir A € K und a € E gilt:

{fpeK:|p—A <d}-{z:plx—a) <} C{z:p(z— A a) <e} falls 6 < 555
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1.4 SEMINORMEN VERSUS TOPOLOGIE 1.4.4

und do < 5(|A| + %)—1 ist, da
pp-z—=XA-a)=p((p—=A) -2+ (z—a))
<|p=Alpl) + Al p(z —a)
<61 (pla) +p(z —a)) + |A[ - 62
<01 - (pla) + d2) + |A] - 02 = 01 - pa) + 02 - (01 + |A])

<2+;(|A|+2;@)1-(|A|+2;@>=6-

Insbesonders sind die Homothetien x — X - x Homéomorphismen fiir A # 0.

m

Die durch Py erzeugte Topologie macht also E zu einem TOPOLOGISCHEN VEKTOR-
RAUM, d.h. einen Vektorraum zusammen mit einer Topologie beziiglich welcher die
Addition und die Skalarmultiplikation stetig ist. Mehr noch, zu einem LOKALKON-
VEXEN VEKTORRAUM, d.h. es existiert eine 0-Umgebungsbasis konvexer Mengen
(némlich _, (pi)<c), bzw. Subbasis konvexer Mengen (némlich p..).

1.4.2 Lemma. Stetigkeit von Seminormen.

1. Fine Seminorm p : E — R auf einem topologischen Vektorraum E ist genau
dann stetig, wenn p<1 (oder dquivalent, wenn p<1) eine 0-Umgebung ist.

2. FEine Seminorm p : E — R ist in der von Py erzeugten Topologie genau dann
stetig, wenn 3p1,...,pn € Po, A>0:p < X\ -max{p1,...,pn}

Beweis.
(=) Da p stetig ist, ist 0 € p~1{t : t < 1} = p; offen.
(<)

ac€ate-pa={r:plr—a)<e} Cp Ht:|t—pla)| <e}.

(=) Falls p stetig ist, so ist p<1 eine 0-Umgebung, also existieren py,...,p, € Py
und € > 0 mit

n n n
P12 [ 0i)<e = [ e@i)<1 = [)(pi)<1 = € (max{p1,...,pn}) <1
i=1 =1

=1

= max{pl, cee apn})<s =d(q<«1,

wobei ¢ := L -max{py,...,pn}. Alsoist p < ¢:= 2L max{p,...,p,} nach .
(<) Mit p; ist auch ¢ := A - max{py,...,pn} Stetlg7 und somit p.q D <1 eine

0-Umgebung, d.h. p stetig nach . O

™ =

1.4.3 Zusammenfassung.

Es sei Py eine Familie von Seminormen auf einem Vektorraum E. Dann bilden die
Bille a+p<. :=={z € E:p(x —a) <e} mitp € Py, e >0 und a € E eine Subbasis
einer lokalkonvezen Topologie. Diese sogenannte von Py erzeugte Topologie ist die
grébste Topologie (d.h. mit den wenigsten offenen Mengen) auf E, fiir welche alle
Seminormen p € Py sowie alle Translationen x — a + x mit a € E stetig sind.
Beziiglich ihr ist eine Seminorm p auf E genau dann stetig, wenn es endlich viele
Seminormen p; € Py und ein K > 0 g¢ibt, s.d.

p < K max{pi,...,pn}

1.4.4 Definition. Seminormierter Raum.
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1.4 SEMINORMEN VERSUS TOPOLOGIE 1.4.6

Unter einem SEMINORMIERTEN RAUM verstehen wir folglich einen Vektorraum F
zusammen mit einer Menge P von Seminormen, die gerade die stetigen Semi-
normen der von ihr erzeugten Topologie sind, d.h. mit p;,ps € P ist auch jede
Seminorm p < p; + py in P.

Eine Menge Py C P heifit SUBBASIS DES SEMINORMIERTEN RAUMES (E,P), falls
sie die gleiche Topologie wie P erzeugt, d.h. fiir jede Seminorm p in P endlich viele
P1,...,Pn € Py existieren sowie ein A > 0 mit p < X - max{p1,...,pn}.

Zu jeder beliebigen Familie Py von Seminormen auf E erhalten wir einen eindeutig
bestimmten seminormierten Raum, welcher Py als Subbasis seiner Seminormen be-
sitzt, indem wir die Familie P der, beziiglich der durch Py erzeugten Topologie,
stetigen Seminormen verwenden:

P = {p ist Seminorm auf F :3A >0 3py,...,pn € Po mit p < A - max{ph...,pn}}.

Unter den SEMINORMEN DES SO ERHALTENEN SEMINORMIERTEN RAUMES verste-
hen wir dann alle Seminormen die zur erzeugenden Familie Py gehoren. Wir miifiten
dafiir eigentlich “Seminormen der vorgegebenen Subbasis des seminormierten Raumes”
sagen, aber das ist uns zu lang.

Unter einem ABZAHLBAR SEMINORMIERTEN RAUM verstehen wir einen seminormierten
Raum, welcher eine abzidhlbare Subbasis Py von Seminormen besitzt. Wir diirfen
dann annehmen, dal Py = {p, : n € N} ist und die Folge (py), monoton wachsend
ist und jede stetige Seminorm p schliellich dominieren, d.h. es gibt ein n € N mit

p < p,. Dazu ersetze man die p,, durch n - max{py,...,pn}-

1.4.5 Definition. Konvexe Hiille.

Die KONVEXE HULLE (A)y, einer Teilmenge A C F ist die kleinste konvexe Teil-
menge von F die A umfafit.

1.4.6 Lemma. Konvexe Hiille.

Sei A C E. Dann existiert die konvexe Hiille von A und ist

(A) gy = ﬂ{K :AC K CE, K ist konver}

= {i)\iaiZHEN,ai €A\ 207i)\i:1}.

i=1 i=1

Beweise. Die Menge A := {K : A C K C E, K ist konvex} ist nicht leer, denn
E € A. Folglich existiert [].A und ist offensichtlich selbst konvex und somit das
minimale Element in A, d.h. (A),, =) A.

Fiir die zweite Beschreibung der konvexen Hiille beachte, dal die Menge Ag :=
> Niai in € Na; € AN > 0,50 | A\ = 1} offensichtlich A umfaBt. Sie ist
konvex, denn seien z; € Ay, also z; = Z:Zl Aijaijfirn; €N, a; ;€ A, N; >0
mit Y337, A j =1, und p; > 0 mit Y37 ;= 1. Dann ist

m m n;j
Y Hi =Y g Y Aig i = ) g N i
=1 j=1 =1 i,j

i<n;
m n;j m
mit Y uydig =D ) Mg =) mil=1.
i<n; j=1  i=1 j=1
Da sie klarerweise in jeder Menge K € A enthalten ist, ist (A)k, = Ao. O
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1.4.7 Definition. Absolut-konvexe Hiille.

Die ABSOLUT-KONVEXE HULLE (A),k, einer Teilmenge A C F ist die kleinste
absolut konvexe Teilmenge von F die A umfaflt, also der Durchschnitt aller dieser
Mengen.

1.4.8 Lemma. Absolut-konvexe Hiille.
Es sei A C E. Dann ist die absolut-konvexe Hiille

<A>akw = <{)‘ : ‘)‘| = 1} : A>kva
also die konvexe Hiille der balanzierten Hiille {\ : |\| = 1} - A.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dafl die konvexe Hiille einer balanzierten Menge A
selbst balanziert ist. Sei also [u| =1 und Y ;" | A\; a; € (A)ky, dann ist

N-ZAiai:ZAiuai € (A)yy, dap-a;, € A, O
i=1 i=1

1.4.9 Lemma.

Jeder lokalkonvexe Vektorraum E besitzt eine 0-Umgebungsbasis von absolut-kon-
vexen Mengen.

Beweis. Sei ndmlich U eine konvexe 0-Umgebung. Diese ist 0.B.d.A. offen, denn ihr
Inneres ist ebenfalls konvex(!). Da die Skalarmultiplikation {A € K: [A| = 1} x E —
E stetig ist und 0 - A = 0 ist, existieren fiir jedes |A\| = 1 eine Umgebung V) C K
von A und eine konvexe 0-Umgebung Uy C F mit V\-Uy CU.Da{A e K: |\ =1}
kompakt ist, existieren endlich viele Ar,..., A\, mit {\ € K: |\ =1} C UL, Vi,.
Essei Up := ﬂ?:1 Uy,. Dann ist Uy eine konvexe 0-Umgebung und Uy C Uy := {\ €
K : |\ =1} Uy C U. Die konvexe Hiille der balanzierten Menge U ist also eine
absolut-konvexe 0-Umgebung in U nach . O

1.4.10 Bemerkung.

Die Topologie jedes lokalkonvexen Vektorraums wird durch die Menge P aller steti-
gen Seminormen erzeugt:

(2) Falls O in der von P erzeugten Topologie offen ist, so existieren zu jedem a € O
endlich viele p,...,p, € P und € > 0 mit (), (a +e- (pl-)<1) ={z:pi(r—a) <
eVi=1,...,n} C O, also ist O auch in der urspriinglichen Topologie offen, da die
(pi)<1 0-Umgebungen sind.

(C) Umgekehrt sei nun letzteres erfiillt, d.h. zu a € O existiert nach eine
absolut konvexe 0-Umgebung U mit U C O —a. Dann ist p := py eine stetige Semi-
norm, denn p<; 2 U ist dann auch eine 0-Umgebung. Folglich ist a+p<1 C a+U C
O, also O auch offen in der von den stetigen Seminormen erzeugten Topologie.

Da wir in dieser Argumentation nur die Minkowski-Funkionale einer 0-Umgebungs-
basis verwenden miissen, gilt:

Die Topologie jedes lokalkonvexen Vektorraums wird sogar bereits durch die Min-
kowski- Funktionale einer 0-Umgebungsbasis bestehend aus absolut konvexen Mengen
erzeugt.

1.4.11 Folgerung. Besondere 0-Umgebungsbasis.

Jeder lokalkonvexe Vektorraum E besitzt eine 0-Umgebungsbasis von abgeschlosse-
nen absolut-konvexen Mengen.
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Beweis. Das ist offensichtlich, da (pr)<; /2 © U abgeschlossen ist. O]

1.4.12 Zusammenfassung.

Sei E ein lokalkonvezer Vektorraum und U eine 0-Umgebungssubbasis von absolut-
konvexen Mengen. Dann ist die Familie {py : U € U} eine Subbasis jenes semi-
normierten Raumes, dessen Seminormen genau die beziiglich der gegebenen Topolo-
gie stetigen sind, das sind genau jene Seminormen q, fiir welche g<1 eine 0-Umgebung
15t.

Wir haben also eine Bijektion zwischen seminormierten Raumen und lokalkonvexen
Vektorrdumen, und kénnen je nach Bedarf mit der Topologie oder den Seminormen
auf einem fizen Vektorraum arbeiten.

1.5 Konvergenz und Stetigkeit

1.5.1 Definition. Konvergente Folge.

Eine Folge (z;); KONVERGIERT genau dann gegen a in einem topologischen Raum
X, wenn fiir jede Umgebung U (einer Subbasis) von a, ein Index iy existiert, so
daB z; € U fiir alle i > iy, vgl. [26, 1.1.11].

1.5.2 Lemma. Konvergente Folgen.

FEine Folge (z;) konvergiert in der zugrundeliegenden Topologie eines lokalkonvezen
Raumes mit Subbasis Py genau dann gegen a, wenn p(x; — a) — 0 fir alle p € Py.

Beweis. (=) Da fiir a € E die Translation y — y — a stetig ist, konvergiert
z; —a — a—a =0, und somit auch p(z; —a) — p(0) = 0 fiir jede stetig Seminorm
D.

(<) Es sei U eine Umgebung von a. Dann existieren endlich viele Seminormen
pj € Po und ein € > 0 mit a +(;_,(pj)<e S U. Da pj(x; —a) — 0 existiert fiir
jedes j ein ¢; mit p;(z; —a) < e fiir i > i;. Sei I groBer als all die endlich vielen i,
dann ist z; € a + ﬂ;—lzl(pj)<5 fiir ¢ > I und somit auch in U, d.h. z; — a. O

1.5.3 Lemma. Folgenstetige Abbildungen.

Eine Abbildung f : E — X wvon einem abzihlbar seminormierten Raum E in einen
topologischen Raum X ist genau dann stetig, wenn sie Folgen-stetig ist, d.h. fir
jede konvergente Folge x; — a konvergiert auch die Bildfolge f(x;) — f(a).

Vegl. [20, 3.1.3].
Beweis. (=) ist wegen obiger Beschreibung der konvergenten Folgen klar.

(<) Indirekt: Angenommen es ist f~(U) keine Umgebung von a fiir eine Umge-
bung U von f(a). Es sei {p, : n € N} eine abzéhlbare Subbasis der Seminormen
von E. Dann existieren fiir jedes n ein z, € F mit pg(z, —a) < % fir alle £ < n
und f(x,) ¢ U. Also konvergiert pg(x, —a) — 0 fiir n — oo, und somit x,, — a
nach obigen Lemma . Da aber f(x,) ¢ U, ist das ein Widerspruch zur Fol-
genstetigkeit von f. O

1.5.4 Definition. Netz.

Da obiges Lemma fiir nicht-abzéhlbar seminormierte Raume falsch ist, erweitern
wir den Begriff einer Folge zu:
Ein NETZ (VERALLGEMEINERTE FOLGE oder MOORE-SMITH-FOLGE, siche [26,
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3.4.1]) ist eine Abbildung x : I — X, wobei I eine GERICHTETE Indexmenge ist,
d.h. eine Menge zusammen mit einer Relation <, welche transitiv ist und zu je zwei
Elementen ¢; und 5 in I auch ein ¢ € I mit ¢y < ¢ und i5 < i existiert, sieche auch
[26, 3.4.1]. Wortwortlich genauso wie fiir Folgen definiert man die Konvergenz von
Netzen und zeigt damit auch das erste der obigen Lemmas. Beziiglich des zweiten
gilt nun:

1.5.5 Lemma. Stetigkeit via Netze.

Eine Abbildung f : E — X wvon einem lokalkonveren Raum in einen topologischen
Raum ist genau dann stetig, wenn fir alle konvergenten Netze x; — a auch das
Bildnetz f(x;) — f(a) konvergiert. Vgl. 26, 3.4.3].

Beweis. (=) Ist offensichtlich, denn falls U eine f(a)-Umgebung ist und z; — a,
so Jig Vi >ig :x; € f7HU), ie. f(x;) € U, dh. f(z;) — f(a).

(<) Es sei U eine Umgebungsbasis von a. Dann verwenden wir als Indexmenge
I:={(U,u) : U € U,u € U} mit der Ordnung (U,u) < (U’',v') & U D U’ und
als Netz darauf die Abbildung « : (U,u) — wu. Dann konvergiert klarerweise das
Netz x gegen a, also nach Voraussetzung auch f oz gegen f(a), d.h. fiir jede f(a)-
Umgebung V existiert ein Index (Up, ug), s.d. f(u) € V fir alle U C Uy und u € U.
Also ist f(Ug) CV, d.h. f ist stetig. O

1.5.6 Definition. Separiertheit.

Ein lokalkonvexer Raum heifit SEPARIERT (oder auch Hausdorff, vgl. [26, 3.4.4]),
wenn die Grenzwerte konvergenter Folgen (oder Netze) eindeutig sind, das ist genau
dann der Fall, wenn p(x) = 0 fiir alle p € Py nur fiir = 0 gilt:

(<) Es sei x; ein Netz, welches gegen 2’ und " konvergiert. Dann konvergiert x; —z’
gegen 0 und gegen x” — z’. Wegen der Stetigkeit von p konvergiert also p(z; — z')
gegen p(0) = 0 und auch gegen p(z” — z’). Wegen Eindeutigkeit der Grenzwerte in
K ist p(2” — 2’) = 0 fiir alle p, und damit nach Voraussetzung " — 2/ = 0.

(=) Es sei p(x) = 0 fiir alle p. Dann ist die konstante Folge (Netz) mit Wert z
sowohl gegen 0 als auch gegen = konvergent, also nach Voraussetzung x = 0.

Wir wollen fiir separierte lokalkonvexe Riume die Bezeichnung LKV verwenden.

1.6 Normierbare Riume

1.6.1 Definition. Normierbarer Raum und beschrinkte Mengen.

Einen LKV, der eine Subbasis bestehend aus einer einzelnen (Semi-)Norm besitzt,
nennen wir NORMIERBAR.

Eine Menge B C E heifit BESCHRANKT genau dann, wenn p(B) beschriankt ist
fiir alle p € Py, vgl. [20, 2.2.9]. Das ist genau dann der Fall, wenn sie von allen
0-Umgebungen absorbiert wird, d.h. ¥ 0-Umgebung U 3K >0: B C K - U:

(«<=) Es sei p eine stetige Seminorm, dann ist p<; eine Nullumgebung, also existiert
nach Voraussetzung ein K > 0 mit B C K - p<; = p<k, d.h. p ist auf B durch K
beschrénkt.

(=) Es sei U eine 0-Umgebung. Dann existieren endlich viele Seminormen p; €
Po und ein € > 0 mit ()_,(pi)<c € U. Fiir jedes p; existiert ein K; > 0 mit
Ipi(B)| < K;, also ist B C (i (pi)<k; € Niey(pi)<kxe = K - U, wobei K :=
L omax{Ky,...,K,}.

€
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1.6.2 Satz von Kolmogoroff.

Ein separierter LKV ist genau dann normierbar, wenn er eine beschrinkte Nul-
lumgebung besitzt.

Beweis. (=) Es sei p eine die Struktur erzeugende Norm. Dann ist U = p<;
eine 0-Umgebung. Fiir jede beliebige stetige Seminorm ¢ existiert ein K > 0 mit
q < K - p, und somit ist ¢ auf U durch K beschrénkt. Also ist U beschriankt.

(<) Es sei U eine beschrinkte Nullumgebung. Dann existiert eine stetige Seminorm
mit p<; € U. Sei nun q eine beliebige Seminorm. Da U beschrénkt ist, existiert ein
K > 0mit |¢(U)] < K. Also ist p<1 CU C g<x = (%q)gl und damit p > %q,
d.h. ¢ < K -p. Somit ist {p} eine Subbasis der Seminormen von E und p sogar eine
Norm. O

1.6.3 Beispiel. Punktweise Konvergenz stetiger Funktionen.

Die punktweise Konvergenz auf C(I,R) ist nicht normierbar.

Beweis. Eine Subbasis von Seminormen fiir die punktweise Konvergenz ist durch
f = |f(x)| fir © € T gegeben. Angenommen es géibe eine beschrinkte Nullumge-
bung U. Dann miiiten endlich viele Punkte z1,...2, € I und ein € > 0 ex-
istieren, s.d. B := {f : |f(x;)] < efuri = 1,...,n} beschriankt ist. Sei aber
xo ¢ {z1,...,2,}. Dann ist die Seminorm ¢ : f +— |f(x)| nicht beschréinkt auf B,
denn es existiert sicherlich ein (Polynom) f welches auf {z1,...,z,} verschwindet,
nicht aber auf xg, und somit wiire K - f € B aber q(K - f) = K - f(xg) — oo fiir
K — oo. O

Analog zeigt man, daf die glm. Konvergenz auf Kompakta im Raum C(R,R) nicht
normierbar aber ein abzihlbar seminormierter Raum ist. Und ebenso fiir die glm.
Konvergenz in jeder Ableitung auf C*°(1,R).
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2. Lineare Abbildungen und Vollstandigkeit

In diesem Kapitel untersuchen wir die grundlegenden Eigenschaften linearer Ab-
bildungen sowie den Begriff der Vollstdndigkeit, und seine Bedeutung fiir Poten-
zreihen. Insbesonders wenden wir das an, um den Inversen Funktionensatz und
den Weierstrafl’schen Approximationssatz zu beweisen, sowie die Losung linearer
Differentialgleichungen zu finden.

2.1 Stetige und beschrinkte Abbildungen

2.1.1 Lemma. Stetigkeit linearer Abbildungen.
Fiir eine lineare Abbildung f : E — F zwischen LKV’en sind dquivalent:

1. f ist stetig;
< 2. f st stetig bei 0;
< 3. Fir jede (stetige) SN q von F ist qo f eine stetige SN von E.

Beweis. ( = ) q stetige SN, f stetig linear = g o f stetige SN.

( = ) Sei U eine 0-Umgebung von 0 = f(0) in F, 0.B.dA. U = N{y :
¢i(y) < e} fiir SN’en @1, ...,¢, von F. Dann ist f~1(U) = N, {z : ¢;:(f(z)) < e} =
(g o f)<e offen in E.

(2] = [1]) Bsist f(z) = f(x —a) + f(a), dh. f = Ty o f o T_q, wobei die
Translationen T, und T, stetig sind und das mittlere f bei 0 stetig ist, also
auch die Zusammensetzung f bei (T_,)~1(0) = a. O

2.1.2 Lemma. Stetigkeit multi-linearer Abbildungen.

Eine n-lineare Abbildung f : Fy X ... x E, — F zwischen LKV’en ist genau dann
stetig, wenn sie stetig bei 0 ist.

Beweis. Sei zuerst n = 2. Fiir a; € E; und jede Umgebung f(a1,a2) + W von
f(a1,as) mit absolut konvexen W existieren 0-Umgebungen U; in E; mit f(U; x
Us) C %W, wegen der Stetigkeit von f bei 0. Nun wiéhle ein 0 < p < 1 mit pa; € U;
fir i = 1,2. Dann ist f((a1 +pU1) X (a2 +pUs)) C f(a1,a2) + W, denn fir u; € U;
gilt

flar+ pur,az + pus) — f(ar,a2) = flay, pus) + f(pur, az) + f(pur, pus)

=flparuz)  =f(ui,paz) =p? f(u1,u2)
- 1W—|— 1W—i— 1W cw.
-3 3 3 =

Fiir n > 2, withlt man analog Uy,...,U, mit (2" — 1) f(U; x ... x U,) CW. O

2.1.3 Definition. Beschrinkte lineare Abbildungen.
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2.1 STETIGE UND BESCHRANKTE ABBILDUNGEN 2.1.6

Eine lineare Abbildung heifit BESCHRANKT, falls das Bild jeder beschréinkten Menge
beschrankt ist.

Achtung, in der Literatur wird diese Bezeichnung auch fiir die nicht dquivalente
Eigenschaft auf einer 0-Umgebungen beschrinkt zu sein verwendet!

Beachte weiters, dafl eine beschrinkte lineare Abbildung f : £ — F nur dann
beschrinkt als Abbildung von der Menge E nach F ist (also f(E) C F beschriinkt
ist), wenn sie die 0-Abbildung ist, denn ein linearer Teilraum (wie f(FE)) der
beschriankt ist, wiirde von jeder 0-Umgebung U absorbiert werden (d.h. f(E) C
K - U fiir ein K > 0, also f(E) = % - f(E) € U) und wire somit in jeder 0-

Umgebung U enthalten also auch in {0} = {0} =, U.

2.1.4 Lemma. Beschrinkte lineare Abbildungen.
Fiir lineare Abbildungen f : E — F zwischen LK V’en gelten folgende Implikationen:

1. f ist stetig;
= 2. f ist Folgen-stetig;
= 3. f ist beschrinkt.

Beweis. (:> ) gilt auch fiir nicht-lineare f nach .

(:> ) Angenommen f(B) ist nicht beschriankt fiir eine beschrinkte Menge
B C FE. Dann existiert eine Seminorm ¢ von F' und eine Folge b, € B, s.d. 0 <
An = q(f (b)) — oo. Die Folge /\%bn konvergiert dann gegen 0 (siehe nachfolgendes
Lemma), also wegen der Folgen-Stetigkeit auch f (ﬁbn) = ﬁ f(by,) und damit auch

q(if(bn)) = iq(f(bn)) =1, ein Widerspruch. O

2.1.5 Lemma. Mackey-Konvergenz.

Es sei {y, : n € N} C E beschrinkt in einem LKV und p, — 0 in R. Dann
konvergiert pnyn — 0.

Beweis. Durch Anwendung von Seminormen fiithrt man dies auf das entsprechende
Resultat von R zuriick. Oder direkt: Sei U eine absolut-konvexe 0-Umgebung. Dann
ist {y, :n € N} C K - U fiir ein K > 0 und somit p,, y, € U fiir alle |p,| < &, also
fiir fast alle n. O

Es stellt sich nun die Frage nach der Umkehrung in [2.1.4]. Fiir (1 < 2) haben wir

diese in fiir abzéhlbar seminormierte Rdume schon positiv beantwortet. Um
aus der Beschriankheit zumindest auf Folgen-Stetigkeit schliefen zu kénnen, sollten
wir jede gegen 0 konvergenten Folge (), in E als Produkt einer beschéinkten Folge
(yn)n in E und einer 0-Folge p,, in R schreiben kénnen. Eine Folge (z,,) fiir die das
geht heifit MACKEY 0-FOLGE oder auch MACKEY-KONVERGENT gegen 0, also falls
30 < A, — o0, s.d. {A\,x, : n € N} beschrénkt ist.

Jede Mackey 0-Folge konvergiert gegen 0, denn fiir jede absolut konvexe 0-Umgebung
U existiert ein K > 0 mit {\,z, : n € N} C KU und somit ist x,, € U fiir alle n
mit A\, > K. Fiir normierbare Rédume gilt auch die Umkehrung, denn aus x, — 0
folgt 0 < A\, — oo wobei A, := m fir , # 0 und A, := n sonst, und offen-

sichtlich ist {A\,z, : n € N} in der Norm beschréinkt durch 1. Allgemeiner gilt dies
aber auch fiir abzdhlbar seminormierte Rdume:

2.1.6 Lemma.

In abzdhlbar seminormierten Rdumen E sind gegen 0 konvergente Folgen sogar
Mackey-konvergent gegen 0.
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2.1 STETIGE UND BESCHRANKTE ABBILDUNGEN 2.1.8

Beweis. Es sei {p; : k € N} eine monoton wachsende Subbasis von F und z,, — 0
eine 0-Folge. Die Idee ist zu den abzihlbar vielen Nullfolgen (pi(x,,)), fir kK € N
eine weitere Nullfolge n — ﬁ > 0 zu definieren, die langsamer gegen 0 konvergiert.

~~
N
\\
1 S-S
\\
\\\\
P\ P2 s
12— ~ /1
13 — I
Ps
gz
0 [ N, N3 '

Aus pg(x,) — 0 fiir n — oo folgt die Existenz von ni € N mit p;(z,) < % fiir alle
n > ng und alle? < k. O.B.d.A. sei k — ny, strikt monoton wachsend. Wir definieren
Ap =k fiir ng41 > n > ng. Dann ist n — A, monoton wachsend, A,, — oo und fiir
n > ng gilt pr( A n) = A pr(@n) = jpk(zy) < jpi(z,) < j% =1, wobei 7 > k so
gewdahlt ist, dal nj11 > n > n;. O

2.1.7 Folgerung. Bornologizitit metrisierbarer LKV.
Jeder abzdhlbar seminormierte Raum st bornologisch. Mehr noch: multilineare be-

schrinkte Abbildungen auf abzdhlbar seminormierten Rédumen sind stetig.

Dabei heifit ein LKV BORNOLOGISCH falls jede beschrénkte lineare Abbildung auf
ihm stetig ist.
Wir werden in Beispiele von LKV’en angeben, die nicht bornologisch sind.

Beweis. Wegen brauchen wir nur die Folgen-Stetigkeit (bei 0) jeder beschrink-

ten m-linearen Abbildung f zeigen. Es sei z,, — 0. Nach Lemma existiert
eine Folge \,, — o0, sodal A\, x,, beschrénkt ist. Dann ist aber nach Voraussetzung
fAnxn) = A f(z,) ebenfalls beschrankt, und somit existiert fiir jede SN q auf I
eine Konstante K, mit A ¢(f(zn)) = ¢(A f(zn)) < Ky, dh. ¢(f(z,)) < /\m —0
fiir n — oo, i.e. f(x,) — 0. O

2.1.8 Lemma. Stetigkeit in normierten Riumen.
Fiir lineare Abbildungen f: E — F zwischen normierten Rdumen sind dquivalent:

1. f ist stetig;
< 2. f ist LipSCHITZ, d.h. 3K > 0: ||f(x) — fW)|| < K - ||z — y||;
< 3. |fll < .

Wobei die OPERATORNORM ||f]| von f folgendes ist (vgl.[22, 5.4.1 ])
171 = sup{llf@)] < ]l < 1} = sup{[|f(@)] < ]l = 1} = sup{ fell o 20}
- mf{K N f @) < K||z|| fir alle 1’}

Ist f multi-linear, so ist f genau dann stetig, wenn

171 = sup { Ll 0} o

(38 ey
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2.1 STETIGE UND BESCHRANKTE ABBILDUNGEN 2.1.10

2.1.7
Beweis. ( & ) f ist stetig f ist beschrinkt auf beschrinkten Mengen
(0.B.d.A.auf {z : ||z|]| < 1},da f(B) Cec - f({z: ||z|]| < 1}) fir B Cc{z: |z| <1})
& sup{||f (@) : [lx]| <1} =: ]| < oo.

Es gilt:
sup{[|fa| : [l = 1} < sup{(|f : Jaf] <1} (da mehr Element)
<o (U200 2o} anipot < 2L e o <

jall o
< sup{||fz]): 2] = 1} (da ”{;m Y

1

[l

z)|),

also stimmt Gleichheit tiberall. Weiters ist:

inf{K fz|| < K - ||z fir alle a:} = inf{ ”Hf |||| < K fiir alle z # 0}

=t {sc o { [T 2 0} < i)

. p{llfxl m#o}_

]

Die Abbildung f ist Lipschitz < { 1z # O} { Ifz=Full o y} ist beschrinkt.

llz—yll

Die Aussage fiir multilineare Abbildungen f zeigt man analog. O

2.1.9 Folgerung. Operatornorm.

Seien E und F normierte Rdaume, dann ist die Menge
L(E,F):={f:E — F| f ist linear und beschrinkt}

ein normierter Raum beztiglich der punktweisen Vektoroperationen und der Operator-
norm, wie sie in definiert wurde. Weiters gilt: ||idg|| = 1 und ||f o g|]| <
I£1- gl

Beweis. Es gilt:

w:||(f + gzl < I fxll + llgll < A+ gD [l = 1f + gll < A1+ llgll
z ANzl = A2l = IAFI = AL
Vo [(f o g)zll < [[fI gl =l = 1If o gll < IfI gl O

Achtung [|f o gl| # |1 - lgll, 2.B. f(z,y) := (2,0) und g(z,y) := (0,y).

2.1.10 Definition. Normierte Algebra.

Eine NORMIERTE ALGEBRA ist ein normierter Raum A zusammen mit einer bilin-
earen Abbildung e : A x A — A, welche assoziativ ist, eine 1 besitzt und ||1]| = 1
sowie |[aob|| < |la||-|/b] erfiillt. Eines der wichtigsten Beispiele ist L(E, E) =: L(E)
fiir jeden normierten Raum F.
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2.1 STETIGE UND BESCHRANKTE ABBILDUNGEN 2.2.2

2.2 Vollstandigkeit

2.2.1 Definition. Vollstindigkeit.

Ein LKV FE heifit FOLGEN-VOLLSTANDIG, falls jede Cauchy-Folge konvergiert. Er
heiflt VOLLSTANDIG, wenn jedes Cauchy-Netz konvergiert. Ein Netz (bzw. eine
Folge) z; heifit Cavcny falls z; — x; — 0 fiir ¢, j — oo, d.h.

Ve > 0Vp Jig Vi, j = i : p(x; — x5) < &.

Ein BANACH-RAUM ist ein normierter Raum der (Folgen-)vollstindig ist. Ein (Fol-
gen-)vollstindiger abzihlbar seminormierter Raum heiflt FRECHET-RAUM.

2.2.2 Lemma. Fréchet-Riume.

Fiir jeden abzihlbar seminormierten Raum und jedes iiberall positive X\ € £ sind
dquivalent

1. Er ist vollstindig;
& 2. Er ist Folgen-vollstindig;
< 3. Jede absolut-konvergente Reihe konvergiert;
& 4. Fir jede beschrinkte Folge (b,) konvergiert die Reihe Y, Apby;
< 5. Jede Cauchy-Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Eine Reihe ) x, heift ABSOLUT-KONVERGENT falls fiir jede stetige Seminorm p
die Reihe ) p(z,) in R (absolut) konvergiert.

Beweis. ( = ) ist trivial.

( = ) Es sei ) x, absolut-konvergent, dann bilden die Partialsummen von
>, Tn eine Cauchy-Folge, denn p(> x,) < > p(z,), also konvergiert ° , nach

[2]

( = ) Es sei die Folge (b,,) beschriankt und (),,) absolut-summierbar. Dann ist
> An by absolut-summierbar, denn ), p(Ay by) < [[A||1-||pob||o- Also konvergiert

diese Reihe nach .

( = ) Sei {p, : n € N} eine monoton wachsende Subbasis der Seminormen.
Es sei (z;) eine Cauchy-Folge. Dann gilt:

VE i Vi, j > ik pr(zi —x5) < A (0.B.d.A. i < igyr)

1 1
= Dn ()\k(xikH - Izk)) < pr ()\k(xikﬂ — xu)) <lfirn<k

1
= )\—yk ist beschriinkt, wobei yy 1= x;, ., — x4,
k

4 1
Ti; = Tjy + Z Ak )\—kyk konvergiert.
k<j
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2.2 VOLLSTANDIGKEIT 2.2.3

( = ) Es sei (z;) ein Cauchy-Netz und (p,) eine Subbasis von Seminormen
die wachsend ist. Dann gilt:

—_

Vk Jiy, Vl7j = 1k :pk(xi — (L’j) < E (OBdA ’ik+1 - Zk)

x;, ist eine Cauchy-Folge

=
eine konvergente Teilfolge (l‘ikl )i existiert, sel Too := h}n Tiy,

n<k
= (@i — %) < (@i —Too) <pr(i — i)+ PE(Zip —Too) <
——— —_——

S% fiir 2>-1x =lim; pg (Ilk 71%1 )S%

. O

NN

2.2.3 Lemma. Vollstiandigkeit des Raums der beschrinkten Abbildungen.

Sei X eine Menge und E ein (Folgen-)vollstindiger LKV. Dann ist der Raum
B(X,E):={f:X — E| f(X) ist beschrinkt in E} ebenfalls (Folgen-)vollstindig,
wobei er durch die Familie f — ||q o flleo = sup{q(f(x)) : x € X} seminormiert
ist, wo q die Seminormen von E durchliuft. Seine lokalkonvexe Topologie ist also
jene der gleichmdfigen Konvergenz. Teilmengen B C B(X,E) sind genau dann
beschrinkt, wenn sie gleichmdfig beschrinkt sind, d.h. B(X) ={f(z): f € B,z €
X} C E beschrinkt ist.

Siehe auch [20, 4.2.9].

Beweis. Es sei f; ein Cauchy-Netz in B(X, E). Da die Punktevaluationen ev, :
B(X,E) — E, { s f(x) stetig (wegen g(eva (f)) = a(f(z)) < g fll folgt dies
aus ’2.1.1‘ und ’ 1.4.3 ‘) und linear sind, ist f;(x) ein Cauchy-Netz in E fiir jedes
2 € X, und konvergiert somit. Es sei f(x) := lim; f;(x), dann gilt fiir jede stetige
Seminorm p auf E:

p(fi(x) — f(x)) <p(fi(z) = f;(x)) + p(fj(x) — f(2))
<llpo(fi = i)l +p(fi(z) — f(z)) < 2¢

<e fiir 4,510 (g) <e fiir j>ip(e,x)

fiir ¢ > ip(e) (und geeignet in Abhingigkeit von x gewéhlten j). Also konvergiert
fi = f in der durch p definierten Supremums-Norm.

Wem das zu kurz war, nochmals im Detail: Sei ¢ > 0.
. e €
(f:) ist Cauchy = FigVi,j = d0: [[po (fi — fi)lleo < 3

[ — f punktweise = Vz 3joVj = jo : p(fi(z) — f(x)) <

[NCRNO)

= 320VZEE|]0 =g Vi = ’L()Vj > Jo:

p(fi(x) = f(x)) < po (fi = fi)lleo + p(fi(2) — f(2)) <&
= JigVi =iV : p(fi(z) — f(z)) < e
= Jig Vi > ip : ||pO (fz — f)”oo <e

Weiters ist
p(f(x)) < p(f(x) = filz)) + p(fi(x)) < llpo (f = fi)llso + llp e fillo < o0
also gehort f zu B(X, E).
Die Aussage iiber die beschrinkten Teilmengen B C B(X, E) folgt nun wie folgt:
B C B(X, E) ist genau dann beschrénkt, wenn {||go f]|| : f € B} fiir jede Seminorm

g von E beschrinkt ist, also {¢(f(z)) : « € X, f € B} C R beschréinkt ist, d.h.
B(X) :={f(z): f € B,z € X} beschrankt ist in E. O
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2.2 VOLLSTANDIGKEIT 2.2.6

2.2.4 Lemma. Teilrdume vollstindiger Riume.

Es sei E ein (Folgen-)vollstindiger LKV, F ein Teilvektorraum mit den Einschrin-
kungen p|p der Seminormen p von E als Subbasis. Falls F' (Folgen-)abgeschlossen
ist, so ist F' ebenfalls (Folgen-)vollstindig

Wir werden in zeigen, dafl in dieser Situation der Teilraum F die Spur-
topologie von E tragt. Eine Teilmenge Y eines topologischen Raums X heifit
ABGESCHLOSSEN bzw. FOLGEN-ABGESCHLOSSEN, wenn mit jedem Netz bzw. jeder
Folge (y;); in Y, welches in X konvergiert auch der Grenzwert zu Y gehort. Es
ist einfach zu zeigen, daf} eine Teilmenge genau dann abgeschlossen ist, wenn ihr
Komplement offen ist.

Beweis. Wenn (y;) Cauchy ist, dann konvergiert es in E wegen der Vollstéindigkeit
von E und somit auch in F' wegen der Abgeschlossenheit von F'. O

2.2.5 Folgerung. Teilrdume beschrinkter Abbildungen.

Die Raume C(X) fir X kompakt sowie Cp(X) := C(X)NB(X) und Co(X) :={f €
C(X) : Ve > 03K C X kompakt Vo ¢ K : |f(z)| < e} fir allgemeine topologische
Riume X sind alle bzgl. der Supremumsnorm vollstindig.

Beweis. Wir miissen nur die Folgen-Abgeschlossenheit obiger Teilrdume von B(X)
zeigen. Benutze dazu, dafl Grenzwerte einer gleichméfig konvergenten Folge stetige
Funktionen stetig ist, vgl. [20, 4.2.8]: Sei f,, — f gleichmiiBig konvergent und f,
stetig fiir alle n € N. Zu e > 0 und zp € X wihle ein n € N mit || f, — foolloo <
sowie wegen der Stetigkeit von f,, eine Umgebung U von x¢ mit | f,,(z) — fr(z0)| <
fiir alle z € U. Dann ist fiir alle z € U:

[foo () = foo(0)] < [foo(@) = fr(@)] + | fu() = fulwo)| + | fu(2) = foo(zo)| <3

wlmeo|m

€
5

Sind die f,, € Cy(X), dann gilt gleiches auch fiir f,,, denn zu e > 0 existiert ein ng
mit || fr, — foolloo < € fiir alle n > ng und wegen f,, € Cp ein kompaktes K C X
mit | fp, (x)] < e fir z ¢ K. Also ist

| foo ()] < || foo = Froll + [ o ()] < 2¢ fiir alle x ¢ K.

Ublicherweise betrachtet man Cy(X) nur fiir lokal-kompaktes X, denn in Punkten
2o € X ohne kompakte Umgebung mufl jede Funktion f € Cy(X) verschwinden:
Falls f(xzg) # 0 ist, so wihlen wir eine kompakte Menge K mit |f(z)| < %] f(zo)]
fiir alle z ¢ K und somit wire K 2 {z : | f(z)| > 3|f(z0)|} eine Umgebung von .

Jeder lokal-kompakte Raum X besitzt eine Einpunktkompaktifixierung X, = X U
{00} (siehe [26, 2.2.5]) und Cp(X) 148t sich dann auch als Cy(X) = {f € C(X) :
lim, o0 f(x) =0} 2 {f € C(X) : f(co) = 0} beschreiben. O

2.2.6 Beispiel. Vollstindigkeit des Raums der Funktionen beschrinkter
Variation.

BV (I,R) ist ein Banach-Raum.

Die Variations-Seminorm V hat als Kern
KerV:={f:V(f) =0} ={f: f ist konstant}.

Um einen separierten Raum zu erhalten haben wir folgende Moglichkeiten:
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2.2 VOLLSTANDIGKEIT 2.2.7

e Wir fiigen zu V noch eine weitere Seminorm hinzu, z.B. die Supremumsnorm
oder auch nur f — |f(0)|, welche konstante nicht-verschwindende Abbildun-
gen erkennt. Aquivalent konnen wir auch die Summe oder das Maximum von
V mit der zusétzlichen Seminorm betrachten und erhalten einen normierten
Raum.

o Wir verkleinern den Raum der Funktionen beschrénkter Variation zu BV (I,R) :=
{f: I >R :V(f) < oound f(0) = 0} um die Konstanten ungleich 0
loszuwerden.

e Wir faktorisieren den Kern der Seminorm V heraus und erhalten einen Vek-
torraum von Aquivalenzklassen von Funktionen mit der von V induzierten
Seminorm als Norm.

Da Ker(V) 1-dimensional ist, ist es im wesentlich egal, welchen der 3 Wege wir
einschlagen, fiir andere Seminormen (siche [18, 4.11.7]) ist das nicht mehr so.

Beweis. Es sei BV(I,R) := {f : I = R : f(0) = 0und V(f) < oo} und (fn)n
eine Cauchy-Folge in BV (I,R). Wegen |f(z)| < V(f,Z) < V(f) mit Z = {0,z,1}
und somit || fllec < V(f) ist die Inklusion BV (I,R) — B(I,R) stetig und somit
konvergiert f, — foo gleichmifig. Weiters ist die Konvergenz auch beziiglich V|
denn

V(fn - foovZ) < V(fn - fmaZ) + V(fm - foovZ)
SV F) + D N — Fo) @)+ D 1(fon — foo) (w-1)] < 26,
k k

fiir alle n > n(e) falls m > n(e) in Abhéngigkeit von Z so gew#hlt wurde, dafl
|[fm(2k) — foo(zp)] < 3777 fiir alle Teilungspunkte j, von Z.

Wegen V(foo) < V(foo — fn) + V(fn) ist foo € BV(I,R). O

2.2.7 Folgerung. Vollstindigkeit des Raums beschrankter linearer Abbil-
dungen.

Seien E und F lokalkonvezre Riume, so ist die Menge L(E,F) = {f : E —
F| f ist linear und beschrinkt} ein lokalkonvexer Raum beziglich der punktweisen
Vektoroperationen und den Seminormen der Form f — ||q o f|Blleoc mit allen
beschrinkten B C E und allen SN’en q von F, siehe auch’ 5’.1.1‘ und’ 313‘ Seine

lokalkonvexe Topologie ist also jene der gleichmdf$igen Konvergenz auf beschrinkten
Mengen in E. Ist F' (Folgen-)vollstindig, so auch L(E, F).

Beachte, dal L(F, F') ein abzihlbar seminormierter Raum ist, falls F' ein solcher ist
und zusétzlich eine abzéhlbare Subbasis der beschrinkten Mengen in E existiert,
d.h. eine Menge B beschrankter Mengen, s.d. jede beschréinkte Menge B in einer
Vereinigung endlich vieler Mengen aus B enthalten ist.

Beweis. Vollstindigkeit: Es sei (f;) € L(F, F) ein Cauchy-Netz. Fiir jedes z € F
konvergiert somit f;(x) gegen ein f(x) € F. Weiters ist fiir jede beschrinkte Menge
A C FE das Netz f;|4 ein Cauchy-Netz in B(A, F), und konvergiert somit nach
gegen ein fy € B(A, F). Da das auch punktweise fiir x € A gelten mu$, ist
fa(x) = f(z). Die Abbildung f ist beschrénkt, da f(A) = fa(A) beschrinkt ist.
Sie ist linear, da f; punktweise gegen f konvergiert. Schliefllich konvergiert f; — f
in L(E, F), da fiir jedes A die Einschrinkungen auf A es in B(A, F) tun. O

Falls F' = K ist, so bezeichnen wir mit E’ := L(E,K) den RAUM ALLER BESCHRANKTEN
LINEAREN FUNKTIONALE auf £ und mit £* den TEILRAUM ALLER STETIGEN LIN-
EAREN FUNKTIONALE auf E.
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2.2 VOLLSTANDIGKEIT 2.2.8

Falls f : E — F ein beschrinkter (bzw. stetiger) linearer Operator ist, so bezeich-
nen wir mit f* : F/ — E’ (bzw. f* : F* — E*) den ADJUNGIERTEN OPERATOR,
der durch f*(¢)(x) := £(f(z)) gegeben ist.

2.2.8 Bemerkung. Vollstidndigkeit des Raums der stetigen Funktionen.

Ganz analog zeigt man, dafl C (X, F') versehen mit der Topologie der gleichmifigen
Konvergenz auf kompakten Mengen, also den Seminormen f — ||p o f|k|oo fiir
K C X kompakt und stetige Seminormen p von F' (Folgen-)vollstindig ist, falls F'
(Folgen-)vollstéindig und X ein Kelley-Raum ist, d.h. ein Hausdorff-Raum fiir den
jede Menge A C X, fiir welche AN K C K abgeschlossen ist fiir alle kompakte
K C X, selbst abgeschlossen ist, denn damit ist eine Abbildung f : X — F genau
dann stetig, wenn es die Einschriankungen f|x : K — F fiir alle kompakten K C X
sind.

Offensichtlich ist der Limes eines Netzes stetiger Funktionen auf allen kompakten
Mengen stetig, und weil X Kelley ist, ist er damit auf ganz X stetig.
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3. Konstruktionen

3.1 Allgemeine initiale Strukturen

3.1.1 Motivierende Beispiele.

Fiir kompakte Rdume X haben wir in ’ 1.2.2‘ und ’2.2.5‘ den Raum der stetigen
Funktionen C'(X, R) mittels der Supremumsnorm zu einem Banach-Raum gemacht.
Fiir nicht kompaktes X geht das nicht mehr, da stetige Funktionen auf X nicht
beschriankt sein miissen. Aber fiir jede kompakte Menge K C X konnen wir eine
SN |||k durch || f||x := || f]x||co definieren. Mittels der Familie dieser Seminormen
fiir alle kompakten K C X, haben wir in C(X,R) zu einem LKV gemacht.

Ganz dhnlich sind wir in bei L(E,F) vorgegangen, indem wir fiir jede
beschrinkte Menge A C FE die Einschrinkungsabbildung ins* : f — f|a, L(E, F) —
B(A, F) betrachtet haben und als Seminormen auf L(E, F) die Zusammensetzun-
gen f — ||go flalloo fiir die Seminormen g von F betrachtet haben.

Wir wollen nun das wesentliche aus diesen Konstruktionen herauskitzeln. Aus-
gangspunkt ist also ein Vektorraum F := C(X,R) (bzw. L(E, F)) sowie eine Familie
von linearen Abbildungen fx : E — Ex mit Werten in LKV’en Ex := C(K,R)
(bzw. B(A, F)). Die fk sind in unserem Fall gegeben durch fx : g — g|x. Ziel ist es
nun mittels dieser Daten den Raum E moglichst kanonisch zu einem lokalkonvexen
Raum zu machen.

3.1.2 Satz iiber initiale Strukturen.

Es sei eine Punkte-trennende Familie von linearen Abbildungen fi : E — E} eines
Vektorraums E in LKV’e E), gegeben.
Die Menge

Po = U{p o f : p Seminorm von E}}

k

ist eine Subbasis der grébsten Struktur (d.h. mit den wenigsten stetigen Seminor-
men) eines LKV’es E, so dafl jedes fi stetig ist. Wir nennen diese Struktur, die
INITIALE STRUKTUR beziiglich der Abbildungen fy.
Mit dieser Struktur hat E folgende universelle Figenschaft:
Eine lineare Abbildung f : F — E von einem LKV F nach E ist genau dann stetig,
wenn alle Zusammensetzungen fi o f es sind.

B B

f .
stetig, linear

F

Weiters gilt:
Die Topologie von E ist die initiale beziiglich der Familie der Abbildungen fy, d.h.
sie ist die grobste, so daf alle fi stetig sind.
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3.1 ALLGEMEINE INITIALE STRUKTUREN 3.1.3

Fiir Netze (z;) in E und x € E gilt: x; —» ¢ in E & Vk: fi(x;) = fr(x) in Fg.
Teilmengen B C E sind beschrinkt in E < Vk: fi.(B) ist beschrinkt in Ej.

Ist die Familie der Abbildungen fr, endlich und sind die Ey normierbar so auch E.
Ist die Familie abzdhlbar und sind die Ejy abzdhlbar seminormierte LKV’e so auch
E.

Beweis.

Subbasis der griobsten Struktur. Die fi sind genau dann stetig, wenn p o fi
eine stetige SN auf E ist fiir alle (stetige) SN’en von Ej; folglich hat der durch Py
erzeugte lokalkonvexe Raum F die kleinste Familie von SN’en, so daf} alle fj, stetig
sind.

Initiale Topologie. Da alle f; beziiglich der von den SN’en erzeugten Topologie
stetig sind, ist die initiale Topologie grober oder gleich. Sei umgekehrt U = a + g,
ein Element der Subbasis der durch die SN’en g € Py erzeugten Topologie. Dann
ist ¢ = po fy fiir ein k und eine (stetige) SN p von Ej. Somit ist U = a + g« =
{z:p(fr(z—a)) <e} = {2 filx) = fila) € p<c} = (fr) "' (fr(a) + p<.) als Urbild
offen in der initialen Topologie beziiglich der f.
Universelle Eigenschaft. Fiir lineare Abbildungen f: F — E gilt:
f ist stetig

& Vg € Py:qgo fist stetig

& VEVp SN von Ey :po fi o f ist stetig

& Vk: f o f ist stetig.

Konvergente Netze. Fiir Netze (z;) in F und z € E gilt:

x; —>xin K

Vg€ Po:qlx;—z)—0

VE Vp SN von Ej, : p(fi(x;) — fu(x)) = (po fe)(z; —x) = 0
VE : fi(z;) = fr(z) in Eg.

Tt e

Beschriankte Mengen. Fiir Teilmengen B C F gilt:

B ist beschrankt in F

Vg € Py : q(B) ist beschrinkt in K

Yk V¥p SN von Ey, : p(fr(B)) = (po fi)(B) ist beschrinkt in K
& Vk: fr(B) ist beschriankt in Ej.

T3

Separiertheit. Es sei ¢(x) = 0 fiir alle ¢ € Py, d.h. p(fi(z)) = 0 fiir alle k£ und alle
(stetigen) SN’en p von Ej. Da Ej, separiert ist, ist fx(z) = 0 fiir alle k. Da die fj
Punkte trennen, ist z = 0.

Kardinalitit einer Subbasis. Nach Konstruktion ist die Subbasis der SN’en von
FE abzidhlbar, falls es die der Ej sind und die Indexmenge der k abzéhlbar ist. Ist
die Indexmenge endlich und alle Fj normierbar, so ist die Subbasis von E endlich.
Wenn aber Py := {p1,...,pn} eine endliche Subbasis der SN’en von F ist, so ist
auch {max{pi,...,pn}} eine Subbasis, und somit F normierbar. O

3.1.3 Beispiele initialer Strukturen.
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3.1 ALLGEMEINE INITIALE STRUKTUREN 3.1.4

Wir haben auf mehreren Rdumen E von Funktionen f : X — F die Struktur
der gleichméfBigen Konvergenz auf gewissen Teilmengen K C X betrachtet. Ins-
besonders waren dies C(X,F) und L(X,F). Diese ist also genau die von den
Einschrinkungsabbildungen inklj, : £ — B(K, F) induzierte initiale Topologie.
Eine Teilmenge A C FE von Funktionen ist somit genau dann beschrinkt, wenn
inkly (A) C B(K, F') beschrinkt ist, also {f(z) : f € A,z € K} in F beschriinkt
ist nach , d.h. A auf den Mengen K gleichméflig beschriankt ist.

Etwas allgemeiner ist auch die Struktur von C?(U, R™) von dieser Form, wobei man
nun Ableitungen gefolgt von Einschrinkungsabbildungen

CP(U,R™) — CP~I(U, L(R",...,R";R™)) - B(K,R™ ™)

betrachten mufl. Also ist eine Teilmenge A C CP(U,R™) genau dann beschrinkt,
wenn jede Ableitung auf kompakten Mengen gleichméfig beschrankt ist.

3.1.4 Folgerung. Struktur von Teilrdumen.

Sei F ein linearer Teilraum eines LKV’es E. Wir versehen F mit der initialen
Struktur beziiglich der Inklusion v : F — FE.

Die stetigen SN’en auf F sind genau die Einschrinkungen von jenen auf E.

Dann ist die Topologie von I die Spurtopologie von E.

e Fine Teilmenge von F ist genau dann beschrdinkt, wenn sie es in E ist.

FEin Teilraum eines (Folgen-) vollstindigen Raumes ist genau dann (Folgen-)
vollstindig wenn er (Folgen-) abgeschlossen ist.

Beweis.

Fortsetzen stetiger Seminormen. Sei g eine stetige Seminorm von F und Uy :=
g<1 ihr offener Einheitsball. Nach gibt es endlich viele ¢; € Py := {p|F :
p ist SN vonE} und ein K > 0 mit ¢ < K -max{q,...,qn}. Seien p; stetige SN’en
von E mit (p;)|r = ¢; und sei p := K - max{p1,...,py}. Dann ist p eine stetige SN
auf F und es gilt ¢ < p|p. Fiir die offene Einheitskugel U; := p.; gilt somit nach
: Ui NF CUy. Es sei nun U die absolut-konvexe Hiille von Uy U Uy. Da Uy
und U; selbst absolut-konvex sind, ist

U:{(l—t)u0+tu1 cug € Ug,uq EUl,OStﬁl}: U Uy,
0<t<1

wobei Uy := {(1 — t)ug + tus : ug € Up,us € Ur}. Da Uy = U, cp, (1 —t)uo +tU1
ist, und U; offen ist, ist auch U; offen in FE fiir ¢ # 0.

Wir wollen nun zeigen, dal Uy C (Jg.,<q Us ist, und somit U = (Jy,<; Uy ist. Als
Nebenresultat erhalten wir damit, da3 U offen ist. Sei dazu ug € Uy C F. Da Uy
in F' offen ist und U; N F eine 0-Umgebung in F ist, existiert ein 0 < ¢ < 1, s.d.
tug € UyNF und (1+41t) ug € Up. Damit ist aber ug = (1 —1¢) (1 +¢)upg+ttug € Uy
fiir dieses t > 0.

Weiters gilt Uy = U N F: Einerseits ist Uy € U und Uy C F. Andererseits sei
uweUNF,dann ist u € Uy fiir ein 0 < ¢t <1, d.h. w = (1 — t)ug + tuqg mit ug € Uy
und u; € Uy. Also ist u; = %(u — (1 —=1t)ug) € U1 NF C Uy und da Uy konvex ist,
gilt u = (1 — t)UQ + tuy € Up.

Nun sei ¢ das Minkowski-Funktional py von U (siche ) Dann ist ¢|r das

Minkowski-Funktional von U N F' = Uy = g1 und dieses stimmt nach mit ¢
iiberein.
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3.1 ALLGEMEINE INITIALE STRUKTUREN 3.2.1

Die Aussage iiber die Spurtopologie und beschrinkte Teilmengen folgt direkt

aus dem Satz .

Vollstiandigkeit abgeschlossener Teilrdume. Dies haben wir bereits in
gezeigt.

Abgeschlossenheit vollstéindiger Teilrdume. Es sei z; ein(e) gegen z in FE
konvergentes Netz (Folge) in F, dann ist x; ein(e) Cauchy-Netz (Cauchy-Folge)
in F, und somit konvergiert das Netz x; ; := x; — x; gegen 0 in E. Nach
konvergiert es also auch in F, d.h. z; ist ein(e) Cauchy-Netz (Cauchy-Folge) in F.
Da F als (Folgen-) vollstindig vorausgesetzt ist, konvergiert x; gegen ein y in F,
und weil die Inklusion stetig ist, also auch in E. Da FE separiert ist miissen die
beiden Grenzwerte z und y iibereinstimmen, also ist x =y € F. O

3.1.5 Teilrdiume des Banach-Raums B(X), sieche Lemma .
Sei X ein topologischer Raum. So ist Cp(X) := C(X) N B(X) ein abgeschlossener
Teilraum von B(X) und somit selbst ein Banach-Raum.

Weiters ist Co(X) seinerseits ein abgeschlossener Teilraum von Cp(X), und somit
selbst ein Banach-Raum.

3.2 Produkte

3.2.1 Folgerung. Struktur von Produkten.

Seien E, LKV’e und E =[], E) thr kartesisches PRODUKT, versehen mit der ini-
tialen Struktur beziglich der Projektionen pr), : E — Ei auf die einzelnen Faktoren.

e Dann ist die Topologie von E die Produkttopologie.

e Die Konvergenz ist die Koordinaten- (oder Komponenten-)weise Konver-
genz.

o Fine Menge B ist in E beschrinkt genau dann, wenn sie in einem Produkt
[1, Bi beschrinkter Mengen Bj, C Ej, enthalten ist.

e Das Produkt (Folgen-) vollstindiger Riume ist (Folgen-) vollstindig.

e FEin Produkt bornologischer Raume ist wieder bornologisch falls es micht aus
zuvielen Foktoren besteht; Genauer falls die Indexmenge kleiner als die erste
mefsbare Kardinalzahl ist. Ob eine solche existiert hingt von der verwendeten
Mengenlehre ab.

Beweis.

Produkttopologie und Konvergenz. Die Produkttopologie ist per Definition
die grobste Topologie, s.d. die Projektionen pr, : £ — Ej, stetig sind, also ist dies
die Topologie des LKV’es E nach dem Satz . Ebenso folgt die Aussage iiber
Konvergenz aus dem Satz. Eine Basis ist gegeben durch die Produkte [], Ui mit
U, C Ey, offen und U, = Ej, bis auf endlich viele Indizes k.

Beschrinkte Mengen. Eine Menge B C F ist nach dem Satz genau dann
beschrinkt, wenn By := pr,(B) C Ej beschrinkt ist fiir alle k. Da immer B C
[[; Bj folgt das gewiinschte, denn wegen pry([[; Bj) = By, ist [[; B; beschrénkt.

Vollstiandigkeit. Sei z; ein Cauchy-Netz in E, dann bildet die k-te Koordinate
von x; wegen der Stetigkeit und Linearitdt von pr, ein Cauchy-Netz in Ej, und

andreas.kriegl@univie.ac.at © 11. Juni 2019 32



3.2 PRODUKTE 3.2.2

konvergiert somit in E. Nach Beschreibung der Konvergenz, konvergiert dann aber
x; gegen den Punkt x € E dessen k-te Koordinate gerade lim; pry (z;) ist.

Bornologizitit. Der Beweis dieser Aussage folgt aus dem nachstehenden Theorem

zusammen mit Bemerkung . O

3.2.2 Definition. Ulam-Mafle.

Ein ULAM-Mass auf einer Menge J ist ein {0, 1}-wertiges Maf auf der Potenzmenge
P(J) also eine Abbildung p : P(J) — {0,1}, welche u(| ey An) = D opey #(An)
fiir alle paarweise disjunkten Mengen A,, C J erfiillt. Es heifit NICHT-TRIVIAL, falls
w({j}) =0 fiir alle j € J, aber u # 0.

Offensichtlich ist ein Ulam-Ma8 u eindeutig durch F := p~!(1) bestimmt. Fiir
u # 0 ist dies ein Filter auf J, denn

o 0 ¢ F,dapd) =p@UD) =2 1), also u(@) = 0 ist.
o Seit Ae Fund AC B C J. Dann ist

1> p(B) = p(B\A)+ p(4) = u(4) =1,
also u(B) =1, d.h. B€ F.
e Sei indirekt angenommen A, B € F und AN B ¢ F, dann ist

1=pu(A) = w(ANANB) + n(ANB) = p(A\ AN B)
und somit (AU B) = u(A\ AN B)+ u(B) =2 ¢ {0,1}.

Es ist F sogar ein ULTRAFILTER, d.h. ein bzgl. Inklusion maximaler Filter (oder
dquivalent A C J = A € F oder A°:=J\ A € F), denn angenommen A ¢ F und
A¢ ¢ F. Dann ist u(J) = u(A) + p(A°) = 0+ 0 ein Widerspruch zu p(J) # 0.

Es ist F auch ein §-FILTER, d.h. mit A, € F ist auch ﬂnGN A,, € F: Andernfalls
ist U,en A5 = (Npen An)¢ € F und A7, ¢ F fiir alle n € N, d.h. (A7) = 0 aber
(Unen A5) # 0, ein Widerspruch zur o-(Sub)additivitét, denn sei B, := A, und
Cn := By \ Up<,, Br, dann ist U, B, = |],, Cr und p(Cr) < p(B,) = 0, aber
m(U, Cn) # 0.

Umgekehrt sei ein §-Ultrafilter F auf J gegeben, dann ist 0 # p := xr : P(J) —
{0,1} ein Ulam-Maf: Seien némlich die A,, C J paarweise disjunkt. Wegen der
offensichtlichen Monotonie von f ist nur zu zeigen, daf aus pu(| |,cy An) = 1 die
Existenz eines (eindeutigen) n € N mit p(A,) = 1 folgt. Wire p(A,) = 1 fiir
mindestens zwei n, so wiren diese A,, € F und damit auch ihr leerer Durchschnitt.
Sei also indirekt angenommen pu(A,) = 0 fiir alle n € N, also A, ¢ F und damit
Ay, € F. Wegen der d-Filter Eigenschaft wire dann auch (U, ey An)¢ = N,y 45 €
F,also U,eny An ¢ F, ie. (U, ey An) = 0, ein Widerspruch.

Beachte, dafl das Ulam-Maf} p genau dann nicht-trivial ist, wenn (| F = (), denn
JENF & u({j}) = 1:

p{j})=1={j} e F=je Afiralle Ac F, andernfalls ist ) = {j}NnA e F
und umgekehrt folgt aus u({j}) =0, dal j ¢ A:= {j}° € F.

Weiters gilt N\F #0 < JjeJ: F={ACJ:je A}: Sei j € (F. Wegen j ¢
{j}°ist {j} € F auf Grund der Ultrafilter-Eigenschaft, also F = {A C J :j € A}.

Eine Kardinalzahl heifit MESSBAR, wenn ein nicht-triviales Ulam-Maf} auf ihr ex-
istiert. Falls mef3bare Kardinalzahlen existieren, so ist die kleinste mefbare Kardi-
nalzahl m UNERREICHBAR, d.h. Ry < m, weiters ¢ < m = 2° < m, sowie k < m

und ¢; < m fiir allei € k = ), ¢; < m, siehe [36] bzw. [16] und [28].
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3.2 PRODUKTE 3.2.3

3.2.3 Theorem. Beschrinkte Funktionale auf Produkten.
Fiir Mengen J sind folgende Aussagen dquivalent:
1. Alle beschrinkt linearen Funktionale auf R7 := [I, R sind stetig;

2. Alle Algebra-Homomorphismen R? — R sind Koordinatenprojektionen pr;
furjeJ;

3. J laft nur triviale Ulam-MajfSe zu, d.h. die Kardinalitit von J ist kleiner als
die kleinste mefbare Kardinalzahl.

(@) stammt von [29]und (@) von [12].

Beweis. (<:) Sei f : R — R beschriinkt linear. Wir miissen zeigen, dafl f
stetig ist.

Esist A:= {j € J: f(e?) # 0} endlich, wobei e/ der j-te Einheitsvektor in R
sei, also alle Koordinaten 0 bis auf 1 an der j-ten Stelle hat: Andernfalls existieren
paarweise verschiedene j, € A fiir n € N mit f(e/») # 0. Dann ist {% eln

n € N} beschrinkt in R/, aber f( % ein) = n unbeschrinkt, ein Widerspruch

zu f beschriankt. Somit ist g : = f(z - xa), R7 — R4 = R/ — R stetig und
h := f — g ist beschrinkt linear und verschwindet auf R¢/) := {z ¢ R’ : {j : x; #
0} ist endlich}. Es geniigt also h = 0 zu zeigen.

Sei indirekt h # 0 angenommen. Wir betrachten H := {I C J : hy := h|gr # 0}.
Der Filter {J} ist eine Teilmenge von H und die Vereinigung einer linear geordneten
Teilmenge von Filtern von J, die in H enthalten sind, ist so ein Filter. Nach dem
Zorn’schen Lemma existiert somit ein maximaler Filter F der in ‘H enthalten ist.

Es ist F ein Ultrafilter: Sei I C J. Falls IN A ¢ H und I°N B ¢ H fur gewisse
A B € F,dann ist C' := ANB € F C H aber he¢ = hine + hrene = 0, also
C ¢ M, ein Widerspruch. Somit ist IN A € H fiir alle A € F oder °NA € H
fir alle A € F. Wegen der Maximalitéit (der von {INA: A € F} erzeugte Filter
{B:3A € Fmit INAC B} D Fist in H enthalten) ist dann I € F bzw. I° € F.

Es ist F ein 0-Filter (und definiert somit ein Ulam-MaB): Seien A,, € F beliebig und
Ao = Npen An- Angenommen A NA = () fiir ein A € F. Da B, := AN, Ax €
F C H existiert ein b € RE» C R/ mit h(b") > n. Wegen B,.; C B, und
N, Bn = 0 liegt jedes i € J nur in endlich vielen B, also ist b} = 0 fiir alle
bis auf endlich viele n und damit {v" : n € N} C R’ beschriinkt aber h darauf
unbeschrinkt, ein Widerspruch. Somit ist A, N A # () fiir alle A € F und wegen
der Maximalitét ( {AxNA : A € F} erzeugt dann wie zuvor einen in H enthaltenen
Filter) ist Ay, € F.

Da Ulam-Mafle auf .J nach Voraussetzung trivial sind, existiert ein ¢ mit {i} € F C
H, ein Widerspruch zu h|g) = 0.

(:>) Sei f : RT — R ein Algebra-Homomorphismus. Fiir jedes z € R’ existiert
ein ¢ mit f(x) = x;, andernfalls ist z — f(z)-1 invertierbar, also 0 # f(x— f(x)-1) =
f(x) — f(x)- f(1) = 0 ein Widerspruch. Folglich ist f monoton, da zu x,y € R ein
i € I existiert mit f(x) = z; und f(y) = y;, andernfalls betrachte (z — f(z))? +
(y — f(y))?. SchlieBlich ist f beschrinkt, denn sei B C R! beschriinkt und f(B)
unbeschriankt. Dann kénnen wir ” € B mit |f(z™)] > 2" finden und indem wir
z"™ durch (z™)% € B? ersetzen diirfen wir 2" > 0 voraussetzen. Dann konvergiert
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3.2 PRODUKTE 3.2.5

=Y sa™ € R (vgl. mit ) und
=13 5+ X ) = X et (X 300
n>N

n<N n<N n>N

1 n
n<N

wegen der Monotonie von f. Damit ist Y, 5~ f(2™) monoton, beschrénkt und somit

konvergent, aber ihre Summanden nach unter durch 1 beschrénkt, ein Widerspruch.
Nach (1) ist somit f stetig, also nur von endlich vielen Koordinaten abhingig(!)
und somit eine Punktevaluation, denn fiir i # j ist 0 = f(e - e/) = f'. f9 mit
fi:= f(e'), also nicht f*# 0 # f7.

(:>) Sei p: P(J) — {0, 1} ein nicht-triviales Ulam-Maf. Dann ist F := p~1(1)
ein §-Ultrafilter mit (\F = (). Fiir x € R/ betrachten wir den von den Mengen
x(I) == {z; : i € I} mit I € F erzeugten (Bild-)Filter F, in R. Dies ist ein
§-Ultrafilter(!) auf R und da R nur triviale Ulam-Mafe g, zuldBt (|R| = 2% ist
erreichbar!), existiert ein (eindeutiges) f, € R mit . ({f.}) = 1, d.h. {f.} € Fu,
also F, = {A CR: f, € A}. Insbesonders existiert ein A, € F mit ) # z(4,) C
{fz}, also {fz} = z(Ay).

Dapr, : © — x; ein Algebra-Homomorphismus fiir jedes 7 ist, ist auch f : z — f, ein
solcher: Fiir z,y € R’ existieren A,, A, € F mit {f,} = z(4,) und {f,} = y(4,)
und somit ist C := A, N Ay € F und z(C) = {f,} und y(C) = {f,}, also ist

fay € (2-9)(C) Cx(C) - y(C) = {fa} - {fy} = {fa- [y}, dh. f(z-y) = f(2)- f(y).
Weiters ist f1 € 1(I) = {1;:4 € I} = {1} fiir alle I € F also f(1) = 1.

Wegen | 2 |ist f = pr; fiir ein j € J, aber wegen [ F = () existiert fiir jedes j € J ein
Ae Fmitj¢ A, alsoist 1 =prj(e/) = f(e/) € e/(A) = {0}, ein Widerspruch. [J

3.2.4 Bemerkung. Bornologizitit von Funktionenriumen.

Wir werden spiiter zeigen (siehe auch [14, S.281]), daB R! genau dann bornologisch
ist, oder auch nur alle beschrénkt linearen Funktionale auf R! stetig sind, also
die Kardinalitdt von I nicht mefBbar ist, wenn []..; E; bornologisch ist fiir alle
bornologischen Rdume E;.

el

Allgemeiner heifit ein vollsténdig regulérer topologischer Raum (anstelle einer diskreten
Menge) X REELL-KOMPAKT wenn die einzigen Algebra-Homomorphismen C'(X,R) —
R die Punktauswertungen sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn er ein abgeschlossen-
er Teilraum einer Potenz R ist, siehe [26, 2.5.2]. Ein diskreter Raum ist also nach

genau dann reell-kompakt, wenn seine Kardinalitdt nicht-meBbar ist.

Nach einem Theorem von [30] and [34] ist C'(X,R) fiir einen vollstéindig reguléren
Raum X genau dann bornologisch, wenn X reell-kompakt ist.

Nach einem Theorem von [32] ist auch fiir abzéihlbar seminormierte Rdume E und
vollstédndig regulires X der Raum C(X, F) genau dann bornologisch, wenn X reell-
kompakt ist.

Nach einem in [33] erwiihnten Beispiel von Susanne Dierolf ist C(Nu,, R())) fiir
iiberabzéhlbares J nicht bornologisch, obwohl die 1-Punkt-Kompaktifizierung N,
von N kompakt und damit reell-kompakt und R(”) bornologisch ist, siehe .

3.2.5 Beispiele.

Sei eine punktetrennende Familie von linearen Abbildungen fi : E — Ej auf einem
Vektorraum E mit Werten in LKV’en Ej gegeben. Dann ist die initiale Struktur
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auf E gerade durch die Einbettung von E in das Produkt [], Ej gegeben, welche
xz € E auf (fi(x))r € ][, Ex abbildet.

Fiir einen topologischen Hausdorffraum X 148t sich also C(X,K) als Teilraum
des Produkts [[, C(K,K) auffassen, wobei K die kompakten Teilmengen von X
durchliéuft. Die Topologie von C(X,K) ist dann natiirlich jene der gleichmiifiigen
Konvergenz auf kompakten Mengen K C X. Man iiberlege sich, dafl dieser Teilraum
abgeschlossen ist, falls X ein Kelley-Raum ist, d.h. eine Menge A in X abgeschlossen
ist genau dann, wenn ihr Durchschnitt ANK in K abgeschlossen ist, fiir alle kompak-
ten K C X. Falls eine abzdhlbare Basis der kompakten Mengen von X existiert, also
eine abzdhlbare Familie kompakter Mengen K, , sodal jede kompakte Teilmenge
von X in einem K, enthalten ist, dann ist C'(X,K) ein abzihlbar seminormierter
Raum. Falls X lokalkompakt und o-kompakt (d.h. eine Vereinigung abzihlbar viel-
er kompakter Mengen) ist, so ist C'(X,K) ein Fréchet-Raum, d.h. ein vollstindiger
abzéhlbar seinormierter LKV.

Sei G C C offen, so ist der Raum der holomorphen Funktionen H(G,C) ein
abgeschlossener(!) Teilraum von C(G,C) und somit selbst ein Fréchet-Raum.

Sei I C R ein kompaktes Intervall, dann ld8t sich der Raum C*°(I,R) der glatten
Funktionen durch f + (f(™),cn als (wegen [20, 4.2.11]) abgeschlossener Teilraum
in [],,cn C(I,R) einbetten. Somit ist C°°(I,R) ein vollstandiger abzéhlbar semi-
normierter LKV. Seine Topologie ist die der gleichméfigen Konvergenz in jeder
Ableitung getrennt. Allgemeiner 148t sich fiir jede offene Menge X C R™ der Raum
C*(X,R) zu einen Fréchet-Raum machen.

3.3 Allgemeine finale Strukturen

3.3.1 Motivierendes Beispiel der konvergenten Potenzreihen.

Wir wollen nun den Raum E der lokal konvergenten Potenzreihen zu einem LKV
machen. Eine Potenzreihe ZZOZO an 2" ist natiirlich durch ihre Koeffizienten a,, ein-
deutig bestimmt, und die Addition und Skalarmultiplikation konvergenter Poten-
zreihen driickt sich durch Addition und Skalarmultiplikation ihrer Koeffizienten
aus. Also ist es naheliegend E mit {(a,) € CV : limsup,,_, . |an|'/™ < oo} zu
identifizieren.

Ein erster Ansatz wire dann E mit der initialen Struktur als Teilraum des Produkts
CcN = [I,.cn C aufzufassen, aber darin ist er leider nicht abgeschlossen, denn die
Polynome (= endliche Folgen) liegen dicht in CN (Beweis!). Diese Struktur ist also
zu grob, andererseits ist leider (ay,), + limsup,, ,_ |a,|"/™ keine Seminorm. Wenn
wir aber fiir 7 > 0 den linearen Teilraum F,. der Potenzreihen mit Konvergenzradius
1/(limsup,, . |an|*/™) > r betrachten, so haben wir darauf eine passende Norm
némlich (ay,)n — sup{|a,|r™ : n € N}. Wir kénnen also E als Vereinigung (J,., Er
normierter Rdume F, schreiben. Nun wollen wir mittels der Familie von Inklusionen
fr + E. — E auf eine moglichst natiirliche Weise E zu einem (vollstdndigen) LKV
machen. Insbesondere sollen die Abbildungen f, : F, — E stetig sein, also fiir eine
stetige SN ¢ auf E die Zusammensetzung q o f, eine stetige SN auf E,. liefern.

3.3.2 Satz iiber finale Strukturen.

Sei fr : Ex — E eine Familie von linearen Abbildungen von LKV’en in einen
Vektorraum E. Der Vektorraum E versehen mit der Menge

P = {p ist Seminorm auf E : Vk ist po f eine stetige Seminorm von Ek}
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ist jener nicht notwenig separierte lokalkonvere Raum, welcher die feinste Struk-
tur trdgt, s.d. jedes fr : Eyx — E stetig ist. Wir nennen diese Struktur die FI-
NALE STRUKTUR beziiglich der Familie der Abbildungen fi. Mit dieser Struktur
hat E die folgende universelle Eigenschaft: Eine lineare Abbildung f : E — F in
einen lokalkonveren Raum F ist genau dann stetig, wenn alle Zusammensetzungen
fofx:Er— F essind. Sind alle By bornologisch, so auch E.

Im allgemeinen gibt es weder fiir die Topologie, noch die Konvergenz, noch die
beschrinkten Mengen, noch die Separiertheit eine direkte Beschreibung &hnlich
jener bei initialen Strukturen.

Beweis.

Feinste Struktur. Die Abbildungen fj : Ey — FE sind genau dann stetig, wenn alle
stetigen SN’en von E zu P gehoren. Bleibt also zu zeigen, dafl P einen lokalkonvexen
Raum beschreibt. Sei dazu ¢ eine Seminorm auf E, fiir welche endlich viele ¢; € P
existieren und ein R > 0, s.d. ¢ < R -max{qy,...,qn} ist. Dann gilt die gleiche
Ungleichung auch fiir die Zusammensetzungen von ¢ und ¢; mit fx, also ist g o fx
eine stetige SN auf Ej, und somit gehort g zu P, also ist F zusammen mit P
ein lokalkonvexer Raum nach Lemma , und die Struktur ist die feinste, s.d.
alle fy stetig sind. Daraus ergibt sich direkt die gewiinschte universelle Eigenschaft

mittels [2.1.1].

EkL>E*f>F

N

R

Bornologizitét. Sei f : F — F eine beschrinkte lineare Abbildung, dann ist auch
f o fr beschrinkt, denn jede stetige Abbildung (wie fi) ist auch beschrinkt, nach
Lemma . Da Ej als bornologisch vorausgesetzt wurde, ist fo f; : By — F
stetig. Wegen der universellen Eigenschaft ist folglich f stetig. O

Beziiglich der anderen Eigenschaften die nicht notwendig vererbt werden, schrinken
wir unsere Betrachtungen auf Spezialfille ein.

3.3.3 Folgerung. Quotienten.

Sei E ein LKV und F ein linearer Teilraum. Wir versehen den QUOTIENTEN-RAUM
E/F :={x+ F :x € E} der Nebenklassen x + F in E beziiglich F' mit der finalen
Struktur beziglich der kanonischen Projektion w:x+— x+ F von E — E/F.
Dann trigt E/F die Quotienten-Topologie, d.h. die feinste Topologie s.d. w: E —
E/F stetig ist. Weiters ist w offen.

Der Quotienten-Raum E/F ist separiert genau dann, wenn F abgeschlossen ist in
E.

Die stetigen SN von E/F sind genau die Abbildungen §(x + F') := inf{q(x +y) :
y € F}, wobei q die stetigen Seminormen von E durchliuft. Ist E normierbar (bzw.
abzihlbar seminormierter LKV) und F abgeschlossen so ist auch E/F normierbar
(bzw. abzihlbar seminormierter LKV).

Beziiglich Vollstandigkeit haben wir leider keine allgemeine Aussage, siehe aber
3.5.3]

Beweis.
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Stetige SN’en von E/F. Zu jeder SN ¢ auf FE definieren wir eine neue SN ¢p
durch gp(z) ;= inf{q(x +y) : y € F'}. Dieses Infimum existiert, da g(z +y) > 0. Es
ist ¢p eine Seminorm, denn fiir A # 0 gilt

gr(Ae) = inf{gQa +9)  y € F} = int{g(\(z + L)) : y € F}
=inf{|{\ ¢z +2): 2z € %F =F} =|\gr(x)
und die Subadditivitéit von gp folgt aus
qgr(x1 +x9) = inf{q(xl +aa+y):yeF = F+F}

:inf{q(an +x2+y1 +y2) Y1 € Fyyo GF}

IN

inf({Q(% +y1) iy € Fy4+{q(za +y2) 1 g2 € F})

inf{q(xl +y1) iy € F} + inf{q(xg +y2):y2 € F}
qr(z1) + qr(z2).

Weiters ist (¢r)<1 C g<1 + F (in der Tat sogar gleich, und somit ist g das
Minkowski-Funktional von ¢<1 + F), denn 1 > ¢qp(z) = inf{q(z +vy) : y € F} =
yeF:qz+y)<l,alsor=(x+y)+(—y) mitz+y € gy und —y € —F = F.
Falls ¢ stetig ist, so auch ¢p, denn qr < q. Da ¢ nach Konstruktion konstant ist
auf Nebenklassen = + F', faktorisiert gp zu einer Seminorm ¢ auf E/F, die nach
Konstruktion der finalen Struktur auch stetig ist. Umgekehrt sei ¢ eine stetige SN
auf F/F, dann ist ¢ := § o 7 stetige SN auf E die konstant ist auf Nebenklassen
x+ F. Also ist ¢z = ¢ und ¢ die zu ¢ durch obige Konstruktion assoziierte SN auf

Die Aussage iiber die Kardinalitit einer Subbasis ist nun evident.

Quotiententopologie und Offenheit von 7. Eine Menge V C E/F ist offen in
der Quotienten-Topologie genau dann, wenn 7~ (V') offen ist in E. Wir zeigen nun
die Gleichheit der Topologien und die Offenheit von 7.

Sei also U offen in E, dann ist 7~} (n(U)) =U + F = Uyer U +y offen in E, und
somit V := 7(U) offen in der Quotienten-Topologie.

Wenn V C E/F offen ist in der Quotienten-Topologie, dann ist U := 7=1(V) offen
in E. Es sei 0 € V, dann geniigt es 0.B.d.A. zu zeigen, dafl V' eine 0-Umgebung in
der von den Seminormen erzeugten Topologie ist. Es existiert eine stetige SN g auf
E mit g.1 C U und folglich gilt (¢r)<1 € g<c1 + F C U + F = U. Damit ist aber
d<1 €V, denn

1>z +F)=qr@)=2cU=1'(V)=2+F=x() cn(z" (V) CV,
und somit V eine 0-Umgebung in der von den SN’en erzeugten Topologie.
Ist schlielich V' C E/F offen in der von den SN’en erzeugten Topologie, so ist
U :=n"YV) C E offen in E und damit V offen in der Quotienten-Topologie.

Separiertheit. Es sei E/F separiert. Dann ist
{0} =({a™"(0) : g ist SN von E/F},

also {0} C E/F abgeschlossen, und somit F' = 7~1(0) C E abgeschlossen.

Umgekehrt, sei FF C E abgeschlossen. Dann ist £\ F offen und, da 7 eine offene
Abbildung ist, auch #(E \ F) = E/F \ {0}. Also ist {0} in E/F abgeschlossen.
Folglich ist E/F separiert, denn ¢(y) = 0 fiir alle ¢, hat zur Folge, daf} die konstante
Folge 0 gegen y konvergiert und, da {0} abgeschlossen ist, folgt y = 0. O
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3.3.4 Kern einer Seminorm.

Es seip: E — R eine Seminorm des LKV’es E, dann ist der Kern Ker(p) := p~1(0)
von p ein abgeschlossener Teilraum, denn p(z) = 0 = p(y) impliziert p(Ax) =
[Ap(z) = |A0 =0und 0 < p(x+y) < p(x)+p(y) = 040. Somit ist E,, := E/Ker(p)
mit p ein normierter Raum. Man beachte noch, dal pr = p, denn p(z) — 0 =
p(z) —p(=y) < p(z +y) < p(x) +ply) = p(z) + 0 fiir y € Ker(p).

Folglich ist jeder LKV FE einbettbar als Teilraum in das Produkt Hp E,, wobei p die
Seminormen von E durchliuft. Die Einbettung ist gegeben durch z — (z+XKer(p)),.
Sie ist injektiv, da E separiert ist. Und E trégt die initiale Struktur beziiglich dieser
Einbettung, da die popr), : Hq E, — E, — R eine Subbasis von SN’en am Produkt
bilden.

E—->1T], £,

L”\\ Ei

R<——
p

3.4 Endlich-dimensionale LKV

3.4.1 Lemma. 1-dimensionale LKV’e.

Sei E ein 1-dimensionaler LKV und 0 # a € E, dann ist die Abbildung f : K — E,
t — ta ein Isomorphismus von LKV’en (d.h. linearer Homdéomorphismus). Jeder
lineare Isomorphismus von E mit K ist also ein Homdomorphismus.

Beweis. Da {a} eine Basis des Vektorraums F ist, ist f bijektiv, und jeder lineare
Isomorphismus f : K — E sieht so aus mit a := f(1). Weil die skalar-Multiplikation
stetig ist, ist f stetig. Da E separiert ist, gibt es eine SN ¢ mit g(a) > 1. Dann ist

If~1(ta)| = |t| = ‘f]((t;)) < q(ta), d.h. |f71] < ¢, also f~! auch stetig. O

3.4.2 Lemma. Stetige Funktionale.
Sei E ein LKV und f: E — K ein lineares Funktional. Dann gilt:

1. f ist stetig;
< 2. |f] x| f(x)] ist eine stetige Seminorm;
< 3. Der Kern Ker(f) ist abgeschlossen.

Falls hingegen f unstetig ist, so ist Ker(f) in E dicht.
Beweis. ( = ) Klar, da || eine stetige Norm auf K ist.

(2]=[3]) Klar, da Ker(f) = Ker(|f]).

( = ) Es geniigt den Fall f # 0 zu betrachten. Dann ist f : F — K surjektiv.
Da F := Ker(f) abgeschlossen ist, ist E/F ein LKV nach . Da f|p = 0 ist,
faktorisiert f iiber 7 : E — E/F zu einer linearen Abbildung f: E/F - K.

E—— T s F/ker(f)
.‘/’

Da f surjektiv ist, gilt gleiches auch fiir f . AuBlerdem ist f injektiv, denn 0 =
f(n(z)) = f(z) = = € Ker(f) = w(z) = 0. Also ist f ein Isomorphismus von
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LKV’en nach dem Lemma . Folglich ist f = f om stetig als Zusammensetzung
stetiger Abbildungen.

Sei nun f unstetig, also Ker(f) nicht abgeschlossen. Sei a € Ker(f) \ Ker(f).
0O.B.d.A. sei f(a) = 1. Die Abbildung Ker(f) x K — E, (z,t) — x + ta ist stetig,
linear und surjektiv (sogar bijektiv), denn E > y — (y — f(y) a, f(y)) € Ker(f) xK
ist offensichtlich rechtsinvers dazu. Thr Bild liegt aber im linearen Teilraum Ker(f),
also ist dieser ganz E. O

3.4.3 Beispiele linearer unstetiger Funktionale.

Es sei E := C([0,1],K) mit der 1-Norm. Dann ist evy : E — K linear, aber nicht
beschriankt (=stetig) und Ker(evg) = {f € E : f(0) = 0} somit dicht, denn wir
finden leicht stiickweise affine Funktionen f,, > 0 mit [ f,, =1 aber f,,(0) = n.

Ebenso ist Y : E — K linear und nicht stetig (=beschrénkt), wobei E der Raum
der endlichen Folgen mit der co-Norm ist und > : 2+ > 7 | @y,

Um auch auf Banach-Rdumen F unstetige lineare Funktionale zu finden benéttigt
man allerdings das Auswahlaxiom. Nimmt man statt dessen das Axiom, dafl jede
Teilmenge von R mefibar ist, zur Mengenlehre hinzu (siehe [35]), so ist jede lineare
Abbildung zwischen Banach-Réumen stetig (siche [8]).

3.4.4 Folgerung. Teilrdume der Kodimension 1.

Es sei F' ein abgeschlossener Teilraum des LKV’es E der Kodimension 1 (d.h.
Ja € E\F s.d. der Vektorraum E durch FU{a} erzeugt wird). Dann gilt F xK = E,
wobei der Isomorphismus durch (y, \) — y + Aa gegeben ist.

Beweis. Die Abbildung (y, A\) — y + Aa ist klarerweise stetig. Sie ist surjektiv, da
der Vektorraum E durch FU{a} erzeugt wird; und sie ist injektiv, denn y+Aa =0
mit A\ #0=a= —%y € F, ein Widerspruch.

Nun zur Umkehrabbildung. Dazu definieren wir ein lin-
F > E > E/F  cares Funktional f:+E — Kdurch f(y + Aa) = A

" mi Der Kern von f ist F, also abgeschlossen. Somit ist
VAN f und damit auch die gewiinschte Umkehrabbildung
K Eszw (z— f(x)a, f(z)) € F x K stetig. O

3.4.5 Satz von Tychonoff iiber endlich dimensionale LKV’e.
Fiir jeden LKV E gilt:

1. E ist endlich dimensional.
&2, E=2K" = szl K fiir ein n € N. Genauer: Jeder lineare Isomorphismus
E =2 K" ist auch ein Isomorphismus LKV’e.
& 3. E ist lokalkompakt.
< 4. F besitzt eine prikompakte 0-Umgebung.

Ein topologischer Raum heifit LOKALKOMPAKT falls jeder Punkt eine Umgebungs-
basis bestehend aus kompakten Mengen besitzt. Fiir einen Hausdorff-Raum geniigt
es dazu fiir jeden Punkt eine kompakte Umgebung zu finden und fiir einen LKV ist
dies zur Existenz einer kompakten 0-Umgebung dquivalent!

Ein Teilmenge K eines LKV’s heifit PRAKOMPAKT, falls zu jeder 0-Umgebung U
eine endliche Menge F' existiert mit K C U + F = UyeF U+y.

Beweis. ( = ) Wir zeigen mittels Induktion nach der Dimension n, daf} jede
lineare Bijektion K” — E schon ein Hom6omorphismus ist:
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(n=1) ist bereits im Lemma gezeigt.

(n+1) Es sei f : K" — E eine lineare Bijektion. Klarerweise gibt es einen
natiirlichen topologischen Isomorphismus k : K" x K = K"*!. Sei nun a :=
k(0,1) € K" Es ist f o k|gn : K* — f(K") =: F eine lineare Bijektion, und
F als Teilraum eines LKV’s ein ebensolcher. Also ist nach Induktionsannahme
foklgn : K®* = F ein Homdomorphismus. Da K™ = [["_, K vollstindig ist, gilt
gleiches fiir F', und somit ist F' abgeschlossen in F, nach der Folgerung . Nach
Folgerung ist h: (y,\) = y+ X f(a) ein Homéomorphismus und somit auch
f=ho(foklgn xidg)ok ™1 : KMl 2 K" xK - F x K~ E.

( = ) Ist eine direkte Folge des Satzes von Bolzano-Weierstraf (siehe [20,
3.3.4]) denn danach ist der Einheitswiirfel im R™ eine kompakte 0-Umgebung.

( = ) Jede kompakte Menge K ist prakompakt, da {U + = : € K} eine
offene Uberdeckung darstellt.

( = ) Sei U eine prikompakte (absolut-konvexe) 0-Umgebung. Zur 0-Umgeb-
ung %U existiert eine endliche Menge F, s.d. U C F + %U. Das gilt erst recht,
wenn wir F' durch den erzeugten endlich-dimensionalen Teilraum, den wir wieder
mit F' bezeichnen, ersetzen. Wir wollen nun zeigen, dafl F' gleich E ist. Da F
endlich-dimensional ist, ist F' vollstdndig wegen ( = ), also ist F' abgeschlossen
nach Folgerung . Nun betrachten wir die kanonische Projektion 7 : E —
E/F. Die prikompakte Menge U ist auch beschrinkt: Fiir jede (absolut-konvexe)
0-Umgebung W existiert eine endliche Menge A mit U C A + W, und da W
absorbierend und A endlich ist finden wir ein K > 0,s.d. A C K - W, also ist U C
(K +1)W. Folglich ist V := n(U) in E/F eine beschrénkte 0-Umgebung, also E/F
nach Satz normierbar, die Familie %V ist eine 0-Umgebungsbasis und somit
N, 7=V = {0}. Weiters haben wir V =a(U) Cn(F +3U) =0+ i a(U) = 3 V.

n 2n

Daraus erhalten wir mittels Induktion V' C 5=V und somit V C ),y 52V = {0}.
Da V als 0-Umgebung absorbierend sein muf}, ist E/F = {0}, d.h. F = E. O

3.4.6 Folgerung.

1. Am K™ sind alle Normen und allgemeiner alle Punkte-trennenden Mengen
Po von Seminormen dquivalent (d.h. erzeugen die gleiche Topologie).
2. Es sei F ein endlich dimensionaler Teilraum eines LKV’es E. Dann ist F

abgeschlossen und folglich E/F separiert (siehe auch )

3. Ist f: E — F eine lineare Abbildung eines endlich dimensionalen LKV’es
E in einen LKV F, so ist [ stetig.

4. Ist F ein abgeschlossener Teilraum eines LKV’es E und hat F endliche
Kodimension in E, d.h. E/F st endlich-dimensional, so ist E als LKV
isomorph zu F x (E/F).

Beweis. Es sei p eine Norm auf K™, dann ist nach dem Satz von Ty-
chonoff (K™, p) topologisch isomorph zu (K™, ||_||o0 ), also ist die Norm p dquivalent
zur unendlich-Norm. Folglich sind je zwei Normen #quivalent.

Da F isomorph ist zu K™ und K™ vollsténdig ist, ist auch F' vollsténdig, und
damit abgeschlossen in FE.

0.B.d.A. E = K™. Jedes lineare f laBt sich als f(z) = >, _, pr(z) f(ex)
schreiben, wobei ey, die Standard-Einheitsvektoren des K™ sind. Da die Projektionen
pr; nach Konstruktion des Produkts stetig sind, ist es auch f.

Wir betrachten die kanonische Projektion 7 : E — E/F. Da sie surjektiv ist,
existiert eine lineare rechts-Inverse f (Wir wihlen Urbilder in E unter 7 einer Basis
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im endlich dimensionalen Raum E/F). Da E/F separiert ist (F ist abgeschlossen)
ist f nach stetig. Nun ist der gewiinschte Isomorphismus £ — F x (E/F)
gegeben durch x — (x — f(n(z)), m(z)). Sein Inverses ist (y, z) — y + f(2). O

3.5 Metrisierbare LKV

3.5.1 Lemma. Produkte metrischer Riume.

Es seien E,, NR. Dann ist die Topologie von E :=[] E,, metrisierbar.

neN

Beweis. Wir definieren eine Metrik d am Produkt E durch die punktweise konver-
gente Reihe

oo

1 Tp — Yn

n=0 20 1+ [lan —yall

Dies ist wohldefiniert, da 71%;73’;“ 7 < 1, und (5)n summierbar ist, also nach
n n
1 Hajnfy'n”

der Holder-Ungleichung auch das innere Produkt d(z,y) = ((z7)nl(Tp5 25 )n)
existiert. Es gilt die A-Ungleichung, denn t — %th = ﬁ
und somit fiir v < a + 8 die Abschitzung
o B _ a+p+2p _ atftal _ ath _ 7y
l4a 148 14+a+f+af  1+a+p+af  14+a+8 " 1+7x

ist monoton wachsend

gilt.
Falls [l2; — yil| < gir filr i < n gilt, so ist d(z,y) < 5ir, denn
Aoy} = Z ;M < ;L ;-leiyilH; R
Umgekehrt sei d(z,y) < m so gilt ||z; — yil| < % fiir alle ¢ < n, denn
Lo deiwll gy b o1

< -
20 14 ||z — vl —27(n+1) T 2i(n+1)
lzs — il 1
Lt |l —yll — n+1

= -z -yl <1,

Somit erzeugt d die gleiche Topologie wie die Subbasis {| pr, (z)|| : n € N} der
Seminormen. O

3.5.2 Folgerung. Charakterisierung metrischer LKV.

Es sei E ein LKV. Dann ist die Topologie von E genau dann metrisierbar, wenn F
ein abzdhlbar seminormierter LKV ist. Fiir solche LKV’e gilt genau dann, daf$ jene
Translations-invariante die Topologie erzeugende Metrik vollstindig ist, wenn sie
als lokalkonvexe Topologie vollstindig ist. Fin Fréchet-Raum ist also nichts anderes
als ein vollstindig metrisierbarer LKV.

Beweis. Es sei E metrisierbar. Dann bilden die Mengen U, := {z : d(z,0) < 1}
mit n € N eine 0-Umgebungsbasis. Folglich gibt es stetige SN p,, mit (p,)<1 C U,,.
Diese p,, bilden eine Subbasis: Sei ndmlich p eine stetige SN, dann ist p.; eine
0-Umgebung, also existiert ein » mit (p,)<1 C U, C p<1, also ist p, > p, nach

(3]
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Umgekehrt, sei {p, : n € N} eine Subbasis der Seminormen von F, dann kann E
als Teilraum des Produkts ], £, wie in aufgefafit werden, wobei FE,, der
normierte Raum ist, der aus E' durch Herausfaktorisieren des Kerns von p,, entsteht.
Nach dem Lemma ist dieses Produkt metrisierbar, und somit gilt gleiches

auch fiir den Teilraum, da dieser nach die Spurtopologie tragt.

Vollstindigkeit. Es ist nur zu zeigen, dafl eine Folge (x,,), genau dann beziiglich
der Metrik Cauchy ist, wenn sie es beziiglich der Seminormen ist. Da aber die
Metrik Translations-invariant ist, bedeutet ersteres, daf fiir jedes ¢ > 0 die Differenz
Tp — Ty € Ue := {y : d(y,0) < e} fiir n und m hinreichend grof. Da die U, eine
0-Umgebungsbasis bilden, ebenso wie die Bille p.. ist dies dquivalent dazu, dafl
fiir alle p und alle € > 0 die Ungleichung p(x,, — x,,) < ¢ fiir n und m hinreichend
grof} gilt. O

3.5.3 Lemma. Quotienten von Fréchet-Riumen.

Sei F' ein abgeschlossener Teilraum eines Fréchet-Raums E, dann ist auch E/F
ein Fréchet-Raum, und jede konvergente Folge in E/F besitzt einen konvergenten

Lift.
Beweis.

Liften konvergenter Folgen. Sei y, — y = n(x) in E/F und py < pg4+1 eine
abzihlbare Basis der Seminormen von E. Also gilt pr(y, —y) — 0, d.h. Ing € N
Vn > ng: pr(yn —y) = inf{pp(z’ —2) : 7(2') = yn} < 1. O.B.d.A. ist k > ny, streng
monoton wachsend.

Fiir ny < n < njy1 wihlen wir z, € 7~ 1(y,) mit pp(z, — ) < % Diese geliftete
Folge konvergiert gegen x, denn fiir ¢ > 0 und Seminorm p; finden wir ein k& > j
mit % < e und zu jedem n > ny existiert ein k' > k mit ngpr <n < npr4q. Also ist

1

Vollstandigkeit. Es sei A, := 7+ und (y,)nen beschrénkt in E/F. Wegen Lemma
geniigt es zu zeigen, daf ) A,y, in E/F konvergiert. Da aber %yn — 0in
E/F, existiert nach dem ersten Teil eine konvergente und damit beschrinkte Folge
X € FE mit m(x,) = %yn Da E vollsténdig ist konvergiert die Reihe ) Q%mn in

E, und wegen der Stetigkeit von 7 ebenso die Reihe }_, m(shapn) =Y., =Y. O

3.6 Koprodukte

3.6.1 Lemma. Struktur von Koprodukten.

Es seien E,, LKV’e. Unter dem KOPRODUKT oder DIREKTEN SUMME der E; ver-
stehen wir den Vektorraum

E = HEk = {x = (z) € HEk t 2 = 0 fir alle bis auf endlich viele k}
k k

versehen mit der finalen Struktur beziiglich der Injektionen inj, : Ey — E, die
x € Ey auf den Punkt injy(z) abbilden, dessen k-te Komponente x ist und alle
anderen 0 sind. Das Koprodukt ist ein LKV.

FEine Subbasis der Seminormen auf E wird durch die SN’en p(x) = >, pr(Tk)
gebildet, wobei die py beliebige SN’en von Ej sind. Man beachte, daf8 nur endlich
viele Summanden in der Summe ungleich 0 sind, und diese somit Sinn macht.
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FEine Menge ist beschrdinkt in |1, E; falls sie schon in einer endlichen Teilsumme
beschrdnkt enthalten ist.

Das Koprodukt (Folgen-)vollstindiger Rdaume ist (Folgen-)vollstindig.

Die Inklusion ], Ex — [[, Ex ist stetig und falls die Indexmenge endlich ist,
stimmt das Koprodukt mit dem Produkt tberein.

Falls die Indexmenge abzihlbar ist, so bilden auch die SN’en p(x) := sup{px(xr) : k}
mit beliebigen SN’en py von Ej eine Subbasis.

Beweis.

Subbasis der SN’en. Fiir jedes k sei py, eine stetige SN auf Ej. Dann ist p(z) :=
>k Pr(2r) eine wohldefinierte SN auf E. Die Zusammensetzung mit inj,, ist poinj, =
pr und somit stetig, also auch p nach Konstruktion der finalen Struktur.

Sei umgekehrt p eine stetige SN auf E. Dann ist py, := p|g, = poinj, eine solche auf
Ej, und es ist p(z) = p(>, inj,(xr)) < > pr(xr). Also bilden diese Seminormen
eine Subbasis fiir F.

Separiertheit ist nun klar.

Abzihlbare Indexmenge. Da supy prp(zr) < D, pr(ay) ist, definiert p(z) :=
sup, pk (k) ebenso eine stetige SN. Umgekehrt ist wegen der Holder-Ungleichung

1 1
Zpk(xk) = Z ﬁ(2kpk)($k) < sup{2"py(zy) : k} - Z ok
k k k
Also erzeugen die Suprema die gleichen stetigen SN’en wie die Summen.

Endliche Indexmengen. Im Falle einer endlichen Indexmenge haben wir als Basis
max{p1,...,pn} und das ist auch eine Basis des Produkts.

Stetige Inklusion ins Produkt. Die Projektionen pr; : [, Fy — E; sind wegen
der finalen Struktur stetig, denn die Zusammensetzungen mit inj, sind die Identitét
fiir j = k und 0 sonst. Wegen der universellen Eigenschaft ist damit auch die
Inklusion (pry)k : [1, Ex — [, Er stetig.

Beschrianktheit. Eine Menge, die in einer endlichen Teilsumme beschrénkt ist, ist
es auch in der gesamten Summe, da die Inklusion stetig ist.

Sei umgekehrt B in F beschrinkt. Beachte zuerst, dafl eine endliche Teilsumme
[.c x Ex ein lokalkonvexer Teilraum von [ [, Ey ist, denn durch (pry,)rex : [, Ex —
[lrcx Ex = ek Ek ist ein stetiges lineares Rechtsinverses zur Inklusion [, ., Ep —
L1 Er — [, Ex gegeben. Es geniigt somit zu zeigen, da8 K := {k : pr,(B) # {0}}
endlich ist, denn B C [], pry(B). Angenommen K wire unendlich. Wir wéhlen
eine abzdhlbare Teilmenge von K, die wir mit N identifizieren kénnen. Fiir jedes
k € N wihlen wir einen passenden Punkt b* € B mit b’,: # 0. Da E} separiert
ist, existiert eine stetige Seminorm py auf Ey mit py(b¥) = k € N. Fiir die k ¢ N
wihlen wir pp = 0. Sei p(z) := >, pr(xx). Dann ist p eine stetige Seminorm auf
E, und somit p(B) beschrinkt, im Widerspruch zu k = pg(b¥) < p(b*) € p(B) fiir
alle k € N.

Vollstéandigkeit. Wir zeigen vorerst die Folgen-Vollstandigkeit. Es sei z,, eine
Cauchy-Folge. Als solche ist sie beschrinkt, also in einer endlichen Teilsumme en-
thalten. Da diese Teilsumme ein lokalkonvexer Teilraum von ]_[k Ey, ist, ist z,, ein
Cauchy-Folge in dieser endlichen Summe = Produkt, und somit ist sie konvergent
nach in dem endlichen Produkt und damit auch in E.

Nun die Vollsténdigkeit: Sei (z*) Cauchy in [, Ey. Dann ist («) Cauchy fiir jedes
4, also konvergiert z* koordinatenweise gegen x> € I1. E*. Es ist 2™ € I Ex,
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denn sei K := {k : 2%° # 0}. Wilhle fiir £ € K eine stetige SN p; auf Ej mit
pr(x°) > 1, setze py, := 0 fiir K ¢ K und p(x) := >, pr(zx). Dann existiert ein
io mit py(zk — x)) < p(at —a7) < 1 fiir i,5 = ip und alle k. Folglich ist auch
pr(z), —x7°) < 1 fiir i > i und alle k. Wegen 2* € [[,, E), ist x}, = 0 fiir fast alle k,
also pg(a°) < 1 fur fast alle k, also K endlich.

SchlieBlich konvergiert z° — x*° in [], E), denn sei p eine SN der angegebenen
Subbasis und & > 0, dann ist 3, pr (2} — 21) =: p(z’ —27) < ¢ fiir alle i, j > 7o also
Fiir fixes i > io sei K die endlich Menge {k : 2, — 2¢° # 0}, dann ist p(2’ — 2°°) =
> wer Pe(y — ap®) = lim; >, o (2l — x]) < e, dh. 2t — > in der Struktur
von [, Ej. O

3.6.2 Bornologische Vektorrdume.

Es trage E die finale Struktur beziiglich einer Familie von linearen Abbildungen
fr : Ex — E, deren Bilder den Vektorraum F erzeugen. Dann 148t sich E auch als
Quotient des Koprodukts [], Ej darstellen:

Sei némlich F der Kern der linearen Abbildung )", fi : [[, Ex — E, welche
x = (xp)r auf ), fr(x)) abbildet. Diese Abbildung ist surjektiv, da die Bilder
fx(Ex) nach Voraussetzung den Vektorraum E erzeugen, und sie ist stetig wegen
der finalen Struktur. Folglich erhalten wir eine bijektive (und wegen der finalen
Struktur am Quotienten) stetige Abbildung (][, Ex)/F — E. Diese ist sogar ein
Homoomorphismus, da E die finale Struktur beziiglich der Abbildungen fj tréigt.

Sei nun F ein LKV. Fiir jede beschrinkte absolut-konvexe Menge B kénnen wir den
linearen Teilraum Ep von F betrachten der durch B erzeugt wird. Da B nach Kon-
struktion absorbierend in Epg ist, ist das Minkowski-Funktional pg eine Seminorm
auf F. Es ist sogar eine Norm, denn 0 = pg(z) =inf{A >0: 2 € AB} = 3\, —» 0
mit /\im € B, also x = )\nﬁx — 0 nach und folglich z = 0. Weiters ist die
Inklusion Fp — FE beschrinkt auf der offenen Einheitskugel C B, also ist sie sogar
stetig, da Ep normiert (und somit bornologisch nach ) ist.

Ein LKV E tréigt genau dann die finale Struktur beziiglich all dieser Inklusionen,
wenn F bornologisch ist:

(=) Sei néamlich f : E — F eine beschrinkte lineare Abbildung, dann ist f|g, :
Ep — E — F eine beschrinkte lineare Abbildung auf einem normierten Raum,
also stetig nach . Wenn E die finale Struktur beziiglich der Teilrdume Ep
tragt, so ist f stetig, d.h. E bornologisch.

(<) Umgekehrt sei E bornologisch. Allgemein ist die finale Struktur beziiglich der
Abbildungen EFg — E auf E feiner oder gleich der gegebenen auf E. Betrachten
wir also die Identitdt f von F mit der gegebenen Struktur nach F mit der finalen.
Sei B C FE beschrankt und 0.B.d.A. absolut-konvex. Dann ist die Inklusion Ep —
E stetig also beschrinkt beziiglich der finalen Struktur auf E. Folglich ist f(B)
beschriankt, d.h. f ist eine beschrinkte lineare Abbildung, und da E bornologisch
vorausgesetzt ist, ist f stetig. Also stimmen die beiden Strukturen iiberein.

Folglich sind die bornologischen Vektorrdume genau die Quotienten von Kopro-
dukten normierter Rdume. Vergleiche das mit der dualen Beschreibung LKV’e in

(5.]

3.6.3 Testfunktionen und Distributionen.

Wir miissen uns Rechenschaft dariiber ablegen, auf welchen Funktionen die Dis-
tributionen wirken sollen, und beziiglich welcher Topologie sie stetig sein sollen.
Natiirlich wollen wir, dafl der Begriff der Distribution eine Erweiterung jenes der
Funktion ist, also sollten wir zumindest stetige Funktionen f € C'(R™,R) durch
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f(g) := (flg) als Distributionen auffassen kénnen. Damit aber das Integral einen
Sinn hat, mufl das Produkt f-g gegen Unendlich stark abfallen. Da aber f beliebig
wachsen darf, mufl g sogar kompakten Triger besitzen. Als erster Ansatz fiir den
Raum der Testfunktionen g dréangt sich also der Raum der stetigen Funktionen mit
kompakten Tréger auf. Auf diesen haben wir schon zwei Strukturen kennengelernt,
nidmlich die als Teilraum des Fréchet-Raums C'(R™,R), und jene als Teilraum des
Banach-Raums B(R™, R). Ist nun fiir eine stetige Funktion f das lineare Funktional
g~ (f|g) stetig? Wihlen wir insbesonders f = 1, dann ist (f|gn) = [zm gn, und fiir
die Konvergenz von (f|g,) geniigt nicht die gleichméBige Konvergenz (auf kompak-
ten Mengen) der g,,. Wegen [, |g| < Volumen(Trg(g)) - ||g||s, sollte eine Folge nur
dann konvergieren, wenn sie gleichméfig konvergiert, und ihre Tréger in einer festen
kompakten Menge enthalten bleiben. Sei also Ck (R™,K) der Raum der stetigen
Funktionen von R™ nach K, welche Tréger innerhalb der Menge K C R™ haben.
Dann ist Cx (R™, K) versehen mit der gleichmifliigen Konvergenz ein abgeschlossen-
er Teilraum von Cp(R™, K) und somit ein Banach-Raum. Der Raum C,.(R™, K) der
stetigen Funktionen mit kompakten Tréger ist dann die Vereinigung der Banach-
Raume Ck (R™,R) wobei K alle kompakten Mengen oder auch nur eine Basis der
kompakten Mengen durchlduft (d.h. jede kompakte Menge ist in einer der Basis
enthalten). Wir kénnen also die finale Topologie auf ihm betrachten.

Nun miissen wir uns iiberlegen, ob die konvergenten Folgen wirklich die sind, die
schon in einer Stufe C'x (R™,K) konvergieren, und dafl Folgenstetigkeit ausreicht.

Da wir Distributionen zum Losen von Differentialgleichungen verwenden wollen,
miissen diese differenzierbar sein. Wenn zwei Funktionen f und g differenzierbar
sind, so ist (0;flg) = —(f|0:¢g), wie man mittels partieller Integration sieht. Wir
kénnten also fiir eine Distribution f die partielle Ableitung 0;f durch 0;f(g) :=
—f(0;g) definieren. Also sollten unsere Testfunktionen sogar glatt sein, und wir
miissen die gleiche Konstruktion fiir C°(R™,R) = (Jx CF(R™,R) durchfiihren.
Der so definierte LKV C2°(R™,R) wird auch mit D bezeichnet. Die entsprechende
Bezeichungsweise fiir den Fréchet-Raum C*°(R™,R) ist €.

3.7 Strikt induktive Limiten

3.7.1 Lemma. Struktur strikt induktiver Limiten.

Es sei ein Vektorraum E gegeben, der sich als Vereinigung einer aufsteigenden Folge
E, linearer Teilrdume schreiben liffit. Weiters sei vorausgesetzt, daf$ die E,, so mit
Seminormen versehen sind, daf$ E,, ein abgeschlossener lokalkonvezer Teilraum des
LKV’es E, 11 ist fiir allen € N. Der Raum E mit der finalen lokalkonvezen Struktur
beziiglich aller Inklusionen E, — E heifst dann STRIKT INDUKTIVER LIMES der E,
und man schretbt £ = %ﬂn FE,,. Die E,, nennen wir auch die STUFEN des induktiven
Limes. Jede Seminorm eines E,, besitzt dann eine stetige Fortsetzung auf E. Jedes
E,, ist ein abgeschlossener lokalkonvexer Teilraum von E. Der Raum E ist separiert.
Eine Menge ist in E beschrdinkt genau dann, wenn sie in einer Stufe enthalten ist
und dort beschrinkt ist. Sind alle E,, (Folgen-) vollstindig so auch E.

Beweis.

Fortsetzbarkeit der SN’en. Sei p,, eine SN von F,,. Da E,, ein Teilraum von F,, 1
ist, gibt es nach eine stetige Fortsetzung p, 11 auf E, 1. Mittels Induktion
erhalten wir eine Folge von sukzessiven Fortsetzungen py, auf Ej,. Sei nun p := |J,, .-
Dann ist p eine Seminorm auf F und die Spur auf jeder Stufe Fj ist pg. Also ist p
nach Definition der finalen Struktur stetig.
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Daraus folgt sofort, daf§ E separiert ist.

Stufen als abgeschlossene Teilrdume von E. Da nach dem vorigen Punkt die
stetigen SN’en von F,, gerade die Einschréinkungen der stetigen SN’en von FE sind,
tragt E, die Spurtopologie von E. Es sei z; ein Netz in E,,, welches gegen x, in F
konvergiert. Wegen E = |J, Ex, existiert ein k& > n mit 2o, € Ej. Da E; D E, ein
topologischer Teilraum von F ist, konvergiert das Netz xz; in Fy gegen x.,. Nach
Voraussetzung ist aber F, abgeschlossen in Ej und folglich liegt o, € E,,, d.h. E,
ist abgeschlossen in FE.

Beschrinktheit. Es sei B C E eine beschrinkte Menge. Wegen des vorigen Punk-
tes geniigt es zu zeigen, dafl B in einer Stufe enthalten ist (beschrénkt ist es dort
dann automatisch). Angenommen fiir jedes n € N gilt B ¢ FE,,. Wir wéihlen nun
by € B\ E; und nq mit by € E,,,. Rekursiv erhalten wir eine streng monoton wach-
sende Folge (ng) und by € E,, N (B \ En,_,). Es sel p; eine stetige SN auf E,,
mit p1(b1) = 1; das ist moglich da b, ¢ E; also by # 0. Nun suchen wir induktiv
stetige SN’en py auf E,,, mit pi|g = pr—1 und pg(by) = k: Dazu betracht-

Tk—1
en wir den von FE,, , und by erzeugten Teilraum F von E,,. Da by ¢ E,, ., ist

(z,\) — x4+ Abg nach ein Isomorphismus E,, , x K= F. Auf F definieren

wir die stetige Seminorm ¢ durch ¢(x + Aby) := pr_1(x) + k - |A|. Nach
existiert eine stetige SN py auf E,,, welche ¢ fortsetzt. Sei schlielich p := |J,, pr-
Dann ist p eine stetige SN auf E und p(by) = k, also ist B nicht beschriinkt.

Folgen-Vollstindigkeit. Es sei 2, eine Cauchy-Folge in F. Dann ist {z,, : n € N}
beschrankt, also nach obigem enthalten in einem FE,. Da F, ein lokalkonvexer
Teilraum von F ist, ist z,, eine Cauchy-Folge in ihm, konvergiert also gegen ein x
in E,, also auch in F.

Vollstindigkeit. Da ein Cauchy-Netz (z;); nicht unbedingt beschrankt ist, kénnen
wir nicht wie bei Folgen schlielen, dafl fast das ganze Netz schon in einer Stufe
enthalten ist. Wir zeigen aber nun, daf§ dies beinahe der Fall ist:

Behauptung: In YUabs.konv. 0-Umgebung Vi 3j >~ i Ju € U : z; + u € E,,.

Angenommen dies ist nicht der Fall, d.h. Vn 3U,, Ji,, Vj > iy : (z; +U,) N E, =
0. O.B.d.A. sei 2U, 1 C U,. Die Menge U := |, > i, U; N E; ist eine absolut
konvexe 0-Umgebung, denn U N E,, 2 U, N E,, und somit ist die Einschriankung
des Minkowski-Funktionals von U auf E,, eine stetige SN. Also existiert ein ¢ s.d.
x; —x € U fiir alle 5,k > 4. Sei n so gewdhlt, dafl z; € E,. Fiir jedes j >~ 1
existiert somit ein m (0.B.d.A. m > n) und ug € Uy N Ej fiir jedes k < m mit
ri—x; = Y u. Damit ist aber ;—Y 7 up = x4+ 0 up € EpN(z;4+U,),
wegen 2Uj+1 C Uy. Dies ist ein Widerspruch zu (z;+U,,)NE,, = 0 fiir jedes j > i, i,.

Wir betrachten nun das Netz (i,U) — z; +u € E,, wobei j > i und u € U wie
in der Behauptung gewihlt werden und wir als Indexmenge das Produkt von der
urspriinglichen mit einer 0-Umgebungsbasis verwenden. Dieses Netz ist ein Cauchy-
Netz in F,,, denn fiir jede 0-Umgebung V existiert eine absolut konvexe 0-Umgebung
U mit U+ (U—-U)=3U CV, und konvergiert somit gegen ein z, € E,,. Damit
konvergiert aber auch x; — x,, denn fiir jede 0-Umgebung W sei V so gewéhlt,
daf 3V C W. Dann existiert ein ¢ und ein U (0.B.d.A. U C V) mit z;+u—2z €V,
fiir die entsprechenden j >~ ¢ und die gewdhlten v € U und x; —x € V fiir 5,k > <.
Also liegt o — oo =k — T+ 2 — 2o €V +H(V —u) CV+V -V C W fiir alle
k> 1.

Fiir einen Beweis mittels Filter siche [14, S.86]. O

3.7.2 Beispiel. Raum der Testfunktionen.
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Wir kénnen nun den Raum C2°(R™,R) der glatten Funktionen mit kompakten
Triger als strikten induktiven Limes D := @K C%¥ (R™,R) der Stufen CP (R™,R) :=
{f € C*(R™R) : Trg C K} auffassen, wobei K eine Basis der kompakten Mengen,
z.B. ({z : |z] < k})ken, durchlduft. Er ist nach vollsténdig und bornologisch
wegen 7 da die C¥(R"™,R) als abgeschlossene Teilrdiume des Fréchet-Raums
C>(R",R) selbst Fréchet sind. Die stetigen (= beschrinkten = Folgen-stetigen)
linearen Funktionale auf D heiflen DISTRIBUTIONen.

Ein anderes Beispiel ist der Raum K™ = hgn K™ der endlichen Folgen.

3.8 Vervollstandigung

Wir wollen nun das Problem anpacken, was wir machen kénnen, wenn sich ein
Raum als nicht vollstdndig erweist. Man denke an die Situation V2 ¢ Q. Da “ver-
vollstéindigt” man Q zu R indem man z.B. Dedekind-Schnitte betrachtet. Wir wollen
eine dhnliche Konstruktion nun fiir LK'V’e durchfiihren. Insbesondere sollte sich das
dann auf den Raum C(I,K) mit der p-Norm anwenden lassen.

3.8.1 Definition. Vervollstindigung.

Unter der VERVOLLSTANDIGUNG eines LKV’es E verstehen wir einen vollstdndigen
LKV E zusammen mit einer stetigen linearen Abbildung ¢ : E — F, welche folgende
universelle Eigenschaft besitzt:

Fiir jede stetige lineare Abbildung f : F — F in einen vollstindigen LKV F
existiert eine eindeutige stetige lineare Abbildung f: E — F mit fo. = f.

3.8.2 Bemerkung. Eindeutigkeit der Vervollstindigung.

Die Vervollstandigung eines LKV’es E ist bis auf Isomorphie eindeutig. Seien nim-
lich ¢; : E — E’ fiir i = 1,2 zwei Vervollstindigungen von E. Dann existieren
eindeutige stetige lineare Abbildungen i; : E' — E? und ip : E? — E' mit
oot = 1o und i1 0ty = t1. Also ist Iy 071 019 = 13 = id o, und wegen der
Eindeutigkeit von f auch 7y o077 = id.

3.8.3 Lemma. Umgebungsbasis der Vervollstindigung.
Es sei E ein dichter Teilraum eines LKV’es E.
e Die stetigen SN’en von E sind dann genau die eindeutigen Fortsetzungen

von solchen auf E.

o IstU eine 0-Umgebungsbasis von E, so bilden die Abschliisse {U:Uecu}
in E eine 0-Umgebungsbasis von E.

o Jede stetige lineare Abbildung f : E — F in einen vollstindigen LKV F
besitzt eine eindeutige stetige lineare Erweiterung f : E — F.

o Ist zusitzlich E vollstindig, so ist E < E eine Vervollstindigung von E.

Beweis.

Seminormen. Nach besitzt jede stetige Seminorm p von E eine ebensolche
Fortsetzung p auf E. Da E in F dicht ist, ist p eindeutigt bestimmt.

0-Umgebungsbasis. Es geniigt p<1 C P<1 zu zeigen (Es gilt sogar Gleichheit,
denn p<; C p<y1 und somit p<1 C p<1 = P<i1). Sei also p(Z) < 1. Da E dicht
liegt in E existiert ein Netz (z;) in E, welches gegen # konvergiert (Betrachte
als Indexmenge {(V,z) : V ist Umgebung von Z und = € V N E} mit der Ordnung

andreas.kriegl@univie.ac.at © 11. Juni 2019 48



3.8 VERVOLLSTANDIGUNG 3.8.4

(V,x) < (V' 2") :& V D V' und als Netz die Abbildung (U, z) — z). Falls p(Z) < 1,
so ist @; € p<1 N E = p<y schlieBlich, d.h. # € p<y. Andernfalls ist p(z;) # 0 fiir

alle hinreichend grofien ¢ und somit y; := ﬁ € p<i und y; — ~$) = Z.

p(Z

Stetige Erweiterungen. Es sei f : E — F linear und stetig und & € E beliebig.
Da E in E dicht ist, existiert ein Netz (z;) in E, welches in E gegen 7 konvergiert.
Da fstetig sein soll, muf} gelten f(i) = f(limi x;) = lim; f(:z:,) = lim; f(x;). Es gibt
also hochstens eine stetige Fortsetzung f, und diese muf durch f(z) = lim; f(x;)
gegeben sein. Da x; ein Cauchy-Netz ist und f (da linear) gleichméBig stetig ist,
gilt gleiches auch fiir f(z;), und somit konvergiert f(z;), da F vollstéindig ist.

Wir definieren f(Z) als diesen Grenzwert und miissen zeigen, daB er nicht von
der Wahl des Netzes abhéingt. Sei also x; ein zweites Netz in E, welches gegen T
konvergiert. Wir betrachten als Indexmenge das Produkt I x J mit der Produkt-
Ordnung, d.h. (4,7) > (¢/,5") & (i > i')&(j > j') und als Netz darauf die Abbil-
dung (7,7) — x; j := x; — ;. Dieses Netz konvergiert nun gegen lim; z; — lim; z; =
Z — % = 0, also konvergiert das Bildnetz f(z;;) = f(x;) — f(x;) gegen f(0) = 0,
andererseits ist sein Limes aber gerade lim, ; f(z; ;) = lim; f(z;) — lim; f(z;), d.h.
der Grenzwert f(&) ist eindeutig.

Die Fortsetzung f ist linear: Sei # und ¢ in E, dann existieren Netze z; und y; in
E mit ; - 2 und y; — §. Also gilt:

f(@+ M) = f(hgnxz + /\liinyj) = f(lil?(xl + Ay;))
= lim f(w; + Ay;) = i f (@i + Ay) = Hm f(2) + A (35)

:h?fm0+A%nﬂ%):f@)+Xﬂ@-

Die Fortsetzung f ist stetig:
Beweis mittels SN’en: Es sei ¢ eine stetige SN auf F'. Dann ist g o f eine solche auf

E, also existiert nach eine stetige SN (;_c:? auf E, welche ¢ o f fortsetzt. Es
gilt go f =qo f, da

—_—~— —~—

(g0 f)(&) = (g0 f)limz;) = lim (g o f)(x;) = lim(q o f) (i)
= q(lim f(2;)) = ¢(f(limz)) = (g0 f)(2)

Beweis mittels 0-Umgebung: Sei namlich V' eine abgeschlossene 0-Umgebung von
F und U eine solche von E mit f(U) C V. Dann ist U eine 0-Umgebung in E mit
f(U) C f(U) €V =V (Sei nimlich & € U, dann existiert ein Netz z; in U C E,
welches gegen # konvergiert. Also ist f(Z) = lim; f(z;) € V = V). O

3.8.4 Satz. Existenz der Vervollstindigung.
Jeder LKV E besitzt eine bis auf Isomorphie eindeutige Vervollstindigung v : E —

E. Ist E normierbar (bzw. metrisierbar) so auch E.

Beweis. Wir behandeln zuerst den Fall, dal F ein normierter Raum ist. Dazu
suchen wir einen vollstdndigen Raum, in welchen E isometrisch auf einen Teilraum
eingebettet werden kann. Nach ist der Dualraum E’ := L(F,K) immer
vollstéindig, also auch der Biduale E” := (E’)’. Nun betrachten wir die Abbildung ¢ :
E — E”, gegeben durch «(z) = ev,, : 2’ — a'(z). Diese ist klarerweise wohldefiniert,
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linear und stetig, denn

le@) :==sup{  |e(@)@)] : [l =1} < [l
—
|’ (z)|<[|="]|-]|]|

Bleibt zu zeigen, daf ¢ eine Isometrie ist. Dazu geniigt es ein 2’ € E’ zu finden mit
2'(x) = [lz]| und [l2"[| = 1.

Geometrisch bedeutet dies, daf§ eine affine abgeschlossene Hyperebene H existiert
welche z enthélt und disjunkt zum offenen Ball {y : |ly|| < ||z| } ist, also tangential
an die Einheitssphére liegt.

(=) Die affine Hyperebene H := {y : '(y) = ||z||} erfiillt € H und ||z|]| = 2'(y) <
= Iyl = llyl fiir jedes y € H.

(<) Umgekehrt, sei H solch eine abgeschlossene affine Hyperebene, d.h. nach
existiert 0 # ' € £ und ¢ € Kmit H = {y : 2'(y) = ¢}. Wegen 0 ¢ H ist ¢ # 0 und
somit 0.B.d.A. ¢ = ||z||. Wegen z € H ist ||z| = «'(z) < ||2/|| ||=|, d-h. 1 < ||2’]].
Angenommen 1 < ||2'|| = sup{|2’(2)] : ||z]] = 1}. Dann existiert ein z mit ||z|| =1

|x

und 2'(z) > 1, also ist y := 2 % € H aber llyll = w”,g(cﬂ) < ||=||, ein Widerspruch.

Die Existenz so einer Hyperebene werden wir in zeigen (siehe auch | 5.1.10 |)
unter Verwendung des Satzes von Hahn-Banach.

Als E nehmen wir nun den AbschluB des Bildes +(E) in E”. Dann ist ¢ eine Einbet-
tung von E auf den dichten Teilraum ¢(F) des Banach-Raums F, und somit nach

obigem Lemma eine Vervollstandigung.

Nun der Fall eines allgemeinen LKV’es E. Nach a8t sich E auffassen als
Teilraum eines Produkts normierter Réume E,,. Dieses wiederum, 148t sich auffassen

als Teilraum des Produkts der Vervollsténdigungen Evp. der Faktoren. Also ist F

ein Teilraum eines vollstdndigen LKV’es. Fiir £ nehmen wir nun den Abschlufl von
E in diesem vollstdndigen LKV. O

3.9 Komplexifizierung

3.9.1 Bemerkung. Komplexifizierung.

Wir versuchen jetzt aus einem beliebigen reellen Vektorraum einen komplexen zu
machen. Man beachte, daf3 die zu reellen Vektorrdumen von reellwertigen Funk-
tionen gehorenden komplexen Vektorrdumen komplexwertiger Funktionen gerade
aus Paaren von Funktionen des reellen Vektorraums bestehen, ndmlich dem real-
und dem imaginér-Teil der komplexwertigen Funktion. Wir definieren also ganz
allgemein die KOMPLEXIFIZIERUNG F¢ eines reellen Vektorraums F als F¢ :=
C®r E = E x E, und schreiben die Elemente (z,y) € E¢ als x + iy. Die Mul-
tiplikation mit z = a + éb € C ist dann durch z - (2’ ® w) = (22') ® w, d.h.
(a+1ib)- (x+1iy) := (ax —by) +i(ay + bx) definiert. Klarerweise wird dadurch E¢ zu
einem komplexen Vektorraum und die Abbildungen ¢ : E — FE¢, x — x + 10 sowie
Re : Ec — E, (z +iy) — z sind R-linear.

Die iiblichen Subbasen von Seminormen auf dem reellen LKV E x E wie (z,y) —
p(z) + p(y), wie (z,y) — /p(x)? 4+ p(y)? oder wie (z,y) — max{p(z),p(y)} sind
aber keine Seminormen fiir den komplexen Vektorraum. Um solche zu erhalten
betrachten wir die stetigen Seminormen p,(w) := p(Re(zw)) fir |z| = 1 und Semi-
normen p von E. Damit definieren wir pc := sup{p, : |z| = 1}. Es ist pc eine
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wohldefinierte reelle Seminorm auf E¢, denn fiir z = x + iy ist wegen der Holder-
Ungleichung

pe(r +iy) = p(i)‘ie((a +ib)(z + zy))) -

= plaz — by) < |alp(x) + [bp(y) < |2/ p(2)? + p(y

Sie ist sogar eine komplexe Seminorm, denn klarerweise gilt pc(z w) = pc(w) fiir
alle |z| = 1. Weiters ist max{p(z),p(y)} < pc(z +iy) < p(z) + p(y), also erzeugen
diese Seminormen die Topologie des Produkts=Koprodukts.

Wir kénnen als erzeugende Seminormen auf F¢ also die Familie aller pc nehmen,
wobei p die stetigen Seminormen von F durchliuft.

3.9.2 Proposition. Universalitit der Komplexifizierung.

Komplexifizieren E — E¢c := C®g F := E X E liefert folgende Isomorphismen fiir
VR’e E und G tber R sowie F ber C:

1. Erste universelle Problem:
Le(Be, F) 2 Lp(E,F), hvs hou, (fC iy — f() +if(y)) o f.

D.h. die reell-linearen Abbildungen f : E — F in
jeden komplexen Vektorraum F entsprechen in bi-
jektiver Weise den komplex-linearen Abbildungen N ¥

f€: Ec — F vermdge fCou = f.

2. Zweite universelle Problem:
Le(F, Ec) = Lp(F, E), h v Reoh, (f(c Lz f(z) — if(ix)) o f.

D.h. die reell-linearen Abbildungen f : F — E auf Ec _ W  _E
jedem komplexen Vektorraum F entsprechen in bi-
jektiver Weise den komplex-linearen Abbildungen \

fc: F — Ec vermdge Reo fc = f.

3. Lp(E,G)c = Lp(E,Ge), f+ig — (x . f(x)+ig(x)), (Reoh, Imoh) < h.

4. L]R(E,G)(C = LR(EC7G))
frige (z+iyo f@) = 9)), (hor,—holow)«h.

Alle Isomorphismen sind C-linear, wobei die komplexe Struktur auf Lg(F, E) durch
i f:=fol und auf Lg(E, F) durch i- f := 1o f gegeben sind.

Alle Isomorphismen sind auch Homdéomorphismen, wenn wir Ec mit der Produkt-
struktur versehen.

Wenn alle Rdume Banach-Rdume sind, so sind allerdings nur die Isomorphismen
n and Isometrien.

Beweis. Offensichtlich sind die angegebenen Abbildungen stetig linear und
die Zusammensetzung auf Lg(E,F) die Identitit. Ebenso ist es auch jene auf
Le(Ee, F), denn h(x +iy) = h(x) +ih(y) = (hot)(x) +i(hot)(y).

Sei f : ' — E eine R-lineare Abbildung. Falls eine C-lineare Abbildung f¢ : F' —
E¢ existiert mit Reo fc = f, so ist Jmo foc = —Reoio fr = —Reo froi=—foi,
da Re(i(z +iy)) = —TIm(x + iy). Also ist fc eindeutig festgelegt, und zwar gilt
fe(x) = Re fe(z) +iTIm fe(x) = f(z) — if(iz). Dies definiert nun wirklich eine
C-lineare Abbildung fc, denn sie ist klarerweise R-linear und fc(iz) = f(iz) —

if(iix) = f(ix) +if () = i(f () —if (ix)) = i fe(2).
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Daf} die universelle Eigenschaft auch fiir stetige und fiir beschréinkte lineare Abbil-
dungen richtig ist sieht man wie folgt:
Es ist po Re < pc, d.h. Re : Ec — FE ist stetig, und

(pc o fe)(2) = pe(f(2) —if (i2)) < Vp(f(2)? +p(f(i2))?,
also ist auch fc stetig, falls f es ist.
Die Bijektion Re, : Le(F, Ec) — Lr(F, E) ist ein topologischer linearer Isomorphis-
mus, da sie stetig und reell-linear ist und ihre Umkehrabbildung durch f — f—i-f-i
gegeben ist. Sie ist auch komplex linear, wenn man Lg(F, FE) durchi-f : z — f(ix
zu einem komplexen Vektorraum macht, denn (i - Re.(f))(x) = Re.(f)(ix) =

Re(f(ix)) = Re(i f(x)) = Re((i f)(2)) = (Rew (@ [))(2).

Offensichtlich sind die angegebenen Abbildungen stetig linear und invers zueinan-
der.

Der Isomorphismus Lg(E¢, G) = Lg(E, G)c von komplexen LKV’en ist gegeben
durch: b+ (z — h(z),z — —h(iz)) mit Inverser Abbildung (f,g) — ((z +iy) —
(f(z) — g(y))), denn eine Zusammensetzung ergibt h : (z + iy) — h(z) + h(iy) =
h(z-+iy) und die andere (f, g) = (z — f(z),z — —(—g(x))). Die Inverse Abbildung
ist auch komplex-linear, denn i - (f, g) = (—g, f) wird auf (z,y) — —g(z) — f(y) =
f(=y) — g(z) abgebildet.

Die Aussage iiber Isometrien zeigen wir in [3.9.4.2] und [3.9.4.3]. O

3.9.3 Folgerung. Komplexifizierung von Ridumen linearer Abbildungen.

Fiir reelle VR E und G erhalten wir:

Lc(Gce, Ec) Lr(G, Ec)

<
..

Lx(Ge, B) =—— Lg(G, E)c

Der diagonale Isomorphismus ist durch

frige (v +iye (F@) = g) +i (fy) +9())
gegeben. Fir Dualrdume komplexer VR F erhalten wir:

Le(F,R) = Le(F,C).

Beweis.

vtiy e (F@) = 9v) +i(f(y) +9(2))) O

3.9.4 Bemerkungen. Isometrie natiirlicher Isomorphismen.
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1. Die Komplexifierung von R ist isometrisch zu C:
Die kompleze Norm ||z +iy|lc zu ||(2,y)|lco ist wegen der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung [18, 6.2.1] durch
2 +iylc = sup{[|[Re((a+ib) - (x +iy))lo : la+ib] =1} =
=sup{lax —by|: la+ib|l =1} = [[(z,y)ll2
gegeben.

3.9.2.2
2. Der kanonische Isomorphismus Lc(F, Ec) = Lgr(F, E) ist fiir normierte
Rdume eine Isometrie: Denn fiir absolutkonveze beschrinkte Mengen B C F
18t
sup{pc(fc(z)) : @ € B} = sup{p(Re(A fc(2))) : |A| = 1, z € B}
= sup{p(Re(fc(Az))) : |\| =1, x € B}
=sup{p(f(y)) : y = Az € B}.

3. Der kanonische Isomorphismus B(X,G)c = B(X,Gc) ist eine Isometrie,

somit auch fir C, €, cg und Lr(E,_) (das ist|3.9.2.3|): Es sei p eine
Seminorm auf G und h € B(X,G)c, dann ist

sup{pc(h(x)) : v € X} = sup{p(Re(Ah(x))) : 2 € X, |\ =1}
= sup{sup{p(fﬁe()\ h(x):xe X}: A= 1}.

4. Der kanonische Isomorphismus (P(I,G)c = ¢P(I,Gc) ist fir 1 < p < oo
keine Isometrie: Wir wihlen I := 2 und G := R und betrachten (1,0) +
i(0,1) € 7(2,R)c. Die Norm in €P(2,C) ist dann [|(1,7)|, = 2%, jene in
P(2,R)c hingegen

11,0) + (0. 1) e := sup{ [Re(a+ib,~b+ia), : [a+ib| = 1}
< sup{[|{(a, =b)l : la + 0] = 1}

1
= max{1, (2W)1/p} = max{1, 2%7%} <25,

5. Die komplezifizierte Norm ||_||c eines reellen Hilbert-Raums (E, ||||) ist keine
Hilbert-Raum-Norm: In der Tat fiir v = (1,0) und y = (0,1) in £*(2,R)¢ gilt
die Parallelogrammgleichung nicht, denn ||z|c =1 = ||ly|lc aber

lz £yllc = sup{||%e(a+ib,i(ia =b)|2:la+ib] = 1} =1

6. Fiir normierte Riume sind die kanonischen Isomorphismen L¢(Ge, Eg) &
LR(G,E(C), LR(Gc,E) = LR(G, E)(C und LR(G,E)(C = Lc(Gc,Ec) keine
Isometrien: Es geniigt wegen dies fir den mitteleren zu zeigen. Sei
dazu E =R, G :=(?(2), f :=pry und g := pry. Dann ist nach

If +igllc := sup{[|Re((a +ib) (f +ig))| : |a+ib] = 1}
= sup{|a f(z) —bg(z)| : [[xll =1, [a +ib| = 1}
=sup{lazy —bao| : [[(z1, 22)[l2 =1, [|(a,b)[2 =1} <1
lz+iy = f(x) =gl :=sup{|f(z) —g()| : [z +iyllc =1}
=sup{|z1 =yl : [z +iylle =1} > 2,

nach | 4| wenn wir x = (1,0) und y = (0, —1) wdihlen.
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7. Nicht jeder komplexe LKV ist die Komplexifizierung eines reellen LKV: In
[1] wurde ein komplexer Banach-Raum konstruiert, der nicht C-isomorph zu
seinem komplez-konjugierten E (d.h. E mit der Sklarmultiplkation e welche
durch Aex := \-x gegeben ist) ist. Wire E = F@rC so auch E = F @ C =
F @gr C = E, wobei der Isomorphimus in der Mitte durch x @ A — = @ X
gegeben ist.

Fiir VR hingegen ist das richtig, denn nach Wahl einer Basis kénnen wir
thn als Komplexifizierung des Teilraums der reellen Linearkombinationen
auffassen.
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4. Baire-Eigenschaft

In diesem Kapitel verwenden wir die Baire’sche Eigenschaft und ihre Verallge-
meinerungen um die Stetigkeit gewisser linearer Abbildungen zu erkennen.

4.1 Baire’sche Raume

4.1.1 Mef3bare Mengen.

Eine 0-ALGEBRA A auf einer Menge X ist eine Teilmenge der Potenzmenge von X
mit folgenden Eigenschaften:

1. 0 € A;
2. Ac A= X\ Ac A
3. F C A, abzihlbar = |JF € A.

Das Paar (X, A) bezeichnet man dann als MESSRAUM.

Weiters benétigt man noch ein Mass p auf (X, A), d.h. eine Abbildung u : A —
[0, +00], welche o-additiv ist, d.h. F C A, abzihlbar und paarweise disjunkt =

U F) =2 acr n(A).
Nun definiert man den Raum der ELEMENTAREN FUNKTIONEN als den von x4 mit
A€ Aund p(A) < o erzeugten Raum.

Eine Funktion f : X — R heiit MESSBAR, falls f~*(U) € A fiir alle offenen U C
R. Da jede offene Menge U C R abzihlbare Vereinigung von offenen Intervallen
ist, jedes offene Intervall (a,b) der Durchschnitt von (—oo,b) N (a,+o0) ist, und
(a,+00) = ,en R\ (—00, a+ %) ist, gentigt es, dafl f-. € A fiir alle c. Andererseits

ist natiirlich auch f~'(A) € A fiir jede Borel-Menge A C R (siche [4.1.3 ).

Eine Funktion ist ELEMENTAR, wenn sie meflbar ist und nur endlich viele Werte
annimmt.

4.1.2 Satz. Punktweise Grenzwerte elementarer Funktionen.

Jede mefbare Funktion f : X — [0,+00] ist punktweiser Grenzwert einer mono-
ton wachsenden Folge elementarer Funktionen. Ist f beschrinkt, so ist die Kon-
vergenz gleichmdfsig. Die meflbaren Funktionen sind die punktweisen Grenzwerte
von Folgen elementarer Funktionen. Der Raum der mefbaren Funktionen ist unter
punktweisen Grenzwerten von Folgen abgeschlossen. Er ist ein Vektorraum und
abgeschlossen unter sup, inf, liminf, limsup und Zusammensetzung mit stetigen
(oder sogar Borel-meflbaren) Funktionen.

Beweis. Es seien f,, mefibar, und f := sup, f, sei iiberall endlich. Dann ist
f mefbar, denn f<. = (1, (fn)<c. Weiters ist limsup,, f, = inf,sup,>, fr und
liminf,, f,, = sup,, infy>, fi meBbar. Also ist auch lim,, f, mefbar.
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Sei nun f meBbar. Da f = f*—f~ mit f* = max(f,0) > 0und f~ = max(—f,0) >
0 ist, diirfen wir annehmen daf§ f > 0. Dann ist

I = E o falls £ < f(2) < EH mit k< n?
" In falls f(z) > n.

eine elementare Funktion (Achtung: u(f~'(a)) £ o). Und (f,)n konvergiert punk-
tweise von unten gegen f. O

4.1.3 Definition. Borel’sche und Baire’sche o-Algebra.

Es sei X ein topologischer Raum. Die von den offenen (oder dquivalent abgeschlosse-
nen) Mengen erzeugte o-Algebra heifit BOREL’SCHE 0- ALGEBRA IM ERWEITERTEN
SINN. Die von den kompakten Mengen erzeugte o-Algebra heiit BOREL'SCHE o-
ALGEBRA.

Die Borel-Mengen sind genau jene Borel-Mengen im erweiterten Sinn, die in einer
abzéhlbaren Vereinigung kompakter Mengen enthalten sind. D.h. fiir o-kompakte
Réume fallen die Borel-Mengen mit den Borel-Mengen im erweiterten Sinn zusam-
men.

Unter der BAIRE’'SCHEN 0-ALGEBRA verstehen wir die kleinste o-Algebra, s.d. alle
stetigen reell-wertigen Funktionen mefibar sind, d.h. ist erzeugt von den Urbildern
f71(U) der offenen Mengen U C R unter allen f € C(X,R). Die BAIRE-MENGEn
sind die Elemente der Baireschen o-Algebra.

Eine Funktion heift BAIRE-MESSBAR (oder kurz BAIRE’sch), wenn sie mefibar
beziiglich der Baire’schen o-Algebra ist.

Ein BOREL-MASS ist ein Maf} auf der o-Algebra der Borel-Mengen, welches auf den
kompakten Mengen endlich ist.

Ein BAIRE-MASS ist ein Maf3 auf der o-Algebra der Baire-Mengen, welches auf den
kompakten Baire-Mengen endlich ist.

4.1.4 Satz. Baire’sche o-Algebra.

Es sei X ein lokalkompakter, o-kompakter Raum. Dann wird die Baire’sche o-
Algebra von den kompakten Gs-Mengen erzeugt.

Ist X zusdtzlich metrisierbar, so stimmen die Borel- und die Baire-Mengen tiberein.
Die Baire-mefbaren Funktionen sind der Folgenabschlufi der stetigen Funktionen
(mit kompakten Triger) beziiglich punktweiser Konvergenz.

Unter einer G5-MENGE versteht man eine Teilmenge die ein abzidhlbarer Durch-
schnitt von offenen Mengen ist.

Beweis. (kp-Gs C Baire-Mengen) Es sei K eine kompakte Gs-Menge, dann ist
also K = (,, U, mit offenen U,,. Nach dem Lemma von Urysohn (siehe [26, 1.3])
existieren stetige Funktionen f, : X — [0,1] mit f,|x = 1 und f,|x\y, = 0. Die
Folge g, := min{fi,..., fn} € C(X,][0,1]) konvergiert dann punktweise monoton
fallend gegen Y, denn fiir jedes x ¢ K, existiert ein n mit x ¢ U,, d.h. f,(x) = 0.
Somit ist xx eine Baire-mefibare Funktion nach , und K := x;(l(l) eine
Baire-Menge.

(Baire-Mengen C (kp-G's)o-Algebra) Da die Baire’sche o-Algebra von den Urbildern
der Intervalle [¢, +00) beziiglich aller stetiger Funktionen erzeugt wird (siehe )7
miissen wir nur zeigen, dafl f~![c,+00) zu der von den kompakten Gs-Mengen
erzeugten o-Algebra gehort. Diese Urbilder sind klarerweise abgeschlossene Gj.
Da X als o-kompakt vorausgesetzt wurde existieren kompakte Mengen K,, mit
X =U,, K. Wegen der Lokalkompaktheit und dem Lemma von Urysohn (siehe [26,
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1.3.1]), finden wir g,, € C.(X,[0,1]) mit g,|k, = 1. Damit ist aber f~![c, +00) =
U, f>e N (gn)>1 und f>e N (gn)>1 = (hn)>0 ist eine kompakte Gs-Menge, wobei
hy == min{f —¢,g, — 1}.

(@Flg C Baire-Funktionen) Die Teilmenge der Baire-mefibaren Funktionen ist Fol-

gen-abgeschlossen beziiglich punktweiser Konvergenz nach . Somit ist der Fol-
genabschluf der stetigen Funktionen (mit kompakten Triger) in den Baire-mefibar-
en Funktionen enthalten.

—F1
(CCF i) Baire-Funktionen) Betrachten wir nun jene Mengen A, fiir welche die

charakteristische Funktion y4 im Folgen-Abschlufl der stetigen Funktionen mit
kompakten Triiger liegt. Diese bilden eine o-Algebra A, da der punktweise Grenzw-
ert von x 4, wieder im Folgen-Abschluf} liegt. Die kompakten Gs-Mengen K sind in
A enthalten, da nach dem ersten Teil des Beweises xx der punktweise Grenzwert
einer Folge stetiger Funktionen (mit kompakten Triger) ist. Also ist die Baire’sche
o-Algebra in A enthalten, und somit sind die elementaren Baire-Funktionen im
Folgenabschlufl der stetigen Funktionen (mit kompakten Triger). Da aber jede
mefibare Funktion punktweiser Grenzwert einer Folge elementarer Funktionen ist
(siehe ), gilt gleiches auch fiir alle Baire-mefbaren Funktionen.

Ist X metrisierbar, dann ist jede abgeschlossene Menge A eine Gg-Menge, denn
A=, Uy, wobei Uy, := {:c ssup{d(z,a) :a € A} < %} O

4.1.5 Definition. Magere und nirgends dichte Mengen.

Eine Teilmenge M C X eines topologischen Raums X heifit NIRGENDS DICHT falls
kein Punkt in X eine Umgebung U besitzt in welcher M dicht liegt, d.h. U C M
erfiillt, also kurz gesagt dann, wenn das Innere des Abschlusses von M leer ist, siche
26, 3.2.1].

Eine Teilmenge heifit MAGER, falls sie eine abzidhlbare Vereinigung nirgends dichter
Mengen ist. Das ist genau dann der Fall, wenn sie in der abzéhlbaren Vereinigung
abgeschlossener Mengen mit leeren Inneren enthalten ist, siehe [26, 3.2.1].
Beweis. (=) Es sei M = J,, N,,, dann ist M C |J,, N,,.

(<) Esei M C U, An, dann ist M = J,,(M N A,) und M N4, C A4,. O
Warnung: Mager zu sein ist keine Eigenschaft des topologischen Raumes M sondern

héngt wesentlich vom umgebenden Raum X ab: Z.B. ist {0} nirgends dicht in R,
aber natiirlich nicht mager in sich selbst. Jedoch gilt:

4.1.6 Lemma. Mager in Teilrdumen.
Falls M nirgends dicht oder mager in X ist, so gilt gleiches auch in jedem Raum

Y der X als topologischen Teilraum enthdlt.

Beweis. Sei M nirgends dicht in X. Angenommen M wiére nicht nirgends dicht in
Y, d.h. eine offene Menge U # ) in Y existiert mit U C M. Damn git UNX C
MY nNXxX = MX und da U N X open in X ist und M nirgends dicht in X ist,
folgt UN X = (. Weil M dense in e liegt, ist jedoch sein Durchschnitt mit der
nicht-leeren offenen Menge U C MY nicht leer, ein Widerspruch.

Die analoge Aussage fiir magere Mengen folgt nun offensichtlich. O

4.1.7 Satz von Osgood.
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Jede Menge von reell-wertigen stetigen Funktionen die auf einer nicht mageren
Menge X punktweise beschrinkt ist, ist gleichmdfig beschrinkt auf einer offenen,
nicht-leeren Teilmenge.

Siehe [26, 3.2.2]

Beweis. Es sei F die gegebene Menge von reell-wertigen stetigen Funktionen auf
X. Es sei
Af,k = {.’L‘ e X: ‘f(.’L')| < k’}

Dann ist Ay abgeschlossen, und folglich auch die Menge Ay := (\;cx Ak der
Punkte, auf welchen die f’s gleichméfig durch k£ beschrénkt sind. Nach Voraus-
setzung ist X nicht mager und klarerweise gilt X = {z : sup{|f(z)| : f € F} <
oo} = Upen Ar, folglich existiert ein k € N und eine offene nicht leere Menge U mit
U C Ay, d.h. F ist gleichméBig durch k auf U beschriinkt. O

4.1.8 Satz von Baire.

Konvergiert eine Folge von stetigen reell-wertigen Funktionen auf einem topologis-
chen Raum X punktweise, so ist die Grenzfunktion nur auf einer mageren Menge
unstetig.

Siehe [26, 3.2.3]

Beweis. Es konvergiere also die Folge stetiger Funktionen f,, € C(X,R) punktweise
gegen eine Funktion f: X — R.

Es sei A = {rv € X : |f(z) — fe(z)] < e} und A, := U, (Ak)° ist die Menge
jener Punkte, wo f lokal durch ein fj bis auf ¢ approximiert wird. Dann ist sowohl
Ay e als auch A, wachsend in e.

Wir behaupten, daf8 f stetig ist in jedem Punkt aus (.., A (Es gilt sogar Gle-
ichheit). Falls a € (.5, Ae, so ist a € A fiir jedes ¢ > 0, und folglich existiert
zu jedem ¢ > 0 ein k € N mit a € (Axe)?, d.h. es existiert eine Umgebung
U(a) mit |f(z) — fe(z)| < e fur alle x € U(a). Da fj stetig ist konnen wir
U(a) so klein wéhlen, daB |fi(z) — fr(a)| < € ist fiir alle z € U(a). Somit gilt
(@) — f(@)] < 1f@) — fulo)] + 1fi(@) — fu@)] + |fula) — Fa)] < 3¢ fiir alle
x € U(a), d.h. f ist stetig bei a.

Es bleibt also zu zeigen, da8 X \ (.., Ac mager ist. Sei dazu Fy. := {z € X :
Vn o |fe(z) — fetn(z)] < e} Dann ist Fy . abgeschlossen, da die f; stetig sind,
und X = {J; ey Fr,e, da die Folge der f; punktweise konvergiert. Weiters ist [}, . C
Ap e, da f; punktweise gegen f konvergiert. Also ist auch das Innere von Fj . in
jenem von Ay . enthalten, und folglich gilt: U, (Fi,c)° € U, (Ak,c)° = Ac. Fiir jede
abgeschlossene Menge A ist A\ A° abgeschlossen und nirgends dicht, also ist

X\ A C X\ U(Fk,E)O = U(Fl,e \ U(Fk,6)0> =
k l k
= U ﬂ(Fls \ (Fi,e)?) € U(Fk,s \ (Fr,e)?)
Ik

1=k
mager, und somit auch (J,cn(X \ A1/n) = X \ s Ae- O

4.1.9 Definition. Baire’sche Riume.

Ein topologischer Raum X heifit BAIRE’SCH, falls eine der folgenden dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist (siehe [26, 3.2.3]):

1. Komplemente magerer Teilmengen sind dicht, d.h. M C X, mager = X \ M =
X (oder M° = 0),
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2. A, abg., A7 =0 = (U,eny 4An)° =05
3. O, offen, O, = X = (N 0,) =X.

neN ~n
Beweis. ( = ) A, abg., A =0 = M :=J, A, mager = M° = (.
( = ) Ay abg., A% =0 & O, := X \ A, offen, O, = X. Und (U, ey 4n)° =
(UnENX \ On)o = (X \ ﬂnEN On)o =X \ ﬂn On.

(=>)Mmager:>M:UnNn mit N,,” = 0. A, =N, = M°C (U, 4,)° =
0. O

4.1.10 Lemma. Baire’sche lokalkonvexe Riume.

Ein lokalkonvexer Raum ist genau dann Baire’sch, wenn er nicht mager in sich
selbst ist.

Beweis. (=) Diese Richtung gilt fiir jeden topologischen Raum X # (), denn wiire
X mager im Baire’schen Raum X, dann wire das Komplement ) = X \ X nach

dicht, also X = ().

(«<=) Sei also E ein lokalkonvexer Raum, der nicht mager in sich selbst ist. Angenom-
men FE ist nicht Baire’sch, d.h. nach A, abg., A2 = () und Fz : x €
(U,, 4r)°, d.h. |,, A, ist eine Umgebung von x und somit U := |J, (4, — z) =
(U,, An) — = eine Umgebung von 0, also absorbierend. Damit ist

E=|JkU={JkA, - 2),
k,n

keN

n

also mager wegen (A, —x)° = A% —z = {. O

4.1.11 Baire-Hausdorff Kategorien-Theorem.

Jeder vollstindig metrische Raum ist Baire’sch.
Jeder (lokal-)kompakte topologische Raum ist Baire’sch, siehe [26, 3.2.4].

Es gibt Baire’sche metrisierbare LKV’e die nicht vollstéindig sind, siehe [14, S.97].

Beweis fiir vollstindig metrische Rdume. Es sei M mager, d.h. enthalten in
U,2, A, fiir abgeschlossene Mengen A,, mit nicht-leeren Inneren. Wegen
miissen wir die Dichtheit des Komplements X \ M =: M¢ in X zeigen. Sie dazu
Up := {z : d(z,x0) < 1o} eine offene Umgebung mit Radius 7o > 0 eines Punktes
xo € X. Wir konstruieren induktiv offene Bélle U, := {z : d(z,z,) < r,} mit
Mittelpunkt z,, € U,_1 \ 4, und Radius 0 < r,, < TT’I sd. U, CU,_1\ A,.
Dies ist moglich, denn nach Voraussetzung ist AS dicht und U, _; ist eine offene
Umgebung von x,,_1, also existiert ein x,, in U,,—1 NA¢ und wir kénnen den Radius
0 < r, < ™% so wihlen, da U,, = {z : d(x,,) < r,} enthalten ist in dieser
offenen Menge.

Die Folge (x,,), ist Cauchy, denn fiir &' > k > n ist

k' k'—1 0
r
d($k/,$k) < Z d(xj,xj_l) < Z T < Z 2jibn <r,.
j=k+1 j=k j=k

Sei Too := lim,, z,,. Wegen x,, € Up,_1 C U,,, C Uy, fiir alle n > m, ist 2oe € Uy, C
Uo \ Ay, fiir alle m > 0, also zoc € Uy N[, A5, € Up N M°.

O

4.1.12 Folgerung von Weierstrass.
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Es gibt stetige Funktionen auf [—1,1], die nirgends differenzierbar sind.
Siehe [26, 3.2.5]
Beweis. Wir fassen C([—1,1],R) auf als Teilraum von C(R,R) vermoge

i f(=1) firz< -1
feflize L fle)  fur|z| <1
f1) fire>1

Es sei M, := {f € C([-1,1],R) : 3t € [-1,1] V0 < |h| < 1: [ LRI <y
Dann ist M,, abgeschlossen in C([—1,1],R) (denn sei fi € M,, mit fx — fo, dann
existieren entsprechende |t;| < 1 und 0.B.d.A. konvergiert ¢, gegen ein t,, welche
foo € M, gewéhrleistet). Weiters ist M,, nirgends-dicht, denn andernfalls enthielte
M, wegen des Approximationssatzes von Weierstrass eine Umgebung eines Poly-
noms. Das kann nicht sein, denn es gibt beliebig nahe Kurven, mit iiberall beliebig
groflen Anstieg (addiere zum Polynom eine kleine Sigezahnkurve mit hinreichend
grofien Anstieg). Also ist |J,, M,, mager und enthilt alle stetige Funktionen, die in
mindestens einem Punkt differenzierbar sind. O

4.1.13 Bemerkung. Folgerungen fiir Baire’sche LKV.

Der Satz von Baire liefert uns insbesonders fiir Fréchet-Rdume E wegen
sofort, daf fiir jede punktweise konvergente Folge stetig linearer Funktionale
fn + E — R, die Grenzfunktion f ein stetig lineares Funktional ist. Denn f muf}
nach dem Satz von Baire in den Punkten einer dichten Menge stetig sein, und somit
mindestens in einem Punkt. Da aber klarerweise f auch linear sein muf}, geniigt
das fiir die Stetigkeit iiberall.

Der Satz von Osgood liefert uns insbesonders fiir Fréchet-Ridume F, dafl jede
punktweise beschrinkte Familie F von stetigen linearen Funktionalen f : F — R
gleichgradig-stetig (siehe ) und somit beschrénkt in L(E,R) ist: Denn nach
dem Satz von Osgood existiert eine nicht-leere offenen Menge O, auf welcher F
gleichmiiflig beschrinkt ist (durch K). Sei e > 0. Wir wiihlen ein a € O, dann ist

|f(@)] < [f(z+a)|+ |f(—a)|
<sup{|f(y)|:y € O, f € F} +sup{|f(-a)| : f € F}
<K+ K_,

fiir alle 2 € O —a, also ist F(U) C [—¢, ] fiir die 0-Umgebung U := 77— (0 —a).

Leider ist aber jeder (strikt) induktive Limes einer echt aufsteigenden Folge von
Fréchet oder insbesonders von Banach-Réaumen nicht Baire’sch, denn die abgeschlosse-
nen Stufen haben leeres Inneres, sonst wéren sie absorbierend und somit gleich dem
ganzen Raum.

4.2 Gleichmiflige Beschrinktheit

Wir sollten also diese beiden Stetigkeits-Resultate aus noch wesentlich ve-
rallgemeinern. Sei dazu F eine punktweise beschréinkte Familie stetig linearer Ab-
bildungen f : E — F. Wir wollen Bedingungen finden, so daf jede solche Familie
gleichgradig-stetig ist, d.h. fiir jede (abgeschlossene) 0-Umgebung V in F' die Menge
U= Nser f~YV) eine 0-Umgebung in E ist. Diese Menge ist als Durchschnitt
abgeschlossener absolut-konvexer Mengen selbst abgeschlossen und absolut-konvex.
Und sie ist absorbierend, denn fiir x € F ist F(x) := {f(z) : f € F} beschrénkt in
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F, also existiert ein K > 0, mit F(z) C K -V, und damit ist z € K - U. Folglich
definieren wir:

4.2.1 Definition. Tonnelierte Raume.

Eine Teilmenge U eines LKV’s E heifit TONNE oder FAss (engl: barrel), falls sie
abgeschlossen, absolut-konvex und absorbierend ist.

Ein LKV E heiit TONNELIERT (FASSBAR wére mifiverstindlich; engl: BARRELLED
oder BARRELED) falls jede Tonne eine Null-Umgebung ist; das ist genau dann der
Fall wenn jede Seminorm, deren Einheitskugel abgeschlossen ist, stetig ist, denn
die Tonnen sind genau die Einheitskugeln von solchen Seminormen: Sei ndmlich A
eine Tonne, dann ist das Minkowski-Funktional p von A nach eine Seminorm
mit p<1 € A C p<i. Da A abgeschlossen vorausgesetzt ist, ist A = p<i, denn sei
1 =p(z) =inf{\A > 0: x € AA}, dann existieren A, \( 1 und a,, € A mit z = \,, a,,
und folglich ist x = lim,, s ﬁ = lim,, 00 ay, € A. Das umgekehrt abgeschlossene
Einheitsbélle von Seminormen Tonnen sind ist offensichtlich.

Wir haben also die Implikation (1 = 3) des folgenden Satzes bewiesen:

4.2.2 Uniform Boundedness Principle.

Es sei E ein tonnelierter LKV und F ein beliebiger LKV, dann sind fiir jede Menge
F wvon stetigen linearen Abbildungen f : E — F folgende Aussagen dquivalent

1. F ist punktweise beschrinkt,
d.h. fiir alle x € E ist die Menge F(z) in F beschrinkt.
& 2. F ist beschrinkt in L(E, F),
d.h. fiir alle beschrinkten B C E ist F(B) beschrinkt in F (siehe .
& 3. F st gleichgradig-stetig,

d.h. zu jeder 0-Umgebung V von F existiert eine 0-Umgebung U von E mit
fU) CV firalle f eF.

Beweis. Wir haben in |4.1.13| bereits ( = ) gezeigt, denn danach ist
mfef f~Y(V) eine Tonne.

Die Implikationen ( =2« ) gelten allgemein:

( <= ) Es sel B C E beschrinkt. Wir miissen zeigen, daf§ F(B) in F' beschrinkt
ist. Sei also V' eine 0-Umgebung. Da F gleichgradig-stetig ist, existiert eine 0-
Umgebung U von E mit f(U) C V fiir alle f € F. Da B beschrinkt ist existiert
ein K > 0 mit BC K -U, und somit F(B) C K -V, d.h. F(B) ist beschrénkt.

( = ) ist klar, da einzelne Punkte beschrénkte Mengen sind. O

4.2.3 Es gilt auch die Umkehrung.

D.h. ein Raum fiir den obige Aquivalenzen gelten ist tonneliert. Sei namlich U eine
Tonne. Dann ist {z’ € E* : [2/(U)| < 1} eine punktweise beschrinkte Menge in E*
da U absorbierend ist, und somit nach Voraussetzung gleichgradig-stetig, d.h. es
existiert eine 0-Umgebung V' C E, s.d. |2/(V)| < 1 fur alle 2’ € E* mit |2/(U)| < 1.
Es wiirde folglich geniigen zu zeigen, daf§ V' C U. Dazu benétigen wir das Lemma
von Mazur eine Folgerung aus dem Satz von Hahn-Banach: Falls « ¢ U, einer
abgeschlossenen absolut-konvexen Menge, so existiert ein 2/ € E* mit |2/(x)] > 1
und |2/ (U)| < 1.

Jene LKV’e E, fiir welche das Uniform Boundedness Principle fiir abzédhlbare Men-
gen F gilt, heiflen Ro-TONNELIERT, siche [14, S.252]. Der Dualraum jedes metrisier-
baren LKV’s hat diese Eigenschaft, ist aber nicht immer tonneliert.
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4.2.4 Lemma. Erblichkeit von Tonneliertheit.

Jeder Baire’sche LKV ist tonneliert.
Tonneliert vererbt sich auf finale Strukturen und auf Produkte.

Beweis. Sei A eine Tonne in einen Baire’schen LKV E, dann ist E = (J, .y - 4,
und somit existiert ein n € N mit n - A° = (n- A)° # (. Also existiert ein a € A°.
Dann ist —a € A° und somit 0 = %a — %a € A%, d.h. A ist eine 0-Umgebung.

Es sei f; : E; — FE eine finale Familie und alle E; seien tonneliert. Sei weiters
q : E — R eine Seminorm mit abgeschlossener Einheitskugel, dann gilt gleiches fiir
qo fi, denn (go fi)<1 = (fi)"'(g<1). Also ist g o f; stetig, und damit auch q.

Beziiglich Produkte siehe [14, S.223]. O

4.2.5 Folgerung. Punktweise Konvergenz ist nicht bornologisch.

Der Dualraum E* jedes tonnelierten LK V’es der eine beschrinkte Menge B besitzt,
die in keinen endlich dimensionalen Teilraum enthalten ist, ist mit der Topologie
der punktweisen Konvergenz nicht bornologisch.

Z.B. ist das fiir jeden unendlich dimensionalen Banach-Raum erfillt.

Beweis. Es sei B C F beschrinkt. Dann ist die Polare B® := {2/ € E*: Vz € B :
|z’ (x)] < 1} eine absolut-konvexe 0-Umgebung in E* und somit GEFRASSIG (d.h.
absorbiert beschriankte Mengen) in E*. Wegen des Uniform Boundedness Principles
sind die beschrankten Mengen in E* genau die bzgl. der Topologie der punktweisen
Konvergenz beschrankten. Wére also diese letztgenannte Struktur bornologisch,
so wire B° eine ihrer 0-Umgebungen, d.h. es wiirde eine endliche Menge A C E
existieren mit A° C B°. Nach den Bipolarensatz ist dann B C (B°), C
(A%)o = (A)abg. abs.konv.; also in einem endlich dimensionalen Teilraum enthalten,
ein Widerspruch zur Voraussetzung. O

4.2.6 Banach-Steinhaus Theorem.

Der punktweise Grenzwert einer Folge stetig linearer Abbildungen von einem ton-
nelierten LKV E in einen LKV F ist eine stetig lineare Abbildung. D.h. fiir vollstindiges
F ist der Raum LC(E,F) := L(E,F)NC(E,F) der stetig linearen Abbildungen
beziiglich punktweiser Konvergenz Folgen-vollstindig (aber nicht notwendig vollstindig).

Beweis. Seien f, : F — F stetig lineare Abbildungen. Es konvergiere f,, punk-
tweise gegen f. Dann ist f klarerweise linear und { f,, : n € N} punktweise beschrinkt.
Also wegen des Uniform Boundedness Principle gleichgradig-stetig, d.h. fiir
alle (abgeschlossenen) 0-Umgebungen V' existiert eine 0-Umgebung U mit f,(U) C
V fiir alle n. Dann gilt aber auch f(U) CV =V, d.h. f ist stetig. O

4.2.7 Folgerung. Skalare Beschrinktheit.
Jede skalar-beschrdinkte Menge ist beschrdnkt.

Es heifit eine Menge B C E SKALAR-BESCHRANKT, falls 2’/(B) C K beschrénkt ist
fiir alle stetig linearen Funktionale ' € E*.

Beweis. Sei zuerst E ein normierter Raum, dann ist + : £ — E” eine Isometrie
auf den Teilraum «(E), wegen des Satzes von Hahn-Banach (siehe ; vgl. mit

dem Beweis von , oder direkt mit |5.1.10 |). Die Menge «(B) ist punktweise

beschrénkt, denn fiir alle 2’ € E’ ist 2/(B) als beschriinkt vorausgesetzt. Da E’ ein
Banach-Raum ist, ist ¢(B) beschrinkt in L(E’, K), nach dem Uniform Boundedness

Principle , also ist B C E beschriankt da ¢ eine Isometrie ist.
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Sei nun B C F skalar-beschriankt in einem beliebigen LKV E. Wir miissen zeigen,
dafl p(B) beschrinkt ist, fiir jede stetige SN p von E. Es sei N := ker(p). Dann ist
E, := E/N ein normierter Raum, beziiglich der Seminorm p mit p o 7 = p, wobei
7 : E — E, die natiirliche Quotienten-Abbildung ist. Es ist 7(B) skalar-beschrénkt
im normierten Raum E,, denn £(7(B)) = (£ o 7)(B) ist beschrinkt fiir alle stetig
linearen Funktionale ¢ auf E,. Also ist m(B) Norm-beschriinkt nach dem ersten
Teil, d.h. p(B) = p(w(B)) ist beschréinkt. O

4.2.8 Folgerung. Getrennt stetige bilineare Abbildungen.

Es seien E1 und Es metrisierbare LKV’e und E5 sei tonneliert. Dann ist jede
bilineare Abbildung f : Fhw X Es — F mit Werten in einem beliebigen LKV F, die
getrennt stetig ist, stetig.

Dieses Resultat gilt auch fiir tonnelierte Rdume mit einer abzéhlbaren Basis der
Bornologie, siche [14, S.338].

Beweis. Da F; und FE5 metrisierbare LKV e sind, geniigt zu zeigen, daf f beschrénkt
ist (die Folgenstetigkeit bei 0 folgt aus der Homogenitit wie in der Folgerung in

, die Stetigkeit folgt daraus mittels ) Sei also B; C FE; beschrankt fiir
i = 1,2. Wir betrachten die Abbildung f : Fy — L(FEy, F), f(x1) : 22 — f(x1,x2).
Diese ist wohldefiniert, da f(x1,-) nach Voraussetzung linear und stetig ist. Sie
ist auch linear, da f(_,z2) linear ist. Weiters ist f(B;) punktweise beschrinkt in
L(Fy, F), denn fiir x5 € By ist f(B1)(x2) = f(B1 x {x2}). Da E; tonneliert ist, ist

f(Bl X Bg) = f(Bl)(Bg) - F beschrinkt. L]

4.2.9 Beispiel. Unstetige aber getrennt stetige natiirliche Bilinearform.

Fiir beliebige LKV’s E betrachten wir die offensichtlich bilineare Evaluations-
Abbildung ev : E* x E — K, (2/,2) — 2'(z). Diese ist beschrinkt, denn wenn
A C E* und B C E beide beschrinkt sind, dann ist A(B) beschrinkt wegen der
Struktur von E* C E' = L(E,K). Angenommen ev wire stetig. Dann miifiten
0-Umgebungen V' C E* und U C E existieren mit |2/(z)] < 1 fiir alle 2’ € V
und z € U. Da V als 0-Umgebung absorbierend ist, existiert fiir jedes 2’ € E* ein
k > 0 mit 2’ € k-V und somit ist 2’ auf U durch k beschriinkt, also U skalar
beschrinkt und damit beschrankt in F, also E normierbar nach . Beachte,
daf3 dabei nicht wesentlich war, dafl wir die iibliche Struktur auf E* verwenden
haben, sondern dies gilt fiir jede topologische Vektorraumstruktur. Stetigkeit ist
also fiir nichtlineare Abbildungen eine zu starke Einschrinkung, wenn schon die
natiirlichste bilineare Abbildung es nicht ist. Diese Bemerkung beriicksichtigend
wurde eine Differentialrechnung fiir Abbildungen zwischen LKV’s entwickelt, siehe
[27].

Schauen wir uns als einfachsten Spezialfall von nicht normierten Riumen E =
R® = J[yR oder E = RN := [[(R an. Wegen der universellen Eigenschaft
der finalen Struktur ist (R™)* = RN als Vektorraum, wobei die Wirkung von
= (zp)n € RY auf y = (yn)n € RW durch ev(z,y) = 3, 7, yn gegeben ist.
Und da die beschrinkten Mengen in R beschriinkt in einem RN liegen ist die
Topologie auf (RM)* gerade jene von RY.

Andererseits ist der Dualraum von RY gerade R®™) mit obiger Evaluationsabbildung,
denn fiir stetig lineare 2’ : RN — R muB eine 0-Umgebung, also ein N € N und
ein ¢ > 0 existieren, s.d. #/({z € RY : |z,| < ¢ fir allen < N}) C [~1,1]. Sei
p = inkl* : RY — RN und i : RY — RN, 2 + (2,0). Dann ist p und i stetig
und linear und |2/(k - (x — (i o p)(z)))| < 1 fiir alle & > 0 und somit z'(x) =
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2'(i(p(x))) = (i*(2') op)(z), wobei i*(z') € (RV) = RN liegt, also ist (RY)’ mit der
Vereinigung | Jy <y RY identifizierbar. Das ist sogar ein linearer Homéomorphismus:
Die typische 0-Umgebung in (RY)' ist die Polare B° von B = {x € RY : |z;| < p;}
fiir ewisse p; > 0, und somit ist

Boz{x’ER(N):‘ x, iESIVazEB}:{x’ER(N): iacggl},

zi: pi zi:ul |
——
=:p(z’)

wobei p eine typische Seminorm von R® ist.

Die Evaluationsabbildung ist beschréinkt und damit getrennt stetig (da beide Fak-
toren bornologisch sind), denn wenn A C RN beschinkt und B € R™ beschrinkt
ist, dann ist B C RY beschrinkt fiir ein N und damit die endlich vielen Ko-
ordinaten von y € B und die entsprechenden von x € A beschrinkt also auch

ev(z,y) =D 0 0 TnlYn = Zi\;o % Yn, beschrinkt.

Die Evaluationsabbildung ist aber nicht stetig, denn géibe es 0-Umgebungen V C RY
und U € RM™ mit ev(V x U) C [~1,1], so kann V nur endlich viele Koordinaten
kontrollieren, d.h. es gébe ein n mit R - e, € V. Da aber ein € > 0 existiert mit
g-e, €U wire 1 > |ev(key,ce,)| =k - fir alle k, ein Widerspruch.

4.3 Abgeschlossene und offene Abbildungen

Wir haben in gesehen, dafl die Baire-Eigenschaft die Stetigkeit gewisser
linearer Abbildungen zur Folge hat. Wir wollen das noch weiter ausarbeiten. Sei
dazu f : E — F eine Abbildung. Der GRAPH von f ist die Menge Graph(f) :=
{(z,y) € Ex F : f(x) = y}. Der Graph ist genau dann abgeschlossen, wenn
Graph(f) 3 (%, ¥:) = (ToosYoo) = (Too, Yoo) € Graph(f), d.h. aus der Existenz
der Grenzwerte lim; z; und lim; f(z;) die Gleichheit f(lim;z;) = lim; f(z;) folgt.
Diese Bedingung ist klarerweise formal schwicher als die der Stetigkeit von f, wo
ja die Existenz des 2.ten Grenzwertes nicht vorausgesetzt wird. Wir zeigen nun
dennoch die Umkehrung unter geeigneten Voraussetzungen:

4.3.1 Closed Graph Theorem.

Es sei E ein Baire’scher LKV, F ein Fréchet-Raum und f : E — F eine lineare
Abbildung, deren Graph in E X F abgeschlossen ist. Dann ist f stetig.

Beweis. Wir wihlen eine 0-Umgebungs-Basis (V},),, von F bestehend aus abgeschlosse-
nen und absolut-konvexer Mengen mit 2V,,1; C V,,. Fiir jedes nist E = kEN k-A,,
mit A, := f~1(V,,). Da E als Baire’sch vorausgesetzt ist, enthilt A, einen Punkt

x so, daB = + U, C A, fiir eine 0-Umgebung U,, von E. Dann gilt aber U, =
(x4+Uy) —2C(x+U,) — (x+U,) C2A4, CA, 1.

Wir behaupten, daBl f(Upt41) C Vo1 (= f ist stetig). Sei dazu = € U,y1 C
A, C A, + Upio, d.h. es existiert ein zg € A, mit x — x¢ € Uy, und rekursiv
finden wir zp, € A,4p mit x — Zf:o x; € Upyoyr. Dann erfiillt >, f(xy) die
. k k —j
Cauchy-Bedingung, denn Zlilf f(z;) € Zlf,f Vi C Z§:02 MWoak € Virk—1-

Da F vollsténdig ist existiert somit y := >, f(zx) und liegt in V,,_y. da V,_;
abgeschlossen ist.

Falls E metrisierbar ist, diirfen wir annehmen, dafl die U,, eine 0-Umgebungs-Basis
von E bilden, und somit ), xj, gegen x konvergiert. Die Abgeschlossenheit des
Graphen liefert dann f(z) =y € V,,_1.
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Im allgemeinen Fall, nehmen wir zwei beliebige symmetrische (abgeschlossene) 0-
Umgebungen U und V in F und F. Da x — Zf:o i € Upgorr € Aptiyr C
Apti+k + U, existiert ein ax, € Apy14k, mit x — Zf:o r; €ap+U,ie x— (ak +
Zf:o xz) € U. Damit ist aber f(ax) € Vii14% eine 0-Folge, und somit ist y —
flax + Zf:o z) = (y — E?:o f(x;)) — f(ax) € V fiir k hinreichend grof. D.h.
(z,y) + U x V trifft den Graphen von f zumindest an der Stelle ay, + Zf:o z;. Da
der Graph abgeschlossen ist, gilt f(z) = y. O

4.3.2 Bemerkung. “Versponnene” Riume.

Man kann die wesentliche Eigenschaft der Mengen V;, in F' abstrakter fassen. Dazu
nennt man eine Abbildung V' von der Menge der endlichen Folgen natiirlicher Zahlen
in die absolut-konvexen Teilmengen eines LKV’es F', ein VERVOLLSTANDIGENDES
GEWEBE (ODER GESPINST, ENGL.: COMPLETING WEB) falls

1. V(0) = F;

2. fiir jede endliche Folge k := (kq, ..., k,) und jedes k;,+1 die Inklusion 2 V' (k, k,,+1) C

V(k) gilt;
3. fiir jede endliche Folge k := (kq, ..., ky) jeder Punkt in V (k) absorbiert wird
von UaneN Vk, knt1);

4. und fiir jede unendliche Folge (k1,ks,...) und =, € V(ki,...k,) die Reihe
>, Tn konvergiert.

Ein LKV F heiit “VERSPONNEN” (engl. webbed) falls er ein vervollstindigendes
Gewebe V besitzt.

4.3.3 Lemma. Erblichkeit “versponnener” Riume.

Jeder Fréchet-Raum E ist versponnen. Folgen-abgeschlossene Teilrdume, abzihlbare
Produkte, separierte Quotienten und abzdhlbare Koprodukte versponnener Rdume
sind versponnen. Das Closed Graph Theorem gilt auch fiir versponnene Rdume F'.
Die Fréchet-Rdume sind genau die Baire’schen versponnenen LKV e.

Beweis. Jeder Fréchet-Raum FE ist versponnen, dazu nehmen man nur eine 0-Um-
gebungs-Basis V,, wie oben und definiere V' (kq, ..., ky) := V.

Fiir Teilrdume ist die Spur eines vollstéandigen Gewebes und fiir Quotienten das
Bild eines solchen wieder ein solches (siehe [14,S.90]).

Fiir restlichen Erblichkeiten siehe [14,[S.91].

Der obige Beweis des Closed Graph Theorems lidfit sich nach [6] mit folgenden
Anderungen direkt auf versponnen Riume F iibertragen (siehe [14, S.92]): Wir
wéhlen induktiv k, € N so, dal V;, := V(kq,...,k,) nicht mageres Urbild Ay :=
f~Y(V,,) hat. Dies geht wegen Eigenschaft des Gewebes. Nun zeigt man wie
im Beweis von , die Existenz von 0-Umgebungen U,, C A,_; mit f(U,) C
V-1, womit die Stetigkeit von f gezeigt ist.

Fiir die letzte Aussage siche [14, S.94]. O

4.3.4 Bemerkung.

Ublicherweise wird das Closed Graph Theorem in der Literatur technischer for-
muliert, indem man nur auf einen nicht mageren Teilraum G C E definierte lineare
Abbildungen f : G — F mit abgeschlossenen Graphen in E X F' betrachtet. Dies
Version folgt aber sofort aus der oben angegebenen, denn G ist dann auch nicht
mager in sich selbst nach , also Baire’sch nach und der Graph ist

dann auch abgeschlossen in G x F' also das Theorem anwendbar, wobei wir
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nur die schwiicheren Voraussetzungen G Baire’sch und der Graph abgeschlossen in
G x F brauchen.

4.3.5 Open Mapping Theorem.

Es sei E versponnen, F' Baire’sch und f : E — F linear und surjektiv mit abgeschlosse-
nen Graphen. Dann ist f eine offene Abbildung, d.h. die Bilder aller offener Mengen
sind offen.

Beweis. Wire f bijektiv, so konnten wir einfach auf f~1 anwenden.
Im allgemeinen betrachten wir das Diagramm:

Graph(f) ——=E x F

Ik

Ker(f) ¢ E I;
\ j

A
N E/N

Da f abgeschlossenen Graphen hat, ist der Kern N := Ker(f) = inj; ! (Graph f)
von f abgeschlossen. Somit ist F/N selbst versponnen nach . Wir betrachten
nun die bijektive Abbildung f : E/N — F, [z] — f(z). Falls f abgeschlossenen
Graphen hat, so gilt gleiches auch fiir f, denn 7 x F : E x F — (E/N) x F
ist eine Quotientenabbildung (da offen), und (7 x F)~!(Graph f) = Graph f. Die
Umkehrabbildung f ~1 von f hat dann ebenfalls abgeschlossenen Graphen in F' x
(E/N), da die Spiegelung (E/N)x F — F x (E/N) ein Isomorphismus ist. Folglich
ist nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen die Abbildung f~!: F —
E/N stetig, also f offen und damit auch f = f o 7 eine offene Abbildung. O

4.3.6 Folgerung. Quotientenabbildungen von Fréchet-Riumen.

Es sei E ein Fréchet-Raum f : E — F eine stetige lineare Abbildung mit nicht-
mageren Bild f(E) in F. Dann ist f : E — F surjektiv und sogar eine Quotienten-
Abbildung, d.h. F = E/XKer(f).

Beweis. Insbesonders ist f(F) nicht mager in sich selbst nach , also Baire’sch

nach und somit f : £ — f(E) eine offene (nach ) und stetige Ab-
bildung, also eine Quotientenabbildung. Damit ist auch f(E) & E/Ker(f) ein
Fréchet-Raum also vollstindig und somit abgeschlossen in F. Wire f(E) # F,
so wére damit f(E) nirgends dicht (denn 0-Umgebungen sind absorbierend), ein
Widerspruch dazu, daf§ f(F) als nicht mager vorausgesetzt wurde. O

4.3.7 Folgerung. Inverse Funktionen zwischen Fréchet-Riumen.

Die Inverse einer bijektiven stetigen linearen Abbildung zwischen Fréchet Rdumen
ist stetig. [

Wir wollen nun Stetigkeit von linearen Abbildungen mit Werten in Rdumen glatter
Funktionen untersuchen.

4.3.8 Folgerung. Skalare Stetigkeit.

Es sei E ein Baire’scher LKV, F ein versponnener Raum und F eine Punkte-
trennende Familie von stetigen linearen Funktionalen auf F. Falls g : E — F eine
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lineare Abbildung ist, deren samtliche Zusammensetzungen fog: E — F — K mit
f € F stetig sind, so ist g stetig.

Beweis. Wir konnen das Closed Graph Theorem anwenden, denn dazu
miissen wir nur zeigen, dal g(z) = y aus x; — x und g(x;) — y folgt. Da die f € F
stetig sind, ist f(g(x)) = (f o g)(lim; z;) = lim;(f o g)(x;) = f(lim; g(z:)) = f(y).
Und da die f € F Punkte-trennend sind, ist g(x) = y. O

4.3.9 Beispiele.

Diese Folgerung gilt klarerweise auch noch, wenn E selbst nicht notwendig Baire’sch
ist, aber die finale Struktur von Baire-Ré&umen trigt.

Insbesonders 148t sich das mit den Punkt-Evaluationen anstelle von F auf die Fré-
chet-Raume C™(U), C2(U) und &; sowie auf die strikt induktiven Limiten C.(X),
C?(U) und D von Fréchet-Raumen anstelle von E anwenden.

So sieht man sehr einfach, daf§ die Abbildungen aus [18, 4.9] und [18, 4.13.4]
1. T, S, 0¢ : D — D,
2. f-(0):D—=Dfir f €&
3. % () : D — €& fiir p e D (vgl. [18, 4.13.5]);
4. ox():D—Dfirpel

stetig sind, und da8 die initiale Struktur von C(U) und C*°(U) auf H(U) ident ist.
In der Tat ist

eve(g- f) = g(x) - f(2) = (9(z) eva)(f);
eva(p x f) = o(Tu(S(f))) = (¢ o Ty 0 S)(f)-

Im Falle, wo der Zielraum D ist, 148t sich auch das Closed Graph Theorem fiir
Fréchet-Rdume anwenden, wenn man die Trager mitverfolgt. Z.B. gilt Trg(¢o« f) C
Trge +Trg f.

4.3.10 Bemerkung.

Das Closed Graph Theorem hat auch das Uniform Boundedness Principle
fiir Baire’sche Raume zur Folge: Sei ndmlich F C E* punktweise beschrénkt.
Dann ist die Abbildung ¢ : B — B(F,K), z — (f — f(z)) eine wohldefinierte
lineare Abbildung. Die Zusammensetzung mit evy : B(F,K) — K ist gerade f, also
stetig. Damit folgt nun, daf ¢ stetig ist, denn B(F,K) ist ein Banach-Raum, und
somit existiert eine 0-Umgebung U mit [F(U)| = |«(U)(F)| C [0, 1].

4.3.11 Gegenbeispiel betreffend das Uniform Boundedness Theorem.

Es sei £ der Teilraum der endlichen Folgen in £°°, und f, : (2x)3%; = D j<,, Th-
Dann ist {f, : n € N} C L(E,R) punktweise beschrinkt, aber keine beschrinkte
Menge in L(E,R), denn || fu|| := sup{| > <, k| : (zx)72, € Eund Vk : |zx] <
1} =n.

4.3.12 Lemma. Automatische Beschrinktheit der Adjungierten.

EsseiT:E — F,S:F — E' beide linear mit y' (Tz) = S(y')(x), dann sind T
und S beschrdnkt.
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Beweis. Es sei B C E beschriinkt. Dann ist 3/ (T'B) = S(y’)(B) beschréinkt, d.h.
T B skalar-beschrankt, also T'B beschrankt nach der Folgerung in . Ist weiters
A C F' beschriinkt, so ist (SA)(B) = A(T(B)) beschriankt in K, d.h. SA ist
beschrinkt in F’. O
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5. Satz von Hahn Banach

In diesem Kapitel geht es um die Reichhaltigkeit des Raums der stetig linearen
Funktionale auf lokalkonvexen Rdumen, und den geometrischen Trennungseigen-
schaften die daraus folgen. Wir wenden das an um einige Dualrdume zu bestimmen
und auch auf Fragen der komplexen Analysis.

5.1 Fortsetzungssitze

Unser erstes Ziel ist es moglichst viele lineare Funktionale £ zu finden, die natiirlich
stetig sein sollen, d.h. |¢| < ¢ fiir eine (fixe) Seminorm g erfiillen. Mit Betréigen rech-
net es sich jedoch schwer und lineare Funktionale und Seminormen lassen sich nicht
gut vergleichen. Allerdings haben wir bereits eine gemeinsame Verallgemeinerung,
némlich sublineare Funktionale in eingefithrt. Somit wenden wir uns zuerst
der Ungleichung ¢ < ¢ fiir sublineares ¢ zu.

5.1.1 Lemma. Minimale sublineare Abbildungen sind linear.

Es sei E ein Vektorraum tiber R. Eine Abbildung ist minimal unter allen sublinearen
Abbildungen E — R genau dann, wenn sie linear ist.

Beweis. (<) Es sei £ : E — R linear und ¢ : E — R sublinear und ¢ < ¢. Dann
gilt:

0=£(z) + (=) > g(z) + g(—2) = ¢(0) = 0= ¢(z) = —¢(—2)
= U(z) 2 q(z) = —q(—z) = —l(-z) = l(z) = q(z) = {(z).

(=) Es sei p: E — R minimal. Angenommen p ist nicht additiv, dann existieren
a, b € E mit p(a + b) < p(a) + p(b). Wir versuchen nun eine kleiner sublineare
Abbildung zu finden. Offensichtlich ist  — p(z + a) — p(a) konvex und im Punkt
b kleiner als p. Um auch RT-Homogenitéit zu erreichen betrachten wir p,(x) =
inf;so(p(z+ta)—tp(a)). Wegen —p(—2) < p(x+ta)—1tp(a) macht diese Definition
Sinn. Weiters gilt p(z+ta)—tp(a) < p(x), also p, < pund p,(b) < p(a+b)—p(a) <
p(b).

Die Abbildung p, ist RT-homogen, denn fiir A > 0 gilt:

Pu(Az) = inf (p(\a + ta) — tp(a)) = inf (p(r (2 + L)~ tp(a))

i A (p(o+ 1a) = 5 p(@)) = A inf (pla+ 5@) = 5pla) ) = A+ pul).

Mit z — p(x + ta) — p(ta) ist auch p, konvex, ein Widerspruch zur Minimalitét.
Aus der Additivitdt folgt nun aber auch die R-Linearitdt, denn p ist ungerade,
wegen p(—z) + p(z) = p(0) = 0. =

5.1.2 Folgerung. Existenz linearer Minorante.
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Es sei E ein VR iiber R und p : E — R sublinear, so existiert ein lineares f : E — R
mit f < p.

Beweis. Wir wollen das Lemma von Zorn auf die Menge
S :={q < p: ¢ ist sublinear}

anwenden. Sei L eine linear geordnete Teilmenge von S. Dann ist inf ez g =: goo € L
eine untere Schranke von £: In der Tat ist g, wohldefiniert, denn andernfalls géibe es
ein z € F so, dal £(z) nach unten unbeschrinkt ist. Dann géibe es aber ¢, € L C S
mit 0.B.d.A. g,(2) < —n und ¢, < ¢,—1. Folglich wire:

0=¢n(0) < gn(x) + gn(—2) < —n+qo(—x) = Yn : go(—2) > n,
ein Widerspruch. Es ist ¢ als infimum sublinear, da n + g, falled ist (¢max{n,m} (+

AY) < qn(®)+Agm(y)). Wir kénnen also das Lemma von Zorn anwenden und erhal-
ten ein minimales Element ¢ € S, das nach dem Lemma linear sein muf}. O

5.1.3 Satz von Hahn und Banach.
Sei E ein Vektorraum iiber R und F ein linearer Teilraum. Sei q ein sublineares

Funktional auf E und f : F — R eine lineare Abbildung, welche f < q|p erfullt

Dann existiert eine Fortsetzung f E — R welche linear ist, f|p = f und f <gq
auf E erfiillt.

Beweis. Wir betrachten ¢ :  — inf,cp(g(z + y) — f(y)). Analog zum Beweis von

[5.1.1]folgt, da g wohldefiniert (g(-+) ~ f(y) > —a(~2) +a(y)~/(4) > )
subhnear und § < q (setze y := 0) ist. Fiir 2 € F'ist §(z) < g(z —2)+ f(z

)
Nach der Folgerung existiert also ein lineares f : E — R mit f < ¢

gilt f|r = f, denn fiir alle y € Fist f(y) < d(y) < f(y) und somit f|p
als lineare Abbildung minimal ist.

5.1.4 Folgerung.

Sei E ein Vektorraum iber K € {R,C} und F ein linearer Teilraum. Sei q eine
Seminorm auf E und f : F — K eine lineare Abbildung, welche |f| < q|r erfillt.

Dann ezistiert eine Fortsetzung f : E — K, welche linear ist, f|F = f und |f| <gq
auf E erfillt.

Beweis. Zuerst fiir K = R: Es sei ¢ eine Seminorm und |f| < ¢|r. Nach
existiert ein lineares f : E — R mit f < ¢. Das impliziert aber |f| < ¢, denn
—f(z) = f(=2) < q(—x) = q(x).

Ist nun der Grundkorper C, dann betrachten wir fg := Ref. Es giltffiR <|fl <4qlF
Also existiert nach dem zuvor Gesagten eine R-lineare Fortsetzung fg : £ — R mit

fr < q. Nun sei f die nach C-lineare Abbildung z +— ij(ac) - zﬁg(z x).
Dann ist f|p = f und 9%6(]?) =fr<q Firz € Escire? = f(x) mit r > 0. Dann
ist R > |f(z)| =7 = fle7"x) = fr(e”"z) < q(e”"x) = q(2). O

5.1.5 Folgerung.

Es sei E ein LKV und F ein linearer Teilraum von E. Jedes stetige lineare Funk-
tional f : F' — K besitzt eine stetig lineare Fortsetzung f : E — K. Ist E normiert,
dann existiert ein f, welches zusdtzlich || f|| = || f|| erfillt.

Fiir beschréinkte lineare Abbildungen ist dieser Satz im allgemeinen falsch.
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Beweis. Da f stetig ist, ist |f| eine stetige Seminorm auf F. Nach existiert
eine Fortsetzung zu einer stetigen Seminorm ¢ auf E. Nach existiert eine
Fortsetzung von f zu einem linearen Funktional f : E — K, welches | f | < g erfiillt
und somit stetig ist.

Ist E zusitzlich normiert. So kann fiir ¢ die Abbildung @ — [|f|| - [lz[| gew&hlt
werden. Also gilt |£(@)| < £l - Jzll, db. £ = | Flell < IFll < |1l Folglich gilt
die gewiinschte Gleichheit. O

5.1.6 Folgerung. Duale Vektoren.

Es sei E ein LKV und {x1,...,z,} linear unabhingig und ¢; € K, dann existiert
ein £ € E* mit l(x;) = ¥; fir allei € {1,...,n}.

Beweis. Es sei F der lineare Teilraum, welcher von {1, ..., z,} erzeugt wird. Auf
ihm ist durch £(z;) := ¢; ein eindeutiges lineares Funktional definiert, welches nach

3.4.6.3 | stetig ist. Nach existiert eine stetige Fortsetzung ¢ auf E, und diese

hat ebenfalls die gewiinschten Eigenschaften. O

5.1.7 Folgerung. Komplemente endlich dimensionaler Teilrdume.

Jeder endlich dimenstonale Teilraum eines LKV’es besitzt ein topologisches Kom-

plement. Vergleiche mit| 3.4.6.4 | im Falle endlicher Kodimension.

Beweis. Es sei F' ein n-dimensionaler Teilraum von E. Wir wéhlen eine Basis
{e1,...,en} von F und definieren lineare Funktionale ¢ : F — K durch ¢(e;) =
0k,i. Diese sind automatisch stetig und besitzen somit nach stetig lineare
Fortsetzungen /; : E — K. Damit erhalten wir eine stetige Abbildung p : E —
F definiert durch p(z) := Sp_, fx(2) ex. Diese erfiillt p|p = id und liefert eine
Zerlegung E = F & K, wobei K der Kern von p ist, der Isomorphismus durch
z — (p(x),x—p(x)) gegeben ist und in die umgekehrte Richtung durch die Addition
(y, k) =y +k. O

5.1.8 Folgerung. Funktionale sind Punkte-trennend.

Auf jedem LKV sind die stetig linearen Funktionale Punkte-trennend. Mehr noch:
Es sei F' ein abgeschlossener linearer Teilraum in einem LKV E und a € E'\ F.
Dann existiert ein £ € E* mit {|p = 0 und ¢(a) = 1.

Falls E normiert ist, so kann £ € E* so gewdhlt werden, daf d(a, F) - ||¢|| = 1.
Ist q eine Seminorm von E mit q|p = 0, so kann £ € E* so gewdihlt werden, daf

|¢| < q und £(a) = q(a) anstelle von £(a) = 1.

Beweis. Wir definieren ein Funktional ¢ auf F, := {z +ta : x € F,¢t € K} durch
l(x+ta) :=t,also mit £|p = 0 und ¢(a) = 1. Nach ist F, =2 F xK und somit
¢ auf F, stetig und linear, also existiert nach eine stetig lineare Fortsetzung
{ auf E.

Insbesonders sind die stetig linearen Funktionale Punkte-trennend, denn fiir a; # as
liegt a := a1 — az ¢ F := {0} und ist somit durch ein £ € E* trennbar.

Falls F normiert ist, so ist |[¢|| < 1/d(a, F'), denn [¢(z + ta)| - d(a, F) < |t| - ||la —

(=9I = llz+tal|. Es gilt sogar Gleichheit, denn es existieren x,, € F mit ||a—z,| —
d(a, F), und somit gilt 1 = ¢(a — z,) < ||| - |la — zn|| — ||€|| - d(a, F). Nach
kann die Fortsetzung ¢ nun so gewihlt werden, daB ||| = ||| < ﬁ)
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Sei schliellich ¢ eine SN von E mit ¢|r = 0, dann definieren wir £ : F, — K durch
Uz +ta) :=tq(a), also ist £(a) = g(a) und |[¢| < ¢, denn |¢(z + ta)| = |t|q(a) =
q(ta) = q(z +ta). Somit kénnen wir die Erweiterung £ nach so wihlen, daf§
auch |[(| < q. O

5.1.9 Folgerung. Abschlufl als Durchschnitt von Kernen.

Ist E ein LKV und F ein linearer Teilraum, so ist der Abschlufi F von F gegeben
durch ({ker ¢ : ¢ € E*,{|p = 0}.

Beweis. (C) Klarerweise ist F' C ker ¢ fiir alle stetig linearen Funktionale ¢ € E*
mit €|F =0.

(D) Ist umgekehrt a ¢ F, so existiert nach ein stetiges lineares Funktional
¢: E — Kmit £(a) =1 und ¢(F) = 0. Folglich ist a ¢ ({ker? : £ € E* {|p =
0}. O

5.1.10 Folgerung. Isometrische Einbettung in den Bidual.
Sei E normiert und x € E, so gilt |z|| = max{|¢(z)| : £ € E*, ||¢|]| = 1} = ||0(2)|,

d.h. 6 : E — E** ist eine Isometrie.

Beweis. (>) gilt, da |€(z)| < ||4]] - ||z].

(<) gilt, da nach ein £ € F' existiert mit ||¢|| = 1/d(z,0) = 1/||z|| und
¢(x) = 1. Wir ersetzen dieses ¢ durch ||z| - ¢ und erhalten somit |[¢| = 1 und
() = [l]-

Die natiirliche Abbildung ¢ ist eine Isometrie, da
16(2)]| = sup{|o(x)(z”)| : 2™ € E™, [Ja*|| = 1} = [[=[|. O
—
|z ()]

5.1.11 Folgerung. Norm des Adjungierten.
Sei T : E — F beschrinkt linear zwischen normierten Raumen. Dann ist | T*|| =
1Tl
Beweis. Es ist
17| = sup{|IT"(y")I| : ly"[| = 1} = sup{sup{|T"(y")(z)| : [[«[| =1} : [[y"|| = 1}

= sup{|T"(y")(@)| : [lz]| = 1, ly*[ = 1}

—_————
ly* (T (x))]
= sup{sup{[6(T'())(y")| : ly"[l = 1} : l|=l| = 1} = sup{[|6(T (@) [| : [[«] = 1}

5.1.10

sup{[|T(@)[| : ||l=| = 1} = T[] O

5.1.12 Folgerung. Separabilitéit des Dualraums.
Ist der Dualraum eines normierten Raums separabel so auch er selbst.

Die Umkehrung gilt nicht, wie das Beispiel ({*) = (> zeigt, siche .

Beweis. Es sei D* C E* eine abzé&hlbare dichte Teilmenge. Fiir jedes z* € D*
wéhlen wir ein z € F mit ||z = 1 und |z*(z)| > @ Es sei D die Menge all
dieser x mit z* in D*. Wir behaupten, dafl der davon erzeugte Teilraum dicht liegt.
Wegen geniigt es zu zeigen, daf} jedes =* € E*, welches auf D verschwindet,
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schon 0 ist. Sei also z* ein solches. Da D* dicht liegt in E* existiert eine Folge
xk € D* mit ||af — z*|| — 0. Sei x,, die zugehorige Folge in D. Dann gilt

[l — 2% = sup{|(z;, —2")(z)| : [[«[| = 1}
> |(z}, — &) (@n)| = |27, (2n)] = 5|27
Also konvergiert =} gegen 0, d.h. z* = 0. O

5.2 Trennungssitze

5.2.1 Trennungssitze fiir konvexe Mengen.

Es seien A und B disjunkte konvezxe nicht leere Teilmengen eines reellen LKV ’es
E. Dann existiert ein stetig lineares Funktional f : E — R und ein v € R, so daf
fiir alle a € A und alle b € B folgendes gilt:

1. Falls A offen ist, so gilt f(a) <~y < f(b);
2. Falls A und B offen sind, so gilt f(a) <~y < f(b);
3. Fualls A abgeschlossen und B kompakt ist, so gilt f(a) <y < f(b).

Die affine Hyperebene {x € E : f(z) = 7} trennt somit die beiden Mengen, d.h.
diese liegen auf verschiedenen Seiten von ihr.

Beweis. Es ist U := A — B offen und konvex und 0 ¢ U # (). Wir wéhlen ein
u € U und setzen V := U —u mit zugehorige Minkowski-Funktional g := gy (dieses
ist nach sublinear). Sei weiters F' := {tu : ¢t € R} und f : F — R gegeben
durch f(tw) := —t (wohldefiniert, da u # 0). Dann ist f|y < 0, denn f(U) C R
ist konvex, —1 = f(u) € f(U) und 0 ¢ f(U). Folglich ist nach f < q|r,
denn fiir v € F mit q(v) < list v € V =U —u, also 0 > f(u+v) = f(v) — 1,
d.h. f(v) < 1. Nach dem Satz von Hahn-Banach existiert eine Erweiterung
zu einem stetig linearen Funktional auf E (welches wir wieder mit f bezeichnen)
mit f < ¢g. Da W := VN =V eine 0-neighborhood ist, weiters f(w) < g(w) <1
und —f(w) = f(—w) < ¢(—w) < 1 fiir alle w € W ist, folgtwe deduce that f is
continuous. Fiir v € U ist v —u € V C g<; und somit 1 > g(z —u) > f(x —u) =
f(z)+1, d.h. f(z) <0. Somit ist f(a —b) <0, d.h. f(a) <~ :=inf f(B) < f(b).
Ist nun A offen, so auch f(A) und damit ist f(a) < v fiir alle a € A.

Ist zusitzlich B offen, so folgt analog zum eben gesagten f(b) > ~ fiir alle b € B.

Da A abgeschlossen ist, existiert zu jedem y ¢ A eine offene absolut-konvexe
0-Umgebung Uy, so dal AN (y+3U,) = 0. Da B kompakt ist, gibt es endlich viele
y; € B,sodaB B C |J,(y; +U;) mit U; := U,,. Wegen (y; +2U;)N(A+U;) = () sind
fir U := N, U; die beiden offenen konvexen Mengen A + U und B + U disjunkt.
Also folgt die Behauptung aus (2). O

5.2.2 Folgerung. Trennung eines Punktes von konvexer Menge.

Sei E ein LKV, U eine nicht leere konvexe offene Teilmenge und F ein linearer
Teilraum der U nicht trifft. So existiert eine abgeschlossene Hyperebene H 2O F,
welche U nicht trifft.

Beweis. Sei vorerst K = R. Nach folgt mit A := U und B := F die
Existenz von f € E* und v € R mit f(a) < vy < f(b) fiir alle a € A und b € B.
Da b:=0 € F ist v < 0 und somit U N Ker(f) = 0. Weiters ist F' C Ker(f), denn
f(y) # 0 impliziert f(y) < 0 oder f(y) > 0 und damit f(—y) < 0, dann ist aber fiir
ein geeignet gewiihltes Vielfaches f(ty) < v, ein Widerspruch.
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Sei nun K = C. Nach dem erstem Fall existiert ein R-lineares f : E' — R mit
f(z) <0fiir 2 € U und flp = 0. Dann ist f : @ — f(z) —i f(iz) C-linear, mit
0¢ f(U) und F C Ker(f) (Beachte, dafl Ker(f) C Ker(f)). O

5.2.3 Folgerung. Abschlufl als Durchschnitt von Halbrdumen.

Die abgeschlossene konvexe Hiille einer Teilmenge eines reellen LKV ist der Durch-
schnitt aller Halbrdume, die sie enthalten. Vgl. dies mit .

Dabei versteht man unter einem HALBRAUM eine Teilmenge des Vektorraums der
Gestalt {x : f(z) <~} mit einem f € E* und v € R.

Beweis. Folgt wie unter Verwendung von |5.2.1.3| oder anstatt
: In der Tat sind Halbrdume offensichtlich abgeschlossen und konvex, also
ist die abgeschlossen konvexe Hiille von A in diesem Durchschnitt enthalten. Sei

umgekehrt b nicht in der abgeschlossenen konvexen Hiille von A. Dann existiert nach

5.2.1.3 | ein v € R und ein stetig lineares Funktional f : F — R mit f(a) <y < f(b)
fiir alle a € A. Also liegt A im Halbraum {z : f(z) < v} nicht aber b, und somit

liegt b auch nicht im Durchschnitt dieser. O
Als né#chstes eine Verallgemeinerung von .

5.2.4 Lemma von Mazur.
FEs sei E LKV iiber K, weiters A C E abgeschlossen und konvex und b ¢ A.

1. Falls K=TR und 0 € A, so existiert ein stetiges lineares Funktional f : E —
K mit f(b) > 1 und f(a) <1 fiir alle a € A.

2. Fualls A absolut-konvex ist, dann existiert ein stetiges lineares Funktional
f:E—=Kmit f(b) >1 und|f(a)| <1 fiir alle a € A.

Beweis. | 1| Nach fir die kompakte Menge B := {b} existiert ein f € E*
und ein v € R mit f(a) < v < f(b) fiir alle a € A. Wegen 0 € A ist 0 = f(0) <~
und somit g := % f : E — R das gewiinschte Funktional mit g(a) < 1 < g(b) fiir
alle a € A.

Falls K = R ist, so folgt dies aus dem ersten Teil, denn dann ist mit a € A auch
—a € A und somit —f(a) = f(—a) < 1, insgesamt also |f(a)| < 1.

Sei nun K = C. Es existiert nach dem eben gesagten ein stetig R-lineares f : £ — R
mit [f(a)] < 1 < f(b) fir alle a € A. Es nimmt die 2m-periodische Funktion
t — f(e''h) ihr Maximum an einer Stelle 7 an. An dieser muf§ ihre Ableitung
f(ie"7b) verschwinden. Nun betrachten wir das C-lineare stetige Funktional f : z ~—
f(e'7x)—i f(ie' x). Esist f(b) = f(e!7b) > f(b) > 1 und fiir a € A sei f(a) = re'?
die Polarzerlegung. Dann ist 0 < 7 = e~*? f(a) = f(e""%a) = f(e!"e Y a) < 1,
da e!"=%g € A ist. O

5.3 Dualrdume wichtiger Beispiele

5.3.1 Lemma. Dualraum von ¢”.
Es seil < p < oo und % + é =1, dann ist ((P) = 1. Weiters ist (c,) = ¢*. Man
beachte insbesondere, dafi co # (>° = (£*) = (co)".

Wir werden in zeigen, dafl ¢y nicht Dualraum eines Banach-Raums sein
kann.
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Beweis. Die durch z — (y — {(x,y)) gegebene Abbildung ¢ : £2 — (¢P) ist wegen
der Holderungleichung eine wohldefinierte Abbildung mit ||c(z)| < ||z

gq(—> gp/

k %"ek

Wir zeigen nun die Surjektivitét: Sei dazu A € (¢P)'. Falls ein x € ¢? existiert mit
t(z) = A, so miifite z; = 1(z)(e*) = \(e¥) sein. Wir definieren also zj, := A(e¥). Es
seien A, € (¢?)" gegeben durch

M (y) = Ayla,..ny) = A(Z Yk e’“) = Z Yk Tk
k<n k<n

Dann konvergiert A, — A punktweise, da >, ys eF — y konvergiert in /P (bzw. in
o). Also ist A € (¢P)* wegen dem Banach-Steinhaus Theorem und

Ay) = lim A ( —nh_>m Zxkyk—Zxkyk— u(x)(y).

n—o00
k<n

Somit gilt | >, zryk| < Al |yl Fir fixes n definieren wir ein y € (¢ durch
Yk i= Ty, |x 972 falls 2 # 0 und k < n und 0 sonst. Es gilt |yx|? = |zx|? und somit

S et =3 e = Zxk g < 1A gl = I (D Jole )

k<n k<n k<n

Also ist ||z||; < [|A]| und somit = € £9. O

5.3.2 Verallgemeinerung. Dualraum von LP.

Fir1l <p < oo und % —&—% =1 gilt: LY(X) = (LP(X))* (Fiir p = 1 nur falls X
o-endlich ist).

Fiir einen Beweis siche z.B. [5, S.381].

5.3.3 Folgerung. Dualraum von C([0,1]).

Die stetigen Funktionale auf C([0,1]) sind genau die Riemann-Stieltjes-Integrale
mit Funktionen von beschrankter Variation als Integrator.

Man rufe sich aus der Analysis in Erinnerung, dafl in Analogie zu Riemann-Summen
die RIEMANN-STIELTJES-SUMME einer Funktion f beziiglich einer anderen Funk-
tion g, einer Zerlegung Z := {0 = ¢; < --- < t, = 1} und eines Zwischenvektors
&= {51, o ,gn} mit t;_1 < & <t durch

Ry(f.2,€) Zf& ti) —g(ti1))

gegeben sind. Die Funktion f heifit RIEMANN-STIELTJES-INTEGRIERBAR beziiglich
g mit Integral [ f dg, falls der Limes [, f dg := limjz|_o Ry(f, Z, &) existiert, wobei
|Z] := max{|t; — t;—1] : 1 < i < n}.

Beweis. Es lifit sich leicht zeigen (siehe [22, 6.5.14]), daf fiir stetiges f und jede
Funktion g von beschrénkter Variation V' (g) (siehe ) das Riemann-Stieltjes-
Integral [ f dg existiert und | [ fdg| < ||f|le -V (g) erfiillt. Folglich ist g ~ (f
fol f dg) eine beschriinkte lineare Abbildung mit Norm kleiner oder gleich 1.
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Sei nun umgekehrt ¢ ein stetig lineares Funktional auf C([0,1]). Wir wollen eine
Funktion g finden, mit £(f) = fol fdg fur alle stetigen f. Dazu beachte man, dafl
fol X[0,s] 49 = g(s) — g(0) ist. Da das Riemann-Stieltjes-Integral unveréndert bleibt,
wenn man zu g eine Konstante wie z.B. —g(0) addiert, diirfen wir annehmen, daf§
g(0) = 0 ist und es liegt nun nahe g durch g(s) := £(xs) mit x5 = x[,5 zu
definieren. Diese Definition macht aber vorerst keinen Sinn, da x nicht stetig ist.
Nach dem Satz von Hahn-Banach diirfen wir aber annehmen, dafl ¢ auf
B(]0,1]) normerhaltend fortgesetzt ist.

Behauptung: g ist von beschriankter Variation.
Sei 0 =ty < --- < t, = 1 eine Partition von [0, 1], dann definieren wir f, := e~ "%,
wobei g(tx) — g(tk—1) = i €?* ist. SchlieBlich sei f die Treppenfunktion die Wert

fr auf (tg—1,tx) hat, dh. f = >0 flxte — Xtr_,). Dann ist f € B([0,1]) mit
[I£lleo <1 also

1= 160H)] = |2 Felglt) = g(te)| = D |(t) = glte—)|
k=1 k=1

und somit ||£]] > V(g).

Behauptung: Fiir f € C([0,1]) ist £(f) = fol fdg.

Sei dazu Z := {0 =ty < --- < t,, = 1} eine Partition und & = {&1,...,&,} ein
Zwischenvektor. Mit fz € B([0,1]) bezeichnen wir fz := > 7, (&) (Xtx — Xtx_1)-
Es gilt f = lim| |0 fz in B([0,1]) und da ¢ stetig ist folgt:

|Z]—0 |Z]—0

() =¢( im fz) = lim 6(fz) = lgry(fjf@k) (Xt = Xiu_s))
k=1

n

1
= Jim 37160 (o(t) — g(ter)) = [ fdg. O

Z|—=0
1Z21-0.—]

Die Abbildung BV ([0,1]) — C([0,1])" ist jedoch nicht injektiv selbst wenn man
g(0) = 0 fordert, siehe [2, S.121]: Um Injektivitit zu erzwingen, kann man ¢g(0) = 0
und g(z) = g(z+) = limy o g(z) fiir alle 0 < = < 1 fordern.

5.3.4 Darstellungssatz von Riesz. Dualraum von C(K).

Es sei K ein kompakter Raum. Dann ist die Abbildung p — (f +— fodu) en
isometrischer Isomorphismus vom Raum der Baire-Mafe auf C(K)'.

Ohne Beweis. Man sieht leicht, dafl diese Abbildung eine Isometrie ist. Schwierig
zu zeigen ist Surjektivitét, siehe [14,S.139)].

Unter einem reguliren Borel-Mafl p versteht man ein signiertes Maf§ p (d.h. eine
o-additive Abbildung) auf der Algebra der Borel-Mengen, welches REGULAR  ist,
d.h.

|| (A) = sup{|u(K)| : K C A, K kompakt}
= inf{|u(U)| : U D A, A offen & Borel-mefibar},

wobei das (positive) Ma8 || durch

|ul(A) == sup{z u(An)| s Ay € A, A = J A, A, paarweise disjunkt}

definiert ist. Unter der Variationsnorm ||u|| versteht man dann ||u|| := |u|(X).
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Auf kompakten Rdumen stehen die Baire-Mafle in eindeutiger Korrespondenz zu
den reguliren Borel-Maflen, d.h. lassen sich eindeutig von den Baire-Mengen auf
die Borel-Mengen fortsetzen.

5.3.5 Folgerung. Dualraum von C(X).

Der Dualraum von C(X) fir vollstindig regulires X besteht gerade aus den reg-
uldren Borel-Mafen mit Trdager in kompakten Teilmengen von X .

Beweis. Zu jedem p € C(X)* existiert ein kompaktes K C X und ein C' > 0
mit |u(f)| < C||f|k|lco- Dann faktorisiert p iiber inkl* : C(X) — C(K) zu einem
i € C(K)* (vermoge fi(f) := p(f), wobei f € C(X) irgendeine stetige Erweiterung
von f € C(K) ist), ist also nach durch ein reguldres Borel-Maf} auf K
gegeben. O

5.3.6 Runge’s Approximations-Theorem.

Sei K C C kompakt und A C C \ K eine Menge, die jede Zusammenhangskom-
ponente von Co, \ K trifft. Ist f holomorph in einer Umgebung von K, dann ezx-
istieren rationale Funktionen mit Polen in A welche gleichmdfig auf K gegen f
konvergieren.

Dabei bezeichnet C, die Riemann’sche Zahlensphire, d.h. die Einpunkt-Kompakt-
ifizierung C U {oo} der Ebene C, siehe [19, 2.16,2.22]

Beweis. Wir bezeichnen mit R4 (K) := {%|x : p,q sind Polynome, g 1(0) C A}
die Menge aller rationalen Funktionen auf K mit Polen in A. Sei F := {f|x :
f ist holomorph auf einer Umgebung von K} der Teilraum von C(K) jener Funk-
tionen, die eine holomorphe Erweiterung auf eine Umgebung von K besitzen. Wir
miissen zeigen, dafl der Abschlufl von R4(K) den Raum F umfafit. Wegen
geniigt es zu zeigen, daf jedes p € C(K)' welches auf R4 (K) verschwindet auf ganz

E verschwindet (Nach den Darstellungssatz von Riesz ist solch ein p durch
ein reguléres signiertes Borel-Mafl gegeben).

Sei also f|x in E mit f : U — C holomorph auf einer offenen Menge U die K
enthélt. Nach der Cauchy’schen Integralformel (siehe [19, 3.28]) gibt es endlich
viele C1-Kurven (ja sogar Geradenstiicke) ¢ in U \ K, sodaf

[ W)
PO =Yg [ e re

fiir alle z € K (siche [ 6.21]). Also ist
n

,u(f)zz:%u(z»%/c %dw)zZ%/ f(w),u(z»—) 1_2) dw.

k=1

5.3.7 Sublemma.
Es sei p € C(K,C)* mit K C C kompakt. Dann ist durch

a(w) = ,u(z — ! )

Z—Ww
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eine holomorphe Funktion [i : Co \ K — C gegeben mit Ableitungen

0,(m)

A (w) 1 .

p —M(ZH(Ziw)nH)furze(C\K
ﬂ(n)(oo) n—1 -
T:—,u(z»—)z )furn>0

Beweis. Es ist r : (C\ K) x K — C definiert durch (w,z) — —1 stetig, und
somit w +— 1y, 2z — 7(w, 2) eine stetige Abbildung C\ K — C(K,C) (siehe [26,
2.4.5]). Damit ist auch fi : w — p(r,) stetig. Die Abbildung 4 : C\ K — C ist
sogar holomorph, denn

p(w') = f(w)

P~ ) — u(r?) fir w — w,

1
N M(Z ~ (z —w)(z —w)
also ist fi' (w) = p(r?). Induktiv zeigt man 2 (w) = n! p(r2t).
Wegen r,, — 0 fiir w — oo, ist i durch fi(co) := 0 stetig und somit nach dem
Riemann’schen Hebbarkeitssatz [19, 3.31] holomorph auf C., \ K fortsetzbar. Als

Taylor-Entwicklung von /i bei co — d.h. jene von w ﬂ(%) bei 0 — erhalten wir:

o) =n(ees 15) = (e (- 3)7)

1 Z\" =1 N
:_wgﬂ(2H<w) ):_TLE_:OWM(ZHZ )-

Also gilt fiir die Ableitung

%[L(”)(oo) = —u(z — z”fl) O

Nun kénnen wir den Beweis von Runge’s Theorem vervollstandigen:

Wegen pu|r, (k) = 0, ist die Taylor-Entwicklung von /i bei jedem a € A gleich 0,
und da /i holomorph ist und A alle Komponenten von Co, \ K trifft ist i = 0 auf
Coo \ K und somit u(f) = —>p_; 5 ka f(w) fi(w) dw = 0. O

5.3.8 Folgerung. Polynome liegen dicht.

Falls K kompakt ist und C\ K zusammenhingend ist, so lift sich jede auf ein-
er Umgebung von K holomorphe Funktion durch eine Folge von Polynomen gle-
ichmafig auf K approzimieren.

Beweis. Fiir A := {co} sind die rationalen Funktionale mit Polen in A nach dem
Fundamentalsatz der Algebra (siehe [19, 1.8]) gerade die Polynome. O

5.3.9 Satz. Dualraum von H(U).

FEs sei U C C offen. Der Dualraum des Fréchet-Raums H(U) lafst sich mit Hyo(Coo \
U), dem Raum der Keime holomorpher Funktionen f auf Coo \ U mit f(co) = 0
identifizieren.

Unter einem KEIM EINER FUNKTION auf K versteht man eine Aquivalenzklasse
von lokal um K definierten Funktionen, wobei “4quivalent” bedeutet, dafl sie auf
einer Umgebung von K iibereinstimmen.

Beweis. Es sei [g] € Hy(Cx \ U), d.h. g auf einer Umgebung W der kompakten
Menge C \ U holomorph. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei der Rand von
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W durch endlich viele C'-Kurven c;, parametrisierbar, siehe , und ¢ darauf
noch holomorph. Dann definiert

wif)= [ feaa= / REIOLE

ein stetig lineares Funktional auf C(U) 2 H(U). Diese Definition hingt nur vom
Keim [g] von g ab, denn wenn W; eine kleinere Umgebung von C., \ U mit C*-
parametrisierbaren Rand in W ist, dann ist sowohl g als auch f holomorph auf
W \ W1 und somit verschwindet nach dem Cauchy’schen Integralsatz das
Integral von f - g iiber den Rand (W \ W), dieses ist aber gerade die Differenz
fawf'g_fawlf'g'

Umgekehrt sei ¢ € H(U)* und wegen des Satzes von Hahn-Banach 0.B.d.A. p €
C(U,C)*. Dann ist der Triiger von p eine kompakte Teilmenge K C U, d.h.
uw € C(K,C)*. Die Abbildung i : C» \ K — C ist nach obigen Sublemma
holomorph und wegen der Cauchy’schen Integralformel ist wie im Beweis

von Runge’s Theorem
1 N .
W) ==Y g [ 1) ptw)dw tis £ & HU),
k €k

also ist p durch ein “inneres Produkt” mit i € Hy(Cy \ K) gegeben. O

5.4 Einfiihrung in die Dualititstheorie

5.4.1 Definition. Annihilatoren.

Es sei E ein LKV und F ein Teilraum. Mit F° bezeichnen wir den ANNIHILATOR
von F in E* d.h. F° := {{ € E* : {|p = 0}. Ist E ein Hilbertraum, so kénnen
wir E* mit F nach [18, 6.2.10] identifizieren. Der Menge F° entspricht dann via
t:E— E* 2+ (y+~ (2,9)) genau das orthogonale Komplement F'* von F, denn

reFteVWeF: 0= (y,2)=uxz)(y) & uzx)|lr =0 iz) € F°.

Falls G ein Teilraum von E* ist, so bezeichnen wir mit G, den ANNIHILATOR von
G in E, d.h.

G, ={z€E:VgeG:0=g(z)=0(x)(g)} zﬂ{kerg:g € G}
={r € E:éx)g=0}=0"G),

wobei nun § : F — F** die kanonische Injektion ist.

5.4.2 Folgerung. Abschlufl als Bi-Annihilator.
Ist E ein LKV und F ein Teilraum, so ist sein Abschlufi F' = (F°),.

Beweis. Aus folgt:

F=(ker(:€|p =0} =({ker(: L€ F°} = (F°),. O

5.4.3 Folgerung. Kern der Adjungierten.

Es sei T : E — F eine stetig lineare Abbildung zwischen LKV’en. Dann gilt
(Bild T")° = ker(T™). Weiters ist BildT = (ker T™*),.
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Beweis. Die erste Gleichung gilt, da ¢y’ € (BildT)° < Va : 0 =/ (Tz) = T*(y')(x)
& T*(y') = 0, dh. y € kerT*. Aus folgt weiters BildT = ((BildT)°), =
(ker T*),. O

5.4.4 Folgerung. Dualraum von Quotienten und Teilrdumen.

Es sei F' ein abgeschlossener linearer Teilraum eines LKV’s E. Dann existieren
natiirliche stetig lineare Bijektionen E*/F° — F* und (E/F)* — F°. Falls E
normiert ist, so sind diese Isometrien.

Beweis. Wir dualisieren die Sequenz F < E SE /F und erhalten:

Ker.* = F°
- A Da 7 surjektiv ist, ist 7* injektiv und nach dem
@ Fortsetzungsatz ist ¥ : E* — F* sur-
R — (E/F)* jektiy. Weg.en Ker* = E" existie.:?t e%ne ein-
A w deutig bestimmte stetig lineare bijektive Ab-
1 / bildung (1) : E*/F° — F* gegeben durch

¥+ F° = (a*) = x¥|p.
i @) = ole
Wegen 1* o™ = (mo1)* = 0 existiert eine eindeutig bestimmte stetig lineare Abbil-
dungen (2) : (E/F)* — F° gegeben durch ¢ — 7*({) = Lom. Da 7* injektiv ist gilt
gleiches fiir (2) und (2) ist auch surjektiv, denn jedes y* € F° C E* verschwindet
auf F' und faktorisiert somit zu einem ¢ € (E/F)* mit y* = Lon = w*({).

Falls nun F normiert ist, so sind mit 7= und ¢ auch 7* und ¢* Kontraktionen und
damit auch die beiden vertikalen Abbildungen. Zu y* € F* existiert nach ein
x* € E* mit [|z7[| = [|ly*]| und ¢*(2*) = y*. Somit ist [|z* 4+ F°| < [la*| = [ly*]| =
[le*(2*)]], d.h. (1) ist eine Isometrie. Gleiches gilt fiir (2), denn 7* ist eine Isometrie
da [f(z + F)| = [((n(z +y))| = |7 (O)(z + y)| < [7*(O)]| [z + y]| fir alle y € F' und
somit [[£]| < [lw=(£)]]. O

5.4.5 Definition. Duale Paarung.

Eine DUALE PAARUNG ist eine bilineare Abbildung (_,) : £ x F' — K auf dem
Produkt zweier Vektorrdume, welche nicht degeneriert ist, d.h. aus Va : (z,y) =0
folgt y = 0 und genauso mit vertauschten Variablen.

Wir kénnen also z.B. die Elemente y € F' via (_,y) als lineare Funktionale auf E
auffassen. Unter der schwachen Topologie o(E, F') auf E verstehen wir die initiale
Topologie beziiglich aller dieser Funktionale mit y € F'.

Eine Basis von SN’en ist durch die Funktionen z — |(z,y)| mit y € F gegeben.
Diese Topologie heifit schwach, weil sie schwicher ist als jede Topologie fiir welche
jedes y € F' ein stetiges lineares Funktional z +— (z,y) auf F definiert.

Wir sagen, dafl eine Struktur eines LKV’es auf F mit der dualen Paarung (F, F)
VERTRAGLICH ist, falls F' der Raum der stetigen linearen Funktionale beziiglich
dieser Struktur ist, d.h. die natiirliche Abbildung F' — E* eine wohldefinierte Bi-
jektion ist.

5.4.6 Lemma. Vertriglichkeit der schwachen Topologie.

Es sei (E,F) eine duale Paarung. Dann ist F isomorph zum Raum E* der stetig
linearen Funktionale auf E bzgl. der schwachen Topologie o(E, F). Genauer, die
natiirliche Abbildung v : F — E*, y — (_ y) ist eine Bijektion.
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Beweis. Die Abbildung ¢ ist klarerweise wohldefiniert, linear und injektiv we-
gen der nicht-Degeneriertheit. Es bleibt also nur die Surjektivitéit zu zeigen. Sei
dazu z* : E — K ein beziiglich o(E, F') stetiges lineares Funktional auf FE. We-
gen der Stetigkeit existieren yi,...,y, € F mit |z*(z)| < p(z) = max{|(z,y:)| :
i = 1,...,n}. Es sei ¢; := u(y;) und £ := (¢4,...,¢,) : E — K" Dann ist
ker(¢) =<, ker£; C ker 2*, wobei ¢; := ¢(y;) und somit faktorisiert 2* eindeutig
als lineares Funktional iiber ¢ : E — ¢(E) C K". Diese Faktorisierung it sich von
dem Teilraum ((F) zu einem linearen Funktional p : K™ — K fortsetzen:

kerf(—>E*>>€ > K"

\

ker o* (—>E‘»x E)——K

Ein solches p ist von der Gestalt p(z1,...,z,) = Y i, piz; fir gewisse skalare
pi € Ko Alsoist a* = pol =30 by = L(Z?:l i yi> € u(F). O

5.4.7 Bipolarensatz.

Es sei (E, F) eine duale Paarung, und A C E. Dann ist (A°), der o(E, F)-Abschluf
der absolut-konvezen Hiille von A. Dabei ist A° := {y € F : [(z,y)| <1 fiir alle x €
A}, die POLARE von A; und analog fir B C F ist By := {z € E : [{z,y)] <
1 fiir alle y € B}.

Man beachte, dafl die hier definierte Polare A° fiir lineare Teilriume A mit dem
in definierten Annihilator A° iibereinstimmt, denn Va € A : |{(a,y)| < 1 <
Vae AVt>0:t-[{a,y)] =[{t-a,y)| <1, ie. (a,y) =0

Beweis. (D) Klarerweise ist (A°), als Polare o(E, F')-abgeschlossen und absolut-
konvex, weiters ist offensichtlich A C (A°),.
(C) Angenommen z € E ist nicht im o(F, F')-Abschlufl der absolut-konvexen Hiille

von A. Nach existiert ein y € F mit y(z) > 1 und |y(z)] < 1 fir alle z im
(Abschluf der absolut-konvexen Hiille von) A. Also ist y € A° und z ¢ (A°%),. O

5.4.8 Lemma. Abschlufl konvexer Mengen bzgl. vertriglicher Topologien.

Es sei A C E eine konvere Menge die fiir eine vertrigliche Struktur beziiglich der
dualen Paarung (E, F) abgeschlossen ist. Dann ist A fiir jede andere solche Struktur
ebenfalls abgeschlossen.

Beweis. Im Fall K = R sehen wir aus , dal A der Durchschnitt der Halbriu-
me ist, die A enthalten. Diese verwenden aber nur die stetigen linearen Funktionale,
also ist A beziiglich jeder vertriaglichen Topologie abgeschlossen.

Im Fall K = C liefert der Realteil der dualen Paarung (_,_) : E x F — C eine
Paarung (_, g : E x F — R als reelle Vektorrdume, denn (z,y) = Re((z,y)) +
iIm((x,y)) = (z,y)r — i Re(i{x,y)) = (z,y)r — i{x, i y)r. Eine Struktur auf F als
komplexer LKV ist genau dann vertrédglich mit der komplexen Paarung, wenn sie
es mit dem Realteil ist, denn die C-lineare Abbildung ¢ : E — L¢(F,C), z — (z, )
ist nach genau dann surjektiv, wenn Re ot : E — L¢(F,C) 5 Lg(F,R),
x — Re({x,_)) es ist. Somit folgt alles aus dem reellen Fall. O

5.4.9 Satz von Mackey.

Eine Teilmenge von E ist genau dann beschrinkt, wenn sie beziiglich einer (jeder)
vertrdaglichen Topologie T beschrdnkt ist.
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Beweis. Wir haben in mittels des Satzes von Hahn-Banach und dem Prinzip
der gleichméfBigen Beschrinkheit gezeigt, dal eine Menge genau dann beschrankt
ist, wenn sie unter allen stetig linearen Funktionalen beschréinkt ist. Diese hdngen
aber nicht von der vertriglichen Topologie ab. O

5.4.10 Bemerkung. Topologien gleichméfliger Konvergenz.

Es sei X eine Menge, F ein LKV und B eine Familie von Teilmengen von X. Unter
der Topologie der gleichmdfigen Konvergenz auf den Mengen in B am Raume aller
auf B € B beschrankten Abbildungen X — F, versteht man die durch die SN’en
f = ll(po f)lBlleo erzeugte Topologie, wobei B ganz B und p die SN’en von F'
durchlauft.

Ist insbesonders X = E ein LKV iiber K und F' = K und B eine unter Homothetien
abgeschlossene Menge beschrankter Mengen in F, d.h. mit B € B und A > 0 ist
AB € B, dann bilden die Polaren B° := {z* € E* : Vz € B : |z*(x)| < 1} mit
B € B eine 0-Umgebungssubbasis der Topologie der gleichméfligen Konvergenz auf
den Mengen aus B. Ist B zusétzlich unter Vereinigungen abgeschlossen, so ist dies
eine 0-Umgebungsbasis.

In |5.1.10| haben wir gezeigt, dafl die kanonische Abbildung § : £ — E** fir
normierte Rdume E eine isometrische Einbettung ist. Wir wollen nun untersuchen
inwieweit sich das auf allgemeine LKV iibertragt.

Fiir die iibliche Topologie auf L(E*, K) der gleichmifligen Konvergenz auf beschrinkten
Mengen B C E* bilden die B eine 0-Umgebungsbasis. Stetigkeit von § wiirde also
bedeuten, dafl §=1(B°) = B, eine 0-Umgebung wire und somit B C (B,)° gle-
ichgradig stetig wére. Zumindestens fiir tonneliertes F ist das wegen des Uniform
Boundedness Principles der Fall.

Wir zeigen nun, dafl; wenn wir auf (E*)* die Topologie der gleichmiiligen Konver-
genz auf jeder gleichgradig stetigen Teilmenge B C E* verwenden, die Abbildung
§: E — (E*)* allgemein eine Einbettung LKV’e ist.

5.4.11 Folgerung. Einbettung in den Bidual.

Die Topologie auf einem LKV E ist die der gleichmdfigen Konvergenz auf gleich-
gradig-stetigen Teilmengen von E*. Die natiirliche Abbildung E — E** ist also
eine FEinbettung, falls man den Zielraum mit der gleichmdfigen Konvergenz auf
gleichgradig-stetigen Teilmengen von E* versieht.

Man beachte, dafl diese natiirliche Abbildung beziiglich der iiblichen Topologie der
gleichméBigen Konvergenz auf beschréankten Mengen nicht einmal stetig aber offen-
sichtlich beschrénkt ist.

Beweis. Sei U eine abgeschlossene absolut-konvexe 0-Umgebung in E. Nach
ist U auch o(FE, E*)-abgeschlossen, also ist (U°), = U nach dem Bipolarensatz
. Da klarerweise U° gleichgradig-stetig ist, ist U = (U?), eine Nullumgebung
beziiglich der gleichméfigen Konvergenz auf gleichgradig-stetigen Mengen.

Umgekehrt sei V = A, = §71(A°) eine typische Nullumgebung fiir die Topologie
der gleichméfiigen Konvergenz auf gleichgradig-stetigen Mengen A C E*. Dann

existiert eine abgeschlossene absolut-konvexe 0-Umgebung U in E mit A C U°.
Somit ist V = A, 2 (U°), = U, also V eine 0-Umgebung von E. O

5.4.12 Satz von Alaoglu-Bourbaki.
Jede gleichgradig-stetige Teilmenge von E* ist relativ-kompakt bzgl. o(E*, E).
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Beweis. Wir miissen dies nur fiir Polare U° von 0-Umgebungen U zeigen. Dazu
betrachten wir die duale Paarung (E, G), wobei G aus allen linearen Funktionalen
besteht. Es bezeichne ® die Polare beziiglich dieser Paarung. Dann ist U®* C G
abgeschlossen und beschrinkt (da U absorbierend ist) bzgl. o(G, E). Die natiirliche
Abbildung ¢ : G = [[z K, y — ((z,y))zcp ist linear, injektiv, hat als Bild einen
abgeschlossenen Teilraum (der punktweise Grenzwert linearer Abbildungen ist lin-
ear) und die schwache Topologie o(G, E) ist gerade so definiert, da§ ¢ initial ist.
Das Bild von U* ist also wegen des Satzes von Tychonov (Produkte kompakter
Réaume sind kompakt, siehe [26, 2.1.13]) kompakt und damit ist U® selbst o(G, E)-
kompakt. Wegen E* C G, gilt U° C U®, aber sogar Gleichheit, denn =z € U*® ist
stetig beziiglich der 0-Umgebung U (da x=1({t : [t| < 1}) D U). Also ist U° bzgl.
o(G, E) kompakt. Da aber o(G, E) auf E* gerade die Topologie o(E*, E) induziert,
ist alles gezeigt. O

5.4.13 Folgerung. Normierte Riume als Teilrdiume von C(K).

Die abgeschlossene Einheitskugel K im Dualraum E* eines normierten Raumes E
ist o(E*, E)-kompakt. Folglich ist E isometrisch isomorph zu einem Teilraum von
C(K), wobei die Einbettung durch § : E — E** — C(K), x — (z* — z*(x))
gegeben ist. O

In , siehe auch , werden wir die Banach-Algebren der Form C(K) mit
kompakten K charakterisieren.

Da die Einheitskugel in der Normtopologie wegen genau dann kompakt ist,
wenn E endlich dimensional ist, ist andernfalls o(E*, E') echt grober als diese.

5.4.14 Definition. Mackey-Topologie.

Es sei (E, F) eine duale Paarung. Dann versteht man unter der MACKEY-TOPO-
LOGIE u(E, F) auf E die Topologie der gleichméBigen Konvergenz auf den o (F, E)-
kompakten, absolut-konvexen Mengen in F.

5.4.15 Satz von Mackey-Arens.

FEine Topologie auf E ist genau dann mit der dualen Paarung (E,F) vertraglich,
wenn sie zwischen der schwachen Topologie o(E,F) und der Mackey-Topologie
w(E, F) liegt.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Vertriiglichkeit von u(E, F). Sei dazu £ : E — K ein
beziiglich u(E, F) stetiges lineares Funktional. Also existiert eine o(F, F)-kompakte
absolut-konvexe Menge K C F mit |¢(K,)| < 1. Wir betrachten nun wieder die
duale Paarung (E,G), wobei G O F den Raum aller linearer Funktionale auf E
bezeichnet. Da o(G, E) auf F die Topologie o(F, E) induziert, ist K C F C G
auch (G, F)-kompakt und somit abgeschlossen. Aus dem Bipolarensatz folgt, daf
K = (K,)*® ist, wobei ®* wie im Beweis von die Polare beziiglich (G, E)
bezeichnet. Wegen K C F ist K, = K, und wegen [(K,)| < 1 liegt £ € (K,)® =
(K.)®* = K, also auch in F. D.h. der p(FE, F)-Dual von E ist in F enthalten.

Die Umkehrung folgt sofort daraus, daf jedes y € F sogar beziiglich o(E, F') und
damit auch beziiglich u(E, F') stetig ist.

Sei nun 7 eine vertrigliche Topologie auf E. Da somit alle y € F bzgl. 7 stetige
Funktionale sind, ist 7 feiner als die schwache Topologie o(E, F').

Andererseits sei U eine 0-Umgebung in F bzg. 7. Wegen diirfen wir an-
nehmen, dal U = K, ist, mit gleichgradig-7-stetigen absolut-konvexen K C F.
Wegen des Satzes von Alaoglu-Bourbaki ist K beziiglich o(F, E') kompakt,
und somit U = K, eine 0-Umgebung beziiglich der Mackey-Topologie u(F, F). O
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5.4.16 Bemerkung. Topologien am Dualraum.

Fiir einen LKV F betrachten wir die duale Paarung £ X F' — K mit F' := E* und
folgende Typen o(F, E)-abgeschlossen und absolut-konvex vorausgesetzter Teilmen-
gen B C E*:

Die absolut-konvexe Hiillen endlicher Teilmengen;

Die gleichgradig stetigen;

Die o(F, E)-kompakten;

Die Banach-Scheiben;

Die auf beschriankten Teilmengen von E gleichméflig beschrinkten, also die
in L(E,K) beschrinkten;

6. Die auf Punkten in F beschrankten, also die o(F, E)-beschréinkten.

AR

Dabei heifit eine Menge B C F BANACH-SCHEIBE falls sie absolut-konvex, o (F, E)-
beschriankt und der normierte Raum Fp (siehe ) vollsténdig ist.

Die entsprechenden Topologien auf E der glm. Konvergenz auf den jeweiligen
Mengen in F haben als Nullumgebungsbasis gerade die (o(FE, F')-abgeschlossenen
absolut-konvexen) Polaren der aufgelisteten Mengen. Diese Topologien sind also

1. Die schwache Topologie o(FE, F) nach Definition;
Die urspriingliche Topologie von E nach ;
Die Mackey-Topologie u(F, F') nach Definition;
Diese hat keinen allgemein iiblichen Namen;

Die mit den gefriiligen (siehe ) Tonnen als 0-Umgebungsbasis;
Die mit den Tonnen (siehe ) als 0-Umgebungsbasis.

A

Fiir die beiden letzten Topologien verwendet man folgendes:

B, absorbiert A < (A, B) ist beschrinkt, d.h. B ist gleichméBig beschréinkt auf A:
In der Tat ist A C K B, < |(A, B)| < K. Folglich sind die Polaren von den Mengen
in (6) und (5) gerade die Tonnen bzw. die gefriafiigen Tonnen:

Die Polare B, einer auf endlichen/beschrinkten Mengen beschrinkten Menge B
absorbiert ndmlich nach dem eben Gezeigten all diese Mengen. Umgekehrt ist fiir
jede (gefriiBige) Tonne A = (A°), nach dem Bipolarensatz und somit nach
dem eben Gezeigten A° beschrinkt auf endlichen (beschrankten) Mengen.

Wir wollen nun zeigen, dafl die aufgezihlten Topologien in der angegeben Rei-
henfolge stirker werden, oder dquivalent (wegen dem Lemma in )7 daf
die entsprechden Inklusionen der zugrundeliegenden Mengensysteme gelten. Fiir
(1) = (2) und (5) = (6) ist das trivial, (2) = (3) ist der Satz von Alaoglu-
Bourbaki. Die verbleibenden Implikationen (3) = (4) = (5) werden in den folgen-
den beiden Sétzen gezeigt:

5.4.17 Lemma.
Jede o(E, F)-kompakte absolut-konvexe Menge ist eine Banach-Scheibe.

Beweis. Sei dazu (x,), eine Cauchy-Folge in Ep. Dann ist sup,, pg(z,) < co und
somit existiert ein KX > 0 mit z, € K B fiir alle n. Da K B ebenfalls o(E, F)-
kompakt ist, existiert ein o(E, F')-Haufungswert o, € K B von (x,)y. Fiir € > 0
ist pp(@m — o) < € fiir n und m hinreichend gro und damit z,, € x,, + & B. Da
xn, + € B ebenfalls o(E, F')-abgeschlossen ist und z, ein Haufungswert von (2, )m
ist, liegt oo € ©p, +¢ B und damit ist pp(xeo —2,) < € fiir diese n. Also konvergiert
T, — Too i Ep. O
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5.4.18 Banach-Mackey-Theorem.

Jede Tonne absorbiert jede Banach-Scheibe. Folglich sind Banach-Scheiben in F =
E* gleichmdf$ig auf beschrinkten Mengen in E beschrdnkt.

Beweis. Es sei B C F eine Banach-Scheibe, d.h. B ist absolut-konvex, o(E, F)-
beschrankt und der beziiglich dem Minkowski-Funktional pg : Ep — R normierte
Raum Ep := (B)yr ist vollstindig. Es bezeichne ¢ : Eg — FE die lineare Inklusion.

Weiters sei A C F eine Tonne, d.h. absolut-konvex, o(FE, F')-abgeschlossen und ab-
sorbierend. Dann ist das Minkowski-Funktional p 4 auf (A)yr = E eine wohldefinierte
Seminorm. Es sei E4 der Quotientenraum E/ker(pa) und 7 : E — E4 die kanon-
ische lineare Quotientenabbildung. Die Seminorm p4 faktorisiert iiber 7w : E — E4
zu einer Norm E4 — R und diese konnen wir eindeutig zur Norm pa auf der
Vervollstandigung E 4 fortsetzen.

Offensichtlich ist A C 7=1(7wA) C (pa)<1. Es gilt sogar Gleichheit, denn aus 1 >
pa(z) = inf{\ > 0: 2z € A A} folgt die Existenz einer Folge A, \, 1 mit z € A, A
und somit ist A4 3 ix — z. Da A beziiglich o(F, F') abgeschlossen ist schlie8lich
x e A

Wir wollen nun die Stetigkeit und damit Beschrinkheit der Zusammensetzung
Ep — (E,0(E,F)) —"% E, < E4

zeigen. Nach geniigt es dazu eine Punkte-trennende Familie stetig linearer
Funktionale ¢ auf E:; zu finden, fiir die die Zusammensetzung lomoi: Eg — K
stetig ist.

Jedes y € A° C F erfiillt {z € E: |{(z,y)| <1} D A = (pa)<1 und somit ist fiir das
zugehorige lineare Funktional |y| < p4. Dieses faktorisiert also iiber 7 : E — E4 zu
einer Kontraktion £ : F4 — K und hat somit eine stetige Fortsetzung l: E’:; — K.

Die Zusammensetzung fom ot =yo.: Ep — K ist stetig(=beschréinkt), denn B
ist o(E, F)-beschriinkt.

Bleibt zu zeigen, daB diese £ Punkte-trennend auf E:; wirken. Sei dazu 0 # & € E:;,
d.h. pa(Z) > 0. Dann existiert ein # € E mit px(Z — n(x)) < $pa(@) =: 6 > 0.
Es ist folglich pa(z) = pa(n(x)) > §. Nach existiert ein y € A° C F mit
y(%) > 1. Das zugehorige (: B4 — K erfiillt somit 0| < pa und £(n(x)) = y(z) > 6.
Also ist
|6(&)| = [0 (2))| — (& — 7(x))]
> y(z)| —pa(@ —7(z)) >6-6=0

Den zweiten Teil zeigen wir nun wie folgt: Sei dazu B C F' eine Banach-Scheibe
und C' C FE beschriankt. Dann ist C' punkteweise auf F' beschriankt nach
und somit C° C F eine Tonne. Wegen dem ersten Teil existiert ein K > 0 mit
B C K(C° d.h. B ist auf C' durch K beschrankt. O

5.4.19 Bemerkung.

Damit § : E — (E*)* stetig bzgl. der Topologie der gleichméfigen Konvergenz
auf Mengen B C E* ist, ben6tigen wir nach dem in |5.4.10 | gezeigten, dafl B, =
5~ 1(B°) eine 0-Umgebung und die B C (B,)° somit gleichgradig stetig sind.

Offensichtlich ist B, = [ ..p{z : |[z*(z)| < 1} abgeschlossen und absolut-konvex.

Wenn B die Menge aller beschrinkten Teilmengen von E* = L(E,K) beziiglich
der gleichméfBigen Konvergenz auf den beschrinkten Mengen in E ist, d.h. gerade
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die auf beschriankten Mengen in E gleichméfig beschrankten Mengen von E* sind,
dann ist B, sogar gefrifiig nach dem in | 5.4.16 | Gezeigten.

Ist andererseits B die Menge aller beschréinkten Teilmengen von E* = L(E,K)
beziiglich der punktweisen Konvergenz, d.h. gerade die auf endlichen Mengen in
E gleichmiBig beschrinkten Mengen von E*, dann ist B, zumindest absorbierend

nach dem in | 5.4.16.6 | Gezeigten.

Dies liefert nun:

5.4.20 Folgerung. Tonneliertheit und Bidual.

Die Topologie eines LKV’es E ist genau dann die der gleichmdfSigen Konvergenz
auf pktw. beschrdnkten Mengen von E*, falls E tonneliert ist.

Sie ist genau jene der gleichmdfigen Konvergenz auf beschrinkten Mengen von
E* C L(E,K), falls E infra-tonneliert ist.
In beiden Fillen ist sie auch gleich p(E, E*).

Dabei heifit ein LKV INFRA-TONNELIERT oder auch QUASI-TONNELIERT falls jede
gefraflige Tonne eine 0-Umgebung ist. Beachte, daf} offensichtlich sowohl alle bor-
nologischen als auch alle tonnelierten LKV’s infra-tonneliert sind.

Verwandt damit ist auch noch der Begriff ULTRA-BORNOLOGISCH, falls jede Banach-
disks fressende absolut-konvexe Menge eine 0-Umgebung ist. Offensichtlich sind
ultra-bornologische Rdume bornologisch und nach | 5.4.18 | sind sie auch tonneliert.

Beweis. Wegen ’ 5.4.16.5 ‘ und ’ 5.4.16.6 ‘ bilden die (gefréigen) Tonnen gerade eine
Nullumgebungsbasis der genannten Topologien der glm. Konvergenz. Diese stimmt
also genau dann mit jener von E {iberein, wenn diese Tonnen 0-Umgebungen sind,
d.h. der Raum (infra-)tonneliert ist.

Da u(E, E*) nach | 5.4.16 | zwischen der Topologie von E und jenen der glm. Kon-
vergenz auf den beschréinkten Mengen liegt, gilt in diesen Féllen Gleichheit. O

Lemma.

Es seien A und B zwei Familien beschrinkter Teilmengen von E die unter Teil-
mengen, absolut-konvexen Hillen, Abschliissen und zweifachen Summen (und somit
endlichen Vereinigungen und Homothetien) invariant sind. Dann sind die induzierten
Topologien auf E* genau dann gleich, wenn A = B gilt.

Beweis. Fiir B € B ist B° eine 0-Umgebung der assozierten Topologie(n), also ex-
istiert ein A € Amit A° C B° und somit ist B C (B°), C (A°)o = (A)abg.,abs.konv. €
A, also auch B € A. O

5.4.21 Definition. Reflexivitiit.

Ein LKV FE heifit (REFLEXIV) SEMIREFLEXIV falls die kanonische Abbildung ¢ :
E — E** surjektiv (ein topologischer Isomorphismus) ist.

5.4.22 Proposition. Semireflexivitit.
[14, S,227] Fir LKV E sind dquivalent:

1. E ist semireflexiv;
2. (E*,u(E*, E)) ist tonneliert;
3. Jede abg. absolut-konvexe und beschrinkte Menge ist o(E, E*)-kompakt;

4. (E,0(E, E*)) ist QUASI-VOLLSTANDIG, d.h. jede beschrinkte und abgeschlossene
Teilmenge ist vollstindig.
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Beweis.

(1&2) Da u(E*, E) nach die feinste Topologie auf E* mit Dualraum FE ist
und die natiirliche Topologie von E* = L(F,K) nach ’5.4.16‘ (bzw. ’5.4.17‘ und
) feiner ist, ist E genau dann semireflexiv, wenn diese beiden Topologien
iibereinstimmen. Nach angewendet auf E* ist dies genau dann der Fall,
wenn u(E*, E) tonneliert ist, denn die pktw. (=skalar) beschrinkten Mengen von
(E*, u(E*,E))* = FE sind nach gerade die beschrinkten Mengen und die
gleichméflige Konvergenz auf ihnen somit die natiirliche Topologie.

(2<3) Die beiden Topologie in (1<2) stimmen nach dem Lemma aus| 5.4.20 | genau
dann iiberein, wenn die Polaren der 0-Umgebungen es tuen, also die beschrinkten
abgeschlossenen absolut-konvexen Mengen o (F, E*)-kompakt sind.

(3<4) Die beschrinkten o(FE, E*)-abgeschlossenen absolut-konvexen Mengen sind
in [ [ 5+ K beschrankt, also relativ kompakt dort, und somit prékompakt in o (E, E*).
Priakompakte Mengen sind genau dann kompakt, wenn sie vollstdndig sind, siehe
26, 3.5.9]. 0

5.4.23 Proposition. Reflexivitéit.
[14,[S.227] Fir LKV E sind dquivalent:

1. E ist reflexiv;
2. E ist semireflexiv und infra-tonneliert;

3. Jede abg. absolut-konveze und beschrinkte Menge ist o(E, E*)-kompakt und
E ist infra-tonneliert;
4. FE ist semireflexiv und tonneliert.

Beweis. Nach |5.4.20 | ist E — E** genau dann eine Einbettung, wenn F infra-
tonneliert ist. Falls E reflexiv ist, so ist E aber sogar tonneliert, denn dazu miissen
wir zeigen, daf} alle Tonnen in FE gefréflig sind und nach | 5.4.16 | und dem Lemma in

ist dies genau dann der Fall, wenn alle o (E*, E)-beschriankten Teilmengen A
in E* beschrankt sind also auf beschrinkten Teilmengen B gleichméflig beschrankt
sind. Wegen koénnen wir B als o(FE, E*)-vollstindig voraussetzen und
damit ist Ep ein Banach-Raum (Sei nédmlich (z,) eine Cauchy-Folge in Ep, also
0.B.d.A. z,, € B. Dann ist (z,) auch o(FE, E*)-Cauchy also o(FE, E*)-konvergent
gegen T, € F. Fiir jedes € > 0 ist schlieflich x,, —x,, € €B also auch z,, —z, € B,
dh. z, = 2o in Ep) also auf diesen anwendbar und somit A C (Ep)*

beschrankt. Nun folgt das Resultat aus |5.4.22|. O

5.5 Nochmals Kompakte Mengen

5.5.1 Satz von Krein-Milman.

Es sei K eine kompakte konveze Teilmenge eines LK V’es. Dann ist K die abgeschlossene
konvexe Hiille threr EXTREMALPUNKTE

ext K :={a € K : K\ {a} ist konvex }
={aeK: Ve,ye KV0<t<l:a=te+(1—-t)y=x=0a=y}.

Beweis. Wir diirfen 0.B.d.A. annehmen, dal K # (). Die beiden Beschreibungen
von extremal-Punkten sind #quivalent, denn es ist K \ {a} genau dann konvex,
wenn fiir alle z,y € K mit x #a, y Zaund alle 0 < ¢t < 1 gilt: tx + (1 — )y # a,
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oder dquivalent: tz + (1 —t)y=a =z =a oder y =a. Wegen tx + (1 —t)y =a
ist aber £ = a und y = a dquivalent.

Der wesentliche Teil des Beweises besagt, dafl ext K nicht leer ist. Dazu bezeichnen
wir eine Teilmenge A C K als EXTREMAL in K, falls Vz,y € K V0 <t < 1:
tz+(1—-t)y € A= z,y € A. Eine einpunktige Menge {a} ist genau dann extremal,
wenn a ein Extremalpunkt ist. Es sei

E:={AC K : Aist extremal in K, abgeschlossen(=kompakt) und konvex}.

Es existieren Extremalpunkte. Klarerweise ist £ unter Durchschnittsbildungen
abgeschlossen. Wir wollen nun das Lemma von Zorn auf & := £ \ {#} anwenden.
Die endlichen Durchschnitte jeder linear geordneten Teilmenge £ C & sind nicht
leer, also wegen der endlichen Durchschnittseigenschaft (ist jeder endliche Durch-
schnitt nicht leer, so auch der gesamte) kompakter Mengen ist auch der gesamte
Durchschnitt in &. Nach dem Lemma von Zorn gibt es (zu jedem B € &) also ein
minimales Element A € & (mit A C B).

Wir behaupten, dafl A einelementig ist. Es sei z,y € A. Falls  # y so existiert
nach ein stetig lineares Funktional f : E — R mit f(x) # f(y).

Beh. Fiir f € E* ist mit A auch Ay := AN f~(sup f(A)) € &:

Da f stetig ist und A kompakt ist, wird das Supremum M := sup f(A) von f(A)
angenommen, also ist die abgeschlossene Menge Ay # (.

Wir behaupten, da8 Ay extremal in A ist. Sei dazu z,y € Amit z =tx+ (1 —t)y €
Ay mit 0 <t < 1. Wegen f(x), f(y) < M ist

M=f(z)=tf(x)+(1—1t)f(y)
= tf@)=M—(1-1)fy) =1~ 1-0))M=tM=tf(x)
= f(z) = M und analog f(y) = M = z,y € Ay.

Folglich ist Ay eine nicht leere extremale Teilmenge von A, also auch in K extremal.
Sie ist konvex, da f linear und A konvex ist.

Wegen der Minimalitdt von A folgt A = Ay. Dies ist ein Widerspruch, da f auf
{z,y} C A nicht konstant ist.

Es sei nun B die abgeschlossene konvexe Hiille von Ext(K). Klarerweise gilt B C K.
Angenommen B # K, dann existiert ein a € K \ B und somit nach ein stetig
lineares f : E — R mit f(b) < f(a) fiir alle b € B, also ist BN Ky = (). Wegen
f € E*und K € & ist wie oben gezeigt Ky € £ und nach den ersten Teil existiert
ein Extremalpunkt b € Ky von K, d.h. b € Ext(K) N Ky C BN Ky = 0, ein
Widerspruch. O

5.5.2 Folgerung.

Weder co noch L*(R) sind Dualrdume von normierten Rdumen.

Beweis. Falls ein Banach-Raum FE topologisch isomorph zum Dualraum eines
normierten Raumes F ist, so muf} sein abgeschlossener Einheitsball in einem Vielfachen
der dualen Kugel von F enthalten sein. Er ist also eine o(FE, F)-abgeschlossene

Teilmenge des nach dem Satz von Alaoglu-Bourbaki o(FE, F)-kompakten

dualen Balls. Also ist er selbst o(F, F)-kompakt, und besitzt nach den Satz
von Krein-Milman Extremalpunkte. Dies ist aber weder fiir ¢o noch fiir L'(R) der
Fall:
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Sei nédmlich x = (zx)r € co mit ||z]|e < 1. Dann existiert ein k mit |zx| < 1 und
nach Wahl eines £ > 0 mit |zg| +¢& < 1 gilt fiir die beiden Punkte

P T zj fiirj:;ék
rpte firj=k

gilt: v = $(z* +27), 27 # 2 # 2~ und |l2*| < 1. Also ist z kein Extremalpunkt.

Sei andererseits [f] € L'(R) mit ||f|l; < 1. O.B.d.A. sei ||f||; # 0. Dann existiert
eine mefbare Teilmenge Xo in R mit 0 < [ [f| < [[f|li. Es gilt die analoge
Ungleichung dann auch fiir X; := R\ Xo. Nun sei t; := || f]x;||/llf]] > 0 und

tifi = f-xx, fir i =0,1. Dann ist || filli = [[flli, fo # f # fr, [ =tofo+t1
und tg +t; = 1. Also ist f kein Extremalpunkt. O

Ein weiterer wichtiger Satz iiber kompakte konvexe Mengen ist der folgende

5.5.3 Fixpunktsatz von Brouwer-Schauder-Tychonoff.

Es sei K eine nicht-leere kompakte konvexe Menge eines LKV’es E und f : K — K
eine stetige Abbildung. Dann besitzt [ einen Fizpunkt x € K.

Beweis. In der algebraischen Topologie (siehe auch [11] oder [17, 9.2] oder [24,
7.6.13] oder Aufgabe [25, 7.63]) zeigt man unter den Namen Brouwer’s Fixpunkt-
satz, dafl dieser Satz fiir endlich dimensionales E gilt.

Nun fiir LKV’e E: Vergleiche dies mit den Aufgaben [25, 7.65] und [25, 7.66].
Wir zeigen die Existenz eines Fixpunktes unter der schwécheren Bedingung, dafl
K C E abgeschlossen, konvex und nicht-leer ist, f : K — K stetig und f(K) relativ
kompakt ist. Fiir jede abgeschlossene absolut-konvexe 0-Umgebung U existiert eine
endliche Menge My C f(K) C K mit f(K) C My + U. Weiters existiert eine
bzgl. der Metrik py stetige Partition {h}, : y € My} der 1 die der Uberdeckung
{y+U :y € My} untergeordnet ist, z.B. g, :  — max{0,1 — py(z — y)} und
he =9t/ > cem, 98- Dann st fy = > yeny (h{; o f) -y eine stetige Abbildung in
die konvexe Hiille Ky von My und

pulf(@) = fo@) =po( S W(F@) - (F@) — )

< Y @) po(f@) -y < Y () = 1.
f(x)ey+U yeMu

Nach dem Brouwer’schen Fixpunktsatz hat fy : Ky — Ky C f(K) N (My)vr
einen Fixpunkt zy € Ky .

Es ist {x — f(z) : « € K} abgeschlossen, denn sei lim; x; — f(z;) = z dann hat
i+~ f(x;) einen Haufungswert y € f(K) und somit ist z := z+y eine Hiufungswert
von i — x;, also x € K und da f stetig ist f(z) =y =1z — 2, also z = © — f(x).

Angenommen f hitte keinen Fixpunkt, dann wiére 0 nicht in der abgeschlossenen
Menge {z — f(z) : = € K}, also gébe es eine absolut-konvexe abgeschlossene 0-
Umgebung U mit z — f(x) ¢ U fir alle x € K. Wegen zy — f(zv) = (fu — f)(zv) €
U ist dies ein Widerspruch. O

5.5.4 Fixpunktsatz von Kakutani. [31] und [4].

Sei K C R™ eine nicht-leere, konvere und kompakte Teilmenge und f : K —
2K = P(K) eine konvez-wertige Mengenabbildung mit abgeschlossenen Graphen
{(z,y):y e f(x)} C K x K und f(z) #0 fir alle z € K.

Dann besitzt f einen Fizpunkt, d.h. 3z € K: z € f(x).
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Beweis. Da der Graph von f abgeschlossen ist, ist f(z) = {z} x f(x) = Graph(f)N
{z} x K abgeschlossen. Weiters ist f nach oben halbstetig, d.h. U offen = {z :
f(x) C U} offen, andernfalls giibe es zu f(zo) C U ein Netz z; — o und
yi € f(x;) € K mit y; ¢ U. Da K kompakt ist besitzt (y;) einen Hiufungswert yo
und da der Graph abgeschlossen ist liegt yoo € f(2o) C U, also auch y; € U immer
wieder, ein Widerspruch.

Da K (pri)kompakt ist existiert zu jeder absolut-konvexen 0-Umgebung U eine
endliche Menge My C K mit K C My + U und damit wie im Beweis von
eine untergeordnete Partition {h{; : © € My} der 1. Fir * € My wihlen wir
Yz € f(x) und definieren damit eine stetige Abbildung fy : K — K durch fy(z) :=

> werry Pir(2) Yo welche nach einen Fixpunkt 2y € K besitzt. Insbesonders

konnen wir fiir U die Bille mit RadIUb l verwenden und die entsprechenden fy

mit f, und My mit M, bezeichnen. Die Folge der zugehorigen Fixpunkte x,, € K
besitzt einen Haufungswert x,,. Wir zeigen, dal z,, ein Fixpunkt von f ist. Da f
nach oben halbstetig ist, existiert fiir jedes € > 0 eine offene J-Umgebung Us(z o)
von Zeo 8.d. f(2) C f(2eo) + Ue fiir alle z € Us(z) N K.

Beh.: fn(Us—1/n(2o0) NK) C f(#00) + U fiir 1/n < 0. Sei z € Us_1 /n(2o0) N K, also
2=zl < §— L. Wegen K C My + U existiert zu z ein x € M, mit ||z —z[| < L.
Fiir jedes solche z € My (mit z € x +U) ist ||z — zoo|| < ||z — 2| + |2 — Zool| < 0,
d.h. x € Us(2o) N K und damit y,, € f(x) C f(2s) + Ue. Da dies fiir alle z € My
mit hf(2) # 0 (also 2z € x + U) gilt ist f,.(2) = 2 cnr, " (2) Yz € foo) + U,

Fiir hinreichend grofe n ist z,, € Us/2(2o0) N K und somit z, = f,(2n) € f(2oo) +
U.. Also ist der Haufungswert zo, € f(Zso) + Uae fiir jedes € > 0.

Angenommen o, ¢ f(Zoo). Dannist p := d(Zoo, f(%s0)) > 0, also oo ¢ f(2e0)+U,
fiir ein hinreichend kleines p > 0, ein Widerspruch. O

5.5.5 Fixpunktsatz von Kakutani fiir lokal-konvexe Réume. [7] und [9].

Sei K C E eine nicht-leere, konvexe und kompakte Teilmenge eines LKV E und
f: K — 2K =2 P(K) eine konver-wertige Mengenabbildung mit abgeschlossenen
Graphen und f(x) # 0 fiir allex € K.

Dann besitzt f einen Fizpunkt, d.h. 3z € K: x € f(x).

Beweis. Sei U eine 0-Umgebungsbasis absolut-konvexer abgeschlossener Mengen.
FirUeUsei Ky ={zecK:ze€ f(x)+U}={exeK:3ye f(z):x—yecU}

Es ist Ky abgeschlossen, denn Ay := {(x,y) : « —y € U} ist eine abgeschlossene
Umgebung der Diagonale in K x K und somit pry(Ay NGraph(f)) = Ky kompakt,
also abgeschlossen.

Es ist Ky # 0: Fiir ein endliches My C K ist K C My +U. Sei A die konvexe Hiille
von My und fa: A — 24 gegeben durch x — (f(z) + U) N A. Dann erfiillt f4 die
Voraussetzungen von (wegen K C My + U ist (f(z)+U) N A nicht leer und
Graph(fa) = (Graph(f)+ {0} x U) N (A x A) ist abgeschlossen, denn Graph(f) ist
kompakt und {0} x U abgeschlossen) und somit existiert ein z € (f(z) +U) N K,
i.e. KU 75 @

Die Familie Ky hat die endliche Durchschnittseigenschaft (da monoton), also ex-
istiert ein x¢ € (), Ky. Angenommen xg ¢ f(xo), i.e. 3U: xg ¢ f(xo) + U, ein
Widerspruch zu zg € K. O

Bemerkung.
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Offensichtlich hat der Fixpunktssatz von Kakutani umgekehrt auch den Fix-

punktsatz von Brouwer-Schauder-Tychonoff zur Folge. Ersterer hat u.a. An-
wendungen in Form eines Minimax-Theorems in der Spiel-Theorie und damit in
der mathematischen Wirtschaftswissenschaft.

5.5.6 Lemma. Approximierbarkeit linearer Funktionale.

Es sei E ein LKV, A C E absolut-konvex und f : E — K linear. Dann ist f|a
genau dann stetig, wenn Ve >0 Jz* € E* Vo € A: |[{(f —a*,x)| < e.

Proof. (<) ist offensichtlich, denn der gleichméfige Grenzwert stetiger Funktionen
ist stetig.

(=) Es sei F := (A)s das lineare Erzeugnis von A versehen mit dem Minkowski-
Funktional g4 als Seminorm. Sei € > 0. Da f|4 stetig ist, existiert eine absolut-
konvexe 0-Umgebung U C E mit |(f, y)| < ¢ fiiralley € ANU, i.e. max{qa,qu}t<1 C

(£1f])<1 und nach ist somit [(f,y)| < e max{ga,qu}(y) < € (qa(y) +qu(y))
fiir alle y € F. Wir setzen ¢ :=¢eqa und ¢ := e qy. Fiir (z,y) € E x F gilt somit
—(x) S U(=y) +o(—y) = {f, —y) = ¥(z) =) + () + (f,y) — ¥(=)
<Pl —y) + {f,9) +ey)
und folglich ist p : @ — inf{y)(x —y)+ (f,y) +(y) : y € F'} wohldefiniert, sublinear
und erfiillt p(z) < ¢(z) = equ(z) Vo € E und p(y) < (f,y) + eqa(y) Yy € F. Da
p sublinear ist existiert ein lineares z* : E — K with z* < p nach . Wegen
obiger Ungleichungen ist * € E* und (z* — f,y) < e Vy € A und da A kreisformig

ist gilt auch (f —z*,y) = (a* — f, —y) < ¢ fiir alle y € A. Dies zeigt das Theorem
im reellen Fal.

Sei nun K = C. Fiir auf A stetiges f : £ — Kund fg := Reo f : E - R
ist f(x) = fr(x) — i fr(ix). Wegen des reellen Falls existiert ein stetig R-lineares
¥ E — Rmit |[(fg — 2%, 2)| < ¢ fiir alle z € A. Sel * : z — 2*(z) —iz*(iz).
Dann ist #* : F — C stetig und C-linear mit |(f — #*, )| < v2e. O

5.5.7 Proposition. Grothendieck’s Vervollstindigungssatz.
Die Vervollstindigung E eines LKV E kann beschrieben werden als

E = {f : E* = K linear : flyo ist o(E*, E)-stetig V0-Umgebungen U C E}

versehen mit der Topologie der gleichmdfsigen Konvergenz auf den U°.

Proof.Wir werden anwenden.

(E ist vollstéindig), denn gleichmiifige Limiten stetiger Funktionen sind stetig.

(E C E) Wegen E = (E*,o(E*,E))* C E kénnen wir E als Teilraum von E
auffassen und nach m tragt E vermoge dieser Einbettung die Topologie der
gleichméfligen Konvergenz auf den U° C E*, i.e. die Spurtopologie von E.

(E ist dicht in E) Sei f € E. Dann ist f : F := E* — K linear. Fiir jede (absolut-
konvexe) 0-Umgebung U in E ist die Menge A := U° absolut-konvex in E*. Nach
Lemma existiert fiir jedes € > 0 ein z* € F* = (E*,0(E*, E))* & E mit
[(f —x*,x)| < e fiir alle x € A, i.e. f kann in der Topologie der gleichmiifigen

Konvergenz auf den U° durch z* € E approximiert werden, d.h. E ist dicht in
E. O

andreas.kriegl@univie.ac.at © 11. Juni 2019 91



Teil 11

Spektraltheorie

andreas.kriegl@univie.ac.at © 11. Juni 2019

92



6 Spektral- und Darstellungstheorie von
Banach-Algebren

Vorbemerkungen

Ziel der Spektraltheorie ist es zu einen gegebenen linearen Operator eine moglichst
explizite und invariante Darstellung zu finden. Im 1-dimensionalen ist jeder lineare
Operator T : K — K ein Multiplikations-Operator der Form T : x +— \-x, wobei der
Anstieg A durch A := T'(1) gegeben ist. Im endlich-Dimensionalen wire nach Wahl
einer Basis die Matrizendarstellung ein Analogon, bzw. im unendlich-Dimensionalen
die Darstellung als Integraloperator durch einen Integralkern. Diese Darstellungen
sind einerseits natiirlich so explizit wie nur moglich aber andererseits nicht invari-
ant unter Basiswechseln bzw. Bewegungen (Drehungen). Ein invarianterer Ansatz
besteht darin moglichst viele nicht-triviale Teilrdume (d.h. EIGENRAUME) zu find-
en, auf denen 7' als Multiplikations-Operator mit einem A € C (dem zugehdorigen
EIGENWERT) gegeben ist. Der Eigenraum zum Eigenwert A ist also der Kern von
T — X -id. Und dieser Kern ist genau dann nicht trivial, wenn 7" — X - id nicht
injektiv ist, was fiir endlich dimnensionale E equivalent zu nicht invertierbar, al-
so det(T" — A - id) = 0 ist. Die Eigenwerte A sind also genau die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms = +— det(7' — x - id).

Die Existenz geniigend vieler solcher Teilrdume sollte nun wohl heiflen, daf§ der Op-
erator durch die Einschrankungen auf diesen Teilrdumen schon eindeutig gegeben
ist. In der linearen Algebra lernt man, dafl dies fiir normale Operatoren in kom-
plexen endlich-dimensionalen Vektorrdumen wirklich moglich ist, d.h. jeder solche
Operator diagonalisierbar ist. Bis auf dem Isomorphismus E = CY™¥ welcher
durch (zx)r — >, zrex fiir eine Basis (ex)r von Eigenvektoren gegeben ist, wirkt
T als Multiplikationsoperator (zx)r — (AzZk)k. Da wir fiir normale Operatoren
die ey so wihlen koénnen, daf sie ein orthonormales System bilden, erhalten wir
T(z) = >, M, ex)ex, wobei die Ay die zu ej, gehorenden Eigenwerte sind.

Wie sieht das nun aber fiir unendlich-dimensionale Rdume aus? Fiir selbstad-
jungierte kompakte Operatoren auf Hilbert-Réumen haben wir in [18, (.5.4] gese-
hen, dafl die Eigenwerte eine Folge A; bilden, fiir die eine orthonormal-Basis von
Eigenvektoren ey, existiert, und T'(xz) = >, Ax(z,ex)ey ist. Dies stimmt auch fiir

nicht selbstadjungierte normale kompakte Operatoren, siehe .

Beispiele nicht kompakter Operatoren.

1. Der links-Translations-Operator T' : ¢?(N,C) — ¢?(N,C) ist definiert durch
T : (xk)k>0 — (Tg41)k>0. Die Gleichung T'(x) = Az ist in Koordinaten das Gle-
ichungssystem (zp+1 = A2k)k>0. Die einzig mogliche Losung ist « = (A\F Z0)k>0-
Fiir [A| < 1 ist dieser Vektor x € ¢? und somit A ein Eigenwert. Fiir |A| > 1 und
2o # 0ist x ¢ 2, d.h. X kein Eigenwert. Die Menge der Eigenwerte ist also die
offene Einheitsscheibe in C, und somit nicht mehr abzéhlbar, also T nicht als Reihe
wie oben darstellbar.
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Da fiir lineare Operatoren S mit [|S|| = 1 der Operator 1 — S invertierbar mit
Inverser Y, , S* ist (siehe ), ist A\ — 7T = A(1 — +7T) invertierbar fiir jedes
[A| > |T|| =1 (siehe ) Da die Menge der invertierbaren Operatoren offen ist

(siche [6.2.2]), ist A — T nicht invertierbar genau dann wenn |A| < 1. Wir schen
also, daf fiir |[A\| = 1 der Operator A — T zwar injektiv aber nicht invertierbar ist.

2. Der adjungierte Operator T* : (?(N,C) — ¢*>(N,C) zu T ist gerade der rechts-
Translations-Operator T* : (xg, z1,...) — (0,20, 21,...), denn

(T*(x),y) = > 1T =D _ 2k Trg1 = (2, T(y)).
k=1 k=0

Da T* eine Isometrie ist, folgt aus T*z = Az fiir ein & # 0, da3 |A\] = 1 ist und
somit aus 0 = Axg, xg = Az, ... rekursiv x; = 0 fiir alle k. Es gibt also keinen
einzigen Eigenwert von T™.

Wie zuvor folgt, daB fiir jedes |A| > 1 die Abbildung A — T* invertierbar ist. Tei
nun A — T invertierbar mit |A\| < 1. Es sei T' die Inverse von A — T™*. Dann ist T*
eine Inverse zu (A — T*)* = X\ — T, ein Widerspruch zu dem iiber T' Gesagten. Also
ist A — T* genau dann nicht invertierbar, wenn |A| < 1.

3. Als néchstes Beispiel betrachten wir den unitéiren (rechts-)Translations-Operator
T : (*(Z,C) — (*(Z,C) definiert durch T : (xx)rez + (Th—_1)kez. Dann kommen
wieder nur A mit |A\| = 1 als Eigenwerte in Frage. Kein solches A kann aber Eigenwert
sein, denn die Gleichung T'(z) = Az ist dquivalent zum System (zr_1 = Azk)kez.
Es wiire also |x,_1| = |z] fiir alle k¥ und somit x ¢ ¢? fiir x # 0.

Andererseits ist fiir |A] = 1 die Abbildung A — T" nicht invertierbar, denn der 0-
te Einheitsvektor eg liegt nicht im Bild: Sei n&mlich (A — T')(z) = ep, dann wére
Az —xp—1 = 0 fiir k # 0. Also wiire |zg| = |xg—1| fiir k¥ # 0 und damit « = 0, ein
Widerspruch zu Axg —z_1 = 1.

Die Fourier-Reihenentwicklung F : L2([—m,7],C) —— (2(Z,C) aus [18, 6.3.8]
iibersetzt den Operator 7' in den Multiplikations-Operator My mit f : z +— €'®,
denn in [18, 5.4.4] haben wir gezeigt: F(My g) = T(Fg). Die A, fiir welche also A—T
nicht invertierbar ist, sind somit genau jene am Einheitskreis S' und T ist bis auf
den Isomorphismus F ein Multiplikations-Operator auf L?(S',C) = L?([—m, 7], C)
ist.

Wir sehen also, dafl der Begriff Eigenwert im unendlich-Dimensionalen zu strikt ist.
Besser geeignet zu sein scheint die (im endlich-Dimensionalen dquivalente) Bedin-
gung “A — T ist nicht invertierbar”. Man nennt solch ein A einen SPEKTRAL- WERT
von T', und die Menge aller Spektral-Werte wird als SPEKTRUM o(T') bezeichnet.

Im Falle, dal der Raum F, auf welchem der Operator T" wirkt, nicht normierbar
ist, ist selbst dieser Begriff zu schwach und es gibt auch keine verniinftige Spektral-
Theorie fiir Operatoren auf beliebigen LKV’en:

4. Sei z.B. E der Raum aller (z3)rez € CZ, fiir welche x, = 0 fiir k hinreichend
klein. Wir versehen E mit der strikt induktiven Limes-Struktur mit den Stufen
E, = {(zk)kez : vx = 0 fiir k < n} = CN. Sei T die links-Translation (zj)kez —
(k+1)kez. Dann ist T offensichtlich ein Isomorphismus, da T'|g, : F,, — E,_1 ein
Isomorphismus ist. Es ist E* = C% x C9 x C%+ =~ E vermdge der Spiegelung
(zk)k — (x_k)r und die links-Translation entspricht der rechts-Translation unter
diesen Isomorphismus, d.h. T is selbst-adjungiert beziiglich der dualen Paarung
<*7*> tEXE— Ka (x,y) = Zk TrY—k-

Fiir alle A € Cist T'— A-id invertierbar, da fiir y € E,, die Gleichung T'(x)—A-z =y
eine eindeutige Losung = € E, 41 C E existiert. Diese kann rekursiv aus zp41 =
Az + yr berechnet werden, da xx4+1 = Axg und somit zp; = 0 fiir £ < n gilt
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und Tpip = Z;:é Yn+;j- Also folgt die Stetigkeit der Inversen und somit ist das
Spektrum von 7' leer.

Im Unterschied zu Eigenwerten sieht man sofort, daf es fiir obige Definitionen fiir
Spektral-Werte und Spektrum von T die Vektoren in E keine Rolle spielen. Es
geniigt die Ausdriicke T'— A -id bilden zu kénnen um von der Invertierbarkeit dieser
Ausdriicke sprechen zu konnen. Fiir ersteres sollte 7' in einem Vektorraum liegen
und fiir zweiteres sollte dieser Vektorraum eine Algebra mit 1 sein. Damit wir In-
vertierbarkeit gut kontrollieren kénnen sollte die absolut konvergente geometrische
Reihe ZZOZO T* konvergieren, d.h. T in einer Banach-Algebra liegen. Wir werden al-
so die Spektral-Theorie fiir Elemente abstrakter Banach-Algebren (siehe [18, 3.2.9])
durchfiithren. Rufen wir uns dazu nochmals die wichtigsten Beispiele in Erinnerung:

6.1 Beispiele.

1. Fiir jeden Banach-Raum F ist L(F) := L(E, E) eine Banach-Algebra mit 1
beziiglich der Komposition als Multiplikation, siehe [18, 3.2.9]

2. Fir jeden kompakten Raum X ist C'(X, K) eine kommutative Banach-Algebra
mit 1 beziiglich der punktweisen Multiplikation. Allgemeiner gilt dies auch
fiir den Raum B(X,K) der beschrinkten Funktionen auf einer Menge X,

siehe .

3. Somit ist auch der Banach-Raum L (X, €, u) fiir jeden o-endlichen Mafl-
raum (X, €, 1) eine kommutative Banach-Algebra mit 1 beziiglich der punk-
tweisen Operationen, siehe [18, 4.12.3].

4. Weiters sind ¢!(N) und ¢}(Z) beziiglich Faltung kommutative Banach-Alge-
bren mit 1.

6.2 Bemerkung iiber die Invertierbarkeit in einer Banach-Algebra.

Wir haben in [18, 3.3.1] gezeigt, dafl beziiglich der invertierbaren Elemente a €
Inv(A) folgendes gilt:

L Ist la— 1| < 1, soist @ € Inv(A) und a= = 372 (1 — a)¥, die absolut
konvergente geometrische Reihe.

2. Ist ap € Inv(A) und |la —aop]| < H%lll so ist nach () auch a = (aag ') ag €
)
Inv(A); insbesonders ist Inv(A) offen in A.

3. Ist a1 as = ag ag € Inv(A), so ist auch aq,as € Inv(A).
Dies gilt in jeder Halbgruppe, denn sei a; as invertierbar mit Inversen b :=
(a1 az)~t. Dannist aj agb =1 = baj az = bag ay, also r := ay b ein Rechtsin-
verses zu a; und [ := bas ein Linksinverses zu a1, also r = la;r = [, d.h.
r = [ das eindeutige beidseitige Inverse zu a;.

4. a — a1 ist eine (komplex-)differenzierbare Abbildung inv : Inv(A4) —

Inv(A) und fiir die Ableitung gilt: inv'(a)(h) = —a~tha~t.

Diese Ableitung 18t sich durch Differenzieren der impliziten Gleichung a ' a =
1 erhalten: Sei dazu mit mult : A x A — A die bilineare Multiplikation beze-
ichnet. Dann folgt durch Differenzieren von 1 = mult o(inv, id) an der Stelle
a € Inv(A) in Richtung h, dafl

0 = 0y mult(inv(a),id(a)) (inv'(a)(h)) + 0, mult(inv(a), id(a)) (id'(a)(h))
= mult(inv'(a)(h),id(a)) + mult(inv(a),id(h))
=inv'(a)(h) -a+a"t-h
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und somit inv’(a)(h) = inv'(a)(h)-a-a! = —a=!-h-a~!. DaB inv differen-
zierbar mit dieser Ableitung ist 148t sich auch direkt wie folgt nachrechnen:

la+h)"'—a'+atha | Ha‘l <(1 +ha )7t -1+ ha_l)

17| B I[R]]
- [(ha=")¥]|
<o Y S
= I
< fla= 1R D (IRl la™ D* la™ )2
k>0
1
<Al la P ———— — 0 fiir b =0
L[]l la=*]

Bevor wir nun in die Spektral-Theorie von Banach-Algebren einsteigen, sollten wir
uns noch iiberlegen, was wir machen kénnen, wenn die betreffende Algebra nicht
alle Axiome einer Banach-Algebra erfiillt.

6.3 Vervollstindigung

Beispiele unvollstindiger Algebren.

1. Die Polynome auf einer kompakten Teilmenge K C R bilden beziiglich der
oo-Norm eine nicht-vollstéindige Teil-Algebra von C(K).

2. Die stetigen Funktionen auf R mit kompakten Tréger bilden beziiglich der
1-Norm und der Faltung eine nicht-vollstindige Banach-Algebra. Ebenso die
stetigen Funktionen auf S*.

3. Die endlich-dimensionalen Operatoren eines Hilbert-Raums H bilden eine
unvollstédndige Teilalgebra von L(H).

Proposition.

Es sei A eine normierte Algebra, d.h. ein normierter Raum mit einer Algebra-
Struktur o, so daff ||x e y|| < ||z|| - ||lyll. Dann existiert eine (bis auf Isomorphie)
eindeutige Banach-Algebra A und eine isometrische Einbettung ¢ : A — A (d.h.
Ve € A ||u(x)]| = ||z||) mit folgender universeller Eigenschaft:

A = A

if
\V

B

wobei f und f stetige Algebra-Homomorphismen sind und B eine vollstindige Al-
gebra ist.

Beweis. Es sei A eine normierte Algebra. Dann existiert nach ein Banach-
Raum A mit der universellen Erweiterungseigenschaft fiir stetige lineare Abbil-
dungen. Wir wollen nun die Multiplikation p : A x A — A zu einer Abbildung
T A x A — A erweitern. Dazu betrachten wir die assoziierte Abbildung & :
A — L(A, A). Die natiirliche isometrische Abbildung ¢ : A — A liefert uns eine
Isometrie L(A, E) & L(g, E) fiir jeden Banach-Raum E. Folglich erhalten wir eine
isometrische Einbettung L(A4, A) —— L(A,g) = L(g, K) D.h. wir konnen fi auf-
fassen als stetige Abbildung (Kontraktion) von A in L(A, A). Nach der universellen
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Eigenschaft besitzt diese eine Erweiterung f : A L(g Z) Die assoziierte Ab-
bildung 7 : Ax A — A ist dann die gewiinschte Multiplikation auf A, denn alle
notigen (stetigen) Gleichungen gelten auf dem dichten Teilraum A x A und somit
iiberall.

Man beachte, dafi der wesentliche Punkt besagt, dafl multi-lineare stetige Abbil-
dungen Fq X ...x E,, — F sich eindeutig zu solchen auf E1 XX E — F erweitern
lassen.

Nun zur universellen Eigenschaft. ~
Da wir wissen, daB ||f|| = ||f||, miissen wir nur nachrechnen, da§ f multiplikativ
ist:

JE([L(&,B)) = f(ﬂ(limamlimbm)) f(n fian, b)) = hmf( (an,s b))
—hmf( (an, m)) }Ll,mf( ( )—11'}Lnf(an)'ll72/1f( )

:hglnf(an)-lglnf(bm) (hman) f(li%nbm)
= f(a)- f(b). O

Bemerkung.

Die Vervollstandigung in obigen Beispielen ist:
. Die Banach-Algebra der stetigen Funktionen nach dem Satz [18, 3.4.1] von
Weierstrafl;
. Die Banach-Algebra L' mit der Faltung, da die C.-Funktionen darin dicht
liegen, siehe [18, 4.13.9];
. Die kompakten Operatoren nach [18, 6.4.8].

6.4 Adjunktion einer 1

Beispiele von Algebren ohne 1.

1. LY(R) und L!(S') mit der Faltung. Die Einheit wire die Delta-Distribution.

2. Die Algebra der kompakten Operatoren auf einem unendlich-dimensionalen
Hilbert-Raum. Die Einheit wére die Identitét.

3. Fiir jeden lokal-kompakten Raum X die Algebra Cy(X), der bei oco-ver-
schwindenden stetigen Funktionen. Die Einheit wére die konstante Funktion
1.

Proposition.

Es sei A eine Banach-Algebra ohne 1. Dann existiert eine (bis auf Isomorphie
eindeutige) Banach-Algebra Ay mit 1 sowie eine isometrische Einbettung v : A — Ay
mit folgender universeller Figenschaft:

A(—>A1
\N!vfl
B

wobei f und f1 stetige Algebra-Homomorphismen sind, B eine Banach-Algebra mit
1 ist und f1 die Eins erhdlt.
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Beweis. Es sei also A eine Banach-Algebra (nicht notwendig mit 1). Sei A4; :=
A @ K. Die Multiplikation sei durch (a @ \) @ (b @ p) := (a @ b+ pa + Ab) ® Au
definiert. Dann ist leicht nachzurechnen, dal A; eine Algebra mit 1 = 0@ 1 ist, und
t:A— Ay, a— a®0 ein Algebra-Homomorphismus ist. Wir definieren eine Norm
auf Ay durch |la ® A|| := ||a|| + |A|. Dann ist ||1|| = ||0]| + |1| =1 und
Ja® ) o (b )]l = (e b+ pat o) & Aall = [la @ b+ pa+ b + [\

< Nl - 160+ Lal - lall + A1 - 6] + 1] -

— (lall + 1A - (1] + [

= lla@ Al [|b® pl|-

Nun zur universellen Eigenschaft:
Ein f1, welches das Diagramm kommutativ macht, muf} f1(a®\) = f1(a)+A-f1(1) =
f(a) + X erfiillen. Und das dadurch definierte f; ist multiplikativ, denn:

filla®a)- (b@®p) = fi((ab+ Ab+ pa) ®Au) = f(ab+ \b+ pa) + A
= f(a) f(O) + AF(b) + p fla) + A= (f(a) + X) (F (D) + )
= fila® ) f1(bD p).
Da ¢ eine Isometrie ist, gilt ||f]| = |lf1 ol < |1fill - llell = I f1ll. Andererseits ist
[f1ll = sup{[[f(a) + All = fla ® Al < 1} < sup{[[f[[[lal + |A| = [lal + |A] <1} <
max{|| f]|,1}. Also ist f genau dann eine Kontraktion (bzw. stetig) wenn f; es ist.

Man beachte aber, daf§ nicht || f|| = || f1|| gilt: Sei z.B. f = 0, dann ist f; = pr, und
/1l = 1. H

Bemerkung.
Beziiglich obiger Beispiele gilt:

. Eine Banach-Algebra mit 1, welche L'(G) umfaBt, ist die Algebra der reg-
uldren Borel-Mafle auf G mit der Faltung, siche [5, 193]. Diese kann wegen
des Ries’schen Darstellungssatzes mit Cy(G)* identifiziert werden. Die
Faltung entspricht dabei der Abbildung (i, v) — (f — (u®v)(fom)), wobei
m : G x G — G die Multiplikation bezeichnet und p ® v die Fortsetzung von
(f,9) = u(f)v(g) auf Co(G x G) 2 Co(G) x Ch(G) ist.

. Die Operatoren der Form 1 + K mit kompaktem K, sind die sogenannten
Fredholm-Operatoren, siehe [5, Chapt.XI] und .

. Die Algebra Cy(X); besteht gerade aus jenen stetigen Funktionen f auf
X, fiir die lim,_, f(z) existiert, das sind genau die Einschrankungen von
stetigen Funktionen auf der 1-Punkt Kompaktifizierung X, von X, d.h.
Cy (X)l = (Xoo)

Als niichstes wollen wir untersuchen inwieweit man die Stetigkeitsbedingung ||z e
yll < |lz|| - [|y]| abschwiichen kann.

6.5 Proposition (Submultiplikativitét).

Es sei A ein Banach-Raum und eine assoziative Algebra mit 1, s.d. die Multiplika-
tion p: A X A — A getrennt stetig ist. Dann existiert eine dquivalente Norm, die
A zu einer Banach-Algebra macht. Auf Elementen x mit |z ey| < ||z| - ||ly|| fir alle
y stimmt sie mit der gegebenen Norm tberein.

Beweis. 0.B.d.A. ist ||1|| = 1, andernfalls ersetze ||-|| durch ﬁ ||l-|. Es ist u nach

stetig, d.h. ||g|| ;= sup{|lz ey : ||| < 1,|lyl]| < 1} < co. Wir betrachten die
Abbildung L : A — L(A, A), die jedem x € A die Linksmultiplikation L, : A — A,
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y — ey zuordnet. Wegen |[Ly || = sup{[[z e y| : [lyl| <1} < || - [|z[| hat L Werte
in L(A, A) und ist eine stetig lineare Abbildung A — L(A, A). Fiir jeden Banach-
Raum A ist aber L(A, A) eine Banach-Algebra (siehe [18, 3.2.9]). Die Abbildung L
ist auch ein Algebra-Homomorphismus, denn L, ez, (y) = (z1 0 23) 0y = x1 @ (22 @
y) = (s, 0 Ly, )(y). Auserdem ist || = sup{|[z o | : [yl < 1} > [z o 1] = ]
da ||1]| = 1. Also ist L ein Homdomorphismus von A auf sein Bild Ay in L(A, A),
d.h. Ay ist auch vollstindig und somit abgeschlossen in L(A, A) und damit ist
L : A — Ag ein topologischer Algebra-Isomorphismus auf die Banach-Algebra Ajg.
Man beachte, dafl dies bedeutet, dal man die Norm ||_|| durch die dquivalente aber
submultiplikative Norm x — ||L,|| := sup{|lz e y|| : ||ly|| < 1} ersetzt.

Falls fiir ein # € A die Ungleichung ||z e y|| < ||z|| - ||y|| fiir alle y gilt, so wird
seine Norm dadurch nicht verdndert, denn es folgt || L,|| < ||z| und ||z|| < ||L.||
gilt immer.

6.6 Komplexifizieren reeller Banach Algebren

Beispiele reeller Algebren.

1. Fiir jeden kompakten Raum X ist C'(X;R) eine reelle kommutative Banach-
Algebra.

2. Fiir jeden reellen Banach-Raum F ist L(F) eine reelle Banach-Algebra.

In haben wir die Komplexifizierung E¢ := C®gr E = E x FE reeller Banach-
Réume E behandelt. Die Multiplikation von z = z + iy € C mit w = u +iv :=
(u,v) € E¢c war dabei durch (z +iy)(u+iv) := (xu—yv)+i(zv+yu) gegeben
und die Norm durch
pe(w) == max{||Re(zw)|| : |z| = 1} = max{||lzu —yv| : 2? +y* = 1}.

In hatten wir zwei universelle Eigenschaften, die besagten, daf fiir jeden
komplexen Banach-Raum G die Abbildungen

Re, : L@(G, E(c) — LR(G, E)

T Lc(Ec,G) — LR(E,G)

topologische lineare Isomorphismen sind, und erstere sogar eine Isometrie. In der

Folge hatten wir in dann fiir reelle Banach-Ridume ein kommutatives Dia-
gramm aus lauter topologischen linearen Isomorphismen:

L¢(Ec, Fc)
Re. \
LR(E([j,F) = L (E F(c)
o V o
Lg(E, F)c
2+ h(z) —ih(iz) (x+iy— h(z)+ih(y
h@Hﬂ) 9) (@ I >h

hovt—iholoy f+ig Reoh—1Reoloh
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Dabei sind die schriag nach links unten gehenden Abbildungen Isometrien und der
Diagonal-Isomorphismus Lg(E, F)c — Lc(Ec, Fe) ist durch f+ig— (z+iy
(f(z) —g(y)) +i(f(y) + 9(x))) gegeben.

Proposition (Komplexifizierung).

Es sei A eine reelle Banach-Algebra (mit 1). Dann ezistiert eine (bis auf Isomorphie
eindeutige) komplere Banach-Algebra Ac (mit 1 und) mit folgender universellen
Eigenschaft:

AC——s Ac
f H!Vfc
B

wobei B eine beliebige komplexe Banach-Algebra ist, f ein stetiger R-Algebra-Homo-
morphismus (der die 1 bewahrt) und fc ein stetiger C-Algebra-Homomorphismus
(der die 1 bewahrt).

Beweis. Klarerweise sollte A¢ als Vektorraum gerade die Komplexifizierung des
reellen Banach-Raums A sein. Wir miissen nun die Multiplikation p: A x A — A
zu einer bilinearen Abbildung uc : Ac X Ac — Ac ausdehnen. Wir brauchen
also die universelle Eigenschaft der Komplexifierung eines Banach-Raums auch
fiir stetig bilineare Abbildungen. Dazu betrachten wir wieder die lineare Kontrak-
tion ft : A — Lr(A,A) C Lg(A,A)c = Lc(Ac, Ac), mit 21 — (22 ® iy2 —
w(xy, x9) @i p(xy,y2)). Diese hat wegen der universellen Eigenschaft eine komplex-
lineare Fortsetzung (fi)c : Ac — L¢(Ac, Ac), welche gegeben ist durch:
1 @iy — (3?2 Diys = (u(wr, 2) — plyr, y2)) @i (e, ya2) + M(y1,932)))-
Die assoziierte Abbildung uc : Ac X A¢c — Ag,
(21 @iy, 22 Biye) = (u(zr, 22) — ply1,y2)) i (wlz,y2) + pyr, 22))
ist dann die gewiinschte Multiplikation. Folgende einfache Rechnung zeigt die As-
soziativitdt (und offensichtlich ist 1 € A C Ac eine Einheit):
((331 Diyi)e (w2 @ill2)) o (v3@iys)
= ((fﬂlxz —y1y2) @i (212 + y1$2)) ® (23 ®iys)

= ((fﬂlfw — Y1y2)z3 — (T1y2 + yl$2)3/3) ®i ((xlfz —y1y2)ys + (v1y2 + y1x2)$3>
= (12273 — T1Y2Y3 — Y172Y3 — Y1Y223) D 1 (T122Y3 + T1Y223 + Y122T3 — Y1Y2Y3)-
Man beachte dafli Ac kommutativ ist, falls A es ist.

Die in definierte Norm p¢ ist im allgemeinen nicht submultiplikativ. Sei
nédmlich A = R? mit der Multiplikation von C = R? und der Euklidischen Norm.
Dann gilt fiir w := ((1)) D1 ((1)) € Ac die Identitét

e () ()5 () )=o)
ey m (2| 71} -

erhalten wir aus
pe(wew) =2pc(w) =2 > 1 = pe(w)?

einen Widerspruch.
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Folglich kann auch keiner der iibrigen Isomorphismen in dem rautenférmigen Di-
agram eine Isometrie sein. Wire nédmlich einer von Ihnen eine Isometrie, so auch
alle anderen wegen der Kommutativitéit, und damir wire fi : A — L¢(Ac, Ac) eine
Kontraktion und somit auch (i1)c : Ac — Lc(Ac, Ac) eine, also ||uc|| < 1, d.h. pc
submultiplikativ.

Es ist aber moglich eine dquivalente submultiplikative Erweiterung der Norm von
A auf Ac zu finden. Sei ndmlich ||_||¢ die nach existente dquivalente submul-
tiplikative Norm zu pc. Sie stimmt auf A mit pc und damit mit p := ||-|| {iberein,
denn fiir a € A C A¢, w € Ac und |z| = 1 haben wir

pz(aw) := p(Re(zaw)) = p(aRe(z w)) < p(a) p(Re(z w))
< pc(a) pc(w)
und somit pc(a - w) < pe(a) - pe(w).

Nun zur universellen Eigenschaft: Sei dazu f¢ die eindeutige C-lineare Fortsetzung.
Dann ist fc auch ein Algebra-Homomorphismus, denn

fe((ur ®ivy) @ (ug Bivg))
= fe((urug — v1ve) @i (u1ve + viuz))
= f(urug —v1va) + i f(urve + viuz)
= f(u1) f(uz) — f(v1) f(v2) + 4 f(ur)f(v2) + i fv1) f(u2)
= (f(u1) + 1 f(v1)) - (f(uz) +1 f(v2))
= fe(ug @ivy) - fe(ug ®ive). O

Bemerkung.
Die Komplexifizierungen der obigen Beispiele sind offensichtlich die folgenden:

C(Xa R)C = C(Xa C)
Lr(E,E)c = Le(Ec, Ec)

Wir kénnen also von nun an annehmen, daf} alle Banach-Algebren iiber C sind,
eine 1 besitzen, und ||a - b|| < ||a|| - ||b]] und ||1]] = 1 erfiillen. Damit zuriick zur
Spektral-Theorie.

Wie wir bereits angedeutet haben geben wir folgende

6.7 Definition.

Es sei A eine Banach-Algebra mit 1 und a € A. Dann nennt man die Menge
oala) :==o(a) :={\ € C: A1 — qa ist nicht invertierbar in A}
das SPEKTRUM von a. Das Komplement
pla) = Ca \ 0(a) = {00} U (C\ 0(a)),

in Co := CU {00} heift RESOLVENTEN-MENGE von ¢ und die Abbildung

(A1 —a)~t fiir A # o0

o — A, A
ra: pla) {O fir A = o
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heifit RESOLVENTEN-FUNKTION von a. Beachte, daf§ die Definition r,(c0) := 0
verniinftig ist wegen

RO =100 =@ = @ = o

1HW(1)W 1 le

= — ~a <~ ~a

il (3) 1= 2 3
1

n

B IR |
AL —1zall A= lall

— 0 fiir |A\| = o0

Beispiele.

1. Essei A = C(X,C). Dannist f € A genau dann invertierbar, wenn 0 ¢ f(X).
Folglichist o(f) ={AeC:0e (A=) (X)}={reC: ) e f(X)} = f(X).
2. Es sei A = L(FE) := L(E,E). Dann ist a € A nach dem offenen Abbil-

dungssatz genau dann invertierbar, wenn a bijektiv ist. Also ist o(a) :=
{A € C: X id —a ist nicht bijektiv}.

Wir wollen die Holomorphie von r, : C, 2 p(a) — A beweisen. Dazu und fiir das
Folgende benétigen wir etwas Instrumentarium aus der Funktionentheorie.

Notiges aus der komplexen Analysis

In diesem Abschnitt fassen wir die benétigten Resultate aus der komplexen Analysis
zusammen (vgl. [19]). Dabei sei F' ein Folgen-vollstindiger LKV. Die klassischen
Satze beziehen sich auf den Fall F = C und wir werden zunichst die Beweise
fiir diesen Fall skizzieren. Wie man die Vektor-wertigen Resultate daraus erhélt
skizzieren wir am Ende dieses Abschnitts.

6.8 Differentialformen und Kurvenintegrale.

Es seien E und F LKV und U C F offen. Eine F-wertige 1-FORM auf U C F ist
eine Abbildung w: F D U — L(E, F) (siehe [22, 6.5.3]).

Ist w stetig und ¢ : [a,b] — U eine stetig differenzierbare Kurve und E Fol-
genvollstandig, so ist das KURVEN-INTEGRAL durch das Vektor-wertige Riemann-
Integral

lwzliwmwm»ﬂeF

definiert (siehe [22, 6.5.6]). Dieses ist unter Reparametrisierungen von ¢ invariant
und fiir normierte Réume E und F' gilt

[l = t=a)- s otz - s [0

t€la,b] te(a,b]

Bekanntlich 148t sich diese Definition mittels Vektor-wertigen RIEMANN-STIELTJES
INTEGRAL auch auf REKTIFIZIERBARE KURVEN in normierten Rdumen ausdehnen,
und es ist dann || [ w|| < (b—a) - sup{[jw(c(t))]| : t € [a,b]} - V(c), wobei V(c) :=
sup{>_p_ lle(ty) — c(tp—1)|| s @ =to < t1 < --- < t, = b} die TOTALE VARIATION
von ¢ ist (siehe [22, 6.5.10]).

Jede differenzierbare Abbildung f : E O U — F zwischen Banach-Rédumen E und
F hat als Ableitung ' : E D U — L(E, F) (siehe [22, 6.1.4]) eine 1-Form die auch

als df bezeichnet wird und TOTALES DIFFERENTIAL von f genannt wird. Falls f
affin ist, so ist df konstant.
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Wegen des Satzes von Schwarz (siehe [22, 6.3.11]) erfiillt diese Differentialform fiir
f € C? folgende Symmetriebedingung:

(df) (@) () (w) = [ (@) (v, w) = " (2)(w,v) = (df)' (x) (w)(v),

d.h. df ist geschlossen im folgenden Sinn: Eine GESCHLOSSENE 1-FORM ist eine
stetig differenzierbare 1-Form, deren AUSSERE ABLEITUNG dw verschwindet, wobei
dw : E DU — L(E,L(E,F)) = L(E,E;F) gegeben ist durch dw(z)(v,w) =
w'(z)(v)(w) — w'(z)(w)(v). Man sagt anstelle von “w ist geschlossen” auch, daf die
INTEGRABILITATSBEDINGUNG w'(z)(v)(w) = w'(z)(w)(v) erfiillt ist.

Umgekehrt kann man fiir sternférmige oder allgemeiner fiir einfach zusammenhén-
gende Mengen U zeigen, daf jede geschlossene 1-Form w : U — L(E, F') EXAKT ist,
d.h. eine differenzierbare Abbildung f : F DO U — F existiert mit df = w (siehe
(22, 6.5.4])

Als Konsequenz ist das Kurvenintegral geschlossener 1-Formen lokal Kurven-un-
abhéngig und folglich global ldngs homotoper Kurven gleich. Dabei heiflen zwei
Kurven ¢y und ¢; HOMOTOP, falls eine stetige Abbildung H : [0,1] x [a,b] — U
existiert mit H(j,t) = ¢;(t) fiir alle j € {0,1} und alle ¢ € [a, b].

6.9 Holomorphe Funktionen.

Eine Funktion f : C O U — F heifit C-DIFFERENZIERBAR oder {iiblicherweise auch
HOLOMORPH, falls fiir alle z € U folgender Limes existiert

Cow—0 w

eF.

Wir bezeichnen mit H(U, F) (und H(U) falls F' = C) den Vektorraum aller holo-
morphen Funktionen f : U — F. Wenn f : C O U — F holomorph ist, so ist f
auch R-differenzierbar als Abbildung fg von U C R? in den reellen Vektorraum
Fr und deren Ableitung (fr)’(2) € Lg(R?, Fg) ist dann C-linear und stimmt mit
w > f/(z) - w iiberein, denn

£+ w) = f(2) = £) e _

l[w||—0 lwlc w—0

flz+w) - f(2)

w

- f'(z)|| =0.
F

Es gilt aber auch die Umkehrung [19, 2.5]: Die C-Linearitét der Ableitung (fr)’(2) €

Lr(R? F) einer R-differenzierbaren Abbildung f : C O U — F, bedeutet, daf

(fr)'(2) durch Multiplikation w = 1-w — (fg)’(2)(1-w) = (fr)'(2)(1) - w. Falls wir

f'(2) == (fr) (2)(1) € F setzten, so ist

If(z+w) = f(z) = f'(2) - w]| _

0= lim = lim Hf(z‘f‘w)—f(z)—f’(z)wu
l[w]|—0 [l (|0 w
= iiLnOHW — f(2)]|, also f'(z) = lim. W

Fiir F = C konnen wir die C-Linearitit der Ableitung In reellen Koordinaten auch
wie folgt beschreiben: Dazu zerlegen wir f in Real- und Imaginérteil, d.h. f = g+ih,
und ebenso w = (u,v) = u + iv. Dann ist

/ @(z) @(z) a b
2) = ox 15} =
genau dann C-linear, wenn

()= a) ()= (5 ) ()= (o)
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fiir alle u+4v € C gilt, d.h. (mittels Koeffizientenvergleich) wenn d = a und ¢ = —b
gilt. Dies sind genau die CAUCHY-RIEMANN’SCHEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
(siehe [19, 2.6])

dg Oh  dg  Oh

or 9y Oy Oz

Wenn f : C O U — F holomorph ist, so ist w : U — L(R?, Fg), definiert durch
w(z) := f(z)dz, eine geschlossene Fg-wertige 1-Form, wobei dz die (konstante)
Ableitung der C-linearen Funktion id : z — z bezeichnet. Die Multiplikation f(z)-dz
ist durch die Abbildung F x L(C,C) — L(C, F), (y,T) — (2 — T(2) - y), gegeben.
Unter leichtem Misbrauch der Bezeichnungsweise benutzen wir das gleiche Symbol
dz fiir die konstante 1-Form U — L(C,C) als auch fiir Thren Wert id € L(C,C).
Falls f holomorph ist, so ist die 1-Form z — f(z)-dz geschlossen, denn ihre (reelle)
Ableitung an der Stelle z ist durch v — (w — f/(z) - v - w) gegeben, und ist somit
symmetrisch in v und w (siehe [19, 3.5]).

Es seien weiters dz und dy die (konstanten) Ableitungen der R-linearen Funktionen
Re : z=x+1iy — xund Im :  + 1y — y. Diese bilden eine Basis des reellen
Vektorraums Lg(C,R). Dann gilt offensichtlich dz = dx + idy und analog dz =
dx — idy, wobei dz die Ableitung von z — Z bezeichnet. Also ist {dz,dz} eine zu
{dz,dy} dquivalente Basis des komplexen Vektorraums Lg(C,R)c = Lg(C, C). Fiir
jedes R-differenzierbare f : C O U — C haben wir

of

o-(2)de +6fy()y

Folglich muf} es auch eine Darstellung bzgl. der Basis {dz,dz} geben, deren Ko-

effizienten (die Wirtinger-Ableitungen) wir in Analogie mit 6£ und % bezeichen,
d.h.
df = 8f d + gi dz.

Wegen 2dx = dz + dz und 2idy = dz — dz konnen wir diese Koeffizienten auch
leicht berechnen:

of of
dx+8 dy
7c'9fdz+dz Of dz—dz

dr 2 oy 2
_1<3f 8f>d 2 (Wﬁf)dz
2 2

df =

Ox Oy 0 oy

*
S

9 _1/90 .90
9. 2\ax oy

o 170 .0
0z 2\ 0z Zay '

Da dz C-linear und dZz konjugiert C-linear ist, ist f genau dann holomorph, wenn
a L f =0 ist (siehe [19, 2.11]). Analog ist f genau dann ANTI-HOLOMORPH, d.h. f

holomorph wenn 6Z f =0, denn
f_Of,  of (0] of
of =545 gz 2= (a)d+<a>

6.10 Cauchy’scher Integralsatz.

d.h.
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Ist f : C D U — F holomorph und cy und ¢y zwei Kurven I — U die relativ
0I = {0,1} in U homotop sind (d.h. die Homotopie erfillt neben H(j,t) = c;(t)
zusdtzlich H(s, k) = c;(k) fir alle j,k € {0,1} und alle t und s) so ist

/CO F(z)dz = / F(2) dz.

Ist insbesonders ¢ : St — U eine geschlossene Kurve, welche in U homotop zu einer
konstanten Kurve ist (dann heifit sie 0-HOMOTOP), so ist [, f(z)dz = 0.

Siehe [19, 3.15] und [19, 3.23].

Beweis. Der erste Teil ist eine Konsequenz der Geschlossenheit der 1-Form z —
f(z)d=.

Fiir den zweiten Teil beachte man, dafl aus einer (freien) Homotopie H zwischen ¢
und einer konstanten Kurve konst, sich eine Homotopie relativ {0,1} von ¢ mit der
Hintereinandersetzung der Kurven ¢; : ¢t — H(¢,1), der konstanten Kurve konst,,
und der umgekehrt durchlaufenen Kurve cfl :t— H(1 —t,1) konstruieren 148t.

Alsoist [, f(2)dz= [, f(z)dz— [, f(2)dz=0. O

6.11 Windungszahl.

Es sei ¢ eine geschlossene C'-Kurve in C \ {z}, so heifit
1 1

2 Jow — 2

ind.(2) : dw

die WINDUNGSZAHL (oder auch UMLAUFZAHL) von ¢ um z, siehe [19, 3.24]. Fiir

einen Kreis ¢ : t + z + r 2™t mit Mittelpunkt z und Radius 7 erhalten wir offen-
sichtlich
1 1 1 [ omire?mit
ind.(2) = — dw = — ——dt
(2) 27t J, w— z 27t Jo  re?mit

1
:/ ldt=1.
0

Da w + —— holomorph auf C\ {2} ist, ist dieses Integral Homotopie-invariant und
folglich konstant fiir z laufend in einer Zusammenhangskomponente von C \ ¢(S1):

In der Tat ist
1 1 1 1
ind(e) = 5 [t dw= o [
2 J. w — 2z 27 J., w

fiir jede Kurve s + z5 in C\¢(S') wobei ¢;(t) := ¢(t)— 25 eine Homotopie beschreibt.

Fiir eine geschlossene Kurve ¢, die in C \ {2} homotop zum k-mal durchlaufenem
Kreis ist, gilt folglich ind.(z) = k, denn w + —— ist offensichtlich holomorph auf
C\ {z}. In der algebraischen Topologie (siehe [17, 2.17]) zeigt man, dafi die Win-
dungszahl eine topologische Invariante ist, d.h. auch fiir geschlossene stetige Kurve
wohldefiniert ist, Homotopie-invariant ist und in Z C C liegt. Weiters zeigt man,
daB jede geschlossene Kurve in C\ {z} homotop zum ind.(z)-fach durchlaufenen
Einheits-Kreis mit Mittelpunkt z ist.

6.12 Cauchy’sche Integralformeln.

Es sei f : C 2 U — F holomorph, K eine abgeschlossene Kreisscheibe in U und z

im Inneren von K. Dann ist
1 (w)

SRR B ACON
/() 2 Jog w— 2z “
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wobei OK den positiv-parametrisierten (d.h. indgi (z) = +1) Rand von K bezeich-
net.

Weiters ist f unendlich oft C-differenzierbar und es gilt
|
YL R ()N
F7(z) 27 /aK (w — z)P+1 v

Siehe [19, 3.28].

Beweis. Es sei g(w) := w Dann ist g holomorph auf U \ {z} und auf
K beschriinkt, da f bei z differenzierbar ist. Nach dem Cauchy’schen Integralsatz
ist [y, 9 = [55. 9, wobei K. eine Kreisscheibe von Radius € > 0 um z ist. Nun

verwendet man || [ g|| < 27¢|/g|k|lc — O fiir € — 0 und erhdlt 0 = [, g =
Jore T dw — £(2) - 2mi.

Dafl f unendlich oft differenzierbar ist, folgt, indem man die Ableitung mit den
Integral vertauscht:

®)(2) = i pi f(w) w*L w (d>p : w
fp()_<dz) 271 aKw—zd _2m'/aKf() dz w—zd
_ fw)

6.13 Cauchy-Abschitzung.

Es sei f: C O U — F holomorph und K eine Kreisscheibe mit Radius r und
Mittelpunkt z in U. Dann gilt:

H ™ (z)
n!

< Hf‘@K”oo.
<

Insbesonders ist die Taylorreihe von f im Punkt z auf K gleichmdjf$ig konvergent .
Siehe [19, 3.30].

Beweis. Die Ungleichung folgt durch Abschéitzen des Integrals, und die absolute
und gleichméfiige Konvergenz der Taylorreihe, indem man fiir eine die Ungleichung
fiir eine etwas groere Kreisscheibe K mit Radius R > r wie folgt abschétzt:

[0 < St < i 5 ()

Die Tayler-Reihe von f konvergiert gleichméflig auf K, denn wegen der Integral-
formel von Cauchy gilt:

bl 1 [ sw
z) 5 /8

wfz 27m/ w —
K dKRH(

i (z — z0)" o / f(w) dw i(z — zo)kf(k)(zo) 0
mJo k=0

P K (W — z9)kt1 k!

(w)

k+1( zo)kdw

6.14 Identititssatz.

Es sei f : U — F holomorph auf der offenen zusammenhdngenden Menge U und
verschwinde auf einer in U konvergenten nicht schliefSlich konstanten Folge. Dann
ist f=0.

Siehe [19, 4.7].
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Beweis. Fiir (die Koeffizienten einer) konvergenter Potenzreihen um den Grenzwert
folgt das mittels Induktion, also ist f lokal um den Grenzwert 0. Eine maximale
offene zusammenhéngende Menge W C U auf der f verschwindet existiert also. Sie
muf} aber auch abgeschlossen in U sein und damit mit U iibereinstimmen. O

6.15 Hebbare Singularitét.

Es sei z € U und f : U\ {2} — F holomorph und f lokal um z beschrinkt. Dann
ist f auf U holomorph erweiterbar.

Siehe auch [19, 3.31].

Beweis. Es sei K eine Kreisscheibe um z in U auf welcher f beschriankt ist. Es sei
z' € K\{z}. Wie im Beweis der Cauchy’schen Integral-Formel zeigt man, dafl
fiir die auf U \ {z, 2’} holomorphe und auf K beschrinkte Funktion w — Lw)=/()

gilt: 0= [, % dw = [, i(f;), dw — f(2') 2mi. Das rechte Integral ist aber
holomorph in z’ im Inneren von K, also gilt gleiches fiir f. O

6.16 Satz von Liouville.

Es sei f : C — F holomorph und beschrinkt, dann ist f konstant.
Siehe [19, 3.42].

Beweis. Nach ist |f'(2)] < Illee iy alle r > 0 und alle z € C also ist f' =0

r

und damit f konstant. O

6.17 Maximum-Modulus-Prinzip.

Es sei U offen und zusammenhdngend sowie f: C O U — F holomorph und nicht
konstant. Dann besitzt z — || f(2)|| kein Mazimum.

Siehe [19, 3.41].

Beweis. Es sei FF = C. Angenommen es gibe ein Maximum bei zg € U, d.h.
If(2)] < |f(20)] fiir alle z € U. Wir zeigen zuerst, daf§ daraus die Konstanz von
z = |f(2)] folgt. Angenommen dies wiire nicht der Fall, dann gibe ein z; € U
mit |f(z0)] > |f(z1)]. Da U zusammenhéingend ist konnen wir zg mit z; durch
einer Kurve ¢ — z; verbinden. Wir wéhlen ¢y maximal mit |f(z¢,)| = |f(20)]. Dann
existieren beliebig nahe an z;, Punkte z; mit |f(z0)| > |f(2¢)]. Wir wihlen einen
Kreis K C U um z; dessen Peripherie solch einen Punkt z;, enthilt. Dann ist
If(ze)| < |f(20)] und |f(2)| < |f(20)] fiir alle z € K. Aus der Cauchy’schen-

Integralformel erhalten wir somit |f(z,)| < |f(%0)|, einen Widerspruch.

Falls die Konstante |f| gerade 0 ist sind wir fertig. Andernfalls folgt durch Differen-
zieren der Konstanten |f|? die Gleichung

0 _ of(z) = of(z 0
0= 57 N6 = 2 fe) 4 1) 2 0 - ()
Wegen |f| # 0 folgt 0 = % = f'(z), d.h. f ist konstant. O

6.18 Differenzierbare Struktur von C..

Um nun fiir Funktionen wie r, auf offenen Teilmengen von C,, von Differenzier-
barkeit sprechen zu konnen, miissen wir C., mit einer differenzierbaren Struktur
versehen (siehe [19, 2.18,2.19]). Dazu identifizieren wir C,, mit der Einheitssphére
S?:={(y,t) € CxR: |[y|*+¢t? = 1} in CxR = R3. Die Einbettung von C in S? wird
vermittelt durch die Inverse der stereographischen Projektion der Aquator-Ebene
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C x {0} = C mit dem Nordpol N := (0,0, 1) als Zentrum. Es entsprechen sich dabei
der Nordpol N € S? und der Punkt oo € Co,. Der Strahlensatz z : 1 =y : (1 —t)
zeigt, dafl die stereographische Projektion durch

CXRDSQ\{N}B(y,t)Hz:%_tyE(C%(Cx{O}

gegeben ist und ihre Inverse ist

oy :Cozm (2z,]2> = 1) € C x R,

FEES!
da der zweite Schnittpunkt der Geraden t — z + ¢(N — z) durch N und z mit
2
der Sphére durch die Losung t = IEIQ% der Gleichung 1 = [[tN + (1 —t)z||? =

t2 4+ (1 —t)?||2||? gegben ist

Diese liefert also eine “Karte” von S$2. Wir kénnen auch eine Karte um N definieren,
indem wir auf analoge Weise die Inverse ¢_ der stereographische Projektion (y,t) —
(y,—t) — %Hy um den Siidpol S := —N verwenden.

Nun koénnen wir Differenzierbarkeits-Definitionen auf Funktionen f : S2DU = F
iibertragen, indem wir verlangen, dafl die beiden Zusammensetzungen fo; : C C
@;l(U) — U — F fiir j € {+,—} diese haben. Man sollte aber noch iiberpriifen,
daB fiir Punkte (z,t) € S? in gemiifligten Breiten, d.h. solche in ¢, (C) N ¢_(C),
die Differenzierbarkeit von f o ¢4 bei <p;1(x,t) gleichbedeutend ist mit jener von
fop_ bei p=!(z,t). Wegen fop_ = (fows)o (o' op_) geniigt zu zeigen, daB
der Kartenwechsel ¢ ' op_ : C\ {0} — C\ {0} differenzierbar ist. Dieser ist durch

1 2z z 1

PR — 2 i —_ =

PG e T e TR T
1+(z]?

gegeben. Dies ist die Spiegelung am Einheitskreis, wie auch mittels elementar ge-
ometrischer Uberlegungen leicht einzusehen ist. Diese Abbildung ist glatt und anti-
holomorph, also sollten wir die zweite Karte noch mit der Konjugation C — C,
z — Z zusammensetzen, um als neuen Kartenwechsel die holomorphe Abbildung
zZ % zu erhalten.

Zusammenfassend bedeutet dies also, dafl eine Abbildung f : Coc 2 U — F holo-
morph genannt wird, wenn sowohl f|c : CNU — F holomorph ist, als auch z — f (%)
von {z € C: 1 € U} = F es ist. Siehe auch [19, 2.18].

6.19 Ketten und Zyklen.

Da wir nicht nur Kreisscheiben, sondern allgemeine kompakte K verwenden wollen,
miissen wir geschlossene Kurven durch etwas allgemeineres ersetzen. Dies sind
sogenannte 1-KETTEN, d.h. formale linear-Kombination ¢ := > j k;c; von Kur-
ven ¢ : [0,1] — U mit Koeffizienten k; € Z. Die Menge aller 1-Ketten bildet
eine Abelsche Gruppe (aller Abbildungen C([0,1],U) — Z mit endlichen Triger)
beziiglich der komponentenweisen Addition. Der Rand Oc einer 1-Kette ist eine 0-
KETTE, d.h. eine formale linear-Kombination von Punkten, die wie folgt definiert
ist dc := 3, k;j (cj(1) — ¢;(0)). Eine 1-Kette c heifit ZyKEL, falls dc = 0 ist. Das
ist insbesonders der Fall, wenn alle ¢ geschlossene Kurven sind. Die Teilmenge der
Zyklen ist eine Untergruppe der 1-Ketten. Man dehnt das Kurven-Integral von
1-Formen w auf 1-Ketten ¢ durch Linearitdt aus, d.h.
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und definiert die Windungszahl von 1-Zyklen ¢ wieder durch
1 1

2mi Jow — 2

dw

ind.(2) :

fiir alle z ¢ Bild(c) := U, ¢;[0,1].

Ein 1-Zykel ¢ heifit 0-HOMOLOG in U, falls ind.(z) = 0 fiir alle z ¢ U. Zwei Zyklen
¢1 und ¢ heiflen HOMOLOG in U, falls ¢; — ¢5 0-homolog ist, also ind,, (z) = ind,, (2)
fiir alle z ¢ U gilt. Die 0-homologen Zyklen bilden eine Untergruppe der Zyklen.

Die Quotientengruppe H; (U, Z) heifit 1-te HOMOLOGIE-GRUPPE von U mit Koef-
fizienten in Z.

Man beachte, dafl zwei geschlossene Kurven die in U homotop sind, wegen der Ho-
motopieinvarianz der Windungszahl auch homolog sind. Die Umkehrung gilt nicht,
da Homotopie nicht kommutativ ist. Wir wollen nun den Cauchy’schen Integralsatz

und die Cauchy’sche Integralformel darauf verallgemeinern.

6.20 Verallgemeinerter Cauchy’scher Integralsatz und Integralformel.

Es sei f : C 2D U — F holomorph. Fiir beliebige in U homologe Zyklen ¢ und co

gilt
/q f(z)dz_/c2 f(z)dz.

Ist ¢ ein 0-homologer Zykel in U, so gilt
1 fw)

f(2) ind.(2) = 5mi ) w—2 dw fiir alle z € U \ Bild(c).

Beweis. Zuerst zum zweiten Teil. Dazu betrachten wir die Abbildung ¢ : (2, w) —
% fir z # wund ¢ : (2,2) = f'(2). Esist ¢ : U x U — F stetig (und
in der Tat sogar holomorph, nach Hartogs’ Theorem und dem Satz iiber

hebbare Singularititen). Fiir z € U sei h(z) := 5= [ ¢(z,w)dw und inbesonders
fiir z € U \ Bild(c) somit:
h(z) = L 1 (w) dw — f(z) /de
2 Jow — 2 2 Jow—z
1 [ f(w) :
= — dw — de(2).
2mi Jow — 2 w = f(2) inde(2)
Es ist also zu zeigen, dal h = 0 ist. Man sieht leicht, da3 h : U — F durch
1
h(z) = — f(w)

2 Jow — 2

dw fir z € Uy := {z ¢ Bild(¢) : ind.(z) =0} D C\ U.
holomorph auf C fortsetzbar ist. Da fiir z — oo dieses Integral gegen 0 geht, ist h
beschréankt und somit nach dem Satz von Liouville identisch h(oo) = 0.

Nun zum ersten Teil. Dazu gentigt offensichtlich zu zeigen, dafl fc f(2)dz = 0 ist fiir
den 0-homologen Zykel ¢ := ¢; — co. Fiir z € U \ Bild(c) sei f.(w) := (w — z) f(w).
Dann gilt nach dem zweiten Teil, dafl

0= f.(2) ind.(2) = %/

f=(w) dw:%/f(w)dw O

w—z

6.21 Lemma. Einfangen von L&chern.
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Es sei U C C offen und K C U kompakt. Dann existiert ein 1-Zykel ¢ = Zj c;j
von glatten geschlossenen Kurven ¢; in U \ K so, daff ind.(z) € {0,1} fir alle
z ¢ Bild(c) gilt. Es sei das Innere und das Aufere von c definiert durch

Inn(c) := {z ¢ Bild(c) : ind.(z) = 1}
AuB(c) := {z ¢ Bild(c) : ind.(z) = 0}.

Dann gilt weiters K C Inn(c) C U, oder dquivalent C\ U C AuB(c) C C\ K. So
einen Zykel nennt man ein JORDAN-SYSTEM.

Beweis. Es sei 0 < 26 < d(K,C\ U). Wir betrachten Achsen-parallele Geraden im
Abstand 0. Es seien Ry, ..., R, jene (endlich vielen) Quadrate (mit Seitenlinge o)
welche (die kompakte Menge) K treffen. Der Rand OR; von R; ist ein Kantenzug
welchen wir positiv orientieren.

Fir z € R; ist d(2, K) < /26 und somit R; C U. Seien cy,...,¢, jene Seiten die
zu genau einem der R; gehoren. Dann ist Y00, [ w =310, [ g, w fiir jede auf
U;n:l OR; stetige 1-Form w, denn die anderen Seiten gehoren jeweils zu zwei der R;
mit vertauschter Orientierung.

Es ist das Bild von ¢, in U \ K enthalten, andernfalls wiirden die beiden angren-
zenden Quadrate K treffen und somit in U liegen, ein Widerspruch zur Wahl der
Cl.

Fiir f € H({U) und z € K\ U, 9R; ist w — 55 L") dw eine stetige 1-Form auf
(JOR; und somit ist

SRR R N R ()
Iy LRI !

oR; W —Z

Es ist

1 (w) du = 0 fir z ¢ R;
) f(2) fir z € R;

271 IR, w—z
nach der Cauchy’schen Integralformel . Da z innerer Punkt genau eines der

R; ist, gilt
! f(w)
fz) = ; 2mi /('k w—z dw.

Da beide Seiten stetig fiir z € K sind gilt diese Gleichung auf ganz K.

Wenn man den Schnitt von K mit den 4 Quadraten mit einer gemeinsamen Ecken
untersucht, so sieht man, dafl ¢ := ) ;G ein Zykel ist, also eine endliche Summe
einfach geschlossener Polygone.

Fiir z € K gilt offensichtlich 1 = Y}'_; 7= [~ dw = ind.(z), also K C Inn(c).

kE W—2

Fiir 2z ¢ U ist faRj —Ldw = 0 und somit ind.(z) =0, i.e. Inn(c) C U. O

Um diese Sétze der komplexen Analysis fiir Vektor-wertige Funktionen zu erhalten,
kann man erfolgreich folgendes Lemma verwenden.

6.22 Lemma.

Es sei F' ein Folgen-vollstindiger LKV. Dann ist f : C O U — F genau dann
holomorph, wenn £o f : C DU — F — C holomorph ist fiir alle ¢ € F*.

Beweis. (=) Ist offensichtlich, da ¢ € F* als lineare stetige Abbildung mit Limiten
und Differenzenquotienten-Bildung vertauscht.
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(<) Es gilt:
g(f(z)—f(o) B f(w)—f(0)> _ (Lo f)(z) = (o f)0) (o f)(w)—(¢of)(0)

z w

= [weryea — o pytew) i
1 1
:(sz)/o /0 t(lo f)'(tw+ts(z —w))dsdt.

Da fo f holomorph ist, ist £o f 2-mal stetig differenzierbar und somit der Integrand
fiir t,s € [0,1] und z,w nahe 0 gleichmiflig beschriinkt. Also ist auch das Integral
lokal in z und w nahe 0 beschréinkt, und somit ist

1 (f(z) —f(0) _ f(w) —f(0)>

z—w z w
skalar beschrankt und nach sogar beschrankt. Damit konvergiert aber das

Netz f(z);f(o) - f(w);f(o) — 0 fiirw,z — 0,d.h. w — w ist ein Cauchy-Netz
und konvergiert folglich (da jede Teilfolge konvergiert). D.h. f ist holomorph. [

Mittels dieses Lemmas lassen sich nun alle oben angefithrten Resultate aus der
komplexen Analysis auf den Vektor-wertigen Fall ibertragen.

Fiir den Satz von Liouville geht das z.B. wie folgt: Es sei f : C — F holomorph
und beschrénkt. Dann ist £o f : C — C holomorph und beschriankt, also nach dem
klassischen Satz konstant, fiir alle £ € F'*. Da diese ¢ Punkte-trennend sind, ist f
selbst konstant.

Fiir den Cauchy’sche Integralsatz und die Integralformel ’6.12

z.B. beachte man:
é(/f) Z/Eofundﬂof’:(fof)/.

Sei im folgenden nun A eine komplexe Banach-Algebra mit 1.

, bzw. [6.20

)

6.23 Lemma.

Fiir a € A gilt:
1. Ist X € p(a), so ist dist(\,o(a)) > [[(A —a)~Y L.
2. Fiir A\, i € p(a) gilt die Resolventengleichung:

Ta(A) — o
P T () () = ) ).
—p
Beweis. () Es sei A € p(a) und |p| < ||(A —a)7||~. Dann ist A + p € p(a) und
somit gilt dist(\, o(a)) > |[(A—a)~!| ™!, denn A+ p—a ist nach invertierbar
da [[(A+p—a) = (A=a)l = |ul <[|(A=a)~H|"
() Mit z:=A—aund y := p — a gilt
ra(\) —ra(p) =27 —y Tt =27 (y —a)y
=M= m=-Np-a) Tt =E-NA-a) (p—a)
= =Xra(A)ra(p). O

-1

6.24 Satz.

FEs sei a € A. Dann ist das Spektrum o(a) von a kompakt und nicht-leer. Die
Resolventen-Funktion ist holomorph von der offenen Teilmenge p(a) der Riemann-
schen Zahlenkugel Co nach A.
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lla

Beweis. Fiir [\| > ||a gilt: A\1—a = A(1-3a) und [[1—(1-Ja)|| = ||1all o<
)

1, also ist 1 — %a invertierbar nach m, und damit auch A1 —a = A(1 — %a

d.h. A € p(a). Also ist o(a) C {A: |A| < |la||} und folglich beschrénkt.

Esist p(a) NC:={A € C:A1—a € Inv(A)}. Da die affine Abbildung A — A1 —a
stetig ist, ist ihr inverses Bild der offenen Menge Inv(A) ebenfalls offen. Also ist
p(a) N C offen in C.

Folglich ist o(a) = C\ (p(a) N C) abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt.

Also ist o(a) auch in C, kompakt, und damit p(a) = C \ o(a) offen in C.

Die Abbildung A + (A1 —a) + (A1 —a)~! ist als Zusammensetzung einer affinen
mit einer (nach ) komplex-differenzierbaren Abbildung, selbst eine komplex
differenzierbare Abbildung 7, : p(a) NC — inv(A) C A und fiir die Ableitung gilt
wegen der Kettenregel:

PN =inv(Al—a)-1=-A—a) ' 1TA—a) ' =-A—a)"%

a
Will man nicht die komplexe Differenzierbarkeit der Inversion verwenden, so a3t
sich dies mittels Resolventengleichung | 6.23.2 | auch direkt leicht nachrechnen.

Fiir die Holomorphie bei co miissen wir die Abbildung z + % 5 r,(1) nahe 0

studieren. Fiir z # 0 ist diese holomorph da p(a) eine Umgebung von oo ist und
wegen lim, o 74(2) = 0 ist 7, vermoge 7,(c0) := 0 holomorph bei 0 nach .
Direkt sieht man das auch daraus, dafl diese Abbildung sich fiir ||z a|| < 1, d.h. fiir
|z| < ﬁ, wie folgt in eine konvergente Potenzreihe entwickeln 148t

()-C) G r

=z Z(za)k =z szak.
k=0 k=0

Es bleibt nur noch zu zeigen, daf§ das Spektrum nicht-leer ist:

Andernfalls wire r, : Coo — A eine auf ganz Co, holomorphe (also beschriinkte)

Funktion und somit nach dem Satz von Liouville konstant. Wegen r,(0c0) = 0

wére also r, = 0 ¢ Inv(A), ein Widerspruch. O

6.25 Lemma und Definition.

Unter dem SPEKTRAL-RADIUS r(a) von a € A versteht man
r(a) := max{|z| : z € o(a)}.

Fiir ihn gilt:

T n|l/n
r(a) = lim "]/

Beweis. Da r, : p(a) — A nach holomorph ist, ist z = 7,(1) fiir L € p(a)
holomorph, also konvergiert die Taylorreihe Y ;- 2**1a* dieser Funktion im In-
neren der gréBten Scheibe welche in {z : 1 € p(a)} enthalten ist. Diese hat
nach Definition gerade den Radius inf{|z| : 1 ¢ p(a)} = m = ﬁ

Da fiir |z| > ——L1——— diese Potenzreihe divergent ist (mehr noch, ihr Kon-

T e /a7
vergenzradius ist gerade lim, o, {/|la™||) ist somit @ < ﬁ, d.h.
1My 500 a™

r(a) > lim, oo ¥/[la”|| (und es gilt sogar Gleichheit).

Bleibt zu zeigen, dafl dieser Limes-superior sogar ein Limes ist. Mittels der Un-
gleichung [[a™™™|| < ||a™]|||a™| kann man das direkt zeigen, sieche [11, 169]. Ein
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anderer Beweis geht wie folgt:
Fiir z € 0(a) ist z—a ¢ Inv(A). Da 2" —a" = (z—a) (2" 1 +2"2a+ - +2a" 2+

a™~1) und die beiden Faktoren miteinander kommutieren ist auch 2™ —a™ ¢ Inv(A)
nach |6.2.3], also || < |la”| nach und damit |z| < [la™||*/™. Somit ist
r(a) < inf, [|a"”|"/™ < Tim, ||a”||'/" < 7(a). O
Funktionenkalkiil

Bemerkung.

In der endlich-dimensionalen Spektral-Theorie spielt fiir Operatoren T die Alge-
bra {p(T") : p ist ein Polynom} eine grofie Rolle. Man denke nur an den Satz von
Cayley-Hamilton und an die Rolle die das minimal-Polynom spielt. Im unendlich-
Dimensionalen werden wohl Polynome nicht mehr ausreichen. Die naheliegendste
Verallgemeinerung sind konvergente Potenzreihen. Wir haben in [18, 3.2. 1()] gezeigt,
daf die Konvergenz fiir alle |z| < R einer Potenzreihe f(z) := > ;2 fxz" mit Ko-
effizienten f;, € C auch die Konvergenz der Reihe f(a) := Z,;“;O fra® in A fiir alle
a € A mit |la]] < R impliziert. Dies funktioniert also, wenn der Konvergenzradius
grofer als ||al| ist. Die Reihe f(a) := Y ;o fx a® konvergiert aber nach Wurzel-
test (siehe [20, 2.5.10]) auch dann (absolut), wenn ihr Konvergenzradius grofer
als lim,, o0 [la”||V/™ = r(a) ist (limg &/]fi|[[a*] < 1 & r(a) = limg [|a*||*/* <

W) Unter diesen Vorausssetzungen ist z — f(z) eine holomorphe Funktion
k1Jk

auf einer offenen Kreisscheibe die o(a) enthlt.

Wir wollen nun versuchen f(a) auch fiir Funktionen f zu definieren, die holomorph
auf einer Umgebung von o(a) sind. Dabei konnen wir nicht mehr die Potenzrei-
henentwicklung verwenden, denn diese braucht nur im Inneren der gréfiten ganz im
Definitionsbereich von f liegenden Kreisscheibe konvergieren. Um eine Definition
von f(a) auch in diesen Fall zu erhalten, geben wir zuerst eine andere Beschreibung
von f(a) fiir Potenzreihen f mit Konvergenzradius R > ||a||. Nach der Cauchy’schen

Integral-Formel gilt
1
— / fw) dw,
2 Jow — 2

wobei ¢ einen Kreis mit Radius r < R parametrisiert. Analog kénnen wir nun

versuchen f(a) als
27m / flw dw

zu definieren, wobei wir voraussetzen miissen, dafl die Kurve ¢ ganz in p(a) verliuft,
damit (w — a)~! einen Sinn macht fiir alle w € Bild(c).

Wegen der Cauchy’schen Integralformel ist 27” f(
k

dw = ¥, folglich sollte
sein. Dles ist in der Tat der Fall, denn

w—z
analog 5= [ w*(w—a)"tdw =a

1 k 11 k—1 A _ w1
Tm/cw (w—a) dwfﬁ/cw 1faa dw = 3 Z —a’ dw
o 2= ([0 aw) w =t

JOC

J
271'15k

andreas.kriegl@univie.ac.at © 11. Juni 2019 113



FUNKTIONENKALKUL 6.27

Also ist

=5 /f Ldw = 2—7” kawk (w —a)~! dw

Ck 0
S 1 2 -1 k
=ka%/6w (w—a) dszfka
k=0 k=0

Diese Definition von f(a) als Kurven-Integral macht nun auch Sinn, wenn ¢ nicht
notwendig ein Kreis ist, sondern irgendeine 1-Kette ¢ in p(a) NU und f € H(U)
ist. Wir definieren also wie folgt:

6.26 Definition.

Fiir a € A sei f: U — C holomorph auf einer offenen Umgebung U von K := o(a)
in C und c¢ ein Jordan-Zykel wie in . Dann sei

2m/f “ldw € A.

Lemma.

Diese Definition hdngt nicht von der Wahl der 1-Kette ab.

Beweis. Es seien ¢ = Y7, ¢; und d = 77" | d; zwei Jordan-Zykel wie im Lem-
ma . Mit ¢,4; fir j € {1,...,m} bezeichnen wir die negativ durchlaufene
Kurve d;. Fir z ¢ U \ o(a) ist entweder z ¢ U oder z € o(a). Im ersten Fall ist
St ind,, (2) = ind,(2) —indg(z) = 0—0 = 0 und im zweiten ist Y7 " ind,, (2) =
ind.(z )fmdd( )=1-1=0. Alsoist " := ;l;m ¢; ein Zykel geschlossener Kurven
in U\ o(a) und fiir alle z ¢ U \ o(a) ist indpr(z) = 0 und da w — f(w) (w —a)~!
holomorph ist auf U \ o(a), folgt aus dem Cauchy’schen Integralsatz 7 daf

0:Lf(w)(w*a)*1dw:/cf(w)( ) dw - /f ldw. O

6.27 Keime

Da wir gerade gesehen haben, daf§ f(a) nicht von der Auswahl des Jordan-Zykels ¢
in U \ o(a) abhéngt, ist fi(a) = f2(a) falls f; und fy auf irgendeiner Umgebung U
von K := o(a) iibereinstimmen. Wir bendtigen also folgende

Definition.

Es sei K C C kompakt. Unter einem HOLOMORPHEN KEIM auf K verstehen wir eine
Aquivalenz-Klasse von holomorphen Funktionen f, welche auf offenen Umgebungen
U C C von K definiert sind. Dabei ist die Aquivalenz-Relation wie folgt gegeben:
fi: U — Cund fo : Uy — C heiflen dquivalent, wenn eine offenen Umgebung
U C U, NU; von K existiert mit fi|y = fa|v. Mit H(K) := H(K, C) bezeichnen
wir die Menge aller holomorphen Keime auf K. Dies ist eine C-Algebra, wenn wir
die Operationen reprisentantenweise definieren.

Die Abbildungen H(U,C) — H(K), f — [f], sind injektiv, falls jede Zusammen-
hangskomponente von U mindestens einen Punkt aus K enthélt, denn dann folgt
aus dem Eindeutigkeitssatz (siche )7 daf} zwei holomorphe Funktionen auf U
die auf einer Umgebung von K {ibereinstimmen schon identisch sind. Wir kénnen
0.B.d.A. annehmen, daf alle auftretenden Umgebungen U diese Eigenschaft haben,
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und somit dafl H(U,C) ein Teilraum ist von H(K,C). Nach Definition ist H(K)
die Vereinigung dieser Teilrdume, und wir kénnen folglich H(K) mit der finalen
Struktur versehen.

6.28 Theorem (holomorpher Funktionenkalkiil).

Fiir a € A definiert [f] — f(a) den eindeutig bestimmten stetigen Algebra-Homo-
morphismus H(o(a)) — A, der id auf a abbildet, also die Polynom-Auswertung

Sop fr2® = 30, frak erweitert.

Beweis. Zuerst die Existenz- Aussage
Nach obigem Lemma ist f(a 27” J. f(w — a)~! dw wohldefiniert und hiingt
nicht von der Wahl von ¢ und dem Reprasentanten des Keims f ab.

Klarerweise ist f — f(a) linear.

Wir zeigen, daf§ dies auch ein Algebra-Homomorphismus ist. Seien dazu f und g
zwei auf einem offenen U D o(a) definierte holomorphe Funktionen. Es sei A ein
passender Jordan—Zykel in U und I ein solcher in Inn(A). Dann gilt:

f(a)g(a (/f dw> (/Ag(z) (Z_a)—l dz)
47r2//f —a)" (z —a) "t dzduw
[6.25.2] 47T2//f w) g(2) )__w()dzdw

47r2/f (/ (2) dz) (w — a) ! dw+

tpr o6 ([ L2 aw) - o as

TR —W

Fiir alle z € Bild(A) € AuB(I') gilt nach dem Cauchy’schen Satz , daf

fr 2 wuz dw = 0. Fiir alle w € Bild(T') C Inn(A) gilt [, £ g(z dz = 2mg( ), also
ist

fl@)gta) = 5 | ) glw) (0 =)™ dw = (f g)(@).

Nun zur Stetigkeit. Wir miissen nur zeigen, dal f — f(a) von H(U) — A stetig
ist, bzw. da H(U) ein Fréchet-Raum ist bzgl. der gleichméBigen Konvergenz auf
jeder kompakten Teilmenge von U, dafl diese Abbildung beschrinkt ist. Sei also
F C H(U) beschrénkt. Dann ist F gleichméflig beschriankt auf dem Bild von e,
also existiert eine Konstante K mit || f|giia()llec < K fiir alle f € F. Weiters ist
r(Bild(c)) kompakt, also beschrinkt und folglich existiert eine Konstante K; mit
|(w—a)~t| < K fiir alle w € Bild(c). Insgesamt ist folglich || f(a) K Ky L(c),
und somit ist {f(a) : f € F} beschrinkt.

”*271'

Sei schlieBlich f(z) = Y, fr 2* ein Polynom, oder allgemeiner eine Potenzreihe, die
auf einer Umgebung von o(a) konvergiert. Dann ist f(a) = > po, frx a”, wie wir
bereits oben gezeigt haben.

Nun zur Eindeutigkeits- Aussage:

Sei 7 solch ein Algebra-Homomorphismus. Als Algebra-Homomorphismus der id
auf a abbildet gilt 7(f) = f(a) fiir alle Polynome f € C[z]. Sei nun f = £ eine
rationale Funktion mit Polen auflerhalb o(a). Also diirfen wir annehmen, dafl ¢ ein
auf o(a) nicht verschwindendes Polynom ist, und somit % € H(o(a)) liegt. Dann
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gilt aber 1 = 7(1) = T(q%) = T(q)T(%), also ist T(%) = 7(¢)~! und somit gilt

T(2)=7(p)-7(9)" = pla) - q(a)" = B(a) = f(a).

Sei nun f € H(o(a)) beliebig, d.h. 0.B.d.A. f € H(U,C) fiir eine offene Umge-
bung U von o(a). Sei K C U eine kompakte Menge, welche o(a) in ihrem Inneren
enthilt. Nach dem Runge’schen Approximations-Satz existiert eine Folge
rationaler Funktionen f,, mit Polen auflerhalb K, welche auf K gleichmifig gegen

f konvergiert. Dann konvergieren aber die Keime [f,] gegen jenen von f, und aus
der Stetigkeits-Aussage folgt f(a) =lim f,(a) = lim7(f,) = 7(f). O

6.29 Spektral-Abbildungssatz.
Fir f € H(o(a)) gilt o(f(a)) = f(o(a)).

Beweis. Es sei f € H(U) mit offenen U D o(a).
(D) Fiir z € o(a) ist

1'(z) fiir w = 2

eine holomorphe Funktion auf U. Angenommen f(z) ¢ o(f(a)). Dann wére (z —
a) g(a) = f(z) — f(a) invertierbar und da die beiden Faktoren miteiander kommu-
tieren damit auch z — a nach , d.h. z ¢ o(a), ein Widerspruch.

(C) Umgekehrt sei 2z ¢ f(o(a)). Dann ist g : w — (2 — f(w))~! eine holomorphe
Funktion auf der Umgebung U \ f~1(2) von o(a) mit 1 = g(a) (2 — f(a)). Also wire

z — f(a) invertierbar nach , d.h. z ¢ o(f(a)). O

6.30 Lemma.
Sei A eine Banach-Algebra und a,b € A. Dann ist o(ab) U{0} = o(ba) U {0}.

fE)=fw) g
g:wl—>{ — ir w # 2

Beweis. Es ist zu zeigen, dal A —ab € inv(A) < X\ —ba € inv(A) fiir alle A # 0.
O.B.d.A. sei A = 1 und 1 — ab invertierbar mit u := (1 — ab)~!. Wir behaupten,
daB 1 — ba invertierbar ist und (1 —ba)~t =1+ bua:

(1-ba)(l14+bua)=1-ba+bua—babua=1+b(-14+u—abdbu)a
=1+b((1—ab)u—1)a=1

(I1+bua)(l—ba)=14bua—ba—buaba=1+b(u—1—uabdb)a
=1+b(u(l—ab)—1a=1. 0O

6.31 Definition. Kommutante.

Wir bezeichnen die Menge der mit allen b in einer Menge B C A kommutierenden
Elemente als KOMMUTANTE B* := {# € A : b = bz Vb € B} von B. In der
Algebra sagt man dafiir auch ZENTRALISATOR von B in A.

Es ist B — B eine antitone Abbildung auf der Potenzmenge von A und es gilt
By C BY < By, C B, denn beide Seiten bedeuten, dafl Vby,by : by € By, by € By =
b1 ba = ba by.

Somit ist B C (Bk)k =: B** wegen B* C B*.

Auflerdem gilt immer B* = BFkE denn aus B C Bk folgt Bt D (Bk’“)’C und
andererseits gilt B¥ C (B*)**.

Beachte, dafl B eine abgeschlossene (bzgl. jeder Topologie fiir die die Multiplikation
getrennt stetig ist) Teilalgebra von A fiir jede Teilmenge B C A ist, denn x1 x2 b =
I bxg = b:l?l ZIo.
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Weiters ist B¥ = BF, falls B; den Abschluf der von B erzeugten Teilalgebra in
einer Topologie bzgl. welcher die Multiplikation getrennt stetig ist bezeichnet.

Schlieflich ist klarerweise B genau dann kommutativ, wenn B C B gilt. Somit
ist fiir kommutative B auch B** kommutativ, denn B C B* = B* C BF =
BFk C BRkE — (BRk)k,

6.32 Folgerung.
Fir f € H(o(a)) kommutiert f(a) mit allen b € A, die mit a kommutieren, d.h.

f(a) € {a}**, bzw. auch {f(a): f € H(o(a))}* = {a}*.

Beweis. Wegen des Approximationssatzes von Runge ist {a}¥ = {f(a) :
f € H(o(a))}* (fiir Polynome f ist das offensichtlich. Daraus folgt leicht (siehe
), dafl es auch fiir rationale Funktionen mit Polen auflerhalb o(a) gilt) und
somit f(a) € {a}** fiir alle f € H(o(a)). O

Im endlich-dimensionalen verwendet man die Zerlegung des charakteristischen Poly-
noms in Primfaktoren um eine direkte Summenzerlegung (diagonale Blockdarstel-
lung) des Operators zu erhalten. Dies kénnen wir nun auf Elemente einer Banach-
Algebren iibertragen. Da wir da allerdings keinen Raum zur Verfiigung haben, auf
denen diese Elemente operieren, und wir die Summanden also nicht auf invariante
Teilrdume einschrinken kénnen enthélt das Spektrum der Summanden die 0.

6.33 Folgerung.

Es sei a € A und o(a) = Ky U Ky eine Zerlegung in abgeschlossene disjunkte
Mengen. Dann gibt es ein idempotentes e € {a}** (d.h. €2 = e) und fir a; := ae
und az = a(l —e) gilt a = a1 + az, a1a2 = 0 = az a1 und o(a;) = K; U{0} fir
je{1,2}.

Beweis. Die Beweisidee besteht darin dies zuerst fiir das Urbild id € H(o(a)) unter
dem Algebra-Homomorphismus H(o(a)) — {a}** C A aus zu zeigen und
dann diesen anzuwenden. Fiir j € 1,2 seien U; zwei disjunkte offene Umgebungen
von K. Dann ist die charakteristische Funktion xy, € H(U; U Us). Also ist e :=
Xuv, (@) € A wohldefiniert. Nach kommutiert e mit allen b, welche mit a
kommutieren, insbesonders mit a selbst. Wegen X2U1 = X, ist e idempotent. Weiters
ist 1—e = (1-x1, ) (a) = xv,(a). Esist 1 = e4+(1—¢) und e(1—¢) = e—e? = e—e =0
also gelten alle behaupteten Gleichungen fiir a; :=ae =ea und ay :==a (1l —¢) =
(1 — e)a. Aus dem Spektral-Abbildungssatz folgt o(a;) = o((id-xv,)(a)) =

Abhingigkeit des Spektrums von der Algebra

Es sei A eine Banach-Algebra und B eine Teil-Banach-Algebra mit a € B. Dann
ist offensichtlich pg(a) C pa(a) und somit o4(a) C op(a). Wir wollen nun unter-
suchen inwieweit die beiden Spektren verschieden sein konnen. Dazu vorerst ein
eher typisches Beispiel.

6.34 Beispiel fiir die Abhéingigkeit des Spektrums von der Algebra.

Es sei A := C (9D, C) und B die Teil-Banach-Algebra die von der Identitit a : z — z
erzeugt wird. Dann ist 04(a) = 0D und opg(a) = D:

Nach ist 04(a) = a(0D) = ID. Da ||a||s = 1 ist op(a) C D. Angenommen
es gibe ein A € D\ op(a), dh. Ib € B mit (A —a)b = 1 also (A — 2)b(z) = 1
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fiir alle z € OD. Wegen b € B existiert eine Folge von Polynomen b,,, welche auf
0D gleichmifig gegen b konvergiert. Nach dem Maximum-Modulus Prinzip
bilden die b, eine Cauchyfolge in C(D), konvergieren also gleichmiBig gegen ein
b € C(D), welches somit holomorph auf I ist und mit b auf dD iibereinstimmt. Auf
die gleiche Weise erhalten wir, da8 (A —2) b, (2) —1 — 0 gleichmé8Big fiir 2 € D, also
gilt (\—2)b(z) = 1 fiir alle z € D. Fiir z := X erhalten wir folglich den Widerspruch

0=(X\—A)b()\) = 1. Also gilt o5(a) = D.

6.35 Definition.

Es sei K C C kompakt. Dann ist die polynomial konvexre Hiille K von K definiert
durch:

K :={z€C:p(z)| < plxllwc¥p € Clz]},
also die Menge aller Punkte auf denen kein Polynom vom Betrag groflere Werte
annimmt als auf K. Die Menge K heifit polynomial konvez falls K = K.

Das Komplement C., \ K hat als offene Teilmenge von C, nur abzihlbar viele
Komponenten: Einerseits die in C unbeschrinkte Komponente, also jene welche oo
enthilt, und die in C beschriankten Komponenten, die sogenannten LOCHER von
K.

Lemma.

Es sei K C C kompakt. Dann ist das Komplement C\ K von K die unbeschrinkte
Komponente des Komplements C\ K von K. Also entsteht K durch Ausfiillen aller
Locher von K. Und K ist genau dann polynomial konvex, wenn das Komplement
von K zusammenhdngend ist.

Beweis. Es sei Coo, \ K = Uy U |_|,Wéoo Uy die Zerlegung in die Zusammenhangs-
Komponenten. Dabei sei Uy die unbeschrinkte Komponente. Es sei L := C \
Uso :Kuuk?&o@Uk.

Wir behaupten L C K:

Wegen L = K U| |, Uy und K C K geniigt zu zeigen Uy C K fiir k # 00. Sei dazu
vorerst x € Uy, = Uy, \ Uy C C\ Uy. Und da auch = ¢ Uj fiir j # k ist (da U; offen
und disjunkt zu Uy, ist), gilt « € K. Nach dem Maximum-Modulus Prinzip
ist Uk - K.

Angenommen L C K:

Sei z € K\ L. Dann ist w + ﬁ eine holomorphe Funktion auf einer Umgebung
von L. Da Cy \ L = Uy zusammenhingend ist existiert nach dem Runge’schen
Approximations-Satz eine Folge von Polynomen p,, mit sup,c; [pn(w) —
—_| =0, . Es sei g, : w— (w— z);in(w) Dann gilt |[(¢gn — 1)|L]]cc — 0. Wegen
lgn(z) = 1| = |0 = 1| = 1 folgt z ¢ K, denn andernfalls wire 1 = |g,(z) — 1| <
sup{|gn(w) = 1| : w € K} = sup{|gn(w) — 1] : w € K} < sup{|gn(w) — 1] : w €
L} — 0, ein Widerspruch. O

6.36 Theorem.

Es sei A eine Banach-Algebra, B eine Teil-Banach-Algebra, und a € B. Dann
entsteht og(a) durch vollstindiges Ausfiillen einiger Licher von oa(a). Insbeson-
ders gilt:

1. op(a) D oala);

2. dop(a) C doa(a);
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3. op(a) = 7a(a).

4. Falls B als Banach-Algebra von a erzeugt wird, so ist op(a) = o(a).

Beweis. () ist offensichtlich, da ein Inverses zu z — a in B auch ein solches in A
ist.

() Sei z € dop(a). Angenommen 2 ¢ o4 (a). Dann existiert (2 —a)~! € A. Da
z € Jop(a) existiert eine Folge 2, ¢ op(a) mit z, — 2. Also existiert (2, —a)~! € B
und wegen der Stetigkeit der Inversion in A gilt (2, —a)~! — (2 —a)~!. Da aber B
abgeschlossen ist, folgt (2 — a)~! € B, d.h. 2 ¢ og(a) 2 dop(a), ein Widerspruch.
Damit muf} aber z € do4(a) liegen, denn das Innere von o4(a) C op(a) mufl im
Inneren von op(a) und somit in C\ dop(a) liegen.

o —

() Wegen op(a) 2 oa(a) gilt @ 2 m. Angenommen 3z € Uy := op(a)N
(Co \m). Sei z : [0,1] = Usx € Cs eine Kurve in der wegen dem Lemma in
, unbeschrinkten Zusammenhangskomponente U,, zyp mit oo verbindet und
sel to := sup{t : z(t) € U/B® = 0p(a) U400 Ur}. Dann ist 2(t9) € op(a) nicht
im Inneren von op(a), also zg € dop(a) C doa(a) C oa(a), ein Widerspruch.

() Nach gilt immer op C 05 = 74. Angenommen es gibe ein z € 74 \ 0.
Dann existiert (z —a)™! € B C A. Da B der Abschlufi der Polynome in a ist,
existiert eine Folge von Polynomen p,, mit p,(a) — (2 —a)™!. Es sei ¢, : w
(2 — w) pp(w). Dann gilt ¢, (a) = (2 — a)pn(a) = (z — a) (z — a) = = 1. Nach dem
Spektral-Abbildungssatz gilt: o4 ((qn - 1)(a)) =(qgn—1) (JA(a)) und somit

nach
lan(@) = 11| = ralan(@) = 1) i= sup{Jwl : w € 04(ga(a) = 1) = gu(0a(a) — 1}
- sup{\qn(w) —1iwe JA(a)} > lgn(z) — 1] = 1,

da z € m, ein Widerspruch zu gy, (a) — 1.

Bleibt noch z.z. daf o(a) durch vollstindiges Ausfiillen gewisser Locher von o 4(a)
entsteht.

Sei dazu U ein Loch von 4. Dann ist U = Uy U Us, wobei Uy := U Nog =
UN(op\09op),denn dog C dos C o4 C C\ U nach , und Us := U Nppg. Somit
sind U; und Us offen. Da U als Loch zusammenhéngend ist, ist eine der beiden
Mengen leer, also gehort das ganze Loch U zu op oder zu pp. O

Kommutative Banach-Algebren

Wir wollen nun eine Dualitdtstheorie fiir Banach-Algebren A entwickeln. Anstatt
der linearen Funktionale sollten wir dazu wohl Banach-Algebra-Homomorphismen
A — C verwenden. Wir sollten also damit beginnen, Algebra-Homomorphismen zu
studieren. Da Stetigkeit linearer Funktionale nach durch Abgeschlossenheit
des Kerns beschrieben werden kann, sollten wir insbesonders die Kerne von Algebra-
Homomorphismen studieren.

6.37 Definition (Ideale).

Eine Teilmenge I C A einer (Banach-)Algebra A heifit Ideal, falls I ein linearer
Teilraum ist und mit ¢ € I und a € A auch ia € I und ai € I.
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Ein Ideal heifit ECHT, falls I # A, oder dquivalent falls 1 ¢ I, oder weiters dquivalent
inv(A) NI = @: Die Richtungen (<) sind offensichtlich. Umgekehrt sei 7 € I in-
vertierbar in A und a € A beliebig. Dann ist a =i~ !ia € I.

Der Kern jedes Algebra-Homomorphismus ist klarerweise ein (wegen f(1) = 1)
echtes Ideal, und umgekehrt definiert jedes Ideal I C A einer Algebra A eine Alge-
bra A/I und einen Algebra-Homomorphismus 7 : A — A/I mit Kern I: Damit die
Projektion 7 : A — A/I ein Algebra-Homomorphismus wird, mufl man die Multip-
likation durch (a4 1I)-(b+1I) := a-b+ I definieren. Da I ein Ideal ist, macht diese
Definition Sinn, denn (a+i)-(b+7) = a-b+a-j+i-b+i-j € a-b+A-I+I-A+I1-I C a-b+I
fir i,j € I.

Ein Ideal I in A heif3t mazimal, falls es maximal unter allen echten Idealen beziiglich
der Inklusion ist.

Lemma.

Die mazximalen Ideale einer kommutativen Algebra sind genau die Kerne von sur-
jektiven Algebra-Homomorphismen mit Werten in Divisions-Algebren (d.h. wo jedes
Element ungleich 0 invertierbar ist).

Beweis. Sei f : A — B ein surjektiver Algebra-Homomorphismus (zwischen nicht
notwendig kommutativen Algebren) und jedes 0 # b € B sei invertierbar. Dann ist
Ker f ein maximales Ideal, denn wenn I D Ker f ein Ideal ist, dann ist leicht zu
sehen, dafl f(I) # {0} ein Ideal in B ist, also ein invertierbares Element b = f(7)
mit ¢ € I enthélt. Es sei f(a) = b~!. Dannist f(1—ai)=0,d.h.1 € Ker f+ai C I,
also ist [ = A.

Sei umgekehrt I C A ein maximales Ideal. Und sei m : A — A/I die kanonische
Quotienten-Abbildung. Weiters sei 0 # b € A/I. Dann existiert ein a € A\ I mit
m(a) = b. Es sei I, das von I und a erzeugte Ideal. Wegen der Kommutativitét ist
I, = I+ Aa. Aus der Maximalitdt von I folgt 1 € I,, d.h. esgibt i € I und o’ € A
mit 1 =44 a’a, also gilt 1 =0+ 7w(a’)b in A/I. Folglich ist b invertierbar. O

6.38 Satz von Gelfand-Mazur.
Es sei A eine Banach-Algebra mit inv(A) = A\ {0} (also eine Divisions-Algebra).
Dann ist A={\1: A e C}=C.

Beweis. Es sei a € A. Dann ist o(a) # 0. Sei also z € o(a). Dann hat z1 — a kein
Inverses, alsoist z1 —a =0, d.h. a € C1. O

6.39 Proposition. Automatische Stetigkeit.

Es sei A eine Banach-Algebra und f : A — C ein Algebra-Homomorphismus. Dann
ist f stetig und ||f|| = 1.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, daf |f(a)| < ||a|| fir alle a € A. Angenommen nicht:
Dann existiert b := (1 — ﬁa)a)_1 mit 1 = b(1 — ﬁa) =b-— ﬁba nach
und somit 1 = f(1) = f(b) — ﬁf(b)f(a) = 0, ein Widerspruch. Gleichheit gilt, da
f(1) =1 ist. O

6.40 Lemma.
Es sei A eine Abelsche Banach-Algebra. Dann existiert eine Bijektion
Alg(A,C) = {I @ A: I ist maximal}
f = Ker(f)
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Dabei ist das einem mazimalen Ideal zugeordnete f : A — C durch f(a) -1 = w(a)
mit der kanonischen Projektion m: A — A/I festgelegt.

Beweis. (—) ist wohldefiniert nach dem Lemma in .

(¢+) Sei nun I ein maximales Ideal. Dann ist Inv(A) NI = () und, da inv(A) offen
ist, ist auch Inv(A) NI = (. Da I klarerweise wieder ein Ideal ist, folgt aus der

Maximalitit, dal I = I, d.h. daf3 I abgeschlossen ist.

Wir behaupten nun, dafl fiir jedes abgeschlossene echte Ideal I <1 A der Banach-
Raum A/I eine Banach-Algebra ist.

Nach definiert (a + I)- (b4 I) := a-b+ I eine Multiplikation die A/T zu
einer Algebra macht und 7 : A — A/I zu einen Algebra-Homomorphismus. Die
Quotienten-Norm ist submultiplikativ, denn

la+1) o+ = fla-b+T|

=inf{|la-b+1i| :i €I}
inf{lla-b+Ek|:k=a-j+i¢-b+7-jmiti,jel}
inf{[|(a +) - (b+ ) : 4,5 € I}
inf{(ja +dl| - [|b+ Il : 4,5 € I}
inf{|la+i| :i€I}-inf{||b+j]|:jel}

= lla+ 1] - [|b+ 1]

Esist |1+ I]] = inf{]|]1 44| : ¢ € I} < ||]1 +0]] = 1. Angenommen |1+ I| < 1.
Dann wiire |1+ || = [|(1 + 1)?|| < ||1 + I||* < ||1 + I|| ein Widerspruch.
Da I maximal und A Abel’sch ist, ist A/I eine Divisionsalgebra nach , und

somit A/T = C -1 2 C nach . Also f: A — A/I = C der gesuchte Algebra-
Homomorphimus mit f(a) -1 = n(a).

IA

IN

Offensichtlich sind die beiden Abbildungen invers zueinander, denn einerseits ist
Ker(f) = Ker(m) = I und andererseits sind zwei Algebra-Homomorphismen f; und
fa von A — B die gleichen Kern besitzen ident, denn fy(a) = fa(a — fi(a)1) +
f2(fi(a) 1) = fi(a) f2(1) = fi(a), da a — fi(a) 1 € Ker(f1) = Ker(f2). 0

6.41 Lemma. Abelisierung von Banach-Algebren.

FEs sei A eine Banach-Algebra. Mit A’ bezeichnen wir das von {ab —ba : a,b € A}
erzeugte abgeschlossene Ideal von A. Dann ist Aaper := AJA’ eine kommutative
Banach-Algebra und die natiirliche Projektion A — Aape; ein Banach-Algebra-
Homomorphismus mit folgender universeller Eigenschaft: Zu jedem Banach-Alge-
bra-Homomorphismus f : A — B mit Werten in einer kommutativen Banach-
Algebra B existiert genau ein Banach-Algebra-Homomorphismus faper : Aaper — B
welcher folgendes Diagramm kommutativ macht:

A u Adbel

Jr
f ~ 7 favel

B

Beweis. Wir haben im Beweis von gezeigt, dafl A/A’ eine Banach-Algebra
ist, da A’ ein abgeschlossenes Ideal ist. Offensichtlich ist A/A’ kommutativ, denn
(a+A") (b+A)—(b+A") (a+A") = (ab—ba)+ A" C A’. Sei also B eine kommutative
Banach-Algebra und f : A — B ein Banach-Algebra-Homomorphismus. Dann ist
flab—ba) = f(a) f(b) — f(b) f(a) = 0 und, da f stetig ist, auch A’ C Ker f. Also
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faktorisiert f zu einer eindeutigen stetigen linearen Abbildung fape; := f : AJA’ —

B. Es ist f ein Algebra-Homomorphismus, denn f((a+A’) (b+A")) = f(ab+A")

Ol

F(ab) = f(a) f(b) = fla+ A') f(b+ A).
6.42 Von Alg(A,C) zuriick zu A
Wir wollen nun feststellen, inwieweit man aus der Menge X := Alg(A,C) aller

Algebra-Homomorphismen A — C die Algebra A zuriickgewinnen kann.

Da alle diese Homomorphismen {iber die Abelisierung faktorisieren, kénnen wir
hochstens Abelsche Banach-Algebren aus ihren C-wertigen Homomorphismen zu-
riickgewinnen. Sehen wir uns also vorerst unser Erzbeispiel A := C(X, C) einer kom-
mutativen Banach-Algebra an und versuchen wir die Algebra-Homomorphismen
A — C moglichst explizit zu beschreiben. Klarerweise definiert jedes € X einen
solchen Homomorphismus ev,, : A — C durch ev,(f) = f(z). Diese Zuordnung
0 : © — ev, ist injektiv, da die stetigen Funktionen f : X — C auf kompakten
Riaumen X Punkte-trennend sind (Spezialfall des Lemmas von Urysohn).

Wir zeigen nun, dafl die Zuordnung § surjektiv ist:

Es sei dazu ¢ : A — C ein Algebra-Homomorphismus. Wir suchen einen Punkt
x € X mit (f) = f(x) fir alle f € A. Sei dazu I := Kerp. Fiir jedes f € I
betrachten wir die abgeschlossene Nullstellen-Menge f~1(0) = {z € X : f(x) =
0}. Diese ist nicht leer, denn sonst wére f invertierbar in A, d.h. 1 € I. Diese
Familie der Nullstellen-Mengen hat die endliche Durchschnitts-Eigenschaft, denn
F710)ng=10) = (ff + gg)~*(0) und mit f,g € I ist auch ff + gg in diesem
Ideal. Da X kompakt ist, ist folglich der Durchschnitt (¢, F71(0) # 0. Sei also
x € f71(0) fiir alle f € I. Fiir beliebiges f € A ist dann f — (f)1 € I = Ker(p)
und somit 0 = (f — ¢(f) 1)(x) = f(z) — o(f), d.h. ¢ = ev,.

Wir konnen also die Punkte von X mit den C-wertigen Algebra-Homomorphismen
auf A := C(X, C) identifizieren. Wenn wir die Algebra A zuriickgewinnen wollen, so
miissen wir Alg(A, C) so mit einer Hausdorfl-Topologie versehen, da§ die Abbildung
X — Alg(A,C) stetig ist (dann ist sie automatisch ein Homdomorphismus da X

kompakt ist). Es mufl also aus x; — « folgen, dafl ev,, — ev,. Punktweise bei
f € A ist das erfiillt, denn ev,, (f) = f(x;) — f(x).

Wir haben somit folgendes gezeigt:

Proposition.

Es sei X ein kompakter Hausdorff-Raum und A := C(X,C). Wenn wir Alg(A, C)
mit der Topologie der punktweisen Konvergenz, also als Teilraum von CA = HGGA C
auffassen, so ist die Abbildung 6 : X — Alg(A,C) = Alg(C(X,C),C) ein Homdio-
morphismus. ]

Allgemeiner heifit ein vollsténdig reguldrer topologischer Raum reell-kompakt, falls
diese Abbildung § : X — Alg(A,C) = Alg(C(X,C),C) ein Hombomorphismus ist,
siehe [26, 2.5].

Fiir die Banach-Algebra A := C(X,C) erhalten wir daraus einen Isomorphimus
§* 1 C(Alg(A,C),C) = C(X,C) = A. Beachte, daf8 (§*)~! : A — C(Alg(A,C),C)
gegeben ist durch d : a — ev,(: ¢ = ¢(a)), denn

(070 8)(f)(x) = 67(3(f))(z) = 6(f)(0(x)) = 6(z)(f) = f(x)

Wir wollen dies nun soweit wie moglich auf beliebige (kommutative) Banach-Algebren
A verallgemeinern. Dazu versehen wir o(A) := Alg(A, C) ebenfalls mit der Topolo-
gie der punktweisen Konvergenz. Wenn wir die Kompaktkeit von o(A) beweisen
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konnen, dann ist C(o(A),C) bzgl. gleichméBiger Konvergenz eine Banach-Algebra
und § : A = C(0(A4),C), a — evy(: ¢ — ¢(a)) ein wohldefinierter Algebra-
Homomorphismus, den wir nun genauer untersuchen.

6.43 Gelfand’scher Darstellungssatz.

FEs sei A eine kommutative Banach-Algebra. Dann ist ihr Spektrum o(A) := Alg(A,C) =:
X mit der Topologie der punktweisen Konvergenz ein kompakter Hausdorff-Raum.
Die GELFAND-TRANSFORMATION

G=0:4—C(X,C) = C(Alg(A,(C),(C» a ' eva(: ¢ o(a))
ist ein Banach-Algebra Homomorphismus mit dem Radikal von A als Kern
Ker(G) = Rad(A) := ({I : I ist mazimales Ideal von A}.
Firr a € A gilt 04(a) = o0(x.)(G(a) und |6(a)]oe = 7(a) -

Beweis. Offensichtlich ist X := Alg(A, C) abgeschlossen in C4, denn aus X > ¢; —
p folgt p(ab) = limpi(ab) = limp;(a)pi(b) = lim; p;(a) lim; ¢;(b) = p(a)(b)
und dhnlich zeigt man die Linearitit von . Weiters ist X beschrénkt in C#, denn
fir a € Aund p € X gilt |pr,(¢)] = |p(a)| < |la|| nach . Nach dem Satz von
Tychonoff ist somit X kompakt.

Die Abbildung G hat Werte in C(X,C), denn G(a) ist stetig, weil ¢; pEbL. © zZur
Folge hat, daB G(a)(¢i) = pi(a) — ¢(a) = G(a)(p).
Offensichtlich ist G ein Algebra-Homomorphismus, da ev, oG = ¢ einer ist fir alle
pelX.
Beziiglich des Kerns von G gilt:
a€KerG < 0=0G(a)
& Ve X :0=_G(a)(p) =pla)
Sa€ ﬂ Kerp = ﬂ] = Rad(A4),
peX I

wobei der letzte Durchschnitt iiber alle maximalen Ideale I von A zu nehmen ist.

Nun zur Aussage oa(a) = oo (x,c)(G(a)) iiber das Spektrum fiir a € A:

Dazu beachte man, da8 oo(x c)(G(a)) = {G(a)(p) = ¢(a) : ¢ € X} gilt nach
[671]

(2) Sei z = ¢(a) € oc(x,c)(G(a)), dann ist p(a)1 — a € Kery und somit nicht
invertierbar, d.h. z = ¢(a) € g4(a).

(C) Sei nun z € 0 4(a), d.h. z1 — a ist nicht invertierbar. Dann ist das von z1 —a
erzeugte Ideal A - (21 — a) ein echtes Ideal. Somit existiert nach dem Lemma von
Zorn ein maximales Ideal I, welches 21 — a enthiilt. Sei ¢ : A — C der Algebra-
Homomorphismus mit Kern I. Dann ist 0 = (21 — a) = z — p(a), dh. z €
oc(x,0)(G(a)).

Beziiglich der Norm haben wir folgende Abschéitzung:

19(a)llee := sup{|G(a)(¥)| = [p(a)| - p € X}
=sup{lz| : 2 € o0(x,0)(G(a)) = 0a(a)} = r(a) <[lal|. O

Eine kommutative Banach-Algebra heiflt HALBEINFACH, falls Rad(A4) = {0}, d.h.
der Gelfand-Homomorphismus injektiv ist.

Wegen o(a) = o(G(a)) = {p(a) : ¢ € d(A)} ist ev, : 0(A) — o(a) surjektiv
und nach Definition der Topologie auf o(A) auch stetig, denn ¢; — ¢ punktweise
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impliziert, dal ev,(p;) = @i(a) = @(a) = eve(p). Da o(A) = Alg(A,C) kompakt
ist, ist ev, : 0(A) — o(a) somit eine Quotienten-Abbildung.
6.44 Proposition.

Es sei A eine Banach-Algebra, die von einem a € A als Banach-Algebra erzeugt
wird, d.h. {p(a) : p € C[z]} liegt dicht in A.

Dann ist die Abbildung C((A),C) (67:) C(o(a),C)
evy 1 0(A) = Alg(4,C) — o(a) -

ein Homdéomorphismus und folgendes Diagramm QT T()Ig(a)

kommutiert: A<———H(o(a)).

Beweis. Die Quotientenabbildung ev, : 0(4) — o(a) ist injektiv und damit ein
Homogomorphismus, denn fiir ¢; € Alg(A,C) mit ¢1(a) = p2(a) gilt ¢1(p(a)) =
pa2(p(a)) fir alle Polynome p € C[z] und — da die Menge {p(a) : p € C[z]} nach
Voraussetzung dicht liegt in A — gilt ;1 = @o.

Das Diagramm kommutiert, denn es geniigt die Kommutativitéit fiir id : z — 2z
nachzuweisen, weil alle Pfeile stetige Algebra-Homomorphismen sind und C\ o(a)

nach zusammenhéngend ist, also C[z] in H(o(a)) nach dicht liegt:
(eva)*(id o)) () = (idoeva)(p) = id(p(a)) = ¢(a) = G(a)(p) = G(id(a))(p). O

Beispiel.
Es sei
A::{(a b) :a,beC}.
0 a

Das ist die 2-dimensionale kommutative Teil-Banach-Algebra von L(C?) welche von
T= <8 (1)> erzeugt wird. Einziger Eigenwert von T ist 0, also ist 0(A4) = o(T) =
{0} nach . Es gibt also einen einzigen Algebra-Homomorphismus ¢ : A —
C und dieser erfiillt ¢(T') = 0. Direkt siecht man das auch folgendermafen: Sei

¢ € o(A), also ein Algebra-Homomorphismus A — C. Dann ist ¢(T)? = ¢(T?) =
©»(0) = 0 und somit

a b
cp(o a) =p(al+dT) =a.

Das einzige maximale Ideal ist somit M = ker(¢) = C-T und folglich ist Rad(A) =
M # {0}, d.h. A ist nicht halbeinfach. Damit ist G : A — C(0(A),C) = C die

Abbildung
a b . a b\
0 a Lo o) ="

Eine kontinuierliche Verallgemeinerung des letzten Beispiels ist wie folgt gegeben.
Es sei

Beispiel.

T

(K f)(x) = / k() f(y) dy = / K(z,y) f(y) dy

mit mefbarem Integralkern & € L°°([0,1]?) und k(z,y) = 0 fiir + < y. Dann
ist K : L%[0,1] — L?[0,1] ein sogenannter Volterra-Operator mit Norm | K| <
[klloo und weiters ist [|[K™|| < L ||k||%. Fiir all dies siehe [18, 3.5.5]. Folglich ist

| K™ < % — 0. Also ist der Spektral-Radius r(K) gleich 0, und somit
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o(K) = {0}, d.h. die von K erzeugte Banach-Algebra besitzt also nach genau
ein maximales Ideal (ndmlich den Abschlu8 von {p(K) : p € C[z] und p(0) = 0})
und ist somit nicht halbeinfach.

Beispiel.

Der Gelfand-Homomorphismus G ist im allgemeinen nicht surjektiv. Sei ndmlich
A der Abschlufl der Polynome in C(9D, C), also die von der Identitéit a : z +— 2
erzeugte echte Teil-Banach-Algebra von C(9D, C). Dann ist nach obiger Proposition
o(A) = Alg(A,C) = ga(a) = D nach [6.34] Hiitte also G dichtes Bild
in C(o(A),C), so auch die Zusammensetzung mit C[z] C H(oa(a)) — A also
C[z] = C(D,C), was nicht der Fall ist (Gleichméfige Grenzwerte von Folgen von
Polynomen miissen auf D holomorph sein).

Als eine erste Anwendung der Gelfand-Transformation beweisen wir die Existenz
der Stone-Cech-Kompaktifizierung;:

6.45 Stone-Cech Kompaktifizierung.

Zu jedem topologischen Raum X existiert ein kompakter Raum BX, die sogenannte
STONE-CECH-KOMPAKTIFIZIERUNG und eine stetige Abbildung 6 : X — BX mit
folgender universellen Figenschaft:

X— %  .B3X

\ 3
! 2 F

K
wobei K kompakt ist und sowohl f als auch f stetig sind.

Beweis. Es sei A := C,(X,C) die Banach-Algebra der stetigen beschrinkten
Funktionen auf X mit der co-Norm und den punktweisen Operationen. Es sei
BX := Alg(A,C). Die Abbildung dx : X — 8X, x — ev, ist nach Definition
der Topologie der punktweisen Konvergenz auf Alg(A, C) stetig.

Sei nun K ein kompakter Raum. Nach ist 6 : K — Alg(C(K,C),C) ein
Homoomorphismus. Jedes stetige f : X — K induziert einen Algebra-Homomor-
phismus f* : C(K,C) —» C(X,C), g = go f und da K kompakt ist, hat dieser
Werte in der Teilalgebra Cp(X,C). Durch erneutes Dualisieren erhalten wir also
eine stetige Abbildung f** : Alg(Cy(X,C),C) — Alg(C(K,C),C) und somit eine
stetige Abbildung f : Alg(Cy(X,C),C) — K mit do f = f**. Diese erfiillt fod = f,
denn

(00 fod)(z)(h) = (fod)(x

K22+ Alg(C(K,C),C)

o

Fiir die Eindeutigkeit von f geniigt die Dichtheit des Bildes von § : X — Alg(C,(X, C),C)
zu zeigen. Sei also ¢ € Alg(Cy(X,C), C). Eine typische Umgebung von ¢ ist durch
Uw={d:|(—o)(fi)l <efir1<i<n}

mit endlich vielen f1,..., f, € Cp(X,C) und € > 0 gegeben. Wir miissen ein z € X
finden mit ev, € U. Betrachte dazu die Funktion f := >0, |fi — o(fi) 1> =
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S (fi—e(fi) 1) (fi — ¢(fi) 1) € Cp(X, C). Offensichtlich ist ¢(f) = 0. Angenom-
men fiir kein x € X ist ev, € U und somit ist f(x) > &2 fiir alle z € X und damit
auch % € Cb(X,C), also f € ker(p) invertierbar, ein Widerspruch. O
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7 Darstellungstheorie von C*-Algebren

Grundlegendes iiber C*-Algebren

Wir wollen nun jene kommutativen Banachalgebren A finden, fiir die der Gelfand-
Homomorphismus G : A — C(Alg(A, C),C) aus ein Isomorphismus ist. Dazu
beachten wir, da8 die punktweise Konjugation C'(X,C) — C(X,C), f + f eine
Involution definiert, d.h. eine konjugiert lineare Isometrie, deren Quadrat die Iden-
titdt ist und die f-g = f - g erfiillt. Wegen f - f = |f|?, gilt fiir die co-Norm
ausitzlich || - £ = LI

Allgemeiner hat auch die Konjugation auf L>(X, A, u) fiir o-endliche Mafriume
(X, A, ) diese Eigenschaften.

Wie sieht es nun mit nicht kommutativen Beispielen aus: Fiir jeden komplexen
Hilbert-Raum H hat Adjungieren (_)* : L(H) — L(H) dieselben Eigenschaften,
allerdings mit (f o g)* = ¢g* o f*, denn

Ifell? = (fz, fa) = (f* fa,z) < | f*f] - 2)?

= 12 < 11
= LA <1< N0 1= DA
= [l =171

= AP < £ < IFIP.

7.1 Definition.

Eine C*-ALGEBRA ist eine Banach-Algebra A zusammen mit einer INVOLUTION,
d.h. einer konjugiert linearen Abbildung (1)* : A — A, mit (a e b)* = b* e a*
und (a*)* = a, welche zusitzlich |la* e al| = ||a||? erfiillt. Wir sagen fiir die letzte
Gleichung auch, dafl ||| eine *-NORM ist. Falls A eine 1 besitzt, so ist 1* = 1,
denn 1* = 1" e 1= 1* o 1** = (1* @ 1)* = 1** = 1.

Ein Algebra-Homomorphismus welcher mit der Involution vertauscht heifit *+-HoMO-
MORPHISMUS
7.2 Lemma.

Es sei A eine C*-Algebra (mdglicherweise ohne 1) und a € A. Dann gilt

[a* = [la]| = max{[laz| : [[z| <1} = max{[zall : |lz[| < 1}.
Weiters ist die Gleichung |la* - a|| = ||a||? dquivalent zu ||a - a*|| = ||al|?.
Beweis. Es ist ||a]|? = ||a*a|| < ||a*]| ||a||, also ist |la|| < ||a*||. Ersetzen wir a durch
b := a* so erhalten wir ||a*|| < |[a™*]|| = ||a||, also gilt das erste Gleichheitszeichen

und somit auch
la-a*[l = [[b* - bl = [[b]]* = [[a*]]* = [lal/*.
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Es sei a := sup{|laz| : ||z|| < 1}. Wegen |laz| < |la||l|z] gilt « < |la||. Es sei

x = ”Tlt‘a*. Nach dem 1.ten Teil gilt dann ||z|| = 1 und [jaz|| = ”71L”||a -a*|| = lall,
also ist ||a|| = a und das Supremum ein Maximum. Damit gilt auch das zweite
Gleichheitszeichen. Das dritte folgt aus Symmetrie-Griinden. O

7.3 Folgerung (Adjunktion einer 1).

Es sei A eine C*-Algebra ohne 1, dann ist durch Ay := {L,+ X-id:a € A, X € C}
mit Ly, : b — ab eine Teil-Algebra von L(A) definiert, welche beziiglich (L, + X -
id)* := Lg+ + A -id eine C*-Algebra ist und die kanonische Abbildung v : A — Ay,
a +— L, ist eine Isometrie mit folgender universellen Figenschaft:

ACHA]_

I f
FNCY

wobei f und fi1 *-Homomorphismen sind, B eine C*-Algebra mit 1 ist und fi die
Eins erhdlt.

Vergleiche das mit . Die dort definierte Norm ist aber keine x-Norm. Die Zuor-
dung f — fi ist keine Isometrie, denn 0 — 01 # 0.

Beweis. Wir miissen zeigen, dafl die Operatornorm A; zu einer C*-Algebra macht.
Algebra ist wegen (Lg +A-id) (Ly+ pt-id) = Lap4p atrp + Ape - id klar und der durch
(Lo + A -id)* := Lg+ + A - id definierte Stern ist eine Involution. Wir miissen also
nur die C*-Bedingung nachrechnen.

Sei dazu a € A und A € C. Fiir jedes £ > 0 existiert ein ||z|| = 1 mit

Lo +A-id||> —? < |laz + Az|? = ||(az + Az)* (ax + M)
= ||(z*a* + X2*) (ax + Nz)||
< 2" (@ +X) (a+ A) ]|
SU[(La+A-1d)*(La + A-id) | [|2|
=||(La + A-1d)*(Lg + A - 1d) ||
S (Lo +A-1d)7[| - [[Lg + A -id .
Wir miissen also nur mehr zeigen, dafl ||(Ly + A -id)*|| < ||L, + A - id || ist. Fiir
x,y € A ist
ly(La + A -id)*z| = [lya” = + Ay x|l = [(ya" z + Ay )|
=lz"ay” + Aa"y*|| = |27 (La + A - id)y"|
<l Lo +A-id [ ly™ [l = 2l | Lo + A -id || {|y]]-
Bilden wir nun das Supremum iiber alle ||y|| < 1, so erhalten wir ||(L, + A-id)*z|| <
ILg + A -id | |||l nach und somit |[(Lg + A -id)*|| < ||Lg + A -id |

Die universelle Eigenschaft folgt sofort, da ein *-Homomorphismus f : A — B als
einzige mogliche Ausdehnung f(Lq +A-id) = f(a)+ A-1 besitzt. Diese Ausdehnung
ist in der Tat ein Algebra-Homomorphismu wegen obigen Ausrucks fiir das Produkt.
Er ist auch ein *-Homomorphismus, wegen f((Lq + A -id)*) = f(La- + A - id) =
fla)+X-1=fla)*+ (- 1)* = (f(Lg + A-id))*. O

7.4 Definition.

Es sei A eine C*-Algebra und a € A.
Das Element @ heifit HERMITE’SCH (oder SELBST-ADJUNGIERT) < a = a*.
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Das Element a heifit NORMAL < a*a = aa*.
Das Element a heifit UNITAR :< a*a =1 = aa®.

Beispiel.

Fiir a € A = C(X,C) mit kompakten X gilt:
1. a ist automatisch normal.
2. a ist Hermite'sch < o(a) = a(X) C R.
3. a ist unitir < o(a) = a(X) C St

7.5 Lemma.

Es sei H ein Hilbert-Raum, dann entsprechen den stetigen linearen Operatoren
T € L(H) in bijektiver und isometrischer Weise die stetigen sesqui-linearen Formen
b: Hx H— K vermoge der Relation

b(z,y) = (Tx,y) Yo,y € H.

Es ist T genau dann selbstadjungiert, wenn b konjugiert-symmetrisch ist, und T
genau dann positiv, wenn b es ist.

Beweis. Es sei H der zu H konjugierte Hilbert-Raum, d.h. er unterscheidet sich
von H einzig in der Definition der skalar-Multiplikation A~ a := X - a. Nach dem
Riesz’schen Satz [18, 6.2.9] ist ¢ : H — H , # — (x,_) cine surjektive C-lincare
Isometrie, und somit auch ¢, : L(H, H) — L(H, H ) = L(H, H;C). Der letztgenan-
nte Raum ist aber gerade jener der stetigen sesqui-linearen Formen auf H. Dabei
entspricht T' € L(H, H) genau jenem b : H x H — C mit b(z,y) := (Tz,y). Der
Operator T ist genau dann selbstadjungiert, wenn b(x,y) = (Tx,y) = (x,Ty) =
(Ty,z) = b(y,x) ist, d.h. b konjugiert symmetrisch ist; und analog fiir Positiv-
itét. O

7.6 Proposition.
Es seib: H x H — C sesqui-linear. Dann gilt:
1. Die Parallelogramm-Gleichung:
bez+y,z+y +blz—y,z—y) =2 (b(ﬂc,x) +b(y,y)) Vz,y € H
2. Die Polarisierungsgleichung:
4b(z,y) =b(r+y,x+y) —blz —y,z—y)
+ibz+iy,x+iy) —iblx —iy,x —iy),

d.h. b ist durch seine Werte auf der Diagonale {(z,z) : © € H} bereits
eindeutig bestimmd.

3.b=0&VeeH:b(x,z)=0.
4. b ist konjugiert symmetrisch < Vo € H : b(xz,x) € R.
5. Ist b positiv (d.h. b(x,z) > 0 fiir alle x € H), so gilt die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung:
|b(z, y)|* < bz, z) by, y) Y,y € H.

Beachte, dafl () besagt, dafl ein Operator B € L(H) genau dann der 0-Operator
ist, wenn die zugehorige sesqui-lineare Form b auf der Diagonale verschwindet, d.h.
Ve € H : Bx | x gilt. Im reellen ist dies offensichtlich falsch!

Beweis. () haben wir in [18, 6.2.2] gezeigt.
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) folgt ebenso durch Ausmultiplizieren.

(
() folgt sofort aus der Polarisierungsgleichung ()
(

) Die sesqui-lineare Form (x,y) — b(x,y) —b(y, ) verschwindet nach () genau
dann, wenn sie auf (z,z) verschwindet fiir alle x, d.h. b(z, x) € R ist fiir alle x.

() Das haben wir in [18, 6.2.1] gezeigt. O

7.7 Proposition.
Es sei H ein Hilbert-Raum und a € L(H), dann gilt:

1. a ist Hermite’sch < Vx € H : (ax,z) € R.

2. a ist normal < Vx € H : ||az|| = ||a*z]|.

3. a'a=1eVreH: |ax|| = |z| © Vo,y € H : (azx,ay) = (x,y), d.h. a ist
eine Isometrie.

4. a ist unitir < a ist eine surjektiv Isometrie.

Beweis. () Es ist a = a* genau dann, wenn die konjugiert lineare Form b(x,y) :=

{az,y) konjugiert symmetrisch ist. Das ist nach genau dann der Fall, wenn
(az, ) = b(z, z) reell ist fir alle x.

() Es ist b := a*a — aa™ nach genau dann 0, wenn 0 = (bh, h) = ((a*a —
aa*)h,h) = ||ah||? — |la*h|? ist fiir alle h € H.

() Esist a*a =1 & Va,y € H : (z,y) = (¢*az,y) = (ax,ay) und wegen der
Polarisierungs-Gleichung bzw. ist das dquivalent zu Vo € H : ||z|* = |la x|

() Aus a*a =1 folgt aa*a = a = 1a und daraus vermége der Surjektivitidt von
a die Gleichung a a* = 1. Umgekehrt folgt aus a a® = 1 direkt die Surjektivitéit von
a. O

7.8 Lemma.
Es sei A eine C*-Algebra und a € A. Dann gilt:

1. Ist a invertierbar, so auch a* und es gilt (a*)~t = (a=1)*. Allgemeiner ist

o(a*) = o(a) fir alle a € A.

2. FEsist existiert eine eindeutige Zerlegung a = Re(a)+iIm(a), wobei Re(a) :=
% und Im(a) := “;?* Hermite’sch sind.

3. Das Element a ist normal < Re(a) Im(a) = Im(a) Re(a).

4. Ist a Hermite’sch, so ist ||a|| = r(a).

Beweis. () Anwenden der Involution auf a=ta =1 = aa~! liefert a* (a71)* =

*

1= (a~1)*a*. Somit ist A — a genau dann invertierbar, wenn A — a* = (A — a)* es

ist.

() Es sei a = a; + tas eine Zerlegung in Hermite’sche Elemente a; und as.
Dann ist a* = a; — iay und somit a; = Re(a) und ay = Im(a). Andererseits
gilt offensichtlich a = Re(a) + iIm(a) und (Re(a))* = ‘127‘1* = Re(a) sowie

(m(a))* = = = Im(a).

() Es ist a* = Re(a) — i Im(a) und folglich ist
a*a = (Re(a))? — i Im(a) Re(a) + i Re(a) Im(a) + (Im(a))?
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sowie

aa* = (S)Cie(zz))2 + i 3Im(a) Re(a) — i Re(a) Im(a) + (fim(a))2

und somit a*a = aa* < Im(a) Re(a) = Re(a) ITm(a).

(4) Fiir Hermite’sches a gilt |a®| = [a*a] = [a]|* und somit durch Induktion
la®" || = [la[*". Also ist r(a) = limy, [|a™[|"/™ = lim, [la®" |'/>" = |a]. O

Spektral-Theorie Abelscher C*-Algebren

Wir wollen nun den Gelfand-Homomorphismus fiir C*-Algebren studieren. Dazu
miissen wir zuerst die C-wertigen Algebra-Homomorphismen untersuchen.

7.9 Lemma.

Es sei A eine C*-Algebra und f : A — C ein Algebra-Homomorphismus. Dann ist

f ein x-Homomorphismus.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dal f Selbstadjungiertheit erhélt. Sei also a* =a € A
und t € R. Wegen || f|| = 1 nach ist
[fla+it)] < lla+it]* = [[(a+it)"(a+it)| = |[(a—it) (a+it)|
= [la® + || < l|a]|* +¢2.
Falls f(a) = a+ i 8 die Zerlegung in Real- und Imaginérteil ist, so erhalten wir:
lal® +#* > [fla+it)* 2 |a+i(B+ 1) = + (B +1)* = a” + 57 + 28t + 17,

also ist ||al|? > o2 + B2 + 2Bt. Falls B # 0 so folgt mit || — oo ein Widerspruch.
Also ist f =0, d.h. f(a) = €R.

Sei nun a € A beliebig. Es ist

f(a”) f(Re(a) —iTm(a)) = f(Re(a)) —i f(Im(a)) = f(Re(a)) + i f(Im(a))
= f(Re(a) +iTm(a)) = f(a),
da f(PRe(a)) und f(Im(a)) nach Obigem reell sind. O

7.10 Satz von Gelfand-Naimark.

Genau fir jene Banach-Algebren A ist der Gelfand-Homomorphismus G : A —
C(Alg(A,C),C) aus ein (x-)Isomorphismus, die durch Angabe einer Involu-
tion zu einer kommutativen C*-Algebra gemacht werden kinnen.

Beweis. (=) Falls G ein Isomorphismus von Banach-Algebren ist, so kénnen wir
durch ihm die Involution f — f von C(Alg(X,C),C) auf A zuriickziehen und somit
A zu einer kommutativen C*-Algebra machen.

(<) Umgekehrt sei A eine kommutative C*-Algebra. Dann gilt G(a*)(f) = f(a*) =
fla) = G(a)(f) fur alle f € Alg(A, C) nach , also ist G ein x-Homomorphismus.

Nach ist ||G(a)]|co = r(a) < |a| fiir alle @ € A und fiir Hermite’sche Elemente
a gilt |G(a)||e = 7(a) = ||a|| nach [7.8] Insbesonders ist [|G(a)[|2 = [|G(a*a)|e =

|la*al| = ||a||? fiir alle @ € A, also G eine Isometrie und insbesonders injektiv.
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Da G als Isometrie abgeschlossenes Bild hat, geniigt fiir Surjektivitéit die Dichtheit
des Bildes zu zeigen. Es ist G(A) eine Teilalgebra von C(X,C) mit X := Alg(A, C),
welche die Konstanten enthélt und unter dem Stern abgeschlossen ist. Sie ist auch
Punkte-trennend: Sei nimlich f; # f in X = Alg(A,C), dann existiert nach Def-
inition ein a € A mit G(a)(f1) = fi(a) # f2(a) = G(a)(f2). Nach dem Satz [18,
3.4.3] von Stone-Weierstraf} ist also G(A) dicht. O

Resumeé.

Man kann also mit Elementen einer C*-Algebra so rechnen, als wiiren sie stetige
Funktionen auf einem kompakten Raum, solange man dabei in einer kommutativen
Teilalgebra bleibt.

7.11 Bemerkung.

Fiir jede Menge X ist der Raum A := B(X,C) der beschrinkten C-wertigen
Funktionen auf X eine kommutative C*-Algebra, also nach via Gelfand-
Homomorphismus isomorph zu C(c(A), C). Es ist o(A) die Stone-Cech-Kompaktifizierung
BX des diskreten Raums X, denn A = B(X,C) = Cp(X, C) und nach somit

BX = o(Cy(X,C)) = o(A).

Insbesonders ist o(¢*°) = o(B(N, C)) = AN, vgl. mit [26, 2.1.15,2.1.16].

7.12 Proposition.

Es sei A als C*-Algebra von einem normalen a € A erzeugt. Dann ist folgendes
Diagramm kommutativ.

(eva)”

C(Alg(4,C),C) = C(o(a),C)

QT: T()g(a)

Clz, z].

Beweis. Da a normal ist, ist die dichte Teil-Algebra {p(a,a*) : p € Clz,z]}
kommutativ und somit auch A selbst. Nach ist also G ein Isomorphismus.
Dafl ev, : Alg(A,C) — o(a) ein Homomorphismus ist, siecht man wie im Be-
weis von (Achtung: A muf} nicht als Banach-Algebra von a erzeugt sein):
Wegen der Nachbemerkung in ist ev, surjektiv und aus p1(a) = ¢a(a)
folgt ¢1(p(a,a”)) = p(ei(a),pr1(a)”) = p(p2(a),p2(a)”) = wa(p(a,a”)) fir alle
p € C[z, 2] und schliefllich ¢1 = ¢, da {p(a,a*) : p € Clz, z]} dicht in A liegt.

Da alle auftretenden Abbildungen x-Homomorphismen sind, und C[z,%] von der
Identitéit als x-Algebra erzeugt wird, geniigt es die Kommutativitit auf id : z +— z
zu iiberpriifen, dies geschah bereits in der Proposition O

Im Unterschied zu Banach-Algebren ist das Spektrum eines Elements einer C*-
Algebra nicht von der Algebra abhingig:

7.13 Proposition.
Es sei A eine C*-Algebra, B eine Teil-C*-Algebra und b € B. Dann ist og(b) =
oa(b).

Beweis. Sei vorerst b € B Hermite’sch und C*(b) die von b erzeugte Teil-Banach-
Algebra von B. Da diese eine Abel’sche C*-Algebra ist, ist o) (b) = {@(b) : ¢ €
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Alg(C*(b),C)} C R nach und . Nach Theorem ist also

O'B(b) C TC*(b) (b) B 80’0*(17) (b) - 60’3(b) - O'B(b)

und damit op(b) = o« (b). Gleiches gilt natiirlich fiir A, also ist op(b) =
UC*(b)(b) = O‘A(b).

Nun sein b € B beliebig. Es bleibt zu zeigen, dafl aus der Invertierbarkeit in A von
b die Invertierbarkeit in B folgt, d.h. Inv(B) = Inv(A) N B. Sei also ab =1 = ba
fiir ein @ € A. Dann ist (b*b)(aa*) = b*(ba)a* = b*a* = (ab)* = 1* =1 und analog
(aa*)(b*b) = 1. Da b*b Hermite’sch und invertierbar in A ist, folgt aus dem ersten

Teil, daf b*b auch in B invertierbar ist, und wegen der Eindeutigkeit des Inversen,
daB aa* in B liegt. Also ist a = a1l = a(a*b*) = (aa*)b* € B. O

Folgerung.
Es sei a € A normal. Dann gilt ||a|| = r(a).

Beweis. Da die von a erzeugte C*-Algebra C*(a) kommutativ ist, ist ||a| =
[G(a)|lso = 7(a) nach [7.10] und [6.43]. O

7.14 Definition.

Es sei A eine C*-Algebra und a € A normal. Dann definieren wir vermoge
und eine x-Isometrie p : C(o(a),C) — A, durch die Zusammensetzung

(evq)™

o

C(Alg(C*(a),C),C) =— C(o(a),C)

2

A D C*(a)
wobei C*(a) die von a erzeugte (kommutative) Teil-C*-Algebra von A bezeichnet.
Diese Abbildung heiffit FUNKTIONEN-KALKUL fiir a € A.

Theorem (Funktionen-Kalkiil).

Es sei A eine C*-Algebra und a € A normal. Dann ist der Funktionen-Kalkil die
eindeutige x-Isometrie p : C(o(a),C) = C*(a) C A, welche den Riesz-Funktionen-
Kalkiil aus erweitert, d.h. folgendes Diagramm kommutiert.

Beweis. Da p durch Zusammensetzen von C*-Isomorphismen gewonnen wurde,
ist auch p eine (nicht notwendig surjektive) *-Isometrie. Wegen Proposition
stimmt p mit dem Riesz-Kalkiil auf Polynomen aus C[z] tiberein. Da der Riesz-
Funktionen-Kalkiil nach dadurch eindeutig festgelegt ist kommutiert das un-
tere Dreieck.

Nun zur Eindeutigkeit. Sei p : C(o(a),C) — A irgendein *-Homomorphismus,
welcher den Riesz-Kalkiil erweitert. Fiir jedes f € C(o(a),C) existiert nach dem

andreas.kriegl@univie.ac.at © 11. Juni 2019 133



SPEKTRAL-THEORIE ABELSCHER C*-ALGEBREN 717

Satz [18, 3.4.1] von Stone-Weierstral eine Folge von Polynomen f, : R? — C
welche auf o(a) gleichméBig gegen f konvergiert. Es ist C[Re(z), Im(z)] = C[z, Z],
vermdge Re(z) = 22 und Im(z) = ZZ. Auf der Identitét z — z ist p durch
p(id) = a gegeben und somit als x-Homomorphismus auf der von id erzeugten -
Algebra Clz,Zz] eindeutig festgelegt. Wegen Stetigkeit ist somit p auf C(o(a),C)
eindeutig bestimmt. O

Folgerung.

Es sei A eine C*-Algebra und a € A normal.
1. a Hermite’sch < o(a) C R.
2. a unitir < o(a) C St

Dies verallgemeinert das Beispiel in .

o

Beweis. Da a normal ist, haben wir den x-Homomorphismus p : C(o(a),C) —
C*(a) C A. Somit gilt:

() p(id) = a = a* = p(id) © id = id auf o(a), also o(a) C R.
() p(id)p(id) = a*a =1 = p(1) < |id|? = idid = 1 auf o(a), also o(a) € S*. O

7.15 Spektral-Abbildungs-Satz.

Es sei A eine C*-Algebra und a € A normal. Dann gilt fir jedes f € C(o(a),C)
die Gleichung

Beweis. Es sei p : C(o(a),C) —= C*(a) C A der Funktionen-Kalkiil f +— f(a).
Da p ein *-Isomorphismus ist, gilt

o(£(a) = oa(p(f)) 222 00 (@) (0(f)) = o(f) 2=

flo(a)). O

7.16 Folgerung.

Es sei a € A normal und f € C(o(a),C). Dann ist f(a) € {a,a*}**, der Dop-
pelkommutante von {a,a*}. Aquivalent, {a,a*}* = {f(a): f € C(o(a),C)}*.

Vgl. [6.32] und [8.15].

Beweis. Nach dem Satz [18, 3.4.1] von Stone-Weierstra$ liegt die von {a,a*}
erzeugte Teilalgebra {p(a,a*) : p € C[z,Z]} (denn a ist normal) dicht in {f(a) :

f € C(o(a),C)}, also ist nach den Bemerkungen in {a,a*}* = {f(a) : f €
C(o(a),C)}* und somit f(a) € {a,a*}** fiir alle f € (¢(a),C). O

Anwendungen auf Hermite’sche Elemente

Wir wollen nun einige Anwendungen des Funktionen-Kalkiils fiir normale Elemente
von C*-Algebren geben.
7.17 Definition.

Wir bezeichnen mit Re(A) := {a € A : a = a*} den linearen Teilraum der Her-
mite’schen Elemente. Wir haben in gesehen, dafl A = Re(A) @i - Re(A).

Ein a € A heifit “PosITIV” und wir schreiben a > 0 falls a Hermite’sch ist und
o(a) C [0,4+00). Die Menge der positiven Elemente bezeichnen wir mit A;. Ein
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f € C(X,C) ist genau dann positiv, wenn Vo € X : f(z) > 0, denn o(f) = f(X)

nach .

Wir schreiben a > b fiir Hermite’sche Elemente a und b, falls a — b > 0 ist. Fiir
a € Re(A) und f,g € C(o(a),R) mit f > g ist f(a) > g(a), denn o(f(a) —
g(a)) =o((f —g)(a)) = (f — g)(o(a)) € Ry Insbesonder ist ||al| > a, denn wegen
a(a) € [=[all, llall] ist [la]] = id[,(a).

7.18 Proposition (positiver und negativer Teil).

Es sei a € Re(A). Dann existieren eindeutige Elemente ay, a_ € AL mit a =
ay —a_ undara_ =0=a_a;.

Beweis. Die Idee ist dies auf a € C(X) zuriickzuspielen. Existenz: Es sei idy (t) :=
max{+t,0}. Dann ist idy € C(R,C) mit id = idy —id_ und idy id_ = 0. Mit-
tels Spektral-Abbildungs-Satz folgt ax := id4(a) > 0 und ¢ = id(a) =
(idy —id_)(a) = a4 — a_ sowie aya_ =idy(a) id_(a) = (idy id_)(a) = 0(a) =

Eindeutigkeit: Sei dazu a = by — b_ eine zweite Zerlegung mit by > 0 und b1 b_ =
0 =0b_by.Dievon {ay,a_,bs,b_} erzeugte abgeschlossene Teil-Banach-Algebra ist
eine kommutative *-Algebra, denn aby = (by —b_)by = by by = by (by—b_) =bia

und somit a4+b; = byay nach . Und analog a1b_ = b_ax. Nach ist

diese Teilalgebra isomorph zu C(X,C) fiir einen kompakten Raum X und dort ist
die Zerlegung von R-wertigen Funktionen in positiven und negativen Teil eindeutig,
d.h. bi = a4+. O]

7.19 Proposition (Wurzel).

Es seia € AL und n > 1, dann existiert ein eindeutiges Element /a € AL mit
a=({a)".

Beweis. Wie in der vorigen Proposition verwendet man den Funktionen-Kalkiil

um nun {/a durch {/a := f(a) mit f : t + 3/t zu definieren und wegen
kommutiert f(a) mit jeder anderen “n-te Wurzel” b von a, da diese mit

b" = a kommutiert. Wegen und der Eindeutigkeit der n-ten positiven Wurzel
fiir 0 < a € C(o(a),C), folgt die Eindeutigkeit von {/a. O

7.20 Lemma.
Fiir a € Re(A) sind dquivalent:
1. a >0y

2. It —al| <t fir allet € [||al|, +00);
3. [t —a| <t fiir eint € [|a||, +o0).
Diese Beschreibung vermeidet das Spektrum, welches sich kompliziert auf Summen

und Produkten verhélt.

Beweis. ( = ) Es sei a > 0 und ¢t > ||a||, dann ist 0 < ¢ — s < ¢ fiir alle
s € o(a) C [0, ||lall]. Folglich ist via Funktional-Kalkiil lt=al =t —id ||eo <
[[#l]oo = ¢

Iﬂ:lﬂiﬁmmm

) Wegen a = a* ist C*(a) Abelsch und somit nach isomorph zu

(X C) Wobel X ( ). Nach Voraussetzung ist folglich |t — 5| < t fiir ein
t > ||a|| und alle s € cr( ) C R. Kein solches s kann somit negativ sein, sonst wére
t—s|>t—s>t O
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Folgerung.

Die Menge A, der positiven Elemente einer C*-Algebra ist ein abgeschlossener
Kegel.

Dabei verstehen wir unter einen KEGEL K eine konvexe Teilmenge K C A, die
Aa € K fiir 0 #2a € K und X € R genau dann erfiillt, wenn A > 0.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dafl A, abgeschlossen ist. Sei also a,, € A, mit a,, — a.
Dann ist wegen der Stetigkeit von * auch a Hermite’sch. Und aus ||a, — ||a,]||] <

lan|| folgt |la — ||alll] < |la||, d-h. nach obigen Lemma ist a > 0.

Falls a € Ay und A > 0, dann ist offensichtlich Aa € A4 nach . Weiters ist
Ay N(—A;) = {0}, denn aus a € A, folgt a = a* und o(a) C [0,400) und aus
a € —A; folgt o(a) C (—00,0]. Also ist o(a) = {0} und |la|]| = r(a) = 0 nach

[7.84) dh.a=0.

Falls also Aa € Ay mit A < 0, so ist Aa € Ay N (—A4) = {0} wegen —Xa € Ay,
d.h. a =0.

Es bleibt zu zeigen, daB mit a,b € A} auch a+b € A Esist ||[|la]+]/b]|— (a+b)]| <

|llall = al| + ||lI6]l = o] < llall + 6] und [la]| + [[b]] > [la + b]|, also nach auch
a+b>0. O

Bemerkung.

Fira,be A, gilt: abe Ay © ab=ba:
Es ist ab € Re(A) < ab = (ab)* = b*a* = ba. Und unter diesen dquivalenten
Bedingungen sind nach Funktionen-Kalkiil a,b € C(X, R, ) und damit auch ab > 0.

7.21 Folgerung.
Es seien a; € Ay firie {1,...,n} mita; +---+ a, = 0.
Dann ist a; = 0 fir alle 7.

Beweis. Es ist —a; = as + -+ + a, > 0 wegen der Folgerung in . Also
a; € Ay N(—A;) = {0} und wegen Symmetrie sind alle a; = 0. O

7.22 Folgerung.

Fiir a € A sind dquivalent:
1. a>0;
2. a="b% fiir ein b € Re(A);
3. a=z*x fir einx € A.

Beweis. ( = ) ist fiir n = 2.

( = ) Sei b € Re(A) und a = b2 Wegen Spektralabbildungssatz ist o(a) =
o) =02 C{t?:t€R} =[0,+c0), also a € Ay.

( = ) ist offensichtlich mit z := b.

( = ) Sei also @ = z*z mit z € A. Dann ist offensichtlich a* = a. Es sei
a = a4 —a— die Zerlegung in positiven und negativen Teil nach . Wir miissen
zeigen: a_ = 0. Sei x \/a_ = b+ ic die Zerlegung in Real- und Imaginérteil nach
. Dann ist (z,/a—)*(z/a=) = (b—ic)(b+ic) =b*+c* +i(bc— cb) aber
auch (z,/a-)*(z,/a-) = Ja_z*z /a_ = \fa_(ay —a_) /a— = —(a_)?. Die

Eindeutigkeit der Zerlegung in Real- und Imaginérteil impliziert folglich: be = ¢b
und b?+c%+(a_)? = 0. Wegen ( = ) ist b2, ¢2, (a_)? > 0 und nach somit
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(a—)? = 0 und schliellich das positive Element a_ = 0 wegen der Eindeutigkeit der
Wurzel. ]

Proposition.

Es sei H ein Hilbert-Raum und a € L(H). Dann ist a genau dann positiv, wenn
(az,x) >0 fir alle x € H.

Vgl. dies mit .
Beweis. (=) Falls a > 0, so ist a = b*D fiir ein b € L(H) nach . Also ist
(az,z) = (b*bx,z) = (bx,bx) = ||bx||? > 0.
(<) Nach folgt @ = a* und es bleibt zu zeigen, dafl o(a) C [0,400). Fiir
t <0 gilt
I(a = t)hl* = |lah||* — t{ah, h) — t(h, ah) + t*|| ]|
= llah||* + 2(=t)(ah, h) + 2|[A]]* = 0+ 0 + ¢*||A]|*.

Also ist Ker(a — t) = {0} und Bild(a — t) abgeschlossen sowie darauf eine stetige
Inverse b zu a — t eindeutig festgelegt. Wir erweitern diese durch b|(gja(a—s))r =0
und erhalten bo(a—t) = 1 und somit 1 = (bo(a—t))* = (a—t)*ob* = (a—t)ob*. Also
besitzt a —t sowohl ein links- wie auch ein rechts-Inverses und ist somit invertierbar

(siche [6.2.3)), d.h. t ¢ o(a). O
7.23 Proposition.

Fiir Elemente jeder C*-Algebra gilt:

1. Aus a <b folgt x*ax < x*bzx.
2. Aus 0 < a < b und a invertierbar folgt b invertierbar und 0 < % <

Q=

Beweis. () Esist b — a > 0 und somit Jy : b — a = y*y nach . Folglich ist
x*br — z*ax = (b — a)z = (yx)*(yx) > 0, i.e. x*bx > z*ax.

() Indem man alles auf stetige Funktionen auf o(b) C [0, ||b]|] zuriickfiihrt zeigt
man folgende kommutativen spezial-Félle:

3. Ist b > 0 invertierbar, so ist Vb invertierbar und % > 0;
4. Ist b > 1, so ist b invertierbar und % < 1.

Nun sei a > 0 invertierbar. Wegen 0 < b—a ist nach somit 0 < (

ﬁbﬁ —1=:b; —1. Also ist by > 1 und nach invertierbar mit B < 1. Dann ist
: . 1 1«1 1 1 ysq 1 _
aber auch b = /aby\/a invertierbar nach |3 |und 7 = (ﬁ) s S (=) 1= =

1
nach . O

7.24 Proposition (Polarzerlegung).

Es seien Hy und Ho zwei Hilbert-Riume und a € L(Hy, Hs). Dann existiert ein

eindeutiges positives |a| € L(Hy) und eine eindeutige, partielle Isometrie u €
L(Hy, Hy) mit a = o |a] und Keru = (Bild |a|)*.

Weiters gilt: Ker a = Ker |a| = Ker u und Bild a = Bild u sowie Bild |a| = (Ker |a|)*.

Dabei heifit ein v € L(Hy, H) PARTIELLE ISOMETRIE, falls |gcy(y)+ eine Isometrie
ist. Den Teilraum mit Initu := (Keru)® auf welchem u als Isometrie wirkt, nennt
man INITIAL-RAUM von u. Der Raum Finiu := Bild u = Bild u heifit auch FINAL-
RAUM von .
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Es wird das positive Element |a| auch fiir a in einer abstrakten C*-Algebra durch

la| ;== va*a nach definiert.
Beweis. Existenz: Wir definieren |a| := v/a*a. Fiir h € Hy gilt
* 2
lahll? = {ah, ah) = {a*ah, h) = {[al*h, h) = {Jal, alk) = [[lalA ]

Folglich ist Ker|a| = Kera und die Abbildung  H; v > Hy
u : Bild|a] — Bilda durch wu(|alh) := ah
eine wohldefinierte Isometrie. Damit 143t sie sich

zu einer Isometrie u : Bild|a|] — Bilda aus- R
: Bild(al)
dehnen. Und wenn wir u|kerq = O setzen, wegen

(Kera)* = (Ker|a|)* = Bild |a| nach , zu o] /

einer partiellen Isometrie mit @ = u|a.

Es gilt also Ker |a| = Kera = Ker v und Bilda = Bild u.

Eindeutigkeit: Sei @ = wp mit p € L(H;1), p > 0 und einer partielle Isometrie
w € L(Hy, Hy) mit Kerw = (Bildp)*. Dann ist w*w die orthogonal-Projektion
auf (Kerw)®t = (Bildp)tt = Bildp: Es ist w; := W[(Kerwyt : Mitw — Finiw
eine surjektive Isometrie, und somit gilt wjw; = 1 wie in . Beziiglich der
orthogonalen Zerlegungen H; := Init w @ Kerw und Hy := Finiw @ (Finiw)" ist

_ [w 0 x ’UJT 0
“=Lo o) “ =\lo o
« _ fwiwy 0 (1 0
ww=1"9 o)~ \o o)

die orthogonal-Projektion auf Initw. Damit ist a*a = pw*wp = p?, d.h. p = |d|
wegen der Eindeutigkeit der positiven Wurzel |a| := v/a*a nach . Weiters ist

wla] = wp = a = wulal, d.h. auf Bild|a| gilt w = v und dieses Bild liegt nach
Voraussetzung dicht in (Kerw)t = (Ker ) also gilt w = u. O

und somit

Ideale und Quotienten von C*-Algebren

Unser Ziel ist auch nicht-kommutative C*-Algebren A zu behandeln. Kommutative
koénnen wir nach dem Satz von Gelfand-Naimark vollig durch ihre Algebra-
Homomorphismen f : A — C beschreiben. Fiir allgemeines A faktorisieren die
Algebra-Homomorphismen f : A — C aber iiber die Abelisierung A — A/A’ =
Aaper und liefern somit zuwenig Information iiber A. Wir sollten also statt dessen
Algebra-Homorphismen f : A — B in allgemeinere C*-Algebren B (wie z.B. B =
L(H)) anstelle C diskutieren und somit Ideale I := ker(f), die nicht notwendig

maximal sind (siehe )

7.25 Lemma.

FEs sei I ein abgeschlossenes (einseitiges) Ideal einer C*-Algebra A, weiters seia € T
Hermite’sch und f € C(o(a),C) mit f(0) = 0. Dann ist f(a) € I. Insbesonders
gehért ay, a_, |a|] und \/|al zu I.

Beweis. O.B.d.A. sei I # A. Dann ist 0 € o(a), denn a € I darf nach nicht
invertierbar sein. Da a Hermite’sch vorausgesetzt ist, gilt o(a) C R. Sei nun f,
eine Folge von Polynomen, welche auf o(a) gleichmiiflig gegen f konvergiert. Da
fn(0) — f(0) = 0 konvergiert, konnen wir f,, durch f,, — f,,(0) ersetzen und somit
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0.B.d.A. annehmen, daB f,,(0) = 0 ist. Dann ist aus f,(¢) ein ¢ heraushebbar, und
somit f,(a) € I. Da I abgeschlossen ist, ist schlieBlich auch f(a) € T

Alle die Elemente a4, a_, |a|] und y/|a| sind mittels Funktional-Kalkiil als f(a)
dargestellt mit f(0) = 0 und gehoren somit nach dem 1.ten Teil zu I. O

7.26 Theorem (approximierende Einheit).

Es sei I ein Ideal in einer C*-Algebra A. Dann existiert ein monoton wachsendes
Netz j—uj in I mit 0 <wu; <1 und |au; —al|| — 0 fir jedes a € I.

Beweis. Die Indexmenge des Netzes sei {j : @ # j C I, j endlich} mit der Inklusion
als partielle Ordnung. Fiir j C I sei vj := > ;2" > 0. Klarerweise ist v; € 1
und fiir j C j" gilt vy —v; =32, con ;272 20, dh. vy <oy

—1

Es sei uj 1= v; (‘71| —|—vj) = f1)5(v;), wobei fi(s) := ¢35 fiir s > 0 und ¢ > 0.

Wegen 0 < f(s) <1ist 0 <wu; <1und u; € I weil I ein Ideal ist. Ist 0 < ¢/ <t

und 0 < w <o/, soist fi(v') < fy(u') und fi(u) < fi(u'), denn einerseits ist fi(s) <

frr(s) ﬁir alle s > 0, also fy(v') < fi(u'), und andererseits ist t < t+u < t+u’ und

somlt t+u, < t_%u nach und folglich fi(u) = t+u =1- t+u <1-— t+u, =
= fi(u'). Insgesamt ist also u; < uj fiir j C j'.

Bleibt noch die Konvergenz zu zeigen. Dazu berechnen wir

D (@uy — D)) (@luy — 1) = (u; = 1) [ D2 | (u; — 1) = (u; — Vv;(u; — 1)

TEJ TEJ
1 —2
= 75V +v
Fl <| | ]>
1 . ] s
= ng/\j\(vj) mit g(s) := CFER
denn
=) -(Gee) Gee) - Gee)
u; — 1= (] Vi —_ Vi = —— | = () .
’ Fi gl )\l gl \lal
Die Ableitung g bei s ist 1(t+s)~2 25(t+s)’ = (H_g)g Also liegt das Maximum

bei s =t und es ist g;(s) < g¢(t) = 4; fiir s > 0und ¢t > 0. Fiira € j 1st folglich
(a(uj—l))*(a(uj—l)) < Ezej( (uj )) (x ( Uj 1)) |J\291/\g|(vj) = 4\]| Also ist
la(u; = DI = l[(alu; = 1))*(alu; = 1))|| < 55, und damit folgt au; —a — 0. O

Folgerung.

Es sei I ein abgeschlossenes Ideal einer C*-Algebra A.
Dann ist I auch x-abgeschlossen, d.h. a € I = a* € I.

Beweis. Es sei a € I. Wegen obigen Theorems existiert ein Netz u; € I mit

0 <wuj <1und [[u]a* —a*| = [lau; —al| — 0. Mit u; > 0 gilt u; = u} und somit
ist uj a® = wuja” € I und damit auch a* € I. O
Lemma.

Es sei I ein abgeschlossenes Ideal in einer C*-Algebra A. Fiira € A gilt ||a+I|[4/r =
lim; ||a — au;|| 4, wobei j — u; eine approzimierende Einheit wie in ist.

Beweis. Wegen u; € I ist auch au; € I und somit |la — au;|| > inf{|ja —y| : y €
I} =:||a+I||, also gilt ||a + I|| < inf; |la — au;]|.
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Sei y € I, dann gilt ||yu; — y|| — 0 und somit
T o — | = (o — |~ ly; — o) < T la — ans; — g + ]
=limf(a+y) - (@+y)ul <lmfa+y]- |1 -ul
<lla+vyl, da0<l—-wu;<1l=|1-uy|l<1

(denn 0 <w < AeER= A—0c(w) =c(A—w) CR"T = o(w) C (—oo, \\NRT = [0, \]
= ||w| = r(w) < A). Also ist lim; |la — au;|| < |la +I|| = inf{|la +y| : y € I}.

Somit ist lim; ||a — auj|| = ||la + I]|. O

7.27 Proposition.
Es sei I ein abgeschlossenes Ideal in einer C*-Algebra A. Dann ist A/I eine C*-
Algebra und 7 : A — A/I ein x-Homomorphismus.

Beweis. Wir wissen bereits, dal A/I eine Banach-Algebra ist, siehe . Da I

nach der Folgerung in unter *-abgeschlossen ist, induziert * eine Involution
auf A/I durch (a+I)* :=a*+ 1.

Um die C*-Eigenschaft der Quotienten-Norm nachzuweisen verwenden wir das vo-
rangegangene Lemma in : Fiir y € 1 ist
la+I|* = lim [la — au;||* = lim [[(a — au;)*(a — auy)|| = lim (1 - uj)a*a(l - u))]
J J J

=lm (1 —v;)(a"a +y)(1 — vl (da fly(1 —u;)]| = 0)

<lla*a+yll (da 1 —u;ll <1)
= lla+1|* < inf [la*a+yl| = la*a + 1| = (e + D) (e + D] < [la+I]*. D

y

7.28 Theorem.

Es sei f : A — B ein x-Homomorphismus zwischen C*-Algebren. Dann ist || f|| = 1
und Bild(f) ist abgeschlossen. Ist f zusdtzlich injektiv, so ist f eine Isometrie.

Nali?
S

Beweis. (||f|| =1) Fiira € A gilt 0(f(a)) C o(a), denn aus b(a—A) =1 = (a— A
folgt f(b) (f(a) = A) = (f(a) = A) f(b), d-h. p(a) € p(f(a)). Also ist r(f(a)) < r(a).

Wenden wir dies auf das Hermite’sche Element a*a an, so erhalten wir wegen | 7.8.4
und weil f(Red) € ReB: [|f(a)|*> = [[f(a)* f(a)]l = [If(a*a)| = r(f(a*a)) <
r(a*a) = ||a*al| = ||al|?. Also ist ||f]| < 1. Da f die 1 erhlt, gilt || f| = 1.

(f(a

~—
~

Sei nun f injektiv. Falls a Hermite’sch ist, so

auch f(a) mit o(f(a)) C o(a) C R und neben- A B
stehendes Diagramm kommutiert wegen der Ein-

deutigkeit des Funktionen-Kalkiils. Also ist auch

inkl” injektiv und nach dem Lemma von Urysohn C*(a) NN C*(f(a))

IR

ist inkl surjektiv, d.h. o(a) = o(f(a)). Also ist T
[lal r(a) = sup{|t| : ¢ € o(a)} = sup{lt] : ) i
teo(f(a)} =r(f(a) = [lf(a)l. Clo(a) Clo

Sei € 4 belibig, Damn it af? = Ja*all = |f(a" >|| = /(@) fa >|| -
lf(a)||?, d.h. f ist eine Isometrie.

Sei schlielich f wieder beliebig. Dann induziert f einen injektiven *-Homomorphis-
mus von A/ker f — B nach . Dieser ist nach dem vorigen Teil eine Isometrie
und somit ist Bild f abgeschlossen. O
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7.29.

Es sei X ein topologischer Raum. Wir betrachten die beiden Abbildungen
P {A:ACX} > {I[:1CC(X,C)}, A= {f:fla=0},
U:{I[:ICCX,C)} - {A:ACX}, I—A{z:f(x)=0Vfel}

Diese beschreiben eine Galois-Beziehung, d.h. sie sind antiton zwischen den durch

Inklusion partiell geordneten Mengen {A : A C X} und {I : I C C(X,C)}, und
erfilllen I C ®(A) & A C U(I), denn

ICPA)evVfel: fed(A),

),d.h.

sVfelVae A: f(a)
(a)
)

la=0

f
0
SVae AVfel: fla)=0
eVaeA:ae V(I
< ACU(().

Jede Galois-Beziehung induziert eine Bijektion zwischen dem Bild von ¢ und Bild
von U gegeben durch ¥ : Bild(®) — Bild(¥) mit Inverser ® : Bild(¥) — Bild(®):

Aus obiger Aquivalenz folgt sofort I C ®(¥(I)) und A C W(®(A)) fiir alle I und A
und daraus fiir I = ®(A) durch Anwenden von ® weiters ®(A4) C &(V(P(A))) C
D(A). Also gilt ® o U = id auf Bild(®) und aus Symmetriegriinden ¥ o ® = id auf
Bild (D).

Proposition.

Es sei X kompakt. Dann stehen die abgeschlossenen Ideale von C(X,C) in bijektiver
Beziehung zu den abgeschlossenen Teilmengen von X . Dabei wird jedem Ideal I von
C(X,C) die abgeschlossene Teilmenge W(I) :={x € X : f(x) =0Vf € I} von X
zu geordnet. Und umgekehrt wird jeder Teilmenge A von X das Ideal ®(A) := {f €
C(X,C): fla = 0} zugeordnet. Weiters ist C(X,C)/I = C(¥(I),C).

Beweis. Es bleibt nur zu zeigen, daf} das Bild von ® gerade aus den abgeschlossenen
Idealen von C'(X,C) und jenes von ¥ aus den abgeschlossenen Teilmengen von X
besteht.

Da#f die Bilder aus abgeschlossenen Mengen bestehen, ist offensichtlich, denn ¥(I) =
Nyer F7H0) und @(A4) = {f : 0 = f(a) = d(a)(f)Va € A} = Nyeq0(a)™(0),
wobei 0 : X — Alg(C(X,C),C) der Homsomorphismus aus ist. Da die
d, : C(X,C) — C Algebra-Homomorphismen sind ist ®(A) ein Ideal.

Sei nun A C X abgeschlossen. Es ist nach obigen A C ¥(®(A)). Angenommen
A # U(P(A)). Nach dem Lemma von Urysohn existiert ein f € C(X,[0,1]) mit
fla = 0 und fly@ay # 0, dh. f € ®(A) aber f ¢ O(T(D(A))) = ®(A), ein
Widerspruch.

Sei andererseits I C C'(X,C) ein abgeschlossenes Ideal. Dann ist C(X,C)/I eine
kommutative C*-Algebra nach , also isomorph zu C(Y, C) fiir den kompakten
Raum Y := o(C(X,C)/I). Die kanonische Quotienten-Abbildung induziert somit
einen *-Homomorphismus 7 : C(X,C) — C(X,C)/I = C(Y,C). Dieser ist a* fiir
die stetige Abbildung « : Y — X welche durch

Alg(C(Y,C),C) —= Alg(C(X, C),C)

mTé {5

Y > X
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gegeben ist, denn

a*()(y) = (fea)(y) = fla(y) = d(al(y))(f)
= (6ea)(y)(f) = (7" 0 d)(y)(f) = (7" (6(y)))(f)
= (0(y) om)(f) = 6() (= (f)) = =(f)(y)
Somit ist I = Ker(r) = Ker(a*) = {f: 0=a*(f) = foa} ={f: flaqx) =0} =

B(a(Y)), d.h. I € Bild(®).

SchlieBlich ist inkl* : C'(X,C) — C(¥(I),C) eine surjektive stetige Abbildung mit
Ker(inkl") = {f € C(X,C) : floqy = 0} = ®(¥(I)) = I, also C(X,C)/T =
C(¥(I),C) nach [7.28]. O

7.30 Proposition.

FEs sei I ein abgeschlossenes Ideal in L(H) mit I # {0}. Dann enthdlt I das Ideal
K(H) der kompakten Operatoren.

Wir werden spéter zeigen, dafl das auch schon das einzige nicht-triviale Ideal ist falls
H separabel ist. Die Quotienten-Algebra L(H)/K(H) heifit CALKIN-ALGEBRA.
Die Operatoren, deren Restklasse in der Calkin-Algebra invertierbar sind, heiflen
FREDHOLM OPERATOREN, siehe [5].

Beweis. Es sei I # {0} und 0 # a € I. Dann existiert ein hy # 0 mit hy :=

a(hg) # 0. Es sei gg # 0 beliebig. Dann ist by : h — jl’;jﬁﬁ ho ein stetiger linearer

Operator mit by(go) = ho und bg(h) = 0 fiir h L go. Fiir g1 # 0 sei by : h —

%gl. Dann ist by ebenfalls ein stetiger linearer Operator mit by (h;) = g1. Also

bildet by aby € I den Vektor gy auf g; ab und gz auf 0. Daraus folgt leicht, daf
alle endlich-dimensionalen Operatoren 7' in I liegen, denn diese lassen sich als
ho= 375 1 (h, hj)k; mit einer orthonormalen Familie h; schreiben: In der Tat sei
{k1,...,kn} eine Orthonormalbasis des endlich dimensionalen Bildes von 7. Dann
168t sich T'(h) als T'(h) = Y., Ti(h) k; schreiben, wobei (h, T*(k;)) = (T'(h), k;) =
T;(h) ist. Orthonormalisieren wir die T*(k;) so erhalten wir ein orthonormal-System
{hl, RN hn}, wobei T*(kl) = Zj ti,jhj mit t;; € C ist. Damit ist

T(h) =3 Ti(h) ks = 3 (b T* (k) ki = Z<h, S i hj> ki
=1 7

= (hhy) Y tigks,
7 i

wie gewiinscht. Da I abgeschlossen ist, liegen auch alle kompakten Operatoren als
Abschlufl der endlich-dimensionalen in I (nach [18, 6.4.8]). O

Zyklische Darstellungen von C*-Algebren

Wir wollen nun die Struktur von nicht-kommutativen C*-Algebren niher unter-
suchen. Fiir kommutative C*-Algebren haben wir in gesehen, daf} die *-
Homomorphismen nach C die Algebra vollig beschrieben haben, und wir damit
einen isometrischen x-Homomorphismus auf C'(X,C) fiir ein geeignetes kompaktes
X erhalten haben. Unser Erzbeispiel fiir nicht kommutative C*-Algebren ist L(H)
fiir jeden Hilbert-Raum H. Es liegt folglich nahe *-Homomorphismen A — L(H)
zu untersuchen.

7.31 Definition (Darstellungen und invariante Teilrdume).
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Es sei A eine C*-Algebra. Unter einer Darstellung von A (auf einem Hilbert-Raum
H) versteht man einen #-Homomorphismus p: A — L(H).

Zwei Darstellungen p; : A — L(H;) mit ¢ € {1,2} heilen AQUIVALENT falls eine

surjektive Isometrie U : H; — H, existiert, die die Wirkungen austauscht, d.h.
Va € A: ps(a)oU = U o py(a).

Ein Teilraum N C H heifft INVARIANTER TEILRAUM der Darstellung, falls p(a) -
N C N fiir alle a € A. Fiir jedes h € H ist p(A)h ein invarianter Teilraum. Falls
N invariant ist, so ist offensichtlich auch der Abschlu N und das orthogonale
Komplement N1 invariant (h L N = (p(a)h,k) = (h, p(a*)k) = 0 fiir alle k € N,
denn fiir diese ist p(a*)k € N). Durch Einschrinken induziert jede Darstellung
p: A— L(H) eine Darstellung py : A — L(N), definiert durch py(a) := p(a)|n.

Die ORTHOGONALE SUMME einer Familie von Darstellungen {p; : A — L(H;)}ier
ist die Darstellung p := @, p; : A — L(H) am Hilbert-Raum

Hi= @ Hii={h=(h) € [ Hi: 2 =Y Iuall® < oo},

il iel il
gegeben durch p(a)(h) = (pi(a)(h;))ier-
Ist N ein invarianter Teilraum, so ist p dquivalent zur orthogonalen Summe von
play und p|yL.

Eine Darstellung p : A — L(H) heifit irreduzibel falls es genau(!) zwei abgeschlossene
invarianten Teilrdume gibt, ndmlich {0} # H.

Es liegt nun nahe zu versuchen den Darstellungs-Raum H einer Darstellung p soweit
in invariante Teilrdume N zu zerlegen, dafl diese nicht weiter zerlegt werden kénnen,
also die Einschrinkung py irreduzibel ist, und p bis auf Aquivalenz als orthogonale
Summe dieser irreduziblen Darstellungen zu schreiben. Dies geht aber im allge-
meinen nicht. Um jede Darstellung in einfachere Teil-Darstellungen zu zerlegen
bendétigen wir einen schwicheren Begriff als irreduzibel, ndmlich zyklisch:

Ein h € H heifit ZYKLISCHER VEKTOR falls der ORBIT (die BAHN) p(A)h von h in
H dicht liegt.

Eine Darstellung p : A — L(H) heifit ZYKLISCH falls sie einen zyklischen Vektor
besitzt.

Klarerweise ist jeder Vektor h # 0 einer irreduziblen Darstellung ein zyklischer
Vektor, und die Darstellung somit zyklisch.

Hauptbeispiel einer zyklischen Darstellung.
Fiir einen o-endlichen Mafiraum (X, A, ) definiert

p:L®(X) = LILA(X)),  p(f)lg):=f9g

eine Darstellung, denn

(h, p(f*)(9)) = (ho f - g) = /X hef-gdu=(h-f,.9) = (p(f)(h),9) = (h, p(f)"(9))

Diese Darstellung ist zyklisch:

Falls u(X) < oo, so konnen wir als zyklischen Vektor h := xx verwenden, denn

da nach [18, 4.12.5] die elementaren Funktionen g € L>°(X) in L? dicht liegen, ist

erst recht {gh : g € L} = L* dicht in L?. Falls u(X) = oo, so wiihlen wir eine
— : — 1 .

Zerlegung X =| |, A,, mit u(A,) < oo und setzen h:= ) \/MXA"' Dann ist

h € L? ein zyklischer Vektor, denn jedes f € L? wird nach dem Satz [18, 4.11.12]
von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz durch f - XU, An = Youfxa, in L?
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approximiert (denn |f|* > |f — f-xy,_, a,|* = 0) und diese Partialsummen lassen
sich nach dem ersten Teil durch {g-h: g € L°(X)} approximieren.

Diese Darstellung p : L>(X) — L(L?*(X)) ist aber nach nur dann irreduzibel,
wenn L?(X) 2 C, also p ein PunktmaB 6, fiir ein a € X ist.

Fiir ein positives Borel-Mafl p auf einem kompakten Raum X induziert das eine
Darstellung: plo(x,c) : O(X.C) = LL(X)). p(f)(g) = [ - 9.

7.32 Theorem.

Jede Darstellung einer C*-Algebra ist dquivalent zu einer orthogonalen Summe von
zyklischen Darstellungen.

Beweis. Es sei M die Menge aller Teilmengen M C H \ {0} mit p(A)hy L p(A)hs
fir alle hy,hy € M mit hy # ho. Mittels Zorn’s Lemma erhalten wir ein beziiglich
der Inklusion maximales Element M € M. Angenommen der von p(A)M erzeugte
Teilraum von H ist nicht dicht. Sei k& # 0 ein Element des orthogonalen Komple-
ments. Dann ist (p(a)k, p(b)h) = (k, p(a*b)h) = 0 fir alle a,b € A und h € M, d.h.
p(A)k L p(A)h, ein Widerspruch zur Maximalitét.

Fiir h € H sei Hy, der invariante Teilraum p(A)h von H und pj, die Einschrinkung
der Darstellung p auf diesen Teilraum. Es ist pj, klarerweise zyklisch, mit zyklischem
Vektor h. Weiters ist U : @,y Hn — H, © = (zx) = ), zn ecine surjektive
(da (p(A)M) dicht liegt) Isometrie (nach Pythagoras), beziiglich welcher €, ., pn
dquivalent zu p ist. O

7.33 Von zyklischen Darstellungen zu positiven Funktionalen.

Wir sollten also zyklische Darstellungen genauer studieren. Sei p: A — L(H) eine
(zyklische) Darstellung mit einem (zyklischen) Vektor h € H. Dann ist

f:A—=C, f(a):=(pla)h,h)

ein beschriinktes lineares Funktional mit || f|| = ||k, denn fiir ||al| < 1 ist auch

Ip(a)]| < 1 nach und damit [f(a)| = [(p(a)h, k)| < ||p(a)hl| - ||h]] < B>

Dieses Funktional wird wohl sehr viel Information der Darstellung tragen.

Jedes stetige Funktional f : A — C auf einer C*-Algebra definiert eine sesqui-
lineare Form ¢ : A x A — C durch g(a,b) := f(b*a). Fiir obiges f liefert dies eine
positive (und somit Hermite’sche) Form

g(a,a) = f(a”a) = {p(a*a)h, h) = (p(a)h, p(a)h) = ||p(a)h]|* > 0.

Folglich definieren wir:

Definition. Positive Funktionale und Zustinde.

Ein lineares Funktional f : A — C auf einer C*-Algebra heifit POSITIV, falls f(a) >
0 fiir alle a € A4. So ein f ist monoton, d.h. aus a < b folgt f(a) < f(b). Die zu
einem positiven Funktional f gehorende sesqui-lineare Form ¢ : (a,b) — f(b*a) ist
somit eine positive sesqui-lineare Form.

Das Funktional f heifit ZUSTAND, falls zusitzlich || f|| =1 gilt.

Proposition.

Ein lineares Funktional f : A — C auf einer C*-Algebra ist genau dann positiv,
wenn ||f|| = f(1) gilt (und es somit beschrinkt ist).

Beweis. (=) Fiir Hermite’sche z ist © < ||z| (siehe ) und somit f(x) <
Sl ) = fll £ (1)
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Fiir beliebige = erhalten wir aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung [18, 6.2.1] fiir g
die Ungleichung

[f(@)* = lg(z, DI* < g(o,2) g(1,1) = f(="2) F(1) < [lz"2 f(1)* = (1) [|=]))?,
d.h. ||f]l < f(1). Wegen |f(1)] = f(1) - ||1]] gilt Gleichheit.

(<) Dazu nehmen wir 0.B.d.A. an, dafi 1 = ||f]| = f(1) ist. Wegen miissen
wir zeigen, dafl f(a*a) > 0 ist. Es gilt o(a*a) C [0, ||a*al|]. Dieses Intervall ist
der Durchschnitt aller Kreisscheiben Ao + K, := Ao + {A € C : || < r} mit
r > 0, \p € C die es enthalten. Es geniigt folglich f(a*a) — Ao € K, zu zeigen
fiir diese A\g € C und r > 0. Dies ist in der Tat der Fall, denn |f(a*a) — Xo| =

[f(a*a — Xo)| < |IfIllla*a — Aol] < 1-7(a*a — Np) < r nach der Folgerung i 1n
da o(a*a — ) = o(a*a) — Ny C K.

Beispiel.

Die positiven linearen Funktionale auf C'(X,C) sind genau die positiven Baire-
Mafle, und die Zustdnde genau die Wahrscheinlichkeitsmafle p, d.h. p(X) = 1.

7.34 Erweiterungssatz fiir positive Funktionale und fiir Zusténde.

Es sei A eine C*-Algebra und B eine Teil-C*-Algebra. Dann lifit sich jedes positive
Funktional und jeder Zustand von B zu einem ebensolchen von A erweitern.

Beweis. Es sei f : B — C ein positives Funktional, also nach ein lineares
Funktional mit [|f|| = f(1). Nach der Folgerung aus dem Satz von Hahn-
Banach existiert eine lineare Erweiterung f : A — C mit || f]| = |If] = f(1) = F(1).
Folglich ist f ebenfalls ein positives Funktional. O

7.35 Rekonstruktion der Darstellung aus dem positiven Funktional.

Es sei p: A — L(H) eine Darstellung einer C*-Algebra A. Wir wollen versuchen
diese Darstellung aus dem Funktional f : a — (p(a)h, h) zuriickzugewinnen. Dafiir
sollte wohl h ein zyklischer Vektor sein.

Versuchen wir zuerst den Hilbert-Raum H zu rekonstruieren. Es sei U : A — H die
stetig lineare Abbildung a — p(a)h. Da h zyklisch ist, hat sie dichtes Bild. Weiters
gilt: (U(a),U((D)) = (p(a)h,p(b)h) = (p(b*a)h,h) = f(b*a), d.h. insbesonders ist
der Kern von U die Menge Iy := {a € A : f(a*a) = 0} und H ist vermoge U
isometrisch isomorph zu der Vervollstindigung Hy von Bild(U) = A/;, beziiglich
der Norm |a + If|? := f(a*a).

A—YLBildU)—H
A

A

A/l; = Hy

Nun zur Rekonstruktion der Darstellung p:
Die via U auf Hy durch p induzierte Darstellung p ist durch

Ulps(a)(b+ 1)) == p(a)(U (b + If)) = p(a)(U (b)) = pla)(p(b)h) = p(ab)h
= U(ab) = U(ab + Iy)
gegeben, also ist ps(a) : b+ Iy — ab+ Iy von der Linksmultiplikation mit a in

A induziert. Dem zyklischen Vektor h € H entspricht via U offensichtlich hy :=
1+1;€ Hy.
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Sei nun A kommutativ, d.h. 0.B.d.A. A = C(X) fiir ein kompaktes X. Da f :
C(X) — C ein positives lineares Funktional ist, ist nach dem Riesz’schen Darstel-

lungssatz f(9) = [x gdu fiir ein positives Baire-Maf ;1 und alle g € C(X).
Beziiglich des Mafles p ist

Iy = {g lgll3 = /Xgﬁdu = 0} ={9€C(X):g=0 ptii},

d.h. Hy ist isomorph zu L?(X, p).

Die induzierte Darstellung py ist also nichts anderes als die Darstellung von C(X)
auf L2(X, ) durch Multiplikation. Wir haben also folgendes gezeigt:

Proposition.

Bis auf Aquivalenz sind die zyklischen Darstellungen der kommutativen C*-Algebren
A = CO(X) genau die Darstellungen C(X) — L(L?(u1)) mit Baire-MafSen u auf X
durch Multiplikation. ]

Nun wollen wir das auf beliebige C*-Algebren verallgemeinern:

7.36 Theorem (Gelfand-Naimark-Segal).

Es sei A eine C*-Algebra. Dann existiert eine bijektive Zuordnung zwischen positiv-
en linearen Funktionalen (Zustinden) auf A und Aquivalenzklassen von zyklischen
Darstellungen mit ausgezeichneten zyklischen (normierten) Vektoren. Diese Zuord-
nung ist wie folgt gegeben:
(«) Seip: A — L(H) ein Darstellung mit zyklischen Vektor h, dann ist f =
fon a— (p(a)h, h) ein positives lineares Funktional auf A.

() Sei f : A — C ein positives lineares Funktional, dann sei Iy := {a € A :
f(a*a) = 0} und Hy die Vervollstindigung von A/l beziglich der sesqui-
linearen Form (a + Iy,b+ Iy) := f(b*a). Die assoziierte Darstellung py :
A — L(Hy) ist durch pp(a)(b+ Iy) := ab+ Iy gegeben und hy :=1+ Iy ist
ein ausgezeichneter zyklischer Vektor.

Beweis. () Dies ist .

(—) Es sei f: A — C ein positives lineares Funktional und g : (z,y) — f(y*z) die
dazugehorende positive sesqui-lineare Form. Dann ist Iy := {a: f(a*a) = g(a,a) =
0} ={a: g(a,b) =0 fiir alle b € A} ein abgeschlossener linearer Teilraum, denn die
Gleichung gilt, da |g(a,b)|? < g(a, a) g(b,b). Folglich faktorisiert g zu einer positiv-
definiten sesqui-linearen Form g auf A/;, gegeben durch g(a+1Iy,b+1y) := g(a,b) =
f(b*a). Es sei Hy der Hilbert-Raum, der durch Vervollstindigen aus A/, beziiglich
des inneren Produkts g entsteht. Fiir x € I gilt

glaz,b) = f(b*ax) = f((a™b)*z) = g(x,a™d) =0,
also ist a Iy C Iy, und folglich
ps i Ax(Alr) = Alr;, (a,b+1p)—ab+ 1y

eine wohldefinierte bilineare Abbildung. Wir miissen die Stetigkeit von b + Iy
ab + I beziiglich der Norm ||b + I¢]|? :== f(b*b) nachrechnen:

lab + I;||* = f(b*a”ab) < [|al* f(b"b) = [la]|* b+ I [,

da a*a < |ja*al]| und somit b* a*ab < b*|la*allb = ||al|?b*b nach |7.23.1| Wie
man leicht sieht liefert somit die Abbildung ps durch Fortsetzen auf die Ver-
vollsténdigung Hy von A/, einen Algebra-Homomorphismus py : A — L(Hy).
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Esist pf: A — L(Hy) ein x-Homomorphismus, denn
i(pr@)@+ 1),y + 1) = glaz + I,y + 1) = glaz, )

=g(z,a"y) = §($ + 1y, pp(a®)(y + ff))-

AuBlerdem ist h¢ := 1+ I; ein zyklischer Vektor von p¢, denn nach Konstruktion
ist pf(A) (1 +If) = {a—!—If ra € A} = A/]f dicht in Hy.

Es ist f gerade das zu p; und hy gehérende Funktional a — g(ps(a)(hs),hy) =
9(ps(a)(X +If), 1+ 1) = f(17a) = f(a).

Umgekehrt sei p : A — L(H) eine Darstellung mit zyklischem Vektor h und dazu
assozilertem f = f, 5 : a — (p(a)h, h). In haben wir gezeigt, dafl die daraus

konstruierte Darstellung pj, : A — L(H;) via der surjektiven Isometrie U zu p
isomorph ist. O

7.37 Definition. Raum aller Zusténde.

Es sei Zust(A) der Raum aller Zustédnde f : A — C versehen mit der punktweisen
Konvergenz.

Proposition.

Es sei A eine C*-Algebra. Dann ist der Raum Zust(A) aller Zustinde ein kompakter
konvexer Teilraum der Finheitssphdre von A*.
Und fiir a € Ay ist ||a|]| = max{f(a) : f € Zust(A)}.

Beweis. Der Raum {f € A* : ||f]| < 1 = f(1)} der Zusténde (|f(1)| < ||f]| gilt
immer) ist klarerweise eine abgeschlossene konvexe Menge in der Einheitskugel von

A* beziiglich der punktweisen Konvergenz, also auch kompakt nach | 5.4.13|.

Es sei C*(a) die von a > 0 erzeugte kommutative Teil-C*-Algebra von A. Es

existiert ein A € o(a) C [0,]|a|] mit A\ = r(a) = ||a||. Dann ist f : C*(a) =
C(o(a),C) —=2— C ein Algebra-Homomorphismus mit f(a) = A = |la]| und

Ifll <1 = f(1). Somit ist f ein Zustand auf C*(a), und kann nach zu
einem Zustand f: A — C fortgesetzt werden.

Andererseits gilt fiir Zustinde f klarerweise | f(a)| < ||f]| ||all = |la]l. O

7.38 Theorem.

Jede C*-Algebra A besitzt eine TREUE (d.h. injektive und nach somit isometrische)
Darstellung m: A — L(H) auf einen Hilbert-Raum H.

Ist A separabel, so kann die Darstellung zyklisch gew#hlt werden, siehe [5, S.259],
[3, S.265].

Beweis. Es sei H = @ ez, 4 Hy und p(a) := D ;czs 4 (). Dannist p: A —
L(H) eine Darstellung.

Diese ist treu: Es sei p(a) = 0 und somit p¢(a) = 0 fiir alle f € Zust(A4). Da
a*a > 0 nach gilt, existiert nach ein Zustand f : A — C mit f(a*a) =
la*al| = ||a||?>. Der zur Darstellung p; gehérende zyklische Vektor h € H; erfiillt
|R]l = 1 und f(b) = (ps(b)h,h) fiir alle b € A. Insbesonders ist ||al|? = f(a*a) =
(p7(a*a)h, b = (ps(@)h py(a)h) = llog(@h]? = 0, also ist a = 0. 0
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Irreduzible Darstellungen von C*-Algebren

Wir sollten also (invariante) abgeschlossene Teilrdume von H genauer studieren.
Jeder solche 148t sich als Bild einer orthogonalen Projektion beschreiben. Dazu die
folgenden zwei Lemmas.

7.39 Lemma.

Es sei H ein Banachraum und P € L(H) IDEMPOTENT, d.h. P? = P, baw. P ist
eine PROJEKTION. Dann gilt:

1. 1 — P st auch idempotent;

2. Bild P = Ker(1 — P) und Ker P = Bild(1 — P);

3. H = Bild P ® Ker P;

4. Fir A€ L(H) gilt: Po A= Ao P < Bild P und Ker P sind A-invariant.

Beweis. (1)) (1-P)2=1-2P+P>=1-2P+P=1-P.

() h € Bild P & h = Pkfiireink € H & Ph = P’k = Pk = h < h € Ker(1-P).
Weiters folgt Bild(1 — P) = Ker P, da 1 — P idempotent ist.

() Es gilt Bild P N Ker P = {0}, da h € Bild P zur Folge hat, da Ph = h und
andererseits ist Ph = 0 fiir h € Ker P. Jedes h € H 14}t sich als h = Ph+ (1 — P)h
schreiben, mit Ph € Bild P und (1 — P)h € Bild(1 — P) = Ker P.

(4)) (=) Dies gilt fiir jede Abbildung P € L(H):

Es ist A(Bild P) = A(P(H)) = P(A(H)) C P(H) = Bild P, d.h. Bild P ist A-
invariant, und P(A(Ker P)) = A(P(Ker P)) = 0, d.h. Ker P ist auch A-invariant.
(<) Sei nun P eine Projektion mit A-invarianten Kern und Bild. Fiir z € H ist
nach () T = x9+x1 mit zg € Ker P und z; € Bild P und somit Azg € Ker P und
Azq € Bild P, d.h. P(Azg) = 0 = A(0) = A(Pxo) und P(Az,) = Az = A(Px)
zusammen also (P o A)(z) = (Ao P)(x). O

7.40 Lemma.
Fiir Hilbert-Riume H und idempotente P € L(H) sind dquivalent:

1. P ist orthogonal-Projektion, d.h. Ker P = (Bild P)*;
9. Ker P L Bild P;

3. ||P|| €1, d.h. P ist eine Kontraktion;

4. P >0, d.h. P ist positiv.

5. P* =P, d.h. P ist Hermite’sch;

6. P*P = PP*, d.h. P ist normal;

Beweis. ( = ) ist trivial.

(2]=[3)) Wegen Bild P 3 Ph L h — Ph € Ker P ist ||h||> = | Ph||> + ||h — Ph|?
und somit ||Ph| < ||h].

(3] = [4) Esist h — Ph = (1 — P)h € Bild(1 — P) = Ker P. Fiir h | Ker P
gilt folglich 0 = (h — Ph,h) = ||h||*> — (Ph,h) und damit ist ||h[|?> = (Ph,h) <
[PAI[ |2} < [|][*. Weiters folgt | Ph| = ||k = /(Ph,h) und || — Ph|* = ||]* -
9Re((Ph, b)) + || Ph||? = 0 fiir diese h. D.h. (Ker P)* C Ker(1 — P) = Bild P.

Sei nun h = hg + hy beliebig mit hg € Ker P und h; € (Ker P)+ C Bild P. Folglich
ist (Ph,h) = (Phy,h1 + ho) = (h1,h1) > 0, d.h. P ist positiv nach der Folgerung

in .
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( = ) und ( = @) sind trivial.
(@ = ) Wegen ||Ph|| = ||P*h| fiir normales P nach ist Ker P =

Ker(P*) = (Bild P)* nach [5.4.3]. O

7.41 Theorem.
Fiir jede x-abgeschlossene Teilmenge A C L(H) sind dquivalent:

1. Die Menge A ist irreduzibel;

2. Die KOMMUTANTE AF := {T € L(H) :Ya € A: Toa = aoT} besteht nur
aus den Vielfachen der Identitit;

3. PcAF 0<P<1=3)\€[0,1]: P=\-id;

4. Jede orthogonal-Projektion in AF ist 0 oder 1.

Beweis. ( = ) Falls b € A*, so ist Ker b ein invarianter Teilraum nach
und somit gleich {0} oder H, i.e. b ist injektiv oder b = 0. Also besitzt die Teil-
C*-Algebra A¥ von L(H) keine Nullteiler, denn fiir by, by € A¥ mit by # 0, also by
injektiv, folgt nun aus b1by = 0, daB by = 0. Es sei 0 # b € A* Hermite’sch, dann
besitzt C*(b) = C(o(b)) (nach ) keine Nullteiler und somit ist o(b) einpunktig,
also C*(b) = C - 1. Da sich nach jedes Element a als Re(a) + ¢ Im(a) mit
Hermite’schen Elementen PRe(a),Im(a) € A¥ (da A *-abgeschlossen ist) schreiben
1a8t, ist A¥ =C - 1.

( = ) ist trivial, da aus 0 < P = A -1 < 1 folgt, daBB 0 < A < 1 ist.

(3] = [4]) Fiir orthogonal-Projektionen P gilt 0 < P < [|[P|| < 1 nach [7.40.4]

[7.17 | und [ 7.40.3 | gilt. Wegen P? = P, ist A = \.

( = ) Es sei N ein abgeschlossener A-invarianter Teilraum von H und es sei P
die orthonormal-Projektion auf N. Dann sind Bild P = N und Ker P = Nt beide
A-invariant und nach somit P € A¥, d.h. P =id oder P = 0 nach [4], und
damit N = {0} oder N = H. O

7.42 Folgerung.
Ist A C L(H) eine kommutative x-abgeschlossene irreduzible Teilmenge, so ist H

1-dimensional.

Beweis. Da A kommutativ ist, gilt A C A¥ = C nach , also ist A C C und
damit L(H) = A* = C. Das ist nur fiir 1-dimensionales H moglich. O

Folgerung.

Die irreduziblen Darstellungen kommutativer C*-Algebren A sind bis auf Aquiva-
lenz genau durch die Algebra-Homomorphismen A — L(C,C) = C gegeben.

Beweis. Nach obiger Folgerung ist der Darstellungsraum H jeder irreduziblen
Darstellung von A notwendig isomorph zu C und somit die Darstellung p gegeben
durch den Algebra-Homomorphismus f :=evi;op: A — L(C,C) = C. O

7.43 Proposition.

Es sei [ ein positives Funktional auf einer C*-Algebra A und p : A — L(H) die
nach assoziierte Darstellung mit ausgezeichnetem zyklischem Vektor h. Dann
existiert eine Bijektion

{(Pep(AF CLH):0<P<1}={gecA*:0<g< f}
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die durch die Relation
g(a) = (P(p(a)h),h) fir allea € A
festgelegt ist.

Beweis. Es sei U : A — H die stetig lineare Abbildung a — p(a)h mit dichten
Bild. Diese erfiillt (Ua, Ub) = (p(a)h, p(b)h) = (p(b*a)h,h) = f(b*a) nach .
(—) Es sei P € p(A)* mit 0 < P < 1. Dann ist gp : a — (P(p(a)h), h) ein positives
lineares Funktional, denn
gp(a*a) = (P(p(a”a))h, h) = ((P o p(a®))(p(a)h), h)
= ((p(a®) o P)(p(a)h), h) = (p(a)"(P(p(a )h) h)
= (P(p(a)h), p(a)h) = (P(Ua),Ua) = 0, da P > 0.

Es gilt gp < f, denn nach der Proposition in ist

gr(a*a) = (P(Ua),Ua) < (Ua,Ua) = f(a*a), da P < 1.
(++) Essei g € A* mit 0 < g < f. Dann ist (a,b) — g(b*a) eine positive sesqui-
lineare Form auf A, die wegen g < f iiber KerU = {a € A : f(a*a) = 0} (siehe
) zu einer stetigen positiven sesquilinear-Form faktorisiert (vgl. mit )

Und, da Bild U in H dicht liegt, sich zu einer eindeutig bestimmten positiven sesqui-
linearen Form g : H x H — C erweitert. Diese entspricht nach einem positiven
P, e L(H).

Es gilt Py <1, denn (PyUa,Ua) = §(Ua,Ua) = g(a*a) < f(a*a) = (Ua,Ua).
Schlieflich ist P, € p(A)*, denn fiir a € A gilt wegen p(a) U(b) = U(ab):
(P 0 p(a))(Ub),Uc) = (Py(U(ab)),Uc) = g(c"ab)
= 9((a”¢)*d) = (Py(Ub), U(a"c)) = (Fy(UD), p(a)” (Uc))
= ((p(a) o Py)(UD), (Uc)).
(g—= P g) Flir 0 < g < f sei P:= P,. Dann ist
gp(a) = (Py(p(a)h), h) = (Fy(Ua),U1) = g(1"a) = g(a).
(P+ g P) Fiir 0< P <1in p(A)* und g := gp ist:
(Py(Ua),Ub) = gp(b"a) = (P(p(b*a)h), h) = (P(p(a)h), p(b)h) = (P(Ua),Ub),
also ist Py, = P. O

7.44 Theorem.
Fir jeden Zustand f : A — C auf einer C*-Algebra A ist dquivalent:
1. Die zu f gehérende Darstellung ist irreduzibel;
2. Firjedes0<g< fistg=Af fiirein0 <A <1.
3. Das Funktional f ist ein extremal-Punkt (siche ) von Zust(A);

Beweis. Es sei p : A — L(H) die zu f gehorende Darstellung mit zyklischem
Vektor h.

(1] = [2]) Nach [7.41.3] ist p genau dann irreduzibel, wenn jedes P € p(A)* mit
0 < P < 1 ein Vielfaches der Identitét ist. Nach entsprechen diesen P in
eindeutiger Weise die g € A* mit 0 < ¢ < f und X - id entspricht gerade A - f.

( = ) Es sei f = Ag+ (1 — A)h mit Zusténden A und g und 0 < A < 1.
Dann ist 0 < Ag < f und somit A\g = p f fiir ein 0 < p < 1 nach () Wegen
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f(1) =1=g(1) gilt A = g und somit g = f und damit auch g = h, i.e. f ist ein
extremal-Punkt.

(:>)EsseiOSgSfundO.B.d.A.g#Oundg;éf.Dannistogf—g;«éo,

also 0 < ||f —gll = (f —g)(1) = f(1) — g(1) und somit gilt fiir A := ||g||, daB

0<A=lg]l =91) < f(1) =1. Es sind fp := %g >0 und f1 := ﬁ(ffg) >0
g(

Zustinde, da fo(1) = Tl) =1und f1(1) = w = 1, und klarerweise ist

f=Xfo+ (1 =X f1,also f = fo = f1 wegen (), und damit g = A fo=Af. O

7.45 Theorem.

Die irreduziblen Darstellungen einer C*-Algebra sind Punkte-trennend.

Beweis. Es sei a # 0. Dann existiert ein extremaler Zustand f mit f(a*a) > 0, denn
andernfalls wiirde die stetige lineare Abbildung evy«, : A* — C auf Ext(Zust(A))
verschwinden, und damit auch auf der abgeschlossenen konvexen Hiille, welche nach

Krein-Millman mit der nach kompakten konvexen Menge Zust(A)
iibereinstimmt. Wir haben aber in gesehen, dafl ein Zustand f : A — C
existiert mit f(a*a) = |la*a| = ||al|* # 0, ein Widerspruch. Sei nun p : A —
L(H) die nach irreduzible Darstellung mit zyklischen Vektor h, die zu dem
extremalen Zustand f : A — C gehért. Dann ist 0 < f(a*a) = (p(a*a)h, h) =
(p(a)h, p(a)h) = ||p(a)h]?, ie. p(a) # 0. O

Gruppen-Darstellungen

7.46 Die Gruppen-Algebra.

Es sei G eine diskrete (oder insbesonders eine endliche Gruppe). Wir wollen fol-
gendes universelle Problem 16sen: Gesucht ist eine K-Algebra K(G) und ein Ho-
momorphismus § : G — K(G) beziiglich der Multiplikation der Algebra, s.d. zu
jedem Homomorphismus 7 : G — A in eine Algebra A ein eindeutiger Algebra-
Homomorphismus 7 : K(G) — A existiert mit 7 o § = 7, d.h. folgendes Diagramm
kommutiert:

Dazu l6sen wir zuerst das universelle Problem, zur Menge G einen K-Vektorraum
K(G) und eine Abbildung § : G — K(G) zu finden, sodaf$ fiir jede Abbildung
7 : G — A mit Werten in einem K-Vektorraum eine eindeutige lineare Abbildung
7:K(G) - A mit 7 o § = 7 existiert, d.h. folgendes Diagramm kommutiert:

Die Losung fiir K(G) ist der freie Vektorraum [[, K = @, K mit der injektiven
Abbildung § : G — [, K, 6; := 6(t) := (6§)seqc, wobei 67 := 1 fiir t = s und 0
sonst.

Die Elemente f € K(G) := [], K lassen sich eindeutig als endliche Summe f =
> teq f(t)d: schreiben, d.h. K(G) 1&8t sich mit dem Raum aller Funktionen f :
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G — K mit endlichem Triger identifizieren.
Die Abbildung 7 ist durch

) =7 (3 r08) =S 0 FE) = F@) (t)
teG teG ted
gegeben.
Man sieht leicht ein, dafl dieser Vektorraum auch die universelle Eigenschaft fiir
multi-lineare Abbildungen hat, d.h. jeder Abbildung 7 : GX---xG — A mit Werten
in einem K-Vektorraum entspricht eine multi-lineare Abbildung 7 : K(G) x ... x
K(G) — Amit 7o(dx...x4d) = 7, welche durch 7(f',..., f") =37, 5 f'(t1)

s f(tn) T(t1, - .., t) gegeben ist. Wenden wir (=) auf die Multiplikation G x G —
G - K(G) an, so erhalten wir eine bilineare Abbildung  : K(G) x K(G) — K(G),
welche durch

frg= (Zf(t) 5t) * (Zg(s)és) = Zf(t)g(s) 5y % O
= Zf(t) 9(s) dts = Z Z F(@®) g(s) o,

r ts=r
d.h. durch
(fxa)(r) ==Y f(t)g(s) =D f(H)g(t™'r)
ts=r t
gegeben ist.
Wegen der universellen Eigenschaft ist diese Multiplikation * so wie die Multiplika-
tion in G ebenfalls assoziativ, und . ist eine 1, wobei e € GG das neutrale Element
der Gruppe ist. Also ist K(G) eine assoziative Algebra mit 1.
Falls nun 7 : G — A ein Gruppen-Homomorphismus ist, so ist leicht einzusehen,
dafl 7 ein Algebra-Homomorphismus wird, und umgekehrt.

7.47 Darstellungen von G auf K(G).

Der Gruppen-Homomorphismus § : G — K(G) liefert auch eine Darstellung A
von G auf dem Vektorraum K(G), d.h. einen Gruppen-Homomorphismus A : G —
L(K(@)), definiert durch A(¢)(f) := ; = f. Diese Darstellung lafit sich auch anders
ausdriicken:

ANE(f) =6exf=0% Y f(s)ds =D f(s) o %0,

seG seG
=Y f(8)Gra =D ftTIr) 6 = folyr = (1) (f),
seG reG

wobei ¢; die sogenannte LINKS-TRANSLATION auf der Gruppe G bezeichnet, welche
durch ¢;(s) := t s definiert ist. Es ist ¢ ein Gruppen-Homomorphismus von G in die
Menge der Bijektionen von G.

Falls 7 : K(G) — L(H) eine Darstellung

ist, und 7 := 706 : G = K(G) — L(H) (@) L(H)
die zugehorige Darstellung von G, so ist (6,—1)"=¢ J/T(t)*
nebenstehendes Diagramm kommutativ,

denn K(G) - L(H),

7.48 Von K(G) zu L'(G).
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Wir wollen nicht rein algebraisch bleiben, und statt dessen eine universelle Eigen-

schaft fiir stetige Banach-Algebra-Homomorphismen haben. Dazu miissen wir K(G)

mit einer Norm versehen. Es dréingen sich die p-Normen || f||, := (3 ,cc [F(D)[P) ok

auf. Fiir diese gilt:

1 1 1
Fxal-<Ifllr-llgll, falls — + — = — + 1.
1f % gllr < [1fllp - llgllq P

Insbesonders ist die Vervollstindigung von K(G) beziiglich der 1-Norm eine Banach-
Algebra mit Eins

LY(G) = {f:G—HK: £l =S 1)) <oo}.

teG
Man beachte, da3 das wirklich die integrierbaren Funktionen beziiglich des Z#hl-

mafles u: A — EgEA 1 sind. Wie wir in und in zusammen mit
gesehen haben, sind Algebra-Homomorphismen oft automatisch stetig und sog-
ar Kontraktionen. Der assoziierte Algebra-Homomorphismus 7 : K(G) — A mit
Werten in einer Banach-Algebra ist genau dann eine Kontraktion (und lafit sich
somit zu einem solchen auf L'(G) fortsetzen), wenn ||7(¢)|| < 1 fiir alle t € G ist.
Wegen 1 = [[1]| = [7(e)l| = [I7(¢) 7(t~ )| < (@) [I[7(t~1)] gilt dann aber auch
I > Wl_l)” > 1, also hat 7 Werte in U(A) := {a € inv(A) : [la]| =1 = [la™ |},
der Menge der invertierbaren Elementen in der Einheitssphéire von A. Falls A =
L(H) fur einen Banach-Raum H ist, dann ist U(H) := U(L(H)) die Menge der
bijektiven Isometrien, bzw. der unitéiren Operatoren im Falle eines Hilbert-Raums
H nach [7.4], denn aus |ja]| = 1 = |ja™!| folgt

laz]| < llall || = |l = lla™ azl| < fla™*|| az|| = [laz].

Wir haben also folgendes gezeigt:

Proposition.

Es sei G eine diskrete Gruppe. Dann ist § : G — LY(G) ein Gruppen-Homomorph-
ismus in eine Banach-Algebra der fiir jeden Banach-Raum H eine Bijektion

8, : Hom(L'(G), L(H)) = Hom(G,U(H))
induziert, wobei Hom(L*(G), L(H)) die Menge der kontraktiven Algebra-Homomor-
phismen und Hom (G, U (H)) die der Gruppen-Homomorphismen in
U(H):={a € L(H) : a ist invertierbare Isometrie}

bezeichnet. Die Elemente p der ersten Menge heiffen DARSTELLUNGEN der Banach-
Algebra LY(G) auf H und die Elemente T der zweiten Menge UNITARE DARSTEL-
LUNGEN der Gruppe G auf H. Die Bijektion ist durch

T(t) := p(ds)
p(f) = f(t)r(t)
teG

gegeben.

7.49 Die linksreguliren Darstellungen von L!(G) und die Involution.

Die Darstellung von K(G) auf dem Vektorraum K(G), gegeben durch die Faltung,
induziert wohldefinierte Darstellungen (die sogenannten linksreguliren Darstellun-
gen) A von L(G) auf den Banach-Riumen LP(G), welche durch Vervollstéindigen
von K(G) beziiglich der p-Norm erhalten werden. Denn die Gleichung ||f * g||, <
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7111 1lgll, besagt, daB die Darstellungen Kontraktionen sind. Durch Zusammenset-
zen mit § : G — L'(G) enthalten wir folglich Darstellungen A\ von G auf den
Banach-Riumen LP(G).

Im Falle p = 2 ist H := LP(G) ein Hilbert-Raum und somit L(H) eine C*-Algebra.
Wir wollen nun versuchen auch L'(G) so zu einer C*-Algebra zu machen, daf§ die
linksregulére Darstellung A : L'(G) — L(L?(G)) ein *-Homomophismus ist, d.h.

(AN(f*)ha, ha) = (N(f)*ha, ha) = (ha, A(f)ha)
fiir alle f € LY(G) und hy, hy € L?(G) erfiillt. Wihlen wir hy := §, und hy := &; so
erhalten wir
FRE) = (" %0e,60) = (N(f*)a, ha)
= (h1, A(f)ha) = (01, f60) = (F % 6)(1) = F(E71).

und eine entsprechende Rechnung mit allgemeinen hy und hy zeigt, da A : LY(G) —
L(L?(G)) mit dieser Definition von f* ein *-Homomorphismus ist. Offensichtlich ist
(0)* eine isometrische Involution (d.h. konjugiert-linear, idempotent und ein anti-

Homomorphismus). Allerdings ist L (G) keine C*-Algebra, wie das folgende Bespiel
fir G := 7Z zeigt.

Beispiel.

Fiir die diskrete Gruppe G = Z und f*(k) := f(—k) is
(f** )k Z ) fe=5) =Y FG) Flk+ 7).
J

Es sei nun f reell-wertig und konzentriert auf {—1,0, 1}, dann ist f*« f konzentriert
auf {—2,—1,0,1,2} und hat folgende Werte:

-2 = fiifa
—1 = fofa+ ko
Frxfe30 = fafa+fofotfafa
+1 = foifot fofi
+2 = fafa
Folglich ist

£ fll=2[fs1 fal + 21 fol [fra + foal + Fa® + fo* + fa?
und

£ = fo1®+ fo? + fe? + 21 far foal + 2[fo foa] + 21 fo faal.
Falls fo #0und f_y - f11 < 0soist [|f** fll1 < [ fII3.

Zusammenfassend haben wir folgendes gezeigt:

Proposition.

Fiir jede diskrete Gruppe G ist L*(G) eine B*-ALGEBRA d.h. eine Banach-Algebra
mit einer Involution *, welche eine Isometrie ist, aber nicht notwendig || f*f| =
Il £1I? erfiillt. Die Involution auf L*(G) ist dabei durch f*(t) := f(t=1) gegeben. [

Lemma.

Es seip: B — A ein x-Homomorphismus von einer B*-Algebra in eine C*-Algebra,
dann ist p eine Kontraktion.
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Beweis.

Ie(HI? = () ()Nl = r(p(f)* p(f)) = r(p(f* f))
<r(fHZIFAZIFNIA <A B

7.50 Folgerung.

Fiir diskrete Gruppen G entsprechen den unitdren Darstellungen von G auf einem
Hilbert-Raum H genau die x-Homomorphismen der B*-Algebra L'(G) nach L(H).

Hom(G,U(H)) = Hom(LY(G), L(H))

Beweis. Jeder *-Homomorphismus p : L'(G) — L(H) ist nach obigen Lemma
eine Kontraktion und induziert somit nach eine unitdre Darstellung 7 : G —
U(H). Umgekehrt sei 7 : G — U(H) eine unitire Darstellung und p : L}(G) —
L(H) der nach assozierte Algebra-Homomorphismus p: f — >, f(t)7(1).
Also ist

p(f) =D fE D) =) fls)r(s) ™

teG s€G
= Tere) = (X se)r(s) =l
seG seG
d.h. p ein *-Homomorphismus. O

7.51 Das Haarmaf} lokalkompakter Gruppen.

Wir wollen das alles nun soweit wie moglich auf LOKALKOMPAKTE GRUPPEN iiber-
tragen, d.h. Gruppen G, die zusétzlich lokalkompakte Hausdorff-Rdume sind, und
fiir die die Multiplikation G x G — G und die Inversion G — G stetig sind. Um
L'(G) zu konstruieren bendtigen wir ein ausgezeichnetes Maf$ y auf G. Wir wollen,
daf die links-regulidre Darstellung ¢ (mit ¢; - s = ts) noch immer eine Darstellung
A von G auf LP(GQ) (mit A\s(f)(t) := (f o ly-1)(t) = f(s71t)) induziert. Also miiBite
insbesonders fiir p =1 und f > 0 folgendes gelten:

/ FsTH)du(t) = 11X (Nl = If Ik :/ f(t) dp(t).
G G

D.h. das Mafl muf} linksinvariant sein, i.e. pu(sA) = u(A) fir alle mebaren A. In
der Tat 148t sich zeigen, dafi so ein Mal p (das sogenannte HAARMASS) auf G
immer existiert, und dafl es bis auf einen konstanten positiven Faktor eindeutig
ist, falls man zusétzlich verlangt, dal p(U) > 0 fiir alle offenen U # (). Fiir einen
Beweis dieser Aussage siehe [13, S.185]. Fiir G = R und G = S? ist es das iibliche
Lebesgue-Mafl und fiir G = Z das Zahlmafi. Wir schreiben allgemein fG ft)dt
anstelle von [, f(t)du(t) fir f € LY(G) := LY(G, p).

Definition (Faltung).

Mit LP(G) := LP(G, u) bezeichnen wir den Banach-Raum der Aquivalenz-Klassen
aller beziiglich des Haar-Mafles p p-integrierbaren Funktionen.

Die Faltung von zwei Funktionen ist aus Analogie zum diskreten Fall durch
(Fea))= [ fO07 9de= [ fs00) e

definiert. Sie liefert eine bilineare Abbildung L'(G) x LP(G) — LP(G) mit || f*gll, <
[£1lx - [lgllp (siehe [13, 20.19]).
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Die Faltung von Funktionen in L'(G) ist assoziativ und somit ist L'(G) eine
Banach-Algebra und die Faltung induziert Darstellungen A von {Jl(G) auf LP(@G),
die sogenannten links-reguléiren Darstellungen, definiert durch A(f)(g) := f x g.

Um die Assoziativitit einzusehen verwendet man den Satz von Fubini in folgender
Weise:

«f*g>*hxm::/kf*gxwhu-%oﬁ

//f (s7') h(t~'r) dsdt

= [ [ st one s o=
://f(s)g(u)h 5 l) du ds
/f (g% h)(s~1r) ds

= (fx (g h)(r).

Da L(G) keine 1 besitzt (siehe [18, 4.7.7]), gibt es den Gruppen-Homomorphismus
§: G — LY(G) aus dem diskreten Fall nicht mehr.

Trotzdem haben wir noch ein Pendant zur linksreguléiren Darstellung A von LY(G)
auf LP(G), ndmlich die unitéire Darstellung A : G — L(LP(G)), t — (f — fol;-1),
welche von der Linkstranslation ¢ induziert wird. Es besteht also die Hoffnung
Darstellungen von L!(G) mit unitéiren Darstellungen von G in bijektive Beziehung
zu setzen. Da nun G nicht mehr diskret ist, sollten wir bei Darstellungen von G
Stetigkeits-Voraussetzungen machen.

7.52 Proposition (Unitire Darstellungen).

Es seiT: G — U(H) ein Gruppen-Homomorphismus in die Gruppe der bijektiven
Isometrien eines Banach-Raums H, dann sind dquivalent:

1. Die Abbildung 7": G x H — H ist stetig;
2. Es konvergiert 7(t) — 1 punktweise fir t — e;

3. Die Abbildung T : G — U(H) ist stetig, beziiglich der punktweisen Konver-
genz auf U(H);

4. Die Abbildung 7": G x H — H st getrennt stetig.

Eine Abbildung 7 : G — U(H) mit obigen dquivalenten Eigenschaften heiit UNITARE
DARSTELLUNG der Gruppe G auf dem Banach-Raum H.

Beweis. ( = ) ist trivial.

( = ) Wegen 7(t) = 7(tty to) = 7(tty"') o 7(to) konvergiert 7(t) — 7(to)
punktweise fiir tt;" — e, d.h. fiir t = tt5" tg — ety = to.

( = ) Da vorausgesetzt ist, da} 7 Werte in U(H) C L(H) hat ist 77¢t,-)
immer stetig. Umgekehrt ist 77(_,h) = evy or genau dann fiir alle h € H stetig,
wenn 7 : G — U(H) stetig ist beziiglich der punktweisen Konvergenz, denn diese
ist gerade die initiale Topologie beziiglich evy, : L(H) — H fiir h € H.

( = ) Es sei tg € G, hg € H und € > 0. Dann existiert wegen der Stetigkeit
von 77, ho) eine Umgebung U von tg in G, s.d. ||7(t)ho — T(to)ho|| < € fiir alle
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t € U. Folglich gilt fiir alle ||h — hg|| < £ und ¢t € U auch
[T()h = 7(to)holl < [T(t)h — T(t)hol| + [IT(¢)ho — T(to) hol
< lT@IIh = holl + [[7(£)ho — 7(to)hol|
<le4+e=2e¢ U

Klarerweise ist eine Abbildung 7 : G — L(H), die beziiglich der Operator-Norm auf
L(H) stetig ist, auch beziiglich der groberen Topologie der punktweisen Konvergenz
stetig. Dafl nicht die Umkehrung gilt, zeigt folgendes

Lemma (Stetigkeit der Linkstranslation).
Die von der Linkstranslation £ induzierte Abbildung
NG = ULNG)) C LILNG)), A(f):=foly

ist eine unitire Darstellung von G auf L'(G). Sie ist aber nicht stetig beziiglich der
Operatornorm auf L(L*(G)).

Die Rechtstranslation induziert ebenfalls einen Gruppen-Homomorphismus G —
L(L*(G)) der aber nicht Werte in U(L*(G)) hat, also keine unitéire Darstellung ist.

Beweis. Es sei t € G, f € LY(G) und € > 0. Dann existiert ein g € C.(G) mit
lf—glli < §.Dage C. (essei K := Trgg), ist g gleichméBig-stetig, d.h. es existiert
eine 1-Umgebung U mit |g(s) — g(r)| < Gy fr rs~l € U. Esseis €V :=tU.
Dann ist s = tu fiir ein u € U und es gilt (¢7'7)(s71r)™' = t7ls = u € U und
somit

A~ gl = [ l9(s™1r) — g(¢r)| dr
{r:is~'reK oder t—lreK}
< u(sKUtK) <<
= () " =3

Da das Haar-Maf$ links-invariant ist und somit [[Asf — Asglli = [[f — gll1 < § ist,
gilt fiir s € V:

Asf = Akl < NA(F = 9l + 1Asg = gl + 1Aelg = )l < e

Dafl die Abbildung X : G — U(L'(G)) nicht stetig beziiglich der Operatornorm
ist, zeigt folgendes Beispiel: Es sei G = R. Angenommen es gibe ein § > 0, so daf}
[IA(t) — A(0)]| < 1 fiir |[¢| < 4. Dann wére fiir die charakteristische Funktion f von
(0,4] der Triger von f = A(0)f und A(d)f disjunkt und somit ||[A(8)f — A(0)f|l1 =
[A@G)fllr + IAO)fllr = 21 f ]l > [[f]l1, ein Widerspruch.

Fiir die Rechtstranslation beachte man, dafl
flst)y = f(t s ™) = Sft s = S((SF)(s),
wobei Sf(t) := f(t~1) die Spiegelung beschreibt, sowie . O

Lemma.

Die Darstellung G — L(LY(G)), s — (f ~ fs) durch Rechtsmultiplikation ist
ebenfalls bzgl. der Topologie der punktweisen Konvergenz stetig.

Beweis. Nach obigem Lemma Konvergiert A\ f — f fiir s — e und jedes f € L}(G),
also auch A(s)- A f* — A(e)- f* = f*, wobei A die in zu definierende Modul-
Funktion und * die Involution, welche in definiert werden wird, bezeichnet.
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Es ist
(A(s) - Asf*)( )= A(s) - f*(s7H) = As) - A(s7H) - f((s71)7T)
A(t) - fo(t71) = ()" (8)-
Also gilt
l1fs = flli = I1(fs)" = f = |1A(s) - Asf* — f*|lh = 0 fiir s > e. O

7.53 Die Modul-Funktion

Die nicht rechts-Invarianz das Haar-Mafles 148t sich wie folgt beschreiben:

Lemma.
Es sei der Modul A(t) durch

/ftsdu /f Ydu(t) fiir alle f € L*(G)
definiert. Dann ist A : G — (R, ) ein stetiger Gruppen-Homomorphismus.

Beweis. Siehe [13, p196]. Wegen der Dichtheit des von den positiven stetigen Funk-
tionen mit kompaktem Tréger erzeugten Teilraums, genﬁgt es solche Funktionen zu
betrachten. Es sei yis : C.(G) — C definiert durch p,(f) := [ f(ts) du(t). Dann ist
1s ein links-invariantes Mafl auf G. Folglich existlert eine positive Zahl A(s) mit
ws(f) = A(s) u(f). Weiters gilt, wobei f; die rechtstranslatierte Funktion s — f(st)

bezeichnet:
(fe)s(r) = fi(rs) = f((rs)t) = f(r(st)) = fal(r)

und somit ist
A(ts) pu(f) = n(fes) = p((fs)e) = AQ@) p(fs) = At) A(s) u(f)-

Es sei U eine relativ-kompakte 1-Umgebung von G, weiters seien f # 0 und w stetige
positive Funktionen mit kompakten Triager auf G mit w(Trg(f) -U_l) = {1}. Wegen
der gleichméBigen Stetigkeit von f existiert zu jeden € > 0 eine 1-Umgebung V' C U

mit [ f(st) — f(s)] < E“(f)) fiir alle t € V und alle s € G. Somit ist

|A®) = ulf) = |p(fe) = p(f)]

<

/ F(st) — f(s)] ds
steTrg f oder s€Trg f

_ /6 oy 60 = F0)ds < el

dh JA(t) -1 <efirallete V. O

Jede diskrete, jede Abel’sche und jede kompakte Gruppe G ist UNIMODULAR, d.h.
A = 1, bzw. das Haar-Maf} ist auch rechts-invariant: Fiir diskretes G ist das
Zahlmafl offensichtlich rechts-invariant, fiir Abel’sches G ist das trivial, und fiir
kompaktes G ist das Bild unter A eine kompakte Untergruppe von (R4, -), also
gleich {1}.

Beziiglich der Spiegelung S : f +— (t — f(t71)) gilt:

7.54 Lemma.
Fiir f € LY(G) gilt:

L rwane = [ 016 duto.
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Beweis. Es sei v(f) := [ A( Bdu(t) = u(A - Sf). Dann ist
) = / A F(s7HY) dp(t) / At ) dut)
/ Alts) A(s™) F((ts) ™) du(t) = A(s™) p((A - SF).)

(s Als) (A - Sf) = v(f).
Also ist v links-invariant und offensichtlich gilt v(U) > 0 fiir U # (), also existiert

ein ¢ > 0 mit v = cp. Zu € > 0 wihlt man eine Funktion g € C(G) mit g = Sg
und Trg(g) C {t: |A(t) — 1] < e} so gilt: |g(t) — A(t)g(t)| < e g(t) und folglich

10 fal=| ool =[ [~ [ 5o/ <1 [ o

also [1 —¢| < e, d.h. ¢ = 1. Also ist

| rwrane = [ a0 1 duto. 0

Man kénnte analog zum diskreten Fall die Faltung auch als

(Fra))= [ s (s = tr)
= A(r / ft Y g(tr)dt nach

- / A() () gt~ ')t
G

=A(r) " (A f) *9)(r)
definieren, d.h. A - (fx2g) = (A f) xg.
Fiir diese zweite Faltung konnen wir aber nicht Assoziativitdt erwarten, denn
A-((frz2g)k2h)=(A-(fr2g))*xh=((A-f)xg)*h
=(A-f)*(gxh)=A-(fr2(gxh)) #A-(fx2 (g2 h)).

Bemerkung.

7.55 Die Involution auf L(G).

Wie im diskreten Fall versuchen wir L!(G) mit einer Involution * versehen, sodaf
die links-reguliire Darstellung auf L?(G) eine x-Darstellung ist, d.h. (hy, f * ha) =
<f* *hl, h2> Es ist

(hl,f*hg):/ hl(r)/mhz(t—lr)dtdr

//h1 ts (s)dtds

E/ / A#) by (¢ s) FIET) ra(s) dit ds
GJG

und

[ % hy, ha) //f ha(s) dt ds

folglich setzen wir f*(t) := A(t) f(t~1), vgl. mit
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Lemma.

Es ist L'(G) eine B*-ALGEBRA (ohne 1) vermdge der Involution, die durch f*(t) :=
A(t)f(t=1) gegeben ist.

Beweis. Wegen ist ||f*[]1 = ||f]l1 und
(f)7 (@) = A@) £ 1) = A A F(EH) ) = f(0).
Weiters gilt:

(6" % 1*)(s) = /G g (1) F1 (s dt = /G g (st) f (¢ ) dt

/Ast gt Ts ) A f(t)dt

UNE /f g(t=1s 1) dt = (fxg)*(s) O

Als partieller Ersatz fiir eine 1 finden wir:

7.56 Proposition (approximierende Einheit).

Es sei f € LY(G) und ¢ > 0. Dann existiert eine (kompakte) Umgebung U von e,
sodap fiir alle 0 < g € LY(G) mit ng =1 und g|c\v = 0 die Beziehung

Ifxg—fli<e
gilt.

Insbesonders existiert eine approzimierende Einheit fiir L*(G), d.h. ein Netz u; mit
llui|| = 1 sowie f*u; — f und u; x f — f fiir alle f € LY(G).

Beweis. Es sei g wie angegeben. Dann ist leicht einzusehen dafl f % g iiberall
definiert ist und f + g € L'(G) liegt. Da [, A(t)g ng t)dt = 1 nach

ist, gilt

(fx9)(s /fst (tYdt - f /A

- /G (F(st) — A() F(s)) g(t™) .

Es ist F(s,t) = f(st) (1 —A(t))g(t™1) + (f(st() )f(s)) A(t) g(t™1). Folglich ist
B(t) = /G [F(s,t)|ds < |fulls [1 = AW g(t™") + Ify = Flli A gt
= AW Il 11 =A@ gt +[1fi = flli AW g(t™)
= (IfIh =A@+ 1= Sl ) A gt™).
Nun sei e > 0. Wir withlen eine symmetrische Umgebung in U von e mit

€ €
IFll 11— A@)] < 5 und || f: — fll1 < 3 fiir alle t € U.

Sei nun ¢ wie vorausgesetzt. Da g = 0 auBlerhalb U~! = U ist, folgt 0 < k <
e A S(g). Somit ist k € L*(G) und nach Fubini

lfxg— f||1_/‘/Fstdt‘ds<//|F3t|dtds—//|Fst|dsdt
/k dt<5/A tldt—s/g(t)dt:.
el
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Um eine approximierende Einheit zu erhalten wihle man nun als Indexmenge die
Umgebungsbasis von 1 (bestehend aus kompakten symmetrischen Umgebungen)
und fiir jede solche Umgebung ¢ := U, die entsprechend gewichtete charakteristische
Funktion ﬁ xu als u;. Dann gilt nach obiger Rechnung f x u; — f fiir alle

[ € LYG). Wegen |luf|| = ||w] = 1, Trg(u}) = Trg(u;)™! = U™ = U und
uf(t) = A(t)u;(t~1) > 0 gilt auch g x u} — g fiir alle ¢ € L'(G) und somit
wx f=(f**u) = (f) =/ O

7.57 Theorem.

Die links reguliire Darstellung A von L'(G) auf L*(G) ist ein injektiver und kon-
traktiver x-Homomorphismus.

Beweis. Wir haben * gerade so gewihlt, daB A : L'(G) — L(L*(G)) ein *-

Homomorphismus ist. Er ist injektiv, denn aus 0 = A(f)(g) = f * ¢ fiir alle
g € L*(G) folgt insbesonders fxu; = 0 und da 0 = fxu; — fist f = 0.
In haben wir gezeigt, dal jeder *-Homomorphismus von einer B*-Algebra
(mit eins) B in eine C*-Algebra A eine Kontraktion ist. Dies gilt auch fiir B*-
Algebren B ohne 1, denn sei B; := B@C die nach assoziierte Banach-Algebra
mit 1. Vermoge (x @ 2)* := z* @ Z ist sie eine B*-Algebra mit 1. Und jeder *-
Homomorphismus p : B — A erweitert sich zu einen eindeutigen, die 1 erhaltenden
x-Homomorphismus p; : By — A vermoge p1(z @ z) := p(x) + z. Also ist p; eine
Kontraktion und damit auch p := p1|p. O

7.58 Lemma.

Mit A(G) bezeichnen wir die vom Bild der links-reguldren Darstellung von L' (G) in
L?(G) erzeugte C*-Algebra. Jede Darstellung der C*-Algebra A(G) induziert eine
x-Darstellung von L'(G). Die Kommutanten dieser beiden Darstellungen stimmen

tberein, und folglich ist Irreduzibilitit gleichbedeutend fir sie nach .

Beweis. Man beachte, dal A(G) der Abschlufi von {f % (_) +t: f € L'(G),t € C}
ist.

Es sei ¢ : A(G) — L(H) eine Darstellung und p := po X : LY(G) — A(G) — L(H)
die entsprechende Darstellung von L!(G), dann gilt:
T kommutiert mit p(f) = @(f % (1)) fiir alle f € L'(Q)
& T kommutiert mit p(f) +t = @o(f x (L) + 1) fiir alle f € L*(G) und t € C
< T kommutiert mit ¢(a) fir alle a € A(G). O

7.59 Vergleich der Darstellungen von G und von L!(G)

Fiir lokalkompakte Gruppen G versuchen wir G LY(G)
nun unitire Darstellungen 7 : G — U(H) und

Darstellungen p : L'(G) — L(H) miteinander in ! pl
Beziehung zu setzen. U(H) —— L(H)

(=) Im diskreten Fall war p(f) := >, f(t)7(t). Im allgemeinen Fall sollte also
p(f) = [, f(t)7(t)dt € L(H) sein. Da unitéire Darstellungen 7 nach nicht
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stetig beziiglich der Operatornorm zu sein brauchen, existiert das Integral in L(H)
nicht, wohl aber [, f(t)7(t)hdt € H fiir alle h € H, und somit definieren wir

h—/f (t)hdt € H fiir f € L'(G) und h € H.

(+=) Umgekehrt war im diskreten Fall 7 = po§, d.h. 7(t) = p(é;). Im allgemeinen
haben wir keine Einheit §. € L!(G) sondern nur eine approximative Einheit u; €
LY(@G), die wir Anstelle von §, verwenden kénnen. Statt §; = §; x5, = A¢(5.) sollten
wir also A\¢(u;) verwenden und folglich 7(¢) := lim; p(A\¢(u;)) setzen, wozu wir die
Existenz des Limes zeigen miissen.

Eine andere Moglichkeit ist die Identitét 7(¢). o p = po A fiir t € G des diskreten
Falls zu verwenden, d.h. 7(t)op(f) = p(\:f). Dadurch ist 7 auf p(L'(G))H eindeutig
festgelegt. Hitte L'(G) eine 1 und erhielte p diese, so wiire p(L'(G))H = H und
7 somit festgelegt. Da aber L'(G) keine 1 hat, konnen Darstellungen p : L' (G) —
L(H) DEGENERIERT sein, dabei heifit ein Algebra-Homomorphismus p : A — L(H)
NICHT-DEGENERIERT, falls p(A)H einen dichten Teilraum von H erzeugt. Falls p
ein x-Homomorphismus ist, so ist das mit p(A)h = 0 = h = 0 dquivalent, denn

=(k,p(a")h)

—
(p(A)H) ist dicht in H < (Va € Ak € H {pla)k, h) = o) = h=0
s (p(A)h:0:> h:o).

Der Raum N := {h € H : p(A)h = 0} ist klarerweise invariant, also auch N+ und
p = p|n1 +0|n, wobei p|y1 nicht degeneriert ist. Es ist also keine wesentliche Ein-
schrinkung, wenn wir nur nicht-degenerierte Darstellungen von L!'(G) betrachten.

Nun zur Existenz von lim; p(A(u;)). Fiir die Zusammensetzung mit p(f) ergibt
sich:

p(Ai(ui)) o p(f) = p(Ae(ui) x f) = (At(uz *[)) = p(Xe(f)),
da u; x f — f in LY(G) und somit (p o A\¢)(us x f) — (p o \)(f). Da p eine
Kontraktion ist, gilt [|[p(A(w))|| < || Ae(ws)]| = ||uZ|| = 1, und folglich existiert
lim; p(A¢(u;)) punktweise nicht nur auf Bild von p(f) Sondern auf ganz H. Und
somit ist 7(t) € L(H) wohldefiniert durch

7(t) := lim p(A(u;)) punktweise auf H
und es gilt ||7(t)|| < 1 sowie 7(t) o p(f) = p(A\:f) fiir alle f € L'(G). Wegen der
letzten Gleichung sehen wir auch, dafl 7(¢) nicht von der Wahl der approximierenden
Einheit u; abhéngt.
Theorem.
Fiir lokalkompakte Gruppen und Hilbert-Rdume H haben wir eine Bijektion
Hom(G,U(H)) = Hom(L'(G), L(H))

zwischen der Menge der unitdren Darstellungen 7 von G auf H und jener der nicht-
degenerierten Darstellungen p von LY(G) auf H. Letztere sind genau die nicht-
degenerierten Algebra-Homomorphismen die mit x vertauschen oder dquivalent die
Kontraktionen sind. Es entsprechen sich dabei auch die irreduziblen Darstellungen.
Es st

fh, k) /f t)h,kydt Vh,ke€ H,fe LYG),
7(t) fhrnp()\tuj) vt € G,
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wobei u; eine approzimierende Einheit von L*(G) ist. Weiters ist 7(t) durch die
Identitit T(t). o p = p o A eindeutig bestimmit.

Beweis. (—) Sei 7 : G — L(H) eine unitére Darstellung. Wie in Einleitung be-
merkt wollen wir p durch

h—/f (t)hdt € H fiirr f € LY(G) und h € H

definieren. Dazu betrachten wir die sesqui-lineare Form

+(h k) /f t)h, k) dt.

Klarerweise gilt ||b(h, k)| < ||fll1 [|R|l|%]|. Also existiert ein eindeutiger Operator
p(f) € L(H) mit (p(f)h,k) =bg(h,k) und ||p(f)|| < || fl]1. Leicht zu sehen ist, dafl
p: LY(G) — L(H) eine lineare Abbildung ist.

Weiters ist p multiplikativ, denn
(p(f*xg)h, k) //f ds (T(t)h, k) dt
7/ f(s)/ g(s™1t) (r(t)h, k) dt ds (Fubini)
G G
*/ (5)/ g(t) (r(st)h, k) dt ds (s~ 1)

/f / (T(t)h,7(s)" k) dt ds
/f ds—/f g)h, k) ds

)p(9)h, k).

Wir behaupten, daf p eine #-Darstellung (und damit eine Kontraktion) ist:
(o(f) s k) = (hy p()k) = {p(f)k, ) = bs (K, h)

/f Y dt = /f (hy w(E)R) dt

- / AT (hr(t k) di = / FE(0) (r(0)h k) d
G G

= (p(f"

Yh, k).

Die Darstellung p ist nicht degeneriert: Sei ndmlich h € H mit [|h|| = 1. Wegen
(r(1)h,h) = ||h||* = 1 und weil t — 7(t)h stetig ist, existiert eine Umgebung U in
G der 1 mit |[(r(t)h,h)—1| < & fiirallet € U. Es sei f € L'(G) mit f >0, [, f=1
und Trg(f) C U. Dann ist

{p( hh—l—/f t)h, h) dt — /f t)dt = /f h,hy —1) dt

und somit [(p(f)h,h) — 1] < [, f@) |[(r(H)h,h) — 1] dt < L [, f( = 1, dh
(p(f)h, h) # 0.

(+4) Sei p : LY(G) — L(H) ein nicht-degenerierter kontraktiver Algebra-Homo-
morphismus. Wie in der Einleitung ausgefiihrt, existiert 7(¢t) € L(H) als punk-
tweiser Limes lim; p(A¢(u;)) und erfiillt ||7(¢)|| < 1 und 7(¢)« 0 p = po\;. Wegen der
nicht-Degeneriertheit von p folgt aus der letzten Gleichung sofort, daf§ 7(1) = 1 und
T(tita) = 7(t1) o 7(t2) gilt. Folglich ist 7(t~1) = 7(¢t)~! und damit 7 : G — U(H)
ein Gruppen-Homomorphismus.
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Wir zeigen als néchstes, dafl 7 eine unitéire Darstellung ist, d.h. fiir ¢ — e konvergiert
7(t) — 1 punktweise. In der Tat A;f — f und somit ist p(f)h = lim; p(Aef)h =
lim (7(¢) o p(f))h. Also konvergiert 7(¢)(p(f)h) = p(f)h und, da das Erzeugnis der
Vektoren p(f)h dicht liegt und ||7(¢)|| < 1 ist, konvergiert 7(t) — 1 punktweise.

Um zu zeigen, daf§ die Abbildungen invers zueinander sind, miissen wir einerseits
die Gleichung

f)h, k) /f t)h,k)dt Vh,k€ H,f € L'G)

zeigen, wobei 7 die zu p assoziierte unitidre Darstellung ist. Beide Seiten stellen
stetig lineare Funktionale beziiglich f dar. Es geniigt also fiir ||h| = 1 = ||k,
€ > 0 und charakeristische Funktionen f = x4 von Baire-Mengen A mit endlichem
Haar-MaB zu zeigen, dafl

£, k) /f hkdt‘<£/f

Es existiert eine Umgebung U von e € G mit ||p(g)h — k|| < e fiir alle g > 0 mit
llgll = 1 und Trg(g) C U, denn man approximiere h durch eine linear-Kombination
von endlich vielen p(f;)h; mit ||h;|| < 1 und wihle U nach , so daB ||p(g) o
p(fi) = p(f)ll < llg* fi — filly < § fiir alle i.
Sei vorerst A=1A C U. Falls u(A) = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also a := pu(A4) > 0
und g := = f. Dann ist g beschréinkt und g > 0 und ng t)dt = 1. Fir t € A hat
A-1g kompakten Triger in U, denn fiir ' ¢ U ist ' ¢ A=A, also A N A = (), und
somit \,1g(t') = g(tt') = %f(tt’) = Ixa(tt’) = 0. Also ist ||7(t7")p(g)h — h|| =
[o(Ae-1g)h—h|| < e. Da 7(t) unitér ist, gﬂt ||P 9) ( )h|| = | ( )( (t)~"plg )h—
h)|| <e. Aus f = ag = xa folgt, daB ( —Ja f( = [,{(p

7(t)) h, k) dt. Also ist der Spezialfall bew1esen
Sei nun f = y4 mit u(A) < co und sei W eine Umgebung von e mit W~—'W C U.
O.B.d.A. ist W eine Baire-Menge. Sei ¢, eine Folge in G mit A C U,cntaW
(iiberdecke A mit einer Folge kompakter Mengen und jedes dieser mit endlich vielen
Translaten von W). Es sei A, := ANt,W. Dann ist A = (J,,c An und A, sind
Baire-Mengen mit A;*A, € (W=, 1) (t,W) = W~'W C U. O.B.d.A. sind diese
disjunkt (man ersetze A, durch A,\U,_,, 4;). Essei fn := xa, und s, := 3., f;.
Fiir jedes f; gilt die gewiinschte Gleichung, also ist wegen Linearitét

<p(8n)h,k:>—/G (1) hkdt‘_‘z p(f;)h k) — /fj hk:)dt)'
<Z /fj dtfe/sn()dt

i<n

Da s; / f punktweise, gilt ||s; — f|l1 — 0 wegen dem Satz [18, 4.11.10] von Beppo
Levi und somit folgt die gewiinschte Gleichung auch fiir f.

Fiir die andere Zusammensetzung sei p die zu 7 assoziierte Darstellung. Dann ist
PR = [ 3f(e) (r(oh k) ds = [ FE75) (r(s)hk) ds
/ f(s){(r(ts)h, k) ds (t7 s s)
= /Gf(S) (r(s)h, 7(t) k) ds = (p(f)h, 7(t)"k) = (7(t)p(f)h, k),

also gilt
por =7(t)«op,
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und somit ist 7 gerade die zu p assoziierte unitédre Darstellung.

SchlieBlich gilt p(L!(G))* = 7(G)*, woraus mittels die Aussage iiber Irreduz-
ibilitat folgt:
Falls T € L(H) mit allen 7(¢) kommutiert, dann gilt

(To(f)h, k) = (p(£)h T*k) /f (Oh.T*k) dt
/f (Tr(t)h, k) dt = /f (O)Th, k) dt = (p(f)Th, k),

d.h. T kommutiert mit p(f) fiir jedes f € L(G).
Umgekehrt, konvergiere T € L(H) mit p(f) fiir jedes f € L'(G). Es sei u; eine
approximierende Einheit von L!(G). Dann gilt

Tr(t) p(ui) =T p(Ai(ui)) = p(Ae(ui))T = 7(t) p(us) T
und da p(u;) — 1 punktweise, folgt T 7(t) = 7(t) T O

Folgerung (Gelfand-Raikov 1955).

Die irreduziblen unitiren Darstellungen einer lokalkompakten Gruppe sind Punkte-
trennend, d.h. fir jedes e # s € G, existiert so eine Darstellung p auf einem
Hilbert-Raum H mit p(s) # 1.

Beweis.

G LY(G)

lT ip /
U(H) ~—— L(H)
Es sei s # 1 in G. Dann existiert ein f € C.(G) C LY(G) mit f(s71) # f(e) und
somit \gf # f. Es sei h := A\sf — f # 0 € L}(G). Da die Darstellung von L!(G)
auf L?(G) nach injektiv ist, ist 0 # a := h x (=) € A(G). Also existiert nach
eine irreduzible Darstellung ¢ : A(G) — L(H) mit ¢(a) # 0. Die Darstellung
p: LYG) = A(G) — L(H) ist somit irreduzibel, also zyklisch und folglich nicht-
degeneriert und p(h) # 0. Also ist auch die assoziierte Darstellung 7 von G auf
L(H) irreduzibel und wegen p(Asf) — p(f) = p(Asf — f) = p(h) = ¢(a) # 0, ist
7(5) 0 p(f) = pAf) £ plf), also 7(5) £ 1. 0

7.60 Folgerung (Irreduzible Darstellungen im Abel’schen Fall).

Es sei G eine lokalkompakte Abelsche Gruppe. Dann sind die irreduziblen unitdren
Darstellungen genau die Charaktere, d.h. die stetigen Gruppen-Homomorphismen
7 : G — S'. Die irreduziblen nicht-degenerierten x-Darstellungen von L*(G) sind
genau die C-wertigen Algebra-Homomorphismen 0 # p : LY(G) — C. Und die
Bijektion

Hom(G, S') = Hom(L'(G),C) \ {0}

von ist fiir f € LY(G) durch

f) = /G F(t) () dt
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Beweis. Falls G Abel’sch ist, so gilt gleiches auch fiir L'(G).

Die irreduziblen unitdren Darstellungen 7 von G entsprechen nach genau
den nicht-degenerierten irreduziblen Darstellungen p von L'(G), und diese sind
nach 1-dimensional, d.h. H = C.

Da die punktweise Konvergenz auf L(C) mit der Norm-Konvergenz iibereinstimmt,
sind die irreduziblen unitidren Darstellungen von G gerade die stetigen Gruppen-
Homomorphismen 7 : G — U(C) = S*.

Die nicht-degenerierten Darstellungen von L!(G) auf C sind nach gerade
die kontraktiven Algebra-Homomorphismen p : L'(G) — C die surjektiv sind.
Nach ist jeder C-wertige Algebra-Homomorphismus auf einer Banach-Algebra
mit 1 hat Norm 1. Also ist jeder C-wertige Algebra-Homomorphismus p auf einer
Banach-Algebra A (ohne 1) eine Kontraktion, denn p; : A3 — C ist ein Algebra-

Homomorphismus auf 4; := A®C nach und somit ist ||p|| = |lp1]all < |1l =
1. Eine skalar-wertige lineare Abbildung p ist genau dann surjektiv, wenn p # 0 ist.

Die Bijektion aus ist im Falle H = C klarerweise durch

pmzéﬂmwﬁ

gegeben. O

7.61 Charaktergruppe.

Wie in zeigt man, dal Hom(L!(G), C) ein kompakter Raum beziiglich punk-
tweiser Konvergenz ist (dort haben wir verwendet, jedoch hat L!(G) keine
1 aber ||f|| < 1 haben wir fiir alle f € Hom(L!(G),C) vorausgesetzt). Folglich
ist Hom(L'(G),C) \ {0} ein lokalkompakter Raum und die Bijektion aus
macht auch Hom(G, S') zu einem lokalkompakten Raum. Man kann zeigen, daf
diese Topologie auf Hom(G, S*) gerade jene der gleichmiffigen Konvergenz auf
kompakten Teilmengen von G ist. Offensichtlich ist Hom(G, S') eine Gruppe bzgl.
der punktweisen Multiplikation, und man sieht leicht, daf G = Hom(G, S1) eine
topologische Gruppe ist, die sogenannte CHARAKTERGRUPPE von G, aller stetigen
Gruppen-Homomorphismen G — S*, den sogenannten CHARAKTEREn. Wir wollen
nun die Variablen in dem Homo6omorphismus

F:G — Hom(L(G),C) \ {0} C Hom(L (G),C), T (f — / FO) () dt)
G
vertauschen, d.h. die assoziierte Abbildung
LNG) = C(G,0), fr (rm / OOLD
G

betrachten. Dies ist ein *-Homomorphismus, da F (1) ein *-Homomorphismus ist
fir alle 7 € G. Um eine bekanntere Form zu erhalten, setzen wir diesen noch mit
dem *-Isomorphismus

' C(G.C) = C(G.C), g (7 9(7) = g(2)

zusammen und erhalten so folgenden x-Homomorphismus F:

Theorem. Fourier-Transformation.
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Es sei G eine lokalkompakte Abelsche Gruppe und G ihre Charaktergruppe. Dann
existiert ein x-Homomorphismus

F:LYG) - C(G,C), fH(Tr—)/f(t)?t)dt). O
G

Satz von Parseval.

Die Fourier-Transformation einer Funktion f € L'(G) liefert also eine Funktion
F(f) : G — C. Diese mu aber nicht integrierbar sein, siehe [18, 5.4.7]. Schriinkt
man die Fouriertransformation aber auf L'(G) N L?(G) ein, so hat sie Werte in
LY(G) N Co(G) C L*(G) N L*(G) und bei geeigneter Normierung des Haar-Mafes

auf G und G ist sie eine Isometrie beziiglich der 2-Norm. Wegen der Dichtheit von
LY(G) N L?(G) 148t sie sich zu einer surjektiven Isometrie

F:L*(G) = L*(G)

ausdehnen. Das ist der Satz von Parseval.

7.62 Pontryagin’s Dualitéits Satz.

Die Abbildung § : G — G, g+ evy ist ein Gruppen-Homdomorphismus.

Fiir einen Beweis siehe [13, Vol.2].

7.63 Beispiel.

Es sei G := R. Dann ist t — (s +— €/*) ein Gruppen-Homomorphismus von R mit
der Charaktergruppe G = Hom(R, S'). Beziiglich dieses Isomorphismus sieht die
Fourier-Transformation wie folgt aus

F(f)(s) = /+OO ft)ye ™ dt fir f € L'(R) und s e R~ R

— 00

Vergleiche dies mit der Fouriertransformation aus [18, 8.1.2].

Beweis. Es sei ¢ : R — S ein stetiger Gruppen-Homomorphismus. Dann existiert
wegen ¢(0) =1 ein § > 0 mit foé o(x)dx =:a > 0. Es ist

4 o z+6
aw(w):w(fﬂ)/o so(y)dy:/o w(x+y)dy:/ p(2) dz.

Da a # 0 gilt p(z) =1 ff“ »(y) dy, also ist ¢ differenzierbar und es gilt:

oy o P h) —o(x) () —(0) /

¢'(z) = lim Y = p(z) lim - = ¢(2) ¢'(0).
Also ist @(z) = e? (07 weil p(0) = 1. Wegen 1 = |o(z)] = [e# (7] ist ¢'(0) € iR,
d.h. p(z) = € fiir ein s € R. Folglich ist Hom(R, S') = (R, +), und beziiglich
dieses Isomorphismuses ist F(f)(s) = [, f(x) e " dx. O

Beispiel.

Es sei G := S'. Dann ist k + (2 — 2*) ein Gruppen-Homoomorphismus von Z mit
der Charaktergruppe G = Hom(S?!, S1). Beziiglich dieses Isomorphismus und der
Identifizierung L'(S1) 2 L'[—m, 7] sieht die Fourier-Transformation wie folgt aus
1 [t ; =
F(f)(k) = — (t)e "k dt fiir f € L*([—m, 7)) und k € Z = S*.

~ o o

=

Vergleiche dies mit den Fourierkoeffizienten in [18, 5.4].
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Beweis. Es ist h : t + e ein stetiger surjektiver Gruppen-Homomorphismus

von R — S'. Also definiert A* : Hom(S!, S*) — Hom(R, S') 2 R einen injektiven

Gruppen-Homomorphismus. Und zwar ist s € R genau dann im Bild, wenn x — %%

27-periodisch ist, d.h. s € Z ist. Somit ist also Hom(S!, S!) = Z und beziiglich

dieses Homomorphismuses und h* : L'(S1) 2 L[, «1] sieht F wie folgt aus:
FHk) =~ [ fwyei*a. O

T o r
Beispiel.
Es sei G := Z. Dann ist a — (k — a*) ein Gruppen-Homéomorphismus von S' mit

der Charaktergruppe G= Hom(Z, S*). Beziiglich dieses Isomorphismuses sieht die
Fourier-Transformation wie folgt aus

+oo
F(f)(a) = Z f(k)a™" fiir f € LY(Z) und a € S* = 7.
k=—o0

Vgl. dies mit der Fourierreihe in [18, 5.4].

Beweis. Jeder Gruppen-Homomorphismus ¢ : Z — S' ist eindeutig durch seinen
Wert a := (1) € S! bestimmt, denn (k) = @(Z?Zl 1) = ¢(1)*. Folglich ist
G5t Beziiglich dieses Isomorphismuses sieht F nun wie folgt aus:

F(f)a)=> fkya* DO

k€Z

7.64 Satz von Wiener.

Es sei f(t) :== ) pcn fr e eine absolut konvergente Fourierreihe. Falls f nirgends
verschwindet, so ist auch % in eine absolut konvergente Fourierreihe entwickelbar.

Beweis nach Gelfand. Es ist A := L'(Z,C) beziiglich der Faltung eine kom-
mutative Banach-Algebra mit 1. Nach und dem letzten Beispiel in
werden die Algebra-Homomorphismen p € o(A) := Alg(A4,C) gerade durch die
a € S = Hom(Z, S) =: Zviap: f s > pez fra™* beschrieben. Die Gelfand-
Transformation

G:A— C(c(A),C), frrevi:p—p(f))

aus bildet also bis auf diesen Isomorphismus f € L!(Z,C) auf a > onez fr ak
ab, ist also gerade F. Es ist F(f) € C(S',C) = C5,(R,C). Als Element von
C2r(R,C) ist F(f)(t) := Y ez fre ™. Falls F(f) nirgends verschwindet, so ist
1/F(f) € Corx(R, C) ebenfalls im Bild der Gelfand-Transformation (und somit eine
absolut konvergente Fourier-Reihe), denn wenn G(f) nirgends verschwindet, so ist
p(f) = G(f)(p) # 0 fir alle p € Alg(A,C) und somit 0 ¢ o(G(f)) = o(f), d.h. f
ist invertierbar in A und offensichtlich gilt 1 = G(f~1f) = G(f~1)G(f), also ist
- 1
G = 5.
N 7.63 ~
LY(Z,C) —T— C(Z,C) —— C(5",C) — C2:(R, C)

zl o

A C(Alg(4,C),C) O
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8 Spektral-Theorie normaler Operatoren

Es sei N € L(H) ein normaler Operator, dann ist die von N erzeugte Teil-C*-
Algebra C*(N) kommutativ und somit nach isomorph zu C(X,C), wobei
X := o(N) C C kompakt ist. Die Inverse des Gelfand Isomorphismuses G liefert
also eine Darstellung

p: C(X,C) —=5 C*(N) C L(H),

den Funktionen-Kalkiil aus . Eine eingehende Untersuchung dieser Darstel-
lung sollte uns auch wesentliche Informationen iiber normale Operatoren liefern.
Wir nehmen also zunéchst das Studium der Darstellungen Abelscher C*-Algebren
wieder auf.

Darstellungen Abelscher C*-Algebren und Spektral-Mafle

In diesem Abschnitt sei X ein kompakter Raum und H ein Hilbert-Raum. Die irre-
duziblen *-Darstellungen von C(X, C) sind nach 1-dimensional, d.h. Algebra-

Homomorphismen p : C(X,C) — C nach ’7.9 ‘ Nach ’6.42‘ sind diese genau die
Punktevaluationen ev, mit x € X. Allgemeiner entsprechen den stetig linearen
Funktionalen in C(X,C)* nach dem Riesz’schen Darstellungssatz genau die
regulidren komplexen Borel-Mafle auf X. Die o-Algebra B(X) der Borel-Mengen
wird per Definition von den kompakten (dquivalent, offenen oder abgeschlossenen
Mengen) erzeugt, siehe . Ein regulidres komplexes Borel-Mafl auf X ist eine
o-additive Abbildung p: B(X) — C die

1l(A) = sup{|ul(K) : K € A, K kompakt}

erfiillt. Dabei ist der Absolutbetrag |u| eines komplexen Mafles p jenes positive
Mafl, welches durch

|pe|(B) = sup{z |i(Bp)| : B € B,B = |_| B,,, B, paarweise disjunkt}
n=0

n=0

definiert ist. Der isometrische Isomorphismus
C(X,C)* 2 M(X) := {p: p ist reguliires komplexes Borel-Maf} auf X},

ist durch (f — [y f(z)du(x)) <= p bzw. p(B) = [ xB(x)du(z) gegeben, dazu
mufl man allerdings das Funktional erst auf die Funktionen xp erweitern. Die
Variations-Norm auf M (X) ist durch ||p] := |u|(X) definiert.

In Analogie zum Riesz’schen Darstellungssatz sollte eine Darstellung p :
C(X,C) — L(H) sich als p(f) = [y f(x)dP(z) fiir eine Art “Maf” P mit Werten
in L(H) sein.

8.1 Bemerkung.
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Es sei p : Borel,(X) — L(H) eine *-Darstellung der Algebra Borel,(X) der beschrinkten

Borel-mefibaren Funktionen X — C, weiters x : B(X) — Borely(X) die Ab-

bildung, die jedem B € B(X) die charakteristische Funktion xp zuordnet und

P:=pox:B(X)— Borel,(X) = L(H). Es gilt xp,nB, = XB, * XB, und somit ist
P(Bl) O P(B2) = P(Bl n Bg) = P(Bg) o P(Bl)

Insbesonders ist P(B) = P(B N B) = P(B)?, d.h. P(B) ist idempotent, und

P(B)* = p(xB)* = p(XB) = p(xB) = P(B), d.h. P(B) eine ortho-Projektion.

Orthogonal-Projektionen P € L(H) stehen in bijektiver Beziehung zu abgeschlosse-
nen Teilriumen E C H, via E = Bild P = (Ker P)*, denn die eindeutige orthogonal-
Projektion P € L(H) mit Bild F ist durch z — x; gegeben, wobei x = x1 + o die
eindeutige orthogonale Zerlegung von H in E @ E-* ist.

Wir haben die Relation des Enthaltenseins fiir abgeschlossene Teilrdume und auch
eine partielle Ordnung fiir positive Operatoren aus . Wir setzen diese Ord-
nungen fiir orthogonal-Projektionen nun in Beziehung zueinander.

8.2 Lemma. Beschreibung der Ordnung.
Fiir zwei orthogonal-Projektion Py und Py sind dquivalent.

1. P, < Py

| Prz||? < || Poz||? fiir alle x;
Ker P; O Ker Psy;

Bild P, C Bild Py;

P = PoPy:

CU R W

Beweis. ( & ) Nach ist Py < Py & (Pyz,x) < (Pyx,z) fiir alle z, und
(Pjx,z) = (me,x) = (Pjx, Pfx) = | Pz

(2]=[3]) Es folgt aus Py(x) = 0, daB 0 < || P (2)|| < || Px(z)]| = 0, also Py (z) = 0.

(3]« [4]) Gilt wegen Bild P; = (Ker P;)*.

( = ) Es ist 2 = 29 + 21 mit 29 € Ker P, C Ker P, und z; € (Ker P,)* =
Bild PQ. Somit ist (PloPQ):c = Pl(PQ(’JJ())+P2($1)) = Pl(l'l) = P1(1‘0+I‘1) = Pl(ﬂi‘)

(5]=[2) Esist | Prz|| = |P(Paz)l| < | P1]| | Paal| < 1] Po]. N

8.3 Lemma. Beschreibung von Orthogonalitit.

Es seien Py und Py zwei orthogonal-Projektionen. Dann steht Bild Py und Bild P
genau dann aufeinander normal, wenn Py o P, =0 ist.

Beweis. Es ist Bild P; | Bild P, genau dann, wenn Bild P, C (Bild P;)* = Ker P,
d.h. P, o P, = 0 ist. O

Wir wollen als néchstes untersuchen welche Operationen dem Bilden des Durch-
schnittes und der orthogonalen Summe von Teilrdumen auf der Seite der orthogonal-
Projektionen entsprechen.

8.4 Lemma. Beschreibung orthogonaler Summen.

Es seien P; orthogonal-Projektionen mit paarweise orthogonalen Bildern. Dann ist
die orthogonal-Projektion auf den von |J, Bild P; erzeugten abgeschlossenen Teil-
raum €, Bild P; durch ), P; gegeben. Dabei konvergiert diese Summe zwar punk-
tweise, aber nicht beziiglich der Operatornorm.
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Beweis. Es sei E; := BildP, = (Ker Pi)L. Dann ist der von |J, E; erzeugte
abgeschlossene Teilraum von H durch

DE: = {Zh chi € Ejund Y [|hg]® < oo}

gegeben. Denn wegen dem Satz [18, 6.2.3] von Pythagoras (|| >, hil|? = X, [[hi|?)
konvergiert einerseits >, h; und ist andererseits diese Menge ein abgeschlossener
Teilraum, welcher alle F; enthilt.

Jedes h € H 148t sich eindeutig, als h = h +>_, h; mit hy € (D, E;)* und >, h; €
@, E; schreiben. Es ist P;(h1) = 0, P;(h;) = h; und P;(h;) = 0 fiir i # j. Fol-
glich gilt fiir das Netz der endlichen Teilsummen (3 ,cp P)h =3 ,cphi = >, hi.
D.h. die endlichen Summen } _, . P; konvergieren punktweise gegen die orthogonal-
Projektion h = hy + 3 . h; = >, h; mit Bild @, E;. O

Fiir den Durchschnitt haben wir folgende Entsprechung.

8.5 Lemma. Beschreibung des Durchschnitts.

Es seien fir 1 < i < n paarweise kommutierende orthogonal-Projektionen P;
gegeben. Dann ist die orthogonal-Projektion auf (), Bild P; durch Py o Pyo...o P,
gegeben.

Beweis. Es geniigt diese Aussage fiir n = 2 zu zeigen, denn der Rest folgt mittels
Induktion. Wegen der Vertauschbarkeit ist (P; o P2)2 = Pyo Pyo Pyo Py = (Py)?o0
(P2)2 = P1 o Pg und (P1 e} P2)* = (Pg)* e} (Pl)* = P2 o P1 = P1 e} PQ, d.h. P1 e}
P, ist eine orthogonal-Projektion. Es gilt Bild(P; o P;) C Bild P; und wegen der
Vertauschbarkeit auch Bild(P; o P») = Bild(P; o P;) C Bild P,. Also ist Bild(P; o
P,) C Bild P, N Bild P,. Sei nun umgekehrt A € Bild P; N Bild P,. Dann ist (P o
Pg)thl(Pgh):Pl(h):h, d.h. hEBlld(Pl OPQ) O

8.6 Beispiel. Darstellung durch Multiplikation.

Es sei p1 ein Borel-Maf} auf einem kompakten Raum X und p : f — My die Darstel-
lung von L (p) auf L?(p) durch Multiplikations-Operatoren My : g — f - g.

B(X) "= L(L2(n))

5 k
Borel, (X, C) —= L*(y)

Die Abbildung B — P(B) := p(x ) ist im folgenden Sinn c-additiv:
By € B(X), abzihlbar, paarweise disjunkt = P(| |zcp, B) = >_pep, P(B), wobei
die Summe punktweise konvergiert.

Beweis. Wir haben bereits in gesehen, daf} alle P(B) orthogonal-Projektionen
sind und da8 P(B1NBy) = P(B;)o P(By) ist. Folglich stehen fiir disjunkte By und
B, die Bilder von P(B;) und P(B2) nach normal aufeinander. Nach ist
>_Bep, L(B) die ortho-Projektion auf Py, Bild P(B). Das Bild von P(B) ist
offensichtlich {g € L*(u) : glx\s = 0}. Und insbesonders jenes von P(| ¢z, B)
gerade {g € L*(n) : glx\Us, = 0} = {Xpep, 98 € L*(1) : gplx\p = 0} =
@D e, Bild P(B) mit gp := x5 - g € L*(1). O

8.7 Definition. Spektral-Maf3.
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Wir nennen eine Abbildung P : B(X) — L(H) definiert auf der Borel-Algebra (oder
irgendeiner o-Algebra B eines Raums X)) ein SPEKTRAL-MASS auf X beziiglich des
Hilbert-Raums H, falls folgendes gilt:
1. VB € B: P(B) ist orthogonal-Projektion.
2. P(X)=1und P(0) =0.
3. By C B, abzihlbar, paarweise disjunkt = P(||gcp, B) = Y. pep, P(B)
punktweise.

Beachte, daf} diese wegen () im Fall H = C den {0, 1}-wertigen Mafien entsprechen.

8.8 Lemma. Elementares iiber Spektralmafle.

Fiir Spektral-Mafle P gelten folgende Aussagen:

1. Falls By N By =, dann ist Bild P(B;) L Bild P(B3).
2. Es ist P(By N By) = P(By) o P(By).
3. Das Spektral-Mafl P ist monoton.
4. Fir h,k € H ist durch Py, (B) := (P(B)h, k) ein komplezes Borel-Majf$ auf
X gegeben mit totaler Variation || Pkl < ||h| k|| Insbesonders ist P, p, ein
positives Borel-Map.
Beweis.

() Es seien B; und Bs disjunkt. Angenommen die Bilder von P; := P(B;) und

P, := P(B;) stehen nicht aufeinander normal, d.h. P, o P; # 0 nach . Sel
x € Bild P, mit Pox # 0. Dann ist

[(P1 + Po)x||* = (x + Poyx,x + Pox) = ||z||* + 3| Paz|> > [l]|?,
also ist Py + P, = P(B; U By) nach |7.40.3| keine Orthogonal-Projektion, ein
Widerspruch.

() Sei nun B; und By beliebig und Py := P(B; \ Ba), P> := P(By \ B;) und
Py := P(B; N By). Dann sind Py, P, und P, nach () paarweise orthogonale
Projektionen. Weiters ist

P(B1) = P((B1\ B2) U(B1NBy)) =P + P,
P(Bs) = P((B2\ B1) U(B1 N By)) = P+ F.
Folglich ist
P(By)o P(By) = (Pi+ Py)o (Py+ Py)
=PioP,+PhoPs,+ P oPy+ PhoPy=04+04+0+Fp
— P(B, N By)

(3)) Es sei By C By, dh. By = By N By und somit P(By) = P(B; N By) =

P(By) o P(By), d.h. P(B;) < P(By) nach 8.2}

() Es ist p := Pj, 1, ein komplexes Borelma$, denn aus P(| |, B;)h = Y, P(B;)h
fiir paarweise disjunkte Borel-Mengen B,, folgt die o-Additivitdt von p wie folgt

u(|_| Bi) - <P(L| Bi)h, k:> - <Z P(Bi)h,k> = D (P(BhK) =" u(By).
Es ist |u(Bj)| = o p(Bj) mit a; € ST C C. Damit ist

1By = 3 oy (P(By)hK) = (3 oy P(By)h. k) < |37 o P(B; | [1k].
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Da die P(B;)h paarweise orthogonal stehen, ist
2 2 2
IS PBn|| =3 llagPB)nl2 = | PBon| - = |[P(LIB;)A| < )2
J J J J
und somit ist 3 |p(Bj)| < [[A[ |[E]l, dhe [[ul] < |[R[ [E]- 0

8.9 Definition. Operator-Topologien.
Wir werden folgende Topologien auf L(H) verwenden:

1. Die NOrRM TOPOLOGIE, das ist die Topologie der gleichmifligen Konver-
genz auf der Einheitskugel (oder auf beschrinkten Mengen) von H. Eine
erzeugende Norm ist die Operatornorm ||T|| := sup{||Tz| : ||z] < 1};

2. Die STARKE OPERATOR TOPOLOGIE (SOT), nédmlich die punktweise Kon-
vergenz auf h € H. Sie hat als Subbasis der Seminormen T — ||T'(h)]| fiir
alle h € H;

3. Die SCHWACHE OPERATOR TOPOLOGIE (WOT), nidmlich die punktweise
Konvergenz beziiglich der schwachen Topologie o(H, H') auf H. Sie hat als
Subbasis der Seminormen T+ |(T'h, k)| fiir alle h, k € H.

Lemma.

Die Involution * ist stetig beziiglich der WOT. Die Komposition ist getrennt stetig
beziiglich der WOT und auch beziiglich der SOT.

Beweis. Es ist (T*h,k) = (h,Tk) = (Tk,h) und folglich konvergiert (T;*h,k) —
(T*h, k) falls (Tik, hY) — (Tk, h) fiir alle b, k € H.

Esist ((T'oS)h,k) = (T'(Sh), k) und folglich konvergiert mit 7; — T auch T; 0 S —
T o S beziiglich WOT.

Schlieflich ist (STh, k) = (Th,S*k) und somit konvergiert (ST;h, k) — (STh, k)
fiir alle h, k € H falls T; — T beziiglich der WOT.

Falls T; — T in der SOT, dann ist T;(Sh) — T'(Sh) fir h€ H,dh. T;05 - To S
in der SOT und weiters T;h — Th und somit S(T;h) — S(Th), dh. SoT; —» SoT
in der SOT. O

Wir wollen nun zu einem Spektral-Mafl P auf X eine Darstellung p von C(X,C)
und allgemeiner von Borel, (X, C) konstruieren. Dabei soll fiir f € Borel, (X, C)

Mﬁ:AﬂmM@

sein. Dazu miissen wir diesem Integral einen Sinn geben. Hierzu betrachten wir
zuerst das Integral beschrinkter Borel-mefibarer Funktionen beziiglich eines kom-
plexen Borel-Mafles p auf X.

8.10 Proposition. C-wertige Integration.

1. Dichtheit der elementaren Funktionen in Borel,(X,C) bzgl. ||_||c:
Fiir jede beschrinkte Borel-mefsbare Funktion f: X — C und ¢ > 0 existiert
eine Zerlegung von X in endlich viele Borel-mefibare Mengen B; mit

sup{|f(z) — f(a')| : @,2" € B;} < ¢ fiir alle j.
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2. Approximation des Integrals durch Summen:
Falls v ein C-wertiges Borel-Maf$ auf X ist, f € Borely(X,C) und fire > 0
die B; wie in (1) und x; € B; gewdhit sind, so ist f bzgl. p integrierbar und
es gilt:

‘/de“ - if(xj)ﬂ(Bj)‘ < el

3. Einbettung von Borel,(X,C) in M(X,C)":
Der Banach-Raum Borely(X) := Borely (X, C) der beschrinkten Borel-mef-
baren Funktionen auf X bzgl. der Supremumsnorm bettet sich vermdge der
Abbildung f — (u — [y f(z)du(x)) isometrisch in M(X,C) = C(X,C)"
ein. Dabei ist M(X) := M(X,C) der Banach-Raum der reguliren C-wert-
igen Borel-Mafe bzgl. der Variationsnorm.

4. Schwache Dichtheit von C(X,C) in Borely(X, C):
Fiir jedes f € Borely(X) existiert ein Netz stetiger Funktionen f; € C(X)
mit || filloo < |flloo und f; — f beziiglich o(M(X)', M(X)), d.h. fx fidp —
[ fdu fir alle p e M(X).

Beweis. () Es sei f € Borely(X) und ¢ > 0. Wir wiihlen eine Uberdeckung

von {z € C: |z| < | f|lco} mit endlich vielen offenen Béllen U; mit Radius § und

Mittelpunkten z;. Es sei By := f~1(Uy) \Uj<k f7Y(U;). Dann bilden die B; eine
Zerlegung von X in mefbare Mengen und fir z,2’ € By gilt: |f(z) — f(z')] <
[f(@) =zl + 12 = f@) <5+ 5 =e

() Fiir beliebige fix gewéhlte z; € B; ist somit

‘(f‘Zf(%)XB,-)(JC)‘ =|f(z) — f(z;)| < e fiirxz € B;

<e.

= Hf - Zf(mj)XBj

Sei nun p ein C-wertiges Borel-Maf3 und x; € B; beliebig. Dann ist
|3 i, du| = [ ¥ 1) By
X i
<D 1F @B < I flloe D 11BH)] < [1f oo 1]
J J

Somit ist wegen || f—>_, f(z;)xB; |l < € nach dem Satz [18, 4.11.12] von Lebesgue
iiber dominierte Konvergenz f bzgl. 1 integrierbar und [y fdu =lim [ 37, f(2;)xB,-
Insbesonders ist

[ £au] <181

und

[ ran= Y s us| =| [ (£ 3 fans, ) du

< Hf - Zf(xj)XBj
J

il < ellpll-
o0
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(3])) Wegen ‘ffd,u‘ < || flloo 2]l ist f = (u = [ fdu) eine Kontraktion. Um zu
zeigen, dafl dies sogar eine Isometrie ist, sei € > 0. Dann existiert ein z € X mit
|f(@)| > || flloo —€. Es sei p,, das Punktmafl von z, d.h. p,(B) = 1, falls 2 € B und 0
sonst. Danm st |z, | = 1 und somit [+ [ fdull > | [ fdpa] = [f(2)] > |f]loc .

() O.B.d.A. sei ||f|| < 1. Dann ist dies eine Konsequenz des folgenden Lemmas
fir £ :=C(X,C). O

8.11 Lemma.

Es sei I/ ein normierter Raum.
Dann ist der 1-Ball von E im 1-Ball von E" bzgl. o(E",E') dicht.

Beweis. Es sei B der o(E”,E’') Abschlufl der 1-Balls von E in E”. Wir wollen
zeigen, daff der 1-Ball von E” in B enthalten ist. Angenommen nicht, dann sei
2" € E”\ B mit ||2”| < 1. Nach dem Trennungssatz existiert ein a’ €
(E",0(E",E")) = E' und ein o € R mit

Re((z',z)) < a < Re((z',2")) fiir alle z € B.
O.B.d.A. ist @ = 1, denn da 0 im 1-Ball von E liegt ist 0 < o und wir kénnen die
Ungleichung durch « dividieren und z’ durch éz’ ersetzen.
Fiir ||z| < 1 sei 9 so gewihlt, daB |[(z/,2)| = e7* (2/,2). Dann ist ¢’z € B und
somit

{2’ 2)| = Re(e™™ (2’ 2)) = Re((2, e 2)) < 1
fiir alle ||z]| <1, also ist ||2’|] < 1 und

1 < Re((a',2")) < [(2',2")] < [l’]| l2"]] < 1

liefert einen Widerspruch. O

8.12 Folgerung. Operator-wertige Integration.
Es sei P: B(X) — L(H) ein Spektral-Majs.

1. Operator-wertiges Integral:
Fiir jedes f € Borely(X,C) existiert ein eindeutiger Operator

/fdP:/f(x)dP(x)eL(H) mit
b'e b'e

<(/ fdp)h7k>:/fdPh,kfiiralleh,keH.
X X

2. Approximation des Integrals durch Summen:
Falls fir f € Borely(X,C) und € > 0 die Familie {Bs,...,B,} eine Zer-

legung von X wie in | 8.10.1] ist, dann gilt fir beliebig gewdhlte x; € B;
folgende Abschdtzung:

n fdP—jéf(an(Bj)

3. Darstellung von Borel, (X, C) auf H:
Die Zuordnung f — fX f dP definiert eine x-Darstellung p : Borel,(X,C) —
L(H) der Abelschen C*-Algebra Borely(X,C) aller beschrinkten mefibaren
Funktionen auf X. Diese ist stetig bzgl. o(Borely, M(X)) und der WOT.
Durch Einschrinkung erhalten wir auch eine x-Darstellung von C(X,C).

‘Sa.

andreas.kriegl@univie.ac.at © 11. Juni 2019 175



DARSTELLUNGEN ABELSCHER C*-ALGEBREN UND SPEKTRAL-MASSE 8.12

Beweis. ((1]) Nach[8.8.4] und [8.10.2]ist b(h, k) := [y fdPy, € C fiir alle h, k €
H wohldefiniert und b eine sesquilineare Form mit ||bH < |Iflloo nach |8.10.3 | Also

existiert nach ein eindeutiger beschréinkter Operator, den wir mit [  [dpP
bezeichnen, sodaf

<(/dep)h,k>:b(h,k):/xfdph,ke(Cfﬁraueh,keH.

() Sei nun eine Zerlegung {By, ..., B,} von X wie in |8.10.1 | gegeben. Fiir z; €

Bj ist dann

/f )dP(x hk> Z () hk:)’

= ‘/ fClthJC - Zf(mj)Ph,k(Bj)
X =1

<e|Prkll nach|8.10.2
<e|lhfl ||| nach [8.8.4]

Folglich ist

H/X faP =" f(;) P(B))| <

() Wir zeigen die Multiplikativitéit, die restlichen algebraischen Eigenschaften
sind einfacher zu zeigen. Sei dazu f; und fo mefibar und € > 0. Wir wéhlen eine
Zerlegung {Bs,...,B,} von X in Borel-Mengen und z; € Bj;, sodal sup{|f(x) —

f(@)] sz &’ € B;} < e fir alle f € {f1, fo, fif2} und alle j € {1,...,n}. Nach

ist dann

| [ rar- 37 P <t g € (o el
Da die Bilder von P(B;) normal aufeinander stehen ist
|(3 st pm)]| = X 1) PBMI? = D7) VP
] ;
< 171 SZIPB = 111 |>> P
g

= 1712 HP(U B = 71 P

und wegen () ist
| [sar] <11
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Mittels der Dreiecksungleichung erhalten wir:

| 5sear= ([ nar) ([ rar)]

<||[ £i12dP =3 e ata) P(B)

|32 ) falay) PBY) = (3 A1) P(B)) (X falay) P(B)) |
+[|(3 e PBY) (X fala) P(B)) - [ adP)|
+ (Zfl(xj)P(Bj)—/fldP) (/fgdP)H

Wegen P(B;) P(Bj/) = P(B; N Bj) = P() = 0 fiir j # j' ist der zweite Term 0.
Und wegen || > f(z;) P(Bj)|| < || flles fiir f € {f1, fo} ist schlieBlich

| [ £i02ap = ([ 1) ([ ar)| <+ 10w + el

Da & > 0 beliebig war folgt [ fi fodP = ([ f1dP) ([ fodP).

Die *-Homomorphie folgt aus
[Fap= S T@ Pms) = (X fw) Pmy) = ([ 1ap)”

Die schwache Stetigkeit gilt, da fiir f; — f in o(Borel,, M (X)), also [ fjdu —
[ fdu fiir alle 4 € M(X) und mit p := Py, 5 insbesonders

<(/fde)h,k>:/fdeh7k—>/fdPh,k:<(/fdP)h,k>,

also [ fjdP — [ fdP bzgl. WOT gilt. O

8.13 Theorem (Pendant zum Darstellungssatz von Riesz).

Es sei X ein kompakter Raum und H ein Hilbert-Raum.
Dann stehen die x-Darstellungen p von C(X,C) auf H in bijektiver Beziehung zu
den Spektral-Mafien P auf X beziiglich H via der Relation

p(f) :/ f(x)dP(z) fir alle f € C(X,C).
X
Kurz gesagt:
Hom(C(X, C), L(H)) = M(X, L(H)),
wobei M (X, L(H)) die Menge der Spektral-Mafie auf X bzgl. H bezeichnet.

Beweis. (<« ) Dies ist .

(—) Wie beim Riesz’schen Darstellungssatz erweitern wir p zuerst zu einer Darstel-
lung p von Borel, (X, C) um das Spektralmafl P danach als P := po x zu erhalten:
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(p = p) C(X)¢ , L(H)
Da Borel,(X) nach als Teil-
raum von C(X)"” aufgefaBt wer-

den kann, liegt es nahe dazu die

biduale Abbildung Borel, (X) 5
p** . C(X)// N L(H)//

zu verwenden. c(x)" r L(H)"

Leider ist aber der Raum L(H) nicht reflexiv und wir kénnen E

hochstens hoffen eine Retraktion (d.h. ein Linksinverses) 7 zur ’
kanonischen Einbettung § : L(H) — L(H)"” zu finden.

Die kanonische Einbettung 0 : ' — E” eines Banach-Raums E s
in seinen bidual-Raum hat folgende Eigenschaft: Fiir jedes stetig

lineare Funktional ¢ € E’ gilt evyod = ¢, denn (evy0d)(z) = v
evy(d(x)) = 0(z) () = £(x). B
L(H) id L(H) Fir h,k € H sei das lineare Funktional £} j :

L(H) — C durch ¢, ,(T) := (Th, k) definiert.

Es gilt |[€nx(T)| = [(Th, k)| < [T [[A][|[K]]. Also
ist 0y, stetig mit ||€p, x| < ||h| ||k||. Das gesuchte 7
miifite also £ o7 = evy, , erfiillen, und ist durch
diese Eigenschaft auch schon eindeutig festgelegt,
da die Funktionale ¢}, ;, Punkte trennen.

Diese Bedingung bedeutet, dafl fiir ¥ € L(H)"” folgendes gilt: (7(V)h, k) = €y ©
T)(¥) = (evy, . )(¥) = W(lhk). In der Tat ist nach ein stetig linearer Operator
7(¥) durch diese Gleichung definiert, denn (h, k) — W(¢, %) ist offensichtlich eine
sesqui-lineare Form mit [W (¢ )| < [[¥|| [[€nkll < TR ]|E]. Also ist ||7(¥)| <
19|, d.h. 7 : L(H)" — L(H) ist eine Kontraktion und klarerweise linear.

Bemerkung: Fiir Banach-Réaume E und F' hat man allgemeiner ein 7 : L(E, F)" —
L(E, F"), welches zusammengesetzt mit § : L(E,F) — L(E,F)” die Inklusion
0« : L(E,F) — L(E, F") liefert.
Dabei ist 7 assoziiert zur 3-linearen Form

L(E,F)' x Ex F' — L(E,F)" x L(E,F) — C,
welche durch die bilineare Abbildung E x F' — L(E, F)’, die seinerseits zu E x
F'x L(E,F) —- F'x Ex L(E,F) — F' x F — C assoziiert ist, beschrieben wird.

Wir haben also folgendes kommutatives Diagramm erhalten:

C(X) & L(H)

. f“‘mtk P
T e Lh,k

Borel, X)“ ; C

( T
/..-év'um W,\
) L(H)”
P

s
cx)” =
Dabei ist durch g := (7 0 p**)|gorel, (x) €ine lineare Erweiterung von p definiert die
18l < 70 ™| < 7l lpll < 1-1 =1 extitll.

Weiters ist pp 1= fp © p ein stetig lineares Funktional auf C'(X), und kann
somit als reguldres Borel-Maf} aufgefait werden. Das untere Dreieck kommutiert,
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da fiir € := £}, € L(H)' folgendes gilt: (ev, op™*)(®) = ev(p™(®)) = p**(®)(¢) =
O(p*(£)) = (Lo p) =evip(P), und Lo p =Ly 0 p =: pp k. Also gilt

/ f(x) dpn g,
X

und folglich ist p auch stetig von Borel,(X) mit der Topologie o(Borel(X), M (X))
nach L(H) mit der WOT. Da C(X) in C(X)" = M(X)' nach dicht liegt
beziiglich der Topologie o(M(X)', M (X)), liegt es auch in Borely(X) dicht beziig-
lich der Spurtopologie o(Borel,(X), M (X)).

(p(F)h, k) = (hg 0 p)(f) = evp, , (f)

Dies benutzen wir nun um die Multiplikativitéit von p zu zeigen:

Sei also f € Borel,(X). Nach existiert dazu ein Netz f; € C(X), mit
J fidpw — [ fdp fir alle 4 € M(X). Da mit g € Borel,(X) und g € M(X) auch
g i definiert durch (gp)(f) :== [y fgdp in M(X) liegt (denn gpu : C(X) —4—
Borely(X) — M(X) —“— C ist stetig nach ), gilt fig — fg in der
schwachen Topologie o(Borel,(X), M (X)) und somit 5(f;g) — p(f g) beziiglich
der WOT. Ist insbesonders g € C(X), dann gilt p(fi g) = p(fi g) = p(fi) o p(g) —
p(f) o p(g) beziiglich der WOT, da die Komposition in der ersten Variablen stetig

ist beziiglich der WOT nach . Folglich ist p(fg) = p(f) o p(g). Ist nun g €
Borel,(X) beliebig, so folgt p(fig) = plg fi) = plg) o p(fi) — p(g) o p(f) in der
WOT, da die Komposition auch in der zweiten Variablen stetig ist beziiglich der

WOT nach . Also ist p(g f) = p(g) o p(f).

Um zu zeigen, daf p eine x-Darstellung ist, miissen wir nur noch die x-Homomor-
phie zeigen.
Sei wieder f € Borelp(X) und f; € C(X) ein Netz wie zuvor. Fiir p € M(X)

sei das Maf 7z definiert durch 7z(B) = p(B). Dann gilt beziiglich der WOT, dafl
p(fi) = p(f) und somit p(f;)* — p(f)* nach . Andererseits: Wegen [ f; du =
[fidi = [fdp = [ fdp fiic jedes MaB p, folgt p(fi)* = p(fi) = p(f), d.h.

5(1)" = i),

(p — P) Nun wollen wir ein Spektral-Mafi P durch P(B) := p(xp) fiir alle Borel-
Mengen B definieren.

Wir haben in gezeigt, dal P(B) eine orthogonal-Projektion ist, P(X) = 1 ist,
und es gilt: P(B1NBs3) = p(xB, - XB,) = P(B1)oP(Bs) und P(ByUBs) = p(xB, +
XB,) = P(B1) + P(Bz2). Es bleibt also nur noch die o-Additivitit nachzuweisen.
Seien dazu B; paarweise disjunkte Borel-Mengen, B, = |J.., B;j und h € H.
Dann gilt:

i>n

=

HP(D By )h Zn: P(Bk)hH2 = |PBan + P( |:| B)h - P(
k=1 = k=1

k=1

2
Ly

1
= | P(Bsn)hl* = (P(B>n)h, h)
= <ﬁ(XB>n)h? h) = gh,h(ﬁ(XB>n))
= pnp(Bsn) = Z tn,n(Bj) = 0,
j>n
da pp, i als Maf klarerweise o-additiv ist. Also ist P ein Spektral-Maf.

(P + p ist surjektiv, denn p — p— P+ p) Wir miissen also fiir jede Darstellung
p mit assoziiertem SpektralmaB P := po x zeigen, da [ fdP = p(f) fiir alle
feC(X) gilt.
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Sei dazu f € Borely(X) beliebig, ¢ > 0 und B; 3 z; wie in |8.10.1], also
Hf - Zf(i’?j)XBj
j=1
Wegen ||p]] <1 und |8.12.2 | folgt daraus
Jotr — [ sap] < atr =3 s xm)
j=1

< €.

oo

3 s P - [ rar] <2

also ist p(f) = [ fdP.

(P + pist injektiv) Es seien P! und P? zwei Spektralmafie mit [ fdP* = [ fdP?
fir alle f € C(X), also sind fiir h,k € H die C-wertigen Mafle u’ := P;;,k auf
[ € C(X) fiir i € {1,2} ident und somit fiir B € B(X) auch ({5 o P*)(B) = u‘(B)
fiir i € {1,2} ident. Da die ¢ Punkte-trennen ist schliefllich P* = P2, O

Spektral-Theorie normaler Operatoren

Bemerkung.

Es sei H ein endlich-dimensionaler Hilbert-Raum. Dann besagt der Spektral-Satz
der linearen Algebra, dafl jeder normale Operator N diagonalisiert werden kann.
Genauer es gibt eine orthonormal-Basis bestehend aus Eigenvektoren u; zu Eigen-

werten \;. Also ist
N(z) = N(Z(a:,u,)ui) = Z i (e ug) wg.

2

Im unendlich-Dimensionalen muf} ein entsprechender Satz anders aussehen, da ein
normaler Operator gar keine Eigenwerte besitzen muf}, wie z.B. der Multiplikations-
Operator N = Miq mit der Identitiit auf L?[0,1]: Sei ndmlich \ f(t) = ¢ f(t) f.ii.
fiir ein f € L2[0,1]. Dann ist (A —t) f(t) = 0 f.ii. und somit f = 0 f.ii.,, d.h. f =0
in L2[0,1].

Man kann aber den endlich-dimensionalen Satz auch wie folgt umformulieren. Fiir
jeden Eigenwert A € o(N) sei P, die orthogonal-Projektion auf den Eigenraum
Ker(N — ). Dann ist

N(z) = Zx\i (,us) u; = Z Z i (2, ug) wy

A A=A
:Z)\ Z (z,u;) u; = Z APy (x)
A A=A AET(N)

Dies wollen wir nun auf allgemeine Hilbert-Rdume verallgemeinern und dazu vere-
infachen wir vorerst { N, N*}*:

8.14 Fugledge-Putnam-Theorem.

Es seien N1 und Ny normale Operatoren auf Hy und Hy. Falls T € L(Hq, Hy) den
Operator N1 mit Ny vertauscht (d.h. T Ny = NoT'), so vertauscht er auch Ny mit
Nj.

Beweis. NoT =T Ny = p(N2)T = T p(Ny) fiir jedes Polynom p und weiters fiir
jede ganze Funktion p € H(C,C). Insbesonders ist

T = exp(—izZN2)T exp(iZNy).
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Da exp(X +Y) = exp(X)exp(Y), falls X und Y miteinander kommutieren, und
weil die N; normal sind, gilt somit

f(2) = exp(—izN3)T exp(izNy)

= exp(—izN; ) exp(—izZN2)T exp(iZN) exp(izNy)

= exp(—i(zN5 + ZN3))T exp(i(ZN1 + zN7)).
Fiir jedes z € C sind zN5 + ZN2 und ZN; + 2Ny Hermite’sche Operatoren, also
ist exp(—i(zNy +ZN3)) und exp(i(ZN7 + zN7)) unitér (denn (exp(iA))* exp(iA) =
exp(—iA*) exp(iA) = exp(i(A—A)) = 1) und damit ist || f(2)|| < ||T||- Die Funktion
f:C — L(H;, Hs) ist holomorph, also nach Liouville’s Theorem m konstant,
und insbesonders gilt 0 = f/(0) = —i N3 exp(0) T exp(0) + ¢ exp(0) T N5 exp(0) =
i(T'Nf — N3 T). O

8.15 Spektral-Theorem (fiir normale beschrinkte Operatoren).

Es sei N ein normaler Operator auf einem Hilbert-Raum H.
Dann existiert ein eindeutiges Spektral-Mafi P auf o(N), sodaff N folgende “SPEKTRAL-

ZERLEGUNG” hat
N:/ zdP(z).
o(N)

Falls U # () relativ offen ist in o(N), so ist P(U) # 0.
Weiters ist fU(N) fdP € {N}** fiir alle f € Borely(c(N),C), bzw.

{N,N*}¥ = (N}* = {P(B) : B € Blo(N))} = {/(N) fdP: f ¢ Borelb(a(N))}k

Funktionenkalkiil: Es ist f — f(N) := fJ(N) f(2)dP(z) die eindeutige Darstel-

lung der C*-Algebra Borely(o(N),C) auf H, welche auch beziiglich der Topologie
o(Borely(a(N)), M(c(N))) auf Borely(o(N)) und der WOT auf L(H) stetig ist,
und id auf N abbildet.

Beweis. (Existenz von P)

N € L(H), normal
:
dp: C(c(N),C) —= C*(N) C L(H), eine Darstellung
8.13
EIP : B(o(N)) — L(H), ein Spektralmafl

3p : Borely(o(N),C) — L(H), eine schwach stetige Darstellung.

Dabeiist [ f dP = p(f) fiir alle stetigen f nach , also insbesonders [ zdP(z) =
[id dP = p(id) = N.

(Eindeutigkeit von P) Jedem Spektral-MaB P auf o(N) mit N = fU(N) zdP(z)
entspricht nach eine eindeutige *-Darstellung p : f — fU(N) fdPvon C(c(N))
mit p(id) = N, also dem eindeutigen Funktionen-Kalkiil aus .

(Stetigkeit des Funktionen-Kalkiils) Dies folgt aus [8.12.3 |.

(Eindeutigkeit des Funktionen-Kalkiils) Es sei p eine Darstellung wie behauptet.
Wegen der Eindeutigkeit des Funktionen-Kalkiils und stimmt diese mit
f— f(N) fur alle f € C(o(N)) iiberein. Wegen der Stetigkeit bzgl. o(Borely, M)
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und der Dichtheit von C(X) nach |8.10.4 | stimmt diese mit [ fdP auch fiir alle
f € Borely, iiberein.

(Nicht-Degeneriertheit von P) Es sei nun U # ) in o(N) offen. Dann existiert eine
stetige Funktion f # 0 auf o(N) mit 0 < f < xp. Folglich ist P(U) = p(xv) >
p(f) # 0 nach ’ 8.8.3 ‘, ’8.12.2 ‘ und ’ 7.14 ‘, also ist P nicht degeneriert.

(Kommutator-Identitéiten)

{f(N): f €C} = {N,N*}**

{P(B): Be B}~ {f(N): f € Borel,}

Dabei ist die vertikale Inklusion nach ’8.12‘3‘ und ’8.10.4‘ WOT-dicht, und die
horizontale untere Inklusion nach in der Operatornorm dicht. Da die Kom-
position nach bzgl. dieser Topologien getrennt stetig ist, haben alle links von
{N, N*} stehenden Mengen die gleiche Kommutante { N, N*}¥ = {N}* nach

und . O

Definition. Triger eines Mafles.

Es sei p ein reguldres Borelmafl auf X und U C X eine offene Menge. Man sagt, dafl
p auf U verschwindet, falls fiir alle f € Co(X) mit f|x\y = 0 schon [ fdu = 0 gilt.
Aquivalent geniigt es dies (wie bei Distributionen in [18, 4.13.3]) fiir alle f € C.(X)
mit Trager Trag(f) C U zu verlangen, denn wenn f|x\y = 0 ist, dann konvergiert
ho f — f glm. und Triig(h, f) € U — wobei stetige Funktionen h,, € C(X,]0,1])
nach Tietze-Urysohn so gewihlt werden, da8 Triag(h,) C U und h,, = 1 auf {z :
[f(@)] = -

Die Vereinigung aller offener Mengen U mit dieser Eigenschaft hat dieselbe Eigen-
schaft (d.h. es gibt eine grofite Menge unter ihnen), denn der Tréger von f wird
bereits durch endlich viele solche U {iberdeckt und somit 148t sich f mittels unter-
geordneter Partition {h;}; der 1 als f = Y. h; f schreiben. Da [ h; fdp = 0 ist,
gilt gleiches fiir f.

Das Komplement der grofiten offenen Menge U mit obiger Eigenschaft heifit der
TRAGER Trig(u) von p.

Man beachte, daB fiir das Spektralmafl P eines normalen N € L(H)
gk =(([ raPynky= [ jap.
o(N) o(N)

fiir alle b, k € H und f € Borely(o(N)) ist. Insbesonders gilt (f(N)h, k) = [ f dPp
fiir alle h,k € H und f € Borel,(C), da der Triger von P}, j in o(N) enthalten ist.
8.16 Lemma.

Es sei E ein Banach-Raum und A € L(E). Falls 0(A) = K1 U Ky mit disjunkten
abgeschlossenen Ky und Kq ist, dann ezistiert eine Zerlequng E = E1 X Ey in
invariante Teilrdume Ej von A, so daf o(Alg,) = K ist.

Falls also o(A) diskret (und somit endlich) ist, so finden wir eine Zerlegung E =
Drco(a) Ex in invariante Teilriume fir welche Alg, als Spektrum {A} hat.

Beweis. Es sei p € H(o(A),C) wie in der holomorphe Keim mit p = j lokal
um K; fiir j € {0,1}. Dann ist P = p(A) € {A}** (nach ) idempotent. Folglich
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ist By := Bild(P) und Ep := Bild(1 — P) = Kern(P) invariant unter {A}* D {A}
nach | 7.39.4 | Es sei A; := A|g,. Dann ist A — A genau dann invertierbar in L(E),
wenn A; — X invertierbar ist in L(F;) fiir j = 0 und j = 1, denn ein inverses B zu

A — X und somit in {A}* muB wegen P € {A}** C {B}* nach |7.39.4 | auch die
Teilrdume FE; invariant lassen. Also ist Ky U Ko = 0(A) = o(A;) Uo(Ay).

(0(A;) C K;) Essei A ¢ K; und 0.B.d.A. i = 1. Dann definieren wir den holomor-
phen Keim f durch f: z — ﬁ lokal um Kj und f = 0 lokal um Ky. Dann ist
(A= 2)f(2) = p(z) und somit (A — A) f(A) = p(A) = P. Da F; invariant unter
allen auftretenden Operatoren ist, gilt fiir die Einschrankung A; von A auf F;, daf3
A ¢ J(Al), d.h. (T(Al) Q Kl.

Wegen Kl U K() = O'(Al) U O'(Ao) gllt also O'(Al) = K1 und O'(Ao) = Ko. O

8.17 Proposition.

Es sei N ein normaler Operator auf einem Hilbert-Raum H mit Spektral-Maf§ P
und A € o(N). Dann ist Bild(P({\})) = Ker(N — X). Folglich ist A genau dann ein
Figenwert von N, wenn P({A\}) # 0 und P({\}) ist dann die orthogonal-Projektion
auf den Eigenraum zu .

Beweis. (C) Es ist (z — A) - xya; = 0 und somit (N — A\) P({\}) = 0, d.h.
Bild(P({)\})) € Ker(N — ).
(D) Fiir h € Ker(N — ) gilt

0= [I(N = NAl* = ((N = Xh, (N = \h) = (N = X)*(N = \h, h)

= / |z — A2 d(P(2)h, h)

und da p = P = (P(-)h,h) nach ein positives Maf ist, muf folglich
Trig(p) C {z € C : [z = A = 0} = {A\} gelten (A ¢ Trig(f) = |f(z)] <
Clz= A2 = 0 < |[[fl < [Ifl £C [|z—=A?dPyn(z) = 0) und somit ist
IPAADIZ = (PUARR.B) = n({A}) = o (N)) = ([, dP)h.B) = B, d.h.
h € Bild P({\}). O

Spektral-Theorie kompakter Operatoren

8.18 Lemma.

Es seien E und F Banach-Riume. Ein Operator T € L(E,F) ist genau dann
kompakt, wenn sein adjungierter Operator T* € L(F*, E*) es ist.

Beweis. (=) Dies ist [18, 6.4.13]

(<) Es sei T* kompakt. Dann ist 7** nach dem ersten Teil kompakt, und somit
auch seine Einschrankung T auf £ C E** und F C F**. ]
8.19 Lemma.

Es seiT ein kompakter Operator, 0 #= X € C. Dann ist A genau dann ein Figenwert,
falls mf{||(T — M)A : ||h]| =1} =0.

Beweis. (=) ist klar, da dann ein h # 0 existiert mit Th = Ah.

(<) Nach Voraussetzung existiert eine Folge h, € E mit ||h,] = 1 und |[(T —
Ahy|| = 0. Da T kompakt ist, diirfen wir annehmen, dafl y := lim,, Th,, existiert.
Es gilt somit i, = 5 ((A = T)hyn + Thy,) — +y und folglich ist 1 = || y|| = ﬁ”y”,
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also y # 0. Wegen Th,, — T(5y) = Ty gilt Ty =y, d.h. X ist Eigenwert von T
zum Eigenvektor y. O

8.20 Lemma.

Es sei T ein kompakter Operator auf einem Banach-Raum E, 0 # X € o(T). Dann
ist A ein Figenwert von T oder von T*.

Beweis. Indirekt. Angenommen \ ist weder Eigenwert von T € L(E) noch von
T* € L(E*). Nach dem vorigen Lemma existiert ein ¢ > 0 mit ||[(T"— \)h| >
c||h|| fiir alle h € E. Also ist T — A ein Homdomorphismus auf sein Bild, und dieses
somit vollstindig und folglich abgeschlossen. Weil A\ kein Eigenwert der Banach-
Raum-Adjungierten T ist, gilt

je=t

Bild(T — \) = Bild(T — A Ker(T — A\)*),= (Ker(T* — \)), = {0}, = E,

denn T' — T™* ist C-linear! Somit ist (T'— X) : E — E bijektiv und wegen ||(T" —
Mh|| > ¢||h| (oder auch den Open Mapping Theorem) ist die Umkehrabbildung
(T — X\)~! ebenfalls stetig, d.h. A & o(T). O

8.21 Lemma.

Es sei F C E ein echter abgeschlossener Teilraum eines Banach-Raums E und
e > 0. Dann ezistiert ein x € E mit ||z| =1 und dist(z, F) > 1 —e.

Beweis. Es sei d(z) := dist(z, F) := inf{||Jx —y| : y € F}. Wir wéhlen z; € E'\ F.
Dann existiert ein y; € F mit 0 < d(z1) < ||z1 — 1] < (1 +¢)d(z1). Es sei xq :=
x1—y1, dann ist d(zg) = inf{||ze—y| :y € F} = inf{||lx1 —y1—y| : y € F} = d(x1)
und (1+¢)d(z2) = (14¢) d(z1) > ||z1—y1|| = ||z2]| > 0. Sei schliefllich z := Mmg.
Dann ist ||z|| = 1 und fiir y € F gilt

e~ 9l = || — o = o [ — el o
- =7 42 — = T 2= 2
] ]
1 1 1
> e ] 2 g e
= (I+e)d(z) I lezlly] = (1 +¢)d(z2) (¥2) 2 777
>1—e. O

8.22 Spektral-Satz kompakter Operatoren auf Banach-Riumen.

FEs sei E ein unendlich-dimensionaler Banach-Raum und T € L(E) ein kompakter
Operator. Dann ist 0 € o(T) und alle 0 # A € o(T) sind isoliert in o(T) und
FEigenwerte von T mit endlich-dimensionalen Figenrdumen Ker(T — X). Falls es
unendlich viele solche A gibt, so lassen sich diese folglich in Form einer 0-Folge
anordnen.

Beweis. Beh.: Jede Folge verschiedener Eigenwerte \,, von T konvergiert gegen 0:
Fiir jedes n withlen wir ein 0 # h,, € Ker(T — \,,). Es sei E,, das lineare Erzeug-
nis von {hy,...,h,}. Dieser Raum ist n-dimensional, da die h,, linear unabhingig
sind: Sei némlich > & Behr = 0 eine linear-Kombination minimaler Linge, dann ist
0= (T —X)(Qp trhi) = D psq (Ax — A1)hy ein Widerspruch zur Minimalitét.

Nach dem vorigen Lemma existiert ein Vektor y, € E, mit |ly,|| = 1 und
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d(Yn, Bn—_1) > % Es sei y,, = Zkgn e b Dann ist (T — Ay = D e bk (A —
An) hi € E—1. und somit gilt fiir n > m:

1 1 1 1

An Am,
1 1
=Yn + (7(T = A)Yn — (T = A)Ym — Ym ) € Yn + Ln_1.
An Am <,
€E.,
€En_1 EEm-1

Folglich ist
1

HT <>\1nyn) -T ()\lym> H > dist(yn, En—1) > >

Es hat (T(%yn))n also keine konvergente Teilfolge. Da aber 7" kompakt ist, und
somit das Bild beschrankter Mengen relativ-kompakt ist, kann (ﬁyn)n keine beschrinkte
Teilfolge haben. Also muf} ||%yn|| = ﬁ — oo konvergieren, d.h. A, — 0.

Beh.: Alle 0 # X\ € o(T) sind isolierte Punkte von o(T).

Falls ndmlich A, € o(T") mit A, # A gegen A # 0 konvergiert, so ist nach An
ein Eigenwert von 1" oder von T*. O.B.d.A. kénnen wir also annehmen, daf} alle A,
Eigenwerte von T oder alle von T sind. Der vorige Punkt liefert — da nach
auch T* kompakt ist — A, — 0, einen Widerspruch.

Beh.: Alle 0 # )\ € o(T) sind Eigenwerte von T .

Da A isoliert ist, existiert nach ein abgeschlossener invarianter Teilraum FE
von E, s.d. Ty := T|g, gerade als Spektrum {A} hat. Also ist T ein invertierbarer
(0 ¢ o(Ty)) kompakter Operator und damit ist E) endlich-dimensional (denn das
Bild der Einheitskugel ist dann eine relativ-kompakte 0-Umgebung). Folglich ist
A € 0(Ty) ein Eigenwert von Ty und somit auch von T'.

Beh.: Der Eigenraum Ker(T — \) ist endlich-dimensional.

Es ist Ker(T' — A) ein T-invarianter abgeschlossener Teilraum und X idger(7—x) =
T'|Ker(T—») ist kompakt. Also ist Ker(7' — A) endlich-dimensional. O
8.23 Lemma.

Es sei N ein normaler Operator auf einem Hilbert- Raum mit Spektral-Maf$ P. Dann
ist N genau dann kompakt, wenn P({z € o(N) : |z| > €}) endlich-dimensionales
Bild hat fiir alle e > 0.

Beweis. (<) Esseie > 0und B, :={z € 6(N) : |z| < e} und P. := P(o(N)\ Be).
Dann gilt fiir f: 2z — zxp.(2)

N-NP.=N(1-P.)=NP(B,)
- / 2 xp.(2)dP(2) = F(N).

Alsoist [N—=N P.|| < ||fllec =sup{|z| : z € B.} < . Falls P. endlich-dimensionales
Bild hat fiir jedes ¢, so gilt dies auch fiir N P. und damit ist N kompakt nach [18,
6.4.8].

(=) Es sei N kompakt und £ > 0. Es ist g : 2 — Lx,(n)\5.(2) in Borel,(C). Da N
kompakt ist, ist es auch

Ng(N) = /z % XU(N)\BE(Z) dP(z) = P..

Da aber P; eine Projektion ist, mufl somit ihr Bild endlich-dimensional sein. [

8.24 Spektral-Satz fiir kompakte normale Operatoren.
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Es sei N ein kompakter und normaler Operator auf einem Hilbert-Raum. Dann
bilden die Eigenwerte ungleich 0 von N eine endliche oder eine gegen 0 konvergente
Folge \;. Die Eigenrdume Ker(N — \;) sind endlich-dimensional und paarweise
orthogonal und beziiglich der orthogonal-Projektionen P; auf Ker(N — ;) gilt:

N=> AP
J

Umgekehrt ist jeder Operator N kompakt und normal, welcher eine Darstellung
N = Zj A;jPj besitzt mit endlich-dimensionalen orthogonal-Projektionen P; # 0
mit paarweise orthogonalen Bildern und paarweise verschiedenen 0 # Aj — 0. Es
sind dann die \; die von 0 verschiedenen Eigenwerte und die Bilder von P; die
zugehorigen Eigenrdume.

Beweis. (=) Nach dem Spektral-Theorem existiert ein eindeutiges Spek-
tral-Maf§ P auf o(N) mit N = fU(N) zdP(z). Nach dem Spektral-Satz ist

o(N) = {0, A1, A2,...} und jedes Ay ist isoliert und ein Eigenwert. Also ist nach
Py, := P({\;}) die orthogonal-Projektion auf den Eigenraum Ker(N — A).
Sei nun £ > 0, und n so grof, daB [A\x| < § fiir & > n. Dann bilden die Men-
gen {A}, ..., {\} {0, \ns1, Ang2, ... } eine Borel-Zerlegung von o(N) in Men-
gen mit |z — 2/| < e fiir 2,2’ in der gleichen Menge. Also ist || fU(N)zdP(z) -
> i<n AP = 0P({0,Ant1,... })|| <e. D.h. die Summe ), A; P; konvergiert gegen
N = fa(N) zdP(z). Da die \; paarweise verschieden sind, sind die Bilder von P;

paarweise orthogonal nach .

(<) Da ||P]| <1 fiir orthogonal-Projektionen P;, weiters A\; — 0 und die Bilder
der P; paarweise orthogonal sind folgt, daff die Summe in der Operatornorm kon-
vergiert, denn
2 2
IS asmn]| = S P IBhl? < masxinl? <5 = b - |3 2)4
jzn

jzn jzn
< max{|A;|* :j = n} - [|R]*.

Ihre Teilsummen sind nach Voraussetzung endlich-dimensionale Operatoren also ist
N kompakt. Es ist N* = Zj A;P; und somit ist /N normal.

Es sei A # 0 ein Eigenwert von N und h ein zugehoriger Eigenvektor. Dann ist
0# Ah = N(h) =3_; A;P;(h) also mindestens ein Py(h) # 0 und somit A Py(h) =
Ak Pi(h) also A = A\g, d.h. dieses k ist eindeutig. Somit ist h = Py (h), also Ker(N —
Ae) C Bild P,

Die umgekehrte Inklusion folgt aus der paarweisen Orthogonalitédt der Bilder der
Pj, denn h € Bild Py = Pyh = h = P;h = PjPyh = 0 fiir j # k nach [8.3], also
Nh = Agh. O

8.25 Spektral-Darstellung Hermite’scher Operatoren.

Es sei N ein Hermite’scher Operator, P sein Spektral-Maf$ und p(t) := P({s €
o(N) :s < t}). Dann ist p : R — L(H) eine monotone, beziiglich der SOT links-
stetig Abbildung mit p(t) = 0 fir t < —|N|| und p(t) = 1 fir t > ||N|. Fir
f e C(a(N)) ist f(N) = j;o f(t)dp(t) ein Operator-wertiges Riemann-Stieltjes
Integral.

Beweis. Da t — {s € o(N) : s < t} monoton wachsend ist, ist p : t — P({s €
o(N) : s < t}) monoton wachsend nach und wegen o(N) C {s e R: —||N|| <
s < ||N||} ist p(t) = 0 nach fiir t < —||N|| und p(t) =1 fiir ¢ > || N||. Wegen
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der o-Additivitdt von P ist p links-stetig beziiglich der SOT, denn sei t,  too,
dann ist (—00,ts) = (—00,t0) U||;[ti—1,;) eine Zerlegung und somit in der SOT

p(tes) = Pl(=00,tec)] = Pl(—00,t0)] + Y P([ti-1,1:))

= p(to) + D (plt) — plti 1)) = lim p(t,).

i=1

Sei nun f € C(0(N)), so existiert eine monoton wachsende Folge von ¢; € R mit
|f(z) — f(2')] < e fiir t;—y <z,2’ <t;. Dann ist

[1@1aPE) = 3 1) Plit1.5)) = X £ (0(8) ~ plts1),
eine Riemann-Stieltjes-Summe von [ f(z) dp(z). O

8.26 Folgerung.

Es sei H ein separabler Hilbert-Raum. Dann ist das einzige nicht-triviale abgeschlossene
Ideal das der kompakten Operatoren.

Beweis. Wegen der Proposition nach enthilt jedes abgeschlossene Ideal I #
{0} alle kompakten Operatoren. Angenommen es enthilt einen nicht-kompakten
Operator A. Es ist N := A*A positiv. Angenommen N wére kompakt. Dann wére
nach N = Zj A;P; mit 0 < A\; — 0 und orthogonal-Projektionen P; mit
paarweise orthogonalen Bildern. Folglich wire |A| := VA*A = VN = 2 VAP
und somit nach ebenfalls kompakt. Damit wére aber nach auch A =
U |A| kompakt, ein Widerspruch.

Nach existiert ein € > 0 so, dafl P, := P(o(N)\ B:) = N g(N) € I unendlich-
dimensionales Bild hat, wobei P das Spektralmaf fiir N ist, B, := {z € o(N) :
2| < e} =[0,e] No(N) und g(z) := L xo(nn\5. ist. Da H separabel ist, existiert
eine surjektive Isometrie U : H — Bild(P:). Dann ist 1 = U*U = U*P.U € I, d.h.
I = L(H). O

Normale Operatoren als Multiplikations-Operatoren

Eine Analogie zu einem diagonal-Operator wére ein Multiplikations-Operator M :
g — f-g, die wir nun studieren.

8.27 Diagonal-Operator.

Es sei (X,Q, pn) ein o-endlicher Mafiraum. Es sei f — My die treue und daher
isometrische Darstellung von L>(u) auf L?(u), welche durch die Multiplikations-
Operatoren My : g — f - g gegeben ist. Fiir sie gilt:
1. Der Operator My ist normal und (My)* = M.
2. Es ist o(My) = ess-Bild(f) := ({f(A)” : A € Q,u(X \ A) = 0}, wobei
f(A)™ den Abschluff von f(A) bezeichnet.
3. Das Spektral-Maf P fir My auf ess-Bild(f) ist durch P(B) = My,
gegeben.
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Beweis. (1)) Es ist (b, Mik) = (Myh,k) = [ fhkdu = [hfkdy = (h, M),
d.h. (Mf)* = MY und folghch Mf ¢} (Mf)* = Mf e} M7 = M|f|2 = (Mf)* o Mf.

() Es sei vorerst A ¢ ess-Bild(f). Dann existiert ein A € Q mit u(X \ A) =0
und A ¢ f(A)~, d.h. es existiert ein § > 0 mit |f(xz) — A| > 0 fiir alle © € A. Es ist
9= 725 € L®(p) und My = (My — \)~}, damit ist A ¢ o(Mj).

Umgekehrt sei A € ess-Bild(f). Fir n € N sei 4, = {z : |f(z) — A] > 1},
Dann ist A ¢ f(A,), und da A, € Q ist, gilt 0 < u(X \ 4,) < co. Da (X,Q, u)
o-endlich ist, existiert ein meBbares A], C X \ A, mit 0 < p(A4)) < oco. Wir
setzen f, = \/ﬁX%' Dann ist f, € L*(u) und || f,]l2 = 1. Andererseits ist
|(Ms—=N)fol* = m fA% |f=A?dp < 5. Also ist My — ) keine offene Abbildung
und somit A € o(My).

() Wir wihlen eine endliche Zerlegung der beschrinkten Menge f(X) in Borel-
Mengen Bj; mit z,2' € B; = |z — 2/| < ¢ und weiters wihlen wir z; € B;. Die
Mengen f~'(B;) bilden dann eine Zerlegung von X in mefibare Mengen. Und fiir
alle z € f~1(By) gilt |(f — 222X s1By) (@) = [f(z) — 2| < e Wegen [[ My <
lgllco fiir alle g € L, ist folglich

HMf - ZZjMXffl(Bj)
J

Also konvergiert > zjMy ., , gegen My und auch gegen J zdP(z), wobei P das
Spektral-Mafl definiert durch P(B) := M. ist. O

T Xp-(B)

< Hf - szxf—l(Bj)Hoo <e.
J

8.28 Beispiel.

Ist insbesonders X = C und p > 0 ein reguldres Borelmafl mit kompaktem Triger
K := Trig(n) C C, dann bezeichnen wir mit N, den Multiplikations-Operator Miq
auf L?(pu) mit der Identitit id : C — C. Es gilt:

1. N, ist normal, und o(N,,) = Trdg(ju).

2. Fir jedes f € Borel,(C) ist f(N,,) der Multiplikations-Operator My mit f.

3. Fir das Spektral-Maf$ P von N, gilt P(B) = M,,,.

Beweis. () Dies folgt aus ’ 8.27.1 ‘ und ’ 8.27.2
f(Trigu), falls f stetig ist, denn:

(S€) Wir setzen A := Trig(u). Da die charakteristische Funktion yc\4 der offe-
nen Menge C \ A sich als punktweiser Grenzwert einer monotonen Folge stetiger
Funktionen g, € C¢(C) mit g,|a = 0 schreiben li8t, ist [ g, dp = 0 und somit
(C\ A) = [ xc\adp = limy, [ g, dp = 0. Da f stetig ist, ist das Bild f(A) kom-
pakt also abgeschlossen und damit ess-Bild(f) C f(A) = f(Trag(u)).

(2) Es sei A eine Borelmenge mit u(C\ A) = 0. Dann ist fiir 0 < g € C.(C) mit
gla = 0 folgendes erfiillt 0 < [ gdp < ||g|loe p(C\ A) = 0. Also liegt der Tréiger von
p innerhalb von A, und somit gilt f(Triag(p)) C f(A) C f(A) da f stetig ist, und
damit f(Trag(u)) C ess-Bild(f).

() Wir miissen wegen nur zeigen, dal f — M, die charakterisierenden
Stetigkeits-Eigenschaften besitzt:

Sei also f; — 0 in Borel, (K) beziiglich der Topologie o(Borel,(K), M (K)). Z.z. ist,
daB My, — 0 in der WOT. Sei also h,k € L*(p). Nach Cauchy-Schwarz ist dann
hk € L'(u) und somit hkpu € M(K), folglich gilt:

(M, h, k) = / fihkdu — 0.
K

, da N, = Miq und ess-Bild(f) =
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() Dies folgt sofort aus oder auch aus ()7 da P(B) = xB(N.)

My O

Wir wollen nun zeigen, dafl jeder normale Operator unitdr dquivalent zu einem
Multiplikations-Operator ist. Dazu folgende

8.29 Definition.

Wir iibertragen einige Begriffe der Darstellungstheorie Abelscher C*-Algebren auf
normale Operatoren N € L(H), indem wir die von N erzeugte Teil-C*-Algebra
C*(N) C L(H) und die zugehorige Darstellung py : C(o(N)) = C*(N) C L(H)
betrachten — den Funktionen-Kalkiil aus .

Es heifit also h € H ZYKLISCHER VEKTOR fiir IV, falls er ein solcher fiir die Darstel-
lung py ist, d.h. {p(N,N*)h: p € C[z,Z]} dicht ist in H.

Der normale Operator N heiffit ZYKLISCH , falls er einen zyklischen Vektor besitzt.

Zwei normale Operatoren Ny € L(H;) und Ny € L(Hs) heiflen UNITAR AQUIVALENT,
falls eine surjektive Isometrie U : H; — Hy existiert mit No o U = U o Ny, d.h.
Ny=UoN;oU™ L

Lemma.

Zwei normale Operatoren Ny € L(Hy) und Ny € L(Hz) sind genau dann unitdr
dquivalent, wenn o(N1) = o(Na) und die zugehorigen Darstellungen pn, und pn,
unitdr dquivalent sind:

Beweis. (=) Ist niimlich N; — A invertierbar, so auch No — A = Uo(N; —\)oU™1,
und umgekehrt. Also stimmen die beiden Spektren iiberein. Weiters sind py, und
f = Uo f(Ny)oU™! zwei *-Darstellungen von C(o(Nz)), die auf der Identitiit
beide N liefern. Also stimmen sie iiberein, d.h. pn, und py, sind via U dquivalent.
(<) Es sei U : Hy — Hj eine surjektive Isometrie mit py,(f) o U = U o pn, (f) fiir
alle f € C(X) mit X := 0(N1) = 0(N3). Dann ist insbesonders No o U = U o N,
fir f =1id. O

8.30 Folgerung.

Jeder normale Operator ist unitdr dquivalent zu einer orthogonalen Summe zyklis-
cher Operatoren.

Beweis. Es sei NV ein normaler Operator auf H. Nach ist H eine orthogo-
nale Summe von abgeschlossenen invarianten Teilraumen H; der Darstellung py :
C(o(N)) — L(H), soda8 die Spurdarstellung p; : f = pn(f)|n, zyklisch ist und
pn vermoge der natiirlichen Isometrie U : € ; H; — H unitér dquivalent zu ; Pi

ist. Insbesonders ist also N wegen via U unitér dquivalent zu @ N;, wobei
N, := N|py, ein zyklischer Operator ist. O

Wie bei der Darstellungstheorie sollten wir also zuerst zyklische Operatoren studieren.

8.31 Proposition.

FEin normaler Operator ist genau dann zyklisch, falls ein positives Mafl p auf o(N)
existiert, s.d. er unitir dquivalent ist zu dem Multiplikations-Operator N, auf L*(u)
mit der Identitit. Durch die Bedingung U(hg) = 1, wobei hg einen fixen zyklischen
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Vektor bezeichnet ist die Aquivalenz U eindeutig bestimmt. Es ist dabei pn = Py o>
wobei P das Spektral-Maf$ von N ist.

Borel,(0(N),C) <— C(a(N),C) 22—~ L(H) H
lﬂ' :lkonjU lU
L>(p) - L(L*(p)) L?(p)

Beweis. Nach Definition ist ein normaler Operator N € L(H) genau dann zyklisch,
wenn die Darstellung py : C(0(N)) — L(H) es ist. Nach ist eine Darstellung
der Abelschen C*-Algebra C(o(N)) genau dann zyklisch, wenn sie dquivalent zur
Darstellung M auf L?(u) fiir ein positives Borel-Maf y auf o(N) ist. Dabei ist die
unitire Aquivalenz U : L?(u) — H durch U(1) = hg bei vorgegebem zyklischen
Vektor hy € H eindeutig bestimmt. Nach ist das gleichbedeutend mit der
unitéiren Aquivalenz von N mit N, = Miq. Es ist Ppy n, = i, denn

/fdPho,ho (on(f)ho, ho) = (pn(f)UL,UL) = (U*pn(f)U1,1)

N
w
&

= (U™ pn(fUL 1)

(Mf1,1>:/fd,u. 0

8.32 Bemerkung. Unitér &quivalente N, ’s.

Um die unitiren Aquivalenz-Klassen aller zyklischen Operatoren zu bestimmen,
miissen wir entscheiden, fiir welche positiven Borel-Mafle yi; auf C mit kompaktem
Trager die Operatoren N,, und N, unitér dquivalent sind.

Nehmen wir also an es gibe eine surjektive Isometrie U : L?(uy) — L?(p2) mit
U Nm U~ L= #2

Aus der Aquivalenz von N, u, und N, folgt nach , dafl die beiden Spektren
(N, ) gleich sind (somit sei K := O’(N ;)= Trag(uj) nach ) und py, zu pn,
umtar dquivalent ist vermége U. Es sei f := U(1) € L2(u2) also |f]? € L'(u2).
Dannist Ug=UMy1=M,U1 =g f fur alle g € C(K) und da U eine Isometrie
ist gilt [ |g|*>du1 = [|g|*|f|? duz. Wegen der Eindeutigkeit der Riesz-Darstellung

ist also pg = | f|? po mit |f[* € L* (a).

Es stellt sich also die Frage, welche Mafle p sich als f po mit f € L(us9) schreiben
lassen.

8.33 Theorem von Radon-Nikodym.
Es sei (X,Q,u) ein o-endlicher Mafraum und v ein C-wertiges Maf$ auf (X,€).

Dann sind dquivalent:

1. VBeQ: (u(B)=0= v(B)=0);

2. 3f € LN(X,Q,p): v(B) = [ fdu fir alle B € Q.
Unter diesen dquivalenten Voraussetzungen heifit v ABSOLUT-STETIG beziiglich u,
die Funktion f heiffit die RADON-NIKODYM-ABLEITUNG, und wird auch mit g—
bezeichnet. Weiters ist f g € L*(pn) fiir alle g € L*(|v]) und es gilt:

Jow=[aF an

Fiir einen Beweis siche [10, S505].

andreas.kriegl@univie.ac.at © 11. Juni 2019 190



NORMALE OPERATOREN ALS MULTIPLIKATIONS-OPERATOREN 8.35

Als Spezialfall lernt man z.B. in der Analysis, daf - falls die Ableitung ¢’ von g
Riemann-integrierbar ist - fiir Riemann-Stieltjes Integrale

[ 1w = [ r@dw e
ist.

8.34 Proposition.

Zwet positive Mafse auf C mit kompaktem Trdger sind genau dann wechselseitig
absolut-stetig (wir schreiben dann py ~ ps), falls die Multiplikations-Operatoren
Ny, auf L*(p1) und Ny, auf L*(us) unitir dquivalent sind.

Beweis. (<) Wir haben in gezeigt, daB die unitire Aquivalenz von N u; und
N,, die wechselseitige absolut-Stetigkeit der Mafle 11 und po impliziert.

(=) Es seien die Mafle py und pe wechselseitig absolut-stetig und 0 < f := Z‘—;; €

L(p2) die Radon-Nikodym Ableitung. Falls g € L(p), so ist fg € L'(u2) und
[ Fgdua = [ gduy. Tst also g € L?(u1), also |g|* € L'(p1), so ist flg|]* € L' (u2)
und schlieBlich /f|g| € L?(u2) und |v/fgll2 = |lgll2, d.h. die Abbildung U :

L?(p1) — L*(pu2), g — +/fg ist eine Isometrie. Da jﬁ; . Z—Zf = 1 ist, ist Multi-

plikation mit ﬁ die Inverse zu U. Fiir g € L?(ug) ist

_ | .
UNMlU 1g: \/?'ld'ﬁ'gzld'g:]vﬂzg

und somit gilt U N, U™! = N,,. O

8.35 Theorem. Diagonalisierung normaler Operatoren.

FEs sei N ein normaler Operator auf H. Dann existiert ein Mafiraum (X, Q, u) und
eine Funktion f € L>(X,Q, 1), so daff N unitir dquivalent zu dem Multiplikations-
Operator mit f auf L*(X, 8, p) ist. Ist H separabel, so ist das Maf p o-endlich.

Beweis.
= JH; < H, abgeschlossen, invariant :
H=DH; md N ~ @ N; mit N; := N|p, zyklisch

= Ju; MaB auf X; := o(N;) C o(N) : N; ~ N,,,.
Sei X := |_|X,», B:={BCX:BnX;eB(X))}, wB):= ZM(B NnXx;)

X, ist ein isometr. Iso.

U LA(XBp) = @ L), 9

f=| |idx,, dh.flx, :=id.

?

= fFYW)NX; = W N X; € B(X;) fiir alle offenen W C X = f ist meBbar
f(X)=|JXi Co(N), dh. f ist beschriinkt, also f € L(X, B, )

umd N ~ PN, ~ PN, =UMU " ~ My.

Falls H separabel ist, so haben wir nur abzihlbar viele H; und, wegen u(X;) <
;|| = 1 fiir einen normierten zyklischen Vektor h;, ist X somit o-endlich. O

andreas.kriegl@univie.ac.at © 11. Juni 2019 191



NORMALE OPERATOREN ALS MULTIPLIKATIONS-OPERATOREN 8.38

8.36 Proposition.

Es seien N; € L(H;) normale Operatoren, und B € L(Hy, Hs) so, dafl BN, =
Ny B. Dann ist der Abschluf von Bild B Na-invariant, (Ker B)L 1st Np-invariant
und Ni|(ker gyr und Nolgggg sind unitdr dquivalent.

Beweis. Wie in | 7.39.4 | zeigen wir die folgenden Punkte:

L. Fir hy € Hy ist NoBhy = = H,

BNh; € Bild B. Also ist auch
der AbschluB von BildB Nj- \ /

invariant. (Ker B) . _B BildB
2. Fur h; € Ker B ist BN1h; =
NoBhy = N0 = 0, also ™M Nll(Kch)ll Nalgmas No

ist Ker B Nj-invariant und nach
dem Fugledge-Putnam Theorem

auch Ny-invariant, damit

ist aber (Ker B): ebenfalls Nj-

(Ker B)J‘ = Bild

invariant. Hy Hy
3. Da B((Ker B)*) C Bild B kénnen wir 0.B.d.A. vo-

raussetzen, daf Ker B = {0} und daf Bild B dicht H, B H,
liegt. Es sei B = U |B| die Polarzerlegung von

B mit dem positiven Operator |B| = +B*B. Es gilt k\ U
BildU = Bild B = H, sowie (Bild|B|)* = Ker|B| = H,

Ker U = Ker B = {0} und somit ist Bild |B| dicht in H;

und U : H; — H> eine surjektive Isometrie. Ny Nll N2

Weiters gilt:

8.14
NQB:BNléB*NS‘:NfB*B*NQ:NlB* 7 u

= N1 B*B=B*N;B=B"BN, H,

Also ist |B|?> = B*B € {N;}* und nach somit |B| = \/|B|? € {B*B}** C
({N1}F)F* = {N;}*. Folglich gilt

NoU|B| = NyB= BN, =U|B|N, =U N |B|,
d.h. Ny U = U N; auf dem dichten Bild von |B|, also iiberall. O

8.37 Folgerung.

Ahnliche normale Operatoren sind unitir dquivalent. [

Dabei heiflen zwei Operatoren N; und Np AHNLICH, falls es eine invertierbare
beschréinkte lineare Abbildung B gibt mit No B = B N;.

8.38 Folgerung.

Es sei A eine Teil-C*-Algebra von L(H) die zusditzlich abgeschlossen ist beziiglich
der SOT. Dann ist A der Norm-Abschluf3 des Teilraums der von den orthogonal-
Projektionen in A erzeugt wird.

Beweis. Wir miissen zeigen, daf} sich jedes a € A in der Operatornorm durch
linear-Kombinationen von orthogonal-Projektionen P aus A approximieren l14t. Da

A eine C*-Algebra ist, sind mit a € A auch die Hermite’schen Operatoren Re(a) =

1(a + a*) und Im(a) = £L(a — a*) in A. Also geniigt es Hermite’sche Elemente
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a € A zu approximieren. Nach konvergieren die Riemann-Stieltjes-Summen
Zj tj—1(ps; — pe;_,) gegen a, wobei p; := P((—o0,t)) ist. Wir miissen also nur
zeigen, daf} die orthogonal-Projektion p; € A ist. Es ist die charakteristische Funk-
tion X(_oo,¢) ein punktweiser Grenzwert einer monoton wachsenden Folge stetiger
Funktionen f, € C(R). Also konvergiert A D C*(N) 3 fr(N) = X(—o0,t)(IN) = Pt
nach dem Satz {iber dominierte Konvergenz in der SOT, und somit ist p, € A. [

Kommutanten und von Neumann Algebren

Unser Ziel ist es fiir normale Operator N € L(H) auf Hilbert-Réumen H mit
Spektral-Mafl P, den Kern und das Bild des Funktionenkalkiils

pn : Borely(o(N),C) = {N}** C L(H), [ f(N):= /(N) fdr

zu bestimmen um nach Herausfaktorisieren des Kernes eine treue Darstellung (Funk-
tionenkalkiil) zu erhalten. Da der Funktionalkalkiil auch beziiglich der WOT stetig
ist, sollten wir diese Topologie genauer untersuchen.

8.39 Lemma. Bzgl. Operatortopologien stetige Funktionale.
Es sei £ : L(H) — C ein lineares Funktional. Dann sind dquivalent:

1. Das Funktional £ ist SOT-stetig;
2. Das Funktional ¢ ist WOT-stetig;
3. Es gibt endlich viele h; und k; in H mit £(T') = - (Thy, kj).

Beweis. ( SIS ) ist trivial.

= el also eziiglic stetig. Dann existieren endlich viele h; mit
(1] = [3]) Sei also ¢ beziiglich SOT stetig. D isti dlich viele h; mi
[U(T)| < X275, IThy]| fiir alle T € L(H). Wegen der Cauchy-Schwarz Ungleichung
[18, 6.2.1] ist

STyl =1 rngl < v (Sl l2) = (S iremn)e)
j=1 j=1 =1 =1

Ersetzt man h; durch v/nh;, dann gilt fiir die Seminorm

or) = (S irnl?)
j=1

daB |¢(T)| < p(T).
L(H) T Hy > @n H

L ~

C
Es sei die lineare Abbildung 7 : L(H) — @" H gegeben durch 7(T) := @, Th;
und Hy ihr Bild, dann ist p(T) = ||7(7T")||. Wegen der Implikationen #(T) = 0 =
0=p(T) > |l(T)| = £T) = 0 faktorisiert £ {iber m zu einen linearen Funktional
by : Hy — C und es gilt [lo(n(T))| = [U(T)] < p(T) = ||=(T)]||, also ist £y nach
zu einem stetigen linearen Funktional auf @™ H erweiterbar und es gibt
einen Vektor ®;k; im Hilbert-Raum " H mit

UT) = bo(m(T)) = bo(n(T)) = (&,;Thy, ®,k;) = Z(Thj, kj). O

J
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8.40 Folgerung. Abschluf3 bzgl. Operatortopologien.

FEs sei A eine konvexe Teilmenge von L(H), dann stimmt der WOT-Abschluf$ mit
dem SOT-Abschluff von A tberein.

Beweis. ’ 8.39 ‘ und ’ 5.4.8 ‘ O

8.41 Definition.

Fiir n € N bezeichnen wir mit A™ : L(H) — L(@" H) den C*-Algebra-Homo-
morphismus

A" T P T(: ®f_1hy = @), Thy).

Lemma.

Es sei A eine Teilalgebra mit 1 von L(H). Dann ist der SOT-Abschluff von A
gegeben durch all jene T € L(H), so daf fiir jedes endliche n jeder abgeschlossene
A"(A)-invariante Teilraum von @?21 H auch A™T-invariant ist.

Beweis. (C) Sei T € L(H) ein Operator im SOT-Abschlufl von A. Dann ex-
istiert ein Netz T; € A, welches punktweise gegen T konvergiert. Sei nun F ein
abgeschlossener A™(A)-invarianter Teilraum von €D}_, H. Dieser ist dann insbeson-
dere A"T;-invariant und damit auch A™T-invariant.

(2) Es erfiille T € L(H) die Bedingung iiber die invarianten Teilriume. Es seien
h; € H und ¢ > 0. Wir miissen die Existenz eines S € A zeigen, mit ||(T —
S)hj|| < e fiir j =1,...,n. Sei dazu E der Abschlul des Teilraums A" (A)(&,h;) C
@?:1 H. Da A eine Algebra ist, ist E ein A™(A)-invarianter Teilraum, also nach
Voraussetzung auch A"T-invariant. Wegen 1 € A ist ®;h; € E und somit &;Th; =
(A™T)(@j;h;) € E und, da A™(A)(®;h;) dicht liegt in E, existiert ein S € A mit
>, 1T = Syl <22 .

8.42 Bemerkung.
Fir A C L( ) ist die Kommutante A¥ SOT-abgeschlossen wegen dem Lemma in

, siehe

Falls A beziiglich * abgeschlossen ist, so ist A* eine C*-Algebra:

Wir miissen dafiir nur die *-Abgeschlossenheit von A* beweisen. Sei b € A* und
a € A. Wegen a* € A ist b*a = (a*b)* = (ba*)* = ab*, also ist b* € A*.

Weiters ist eine *-geschlossene Teilmenge A genau dann eine maximal Abel’sch
Teilmenge (oder auch C*-Algebra), wenn A = AF gilt:

(<) Sei A C B mit Abel’schen B. Dann ist B C Bk C AF = A, also A maximal.
(=) Es sei A Abel’sch, also A C A*. Da A bzgl. * abgeschlossen ist, ist A* eine
C*-Algebra und es geniigt zu zeigen, dal Re(A*) C A. Sei dazu z € A* Hermite’sch
und A, die von A und z erzeugte C*-Algebra. Wegen = € A* ist diese Abelsch,
und wegen wegen der Maximalitidt somit z € A, = A.

8.43 Lemma.
Es sei A C L(H). Dann gilt
Akk _ (An)fl((AnA)kk)
Beweis. Es gilt:
t= (ti,j)i,j € (AnA)k & Va € AV%] : tiJ‘ a = atm <~ Vz,j : tiJ’ € Ak,
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denn
tl,l th a 0 t171a tl,na
tn,l e tn,n 0 a tn,l a ... tn,n a
a 0 t171 tl,n at1,1 atlvn
0 a tn71 - tn,n atn,l . atn,n

Folglich gilt
Ama € (A"A)* oVt € (A"A)F  tAMa) = A" (a)t <Vt € AY it ja=at;
sac A O

8.44 Doppel-Kommutanten Theorem, von Neumann 1929.

Es sei A eine Teil-C*-Algebra von L(H), dann ist A** der Abschlufi von A beziiglich
der SOT oder auch der WOT, d.h.
SOoT —woT

ARk =4 =4

Beweis.
(S)
8.43
T e AM AT € (A" A)M*
= AT P = PA"T fiir alle P € (A" A)*
= A"T P = P A"T fiir alle ortho-Projektionen P € (A" A)*

[7.39.4]
Jeder abgeschlossene A™ A-invariante Teilraum ist A™T-invariant

T e 7507 —WOoT

A
(2) Als Kommutante ist A¥* O A abgeschlossen beziiglich SOT und nach
auch beziiglich WOT, also ist avor —g%or C ARk, O

8.45 Definition.

Unter einer VON NEUMANN ALGEBRA A in L(H) versteht man eine Teil-C*-
Algebra, mit A** = A d.h. sie ist abgeschlossen beziiglich der SOT (oder auch
der WOT).

Es ist folglich {N}** die kleinste (Abel’sche) von Neumann Algebra, die den nor-

malen Operator IV enthélt. Dies ist nach der WOT-Abschlufl von C*(N) oder
auch jener von {p(N, N*): p € C[z,Z]}, da dies dicht in C*(N) liegt.

8.46 Proposition.
Es sei (X,Q,u) ein o-endliches Mafl und
Ay = {My: f € L™(n)} C L(L*(n)),

die von den Multiplikations-Operatoren erzeugte Teilalgebra. Dann ist A, = Auk,
also eine Abelsche von-Neumann-Algebra in L(L?(u)).

Falls p ein endliches Map ist, so ist die Darstellung f — My, L>(u) — A, ein
Homdomorphismus bzgl. der schwachen Topologie o(L>(p), L*(1)) und der WOT
auf A,,.
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Es sei u ein positives Borelmaf auf C mit kompakten Trdager. Dann ist {NM}’C =
Ak und somit {N,}*F = A,,.

Lo () = Ay, = {N, }** —— L(L*(n))

Beweis. (4, = Allj) Da A, Abelsch ist, ist A, C Aﬁ. Sei umgekehrt a € Aﬁ. Wir
miissen zeigen, dafl a = M ist fiir ein f € L>(p). O.B.d.A. sei a # 0.

Sei vorerst u(X) < oo. Dann ist 1 € L?(u). Es ist f := a(1) € L?*(p). Fiir g €
L%(u) € L2(n) gilt alg) — a(M,1) = My{a1) = M,f — g f. Also ist | £glls —
la(Dll2 < llallllgllz- Es sei Xg := {x € X : |f(x)| > 2|la]|}. Das vorige Argument
fiir g := xx, liefert

lall*n(Xo) = llall* Igll* = lla(g)lI* = 11 f gl =/ [fI dp > 4 [al|? 1(Xo).

Xo
Also ist u(Xo) =0, d.h. [f] € L>(p). Da a = My auf dem dichten Teilraum L™ (1)
von L2(p) gilt, ist a = My auf ganz L?(p).

Sei nun X = | |, X, mit u(X,) < oco. Fiir B mit u(B) < oo ist L?(u|g) = {f €
L?(u) : f = 0 auBerhalb B} a-invariant, denn fiir f € L?(u|g) ist a(f) = a(xsf) =
xB-a(f) € L*(u|p) wegen a € A Es sei ap die Einschriinkung von a auf L?(u|p).
Nach dem ersten Teil existiert ein fp € L™ (u|p) mit ag = My, . Wir schreiben f,
fir fx, und definieren f := ||, fn, d.h. f|x, := fx,. Dannist f eine wohldefinierte
meBbare Funktion auf X und || f,|lec = || My, || = llax, || < ||la||. Alsoist || f]le < |la]|
und offensichtlich ist a = M.

Sei nun p wieder ein endliches Maf.

(Injektivitét) Es ist f — My injektiv, da 1 € L?(p).

(Homomorphie) Es sei f; € L*(u) ein Netz. Dann konvergiert dieses genau dann
gegen 0 in der schwachen Topologie o(L>, L), falls fiir alle g € L'(u) gilt: [ f; gdu —
0. Diese ¢ sind genau die Produkte hy - ho mit hi,hy € Lz(u), denn nach der
Hélderungleichung ist hy - he € L'(u) und umgekehrt sind hy := \/|g| und h; :=

sign(g) h2 beide in L? (). Also ist die Konvergenzaussage dquivalent zu (M, hy, he) =
[ fihihadp — 0, d.h. zu My, — 0 in der WOT auf L(L?(u)).

({N,}F = A, = A,*) Nach ist {N,}F = {N,, N} ={M, :p e Clz,2]}* =
{M; : f € C(X)}*, da die Menge der Polynome p € Clz,%] dicht in C(X) ist.
Es ist f — fidu(: g — [ g fdu) eine isometrische Einbettung L'(u) — C(X)
(| Jgfdul < |lgllos I fll1 und [1 fdp = ||f|l1). Somit existiert nach Hahn-Banach
zu f € L = (L) ein ® € C(X)” mit ®|,» = f. Nach hat ¢ : C(X) —
a(C(X)",C(X)") dichtes Bild und folglich existiert fiir f1,..., f, € L'(u) unde > 0

ein g € C(X) mit & > |(® — 6(9))(fidu)| = | [ f fidpu— [ g fdul, also ist C(X)
dicht in o(L>(u), L' (). Und da f — M ein Homdomorphismus o(L>, L) =
(A, WOT) ist, ist A% = {My : f € L=(u)}* = {My : f € CX)}F = (N}, O

Bemerkung.

Wir wollen nun den Funktionen-Kalkiil

p: Borely(o(N)) = L(H), [+ fdpP
o(N)

aus so modifizieren, dal er eine Bijektion wird. Dazu versuchen wir zuerst
ein Borel-Mafl p auf o(N) finden, so daf py iiber die Quotientenabbildung 7 :
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Borely(o(N),C) — L>°(u) wie folgt zu einer injektiven Abbildung faktorisiert
Borely(o(N)) u L (p)

\ £
2
A

L(H)

d.h. es miiite Kerp = Kerm = {f : f = 0 p-f.ii.} sein, und wegen P = po x :
B(o(N)) — Borely(o(N)) — L(H) mifite zumindest

{B € B(o(N)) : P(B) = 0} = Kex(P) = Ker(po ) = x~ (Ker(p))
TN f =0 i)
— (B € B(o(N) : u(B) = 0}

sein. Wir definieren folglich:

8.47 Definition.

Ein SKALAR-WERTIGES SPEKTRAL-MASS fiir einen normalen Operator N ist ein
Ma8 i > 0 auf o(N), welches auf genau jenen Borel-Mengen verschwindet wo das
Spektral-Maf3 von N es tut.

Eine Moglichkeit skalar-wertige Borel-Mafie zu finden ist einen Vektor h € H zu
nehmen und py, := Py zu betrachten. Fiir diese gilt

pin(B) := Pyn(B) = (P(B)h,h) = ||[P(B)h|.
Folglich ist pj skalar-wertiges Spektral-Mafi genau dann, wenn P(B) = 0 aus
P(B)h =0 fiir alle B € B(c(N)) folgt. Dies fiihrt zur Definition:

Es sei A C L(H). Dann heifit ein h € H SEPARIERENDER VEKTOR fiir A, falls
VYa € A:ah =0 = a=0 gilt, d.h. falls die Darstellung A C L(H) auf h injektiv
wirkt (a1h = ash = a1 = a2).

Es heiffit A SEPARIERENDER VEKTOR fiir den normalen Operator N, falls h separi-
erend ist fiir die von N erzeugte von Neumann-Algebra {N}*F.

8.48 Lemma.

Es sei h € H ein separierender Vektor fiir einen normalen Operator N und P dessen
Spektral-Maf. Dann ist das Mafl pp = Py, ein skalar-wertiges Spektral-Maf fiir
N.

Beweis. h separierend fiir N :& h separierend fiir {N}** O {P(B) : B} (wegen
18.15]), also VB € B(a(N)): (un(B) = ||P(B)h|> = 0 = P(B) = 0), d.h. py ist ein
skalar-wertiges Spektral-Maf fiir V. O
Zyklische versus separierende Vektoren.

1. Fir A = L(H) sind alle h # 0 zyklische Vektoren, aber kein h ist separierend.

2. Falls A = C und dim H > 1 dann besitzt A keine zyklische Vektoren, aber
jeder h # 0 ist separierend.

Unsere nichste Aufgabe besteht darin die Existenz separierender Vektoren zu be-
weisen.

8.49 Lemma.

Es sei h ein zyklischer Vektor fiir A. Dann ist h ein separierender Vektor fiir A*.
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Beweis. b € A¥ = Kerb ist A-invariant (ba(Kerb) = ab(Kerb) = {0}); h € Kerb
= Ah C Kerb = Kerb = H, da Ah dicht liegt = b = 0, d.h. h ist separierend. [

8.50 Folgerung.
Es sei A C L(H) Abel’sch. Dann ist jeder zyklische Vektor von A auch separierend.

Beweis. Da A Abelsch ist, gilt A C A* und weil h separierend fiir A* ist nach
, so ist er es auch fiir die Teilmenge A. O

8.51 Folgerung.

FEs sei H separabel. Dann besitzt jede Abelsche Teil-C*-Algebra von L(H) einen
separterenden Vektor.

Beweis. Nach dem Zorn’schen Lemma ist A in einer maximalen Abelschen C*-
Algebra enthalten. Da ein separierender Vektor auch separierend fiir jede Teilmenge
ist, kénnen wir also 0.B.d.A. annehmen, daf8 A maximal Abelsch und somit A = AF

ist nach .

Nach existiert eine orthogonale Zerlegung H = @, H, in A-invariante
Teilrdume H,, mit zyklischen Einheits-Vektoren h,, € H,. Da H separabel ist,
ist dabei die Index-Menge abzihlbar (also 0.B.d.A. N). Es sei hoo := > o0 | —=h

n=1 an in-

Dann ist [|heo|? = 3 ne, 5= = 1. Es sei P, die orthogonal-Projektion auf H,. Da
A jedes H, invariant lafit, ist P, € A¥ = A nach |7.39.4 | und Ah, D P,Ahs =
AP ho = Ahy, = H,. Also ist Aho, = H, d.h. h, ein zyklischer Vektor von A und

nach auch separierend. O

8.52 Folgerung.

Es sei N € L(H) normal und H separabel, dann existiert ein separierender Vektor
fiir N.

Beweis. Da die Menge { N }** nach Abelsch ist, besitzt sie nach einen
O

separierenden Vektor h.

Diese Folgerung ist der Grund, dafl wir von nun an voraussetzen werden, daf} alle
vorkommenden Hilbert-Riume separabel sind.

8.53 Lokalisierung des Funktionen-Kalkiils.

Es sei also H separabel und N € L(H) normal.

Fiir h € H sei pj, := Py, und Hy der AbschluB  {N}**h s H, "= H
von {N}*¥*h in H. Dieser ist offensichtlich N-

invariant (T' € {N}¥%: NTS = NST = SNT fiir ! Nh N
alle S € {N}*) und somit ist die Einschrinkung (N C }} ¢ I
von N ein Operator Ny, := Ny, € L(Hy,). h

Lemma.

Wir haben folgendes kommutatives Diagramm von x-Homomorphismen:

Borely (0(Ny)) —— { Ny} < L(H},)

iﬂh konjUh l: 7mlk0njUh

L™ () = { Ny, }¥F s L(L (1))
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Dabei ist Uy, : Hp, — LQ(uh) die eindeutige bijektive Isometrie, die Ny und N,
miteinander vertauscht und h auf 1 abbildet. Weiters ist konj;, @ a — Up aUh_l.

Die mit — bezeichneten Abbildungen sind surjektiv und stetig und jene mit = sogar
Homdmorphismen bzgl. o(Borel,, M), o(L>, L') und den WOT en.

Beweis. (h ist zyklischer Vektor fiir Nj,) Da {N}** nach der Abschluff von
C*(N) in der SOT ist, ist Hy, := {N}**h C C*(N)h. Offensichtlich ist C*(N)h C

C*(Np)h, denn fiir a € C*(N) existieren Polynome p; € C|z,z] mit p;(N,N*) — a

und somit ist ah = lim; p; (N, N*)h = lim p;(Ny, N} )h € C*(Np)h, also ist C*(Np,)h
dicht in Hp, d.h. h ist ein zyklischer Vektor der Einschrénkung Nj,.

(Rechte Pfeil ist Homoomorphismus) Nach ist pup ein Maf} auf o(Vy,), sodafl
Nj, unitdr dquivalent zu Ny, auf L%(uy) ist, wobei die bijektive Isometrie U =
Uy : Hyp — L*(up) durch Up(h) := 1 eindeutig bestimmt ist. Konjugation a
UoaoU™! liefert einen *-Ismorphismus L(Hp) — L(L*(un)), welcher also Nj,
auf N, und damit {N, }** auf {N,,, }**-abbildet. Dieser ist offensichtlich auch ein
Homomorphismus bzgl. der WOT en.

(Untere Pfeil ist Homdmorphismus) Nach ist f +— My eine surjektive Isome-
trie L> — A, = {N,, }** und ein Homémomorphismus bzgl. o(L>, L') und der
WOT.

(Kommutativitit) Esist 7, : f — [f] stetig bzgl. o(Borely, M ((Ny))) und o(L>°, L1),
denn jedes g € L' definiert ein MaBl f — [ fgdup. Somit besitzen py, und
konj Ehl oM o7y, beide die charakterisierenden Eigenschaften des Funktionen-Kalkiils

, stimmen also iiberein. O

8.54 Lemma.

Es sei e € H so, dafl p. ein skalar-wertiges Spektral-Maj$ fiir N ist. Die beziiglich
e absolut-stetigen Mafe p sind genau die Mafle uy, fir h € H.

Beweis. (<) Aus p.(B) = 0 folgt P(B) = 0, da p. ein skalar-wertiges Spektralmaf
ist, und somit ist auch uy(B) = (P(B)h,h) = |P(B)h||*> = 0.

(=) Nach dem Satz von Radon-Nikodym existiert f := ,/j—:; € L?*(u.). Es
sei h:=U;'f € H,. Fiir jede Borel-Menge B gilt:

8.33

u(B) = [ xndu (U M 1.0 )

/ X5 f2djie = (M, f. f)

(p(xp)U f, U f) = (P(B)h, h) = p(B). O

8.55 Lemma.

Wir haben folgendes kommutatives Diagram bestehend aus x-Homomorphismen.:
Borely(a(N)) N {N}FkE

inkl* Ph

[s.53] V¥
Borely(o(Ny)) === { N}, }FF

PNy,

Dabei ist a — pp(a) := a|g, WOT-stetig und alle Abbildungen sind surjektiv.

Beweis. (pj, : {N}** — L(H}) ist wohldefiniert) Dies ist offensichtlich, da Hj, =
{N}¥kkh offensichtlich { N }**-invariant ist.
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(pn ist WOT-stetig) Falls a; — ao in {N}** beziiglich der WOT, dann gilt
(a;v,w) = {asov,w) fiir alle v,w € H also insbesonders fiir jene in Hp C H,
d.h. pp(a;) = ailm, — acoln, = pras) in L(H},) bzgl. der WOT.

(on ({NY**) C [N}, }¥%) Nach ist (N} = [p(N,N9) :pe Clo, 2]}, d.h.
zu a € {N}*F existiert ein Netz solcher Polynome p; mit p;(N, N*) — a bzgl. WOT.
Nach dem vorigen Punkt gilt {Ny}** 3 pi(Ny, Nj¥) = pn(pi(N,N*)) — pn(a) bzgl.
WOT, also ist pp(a) € {Ny}** nach dem Doppel-Kommutanten Theorem .

(Diagramm kommutiert) Es sei f € Borel,(o(V)). Nach (vgl. mit dem Beweis

von ) existiert ein Netz von Polynomen p; € Clz,z| mit [p;dp — [ fdu
fiir alle p € M(o(N)). Da o(Ny) C o(N) gilt das auch fiir alle u € M(a(Ny)).
Nach konvergiert sowohl p;(N,N*) — f(N) als auch p;(Np, Nj5) — f(Np)
beziiglich der WOT. Wegen p;(Np, Ni¥) = pn(pi(N,N*)) — pn(f(N)) bzgl. der

WOT gilt somit pp(f(N)) = f(Ny).

(Surjektivitdt unten) Gilt nach .

(Surjektivitit rechts) Wegen der Kommutativitét des Diagramms und weil der Weg
iiber die linke untere Ecke surjektiv ist, ist auch pj surjektiv.

(Surjektivitit oben) Es sei A := {f(N) : f € Borely(c(N))} das Bild. Dann ist A
nach und eine C*-Algebra mit C*(N) C A C {N}**. Wegen
geniigt es zu zeigen, dafl A WOT-abgeschlossen ist. Sei dazu f; € Borely(o(N)) ein
Netz mit f;(N) — a in der WOT. Wegen ist a € {N}**. Sei h € H beliebig.
Wegen der Stetigkeit von pj, gilt fi(Ny) — alg, € {Ny}** in der WOT. Wegen
der Surjektivitdt von pp, existiert ein f, € Borely(C) mit alg, = fin(Np). Aus
fi(Nw) = alm, = fr(Np) in der WOT, folgt nach daB f; — fp beziiglich der
schwachen Topologie o(L>, L') auf L>(uz).

Wegen der Folgerung existiert ein separierender Vektor e fiir {N}** und
nach ist p. ein skalar-wertiges Spektral-Maf} fiir N. Da pu; absolut-stetig
ist beziiglich p. nach folgt ﬂ% € L'(u.). Fiir jede Borelmenge B gilt
somit [ fidun = [p fiZ“T: dpe =[5 fe‘jl“T:‘ dpe = [ fedpn und andererseits
I fidun = [ fndpn. Somit ist 0 = [, (fe — fn) dun, d.h. fe = fu pp-f.ii.. Da nach
fir g € Hy das MaBl piy absolut-stetig beztiglich py, ist, gilt (fx(Nwn)g,9) =
<fh(N)gvg> = ffhd/fég = ffed/fég = <fe(Nh)g,g>7 d.h. fh(Nh) = fe(Nh) nach

und insbesonders ist ah = alg, h = fr(Np)h = fo(Np)h = fo(N)h. Da h
beliebig war gilt a = f.(IV). O

8.56 Lemma.

Es ist py(f) € Ker(pn) < f = 0 pp-f.i., d.h. py|ger(r) : Ker(m) — Ker(pp) ist
wohldefiniert und surjektiv.
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Beweis. Sei a € {N}** d.h. a = f(N) = pn(f) fiir ein f € Borely(o(N)) nach

. Dann ist:

ker(m) > ker(pp,)
a=pn(f) € Ker(pn)

355 J pullback \[
<:>O:ph(pN(f)) pNh(f|0'(Nh)) BOI‘elb(U(N)> PN {N}kk
jom| ..

7 f‘U(Nh) =0 .uh'f-u- ﬂ_ﬂhoinkl*i Phi
8.28 - =~
525] f =0 pp-Li., da Trag(un) = o(Np). L% (pn) {Ny}* O

8.57 Proposition.
Es sei N normal und e € H. Dann sind dquivalent:
1. Die Abbildung p. : {N}** — {N}¥F ist ein x-Isomorphismus (oder zumin-
dest injektiv);
2. Fiir f € Borely(o(N)) gilt: f(N)=0< f =0 pe-fi..
3. e ist separierend fiir {f(N) : f € Borel,(o(N))} = {N}kk;
4. pe := P, ist ein skalar-wertiges Spektral-Maf fiir N;

Beweis. (:>) f(N)=0 pe(f(N))=0 f =0 pe-fi..

(2] = [3]) Es sei a € {N}** und ae = 0. Nach existiert f € Borely(o(N))
mit f(N) = a. Also ist 0 = ||ae||* = (a*ae,e) = (pn(|f]*)e,€) = ([ |f|*dPe,e) =

J1fI? dpe. Und somit f =0 pe-f.ii. und damit 0 = f(N) = a nach ()

(3 1) s [538]
( = ) Nach ist p. ein surjektiver x-Morphismus. Nach ist Ker p. =

{f(N): f =0 pefi.}, also ist p. auch injektiv, denn falls f = 0 aulerhalb einer
Borel-Menge B mit ji.(B) = 0, also P(B) = 0 nach ((4]), so ist f(N) = [, fdP =
0. O

Zusammenfassung.

ker(m) —— ker(p,)

“J

Borel,(o(N)) —2s> {N}** s L(H)
Y
inkl* pe v%’

Borely(0(N,)) ——s { N}k L(H,)

8.53
. :lkonjUE 7ulkonj Ue

L (o) =t { Ny, }oF > L(L%(p1e))

8.58 Theorem. Funktionen-Kalkiil.
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Es sei N ein normaler Operator auf einem separablen Hilbert-Raum H. Dann ex-
istiert ein bis auf Aquivalenz eindeutiges skalar-wertiges Spektral-Maf p fir N.

Der Funktionen-Kalkil pny aus faktorisiert Borely((N)) L(H)

idber m : Borelp(o(N)) — L>®(u) zu einen PN
wohldefinierten (isometrischen) x-Isomorphismus p : rri j\
L>=(u) — {NYFF der auch ein Homdomorphismus o

~ o WOT 1 L) = L (N
von der Topologie o(L>, L') auf die WOT ist. H &

Beweis. Offensichtlich sind alle skalar-wertigen Spektralmafle dquivalent, d.h. wech-
selseitig absolut stetig, denn sie haben die nach Definition die selben 0-Mengen.

Der Funktionenkalkiil Borel,(o(N)) — {N}** kann nach obigem wegen (1<
3) als Zusammensetzung

E e

Borely(o(N)) > L®(ue) = {N, }** = {NJ* = (N} C L(H)

geschrieben werden. Die Abbildung p definieren wir als die Zusammensetzung L (p,) =
{Nue}kk =~ [N }** = IN}**. Somit ist sie ein bijektiver *-Homomorphismus und

ein Homgomorphismus beziiglich o(L>°, L') und der WOT nach | 8.46 |
denn aus f; — 0 beziiglich o(L®°, L') folgt auch umgekehrt, da$ fiir h € H

(N By = (fi(No)h, by = / fiduy, = / fij—;‘:due Lo,

da nach fir h € H das Maf} uj absolut-stetig ist beziiglich p., und somit
nach die Radon-Nikodym-Ableitung d“ boe LY(u.) existiert. O

8.59 Spektral-Abbildungs-Theorem.

Es sei H ein separabler Hilbert-Raum, N € L(H) ein normaler Operator, p ein
skalar-wertiges Spektralmafl und P das Spektralmaf von N und schlieflich f €
L*>*(p). Dann ist das Spektrum o(f(N)) von f(N) das p-essentielle Bild von f €
L (). Weiters ist o f=1 ein skalar-wertiges und P o f~1 das Spektralmaf$ von

f(N).

Beweis. Zuerst die Aussage iiber das Spektrum:

or)(f(N)) ok (F(V)) LEl

= UL(LQ(M))(Mf) = ILL—eSS—Bﬂd(f).

ot

O'{N”}kk (Mf)

Da f meBbar ist, ist f*P := P o f~! ein Spektralmafl auf X := {z € C : |2] <
lfllec} 2 f(o(N)) 2 o(f(N)). Fiir e > 0 wéhlen wir eine Partition von X und
somit von o(f(N)) in Borelmengen B; mit |z —2'| < ¢ fiir 2,2’ € B;. Fiir f~1(B;) #
0 sei z; € f~1(B;) fix gewdhlt und y; := f(z;). Falls f~1(B;) = 0 so sei y; € B;
beliebig. Dann bilden die f~1(B;) # 0 eine Partition von o(N) und somit ist nach
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8.12.2
s —/ 2dfP ()| =
X

[ s@are) - [ zarpo)|
a(N) X
/J(N) f(z)dP(z) = z]: Flzs) P(f_l(Bj))H

<|

| Swre@) - [ zaree)
< 2e¢, ’

also gilt Gleichheit und f*P ist das Spektralma von f(N) nach [8.15].

Esist f*u := pof~! ein skalar-wertiges Spektralmafi von f(N), denn 0 = Pyny(B) =
f*P (B) = P(f~1(B)) genau dann, wenn 0 = p(f~1(B)) = f*u (B) gilt. O

Multiplizitiats-Theorie fiir normale Operatoren

8.60 Theorem (Hellinger 1907).

Es sei N ein normaler Operator auf einem separablen Hilbert-Raum. Dann existiert
eine Folge von Mafen p,, auf C mit kompakten Trigern und mit pi,41 absolut-stetig
beziiglich ., und

N=N, &N, ®....

Bis auf unitire Aquivalenz ist N durch die Aquivalenzklassen dieser Mafe eindeutig
bestimmdt.

Bemerkung.

Das Maf p1 mufl ein skalar-wertiges Spektral-Maf fiir IV sein: Denn @©;N,, — A
ist genau dann invertierbar, wenn alle N,,; — A es sind, d.h. o(N) = {J; 0(Ny;) =
U, Trig(p;). Weiters ist P(B) = 0 genau dann, wenn P;(B) = 0 ist fiir alle j,
d.h. B eine p1;-Null-Menge ist. Da aber ;11 absolut-stetig beziiglich j1; ist, ist das

genau dann der Fall, wenn p4(B) = 0 ist.

Bevor wir uns dem Beweis zuwenden, wollen wir noch einige Varianten daraus
folgern. Fiir die Erste benotigen wir folgendes

8.61 Lemma.

Es sei v ein absolut-stetiges Maf$ beziiglich eines anderen Mafles p. Dann existiert
eine mefibare Menge B, so daf p|p und v dquivalent (d.h. wechselseitig absolut-
stetig) sind.

Beweis. Es sei 0 < f := g—z € L'(p) die Radon-Nikodym Ableitung. Weiters sei
B = {z : f(x) # 0}. Diese mefibare Menge ist bis auf eine p-Nullmenge ein-
deutig bestimmt. Fiir alle meSbaren A gilt: 0 = v(A) = [xadv = [xa fdu =
Jzxafdu< plp(A) =0, dh. v und p|p sind dquivalent. O

8.62 Folgerung.

Es sei N ein normaler Operator auf einem separablen Hilbertraum und p ein
skalares Spektral-Maf fir N. Dann existiert eine beziiglich der Inklusion fallende
Folge von Borel-Mengen B,, C o(N) mit By := o(N) und

NN, ®Ny,, &....
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Bis auf unitire Aquivalenz ist N durch die Aquivalenzklasse von p und die Borel-
Mengen bis auf p-Null-Mengen eindeutig bestimmit. O

Bemerkung.

Falls H endlich-dimensional ist, so ist o(IN) = {A1, ..., A, } endlich. Nach ist
N = @, Ni. wobei die N = N, B, zyklische Diagonal-Operatoren auf invarianten
Teilrdumen Hy C H sind. Die Eintragungen auf der Diagonale von Nj miissen also
paarweise verschieden sein, d.h. alle Eigenwerte von N Vielfachheit 1 haben. Da u,
ein skalares Spektral-Maf fiir N ist, mufl der Trager von u; das gesamte Spektrum
sein, d.h. der erste Summand o(N7) = o(NV). Die absolut-Stetigkeit bedeutet, dafl
das jeweilige Spektrum kleiner wird, d.h. die Diagonal-Elemente von Ny, eine
Teilmenge von jenen von Ny sein miissen. Also sind die Ny die diagonal-Operatoren
mit paarweise verschiedenen Eintragungen und zwar genau den Eigenwerte von N
mit Vielfachheit mindestens k.

Bemerkung.

Es gibt aber noch eine andere Darstellung. Es sei A die Menge der Eigenwerte mit
Vielfachheit k, d.h. fiir A € Ay gilt dimKer(N — \) = k. Es sei Ny der diagonal-
Operator welcher Ay als diagonal-Elemente hat und zwar jedes mit Vielfachheit k.
Dann ist ist Ny = A,*) = @k Ay, wobei Ay ein diagonal-Operator mit Ay als
diagonal-Elementen mit Vielfachheit 1 ist, also o(Ay) = Ag. Somit ist

N = A, @A2(2) @Ag(g) -

mit o(A;) No(Ar) = 0 fiir j # k. Das folgende Theorem liefert eine unendlich-
dimensionale Verallgemeinerung.

8.63 Theorem.

Es sei N normaler Operator auf einem separablen Hilbert-Raum H. Dann ezistieren
paarweise singuldre Mafle (oo, ft1, ... und ein Isomorphismus

U:H— L*(100) ™ & L? (1) @ LP(n2) P & . ..
welcher N in die Summe der Multiplikations-Operatoren mit z iibersetzt. Zwei Op-
eratoren sind genau dann unitdr dquivalent, wenn die entsprechenden Mafle es sind.

Es heiflen zwei Mafle pq und po SINGULAR, falls eine Zerlegung X = B; LB existiert
mit pq(B1) = 0 und po(Bz) = 0.

Beweis. Es sei p ein Spektral-Ma$ fiir N und B,, die aus erhaltenen Borel-
Teilmengen von o(N). Es sei Ay, := (o, B, und A,, := B,,\ B4 fiir 1 <n < .

n=1
Es sei pi, := pt|a, und vy, == plp, fiir 1 <n < oo. Da B, = (", BrU (B, \Bny1)U
(Bn+1 \ Bng2) U = A UA, UA, 11 U..., also ist vy = poo + i + g1 + - -

und die MaBe fioo, fin, fnt1,--. sind paarweise singulédr. Also ist IV, = N, @
Ny, ® Ny, @.... Unter Verwendung von folgt somit
NN, ®N,,D...
& (Nuoe ®Npy ®Npy @) @ (Nyoe ® Ny ® Ny ©...) D ..
~ oo 1 2
2N@aeNVeNDe. ...
Die Eindeutigkeit bleibt dem Leser {iberlassen. O

Beweis der Existenz-Aussage des Theorems . Die Idee des Beweis-

es von ist, durch Auswahl einer Folge von h, eine Zerlegung von H in die
orthogonale Summe €D Hy,, der von h,, erzeugten zyklischen Teilrdume zu kon-
struieren. Mittels Zorn geht das nicht, da die absolut-Stetigkeit der zugehorigen
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Mafe nicht erzwungen werden kann. Induktiv kénnte man wie folgt vorgehen: Es
sei e; € H ein separierender Vektor fiir { N }** sowie H; der Abschlufl von {N}**¢;
und y1(B) := ||P(B)e1]|?. Im niichsten Schritt betrachten wir Ny := Nlpgs. Wieder

existiert nach ein separierender Vektor ey € Hf C H fir {Ng}kk. Es sei
Hs der AbschluBl von {N5}**¥ey. Dann ist po := P., ., absolut stetig bzgl. 1 nach

. Wenn wir nun mit Induktion fortfahren, so kénnen wir nicht garantieren,
dafl @ Hy, schon ganz H ausfiillt.

Um das Abbrechen nach abzihlbar vielen Schritten zu gewihrleisten, wihlen wir
eine orthonormal-Basis {f;} von H mit f; = e;: Wir wollen den separierenden
Vektor e, fiir { Ny }** so wihlen, da8 die orthogonal-Projektion f5 von fo auf Hi-
im AbschluB Hy von {No}**e, liegt. Dann wire fo € Hy @ {f}} € Hy @ Hy. Und
induktiv erhielten wir f, € Hi ®---@® H,, also gilt H = @,, H,,. Um diese spezielle
Wahl zu rechtfertigen, brauchen wir folgendes Lemma. O

8.64 Lemma.

Es sei N ein normaler Operator und e € H. Dann existiert ein separierender Vektor
eo fiir {N}** mit e im Abschlufs von {N}*Fe,.

Beweis. Es sei fy ein separierender Vektor fiir {N}** und sei P das Spektral-
Maf von N. Wir definieren p(B) := ||P(B)fo||? und bezeichnen den Abschlufl von
{N}¥* fo mit Hy. Es ist e =: hg + hy mit hg € Hy und hy € (Ho)*. Es sei n(B) :=
|P(B)hi||> und H; der Abschlu von {N}**h;. Dann ist sowohl Hy als auch H;
beziiglich N invariant. Weiters ist Hy L Hy und N|g, = N, und N|g, = N,. Dan
nach absolut-stetig ist beziiglich p, folgt, dafl eine Borel-Menge B existiert, so
dafl n und v := p|p wechselseitig absolut-stetig sind nach . Alsoist N|g, 2 N,
nach . Essei U : Hy® Hy — L?(1) ® L?(v) der kanonische Isomorphismus mit
U(Nlgy @ N|g, U™ =N, @ N,. Wegen e = hg @ hy € Hy® Hy ist Ue = ey @ €.
Da hy ein zyklischer Vektor fiir N|p, ist, ist auch ey ein solcher von N,, und folglich
gilt e; # 0 v-f.ii..

Wir wollen nun zeigen, daf8 ein f € L?(u) existiert, so da8 f @ e; ein separierender
Vektor von {N, & N, }** ist und eg @ e; im Abschlufl von {N, & N, }**(f & e1)
liegt:

Wir definieren f(z) := eg(z) fiir z € B und f(z) := 1 sonst. Es sei H der Abschlufl
von {N, ® N, }**(f @ e) = {g(fDer): g € L®(u)} (wobei die Gleichheit nach
gilt, weil p ein skalar-wertiges Spektral-MaS8 fiir NV, @ N, ist). Es sei B¢ das
Komplement von B, dann gilt: g xpe ® 0= g xp-(f @ e1) fiir alle g € L>®(u). Also
ist L?(p|pe) ® 0 € H und somit (1 — eg) xpe ® 0 € H und schlieBlich eq @ e; =
f@er—(1—ep)xpe®0€H.

Andererseits folgt aus g € L*(p) und 0 =g (f @ e1), daB g f = ge; = 0 p-f.ii.. Da
e; # 0 v-fii., ist g = 0 p-f.i. auf B. Da f = 1 auf B¢ ist folgt, dal auch g = 0 ist
p-f.il. auf Be. Also ist f @ ey ein separierender Vektor von {N,, & N, }**. O

Beweis der Eindeutigkeitsaussage des Theorems . Da aus v ~ p folgt,
dafl N, = N,, brauchen wir nur die Umkehrung zeigen. Sei also N = M, genauer: es
sei U eine surjektive Isometrie mit UNU ! = M. Falls e; ein separierender Vektor
fir {N}** ist, so ist fi := U(e1) ein solcher fiir {M}**. Da y; und v; skalar-
wertige Spektral-Mafe fir N bzw. M sind, folgt v; ~ p und damit N,, = N,
d.h. falls H = @,H, und K = @, K, mit N|g, = N, und M|k, = N, so ist
N|g, & M|k, . Allerdings muf} dieser Isomorphismus nicht eine Einschrénkung von
U sein, d.h. wir wissen nicht ob U(H;) C K; ist. Wir miissen also zeigen, daf}

andreas.kriegl@univie.ac.at © 11. Juni 2019 205



MULTIPLIZITATS-THEORIE FUR NORMALE OPERATOREN 8.65

N|y L=M | k- Dies geschieht in der folgenden Proposition . Das Resultat
folgt dann mittels Induktion. O

8.65 Proposition.
Es seien N, A und B normale Operatoren, N zyklisch und N ® A= N @& B. Dann
ist A= B.

Beweis. Es sei N € L(H), A€ L(Hs) und B € L(Hgp). Undsei U : H® Hy —
H® Hp ein Isomorphismus mit U(N®A)U ! = N® B. Wir schreiben U als Matrix

Uip Uip
v= (Y B
(Uz,l U2,2>

mit U1’1 S L(H,H), ULQ S L(I‘IA,I?[)7 U2’1 (S L(H,HB) und U2’2 S L(HA,HB).
Dann ist
Uur, Us
Ut = (11 il)
(U1,2 U3,

N 0 N 0
N@A(O A> undN@B(O B)'

Die Gleichung U (N & A) = (N @ B) U lautet:

UiaN UipA\  (NUix NUip
U2,1N UQ’QA o BUQ’l BUQ’Q ’

und U (N @ A)* = (N @ B)* U lautet:

UiaN* Ui 2A*\ _ (N*Uix N*'Uip
Uy N* UspA*)  \B*Us1 B*Uspz)’

Die Gleichungen U*U =1 und UU* =1 lauten:

(Uik,1U1,1 + Uék’lUg’l U1*,1U1,2 + U2*}1U2’2> _ <1 0)
Ul*,2U171 + U572U271 U]i2U1)2 + U§,2U272

(Ul,lUl*J + U172Uf72 U1,1U;11 + U1?2U2*72> _ <1 O)
UaaUTq +Us22Uf s UznUsq +Uz2U5, 0 1

und weiters

Aus der Gleichung (2,2) fiir N und fiir N* und folgt, daB (Ker Uz o)t A-
invariant, (Ker UQ*’Q)J- B-invariant und Al (ke v, )0 = Bl(Ker Uz )+ ist. Es geniigt
also zu zeigen, daB Alker v, , = Blkervy,, denn dann ist A = B. Falls h € Ker Us 2 C

H,, dann ist
Uin U2\ (0 _ Ui2h
Usi Usp h 0o )

Da U eine Isometrie ist folgt, dal U; 2 den Kern von Us o isometrisch auf einen
abgeschlossenen Teilraum F von H abbildet. Aus den Gleichungen (1,2) fiir N
und (1,2) fiir N* und der Tatsache, dafl Ker Uy o A-invariant ist, folgt, daf§ E N-
invariant ist. Folglich ist die Einschrankung von U » auf Ker Us 5 eine Aquivalenz
fir Achr Us > = N|E

Auf dhnliche Weise erhalten wir, daf§ U3 ; den Kern von Us , isometrisch auf einen
abgeschlossenen Teilraum FE, von H abbildet, welcher N-invariant ist, und eine
Aquivalenz Blkervy, = N|g, liefert.

Es bleibt zu zeigen, dafl ¥ = E,. Falls h € Ker Us 3, so ist U1*,1U172h = —U2*71U272h =
0 nach Gleichung (1,2) fiir U*U und somit £ = Uy 2(Ker Uz 2) € Ker U{ ;. Ander-
erseits ist wegen (1,1) fiir UU™ fiir f € KerUy; die Gleichung f = (U;1U7; +
Ur2Ui o) f = Ur2Uy o f giiltig. Wegen (2,1) fiir UU* ist U oUf o f = —Us U f =
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0, und damit Uf,f € KerUs . Folglich ist f € Uja(KerUszz) und damit £ =
Ker Uf ;. Analog erhalten wir E, := Ker Uy ;. Aus Gleichung (1, 1) fiir N folgt daf
Uia € {N}* und da N zyklisch ist folgt aus 7 dal Uy normal ist (denn
{N,}* = A,) und damit ist E = Ker Uy =KerU;; = E.. O
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9 Spektral-Theorie unbeschrinkter Operatoren

Unbeschrinkte Operatoren

Quanten-Mechanik.

In der QUANTEN-MECHANIK will man physikalische Groéflen als selbst-adjungierte
Operatoren auf einem separablen Hilbert-Raum darstellen. Fiir den POSITIONS-
OPERATOR () und den IMPULS-OPERATOR P muf} folgende Version der HEISEN-
BERG’SCHEN UNSCHARFE-RELATION [P, Q] := PQ — QP = % gelten, wobei i # 0
das PLANK’SCHE WIRKUNGSQUANT bezeichnet.

Seien also P und @ Elemente einer Banach-Algebra (A = L(H)), welche diese
Kommutations-Relation erfiillen. Mittels Induktion zeigt man sofort, da P* @Q =
QP* + kL Pk=1 gilt, denn

Pk-‘rlQ:PPkQ:P (ka+kﬁpk_1>
(3

h h hi
= (QP+_) P4 k- P =QP"! + (k+1) - P~

1 1 1
Fiir ¢t € C gilt also

eltPQ:Z (Z]i? PkQI;)(Zt?

k
k=0

7

= () e he~ @) itP
=QY i Prs Z(k_l)!P = (Q+th)et”.
k=0 k=1

Da e**? invertierbar ist, mit inverser Abbildung e **¥ sind Q und @Q +t A #hnlich,
und haben somit dasselbe Spektrum. Da aber das Spektrum von @ + t & jenes von
@ um th verschoben ist, wire das Spektrum von @ ganz C, und somit kann @
kein Element einer Banach-Algebra sein nach , und damit inbesondere kein
beschrankter linearer Operator. Eine dhnliche Rechnung zeigt, dal auch P kein
beschriankter Operator sein kann.

Definieren wir den Impuls-Operator P durch (Pf)(z) := 2L f(z) und den Positions-
Operator @ durch (Qf)(z) := = f(x), so gilt

P.QU @) = 5 (@ () ~ 2 o f(a)
=M@ e f@ e @)

Diese Operatoren sind aber nicht fiir alle f im Hilbert-Raum L?(R) definiert, also
bendtigen wir eine Erweiterung des Begriffs “beschrénkter linearer Operator” auf
Hilbert-Rdumen.
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9.1 Definition.

Unter einem LINEAREN OPERATOR T : Hi ~» Hs zwischen Hilbert-Raumen Hy
und Hs verstehen wir eine lineare Abbildung 7', welche auf einem linearen Teilraum
Dom T von Hy, der DOMANE von T, definiert ist. Besonders wichtig ist der Fall, wo
DomT in H; dicht liegt, was wir 0.B.d.A. annehmen kénnen indem wir H; durch
den Hilbert-Raum Dom T ersetzen. Die SUMME T7 + T, zweier solcher Operatoren
T1 und T3 ist auf DomT; N Dom 75 definiert, und die ZUSAMMENSETZUNG T o S
auf S~1(DomT).

Ein Opera~t0r T : Hy ~ H, heifit ERWEITERUNG von T : Hy ~» Hy falls T' D T,
d.h. DomT 2O Dom T und T|pomr = T ist.

Falls T beschréinkt ist, so existiert eine beschrinkt lineare Erweiterung auf den
Abschlu8 von Dom 7', und falls wir 7" = 0 auf dem orthogonalen Komplement von
Dom T setzen, so haben wir eine beschrinkt lineare Erweiterung auf H; erhalten.
Die interessanten nicht global definierten Operatoren sind folglich alle unbeschrénkt.

Irgendwelche Stetigkeits-Eigenschaften sollten die Operatoren aber schon haben,
sonst wiirden wir ja nur lineare Algebra treiben. Folglich nennen wir so einen Oper-
ator T : Hy ~» Hs ABGESCHLOSSEN, falls sein GRAPH Graph(T') := {(x,Tz) : x €
Dom T} in Hy @ Hy abgeschlossen ist. Ein Operator heifit ABSCHLIESSBAR, falls er
eine abgeschlossene Erweiterung besitzt.

9.2 Proposition.
Es sei T : Hy ~ Hs ein linearer Operator. Dann sind dquivalent:

1. Er ist abschliefbar;
2. Der AbschlufS seines Graphen ist Graph einer Abbildung;
3. Aus (0,h) € GraphT folgt h = 0.

In dieser Situation heifit der Operator mit dem Abschlufl von Graph T als Graphen
der ABSCHLUSS von T'.

Es ist nicht jeder Operator abschliefbar. Sei z.B. T : £2 ~» C definiert durch
T((xn)n) == >, nxy, auf DomT := {(zn)n : Y, n|zy| < co}. Dann ist (0,1) =
limn(%en, 1) € Graph T, also kann dies kein Graph einer Funktion sein.

Beweis. ( = ) Sei T D T ein abgeschlossenen Operator. Folglich ist der
Abschlu8 Graph T’ des Graphen von T' eine Teilmenge von GraphT. Es sei (0,h) €
GraphT C GraphT), also ist h = T'(0) = 0.

( <= ) Es sel Hy := pry(GraphT) = {h € H;y : 3k € Hy mit (h,k) € GraphT'}.
Dann ist zu zeigen, daf zu jedem h € Hy genau ein k € Hy existiert mit (h, k) €
GraphT'. Es seien k; und ko zwei solche k. Dann ist (0, ky —k2) = (h, k1) — (h, k2) €
GraphT und somit k1 — ko = 0, d.h. k1 = ko.

( = ) Es sei also GraphT der Graph einer Abbildung 7. Es ist 7' linear,

denn der Abschluf} des linearen Teilraums Graph 7' ist selbst ein linearer Teilraum.
Weiters ist T nach Konstruktion abgeschlossen und 7" C T'. O

Adjungierter Operator

9.3 Definition des adjungierten Operators.

Um einen Vektor T*k durch die Gleichung (T'h, k) = (h, T*k) (eindeutig) zu definieren,
bendtigen wir einerseits, dafl sie fiir A in einer dichten Teilmenge gilt, also muf}
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Dom T dicht sein, und andererseits mufl h +— (Th,k) ein beschrinktes lineares
Funktional (auf DomT') sein. Wir definieren also:

Fiir einen dicht-definierten Operator T : H; ~ Hs sei der ADJUNGIERTE OPERA-
TOR 1™ : Hy ~» Hj jener Operator mit Doméne

Dom(T*) := {k € Hy : (T'(_), k) ist beschréinkt linear auf DomT'},
welcher durch (Th, k) = (h, T*k) fiir alle h € Dom T definiert ist.

9.4 Multiplikations-Operator als Beispiel.

Es sei (X,Q,u) ein o-endlicher Maf-Raum und A : X — C eine Q-mefbare Funk-
tion. Es sei D = {g € L?>(u) : Ag € L*(p)} und T(g) := A\ g fiir alle g € D. Dann
ist T = M) ein abgeschlossener dicht-definierter Operator. Sein Adjungierter hat
dieselbe Domdne D und ist durch T™ := Mx; gegeben:

Es sei A, C {z: [A(z)| < n} mit u(A,) < cound |J,, A, = X. Dann ist L*(A,,) C
D, denn fiir A\ € L™ und g € L? ist nach der Holder-Ungleichung auch A g € L2.
Also ist D dicht.

Sei nun g — ¢ und T'gx — h in L2 Dann konvergiert A g, — Ag auf A, und
andererseits auch gegen h, also ist Ag = h f.i. und damit ¢ € D und (g,h) =
(g,Tg) € GraphT. D.h. der Graph von T ist abgeschlossen.

Es ist g > (Ag,h) = [ g Ah nach dem Darstellungssatz [18, (.2.9] von Riesz genau
dann beschrinkt, wenn Ah € L2, d.h. h € D liegt. Also ist DomT* = D und

<Ag,h>=/x\gﬁ=/9ﬁ=<gih>,
d.h. T*h = Ah.

Diagonal-Operator.

Sei speziell X = N und p das Zidhl-Maf. Dann ist L?(X) = ¢ und X : X —
C eine Folge (A\,),. Der Operator T hat dann D = {h € €% : Y, [N\ hgl? =
>k [Ae(h, ex)[* < oo} als Doméne und ist durch Th := (Aghi)k = Y5 Ai(h, ex)ex
fiir alle h € D gegeben.

Positions-Operator.

Es sei speziell p daBl Lebesgue-Mafl auf X := R und A := idg. Dann ist T' der
Positions-Operator der (1-dim.) Quantenmechanik.

Wir zeigen nun, da8 T der Abschluff von T|ce ist:

Da T abgeschlossen ist, miissen wir fiir jedes f € DomT = {f € L? : A\ f € L?}
eine Folge f,, € C2° finden, mit (fn,Tfn) = (f,Tf).

Sei dazu p € C° mit p = 1 auf einer Umgebung Uy um 0. Da C2° dicht liegt
in L? existieren g,,h, € C®° mit h, — f und g, — Tf. Folglich konvergiert
ph, — pf und beide Seiten verschwinden auflerhalb Trig(p), also konvergiert
T(php) =Aphy, = T(pf)=pTf. Andererseits konvergiert (1—p)g, — (1—p)Tf
und beide Seiten verschwinden auf Uy, also bilden die Funktionen 1_Tp gn eine Folge
von C'°-Funktionen, welche in L? gegen 17T’JT f = (1-p) f konvergiert. Schlielich
konvergiert f, = 1%”gn +ph, € C® gegen (1 —p)f+p-f = fin L? und
Tfh=0=p)gn+pThy = (1L =p)Tf+pTf=TFf.

9.5 Differentiations-Operator als Beispiel.
Es sei
Dy :={f:[-1,1] = C: f ist absolut-stetig, f' € L* und f(—1) =0= f(1)}.

andreas.kriegl@univie.ac.at © 11. Juni 2019 210



ADJUNGIERTER OPERATOR 9.5

und Ty sei definiert durch To(f) := 14 f' fiir alle f € Dy. Beachte, dafi die absolut-

stetigen Funktionen f genau die Stammfunktionen der L'-Funktion sind.

Da die Polynome p mit p(—1) = 0 = p(1) in Dy liegen, ist Dy dicht in L?[—1,1].

Es ist T abgeschlossen Sei namlich f,, € Doy mit (f,.,if") — (f,g) in L?> © L?. Sei
=i [* 1 9(t) dt. Wegen der Cauchy-Schwarz Ungleichung (||_[[1 < [[1]|2 [|-[|2 =

\f H,|| ) ist h abbolut—stetlg und

) = )| =| [ (a0 + i) de| < VIS, +igle = VEli ~ gl 0.

Also konvergiert f, — h gleichmiBig auf [~1,1]. Da f,, — f in L?>[—1,1] ist f =
h f.ii.. Wir konnen somit annehmen, dafl f(z) = h(x) fir alle z ist, und damit
absolut-stetig ist und f,, — f gleichméfig auf [—1, 1]. Insbesonders ist f(—1) =
lim,, f,(—1) = lim,, 0 = 0 und analog ist f(1) = 0. Weiters ist f' = h' = —ig €
L?[—1,1]. Damit ist f € Dy und (f, g) = (f,if") € Graph Tp.

Es ist BildTy = {f": f € Do} = {h € L2[=1,1]: 0 = [* h(z) dz = (h,1)} = {1}*.

Schliefllich gilt: DomT = D := {g : g ist absolut-stetig auf [-1,1], und ¢’ €
L2[-1,1]} und Tjg =ig', d.h. Ty C T§.

(C) Sei g € Dom T und h := T g. Wir setzen H(z) := [* h(t) dt. Mittels partieller
Integration erhalten wir fiir jedes f € Dy wegen f ( 1)=0= f (1) folgendes:
(Tof.q) = (£.T59) = / fh= / fla

1

= () H(w)\ e / i ()T @) da

== -1

=—(Tof,i H).
Also ist (Tof,g + i H) = 0 fir alle f € DomT, dh. g +iH € (BildTp)* =
{1}*++ = C. D.h. ¢ := g+ i H ist konstant und somit ist g = ¢ — i H absolut-stetig,
g =—iH =—ihel?uwdTgg=h=1ig.
(D) Es sei g absolut-stetig mit ¢’ € L2. Mittels partieller Integration folgt fiir alle
h € Dy wegen h(—1) =0 = h(1), daB8 (ih/,g) = —i [ h g’ ist und somit in h stetig
ist. D.h. g € Dom T™.

Man beachte, daf§ der Faktor i notwendig war, um fiir 7 die gleiche Formel wie
fiir Ty zu erhalten.

Beispiel einer Erweiterung.
Wir erweitern nun die Doméne Dg zu
Dy :={f:[-1,1] = C: f ist absolut-stetig, f' € L*[~1,1] und f(—1) = f(1)}

Es sei T durch die gleiche Formel wie zuvor, ndmlich Ty (f) = 4 f' fiir alle f € Dy
gegeben.

Natiirlich ist auch 77 dicht-definiert, da Dy C D;. Wie zuvor zeigt man, dafl T}
abgeschlossen ist (das folgt auch aus ) und daf Bild Ty = {1}+.

Diesmal gilt allerdings Dom 7} = Dy = Dom T} und 15g = ig dh. T4 =17.

(C) Es sei wieder ¢ € DomTy und h := Tfg und H(z f h(t)dt. Dann
ist H(—1) = 0. Und wegen 1 € D; ist nun auch H(1 f h = (Tlg,1> =
(9,711) = 0. Mittels partieller Integration und H(— ) = O = H( ) erhalten wir
wieder (T} f, g + zH) = 0 fiir alle f € D;. Also gilt wie zuvor, dal ¢ = ¢ — i1 H
absolut-stetig, ¢ = —i H' = —ih € L> und Tfg = h =i ¢’ ist.
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(D) Mittels partieller Integration folgt fiir g € Dy wegen h(—1) = h(1) und g(—1) =
g(1), daB (ih',g) = —i [ hg’ ist und somit in h € D; stetig ist. D.h. g € Dom T*.

Der Impuls-Operator auf L*(R).
Es sei nun
D :={f € L*(R) : f ist lokal absolut-stetig und f" € L?},
T(f) =1 f fiir alle f € D.

Dieser Operator ist ebenfalls dicht-definiert, denn fiir jedes Intervall [a, b] und n € N
betrachten wir die Trapez-Funktion, welche 1 ist auf [a, b] und auerhalb einer 1/n-
Umgebung verschwindet. Diese Funktionen liegen in D und deren lineares Erzeugnis
ist dicht in L2.

Beh.: T'=T™*. Daraus folgt mittels , dafl T abgeschlossen ist.

(C) Sei g € DomT* und T*g = h. Dann gilt fiir alle f € D, daB [,if'g =
(T f,g) = (f,h) = [ fh. Wihlen wir fiir f insbesonders eine Trapez-Funktion f,

wie oben, so gilt:
a b+%
n/ ig—n/ iy:/fnh.
a—% b R

Multiplikation mit ¢, Konjugieren, und Grenziibergang fiir n — oo liefert g(b) —
gla) = —i fj h fiir fast alle @ und b, da die Stammfunktion ¢ — G(t) = f(fg(s) ds
einer L2[0,b] C L'[0, b] Funktion fast iiberall differenzierbar ist und g als Ableitung

besitzt und somit lim,,_,o 1 f:i% g =lim,_, w = G'(t) = g(t) gilt. Da

IL? C LlloC ist somit g lokal absolut-stetig und ¢’ = —i h fast {iberall. Also ist ¢ in

Dund T*g=h=1g".

(D) Sei dazu g € D. Partielle Integration liefert f:if’g =ifgl’ + f;fTQ’ und

da f7g integrierbar ist, ist liminf, ,_ o p—oo |(fG)(b) — (fG)(a)] = 0 und somit
joo i1 flg= f_+oo fig.Dh. g€DomT* und T%g =ig'.

Beh.: T ist der Abschlufy von T'|ce. Dazu miissen wir zeigen, daf fiir jedes f € D

Funktionen f,, € CS° existieren mit f,, — f und T'f,, — T'f in L?.

Wir zeigen zuerst, dafl wir f,, € C°° N L? finden. Dazu withlen wir ein p € C° mit

p>0und [, p =1 und setzen p, :  — np(nz) und f, := p, « f. Wie in [18,
1.13.9] zeigt man, daBl ||f, — fll2 = l|pn x f — fll2 — 0 (siehe auch [2, 55]) und

pnxf€C®NL2 dap, € C°NL und f € L?. Weiters ist (p, * f)' = ppx f'. Da

e L?gilt auch Tf, = f, € L?> und | Tf,, — T'fll2 = llpn* f' — f'|l2 = O.

Sei nun f € C* N L? und wihlen wir ein p € C® mit p(x) = 1 fiir |z < 1

und p,(z) == Lp(£). Es sei f, := py, - f. Dann ist f, € C und f,(z) = f(z)

fiir || < n. Also konvergiert f, — f punktweise und da |f,(x)| < |f(x)| wegen

dem Satz iiber dominierte Konvergenz auch beziiglich der 2-Norm. Weiters gilt
1T = Tfls < 16, - Fll2 + llon - £ — £lls < 10,loe - Ifll2 + llow - £/ — £'lls <
Lo - £ll2 + o - £ = Fll2 — 0.

Wir werden in einen zweiten Beweis dieser Tatsache geben.

9.6 Bemerkung.

Es sei T := Z|a\ <m Ga 0 ein linearer partieller Differentialoperator der Ordnung
<m am R", d.h.

la
(Tu)(z) = Z aq () (Mwlawu(x)

la|<m 1
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mit C™-Funktionen a,. Der transponierte Operator sei gegeben durch 7% : v
Z‘a|§m(_1)|a|8a(aa -v). Fiir u,v € C™ gilt dann:

T(u)-v—u-T"(v) = DivJ(u,v),

wobei J = (J1,...,J,) ein n-Tupel von bilinearen partiellen Differentialoperatoren
J der Ordnung < m ist.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir m = 2 (der allgemeine Fall geht analog). Sei
also

T:= Zaj)kajak-i-ij@j +c.
J.k J

Wir wollen die partiellen Ableitungen im Produkt T'(u)-v von u auf v hiniiberbekommen.
Beginnen wir zuerst mit einen Term 1-ter Ordnung

bj 3ju U= aj(bj U’()) —Uu- aj(bj ’U).
Fiir die Terme 2-ter Ordnung erhalten wir

a;. 5 0j0ku - v = 0j(a; i Oku-v) — 0;(a;kv) - Oxu
= 0;(a;r Oru-v) — O (05(ajkv) - u) + 00j(ajkv) - u.

Also ist

T(w)-v=u- (Y ohdylajnv) = > 8(bv) +cv)

J,k J
+Z(9j(2aj’k8ku-v—Zu-@k(ak7jv) —i—bju-v)
J k k

=:J; (u,v)

=u-T"(v) + Div J(u, ),

wobei J := (Ji,...,J,) und J; folgender bilinearer partieller Differential-Operator
der Ordnung 1 ist:

Ji(u,v) = Zaj,k Opu-v— Zu~8k(akyj v)+bju-v
k k

= Z(a]—,k Oku - v — ag ju - 8kv> — <Z Ok(ak,;) — bj> u- .
k

k

Die Anwendung des Divergenz-Satzes liefert somit

/BT(u) v—u-THv) = /BDivJ(u,v) = /6)B<J(u, v),noB) volss,

wobel ngp = (n;); die nach aulen weisende Einheits-Normale an die Fliche 0B
bezeichnet und volgp dafl Oberflichen-Element ist.

Sei insbesonders T'(u) = 3_;; 0j(ajkOk) + cu mit R-wertigen C?-Funktionen
ajr = ar; und c. Dann ist a;, genau der Koeffizient in der allgemeinen Formel
am Anfang des Beweises und by =}, 9j(a;x). Der transponierte Operator ist in
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dieser Situation 7% = T', denn

Tt(y) = Zﬁjak(v aj,k) — Zaj (’U Z@kak,j) “+cv
Jsk J k
= Z <8j6kv ajk+ Opv ajang + ajv 8kaj_,k + ajakaj,k ”U)
7,k
- Z (0jv Orak,; + v 0;0kak ;) + cv
7.k
= Z (aj,k 0j0kv + 0jv Oraj k) + cv
7,k
=T(v).

Es sei die Ableitung % in die “ko-normalen”-Richtung definiert durch
0
- = Z aj Ty 6k
on o

Dann ist

/BT(u) v —u-Tv) = /BDiV J(u,v) = /83<J(u,v),n33> volgp
= /aB ; <§ (ajJC Oku - v — ag ju - 8kv>

- (Z Ok(an,j) — Zak(ak,j)) u- v) n; volap
k k
ou v
Z/aB(a—n-v—u- a—n) volpg,

Diese Integral verschwindet genau dann, wenn der normal-Anteil von J(u,v)|sp
verschwindet, und insbesonders dann, wenn u|sg = 0 und entweder v|gp = 0 oder
Qui. O
on |8B = U

Wir benétigen folgende Beschreibung (des Graphen) von T*:

9.7 Proposition.

Es sei T : Hy ~ Hy dicht-definiert und J : Hy @ Ho — Hs ® Hy gegeben durch
J(f,9) = (=g, f). Dann ist J eine bijektive Isometrie und

GraphT* = (J(GraphT))*.

Beweis. Offensichtlich ist J eine bijektive Isometrie.
(C) Es sei also g € DomT* und f € Dom T, dann ist
((9.779), J(£, T [)) = —(9: T f) +(T"g, f) = 0.
(D) Essei (g, h) € (J(Graph T))*. Fiir alle f € Dom T gilt dann 0 = {(g, h), (=Tf, f)) =
—(g,Tf)+ (h, f). Also ist g € DomT* und h = T*g. O
9.8 Proposition.
Es sei T : Hy ~ Hy ein dicht-definierter Operator. Dann gilt:

1. T* ist ein abgeschlossener Operator.
2. T ist dicht-definiert genau dann, wenn T abschlief$bar ist.
3. Falls T abschliefbar ist, so ist sein Abschluf$ T™**.
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Beweis. () Nach ist Graph T™* also orthogonales Komplement abgeschlossen,
d.h. T* ein abgeschlossener Operator.

Fiir den Rest beachte man, daf§ die Abbildung J ein bijektive Isometrie ist mit
Inverser J~!: Hy ® Hy — Hy ® Ha, (g, f) — (f,—g).

() (<) Wir miissen zeigen, dafl (Dom T*)+ = {0} ist: Fiir k¥ € (Dom T*)* ist

9.7 - _
(k,0) € (GraphT*)* (J(GraphT))*+ = J(GraphT) = J(GraphT), d.h.

(0,—k) = J~(k,0) € J71J(GraphT) = GraphT. Da T abschlieBbar ist, ist k = 0
nach m

(=) Es sei DomT* dicht. Dann ist T** = (T*)* definiert und nach () ein
abgeschlossener Operator. Es gilt " C T** (also ist T** eine abgeschlossene Er-
weiterung), denn fiir alle f € Dom T ist g — (g, Tf) = (T™*g, f) ein wohldefiniertes
beschrianktes Funktional auf Dom T, also f € DomT™** und T**f = T'f.

() Es gilt nach angewendet auf 7%, dafl Graph T** = (J’ Graph T*)+ wobei
J' : Hy @ Hi — Hy ® Hy gegeben ist durch J'(g, f) := (=f,9) = =(f,—9) =
—J (g, f). Also ist

)L(,

S Lsometr. (—=J~1J Graph T)*+ = —GraphT = GraphT. [

Graph T** = (—J ! Graph T* J~H(J Graph T)*)*

9.9 Folgerung.

Es sei T abgeschlossen und dicht-definiert. Dann ist auch T* abgeschlossen und
dicht-definiert und es gilt T** =T. O

9.10 Proposition.

Es sei T : Hy ~ Ho dicht-definiert. Dann ist
(Bild T)* = Ker T*.

Falls T zusdtzlich abgeschlossen ist, so ist

(Bild T*)* = Ker T.

Beweis. (C) Falls g L Bild T, dann gilt (T'f,g) = 0 = (f,0) fiir alle f € DomT.
Also ist g € DomT™* und T*g = 0.
(D) Essei g € KerT*. Fiir alle f € Dom T gilt dann (T'f, g) = (f,T*g) = (f,0) = 0.

Nach Folgerung ist T** = T fiir abgeschlossenes, dicht-definiertes 7" und somit
folgt die zweite Gleichung von der ersten. O

9.11 Satz vom abgeschlossenen Bild.

Es seiT : Hy ~ Hs ein dicht-definierter, abgeschlossener Operator. Dann ist Bild T
genau dann abgeschlossen, wenn Bild T™ es ist.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dafl wir im Beweis T' durch einen beschréankten Operator
S ersetzen konnen. Sei dazu S : H; x Hy O GraphT — Hy die Projektion auf den
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2.ten Faktor. Wir haben folgendes kommutatives Diagramm:

H, ~ DomT T BildT < H,
pry S
o Graph T P
]
H, © Hy

Wir zeigen nun, daf fiir das Bild des adjungierten Operators
S*: Hy — (GraphT)* = (HY ® H3)/(GraphT)°
folgendes gilt:
(v*)"1(Bild $*) = BildT* @ H; C H} & H;.
(f*,9") € (") '(Bild $¥)
< (f% 9 ) |Grapnr =: " (f7, g") € Bild 5™
&3h" € Hy : (f*,9%)|Graph = S*(h")
s3I e HyVf € DomT : (f*,¢")(f,Tf) = S*(h*)(f,Tf)
F(H)+g=(Tf) h*(T'f)
<Ih* € HyVf € DomT : f*(f) = (W* — ¢")(Tf)
d.h. b —g* € DomT*, T*(h* — g*) = f*
<3Ih* € g + DomT* : T*(h* —g*) = f*
& f*.g" € BT @ H},
Wobei das letzte (<) so folgt: Ik* € Dom T* : f* = T*k*. Nun withle h* = ¢g* + k*.

Da ¢ eine abgeschlossene Einbettung ist, ist +* eine Quotientenabbildung nach
, und somit ist Bild S* genau dann abgeschlossen, wenn (.*)~!(Bild S*) =
BildT* & Hj, oder dquivalent Bild 7%, es ist. Wegen Bild 7" = Bild S geniigt es den
Satz fiir den beschrénkten Operator S zu zeigen.

(=) Sei also T : Hy — H> ein beschrinkter linearer Operator mit abgeschlossenem
Bild. Da die Adjungierte der Inklusion BildT — Hs nach Hahn-Banach surjektiv
ist, diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, daf3 T' surjektiv ist. Nach dem offenen Abbil-
dungssatz existiert ein § > 0 mit {g: ||g|| < 6} C{Tf : ||f]| < 1}. Also existiert zu
g € Hy ein f € T71(g) mit | f]| < H%l. Fir alle g* € Hj erhalten wir somit

9" = lg*(THI = 1T"g" (DI < [IFIHT*g7] < @ 179" |-

Folglich ist ||g*|| =< % [|T*g*||. Also ist T* : H3 — Hi injektiv und ein Homéo-
morphismus auf sein Bild und damit ist Bild 7" abgeschlossen.

Da T** =T nach ist, gilt auch die Umkehrung. O
Dieser Satz gilt auch fiir Banach-Réume.
Beweis fiir Banach-Riume. (=) Im obigen Beweis haben wir nirgends verwen-
det, daf} die Rdume Hilbert-Ridume sind.

(<) Sei also T': H;y — Hj ein beschrénkter linearer Operator und T : Hy — H{
habe abgeschlossenes Bild. Wir ersetzen T durch Operator T : H; — BildT. Da
T = 1o T; wobei ¢ die abgeschlossene Inklusion von Bild 7" nach Hy bedeutet, ist
T* =T} ov* und ¢* ist surjektiv. Also hat 77 das gleiche abgeschlossenes Bild wie
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T* und wir miissen nur zeigen, daf§ 77 surjektiv ist. Sei also 0.B.d.A. T'= T3, d.h.
T habe dichtes Bild.

Es ist T* : Hy — Hy injektiv, denn T*g* = 0 hat zur Folge, dafl (T'f,g*) =
(f,T*g*) = 0. Da das Bild von T dicht liegt in Hs ist g* = 0. Nach dem offenen Ab-
bildungssatz ist T : H* — Bild T ein Homdomorphismus auf sein abgeschlossenes
Bild. Um zu zeigen, dafl T surjektiv ist, wenden wir wie im Beweis des Satzes
von der offenen Abbildung den Satz vom abgeschlossenen Graphen auf die Inverse
S :=T"1 der injektiven Abbildung T: Hi/KernT — Ho an.

H — L BildT > H,

SO

Hy/KerT

Im Beweis des Satzes vom abgeschlossenen Graphen haben wir die nicht-Magerheit
von G := BildT nur dazu benutzt, um zu zeigen, daf§ S fast stetig ist, d.h. fiir
alle 6 > 0 der Abschlufl von S=1({z : ||z|| < 6}) = T({z : ||z|| < &}) eine Null-
Umgebung enthélt. Es geniigt also dies zu zeigen.

Angenommen es gébe ein § > 0, so dafi der Abschlufl des Bildes des Balles {Tx :
lz|| < &} keine 0-Umgebung enthilt. D.h. 3y, ¢ {Tx : ||z| < 6} mit y, — 0. Da
dieser Abschlufl absolut-konvex ist, existiert nach Mazur’s Lemma ein stetig
lineares Funktional f,, mit f,,(yn) > sup |, <s [fn(T2)| = sup),<s |T*(fa)(x)]. Fol-
glich ist |7 f,|| < $/|.fall [yn|| und wegen y,, — 0 folgt, daB T* kein Hom&morphismus
auf sein Bild sein kann, ein Widerspruch. O

Invertierbarkeit und Spektrum

9.12 Definition.

Es sei T : Hy ~» H> ein linearer Operator. Dann heifit 7" BESCHRANKT INVERTIER-
BAR, falls ein beschrinkter linearer Operator S : Hy — Hy existiert mit TS = 1
und ST C 1, d.h. ST =1 auf Dom T (denn Dom(ST) = T~(Dom(S)) = Dom T).
Achtung: diese Definition ist recht unsymmetrisch!

9.13 Proposition.

Es sei T : Hy ~ Hs ein linearer Operator. Dann ist T genau dann beschrdnkt
invertierbar, wenn T abgeschlossen ist und T : DomT — Hy bijektiv ist. Unter
diesen Voraussetzungen ist sein Inverses eindeutig.

Wir werden die eindeutig bestimmte Inverse eines beschriankt invertierbaren Oper-
ators T mit T~! bezeichnen.

Beweis. (=) Es sei S ein beschrinktes Inverses. Da ST C 1ist Ker T = {0}. Wegen
TS =1ist BildT = Hs, d.h. T : DomT — Hs ist bijektiv und S : H — Dom T
sein Inverses, denn 'S = 1 und ST = 1 auf Dom T'. Also ist S eindeutig. Schliefllich
ist GraphT = {(h,Th) : h € DomT} = {(Sk,k) : k € Ha}. Da S beschrénkt ist,
ist folglich dieser Graph abgeschlossen.

(«<) Falls T die angegebenen Eigenschaften besitzt, so ist die Inverse S : BildT =
Hy; — Dom T eine wohldefinierte lineare Abbildung mit Graph S = {(k, Sk) : k €
Hy} = {(Th,h): h € DomT}. Also ist dieser Graph abgeschlossen. Und nach dem
Satz vom abgeschlossenen Graphen ist S beschrénkt. O
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Lemma.

Es sei T : Hy ~ Hy ein dicht-definierter, abgeschlossener Operator. Dann ist T
genau dann beschrdankt invertierbar, wenn T* es ist. Unter dieser Bedingung ist
(T—l)* — (T*)fl

Beweis. (=) Sei also T beschriinkt invertierbar, und S : Hy — DomT C H; die
beschrénkte Inverse. Dann ist S* € L(Hy, H5) wohldefiniert.

(S*T* C 1) Sei k € Dom(S*T*) = Dom(7T*). Fiir g € Dom S = H» gilt

(9, 5" T* k) = (S g, T k) ZLE222L (T S g, k) = (g, k).

(T*S* = 1) Es sei h € Hy. Dann ist S*h € DomT*, denn f — (T f,S*h) =
(ST f,h) = (f,h) ist beschrinkt. Fiir alle f € DomT gllt weiters (f,T*S*h) =
(Tf,S*h) = (ST f,h) = (f,h), also ist T* §* = 1.

(<) Mit T* ist wegen (=) auch T** beschrankt invertierbar, und dies ist T' nach

[9.9]. O

9.14 Definition.

Essei T : H ~ H ein linearer Operator. Unter der Resolventen-Menge p(T') versteht
man die Menge

p(T) :=={X € C: T — X ist beschriankt invertierbar}.

Das Spektrum von T ist die Menge o(T') = C\ p(T). Wir werden gleich begriinden,
warum im Unterschied zu beschrinkten Operatoren nun p(7T') als Teilmenge von C
und nicht C, definiert ist.

9.15 Proposition.

Es sei T : H ~> H ein linearer Operator, so ist o(T) abgeschlossen in C und die
Resolventen-Funktion z — (z — T) ™! ist holomorph p(T) — L(H).

Beweis. Es sei \g € p(T) und (Mg — T')~! das beschriinkte Inverse. Wir machen
den Ansatz

A-T)"! ! !

e T (o M- 7 Do —A) (ho —T) 1
= Qo =13 (Ao = N (()\0 - T)*l)k

k>0
k41
=3 o — N (A )" ) .
E>0
Diese Reihe konvergiert absolut fiir [A\g — A| < m und (A —T)~! hat Werte
in Bild(Ag — T)~! = Dom(\g — T) = DomT. Es ist

Mo —T1)"" > (Ao~ A (()\0 - T)*l)k (A= Xo+ Ao —T)

k>0
S A

auf DomT'. Analog zeigt man, dafl auf ganz H auch die umgekehrte Zusammenset-
zung 1 ergibt. Also ist p(7T') offen und die Resolventen-Funktion lokal in eine Poten-
zreihe mit Koeffizienten in L(H) entwickelbar. O

Bemerkung.
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Wenn T : H ~» H ein linearer Operator ist und A € C, so ist GraphT genau dann
abgeschlossen, wenn die durch Scherung mit (z,y) — (x,y — Az) erhaltene Menge
Graph(T — \) abgeschlossen ist. Also ist fiir nicht abgeschlossene Operatoren das
Spektrum ganz C.
Falls T definiert ist wie in Beispiel |9.4], so ist o(T) = {A, : n € N}, denn jedes
An ist Eigenwert und nach ist o(T) abgeschlossen. Umgekehrt ist fiir x4 mit
§ = d(u,{\n : n € N}) > 0 die Abbildung T — p gegeben durch (x,), — (A, —
1)Zn ) offensichtlich injektiv und abgeschlossen. Sie ist aber auch surjektiv, denn
fiir (yn)n € £2 ist wegen (ﬁ)" € ¢*° ein Urbild durch z,, := ﬁyn gegeben.
Also kann jede abgeschlossene Menge A # () als Spektrum eines abgeschlossenen
dicht-definierten linearen Operators T' auftreten, denn wihlt man Zerlegungen von
C in Quadrate mit Seitenldnge 2% und fiir jedes Quadrat welches A trifft einen
Schnittpunkt, so enthilt eine abzihlbare in A dichte Teilmenge {\, : n € N} und
kann als T den entsprechenden Multiplikations-Operator wéhlen.
Es kann aber auch o(T) = 0 sein. Sei dazu ein S € L(H) mit dichten Bild
und o(S) = {0} gegeben (siehe Beispiel ) Wir setzen Dom T := Bild S und
:= 87! :BildS — H. Dann ist T abgeschlossen, dicht definiert und beschrankt
invertierbar mit 7! = S. Wir zeigen nun, da8 auch alle A # 0 in p(7T') liegen. Dazu
machen wir wie in den Ansatz

A=T) ' ==T7" Y AT =-8 Y Ash
k=0 k=0

Diese Reihe konvergiert absolut in L(H) fiir alle A nach dem Wurzelkriterium, denn
/| A* SF|| = A ]|S*||**F — ||A|| (S) = 0 nach . Daf} sie ein Inverses zu A — T

ist, folgt wie in .

9.16 Beispiel.
Es sei T € L({*(Z)) gegeben durch (T'x),, := e~ z,_1, d.h. als Zusammensetzung

’I’L2

des Shift-Operators mit dem Multiplikations-Operator mit n +— e~
Da alle e, € Bild T, ist Bild T" dicht in £2.

Wir zeigen nun o(T) = {0}, d.h. 0 = 7(T) = limy ||T%||'/* nach . Offen-
sichtlich ist
(Tkx)n _ efnzef(nfl)r‘) o 67(n7k+1)2 Lok

und somit
[Tl = S (Tka)al? = So[ee o emnbnty

_ 2672((m+k)2+~~+(m+1)2) |Zm|? < e~ (k=1)° lzm|?  fiir k> 2,

m

2
‘ (m:=n—k)

denn (m~+k)%+- - -+(m+1)? > (m+k)?+(m+1)% = 2(m~+k)(m+1)+(k—1)% > (k—
(k—1)2

1)2. Also ist ||T%]| < e=*=D% und r(T) = limp_,o0 || T%||*/* = limgo e & = 0.
9.17 Proposition.
Es sei T : H ~ H ein abgeschlossener, dicht-definierter linearer Operator. Dann
qgilt:

1. X € p(T) genau dann, wenn (T — X) : DomT — H bijektiv ist.

2. Es ist o(T*) = {\: X € o(T)} und fiir A € p(T) gilt (T* —\)~' = (T —
A)~H*.
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Beweis. Nach ist T'— A genau dann beschriankt invertierbar, wenn 7' — A
bijektiv ist von Dom(7T — A) = DomT nach H und der Graph abgeschlossen ist.

Das zeigt ()
() Es gilt:

A ¢ o(T) & T — X ist beschrinkt invertierbar

[9.13] _
- T — X = (T — \)* ist beschrénkt invertierbar
S \é¢o(TY)

9.13

und fiir solche \ ist (T* — X\)~! = ((T — \)*)"! == ((T — \)~1)*. O

Symmetrische und selbstadjungierte Operatoren

9.18 Definition.

Ein Operator T : H ~» H heiffit SYMMETRISCH, falls er dicht-definiert ist und
(Th,k) = (h,Tk) fiir alle h,k € DomT erfiillt.

Lemma.

FEs sei

1w = 3 o (a10(6) pouls)) +elo) )
7.k

ein partieller Differential-Operator der Ordnung 2 mit reellen C?-Funktionen ¢ und
ajr = ak,j als Koeffizienten. Dann ist T' symmetrisch als Operator mit DomT :=
C*(R™) C L%*(R™) oder falls G C R™ ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand
OG ist auch als Operator T mit DomT := {f € C*(G) : flac = 0} C L*(G).

Beweis. Nach ist der transponierte Operator 7% = T" und erfiillt

/GT(u)-v:/Gu~Tt(v),

also ist fiir v = w auch

(T(u), w) = /G T(u) v = /G u-Tv = (u,T()) = (u, T(w)),

da T reelle Koeffizienten hat. D.h. T ist symmetrisch. Es ist

0 0 0 0 0?
g (00(0) (o)) = Jsn(o) - e+ 3al0) gt
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und somit der formal adjungierte Differential-Operator T* auf v € C? gegeben
durch:

B Z (81}(1‘) day, ;(x) + () W) + c(z) v(w)

axj 8$k

-3 (aj,k< y Fola) | ovla) a“j’k(x)) + (@) olz)

v Oz 0z, Ox;  Oxy

= T()(z). O

9.19 Lemma.

Es sei T : H ~ H dicht-definiert. Dann sind dquivalent:
1. T ist symmetrisch;
2. T CT*.
3. (Th,h) € R fiir alle h € Dom T

Beweis. ( & )7 denn

() < VgeDomT :ge€DomT* und T"g =Tg
< Vg€ DomT: f— (Tf,g) ist beschrinkt auf Dom T
und Vf € DomT : (T'f,q9) = {(f,Tg)

& (1)),

denn die zweite Bedingung der vorletzen Zeile impliziert offensichtlich die erste.

(1]« [3)
(1) & Vf,g € DomT : p(f,g) :== (Tf,g) — (f,Tg) =0

e VfeDomT :0=p(f,f)=(Tf,f)—(Tf[)
< VfeDomT: (Tf, f) eR,

wegen der Polarisierungs-Gleichung fiir die sesqui-lineare Form p : Dom T x
DomT — C. O

9.20 Definition.

Es mufB fiir einen symmetrischen Operator T nicht Dom T = Dom T* gelten, siehe
Beispiel . Also nennen wir einen Operator T' : H ~» H SELBST-ADJUNGIERT,
falls er dicht definiert ist und 7" = T™* erfiillt. Insbesonders ist jeder selbst-adjun-
gierte Operator symmetrisch. Folgerung zeigt, dafl jeder selbst-adjungierte
Operator abgeschlossen ist.
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Auch muf} der Adjungierte eines symmetrischen Operators nicht symmetrisch sein:

In Beispiel haben wir gesehen, da§ Ty D Ty = 17 D Ty = 1§* nach .
Also nennen wir einen dicht-definierten Operator T : H ~~ H ESSENTIELL SELBST-
ADJUNGIERT, falls T und T* symmetrisch sind.

Lemma.
Es sei T : H ~ H ein dicht-definierter Operator. Dann gilt:

1. Es ist T genau dann essentiell selbstadjungiert, wenn T* selbst-adjungiert
15t.

2. Fualls T symmetrisch ist, so ist T abschlief$bar und sein Abschlufs T** eben-
falls symmetrisch.

Beweis. () (=) Da T symmetrisch ist gilt T C T*. Daraus folgt leicht T* D
(T*)* = T**. Da T* symmetrisch ist, gilt auch die umgekehrte Inklusion.

(<) Wenn T* selbst-adjungiert ist, so ist er dicht definiert und damit 7% = T**
der Abschlufl von T' nach ’9.8.2‘ und ’9.8.3
ebenfalls symmetrisch.

() Da T dicht-definiert ist, macht 7% Sinn. Und weil T" symmetrisch ist gilt
Dom T C Dom T*. Also ist auch T* dicht-definiert und somit ist 7** der Abschluf3
von T wieder nach ’ 9.8.2 ‘ und ’ 9.8.3 ‘

Da DomT C Dom T** ist auch T** dicht-definiert. Somit macht 7*** Sinn. Aus
T C T* folgt T* O T** und schlieBlich T** C T***, also ist T** symmetrisch. O

, also ist T als Einschréankung von T*

9.21 Proposition.
Es sei T : H ~ H ein symmetrischer Operator.

1. Falls Bild T dicht ist, so ist T injektiv.

2. Falls T selbst-adjungiert und injektiv ist, so ist BildT dicht und T~ eben-
falls selbst-adjungiert.

3. Ist DomT = H, so ist T selbst-adjungiert und T beschrdinkt.
4. Ist BildT = H, so ist T selbst-adjungiert und T~ beschrénkt.

Beweis. () Es sei Th = 0, dann ist 0 = (Th, k) = (h,Tk) fiir alle kK € DomT
und da BildT = T'(DomT') dicht ist, ist h = 0.

(2])) Wegen ist (BildT)* = KerT* = KerT = {0}, d.h. Bild T ist dicht
Es ist ein Operator S genau dann selbst-adjungiert, wenn Graph S = Graph §* =
(J Graph S)* nach . Weiters ist

Graph(T™%) = {(9,T"'g) : g € Dom(T~ ') = BildT} = {(Tf, f) : f € Dom T}
= J Graph(-T).
Wegen (—T)* = —T* = —T folgt schliefilich
(J Graph T+ = (J J Graph(-T))*
= J ((J Graph(=T))")
= J(Graph(-T))
= Graph(T™1),

und somit ist 77! selbst-adjungiert.
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(3)) Nach ist 7 C T* und falls DomT = H, so ist T = T* und damit somit

nach abgeschlossen. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen ist dann
aber T beschrankt.

(4)) Falls BildT = H so ist T injektiv nach (1]). Sei S := T~! mit Dom S =
BildT = H. Es ist S symmetrisch, denn fiir f,g € Dom S, d.h. f =Thund g =Tk
mit h,k € DomT, ist (Sf,g) = (h,Tk) = (Th,k) = (f,Sg). Nach () ist S ein
beschrinkter selbst-adjungierter injektiver Operator und nach () ist T = S°1
selbst-adjungiert. O

Spektrum symmetrischer Operatoren

Wir miissen die A € p(T) fiir symmetrisches T untersuchen. Nach ist das fiir
abgeschlossenes T' zur Bijektivitdt von T'— X : Dom T — H &quivalent, also sollten
wir Ker(T' — A) und Bild(T — ) bestimmen. Dazu
9.22 Proposition.
Es sei T symmetrisch und A = o+ 1 8 mit o, 5 € R. Dann gilt:

1. Fiir alle f € Dom T ist ||(T — N f||> = (T — o) f|I* + B3| f|*.

2. Fiir 8 # 0 ist Ker(T — \) = {0}.

3. Fualls T abgeschlossen ist und 8 # 0 ist, so ist Bild(T — X) abgeschlossen.

Beweis. () Es gilt:
(T =N f)2 = (T =) f —iB fI?

(T — ) fI? + 2Re({(T — a) £,i B)) + |18 £]1*

(T = a) fI? + 28 3m((T — &) £, £)) + B[ £II*.

Wegen (T — a)f, f) = (Tf, f) — ol| f||* € R folgt (1]).

() folgt direkt aus ()

() Esist [|[(T =\ f)|> > 82| f]|*>. Sei nun f,, € Dom T mit (T'— \) f, — g. Wegen
der Ungleichung ist f,, eine Cauchy-Folge. Sei f := lim,, f,. Da (fn, (T — A)fn) €
Graph(T — X) und (fn, (T — XN fn) — (f,9), folgt (f,g) € Graph(T — X), da der
Graph von (T — )\) abgeschlossen ist, also ist g = (T'— \)f € Bild(T — \). O

9.23 Proposition.

Es sei T ein abgeschlossener symmetrischer Operator.
Dann ist A — dimKer(T* — \) lokal konstant auf C\ R.

Dabei bezeichne dim die VEKTORRAUM-DIMENSION, d.h. die Kardinalitdt einer
HAMEL-BAsIS. Beachte, dafi nach Ker(T* — \) = (Bild(T — \))* und somit

T — X\ genau dann surjektiv ist, wenn dim Ker(T* — A) = 0 ist.

Sublemma.

Es seien Hy und Ho abgeschlossene Teilrdume von H mit Hy N Hy- = {0}. Dann

Beweis. Es sei P die orthogonal-Projektion von H auf Hy. Wegen Hy N Hy = {0}
ist die Einschrinkung P|g, : H; — Hs injektiv. Folglich ist dim Hy > dim P(H;) =
dim Hj. O
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Beweis von . Essei A = a+if mit a, 8 € R und 8 # 0. Wir behaupten,
daB Ker(T* — p) N Ker(T* — X))+ = {0} fiir A — pu| < |8|:

Angenommen nicht. Dann existiert ein f € Ker(T* — u) N (Ker(T* — )% mit
Il = 1. Nach ist f € (Ker(T* — X))t = Bild(T — A) und nach |9.22.3 | ist
Bild(T — \) abgeschlossen. Es existiert also ein ¢ € DomT mit f = (T — \)g. Da
f € Ker(T* — p) ist, gilt

0=((T"=p)f.9) = (},(T = R)g) = (f.(T = X+ A =T)g)
= [F1* + (A = w){f, 9)-

Also ist 1 = [[flI* = [A = ul[(f.9)| < A —plllgll. Aus [9.22.1] folgt 1 = || f]| =
1T = Ngll = 8Hlgll > A = plllgl = 1, ein Widerspruch.

Aus der Behauptung folgt mittels des Sublemmas, daf dim Ker(7*—p) < dim Ker(T™*—
A) falls [A — p| < |8] = [Im(N)|. Falls A — p| < 3]8], so ist [Im(X) — Im(u)| <
IA—p| < 38| = 3|/Im(N)], also [Im(u)| > $/Im(N)| und somit gilt wegen [ — A| <
£|Im(X)| < |Im(u)| auch die andere Ungleichung. Das zeigt, daB A — dim Ker(T™* —
A) lokal konstant ist auf C \ R. O

9.24 Theorem.

Es sei T : H ~» H ein abgeschlossener symmetrischer Operator, dann tritt genau
einer der folgenden Fille ein:
1. o(T) CR;
(T) ={r e C:Im(\) > 0};
(T) ={Ae€C:TIm(N) <0}
(T) =C.

2. 0
3. o
4.

Q

Beweis. Es sei Cy := {\A € C: £Im()\) > 0} die obere und untere offene Hal-
bebene. Nach ist T'— A injektiv und hat nach abgeschlossenes Bild
fiir alle A € C4. Nach ist somit A € p(T) genau dann, wenn T — X surjektiv
ist. Weil (Bild(7T — \))* = Ker(T* — )) ist nach , ist nach dem vorigen Satz
entweder C+ No(T) = () oder C+ C o(T) (und damit auch Cy C o(T), da
o(T) abgeschlossen ist). Also entweder gilt (), d.h. o(T)N(CL UC_) =0, oder
einer der 3 anderen Félle, ndmlich o(T) € {C4,C}. O

9.25 Folgerung.

Es sei T : H ~ H ein abgeschlossener symmetrischer Operator, dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. T ist selbst-adjungiert;
2. o(T) CR;
3. Ker(T* —i) = {0} = Ker(T™* +14).

Beweis. ([ 1]|=[2]) Aus T = T* und Jm()\) # 0 folgt Bild(T—\)* = Ker(T*—X) =

Ker(T — ) = {0} nach |9.22.2 |. Da Bild(T — \) abgeschlossen ist nach |9.22.3 |, ist

T—X:DomT — H bijektiv und folglich A € p(T) nach |9.17.1|. Also ist o(T) C R.

( = ) Falls o(T) C R, so ist i € p(T'), also Bild(T' + ¢) = H und somit
Ker(T* +14) = Bild(T F i)+ = {0}.

(3]=[1]) Nach [9.22.2]ist T+ injektiv, und wegen Bild(T +i)* = Ker(T* i) =
{0} nach () und, weil Bild(T" — ) abgeschlossen ist nach |9.22.3 |, ist 7" £ 4
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auch surjektiv. Wegen ist also T' + ¢ beschrankt invertierbar und nach dem
Lemma in ebenso T Fi. Sei h € Dom T*. Da T + i invertierbar ist, existiert
ein f € DomT mit (T +4)f = (T* + i)h. Aber T* + ¢ O T + 4 und somit ist
(T*+i)f =T +4)f = (T* +i)h. Da T* + i injektiv ist, ist h = f € Dom T, also
ist T'=T*. O
9.26 Folgerung.

Es sei T : H ~ H ein abgeschlossener symmetrischer Operator. Falls o(T) nicht R
enthdlt, so ist T selbst-adjungiert.

Beweis. Es kann keiner der Fille |9.24.2 | 9.24.4 | eintreten, also ist o(T") € R und
nach T selbstadjungiert. O

Symmetrische Erweiterungen

Ein symmetrischer Operator T ist nicht selbstadjungiert, wenn sein Definitions-
bereich im Vergleich zu jenem von 7™ zu klein ist. Also sollten wir symmetrische
Erweiterungen 7 von T untersuchen. Insbesonders interessiert uns die Frage ob
eine selbstadjungierte Erweiterung existiert. Fiir jede symmetrische Erweiterung T
von T ist T C T und somit T* CT* alsoT C T - T* C T*. Jede symmetrische
Erweiterung von T ist also eine Einschrinkung von T*.

Die Folgerung legt nahe fiir symmetrische Operatoren die Eigenrdume von
T* zum Eigenwert 47 niher zu studieren. Dazu folgende Definition.
9.27 Definition.

Es sei T : H ~» H ein abgeschlossener symmetrischer Operator. Die DEFIZIENZ-
TEILRAUME von 7' sind die Eigenrdume von 7™ zu Eigenwert +i:

D, := (Bild(T +14))* = Ker(T* — i) = {f € DomT* : T*(f) = +i f},
D_ := (Bild(T —4))* = Ker(T* +14) = {f € DomT* : T*(f) = —i f}.
Weiters seien G4 folgende abgeschlossene Teilrdume von H ® H:
Gy =A{(f,+if): f € Dy} = Graph(+i) N Graph(T™)
G_ :={(9,—ig) : g € D_} = Graph(—i) N Graph(T™).

Die Defizienz-Réume sind folglich auch abgeschlossen, denn pry : G4 — D4 ist ein
linearer Isomorphismus mit Inverser f +— (f, £i f). Die DIMENSIONEN von DL als
Hilbert-Raum, d.h. die Kardinalitdt einer vollstdndigen Orthonormal-Basis, wird
als DEFIZIENZ-INDIZES d bezeichnet.

Wir wollen nun fiir einen symmetrischen Operator 7" den Teil von T* bestimmen,
der tiber T hinausragt.

9.28 Lemma.
Es sei T ein abgeschlossener symmetrischer Operator, dann ist
GraphT* = GraphT @ G  G_ = Graph(T@ (+i)|p, ® (—i)|D7).

Insbesonders ist DomT* = DomT ® Dy @ D_ eine direkte-Summen Zerlegung in
nicht notwendig orthogonale Teilrdume.

Beweis. Es ist G4+ | GraphT, denn fiir f € Dy und h € Dom T ist
(heTh, f@ (xif)) =/ h, f) Fi(Th, f) = Fi{(T £i)h, f) =0,
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da Dy = Bild(T +1)*.

Es ist auch G4 L G_, denn fiir f € Dy und g € D_ gilt {(f ®if,g® (—ig)) =
Da klarerweise GraphT & G4 @& G_ C GraphT™ abgeschlossen ist, geniigt es zu
zeigen, dafl diese Summe in Graph 7™ triviales orthogonales Komplement hat: Sei
h € DomT* mit h @ T*h L GraphT & G & G_. Wegen h & T*h L GraphT
gilt 0 = (h@®T*h, f @ Tf) = (h, f) + (T*h,Tf) fir alle f € DomT. Folglich ist
T*h € DomT* und (T*)?h = —h. Also ist (T* —i)(T* +i)h = (T*)2+1)h =0
und damit g := (T* +i)h € D+ = Ker(T* —1). Folglich gilt 0 = (h® T*h, g Dig) =
(h,g) —i(T*h,g) = —i{(T* +i)h,g) = —i|[(T* +i)h||?, also (T* + i)h = 0, d.h.
h € D_. Aus Symmetrie-Griinden gilt auch h € Dy. Also ist h € Dy N D_ = {0}.
Da pr; : GraphT* — Dom T™ eine lineare Bijektion ist, folgt die direkte-Summen-
Zerlegung von Dom T* sofort aus jener von Graph T*. O

9.29 Lemma.

Jeder symmetrische OperatorT' besitzt mazimale symmetrische Erweiterungen. Jede
solche Erweiterung T ist abgeschlossen. Jeder selbst-adjungierte Operator ist ein
mazimal symmetrischer Operator.

Beweis. Daf} jeder selbst-adjungierte Operator 7' maximal symmetrisch ist, folgt
sofort daraus, dafl jede symmetrische Erweiterung von 7' eine Einschrankung von
T =T ist.

Die Existenz maximal symmetrischer Erweiterungen folgt direkt aus dem Zorn’-
schen Lemma.

Sei nun T ein maximaler symmetrischer Operator. Da nach Lemma in der

Operator Tf* eine abgeschlossene symmetrische Erweiterung von T ist, ist T = T**
und somit 7" auch abgeschlossen. O

9.30 Lemma.
Es seiT : H ~~ H ein abgeschlossener symmetrischer Operator. Dann existiert eine
Bijektion
{TDT:T abg., symm.} = {F < Dy & D_ : T*|r abg., symm.},
d.h. die abgeschlossenen symmetrischen Erweiterungen T von T stehen in bijektiver

Beziehung zu den Teilrdgumen F von Dy @ D_ fiir welche T*|p ein abgeschlossener
symmetrischer Operator ist. Diese Relation zwischen T und F ist gegeben durch:

GraphT = Graph T @ Graph(T*|r).

Beweis. («) Es sei F so ein Teilraum. Wir setzen D := DomT & F C DomT*
und 7 := T*|p D T. Dann ist T symmetrisch, denn fiir f = fo+ f1 und g = go + g1
mit fo,g90 € DomT und f1,g1 € F ist

(Tf.g) =(T"fo+T"f1,90 + 1)
= (T fo,90) + (T fo,91) + (T f1,90) + (T f1,91)-

Aus der Symmetrie von 7' und 7*|r und der Adjungiertheit von T zu T erhalten
wir weiter

= (fo,Tg0) + (fo, T"g1) + (f1,Tg0) + (f1,T"g1)
= (f.Tg).
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Nach ist Graph 7' = Graph T'® Graph(T*|r) eine orthogonale Zerlegung, und
da beide Summanden abgeschlossen sind, ist 7" abgeschlossen.

(=) Sei TDOT abgeschlossen und symmetrisch. Dann ist T C T C T* und somit
Graph T C GraphT C GraphT* = GraphT & Gy @ G-. Es sei G := GraphT N
(G ®G_)und F :=pr;(G) C (D4 @®D_)NDomT. Dann ist T*|z = T ebenfalls
symmetrisch und wegen Graph(T*|r) = G ist T*|r auch abgeschlossen.

Fiir h ® Th € GraphT C GraphT* ist h@® Th = (f ® Tf) + k mit f € DomT und
k € G4 @ G_ nach . Und wegen T' C T ist k € GraphT und somit k € G,
also gilt GraphT = Graph T @ Graph(T*|r).

Die beiden Zuordnungen sind invers zueinander, denn wenn F := prl(GraphT N
(G4 ® G1)) < Dy ® D_ der zur Erweiterung T gehorende Teilraum ist, dann
ist wegen der letzten Gleichung offensichtlich T=TU T*|r = T*|pomTer- Und
andererseits, wenn T = T*|pomTer die zum Teilraum F' gehorende Erweiterung
ist, so ist G := Graph T N (G4 @ G_) = Graph(T*|) und somit F = pr,(G). O

9.31 Theorem.

Es seiT : H ~~ H ein abgeschlossener symmetrischer Operator. Dann existiert eine
Bijektion

{T DT :T abg.,symm.} =
=2 LU : U ist part. Iso. mit initial-Raum I, C Dy und final-Raum I_ C D_},
+ +

d.h. die abgeschlossenen symmetrischen Erweiterungen T von T und stehen in Bi-
Jjektion zu den partiellen Isometrien U mit initial-Raum I, C Dy und final-Raum
I_ C D_. Diese Relation zwischen T und U ist gegeben durch:

DomT = {h+k+Uk:hecDomT,kel.}
T(h+k+Uk)=Th+ik—iUk.

Fiir die Defizienz-Indizes gilt do(T) + dim I = d4(T).

Beweis. Wegen geniigt es eine Bijektion zwischen Teilrdumen F < Dy @ D_
mit 7*|r symmetrisch und abgeschlossen und den angebenen partiellen Isometrien
U zu beschreiben.

(=) Es sei F ein Teilraum von Dy & D_ mit T*|p abgeschlossen und symmetrisch.
Wir wollen zeigen, dafi F' der Graph einer (eindeutigen) Isometrie U : I — I_
mit I+ C Dy ist. Fiir f € F sei f = f* @ f~ die direkte-Summen-Zerlegung
mit f* € Di. Weiters sei I+ := {f* : f € F}. Da T*|p symmetrisch ist, gilt
0=(T"f, )= (£, T*f) = Gf T —if = [T+ )= (fT+fif T —if ) = 2i(f*, f)—
2i(f=, f7), also ist |[fT|| = ||f~|l. Wenn f* @& f1= und f* @ f2~ zwei Vektoren
aus F' < D, @ D_ sind, dann ist 0® (f!~ — f27) € F und somit nach dem gerade
gezeigten ||f1~ — f27]| = ||0]] = 0, d.h. f!= = f2=. Also ist F' der Graph der
bijektiven Isometrie U : I, — I_ definiert durch U(f*) := f~.

Es ist I abgeschlossen: Sei némlich f, € F mit f7 — g*. Da ||f,f — f| =
| fio — [l existiert ein g~ mit f,7 — ¢g~. Offensichtlich konvergiert f, = f,F + f,;
gegen g 4+ ¢~ =: g. AuBerdem gilt T* f¥ = +i f* — +ig*. Und es folgt (g7 +
g7) @ (igt —ig~) € Graph(T*|r) = Graph(T*|r), d.h. gt € I'*.

(+-) Es sei U eine partielle Isometrie mit initial-Raum I, C D, und final-Raum
I_ C D_. Wir definieren F := Graph Uity = {g@Ug: g€l } C I oI C
D, ®D_.
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Dann ist T*|r symmetrisch, denn fiir g, h € I, C Dy = Ker(T* — i) ist Ug,Uh €
I_ C D_ =Ker(T* +4) und somit

(T"(g+Ug),h+ Uh) = (T"g,h) + (T"g,Uh) + (T"Ug, h) + (T"Ug,Uh)

=i(g,h) +i(g,Uh) —i(Ug, h) — i{Ug,Uh)

und dhnlich zeigt man (g + Ug, T*(h + Uh)) = i(g,Uh) — i(Ug, h).
Weiters ist T*| abgeschlossen: Fiir g, € I mit (g, +Ugn)® (ign—iU gn) — fBh
gilt 2ig, = i(gn + Ugn) + (ign — iU gpn) — if + h und 2iU g, = (g, + Ugn) —
(ign — iU gp) — if — h. Somit ist U(i f + h) =i f — h und fiir g := 2 (if + h), gilt
f=9g+Ugund h=ig—iUg.
Offensichtlich sind die beiden Zuordnungen U +> Graph Ul = F invers zueinan-
der.

Nach erhalten wir somit die gewiinschte Bijektion mit
Dom7T := DomT @& F = DomT @ Graph Ulmit v
={hdkoUk): heDomT,kecInitU}
T =T pymi=(h@&k&Uk—Th+ik—iUk).

Wir zeigen schliellich d4 (T') + dim Iy = d4 (7). Sei dafiir f € Dom7T und g € 1.
Dann ist

(T+i)(f+9+Ug)=(T+i)f+ig—iUg—+ig+iUg= (T +1i)f + 2ig.
Also haben wir die orthogonale Zerlegung Bild(T + i) = Bild(T +4) @ I, und
somit Bild(T + i)* = Bild(T + i) @ I1. Also ist dy(T) = dim(Bild(T +i)*) =
dim(Bild(T44)*)4dim(7) = d (T)+dim I . Ahnlich zeigt mand_(T) = d_(T)—
dim7_. O

9.32 Theorem.

Es sei T : H ~ H ein abgeschlossener symmetrischer Operator mit Defizienz-
Indizes d+ < co. Dann gilt:

1. T ist genau dann ein mazimaler symmetrischer Operator, wenn d = 0 oder
d_=0.
2. T ist selbst-adjungiert genau dann, wenn dy =0 = d_ 1ist.

3. T hat eine selbst-adjungierte Erweiterung genau dann, wenn dy = d_ ist.
In diesem Fall stehen die selbst-adjungierten FErweiterungen in bijektiver
Beziehung zu den Isometrien von Dy auf D_.

Beweis. () ist eine direkte Folgerung aus , da genau dann nur die triviale
partielle Isometrie U = 0 existiert, wenn D, oder D_ gleich {0} ist.

() ist eine Umformulierung von .

() Wenn T eine selbst-adjungierte Erweiterung T besitzt, so ist dy (T') = d(T) —
dim(Iy), wobei U : Iy — I_ die zugehdrige bijektive Isometrie ist. Also ist
dim(I) = dim(I_) sowie dy(T) = d_(T) nach (2]), und damit d(T) = d_(T).
Umgekehrt folgt aus dy = d_, dafl eine bijektive Isometrie U : Dy — U_ ex-
istiert, und die zugehérige Erweiterung T somit di(T) = do(T) — dim(I,) =
d_(T) — dim(I_) = d_(T) erfiillt, d.h. selbst-adjungiert ist nach () O

9.33 Beispiel.
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Essei Ty : f +— if’ der symmetrische Operator aus Beispiel . Um alle abgeschlosse-
nen symmetrischen Erweiterungen von Ty zu bestimmen miissen wir Dy und D_
bestimmen. Es ist f € Dy genau dann, wenn f € Dom 7§ und +if = T f = if’
ist. Also ist D+ = {x + ae®® : @ € C} und dx = 1. Alle partiellen Isometrien
U # 0 von Dy auf D_ sind von der Form Uy(z — €®)(x) = Ae™® mit |A| = 1. Es
sei

Dy ={z— f(x)+ae”+rae®:aecC,fecDomTy}
Ta(z — f(x) + ae® + dae ") (z) :=if (z) + aie® — i e ",

fir f € DomT; und a € C. Nach sind das alle echten symmetrischen
abgeschlossenen (selbst-adjungierten) Erweiterungen von Tj. Insbesonders ist die
Doméne

Dy ={f+2acosh: f € DomTy,«a € C}
= {g € L?: g ist absolut-stetig, ¢’ € L?, g(—1) = g(1)}
Ti(9) =Ti(f +2a,cosh) =i f' +ia2sinh=ig,
das ist genau die selbst-adjungierte Erweiterung von Tj in Beispiel .

Es sei T ein linearer Differential-Operator mit reellen Koeffizienten-Funktionen.
Dann ist Dom T invariant unter der Konjugation und Tf = T f. Wir wollen nun
zeigen, dafl symmetrische Operatoren mit solch einer Eigenschaft selbst-adjungierte
Erweiterungen besitzen.

9.34 Folgerung.

Es sei T : H ~~ H ein symmetrischer Operator und J : H — H ein konjugiert
linearer beschrinkter Operator (wie z.B. die Konjugation) mit J?> =1 und T o J C
JoT. Dann besitzt T eine selbst-adjungierte Erweiterung.

Beweis. Aus TJ C JT folgt JT = JTJ? C J?>TJ = TJ und somit TJ = JT.
Folglich ist Dom T = Dom(J o T) = Dom(T o J) = J~}(DomT) = J(DomT). Da
J nicht linear ist, miissen wir den Adjungierten J* extra definieren: Fiir h € H
ist f — (h, Jf) ein beschrinktes lineares Funktional, also existiert ein eindeutiges
J*h € H mit (h, Jf) = (f, J*h). Offensichtlich ist J* additiv und konjugiert linear,
da (f,J*(\h)) = \h, Jf) = Xh, Jf) = M f,J*h) = (f,\J*h). Wegen J? = 1 ist
auch (J*)? = 1.

Wir behaupten als néchstes, dal J*T™* = T*J*.

Sei dazu h* € DomT* und h € DomT. Dann ist (T'Jh,h*) = (Jh,T*h*) =
(J*T*h*,h) und andererseits (T'Jh,h*) = (JTh,h*) = (J*h*,Th). Folglich ist
(J*T*h*,h) = (J*h*,Th), d.h. J*h* € DomT* und T*J*h* = J*T*h* und somit
T*J* C J*T*. Wegen (J*)? = 1 folgt Gleichheit wie zuvor.

Sei nun h* € Ker(T* +4). Dann ist T*J*h* = J*T*h* = J*(Fih*) = £iJ*h*. Also
ist J*(Ker(T* 41i)) C Ker(T* Fi). Wegen (J*)? = 1 gilt auch die andere Inklusion,
also sind die beiden Defizienz-Rdume vermoge J* isomorph als reelle SNR’e und
somit auch als komplexe Hilbert-Raume (Wahle Orthonormalbasen und erweitere
die Bijektion zu einer linearen Isometrie) und damit besitzt T" eine selbstadjungierte
, vgl.[9.32]. O

Erweiterung nach ’ 9.31

Cayley-Transformation

Fiir die M6bius-Transformation p : z +— z—;; gilt: 0 — —1, 1 +— —i, 00— 1,7+ 0.
Da Mobius-Transformationen Geraden auf Geraden oder Kreise abbilden, bildet
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diese RU {oo} auf 9D und folglich die obere halb-Ebene auf die Einheitsscheibe D
ab. Die Umkehrabbildung ist durch w zl'“” gegeben, denn aus ;—jrz = w folgt

z(1—w) =i (14w). Da das Spektrum selbst- adjunglerter Operatoren in R enthalten
ist und jenes unitdrer Operatoren in u(R) = ID, sollte p einen Zusammenhang

zwischen diesen Klassen von Operatoren bilden. Dies zeigen wir nun:

9.35 Theorem (Cayley-Transformation).

Die abgeschlossenen symmetrischen Operatoren T : H ~~ H stehen in bijektiver
Beziehung zu den partiellen Isometrien U, fiir welche (1—U) Init U dicht liegt, d.h.

{T:H~ H, abg., symm.} ={U € L(H) : U part. Iso., (1 —U) InitU dicht },

beziiglich der Relationen:

U= (T—i)(T+i)™*
T=i(1+U)1-U)""
D, (T) = Tnit U+
D_(T) = FiniU™.

Diese Zuordnung heifit CAYLEY-TRANSFORMATION, und das zu T gehorende U
heifit CAYLEY-TRANSFORMIERTE von 1.

Beweis.

(—) Sei T ein abgeschlossener symmetrischer Operator. Nach ist Bild(T+1)
abgeschlossen, also ist D3 = Bild(7T 4 4). Nach ist Ker(T +14) = {0}, also
ist (T + i)' wohldefiniert auf D} und (T +4)~ 1Dl Dom T = Dom(T — i) und
somit ist das wie angegeben definierte U ein wohldeﬁmerter Operator.

DomT

g4 T—i

_ e
Dt Bild(T + 1) >

R:<

> Bild(T —i) = Dt

Falls h € D+, dann ist h = (T + ) f mit einem eindeutigen f € DomT. Also ist
[UR|? = (T =) fII* = ITfI* + 111> = (T + i) f|* = [|A]|> nach [9.22.1 |. Folglich
148t sich U eindeutig zu einer partiellen Isometrie mit Init U := (KerU)* = Dz
und Fini U := BildU = D+ ausdehnen.

Bsist (T+i)"! =4 (1—U) : D+ — DomT, denn fiir f € DomT und h = (T +1i) f
ist (1-U)h=h— ( —i)f=T+i)f—(T—1i)f =2if.
Folglich ist (1 — U) Init U = Dom T und somit dicht.

Weitersist(1+U)(T+i):ZT,denn(1+U)(T+i)f (T+i)f+Uhf(T+i)f+
(T —i)f =2Tf, und folglich i(1+ U)(1 - U)' =i(14+U)L(T +i) = 22T =T.

(+) Sei nun U eine partielle Isometrie wie angegeben. Dann ist Ker(1 — U) = {0},
denn fiir f € Ker(1 —U) gilt Uf = f und somit ||f]| = [|[Uf||, d.h. f € InitU. Da
U*U die orthogonal-Projektion auf Init U ist (siehe ), ist f=UUf=U*f,
also ist f € Ker(1 — U*) = Bild(1 — U)* = {0}, d.h. f = 0, da Bild(1 — U) 2
(1 - U)Init U dicht liegt.

Sei D := (1 — U) InitU. Dann ist (1 — U)~! : D — Init U wohldefiniert. Also ist
T :=i(1+U)(1-U)~! ein wohldefinierter Operator mit dichtem Definitionsbereich
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D.
Init U
1-U i(140)
D=(1-U) nitU I > (1+U) it U
Wieder ist (1—-U)~' = £ (T+i) : D — Init U, denn fiir & € Init U und f = (1-U)h
ist (T +i)f =Tf+if =i(1+U)h+i(l—U)h = 2ih.
Folglich ist Init U = Bild(T + i) = D (T)*.

Weiters ist (T —4)(1 —U) =2iU, denn (T —4)(1-U)h=i(1+U)h—i(1 —U)h =
2iU, und folglich ist (T — i)(T 4+ i)' = (T —i)5(1 — U) = 52U = U sowie
FiniU = Bild(T — i) = D_(T)*.

Es ist T abgeschlossen, denn sei f, € (1 — U) InitU mit f, — f und T'f, — g.
Es sei hy, € Init U so, dal (1 — U)h,, = f,. Dann ist T'f,, = i(1 + U)h,, und somit
konvergiert 2i h,, = (1 —U)h, +i(1+U)hy, =ifn, +Tfn — if + g =: 2ih € Init U.
Also konvergiert f, = (1 —U)h, = (1 =U)hund T'f, =i(1 + U)h,, — i(1 + U)h,
und somit ist g =i(1+U)h=T(1-U)h=TFf.

Weiters ist T symmetrisch: Fiir f,g € D sei f = (1 —U)h und g = (1 — U)k mit
h,k € Init U. Dann gilt

(Tf,g) = i{(1+ U)h, (1 — U)k) = i((h, k) + (Uh, k) — (h,UK) — (Uh, UR)).
)

Da h,k € InitU ist (Uh,Uk) = (h, k), also ist (T'f,g) = i((Uh, k) — (h,Uk)
analog zeigt man (f,Tg) = —i((1 — U)h,(1 + U)k) = —i((h,Uk) — (Uh, k)
(Tf,9)-

und
)

|

9.36 Folgerung.

Die selbst-adjungierten Operatoren stehen vermdge der Cayley-Transformation in
bijektiver Beziehung zu den unitiren Operatoren, die 1 nicht als Figenwert besitzen.

Beweis. Ein symmetrischer abgeschlossener Operator ist nach genau dann

selbst-adjungiert, wenn {0} = D, also nach genau dann wenn fiir zugehorige
partielle Isometrie I = H gilt, sie also unitér ist. Schliellich haben wir im Beweis
von gesehen, dafl die Dichtheit von Bild(1 — U) die Gleichung Ker(1 —U) =
{0} — d.h. 1 ist kein Eigenwert von U — impliziert. Umgekehrt sei 1 kein Eigenwert
von U und f 1 Bild(1-U), d.h. f € Bild(1-U)* = Ker(1-U*). Also ist U*f = f
und somit Uf = UU*f = f, dh. f € Ker(1 — U) = {0} also Bild(1 — U) =
(1 —=U)(Init U) dicht. O

Man kann nun die Cayley-Transformation verwenden um aus der Spektral-Zerleg-
ung fiir beschriankte unitdre Operatoren auch eine solche fiir unbeschrénkte selbst-
adjungierte Operatoren zu gewinnen. Wir werden aber im nédchsten Abschnitt all-
gemeiner die Spektral-Theorie normaler unbeschréankter Operatoren entwickeln.

Unbeschrinkte normale Operatoren

9.37 Definition.

FEin linearer Operator T : H ~» H heifit NORMAL, falls er dicht-definiert, abgeschlossen
ist und T*T =T T* erfiillt. Klarerweise ist jeder selbst-adjungierte Operator nor-
mal. Der Multiplikations-Operator T im Beispiel ist normal, aber man beachte,
daBl DomT*T C Dom T gilt.
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9.38 Lemma.
Fiir dicht-definiertes abgeschlossenes T gilt:

1. Der Graph von T|powm(r+1y ist dicht im Graphen von T.

2. T*T ist selbst-adjungiert (und insbesonders dicht-definiert).

3. 1+ T*T ist beschrinkt invertierbar, und fir das Inverse gilt:
0<(1+T*T)" 1 <1.

4. Der Operator T(1 +T*T)~! ist eine globale Kontraktion.

Beweis. () 14+ T*T ist surjektiv: Es sei J : H & H — H @& H wieder definiert
durch J(h, k) = (—k, h). Nach ist H@® H = J Graph T 4 GraphT*. Zu h € H
existieren also f € Dom7T und g € DomT™* mit (0,h) = J(f,Tf) + (9,T*g) =
(=Tf, )+ (9 T*9),dh.0=-Tf+gund h= f+T*g=f+T*Tf=(1+T*T)f.
Also ist Bild(1 4+ T*T) = H.

1 + T*T ist injektiv: Fiir f € DomT*T ist Tf € DomT* und | f + T*Tf|]*> =
LFI? + 2172 + [T*TAP > [I£]%. Also ist Ker(1+T°T) = {0},

Esist 0 < S:=(1+T*T)"t < 1: Aus ||(1 + T*T)f| > ||f|| fiir alle f € DomT*T
folgt fiir h = (1+T*T)f und S := (1 + T*T)~* die Ungleichung ||Sh|| < ||A]|, d.h.
|IS|| < 1. Weiters ist (Sh,h) = (f,(1+T*T)f) = ||f|I> + [|Tf]|* > 0, d.h. S > 0.
() Da T abgeschlossen ist, geniigt es zu zeigen, daf fiir keinen Vektor g # 0

der Vektor (g,Tg) € GraphT orthogonal ist zu {(h,Th) : h € DomT*T'}. Sei also
h € DomT*T. Dann ist

0={((9,79),(h,Th)) = (g,h) +(Tg,Th) = (g, h) + (9, T"Th) = (g, (1 + T*T)h).

(3]

Also ist g L Bild(1 + T*T) == H und somit g = 0.

() Aus () folgt, dafl Dom T*T dicht ist in Dom 7T und somit in H. Seien
fyg € DomT*T, d.h. f,g € DomT und T'f,Tg € Dom T*. Folglich gilt (T*T'f, g) =
(Tf,Tg)y = (f,T*Tg). Also ist T*T symmetrisch. Weiters hat 1+7*T ein beschriinktes
Inverses nach (), also ist —1 ¢ o(T*T) und 14 T*T ist abgeschlossen nach

und folglich ebenso T*T. Wegen ist T*T selbst-adjungiert.

() Wir setzen R := T(1 +T*T)"! = TS : H — Dom(T*T) C DomT — H.
Falls h = (1 + T*T)f mit f € DomT*T C DomT, so ist |Rh|*> = | Tf|]* <
(1 +T*T)f||*> = ||h]|> nach dem Beweis von ([3]). Also ist ||R| < 1. O

9.39 Folgerung.

Fiir jeden normalen Operator T : H ~» H gilt: DomT = DomT* und ||Th||
|T*h| fir alle h € DomT. Normale Operatoren haben keine echte normale Er-
weiterungen.

Beweis. Falls h € DomT*T = DomTT*, so ist Th € DomT™ und T*h € DomT.
Also ist || Th||? = (T*Th,h) = (TT*h,h) = || T*h|>.

Falls f € DomT so folgt aus , daB eine Folge h,, € DomT*T existiert
mit (hp, Thy) — (f,Tf), also gilt | Th, — Tf| — 0. Nach dem ersten Teil gilt
| T*hp, — T* || = || Thp, — Thpn || und somit existiert ein g € H mit T*h,, — g. Also
gilt (hy,T*h,) — (f,9). Da T* abgeschlossen nach ist, ist f € Dom 7™ und
g =T*f. Also ist DomT C DomT™* und |Tf| = limy, | Th,|| = lim, ||[T*h,| =
gl = 1T f1I.

Nach ist T** = T und nach ’9.8.1‘ und ’9.8.2‘ somit auch 7% normal, also
nach dem vorigen Teil Dom T* C Dom(7T*)* = Dom7T C DomT™, also DomT =
DomT™.
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Sei nun T2T eine normale Erweiterung. Dann ist T’i C T* und folglich DomT C
DomT = DomT* C DomT* = DomT. Alsoist T'=T. O

9.40 Bemerkung.

Es seien S, 51,52 : Hy ~ Hy und T, 77,15 : Hy ~ H3, dann ist
TioS+TeoS= (T +T3)0S,;
ToS1 +ToSy CTo(S+52);
ToS1+ToSy=T0o(S;+52) falls T global definiert ist.

Die erste Zeile folgt aus
Dom((Ty + T») 0 ) = S~ (Dom(T; + 1)) = S~ (Dom(T}) N Dom(T%))
= S~ (Dom(T1)) NS~ (Dom(Ty))
= Dom(T7 o S) N Dom(7T5 0 S) = Dom(Tj 0 S+ T 0 S).
Die zweite Zeile folgt aus
Dom(T 0S; + T 0 S3) = Dom(T o S1) N Dom(T o Ss)
=S (DomT) N Sy (DomT)
C (81 + S2) *(DomT) = Dom(T o (S; + S3)).
Falls T global definiert ist, so gilt Gleichheit, denn dann ist S~!(Dom T') = Dom S
fiir S € {S1, 52,51 +S2}. Andernfalls kann auch eine echte Inklusion vorliegen, wie

das Beispiel S7 = id = —S5 zeigt, denn dann ist 7" o (S7 + S3) = 0 global definiert
und Dom(T 0 S; + T 0 S3) = Dom(T" o S1) NDom(T" 0 S3) = DomT'.

9.41 Lemma.

Es seien H,, Hilbert-Riume und T,, € L(Hy,). Es sei H := @, H, und @, T, :
H ~~ H definiert auf D := {(h,) € @D, Hy : >, |Tnhnl|* < oo} durch (hy)n —
(Thhn)n-

Dann ist @,, T;, ein abgeschlossener dicht-definierter Operator. Sein Adjungierter
ist (B, Tn)* =@, Ty und @,, T, ist genau dann normal, wenn alle T), es sind.

Fir eine zweite Folge von Operatoren S, € L(H,) gilt: (@, Tn) o (B,, Sn) <
D, (T5, 0 Sp). Ist zusditzlich (||Sy||)n beschrinkt, so gilt Gleichheit.

Beweis. Offensichtlich ist D ein linearer Teilraum und T' := €, T,, linear auf D.
Da H, C D fiir alle n, ist D dicht in H.

Beh.: T ist abgeschlossen.

Sei dazu hU) eine Folge in Dom T mit (b)), Th\9)) — (h,g) in H @ H. Dann gilt
fiir die Komponenten (hg),Tnhglj)) — (hn, gn). Da T,, beschrinkt ist, ist T, h,, =
gn und somit ist > | Tnh,|* = >, llgnl* = llgll* < oo, d.h. h € DomT und
klarerweise gilt Th = g, also ist T" abgeschlossen.

Beh.: T*((kn)n) = (Tyikn)n fir (kn), € DomT* = {(k,,) : >, [T kn||* < oo}
(D) Es ist k € DomT* genau dann, wenn

hes (h, T°k) == (Th,k) = > (Tnhn, kn) = Y (o, Tikn)
n n
auf Dom 7T ein beschrinkt lineares Funktional ist. Wegen der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung ist das fiir k¥ mit > ||T:k,||*> < oo der Fall. DaB T*k fiir solche k
durch T*k = (T ky)n gegeben ist, ist offensichtlich.
(Q) Fiir k € Dom T™* existiert ein C > 0 mit |[(Th,k)| < C||h|| und somit ist mit
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hy, := Tk, fiir jede endliche Teilsumme Y |70k |12 = D (hn, Tikn) < C /> [|hall? =
C /X || Tk, ||? also > || Tk, ||* < C2. Damit ist auch Y-, HT,T/%HQ < C2

Sei nun S,, € L(H,,) eine zweite Folge von Operatoren, und sei 7' := ,, 75, und
S =@, Sy Fir

> 1hn]? < oo,
heDom(ToS)=qh=(hn)n: >,lShnl? < o0,
> 1T (Snhn)|)? < 0o

ist offensichtlich h € Dom(&p,,(Ty © Sy,)) und es gilt

(@5 50)0 = (5o 5000) = (D7) (5:00),
- (@7) (@5)1) = (@m) - (@s.))»
h. (6, Tn) o (B,, Sn) € B,, (T 0 Sy).

Falls ||.Sy, || beschrinkt ist, so ist wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung der Defini-
tionsbereich von S = @, S, ganz H und ||S| = sup,, ||S,||. Fir h = (hn)n €
Dom (P,,(T}, 0 Sy,)) folgt aus > ||h,||> < oo die Abschitzung Y, [|Snhnl? <
[1S11232,, [1hnl|? < oo, also ist A € Dom(T o S) und somit gilt Gleichheit.

Wenn @,, T, normal ist, so offensichtlich auch die Einschrénkungen T,.
Umgekehrt ist nach
Dom(T*oT) ={h € DomT : Th € DomT*}

5yl < oo,
=qh=(n)n: 2, 1T hall® =22, | Tahnl* < oo,
Zn ”TnT;:hn”2 = Zn ||T:TnhnH2 <0

={h € DomT* : T*h € DomT}

= Dom(T o T™),
und sowohl T*oT also auch ToT* sind Einschréinkungen von @@ T oT,, = @ T, 0T
Also ist T normal. O
9.42 Theorem.

Es sei P : B(X) — L(H) ein Spektral-Maf$ wie in . Fir eine mefibare Funktion
f X — C betrachten wir eine Partition von X in meflbare Mengen A,, auf
welchen f beschrinkt ist (z.B. A, :={x € X :n—1<|f(z)| <n}). Weiters setzen
wir Hy, := P(Ap,)H und P, : B(A,) — L(H,) sei das Spektral-Maf§ P,(A) =
P(A)|n, . Dann ist H =@, H, und beziiglich dieser Zerlegung ist

/deP :@/Anmn aP,,

der normale Operator

/deP ch= (hp)n @(/AnfdPn) h

mit Definitions-Bereich
Dpi={nen: ZH(/ fdP, ) hn
n=1 Aq
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und fiir h € Dy und k € H ist f € L'(|Pp|) mit

Janaral < ([ 1earn) el wna ([ rap)nr)= [ par.

Insbesonders hingt also der Operator fX f dP und sein Definitionsbereich nicht von
der Auswahl der A,, ab.

Beweis. Da P(A) o P(A,) = P(ANA,) = P(A,) o P(A) ist H, = P(A,)H
ein P(A)-invarianter Teilraum, und somit ist P, ein wohldefiniertes Spektral-Maf}
fur H,. Wegen 1 = P(X) = P(l,An) = >, P(A,) ist H = @,, H,, und die
orthogonal-Projektion auf H,, ist durch h +— h,, := P(A,)h gegeben.

Da f|a, beschrinkt ist, ist [ A, f APy ein wohl-definierter beschréinkter normaler

Operator auf H, nach [8.12]. Nach ist folglich [ fdP =@, fAn fdP, ein

normaler unbeschriankter Operator mit Definitionsbereich Dy.

Als néichstes zeigen wir die behauptete Gleichung fiir Dy:
Nach der Spektral-Theorie fiir beschriankte Operatoren gilt:

I st = () ram) ([, sam o)
UL 7Y )= (] P amYh)

= [ 1PaPIg, = [ 1P dPL dem
Ay
= (P(M)h, h)
= (P(An NAN AR, R) = (P(A,)P(A)P(A,) h, h)
= (P(A) P(An)h, P(An)h) = (P(A) i, o)
= (Pu(A) hns ) = (P)hy b, (D).

Daraus folgt die behauptete Gleichung tiber Dy. Und somit ist der Definitionsbere-
ich von [ [ dP unabhiingig der Wahl der Partition in Mengen A,,.

Sei nun h € Dy und k € H. Nach dem Radon-Nikodym Theorem existiert
eine mefibare Funktion w mit |u| = 1 und |Py, | = u P, &, wobei | Py, | die Variation
von Py ist. Es sel f<, == f|, _ a, = >oh_iXa, f. Es ist sowohl f<, als auch
u f<, beschrinkt und folglich gilt:

[1scnldiPial = [ 1fentuapia = (( [ 1f<al uar)nr)

< ([ 1£<ntuar)i] -,
und weiter

H(/|f§n\udP>hH2:<(/|f§n\udP>h, (/|f§n|udP)h>
([P i) = [ 15z [iPam

1/2
Alsoist [ |f<n|d|Pys| < ( I f\?dph,,,,) ||| fiir alle n. Da | f<,| monoton punkt-

weise gegen |f| konvergieren, folgt daraus mittels des Satzes von B. Levi iiber
monotone Konvergenz, da§ f € L'(| Py x|) und die gewiinschte Ungleichung

Jisarnd < ([ 12 ara) " ik
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Da f<, beschrénkt ist, gilt nach |8.12.1 | auch
<(/ fendP)h,k) = /fgn dPy .

Falls h € D¢ und k € H, so folgt aus dem Satz iiber dominierte Konvergenz, daf§

/.fﬁn dP}%k — /fdP}L7k fiir n — oo.

Andererseits gilt:

</f§”dp)h: @/A_flAdej (.o hn,0,...)
:(/fdP)P(JQA) oa] (UA)(/fdp)h

und da P(Uj_y 4;) = P(X) = 1 in der SOT, folgt schlieBlich

/f<ndP hk /fdP hk;

<</deP)h7k>:/deph,k.

Das zeigt auch, daB der Operator [ fdP unabhéngig von der Auswahl der Parti-
tion in Mengen A,, ist. O

Also ist

9.43 Proposition.
FEs sei P : B(X) — L(H) ein Spektral-Maf. Fiir jede mefibare Funktion f : X —
C sei p(f) : H ~ H durch p(f) := [y fdP definiert. Dann gilt fiir mefbare
Funktionen f,g: X — C:

L p(f) = p(f).

2. p(fg) 2 p(f) p(g) und Dom(p(f) p(g)) = Dy N Dy .
3. Falls g beschrinkt ist, so ist p(f) p(g) = p(f g).
4

o) p(f) = p(f1?).

Beweis. Zu gegebenen meflbaren Funktionen f,g : X — C wihlen wir eine Par-
tition von X in meflbare Mengen A, und definieren ein Spektral-Mafi P, auf
A, fir H, := P(A,)H wie in . Es sei p, die zugehorige C*-Darstellung
der beschrinkten Funktionen auf A, auf H,. Dann ist p(h) := @, pn(h) fiir

h € {f, f,g, f g} Fiir die C*-Darstellung p,, gilt natiirlich ()—() mit Gleichheit
iiberall. Unter Verwendung von folgt nun:

(L)), da )
:(@Pn(f)> :@pn @pn} 7

() Die Inklusion gilt, da

9) = (@rn)o (@pn ) € Pon(h) 0 pul9) = Blonlf 9))

=p(f9)-
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Weiters ist h € Dom(p(f) o p(g)) genau dann, wenn h € Dom(p(g)) =: Dy und
p(g) h € Dom(p(f)) =: Dy. Letzteres bedeutet, dai oo > > |lpn(f)(pn(9)h)||> =
> lon(f g)h|? ist, d.h. h € Dy, liegt.

() Falls g beschriankt ist, so ist Dy, = H und somit Dom(p(f)p(g)) = H N
Dom(p(fg)) = Dom(p(fg))-

Man beachte, dafl unter dieser Voraussetzung nicht p(g f) = p(g) p(f) gilt, wie in
[5, X.4.10] behauptet wird. Sei nédmlich z.B. g =0, dannist g f =0 und D,y = H
aber Dom(p(g) p(f)) = Dy N Dy = Dom(p(f)) C H.

(4] Nach (1)) und (2]) ist p(f)* 0 p(f) = p(F) o p(f) € p(|fI) und Dom(p(f)* o

p(f)) = Dom(p(f)op(f)) = Dy N D, g2. Bleibt also nur zu zeigen, dafl D|s> C Dy.
Sei dazu h = (hn)n € Djgp2, d.b. 3o [|pn(|f]?)hn* < co. Zweimalige Anwendung
der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung liefert

D on(Hball> =D oa () oa(Hhnshn) < Hpn(F)* pu (£l 1|

1/2
< (X on(F)kal?) " 10l < o0,
d.h. h € Dy. O

9.44 Theorem.

Es sei N : H ~» H ein normaler Operator auf H. Dann existiert ein eindeutiges
Spektral-Mafi P definiert auf den Borel-Mengen von C, sodafs

1. N = [.zdP(z).
2. P(A) =0 falls ANo(N) = 0.
3. Falls U C C offen ist und UNo(N) # 0, so ist P(U) # 0.
4. Ist A€ L(H) mit AN C NA und AN* C N*A,
s0 ist A (fc fdP) - (fc fdP) A fiir alle Borel-Funktionen f auf C.

Das Fugledge-Putnam Theorem gilt auch fiir unbeschrinkte normale Operatoren,
und somit kann die Hypothese in () auf AN C NA abgeschwiicht werden.

Zur Idee des Beweises: Falls N = [ zdP(z), so konnten wir C in Kreisringe A,
zerlegen. Es wiren dann wohl H, := P(A,)H invariante Teilriume mit H =
,, H, und wir kénnen N mit der unbeschrénkten Summe @, N|g, vergleichen.
Umgekehrt sollten wir also eine Zerlegung H = &, H, in {N, N*}-invariante
Teilrdume H,, finden, so daf N, := N|g, ein beschrinkter normaler Operator
ist. Nach dem Spektral-Satz fiir beschriinkte Operatoren existieren dann Spektral-
MaBe P, mit N,, = f zdP,. Diese wollen wir aufsummieren um ein Spektral-Maf3
P fiir N zu erhalten.

Die Funktion f : z ﬁ = (1 +z2)7! bildet C auf das Intervall (0,1] ab.
Den Kreisringen entsprechen dabei Teilintervalle. Um also die Rd&ume H,, ohne
das noch nicht vorhandene Spektral-Mafl P von N zu finden, betrachten wir die
Kontraktion S := (1 4+ N*N)~! > 0 aus und die Bilder ihrer Spektral-

Projektoren (die wiiren Po f~! nach fiir beschrénktes N) auf Teilintervallen
von (0,1] € [0,1] D o(S).

Sublemma.

Es sei N : H ~ H normal, S := (1+ N*N)~! und S = folth(t) die Spektral-
Darstellung.

Dann ist SNCNS und SNS=NSS.

Falls A eine Borel-Teilmenge in [0,1] mit 0 < § < 1 ist, so ist Hn := P(A)H
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eine {S, N, N*}-invariante Teilmenge von Dom N, weiters ist S|g, invertierbar

und N|g, ein beschrinkter normaler Operator mit | N|m, || < \/;.

Beweis. Nach ’ 9.38.3‘ und ’9.38.4‘ sind S und N S globale Kontraktionen.

SNCNS:

Sei dazu f € Dom SN. Dann ist g := Sf € BildS = Dom N*N C Dom N, also
f =14+ N*N)g und somit N*Ng = f — g € Dom SN — Dom N*N C Dom N.
Damit ist Ng € Dom NN* und folglich ist Nf = N(1+ N*N)g = Ng+ NN*Ng =
(I+NN*)Ng = (1+ N*N)Ng, wegen der Normalitit von N. Schliefllich ist SN f =
S(1+ N*N)Ng=Ng=NSf,dh. SN C NS.

Es folgt weiters SN .S C N S S und, da Dom NS = H nach |9.38.4 | und somit auch
Dom SNS=H,ist SNS=NSS.

Sei nun A C [4, 1] eine Borelmenge.

Beh.: S: Hn — Ha ist ein Isomorphismus.

Da S mit seinen Spektral-Projektoren P(A) kom- 5 S 1y 0 e c H
mutiert, haben wir nebenstehendes kommutatives
iP(A) P(A)i
Slaa

Diagramm.
Folglich hat S|g, dichtes Bild in Ha, denn 7 i
S(Hp) = S(P(A)H) = P(A)(SH) ist dicht 47 T HA
in P(A)H = Ha, weil SH = Dom N*N nach J J
in H dicht liegt. I s I
Fiir h € Ha ist h = P(A)h und somit

ISR = (S2P(A)h, h) = <(/1 2xa dP) h,h> - / 2 dPy
A

0
> 62 P (D) = 6*(P(A)h, h) = 6% |h]]*.

Also hat S|, ein abgeschlossenes Bild in Ha und da dieses dicht ist, ist S|y, ein
Isomorphismus.

Es ist HA € Dom N, denn Ha = S(Ha) C Bild S = Dom(N*N) C Dom N.

Beh.: Ha ist N-invariant.

Sei h € Hx und ¢ € Ha mit h = Sg. Es sei R := NS € L(H). Dann ist
SR =SNS = NSS = RS nach obigem und somit P(A) R = RP(A) nach
, also ist Ha R-invariant. Folglich ist Nh =N Sg= Rg € Ha.

Beh.: Ha ist N*-invariant.

Falls Ny ;= N*und Sy := (1+N;yN;)" ' = (1+ NN*)"! = (1+N*N)"! = S. Aus
der vorigen Behauptung folgt somit, dafl N*Ha = N1Ha C Ha.

Es folgt, daf die Einschréinkung N|z, ebenfalls normal ist.
Sei schlieflich h € Ha. Dann gilt &hnlich wie zuvor

NP = (VAR = (57 = Do) = [ (=) dPun(0) < 1P (G - )

Also ist ||N|HA||§,/%—1. O

Beweis von . Wie im Sublemma sei S := (1+N*N)~! und R := N S. Weiters

sei § = fol tdP(t) die Spektral-Darstellung, P, := P(n%rl, 1l und H, := P,H fiir
n> 1. Alsoist 1 = P(o(S)) = P({0})+>_7—; P,. DaKer S = {0} ist, ist A = 0 kein
Eigenwert von S und somit P({0}) = 0 nach , alsoist 1 =5 "7 | P, und somit

n=1
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H = @,, H,. Nach dem Sublemma ist H,, ein {N, N*}-invarianter Teilraum von
Dom N und N, := N|p, ist ein beschrénkter normaler Operator mit || N, || < /n.

Ist also A € 0(N,,), so ist

1

TENE € o((L+NyNa) 1) = 0(S|m,) = o((So Pu)lu,)

co((fatoon)], )
Co (/txml 4 )dP(t))

zess—Bild({tx(L%](t):tEU(S)}) nach [ 8.59 |
C{tx(a, 1) € (0,1])} S{O}U 37, 7],
d.h. o(N,) C{ e C: n+1_1+|>\‘2 S%}:{)\EC:\/ﬁ2|)\|Z\/n—l}::A

Sei nun P, : B(A,) — L(H,) das Spektralma8l von N,, und sei P auf jeder Borel-
Menge A C C definiert durch

éPnAmA
n=1

Um zu zeigen, dal P ein Spektral-Maf ist, beachten wir zuerst, dafl klarerweise
P(X)=1.Esist P,(ANA,) eine orthogonal-Projektion mit Bild in H,, und somit
P(A) eine orthogonal-Projektion in L(H). Da die H,, paarweise orthogonal sind,
ist fiir Borel-Mengen A;:

P(A) P(As) = (épn(/\1 nAa, ) (é Py(As N Ay) )

P,(AyNA,) Py(AyNA,) = EB Py(A1NAsNA,)

n=1

Fir h € H ist P(A)h = (P,(AN An)hn)n. Falls A,, paarweise disjunkte Borel-
Mengen sind, so konvergiert j P(A;) punktweise nach und es gilt also:

@(Q A, )ik = i@%(ﬁl Ay A Yo = Z@P Al

(oo}

(Po(Aj N ARy, ) :ZZ (Aj N AR, hy)

j=1 -0 j=1n=1

Dlﬂgi

Il
—

n

hy = <§: P(A))h, h>.

I
~

<
Il
—_

Somit ist P o-additiv.

(1) Fiir h = (hn)n € Dom(@,, Ny) liegt (A1, -+, hny 0,...), (Niha, ..o, Nphy,0,...)) €
Graph N (wegen N,, := N|,, ) und dieser Ausdruck konvergiert gegen (h, (@,, Ny )h).
Da N abgeschlossen ist, liegt h € Dom N und Nh = (,, N,,)h. Da aber sowohl N
als auch @,, N,, normal ist, gilt N = @, N,, = @,, [ 2dP,(z) =: [ zdP(z) nach

[9:39]
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Beh.: Es ist o(N) = ., o(N,,).

Klarerweise ist o(N) 2 | J.2, 0(N,,) und, da o(NN) abgeschlossen ist, zeigt dies (D).
Umgekehrt sei A ¢ (J,2 | 0(N,,). Dann existiert ein 6 > 0 mit |\ — z| > § fiir alle
z € U2, a(N,). Also existiert (N, —A) "' und [|[(N,, = A) 7| = |z = (2=2) Moo <
4 fiir alle n. Folglich ist @, ;(N,, — A)~! ein beschrénkter Operator und gleich

(N =XN)"1 dh A ¢ a(N).
(2) Esgilt: ANo(N)=0=VYn:ANo(N,) =0 = ¥n: P,(A) =0 = P(A) =0.

() Falls U offen ist und U N o(N) # 0, dann impliziert die obige Behauptung,
daB U No(N,,) # 0 fiir ein n. Da damit P,(U) # 0 nach [8.15 ], ist auch P(U) # 0.

() Sei nun A € L(H) mit AN C NA und AN* C N*A. Dann ist A(1+ N*N) C
(1+ N*N)A nach . Also ist SA C AS, und da beide Seiten global definiert
sind, ist SA = AS. Nach kommutiert somit A mit den Spektral-Projektionen

von S und insbesonders ist H,, beziiglich A invariant. Somit ist A4, := Alg, €
L(H,) und A, N, = N, A,. Also gilt A,, f(N,) = f(N,) A, fiir jede beschrinkte

Borel-Funktion f. Nach folgt nun A ([, fdP) = (@ A n) o (D, f(N,)) C
D(An o f(Nn)) = D(f( n) A) = (B, f(N2)) o (B, A4n) = ([x fdP) A, da

@D,, A, ein beschrénkter Operator ist. O

9.45 Theorem.

Es sei N : H ~~ H ein normaler Operator auf einem separablen Hilbert-Raum H .
Dann ezistiert ein o-endlicher Mafraum (X,Q, p) und eine Q-mefbare Funktion
[ :X = C, sodafp N unitir dquivalent ist zu My auf L*(p).

Beweis. Wir zerlegen N in die unbeschrénkte Summe von beschrankten normalen
Operatoren N,, wie im Beweis von . Nach Theorem existieren o-endliche
MaB-Réume (X, Qy,, 1) und beschrinkte €2,-mefibare Funktion f,, so da N,
unitér-dquivalent ist zu My, . Es sei X die disjunkte Vereinigung der X,, und Q :=
{ACX:ANX, €Q, fiir alle n}. Falls A € Qso sei p(A):=> " p(ANX,).
Weiters sei f : X — C definiert durch f|x, := f,. Dann ist f Q-mefibar und
N =@, N, ~ B, My, =My auf L*(X,Q, p). O

9.46 Beispiel.

Wir wollen nun einen unitidren Operator U finden, welcher den Impuls-Operator
P : f — if in einen Multiplikations-Operator transformiert. Dazu rufen wir uns
die Fouriertransformation F : § — S aus Kapitel [18, 8] in Erinnerung. Sie war

durch
— —izyY d
yi= [ f@)e o

definiert und hat die Parsevalsche Gleichung

(Ff,Fg) = %(Jﬂg)

_1
V2’

erfiillt. Damit sie wirklich unitéar wird, modifizieren wir sie durch einen Faktor

d.h. .
Ffly) = \/T?/Rf(x) e .

Da dann F : & — S eine surjektive Isometrie ist mit inverser F~1f = S(Ff)
(wobei S die Spiegelung bezeichnet) und S dicht liegt in L2, 148t sie sich zu einem
eindeutigen unitiren Operator F : L? — L? erweitern.
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Fiir f € S ist, wie wir in [18, 8.1.5] gesehen haben:

(PoF)) =i [ fa) e i

= \/%TT /R f(x) (—i*)ze ™Y d

= (FoQ)f(y),
wobei Q wie iiblich den Orts-Operator bezeichnet. Es ist also P|s = FoQ|so F 1,
und da P der Abschlufl von P|ce nach und somit auch von P|s ist, und
auch @ analog jener von Q|s ist nach , ist P = Pls = FoQ|soF I =
F O@ o F 1 = FoQoF ! In der Tat geniigt es dafiir zu wissen, dafl @ der
Abschlul von @Q)|s ist, denn natiirlich enthdlt P den Abschlufl von Pls, d.h. den
selbst-adjungierten Operator P|ls = FoQ|so F~L1 = FoQ|soF ' = FoQoF 1.
Da selbst-adjungierte Operatoren maximal symmetrisch sind, muf} dies P sein.
Da F~! = So Fist, gilt umgekehrt Q = F 'oPoF =SoFoPoS loF 1=
~FoSoStoPoFt=—-FoPoF ! denn

($0F)0) = <= [ eV o

= [T
T J—c0
1 - B

= o /+ f(=z)e "™ dx

= \/%/H{Sf(x)e_mydx
= (Fo9)f(y)

und

d

(SoP)f(y)=P(f)(-y) =if(—y) = —i dfy(f’(—y)) =—(Po9)f(y).

1-Parameter Gruppen und infinitesimale Erzeuger

Motivation.

In der klassischen Mechanik ist die BEWEGUNGSGLEICHUNG durch das NEWTON’SCHE
Gesetz

Flx)=m-& (Kraft = Masse x Beschleunigung)
geben. Durch den Ansatz ¢ := x und p := ma (Impuls = Masse x Geschwindigkeit)
wird diese gewohnliche Differential-Gleichung 2.ter Ordnung in folgende Differential-
Gleichung 1.ter Ordnung iibergefiihrt:

1

Gg=—p
m

p=F(q)

Ist das Kraftfeld ein Gradientenfeld, d.h. F' = — Grad U, und definiert man die
ENERGIE E (= Hamilton-Funktion H) als Summe der KINETISCHEN ENERGIE

112 2
% = % und POTENTIELLER ENERGIE U(q) so erhélt man
2
_ Ipl

E(q,p) := om T Ul(q)
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und ‘98—‘;3 = GradU = —F und %—? = %p. Also ist die Energie eine BEWEGUNGS-
INVARIANTE, d.h. £ E(p,q) = $Ep+ §Z 4= 2 F(q) — F(g) Z = 0 und die Bewe-
gungsgleichung ist dquivalent zu

. OFE
=%
. OE
D=5

Wenn wir dies nun in die Quanten-Mechanik iibersetzen, so wird p zum Differen-

tial-Operator P = %% : f = f/ und ¢ zum Multiplikatioggoperator Q = r mit

der Identitdt. Die Energie-Funktion wird dann zum SCHRODINGER OPERATOR:
2 . . .

S = f% (£4)" + U(x), bezichungsweise in mehreren Variablen zu

h2
S=——A+U(x).
5,2t U@)
Die entsprechende Bewegungsgleichung ist die SCHRODINGER GLEICHUNG
d
ith—u = Su.

dt
Von ganz dhnlicher Bauart ist auch die Warmeleitungs-Gleichung

%u = Au.

Auch die Schwingungs-Gleichung % = Au 148t sich mittels des Ansatzes v = L u

in die Form
d(u _ (0 1\ (u
dt\v]  \A 0 v

Wir miissen also Gleichungen der Gestalt & = Awu 16sen, eine lineare gewohnliche
Differential-Gleichung 1.ter Ordnung. Fiir beschrankte Operatoren auf Banachraumen
ist die Losung nach [18, 3.5.1] durch u(t) = u(0) et 4 gegeben. Die in obigen Situa-
tionen auftretenden Operatoren sind aber partielle Differential-Operatoren zweiter
Ordnung, also keine stetigen Operatoren auf Banach-Raumen. Fiir Fréchet-Raume
wie C°°(R,R) muB aber die Reihe !4 =" %A" nicht konvergieren. Also sollten
wir A als lineare (unbeschriinkte) Operatoren auf L? auffassen, und fiir solche e! 4
definieren.

bringen.

Man beachte, dafl der Laplace Operator selbst-adjungiert ist. Nach einem Resultat

von [15] ist der Schrodinger Operator S = — 2 A+ U(z) unter geeigneten Wachs-

2m
tumsbedingungen an das Potential U wesentlich selbst-adjungiert, siehe auch [37,

253).

Es sei t — u,(t) die Losungs-Kurve zum Anfangswert ©(0) = x einer gewdhnlichen
Differentialgleichung @ = A(u). Dann hat die Abbildung U : (¢,x) — u,(t) dort wo
sie definiert ist, offensichtlich folgende Eigenschaften:

UQO,z) ==
U(t+s,x) =U(t,U(s,x)).
Sie heifit auch der FLuss der Differentialgleichung. Ist A linear, so ist klarerweise
auch z — U(t,z) linear, und somit [v] : R — L(H) eine Kurve mit (\}(0) =1 und
5(t +s) = &(t) o &(s) Es ist also & : R — L(H) ein Gruppen-Homomorphismus.
Und fir alle « € H gilt LU(1)(x) = Zua(t) = Alus(t) = (Ao U(t))(z). Tns-

v
besonders ist also die punktweise Ableitung der Kurve U bei 0 genau A. Diesen
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Zusammenhang zwischen Operatoren und 1-Parameter Untergruppen wollen wir
nun auf unbeschrinkte selbst-adjungierte Operatoren iibertragen.

9.47 Stone’s Theorem

Sei S : H ~ H selbstadjungiert und S = fjs t dP(t) seine Spektral-Darstellung.
Da fiir ¢ € R die Abbildung s + €® beschrinkt auf R ist, existiert U(t) :=
ets = fjoooc e* dP(s) € L(H). Weiters ist U(t)* = e~ und somit U(t) o U(t)* =
et oe™ =0 =1 und U(t)* o U(t) = e 9 0 ¥ = 1, d.h. U(t) ist unitir.

Wegen e - e? = e*T% ist U(t) o U(s) = U(t + s). Weiters ist U SOT-stetig, denn
[U@)h=U(s)h|| = U (t—s+s)h—U(s)h| = [U(s) (U(t—s)h—h)|| = U (t—s)h—h]||.
Also geniigt zu zeigen, daB [|U(t)h — h||? = [ [e*** — 1|2 dPy 4 (s) — 0 fiir ¢ — 0.
Es ist Py, ein endliches Mafl auf R und fiir jedes s € R gilt |e??* — 1|> — 0 fiir

t — 0 und |e?t® — 1]? < 4. Also folgt aus dem Satz iiber dominierte Konvergenz,
daB U(t)h — h fiir ¢ — 0.

Theorem.
Es ist eine Bijektion

{S: H ~ H, selbstadjungierty = {U : R — L(H), wunitdire Darstellung}

vermoge
+oo +oo
Ult) = / =it dP(t) fiir § — / LdP(t)
_ d . d
iS = %h:oU(t)h fiir h € Dom S := {h: EI%\t:oU(t)h}
gegeben.

Beweis. Dafl U eine unitidre Darstellung ist, haben wir gerade gezeigt. Es ist
%I(U(t) —1)—i8 = fi(S5), wobei fi(s) := $(e'** — 1) —is. Fiir h € Dom S ist
also

2
dPh,h(S).

9 .
ezts —1

t

—18

Hi(U(t)h—h)—iSh

— 1 £(S)h? = /

Fiir t — 0 gilt +(e’**—1)—is — 0 und wegen des Mittelwertsatzes [e’* —1| < |s| fiir
alle s € R . Also ist |fy(s)| < }|e'** — 1|+ |s| < 2|s|. Da id € L*(P; ) nach ,
folgt aus dem Satz iiber dominierte Konvergenz, daf lim;_,o 1 (U(t) — 1)h =i S h.

Sei D:={h € H:L|,_oU(t)h existiert in H}. Fiir h € D sei Sh definiert durch
Sh = —iL|,_oU(t)h.

Man sieht sofort ein, dafi S ein linearer Operator ist. Nach Obigem ist S eine
Erweiterung von S und somit ist auch S dicht-definiert. Fiir h, g € D gilt:
= . JUh =1 L U(-t)g—g\ -
(3h.g) = i lim( == g) = lim(h, —i =1 ) = (h, S,
weil U(t)* = U(t)~' = U(—t). Also ist S eine symmetrische Erweiterung von S
und, da nach der selbst-adjungierte Operator S maximal symmetrisch ist,
gilt S =S und D = Dom S.

Sei umgekehrt U : R — U(H) eine unitére Darstellung, D := {h € H : EI%“:OU(t) h}
und Sh = —iL|,—oU(t)h fiir h € D.
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Beh.: D ist dicht in H.
Dazu definieren wir Operatoren R,, durch

Rnh::/ e "U(L)hdt.
0

Da |U(t)h|| = ||h]| und (t — e~%) € LY(RT), ist dieses Integral wohldefiniert und
es gilt |[Ruh|| < [T et |h|dt = —e7|h|[ 52 = [|h]]. Offensichtlich ist somit
R, : H— H ein beschrénkter linearer Operator mit |R,| < 1.
Wir wollen nun zeigen, dafl das Bild von R,, ganz in D liegt. Sei dazu h € H, dann
ist
—%(U(t) “1)Ruh = 7%/ e U(t+ 2) hds + %/ e U(2) hds

0 0

:_7/ e_(r_”t)U(ﬁ)hdr+%/ e *U(£)hds
n 0

¢
et —1

nt

= —n

00 1 nt
/ e’ U(i)hds—l—m—/ e "M U(L) hdr

nt_l nt
:—ineiRnh—l—ine"t%/ e "U(%)hdr.
nt 0

Fiir t — 0 gilt
e —1

nt
Also ist R,h € D und SR, h = —in (R, — 1)h.

Fiir die Dichtheit von D geniigt es zu zeigen, dal R,h — h fir n - cound h € H
beliebig. Es gilt

1 nt
=1, ™ =1 und—t/ e "U(L)Yhdr — e U0)h = h.
nt Jo

r
n

Rnh—h:/ e‘tU(%)hdt—/ e~ hdt
0 0

:/ e " (U(L)h - h)dt.
0
Fiir € > 0 sei 0 > 0 so gewéhlt, daBl |U(t)h — h|| < € fiir alle [¢| < §. Dann ist

|Ruh— b < / et [U(L)h — h| dt
0

nd o0
- / o tedit / et (JU(L)R] + [h]) dt
0 no

< 6+/ e °2ds
no
< 2¢,

falls n = n(e,0) so gro gewihlt wurde, dafl f:; e *ds < 5.
Beh..: S ist symmetrisch, denn fiir h, k € D ist
0= —ili—olh k)
— —i U O, U (K
= (~igle=oU(O)h, U(0)k) — (U (0)h, =i g |e=oU (1)k)
= (Sh, k) — (h, Sk).

)

h
h

Nach ist S abschlie3bar und wir bezeichnen den Abschlufl von S wieder mit S.
Nach miissen wir fiir die selbst-Adjungiertheit nur zeigen, dafl Ker(S* +1) =
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{0}, oder #quivalent, dafl Bild(S =+ ¢) dicht ist. Dazu berechnen wir
(S+i)o(—iRy) =i*(Ry —1) —i’Ry =1,
also ist S + 4 surjektiv.

Definiert man analog zu R,, einen Operator T, durch T,,h := fooo et U(f%)h dt,
und zeigt S o T, = in (T, — 1) h, so erhilt man

(S—i)o(iTy) =i*(Ty — 1) —i*T) =1,
also ist auch S — ¢ surjektiv.

Sei nun A € D. Dann ist w = U(t)%h und da L|,_oU(s)h =
U(

lim,_,q S) Uls)=1p existiert, gilt das auch fiir
d Ut)h = lim Ut+ s)h —=U(t)h
dt s—0 S
= lim U(t)Mh = U(t) lim Ul =1,
s—0 S s—0 S
=U(t)(i S h).

Andererseits ist aber U(HS)Z_U(t)h = U(Ss)_l U(t) h, also ist U(t)h € D und

U( )h = lim Ult+s)h=UMBR _ Ul =1 Utyh=1iSU(t)h
dt s—0 s s—0 S

Dom(U(t) S) die

Die Rechnung zuvor hat gezeigt, dafl fir h € D = =
C SU(t). Dies wire

Dom
Gleichung U(t)Sh = iLU(t)h = SU(t) h gilt, d.h. U(t)
auch direkt aus gefolgt.

Sei nun V() := exp(i .St). Wir miissen zeigen U = V. Sei dazu h € D. Nach Obigen
ist V(t)h € D und es gilt

m S
t)S

d

SV h=iSV(t)h.

Ahnlich gilt:
th(t) h=iSU(t)h
Folglich ist ¢t — h(t) := U(t) h — V(t) h differenzierbar und
B (t)=iSU@#)h—iSV(t)h =i Sh(t).
Es ist

allh®)1* = g (h(t

Somit ist h konstant, und damit h(t) = h(0) = 0 fiir alle ¢, i.e. U(t)h = V(¢)h fiir
alle h € D und alle t € R. Da D dicht ist, ist U = V. O

9.48 Proposition.

Der infinitesimale Erzeuger ist genau dann beschrinkt, wenn lim,_o |U(t)—1]| =0
ist, d.h. U Norm-stetig ist.

Beweis. (=) gilt wegen |U(t) — 1]| = |expit T — 1| = || [, 1 (e — 1) dP(s)|| =

Is = € — 1|0 = sup{le’t® — 1| : s € o(T)} — 0 fiir t — 0, da o(T) beschriinkt
ist.
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(<) Angenommen |[U(t) — 1|| — 0 fiir ¢ — 0. Es sei 0 < ¢ < Z. Dann existiert
ein tg > 0 mit ||U(t) — 1|| < e fiir [t| < tg. Da U(t) — 1 = fU(T)(e”S —1)dP(s)
ist sup{|e’?® — 1] : s € o(T)} = ||U(t) — 1]| < e fiir diese t. Fiir § abhingig von
e gilt somit ts € |J, ¢z |27 — 9,270 + 0] =: G fiir alle s € o(T') und [t| < t. Da
die Intervalle disjunkte Komponenten von G sind und fiir s € o(T") das Intervall
{ts : 0 < t < tp} enthalten ist in G, ist |[ts| < 0 fiir alle |[t| < . Insbesonders
ist too(T) C [—6,6]. Und somit o(T) beschrinkt und damit T beschrinkt, denn
T = fU(T) z2dP(z) € L(H), da (z — z) beschrinkt ist auf o(7T'). O

9.49 Theorem.
Es sei H separabel und U : R — L(H) eine unitire Darstellung. Falls fir alle
h,k € H die Abbildung t — (U(t)h, k) Lebesgue-mefsbar ist, so ist U SOT-stetig.

Beweis. Es sei 0 < a < 00 und h,g € H. Dann ist t — (U(t)h, g) eine beschrinkte
meBbare Funktion auf [0, a, also gilt

[ 1wan.ana < alalal
Folglich ist h — fo t)h, g) dt ein beschranktes lineares Funktional auf H. Es
existiert also ein g, € H mit (h, g,) fo t)h,g) dt fir alle h € H und ||g.| <

allgl-

Wir behaupten nun, daf§ das Erzeugnis von {g, : g € H,a > 0} dicht liegt in H.
In der Tat, angenommen h € H ist orthogonal auf alle g,. Dann gilt fiir alle
a>0und g € H, daB 0 = (h,g.) = [ (U(t)h,g)dt. Also ist (U(_)h,g) = 0 fast
iiberall auf R. Da H separabel ist, ex1stlert eine Teilmenge A C R von Ma#f 0, s.d.
(U(t)h,g) = 0 fiir alle t ¢ A und g in einer fixen abzihlbaren dichten Teilmenge
von H. Also ist ||h|| = [[U(¢t)h|| =0 fiir ¢ ¢ A.
Fiir s € R gilt nun:

(h,U(s)ga) = (U(=5)h, ga)

(U@)U(=5)h,g)dt

Il
\o\o\g

a

(Ut —s)h,g)dt

a—s

(U(t)h, g) dt

H/ D), g) dt = (h, ga)

Also konvergiert (h,U(s)gq) — (h,g,) fir s — 0. Da {g, : a > 0,9 € H} dicht
ist und wegen der gleichmifligen Beschréinkheit, ist U : R — B(H) beziiglich der
WOT stetig bei 0. Wegen der Gruppen-Eigenschaft ist U iiberall stetig bzgl. WOT.
Also ist U auch SOT-stetig. Es ist ndmlich:

IU(Oh = h|* = {(U(t) = 1)h, (U(t) = 1)h)

= ((U(t) = 1)"(U(t) = Dh, h)
=(U(=t) =)(U(t) = )h, h)
=(U0) =U(=t) = U(t) + 1)h, h)

U(-
—(U(t)h —h,

(t h) — (U(—=t)h — h,h)
—-0+0=0. O
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Da selbst-adjungierte Operatoren auf separablen Hilbert-Rdumen als Multiplika-
tions-Operatoren dargestellt werden kénnen, braucht man nur die 1-Parameter Un-
tergruppen dieser Operatoren zu bestimmen:

9.50 Proposition.

Es sei (X,Q,u) ein o-endlicher Maf-Raum und f eine reell-wertige Q2-meflbare
Funktion auf X. Es sei S := My auf L?(n). Dann ist exp(itS) = M,,, wobei
et(x) :=exp(it f(x)) ist.

Beweis. Es ist Dom M; = {h € L? : fh € L?}. Wir miissen also nur zeigen, daf}
%\t:oeitfh =ifh fiir alle h € Dom M. Punktweise gilt offensichtlich
d .
@tzoe”f(””)h(z) = if(2)e’h(z) = if(2)h().
Um den Satz iiber dominierte Konvergenz anzuwenden, bendtigen wir eine obere
Schranke fiir |e“f(t$h(m) —if(x)h(x)|? diese erhalten wir wie im Beweis von
mit s = f(x):

%h(l«) _ if(x)h(x)r _ emt_ L) - z‘sh(ac))2
its __ 1 2
-|(¢ ——h(w) —is) h()|
= |fe(s)h(z)|?
< 12sh(@)]” = 4 f (x)h(2)]?,
und da f h € L? ist der Beweis vollstindig. O

9.51 Theorem.
Es sei P: f—if’ definiert auf
D :={f € L*(R) : f ist lokal absolut-stetig und f' € L*(R)}.
Dann ist P selbst-adjungiert und die zugehorige 1-Parameter Untergruppe U ist

durch U(t)f : x — f(x —t) gegeben.

Beweis. Wir haben gesehen, da§ die Fourier-Transformation F : L? — L? ein
unitiirer Operator ist, welcher P in @ transformiert, d.h. P = FQF~!. Nach
ist die unitédre 1-Parameter Gruppe Ug zu @ gegeben durch Ug (¢) ist Multiplikation
mit & — e¥*. Die unitire 1-Parameter Gruppe Up zu P ist folglich durch Up(t) =
FUq(t)F~! gegeben. Wir haben in [18, 8.1.5] gesehen, da8 fiir g € S folgendes gilt

F(Uo()g)(y) = J% / ¢ () e= g

1 .
- —iz(y—t) d
NG /]R g(x)e x
= Flg)ly—1)
= (TiF9)(y),
wobei T; den Verschiebungs-Operator bezeichnet. Folglich ist
Up(O)(f) = (FUQ)F ) f = FUQW(F ' ) = LFF ') = if. O
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Index

*-Homomorphismus, 127

*-Norm, 127

B*-Algebra, 154, 160

C*-Algebra, 127

E’ ...Raum aller beschrénkten linearen Funk-
tionale, 27

E* ... Teilraum aller stetigen linearen Funk-
tionale, 27

Gs-Menge, 56

Np-tonnelierter LKV, 61

é-Filter, 33

C-differenzierbar, 103

R*T-Homogenitéit, 5

D :=C*(R™,R), 46

£ :=C>®(R™,R), 46

o-Algebra, 55

p-Norm, 7

PA...Minkowski-Funktional, 11

p<ci={z:p(x) <c},9

P<ce = {z:p(z) <c}, 9

0-Kette, 108

0-homolog, 109

0-homotop, 105

1-Form, 102

1-Ketten, 108

abgeschlossen, 209

abgeschlossene p-Ball um 0 mit Radius ¢, 9

abgeschlossene Teilmenge eines topologischen
Raums, 26

abschlie3bar, 209

Abschluf, 209

absolut-konvergente Reihe, 24

absolut-konvexe Hiille, 16

absolut-konvexe Menge, 10

absolut-stetig, 190

absorbierende Menge, 10

abzihlbar seminormierter Raum, 15

adjungierte Operator, 210

adjungierter Operator f*, 28

ahnlich, 192

Annihilator einer Teilmenge, 79

Annihilator einer Teilmenge des Dualraums,
79

anti-holomorph, 104

aquivalent, 143

auflere Ableitung, 103

Bahn, 143

Baire’schen o-Algebra, 56
Baire’scher Raum, 58
Baire-Funktion, 56

Baire-Ma#8, 56
Baire-mefibare Funktion, 56
Baire-Menge, 56

balanzierte Menge, 10
Banach-Raum, 24
Banach-Scheibe, 84
barreled, 61

barrelled, 61

beschriankt invertierbar, 217
beschrinkte Abbildung, 21
beschriankte Teilmenge, 18
beschriankte Variation, 7
Bewegungs-Invariante, 242
Bewegungsgleichung, 241
Borel’sche o-Algebra, 56
Borel’sche o-Algebra im erweiterten Sinn, 56
Borel-Ma#f, 56
bornologischer LKV, 22

Calkin-Algebra, 142

Cauchy’sche Integralformel, 77

Cauchy-Netz, 24

Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichun-
gen, 104

Cayley-Transformation, 230

Cayley-Transformierte, 230

Charaktere, 166

Charaktergruppe, 166

Darstellungen einer Banach-Algebra, 153
Defizienz-Indizes, 225

Defizienz-Teilrdume, 225

degenerierte Darstellung, 162

die von Seminormen erzeugte Topologie, 12
Dimensionen, 225

direkte Summe von LKV’en, 43
Distribution, 48

Domaéne, 209

duale Paarung, 80

echtes Ideal, 120

Eigenrdume, 93

Eigenwert, 93

elementare Funktion, 55
Energie, 241

Erweiterung, 209

essentiell selbst-adjungiert, 222
exakte 1-Form, 103

extremale Teilmenge, 88
Extremalpunkte, 87

Faf}, 61
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final-Raum, 137

finale Struktur, 37

Flu3, 242

Folgen-abgeschlossene Teilmenge eines topol-
ogischen Raums, 26

Folgen-vollstandiger LKV, 24

Fréchet-Raum, 24

Fredholm Operatoren, 142

Funktionen-Kalkiil, 133

gefraBige Menge, 62
Gelfand-Transformation, 123
gerichtete Menge, 18
geschlossene 1-Form, 103
gleichméfBige Konvergenz, 82
Graph einer Abbildung, 64, 209
Grundkorper, 5

Haarmaf, 155
halbeinfach, 123
Halbraum, 74
Hamel-Basis, 223
Heisenberg’schen Unschérfe-Relation, 208
Hermite’sch, 128
holomorph, 103
holomorphen Keim, 114
homolog, 109
Homologie-Gruppe, 109
homotop, 103

idempotent, 148
Impuls-Operator, 208
infra-tonnelierter LKV, 86
initial-Raum, 137

initiale Struktur, 29
Integrabilititsbedingung, 103
invarianter Teilraum, 143
Involution, 127

Jordan-System, 110

Kegel, 136

Keim einer Funktion, 78
kinetischen Energie, 241
Kommutante, 116, 149
Komplexifizierung eines VR’s, 50
konvergente Folge, 17
konvexe Funktion, 5
konvexe Hiille, 15

konvexe Menge, 10
Koprodukt von LKV’en, 43
Kurven-Integral, 102

Locher, 118

linearen Operator, 209
links-Translation, 152
Lipschitz-Abbildung, 22

LKV ...lokalkonvexer Raum, 18
lokalkompakte Gruppe, 155
lokalkompakter topologischer Raum, 40
lokalkonvexer Vektorraum, 14

Masf, 55
Mackey-Topologie, 83
Mackey 0-Folge, 21

Mackey-konvergente Folge, 21

magere Teilmenge, 57

mef3bare Kardinalzahl, 33

meflbare Funktion, 55

Mefraum, 55

Minkowski-Funktional, 11

mit dualer Paarung vertrédgliche Struktur, 80
Moore-Smith-Folge, 17

Netz, 17

Newton’sche, 241

nicht-degenerierter Algebra-Homomorphismus,
162

nicht-triviales Ulam-Maf, 33

nirgends dichte Teilmenge, 57

Norm, 6

Norm Topologie, 173

normal, 129, 231

normierbarer LKV, 18

normierte Algebra, 23

normierter Raum, 6

offen in einen normierten Raum, 12

offene p-Ball um 0 mit Radius ¢, 9

offene Mengen einer Topologie, 13

offene Teilmenge beziiglich einer Familie von
Seminormen, 12

Operatornorm, 22

Orbit, 143

orthogonale Summe, 143

partielle Isometrie, 137
Plank’sche Wirkungsquant, 208
Polare einer Menge, 81
Positions-Operator, 208
positiv, 134, 144

positiv homogen, 6

potentieller Energie, 241
prakompakte Teilmenge, 40
Produkt von LKV’en, 32
Projektion, 148

Quanten-Mechanik, 208
quasi-tonnelierter LKV, 86
quasi-vollstandige LKV, 86
Quotienten-Raum, 37

Radon-Nikodym-Ableitung, 190

Raum aller beschréankten linearen Funktionale,
27

reell-kompakte topologischer Raum, 35

reflexiver LKV, 86

regulédres Borel-Ma$B, 76

regulidres Maf}, 76

rektifizierbare Kurven, 102

Resolventen-Funktion, 102

Resolventen-Menge, 101

Riemann-Stieltjes Integral, 102

Riemann-Stieltjes-integrierbar, 75

Riemann-Stieltjes-Summe, 75

Schrédinger Gleichung, 242

Schrodinger Operator, 242

schwache Operator Topologie (WOT), 173
schwache Topologie, 80
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selbst-adjungiert, 221

selbst-adjungiert, 128

Seminorm, 6

Seminormen des so erhaltenen seminormierten
Raumes, 15

seminormierter Raum, 15

semireflexiver LKV, 86

separierender Vektor, 197

separierter lokalkonvexer Raum, 18

singulér, 204

skalar-beschrankte Menge, 62

skalar-wertiges Spektral-Maf}, 197

SN ...Seminorm, 6

Spektral-Maf3, 172

Spektral-Radius, 112

Spektral-Wert eines Operators, 94

Spektral-Zerlegung, 181

Spektrum, 101

Spektrum eines Operators, 94

starke Operator Topologie (SOT), 173

stetige Abbildung, 13

Stone-Cech-Kompaktifizierung, 125

strikt induktiver Limes, 46

Stufen eines induktiven Limes, 46

Subadditivitit, 5

Subbasis einer Topologie, 13

Subbasis eines seminormierten Raumes, 15

sublineare Funktion, 5

Summe, 209

Supremums-Norm, 6

Symmetrie, 6

symmetrisch, 220

Teilraum aller stetigen linearen Funktionale,
27

Tonne, 61

tonnelierter LKV, 61

Topologie, 13

topologischer Raum, 13

topologischer Vektorraum, 14

totale Variation, 102

totale Variation einer Funktion, 7

totales Differential einer Funktion, 102

Trager eines Mafles, 182

Translations-invariante Metrik, 5

treue, 147

Ulam-Ma#f, 33

ultra-bornologischer LKV, 86
Ultrafilter, 33

Umgebung eines Punktes, 13
Umgebungs(sub)basis, 13

umgekehrte Dreiecksungleichung, 9
Umlaufzahl, 105

unerreichbare Kardinalzahlen, 33
unimodular, 158

unitér, 129

unitir dquivalent, 189

unitire Darstellung einer Gruppe, 156
unitidre Darstellungen einer Gruppe, 153

Variationsnorm, 7
Vektorraum-Dimension, 223
verallgemeinerte Folge, 17

versponnener LKV (engl. webbed), 65

vervollstindigendes Gewebe (oder Gespinst,
engl.: completing web), 65

Vervollstdandigung eines LKV’es, 48

vollstandiger LKV, 24

von Neumann Algebra, 195

Windungszahl, 105

Zentralisator, 116
Zusammensetzung, 209
Zustand, 144

Zykel, 108

zyklisch, 143

zyklisch Operator, 189
zyklischer Vektor, 143, 189
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