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Dieses Skriptum deckt den Inhalt der gleichnamigen Vorlesung, welche ich im
Wintersemester 2003/2004 halte, sowie den Anfang der Vorlesung Analysis 2 ab.
Es handelt von der Analysis von Funktionen in einer Variable, also Abbildungen
f : R — R. Diese kennen wir schon aus der Schulzeit, nun werden sie aber auf ein
exakteres Fundament gestellt und feinere Methoden zu ihrer Analyse entwickelt.
Eigentliche Zielrichtung der Analysis Vorlesungen sind Funktionen in mehreren
Variablen, und das wird auch schon in diesem Teil angedeutet werden. werden.

Die Abschnitte (1.1)—(1.7) wurden in &hnlicher Form bereits in der Einfiihrung
in das mathematische Arbeiten behandelt, diese vorausgesetzend werden wir
mit Abschnitt (2) beginnen.

Das vorliegendes Skriptum ist so angelegt, dafl es den Stoff vollstéindig abge-
deckt sollte, und ein permanentes Mitschreiben dadurch tiberfliissig wird. Ich
bin dennoch iiberzeugt, dal eine Erarbeitung des Stoffes rein auf textlicher
Basis schwierig wére, und eine personliche Vermittlung in der Vorlesung das
Verstindnis sehr fordert. Natiirlich kann das dabei angeschlagene Tempo nicht
alle (und méglicherweise sogar alle nicht) zufriedenstellen, darum empfehle ich
vor den jeweiligen Vorlesungsstunden die entsprechenden Seiten im Skriptum
anzusehen, um sich dann auf die unklareren Punkte konzentrieren zu kénnen
und entsprechende Ergénzungen und Anmerkungen im Skriptum vornehmen
zu konnen. Fiir die LeserInnen, die nach ergidnzenden Informationen suchen,
sei das zweiteilige Werk Lehrbuch der Analysis von H.Heuser, erschienen im
Teubner-Verlag, Stuttgart 1986, empfohlen.

Die online Version des Skriptums enthélt auch einige Animationen, die = 4
durch nebenstehendes Icon gekennzeichnet sind. i

Natiirlich wird die aufmerksame LeserIn (Tip-)Fehler finden kénnen. Ich méchte
folglich wie immer die Bitte aussprechen, mir diese mitzuteilen (geteiltes Leid
ist halbes Leid). Zukiinftige Generationen von StudentInnen werden es sicher
auch zu schitzen wissen.

Andreas Kriegl, Wien im Oktober 2003

Dies ist die zweite (korrigierte und ergéinzte) Auflage. Es wurde die urspriingliche
Nummerierung vorldufig beibehalten, die Reihenfolge der Resultate entspricht
dabei allerdings jener der Vorlesung.

Ich habe diejenigen Teile, die fiir die iiber diese Vorlesung hinausgehen, und fiir
jene gedacht sind, die keine Angst habe zeitweilig ein wenig den Boden unter
den Fiien zu verlieren und in hohere Sphéren aufzusteigen durch linkseitiges
Symbol eines Héngegleiters gekennzeichnet.

Weitere Resultate oder Beweise, die zwar fiir die Vorlesung relevant sind, aber
auf Grund ihrer Komplexitat nicht zur Priifung kommen habe ich mit linkssei-
tigen Symbol gekennzeichnet.

Andreas Kriegl, Wien im Mérz 2004
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1  Grundlagen

1.1 Mengenlehre
Hilbert:

Aus dem Paradies [die Mengenlehre], das Cantor uns geschaffen hat,
soll uns niemand mehr vertreiben kénnen.

Poincaré:

Spéatere Generationen werden die Mengenlehre als Krankheit anse-
hen, die man iiberwunden hat.

In diesem ersten Abschnitt befassen wir uns mit der Sprache der Mathematik.
Die natiirlichen Sprachen wie deutsch, englisch, etc. mangelt es leider an der
notigen Prézision, insbesonders dann, wenn es darum geht unendliche Objekte
und Prozesse zu beschreiben. Um die dadurch entstehenden Vieldeutigkeiten zu
vermeiden wurde von Georg Cantor die Mengenlehre entwickelt.

1.1.1 Definition. Menge.

Unter einer MENGE verstehen wir wie Cantor eine Zusammenfassung wohlunter-
schiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem neuen
Ganzen. Es muf} dabei im Prinzip feststellbar sein, ob ein gegebenes Objekt zur
Menge gehort oder nicht. Jene Objekte die zur Menge gehoren heiflen ELEMEN-
TE der Menge. Wenn A eine Menge und x ein Objekt ist, dann schreiben wir
x € A falls x ein Element der Menge A ist und « ¢ A andernfalls. Dies folgt der
allgemeinen Methode in der Mathematik die Negation einer Beziehung zweier
Objekte durch Durchstreichen des Relationssymbols zu bezeichnen, also = ¢ A
bedeutet es ist nicht © € A, sowie x # y bedeutet x ist ungleich (nicht gleich) y
und z £ y bedeutet, dafl x nicht kleiner als y ist.

Wir haben zwei Moglichkeiten Mengen A zu beschreiben:

e AUFZAHLEND: Durch Angabe einer Liste x1,zo, ..., x, aller Elemente der
Menge. Man schreibt dann A := {z,x9,...,z,}. Das Symbol =’ be-
deutet ‘definitionsgeméf ist die linke Seite gleich der rechten’ oder kurz
‘IST DEFINITIONSGEMASS GLEICH’. Also A ist definitionsgemé&fl gleich der
Menge bestehend aus den Elementen x1, s, ..., x,. Man schreibt auch
kiirzer “zi,...,x, € A” anstelle von “xy € A, 2 € A,..., x, € A”.
Wir wollen dabei auch denn Fall zulassen, dafl gewisse der x gleich sind.
Ist z.B. &1 = 9 so ist {x1,29,23,...,2,} = {x2,23,...,2,}. Dies hat
den Nachteil, dafl wir nicht sofort erkennen, wieviel Elemente die Menge
{x1,29,...,2,} hat (hochstens jedenfalls n viele), aber den ungemeinen
Vorteil, dal wir die Menge hinschreiben kénnen ohne die genauen Werte
von xi, Ta, ..., Ly bestimmen zu miissen: Z.B.

1 1 oo
1 1
AI:{’]T,Q/:L\/1—1'2d1'7/11_—x2d1',/001_|_—x2d$}.

Dies wird bisweilen auch bei unendlichen Mengen verwendet. Z.B. A :=
{1,2,3,...}. Hierbei gibt es aber natiirlich viele véllig verschiedene Inter-
pretationen wie die weiteren Elemente dieser Menge nun wirklich aussehen:
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2 Mengenlehre 1.1

— A ist die Menge der positiven ganzen Zahlen.

A ist die Menge der Primzahlen, d.h. nur jener ganzen Zahlen, die
keine anderen Teiler als 1 und sich selbst besitzen. Ein etwas ldngerer
Abschnitt wére somit A = {1,2,3,5,7,11,13,17,19,... }.

A besteht aus den Gliedern der Fibonacci-Folge, d.h. jedes Element
ist die Summe seiner beiden unmittelbaren Vorgénger. Ein etwas
lingerer Abschnitt wire somit A = {1,2,3,5,8,13,...}.

e BESCHREIBEND: Durch Angabe einer Eigenschaft A, welche die Elemente
der Menge charakterisiert. Man schreibt dann

A :={z : z hat die Eigenschaft A4}

und liest dies als A ist per Definition die Menge alle (Objekte) x welche
die Eigenschaft A besitzen. Also z.B. A := {x : x ist positive ganze Zahl}
oder B := {z : z ist Primzahl}. Natiirlich darf man an Stelle von z auch
jeden anderen Buchstaben verwenden.

Insbesonders nennt man die Menge () := {} die kein einziges Element hat die
LEERE MENGE. Beschreibend kann man sie auch durch Angabe einer Eigen-
schaft die fiir kein x erfiillt ist, wie z.B. z # x angeben, d.h. § = {z : x© # z}.

Ein analoger Ausdruck, ndmlich R := {z : z ¢ z} fithrt allerdings auf einen
fatalen Widerspruch, denn die Untersuchung der Frage “Ist R ein Element von
sich selbst oder nicht?” kann nur eine der beiden Antworten: R € R oder R ¢ R
haben. Im ersten Fall muf} also R die definierende Eigenschaft von R besitzen,
also R ¢ R erfiillen im Widerspruch zur Annahme. Im anderen Fall darf R
die definierende Eigenschaft von R nicht besitzen, es darf also nicht R ¢ R
gelten, und (wegen dem Satz vom ausgeschlossenen Dritten) mufl R € R gelten,
ebenfalls ein Widerspruch zur Annahme.

Auswege aus dem Widerspruch, den die Russel’sche Menge R liefert, wurden
viele ersonnen. Grundidee dabei ist nicht alle Konstruktionen von Mengen zu-
zulassen.

Die erste recht technische und heute iiberholte Methode wurde von Russel und
Whitehead in der Principia Mathematica préisentiert und bestand darin Buch-
zufiithren wie tief verschachtelt die Mengenklammern einer Menge sind und je-
weils nur solche eine Elemente einer Menge von Tiefe n zuzulassen, die selbst
Tiefe n—1 haben. Dies ist aber sehr umsténdlich, und wollen wir “Buchhaltern”
iiberlassen.

Zermelo, Fraenkel und Skolem sind ihrerseits so vorgegangen, dafl nur mehr ganz
bestimmte Konstruktionen, die wir in der Folge alle besprechen werden (wie z.B.
Potenzmenge, Vereinigung, Durschnitt, etc.), verwendet werden diirfen um aus
gegebenen Mengen neue zu definieren.

Eleganter ist der Zugang von Godel, Bernays und Neumann, die in der Beschrei-
bung A := {z : x hat die Eigenschaft A} wieder alle Eigenschaften A zulassen,
aber die so erhaltenen Objekte A nun Klassen oder Unmengen nennen, und nur
deren Elemente als Mengen bezeichnen. Ein Menge in ihren Sinn ist also eine
Klasse, die in mindestens einer Klasse als Element enthalten ist.

Morse, Kelley und Tarski haben dies noch insofern modifiziert, dafl die Ein-
schrankung, daf} alle Variablen in den bei der Klassenbildung betrachteten Aus-
sagen nur Mengen durchlaufen diirfen, fallengelassen wurde. Fiir genauere De-
tails dazu sei auf eine Vorlesung iiber Mengenlehre oder entsprechende Biicher
verwiesen.
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Mengenlehre 1.1 3

Zwei Mengen A und B sind genau dann GLEICH, wenn sie genau die selben
Elemente besitzen, d.h. jedes beliebige Objekt x genau dann zu A gehort, wenn
es zu B gehort. Um dies kiirzer symbolisieren zu konnen schreiben wir “ V" statt
“fiir alle”. Und wenn eine Aussage A genau dann wahr ist wenn es eine Aussage
B ist, so schreiben wir A < B und sagen dafiir A ist dquivalent zu 5. Wir
konnen aus den Wahrheitswerten TRUE und FALSE der beiden Teilaussagen
A und B jene der (LOGISCHEN) AQUIVALENZ A < B bestimmen:

A B As B
TRUE | TRUE TRUE
FALSE | FALSE | TRUE
FALSE | TRUE | FALSE
TRUE | FALSE || FALSE

Wenn schlufiendlich “” als “(fiir die) gilt” gelesen wird, dann sind zwei Men-
gen A und B genau dann GLEICH (d.h. A = B) wenn Vz : (x € A < x € B), also

A=B & Ve:(x€e As x€B).

Eine schwéchere Moglichkeit Mengen miteinander zu vergleichen ist folgende:
Eine Menge A heifit TEILMENGE einer Menge B (und wir schreiben dann A C B,
oder sagen auch B ist OBERMENGE von A), genau dann, wenn jedes Element von
A auch Element von B ist. Wenn eine Aussage A eine Aussage B zur Folge hat,
8o schreibt man fiir diesen Sachverhalt A = B und sagt auch A IMPLIZIERT B.
Es ist also A = B selbst eine Aussage, die nur dann falsch sein kann, wenn zwar
A erfiillt ist, nicht aber B. Die Wahrheitstafel fiir “=” ist somit die folgende:

A B A=B
TRUE | TRUE TRUE
FALSE | FALSE | TRUE
FALSE | TRUE TRUE
TRUE | FALSE || FALSE

Beachte, dafl A < B genau dann gilt, wenn sowohl A = B als auch B = A
(auch als B < A geschrieben) gilt, d.h. die beiden Aussagen A und B sich
gegenseitig implizieren.

Wir kénnen obige Definition nun kurz wie folgt schreiben:

ACB & Ve:(zr€e A=z €B).

Graphisch kénnen wir das durch folgendes sogenanntes VENN-DIAGRAMM ver-
anschaulichen:

Beachte, dal analog zu < bei Zahlen fiir alle Mengen A die Aussage A C A gilt.
Will man nur echte Teilmengen A C B betrachten, d.h. welche A # B erfiillen,
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4 Mengenlehre 1.1

so schreiben wir dafiir A C B (und sagt A ist eine ECHTE TEILMENGE von B),
d.h.

ACB:= ACBund A#B.

Fiir das Teilmengesein wird oft auch das Symbol A C B anstelle von A C B
verwendet, da diese Situation in der Mathematik viel ofter auftaucht als jene
der echten Teilmenge (fiir die man dann allerdings soetwas schreckliches wie
A ¢B oder A G B schreiben mufl). Da man bei Zahlen in der entsprechenden
Situation aber auch a < b und nicht a < b schreibt, will ich nicht so schreibfaul
sein.

Offensichtlich ist A = B < A C B und B C A. Diese Eigenschaft von C heifit
ANTISYMMETRIE.

Weiters folgt aus A € B und B C C die Aussage A C C. Mann nennt diese
Eigenschaft die TRANSITIVITAT von C.

Natiirlich konnen Mengen selbst wieder Elemente einer Menge sein. Z.B. kénnen
wir die Menge P(A) aller Teilmengen einer Menge betrachten, also

P(A):={B: B C A}, dh.
BeP(A) & BCA.

Diese Menge P(A) heifit POTENZMENGE von A. Z.B. ist

P(0) = {0},
P({a}) = {0, {a}},
P({a,b}) = {0,{a},{b},{a,b}} und

P({a,b,c}) = {0, {a}, {b},{c}, {a, b}, {b, c}, {c,a}, {a, b, c}}.

Wir werden spéter in (1.3.24) zeigen, dafl die Anzahl der Elemente von P(A)
also der Teilmengen von A gerade 24l ist, wobei |A| die Anzahl der Element
von A bezeichnet. Dies ist der Grund fiir die Namensgebung “Potenzmenge”.

Beachte, dafl sehr deutlich zu unterscheiden ist zwischen A C B, A C B und
A € B. Wenn 0 := ), 1 := {0}, 2 := {0,1} bezeichnet (Wer meint schon zu
wissen, was die Zahlen 0,1,2,... sind, der moge andere Symbole fiir die 3 eben
definierten Mengen verwenden), so ist

e 0 C 0 (Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge), aber nicht 0 C 0
(denn 0 = 0) und auch nicht 0 € 0 (denn die leere Menge hat kein einziges
Elemente).

e 1 € {1}, aber nicht 1 C {1} (da 0 € 1 aber nicht 0 € {1}), und somit auch
nicht 1 ¢ {1}.

e 1 C 2 (denn das einzige Element 0 von 1 ist auch Element der Menge 2)
und somit 1 C 2 aber auch 1 € 2.

Es ist also gefihrlich Formulierungen wie “x liegt in A” zu verwenden, denn
dabei ist es nicht klar, ob dies x liegt in A als Element (z € A) oder z liegt in
A als Teilmenge (z C A) bedeutet.

1.1.2 Definition. Mengenoperationen.

Aus je zwei Mengen A und B koénnen wir neue Mengen bilden:

Der DURCHSCHNITT AN B von A und B ist die Menge aller Objekte die so-
wohl Elemente von A als auch von B sind. Salopp kénnte man auch sagen:
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Mengenlehre 1.1 5

Der Durchschnitt besteht aus den Elementen die in beiden Mengen liegen. Dies
konnte allerdings zu Verwechslung mit der weiter unten definierten Vereini-
gungsmenge fiithren, z.B. wenn wir die Menge aller Studentinnen, die in beide
parallel-Klassen gehen, betrachten.

Wenn A und B zwei Aussagen sind, dann bezeichnet man mit “A,B” oder
A A B die Aussage, daf§ beide Aussagen zutreffen. In vielen Computersprachen
wird ‘&&’ anstelle des auf der Tastatur nicht vorhandenen A verwendet. Man
lieBt dies als “A und B”. Die Wahrheitstafel des (LOGISCHEN) UNDS A ist also
folgende:

A B ANB
TRUE | TRUE || TRUE
FALSE | FALSE || FALSE
FALSE | TRUE || FALSE
TRUE | FALSE || FALSE

Es ist also
ANB:={z:x € ANz € B}.

Dies kann man durch ein Venn-Diagramm veranschaulichen:

B

Man sagt zwei Mengen A und B seien ELEMENT-FREMD oder auch DISJUNKT,
wenn AN B = (), d.h. sie kein einziges gemeinsames Element besitzen.

Beachte, dafi AN B die grofite gemeinsame Teilmenge von A und B ist, siehe
auch (1.1.5).

Beweis. Offensichtlich ist AN B C A und AN B C B, denn aus A A B folgt A
und es folgt B.

Sei nun M eine weitere gemeinsame Teilmenge von A und B. Dannist M C ANB
(also AN B die grofite gemeinsame Teilmenge), denn aus z € M folgt € A
und = € B also (z € A) A (z € B) und somit z € AN B. O

Esist ACB < ANB=A.

Beweis. Aus A C B folgt, dal A C ANB. Und wegen ANB C A gilt Gleichheit.
Umgekehrt folgt aus ANB=A,daB A=ANBCB. O

Die VEREINIGUNG AU B von A und B ist die Menge aller Objekte die Ele-
ment mindestens einer der beiden Mengen A bzw. B sind. Wenn A und B zwei
Aussagen sind, dann bezeichnet man mit AV B die Aussage, dafl zumindestens
eine der beiden Aussagen zutrifft. In vielen Computersprachen wird || anstelle
von V. Man liest dies als “A4 oder B”, mufl dabei aber beachten, dafl dies ein
nicht ausschlieendes oder ist, also auch den Fall, dafi A und B gelten, inklu-
diert. Interpretiere z.B. den Satz ‘Jack liebt Jill oder (Jack liebt) Jane”. D.h.
die Wahrheitstafel des (LOGISCHEN) ODERS V ist folgende:
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6 Mengenlehre 1.1

A B AV B
TRUE | TRUE TRUE
FALSE | FALSE || FALSE
FALSE | TRUE TRUE
TRUE | FALSE | TRUE

Es ist also
AUB:={z:z€ AV € B}.

Auch dies kann man durch ein Venn-Diagramm veranschaulichen:

B

Wir wollen nun die wichtigsten Rechenregeln fiir Durchschnitt und Vereinigung
aufstellen:

1.1.3 Lemma.
Es seien A, B und C Mengen. Dann gilt:

(1) KOMMUTATIVITAT: ANB=BNA, AUB=DBUA.
(2) ASSOZIATIVITAT: (ANB)NC = AN(BNC), (AUB)UC = AU(BUC().

(3) DISTRIBUTIVITAT:

(AUBYNC = (ANC)U(BNC), (ANB)UC =(AUC)N(BUQ).

Kommutativitidt besagt also, da wir bei der Durchschnitts- und Vereinigungs-
bildung die beiden Mengen miteinander vertauschen diirfen.

Assoziativitdt besagt also, daB es ist egal ist, wie wir bei mehrfachen Vereinigun-
gen oder mehrfachen Durchschnitten Klammern setzen (in welcher Reihenfolge
wir sie also ausrechnen), und wir kénnen sie auch ganz weglassen, also ANBNC
oder AU B U C schreiben, ohne irgendwelche Mifiverstindnisse zu provozieren.

Distributivitdt zeigt, da wenn sich Durchschnitts- und Vereinigungsbildung
abwechseln, so darf man nicht mehr Klammern vertauschen, aber kann C' “hin-
einmultiplizieren”. Vergleiche dies mit dem Distributivgesetz fiir das Rechnen
mit Zahlen: (a4+b)-c=(a-c)+ (b- ¢) aber nicht (a-b)+c=(a+c)- (b+c).

Beweis. Wir geben verschiedene Beweise fiir das Distributivititsgesetz AN(BU
C)=(ANB)U(ANC), die anderen Gesetze lassen sich &hnlich aber einfacher
beweisen:

1. Durch Zeichnung (Venn-Diagramme). Wichtig dabei ist, daf} die drei Men-

gen A, B und C in allgemeiner Lage gezeichnet werden, d.h. alle méglichen
Fiélle fitir Punkte zu den einzelnen Mengen zu gehoren oder nicht wirklich
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Mengenlehre 1.1 7

vorkommen. Fiir vier Mengen wire das schon nicht mehr ganz einfach
erreichbar.

2. Durch Wahrheitstafel. D.h. man betrachtet alle Fille dafiir, dal z € A
oder nicht, x € B oder nicht und x € C oder nicht, und iiberpriift ob in
allen Féllen  genau dann ein Element der linken Seite ist, wenn es auch
eines der rechten Seite ist.

BUC [AN(BUC)| A

Sy

A

Q

(ANB)U(ANO)

M M M M AR AR

B U
¢ ¢
¢ ¢
¢ ¢
¢ ¢
¢ ¢
€ €
€ €
€ €

M MAAR M M AR T
MAMAMNA MR Q
M M AR R AR AR D
M A M AR RR R D

MMMABPM MM A

3. Durch Umwandeln mittels der Definitionen in Aussagenlogik:

AN(BUC)={z:z€ Aund x € BUC}
={r:zx€Aund (x € Boder z € C)}
={zx:(r€Aund x € B) oder (x € Aund z € C)}
={z:x€ ANnBoderz € ANC}
=(ANB)U(ANC)

Wir haben das distributiv-Gesetz fiir Durchschnitt und Vereinigung von
Mengen also auf das distributiv-Gesetz fiir ‘und’ und ‘oder’ von Aussagen
zuriickgefithrt. Die Giiltigkeit des letzteren sagt uns der gesunde Haus-
verstand oder wir (als Logiker) beweisen es mittels Wahrheitstafel so wie
ZUvor.

1.1.4 Definition. Durchschnitt und Vereinigung.
Wenn man anstelle zweier Mengen A und B endlich viele Mengen Ay, As, ..., A,
gegeben hat, so kann man rekursiv (siehe (1.3.5)) Durchschnitt und Vereinigung
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8 Mengenlehre 1.1

als

AlmmAn :(AlﬂﬂAnfl)mAn
AU UA, = (A1U---UA,1)UA,

definieren. Motiviert wird diese Definition durch das Assoziativgesetz (1.1.3.2).

Direkter kénnen wir diesen Durchschnitt und Vereinigung durch
Alﬂ“'ﬂAn:{:C:l’EAl/\"'/\l’GAn}
AiU---UA, ={z:z€ A V---VzeA,}

beschreiben, also als die Menge jener Objekte, die in allen A’s enthalten sind,
bzw. in mindestens einem der A’s enthalten sind.

Man schreibt kiirzer und eindeutiger unter Vermeidung von “...” auch (), 4;
bzw. |J;—, A; fiir diese Mengen und liest dies als “Durchschnitt/Vereinigung fiir
1 gleich 1 bis n der A unten 7”.

Will man das nun auf unendlich viele Mengen iibertragen, also den Durchschnitt
(A oder die Vereinigung | J A einer beliebigen Menge A von Mengen A definie-
ren, dann sollte wohl der Durchschnitt [).A die Menge all jener Objekte sein,
die gleichzeitig in jeder der Mengen A € A als Element enthalten sind, d.h.

ﬂA::{x: VAe A:x e A},

und die Vereinigung | J A sollte die Menge all jener Objekte sein, die zumindest
in einer der Mengen A € A als Element enthalten sind, d.h.

U.A::{x: JAe A:x e A},

wobei “ 37 fiir “es gibt (mindestens) ein” steht. Besteht A nur aus endlich vielen
Mengen Aj, Ay, ..., Ap, dh. A={Ay,..., A,}, dann ist

NA=({A1..... A} =410 N4,
md | JA=|J{Ar,..., A} =4U0---UA,

Wenn A eine Eigenschaft fiir Mengen ist, so benutzt man auch die Schreibweise

ﬂ A= ﬂ {A : A besitzt die Eigenschaft A}
A hat A

U A= U {A : A besitzt die Eigenschaft A}
A hat A

Also wenn z.B. M eine fixe Menge ist und A die Eigenschaft “Teilmenge von
M zu sein” ist, dann ist

Ua=U{a:acm}=Uron=m.

ACM

Ist fiir jedes Element i € I einer (Index-)Menge I eine Menge A; gegeben, so
setzt man
{aiziezh={a: 3isieTud A= 4},
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und nennt dies eine durch ¢ € I indizierte Menge (oder auch Familie) von
Mengen. Allgemeiner, wenn 7 eine Eigenschaft fiir Mengen und A; ein Ausdruck
(Term) fiir eine Menge mit der Variablen 4 ist, so setzt man

{Ai : 7 hat Eigenschaft I} = {A : 34 : 4 hat Eigenschaft Z und A = Ai}.

Damit kann man nun die Schreibweisen

ﬂAi::ﬂ{Ai:iEI}:{x: VieI:xeAi}
i€l
UAi::U{A,»:iEI}:{x: EIieI:a:eAi}
i€l

einfithren.

Wie fiir zweifache Vereinigung und Durchschnitt erhalten wir auch in dieser
allgemeinen Situation:

1.1.5 Lemma. Durchschnitt und Vereinigung als Infimum und Supre-
mum.

Es sei A eine nicht-leere Menge von Mengen. Dann ist | J A die kleinste (im
Sinne von “Teilmenge sein”) Menge, die alle A € A als Teilmengen enthilt.
Ebenso ist (A die grifite (im Sinne von “Teilmenge sein”) Menge, die in allen
A € A enthalten ist.

Beweis. Fiir jedes A € A gilt (1A C A C A, denn aus z € [).A folgt nach
Definition VA € A: x € A. Und aus x € A € A folgt ebenso nach Definition
x e JA.

Sei nun M eine Menge mit A C M fiir alle A € A. Dann ist (JA C M, denn
aus z € | J A folgt A € A mit z € A und wegen A C M ist somit z € M.

Sei andererseits M eine Menge mit M C A fiir alle A € A. Dann ist M C [ A,
denn aus x € M folgt x € A fur alle A € A, also z € ) A.

O

1.1.6 Definition. Mengendifferenz.

Unter der DIFFERENZMENGE A \ B zweier Mengen A und B (man sagt dafiir
auch: A vermindert um B) versteht man die Menge aller Objekte = die zwar
FElemente von A nicht aber von B sind, d.h.

A\B:={z:x € ANz ¢ B}

Das entsprechenden Venn-Diagramm ist:
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Wenn die Menge A klar ist, d.h. sich alles in einer fixen Grundmenge A abspielt,
dann schreibt man auch kiirzer B¢ fiir A\ B und nennt dies das KOMPLEMENT
von B (in A).

1.1.7 Proposition. Distributiv und De Morgan’sche Gesetze.
Sei A # () eine Menge von Mengen A und B eine weitere Menge. Dann gelten:

VERALLGEMEINERTE DISTRIBUTIV GESETZE:

Bn|JA= ] Bna4, BU[A= () BuA4,

AEA AcA
BmUAi=UBmAi, BuﬂAizﬂBuAi.
el el el el

DE MORGAN’SCHEN (GESETZE:

B\|JA= () B\4, B\(NA=J B\4
(U4 = N (N4) = U+

(Uas) =N, (N4) =Uea-

i %

Eine verbale Formulierung des links stehenden distributiv-Gesetzes ist: Ein Ob-
jekt liegt genau dann in B und in mindestens einem A € A, wenn es sowohl in
B als auch in A fiir mindestens ein A € A liegt. Fiir das rechts stehende ist eine
solche: Ein Objekt liegt genau dann in allen A € A oder in B, wenn es fiir jedes
A€ Ain A oder in B liegt.

Eine graphische Darstellung der De Morgan’schen Gesetze ist:
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Eine verbale Formulierung ist: Ein Objekt ist genau dann kein Element der
Vereinigung, wenn es in keinen der A € A liegt. Und ein Objekt ist genau dann
kein Element des Durchschnitts, wenn es in einen der A € A nicht enthalten ist.

Beweis. Es gilt:

xEBﬂUA@xeBundazEUA

SreBund 3AcA:zc A
< JAceA:xz€eBundxe A
< dJAeA:ze€BNA

sre U BNnA
AcA

Dabei haben wir wieder das Gesetz fiir Mengen auf ein entsprechendes distribu-
tiv-Gesetz fiir Aussagen zuriickgefiihrt. Und entsprechend zeigt man auch die
iibrigen Identitdten, wobei man verwendet dafl eine Aussage iiber A genau dann
nicht fiir alle A gilt, wenn ein A existiert, fiir welche sie nicht gilt. O

Um Beziehungen zwischen Objekten behandeln zu kénnen, benotigen wir eine
Moglichkeit diese paarweise zusammenzufassen. Natiirlich konnten wir zu a und
b die Menge {a, b} betrachten. Wegen {a,b} = {b,a} ist das aber fiir Vergleiche
nicht geeignet, und wir brauchen den Begriff des GEORDNETEN PAARES (a,b),
der gewihrleistet, dal

(a,b)=(¢c,d) a=bAc=d

gilt. Mengentheoretisch kann dies, wie man leicht zeigt, durch die Definition
(a,b) := {{a},{a,b}} erreicht werden, denn grob gesagt erkennt man welches
das Erste der beiden sein soll daran, dafl es das Element a des 1l-elementigen
Elements {a} von {{a},{a,b}} ist. Die Menge aller geordneten Paare wird als
KARTESISCHEN PRODUKT

Ax B:={(a,b):ac A,be B}:={z: Ja€ AJbe B:x=(a,b)}

von A und B bezeichnet. Man kann sich A x B als Menge der Gitterpunkte

eines rechteckigen Gitters mit Seiten A und B vorstellen.

A N

(a,b") (a’,b")

(a, o) (a’, o)

Y
a a

Um also z.B. die Beziechung des Elternseins zu beschreiben miiite man eine
Tabelle, wo fiir jeden Menschen seine Eltern angefiihrt sind, aufstellen, oder
eine solche, wo fiir jeden Menschen alle seine Kinder angefiihrt sind, oder fiir
je zwei Menschen a und b angeben, ob a ein Kind von b (bzw. b ein Elternteil
von a) ist. D.h. in A x B sind alle Punkte (a,b) entsprechend mit den Werten
TRUE oder FALSE zu belegen. Es geniigt natiirlich dabei alle mit den Wert
TRUE anzugeben, also eine Teilmenge von A x B auszuzeichnen. Dies fiihrt zu
folgender
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1.1.8 Definition. Relation.

Eine RELATION R auf A x B ist eine Teilmenge von A x B. Man schreibt kiirzer
a Rb anstelle von (a,b) € R, und sagt dafiir a steht in Relation R zu b. Ist
A = B so spricht man kiirzer (aber nicht ganz sauber) von einer RELATION AUF
A.

Z.B. haben wir die Relationen €, ¢, =, C, C, ... fiir Mengen, also auch auf der
Potenzmenge P (M) jeder fix vorgegebenen Menge M.

Wir kénnen eine Relation auch mittels gerichteten Graph veranschaulichen, z.B.
fiir die Teilmengenrelation auf P ({0, 1}) wobei wir Pfeile die sich aus der Refle-
xivitdt ergeben nicht eingezeichnet sind:

I

{1} ——{0,1}

{0}

Auf folgende wichtige Eigenschaften kénnen wir Relationen R auf A untersuchen

e REFLEXIVITAT: Vr € A: xRx.
e SYMMETRIE: Vz,y € A: xRy = yRz.

e TRANSITIVITAT: Vz,y,z € A: xRy, yRz = zRz.

Eine Relation heiBt AQUIVALENZRELATION, wenn sie alle diese 3 Eigenschaften
besitzt. Man schreibt dann oft ~ anstelle von R, beziechungsweise versieht ~
noch mit einen Index, wenn man mehrere Relationen gleichzeitig betrachtet. Es
ist z.B. die Gleichheit ‘=" von Mengen eine Aquivalenzrelation. Beachte jedoch
das in vielen Computersprachen Befehle wie © = x + 1 verwendet werden. Dort
wird das Symbol ‘=" nicht fiir die logische Gleichheit der linken mit der rechten
Seite verwendet, sondern so aufgefaft, dafl der linken Seite (wo nur eine Variable
stehen darf) der Wert der rechten Seite zugeordnet wird. Es ist also in der
Informatik ein wesentlicher Unterschied zwischen a = b und b = a. Als Symbol
fiir Gleichheit wird in diesen Sprachen zumeist ‘=="verwendet.

Aquivalenzrelationen sind zumeist dadurch gegeben, daf man Objekte #quiva-
lent nennt, wenn sie eine gewisse Eigenschaft gemein haben. Z.B. ist fiir m € N
die Relation “gleicher Rest bei Division durch m” also x ~,, y & m teilt x —y,
d.h. 3k € Z: x —y = km, eine Aquivalenzrelation auf N. Ebenso sind “gleicher
Geburtstag”, “gleiches Sternzeichen”, “gleich viele Kinder”, “gleiches Gewicht”,
“gleicher Vornamen”, “in die gleiche Klasse gehen” u.s.w. Aquivalenzrelationen
auf der Menge aller Menschen.

Beim letzten Beispiel, der in gleiche Klassen gehenden Schiiler einer Schu-
le, steckt offensichtlich dahinter, daf§ die Schule (oder auch deren Schiiler) in
Klassen eingeteilt sind. Wir wollen eine analoge Beschreibung nun fiir jede
Aquivalenzrelation ~ auf Mengen X erhalten. Dazu bezeichnen wir Mengen
A, die beziiglich “C” so gro} wie méglich (man sagt MAXIMAL) unter allen
Teilmengen A C X sind welche nur paarweise dquivalente Elemente enthal-
ten, als AQUIVALENZKLASSEN der Aquivalenzrelation ~. Wir verwenden da-
bei die Sprechweise “paarweise dquivalenter” anstelle “Aquivalenter” Elemente,
denn wir kénnen ja jeweils nur 2 Elemente miteinander vergleichen um ihre
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Aquivalenz zu iiberpriifen und nicht alle Elemente der Menge A auf einmal.
Wir kénnen auch nicht von der gréfiten Teilmenge mit obiger Eigenschaft spre-
chen, denn man denke nur an die Klassen einer Schule, welche mehrere maximale
Mengen mit obiger Eigenschaft sind.

Wie kann man nun Aquivalenzklassen finden? Man beginnt mit einen Element
a € X und betrachtet die Menge

[al~ :={z e X :z~a}.

Falls klar ist, von welcher Aquivalenzrelation ~ wir sprechen, so lassen wir auch
den Index ~ weg.

Diese Menge besteht offensichtlich aus paarweise dquivalenten Elementen, denn
wegen der Transitivitit und Symmetrie sind je zwei Elemente z,z’ € [a]~ zu-
einander dquivalent. Es kann auch keine echte Obermenge A D [a]., mit dieser
Eigenschaft geben, denn deren Elemente miifiten dann zu a € [a]. #quivalent
sein. Also ist [a]. eine Aquivalenzklasse von ~, die einzige Klasse in der a als
Element liegt, die sogenannte VON ¢ ERZEUGTE AQUIVALENZKLASSE.

Umgekehrt ist jede Aquivalenzklasse A von dieser Form, denn kann A nicht
leer sein, andernfalls wihlen wir irgend ein @ € X und erhalten eine gréfiere
Menge [a].. D A = 0, einen Widerspruch zur Maximalitét. Somit existiert ein
a € A und wir withlen ein solches. Dann ist A C [a]., da jedesxz € Azua € A
dquivalent ist und wegen der Maximalitét von A ist A = [a].~.

Es ist also {[a]~ : a € A} gerade die Menge aller Aquivalenzklassen von X.

Die Aquivalenzklassen zur Teilbarkeit durch m heiflen RESTKLASSEN MODULO
m, und man schreibt Z,, fiir die Menge {[k]~,, : k € Z} der Restklassen ganzer
Zahlen modulo m.

Beachte, daf} sich hier unsere Vereinbarung, daf§ in der aufzihlenden Beschrei-
bung einer Menge gleiche Elemente mehrfach auftreten diirfen bezahlt macht,
denn z.B. ist {[k]~, : k € Z} = {...,[-2]s, [ 1nss [0]may [Lgs [2] sy - - =
{[0]~,,[1]~,}, denn als Reste bei Division durch 2 kann ja nur 0 und 1 auftre-
ten.

1.1.9 Definition. Klasseneinteilung.

Eine KLASSENEINTEILUNG A einer Menge X ist eine Menge A von nicht-leeren
Teilmengen A C X die paarweise disjunkt sind (d.h. A, A’ € A mit AN A" # ()
= A = A’) und deren Vereinigung X ist, d.h. X = A.

1.1.10 Proposition. Aquivalenzrelation versus Klasseneinteilung.
Es sei X eine nicht-leere Menge. Dann entsprechen den Aquivalenzrelation ~
auf X genau den Klasseneinteilungen A von X.

Beweis. () Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Die Menge A = {[a]~ :
a € A} aller Aquivalenzklassen von X ist dann eine Klasseneinteilung von X:
Offensichtlich ist X D [JA = Uyexlal~ 2 Usexia} = X, also X = J A.

Sei weiters A, A’ € Aund a € AN A’ # (. Dann ist A = [a].. = A’ nach obigen.

(<) Umgekehrt sei A eine Klasseneinteilung von X. Wir definieren z ~ z’ :&
JA € A: z,2' € A. Dies beschreibt eine Aquivalenzrelation ~ auf X:

Die Relation ist reflexiv, denn fir € X = |JA existiert eine A € A mit
x € A, also x ~ z. Sie ist offensichtlich symmetrisch. Nun zur Transitivitiat. Sei
x~y~z dh JABe Amitz,y€ A, y,z € B. Alsoist y € AN B # () und
somit A=B,dh.xr € A=B> z, also x ~ 2.
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Bleibt zu zeigen, daf das hin und her zwischen Aquivalenzrelationen ~ und
Klasseneinteilungen A zusammenpaft.

Sei also A die Menge der Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation ~ und
~ 4 die aus A gewonnene Aquivalenzrelation. Wir behaupten, da diese mit der
urspriinglichen iibereinstimmt. Wir miissen also Vex,y € X tx ~y &S x ~yy
zeigen.

Sei zuerst x ~ y, dann liegt z, y € [y]~ € A, also ist auch & ~ 4 y nach Definition.
Umgekehrt sei x ~ 4 y, d.h. es existiert ein A € A mit x,y € A. Da A aber aus
beziiglich ~ paarweise dquivalenten Elementen bestehen muf, ist = ~ y.

Sei nun andererseits A irgend eine Klasseneinteilung von X und ~ die zugehdorige
Aquivalenzrelation, d.h. z ~ y < JA € A:z,y € A. Wir miissen zeigen, daf
A gerade aus den Aquivalenzklassen [x]. von ~ besteht.

Esist [z]~ € A, denn fiir y € [z]. ist y ~ x, also existiert ein A € Amit z,y € A.
Verschiedene y liefern das gleiche A, denn die A € A sind nach Voraussetzung
paarweise disjunkt. Also ist [z]. C A. Sei umgekehrt a € A. Dann ist a,z € A,
also a ~ z und damit a € [z]..

Sei nun A € A. Nach Voraussetzung ist A # (), also kénnen wir ein a € A
wéhlen. Dann ist aber wie zuvor [a]. = A, denn z € [a]. impliziert z ~ a
und somit 34’ € A: x,a € A’. Wegen der paarweisen Disjunktheit ist somit
xe A=A O

1.1.11 Definition. Ordnungsrelationen.

Eine weitere wichtige Eigenschaft, auf die wir Relationen < auf einer Menge X
untersuchen konnen, ist die ANTISYMMETRIE, d.h. Vz,y e X:z <y Ay <z
=T =Y.

Eine Relation die reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist heift ORDNUNGS-
RELATION (oder auch PARTIELLE ORDNUNG).

Ein Beispiel dafiir ist die Relation C fiir Mengen.

Gilt zusétzlich die DICHOTOMIE z < y V y < z, d.h. je zwei Elemente sind mit-
einander vergleichbar, so heifit die Ordnung LINEAR oder auch TOTALE ORD-
NUNG.

Ein Beispiel dafiir ist die Relation < fiir Zahlen.

Mittels solcher Relationen, konnen wir die Elemente einer Menge in eine Rei-
henfolge bringen.

Ordnungsrelationen auf einer endlichen Menge kénnen wir mittels sogenannten
HASSE-DIAGRAMM veranschaulichen, wobei grofiere Elemente weiter oben ste-
hen und Verbindungen die sich aus Reflexivitét oder Transitivitiat ergeben nicht
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eingezeichnet werden. Z.B. fiir die Teilmengenrelation auf P({0, 1,2}):

{0,1,2}

/ \{1 2}

{0,2}

{0,1}

Va

{2}

0}\

0

\y

1.1.12 Definition. Funktionen.

Unter einer ABBILDUNG (oder FUNKTION) f von X nach Y (man schreibt f :
X — Y und nennt X den DEFINITIONSBEREICH und Y den WERTEBEREICH
von f) versteht man eine Relation f C A x B mit der Eigenschaft, daf fiir jedes
x € X genau ein y € Y existiert mit (x,y) € f (und man schreibt dann f(z) fiir
dieses y oder auch = — y und nennt es den FUNKTIONSWERT von x beziiglich
der Funktion f). Wir kénnen uns eine Abbildung f : X — Y als Programm
(oder besser als eine blackbox) vorstellen, welches fiir jeden Input = € X einen
wohldefinierten Output y € Y liefert.

m

Wir schreiben Y fiir die Menge aller Abbildungen f : X — Y. Die Motivation
fiir diese Bezeichnungsweise ist, daf8 |[YX| = |Y|IX] fiir endliches X und Y gilt,
siehe (1.3.24).

Fiir Abbildungen f : X —Y und A C X und B CY ist das BILD von A unter
f definiert durch f(A):={f(z) : 2z € A}

und das URBILD von B unter f definiert durch f~'(B):={z: f(z) € B}.
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Man kann Abbildungen f: X — Y und ¢g: Y — Z ZUSAMMENSETZEN zu einer
Abbildung go f : X — Z, die definiert ist durch (g o f)(z) := g(f(x)). Lies dies
als “g ring {7 oder “g zusammengesetzt mit f’. Als Teilmenge go f C X x Z
bedeutet dies

gof:={(z,2) e X xZ:3yeYY :(x,y) € fund (y,2) € g}

Wichtige Eigenschaften, auf die hin man Abbildungen f : X — Y untersuchen
kann, sind:

e f heifit INJEKTIV, wenn aus ¢ # ' = f(x) # f(2'), oder dquivalent
wenn f(z) = f(z’') = = = 2/, d.h. jedes y € Y tritt hochstens fiir ein
z als Output unter f auf. Nicht Injektivitét 148t sich graphisch wie folgt
darstellen:

e f heiflit SURJEKTIV, wenn f(X) =Y ist, also fiir jedes y € Y ein & € X mit
f(z) = y existiert, d.h. jedes y € Y tritt mindestens fiir ein z als Output
unter f auf. Nicht Surjektivitat 148t sich graphisch wie folgt darstellen:

e f heifit BIUEKTIV, wenn f sowohl injektiv als auch surjektiv ist, d.h. zu
jedem y € Y genau ein z € X existiert mit f(z) = y.
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Beispiel.
Wir betrachten die Funktion f(z) := 22 als Funktion zwischen folgenden Men-
gen wobei Rt := {z € R: x > 0} bezeichnet:

e f:R — R ist weder injektiv noch surjektiv.
e f:RT — R ist injektiv aber nicht surjektiv.
e f:R — RT ist nicht injektiv aber surjektiv.

o f:RT — RT ist bijektiv.

1.1.13 Bemerkung. Bezeichnungsweise.

Die Notation g o f fiir die Zusammensetzung von f: X — Y mit g: Y — Z ist
keineswegs gliicklich gewéhlt, denn dabei wirkt ja zuerst f und dann g auf einen
Input z € X. Wiirde man hier allerdings die Reihenfolge umdrehen, so wére es
wegen der definierenden Formel (go f)(x) := g(f(x)) zweckmiflig auch die rechte
Seite besser als ((x) f)g zu schreiben, d.h. den Wert von z bzgl. der Abbildung f
als (x) f und nicht f(x). Dies wiirde auch durchwegs der Idee entsprechen, daf} ja
x genommen wird und darauf dann die Vorschrift f angewandt wird, was auch

der Schreibweise z +/ y entspricht. Die Definition der Zusammensetzung wire
dann (z)(f og) := ((z)f)g. Allerdings ist dies fast allen MathematikerInnen
doch eine zu radikale Verdnderung alteingessener Bezeichnungsweisen und es
wiirde zweifellos zu einem heillosen Durcheinander kommen, wiirden diese Be-
zeichnungsweise gleichzeitig verwendet werden. Im Sinne der kulturellen Vielfalt
kénnen wir wohl durchaus damit leben, dafl Teile unserer Notation halt nicht
européisch von links nach rechts laufend geschrieben werden. Anhand vieler Be-
weise werden wir sowieso zum Schlufl kommen, dafl Mathematik nicht linear von
sich geht. In diesem Sinn werden wir viele Relationssymbole in allen moglichen
Orientierungen schreiben, wie z.B.

1 1 1
Al n m

1 < 2 > 1 1 ¢ 2 DO 1 1 € 2 5 1
Vi @] w
1 1 1

Mit Buchstaben sollten wir das natiirlich besser nicht machen ;-),
z.B. b < q im Gegensatz zu p > d.

Auch die Bezeichnung f(A) fiir die Bildmenge und f~1(A) fiir Urbildmenge
ist mit Vorsicht zu geniefen, denn wenn f : X — Y eine Abbildung ist dann
kann fiir eine Teilmenge A C X gleichzeitig auch A € X gelten und somit kann
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die Bildmenge f(A) und der Funktionswert f(A) etwas ganz verschiedenes sein.
Wenn man dazuschreibt, ob man A € X oder A C X betrachtet, so ist allerdings
eine Miflverstdndnis ausgeschlossen.

Die grundlegenden Eigenschaften von Bild und Urbild fa3t folgende Proposition
zZusammen:

1.1.14 Proposition. Bild und Urbild.
Es sei f : X — Y eine Abbildung, A,A' C X, B,B" CY, AC P(X) und
B CP(Y). Dann gilt:

(0) ACf ' (B) & f(A)CB;

(1) AC LA () B2 (N (B));
() ACA = JA)CfA) () BCB = f(B)Cf\(B);

3) £(NA) < N £y @) r(NB) =N Fm

AcA BeB
@ r(UA) =Usa W r(Us) = U s
(5) F7HBY) = 1HB)".

Visualisieren kann man diese Aussagen folgendermafien:
(0)

Verbale Formulierungen sind z.B.:
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(0) A liegt genau dann im Urbild von B, wenn das Bild von A in B liegt.
(1) Jede Menge liegt im Urbild ihres Bildes.

(1’) Jede Menge enthilt das Bild ihres Urbilds.

(2) Sind zwei Mengen ineinander enthalten, so auch ihre Bilder.

(2%) Sind zwei Mengen ineinander enthalten, so auch ihre Urbilder.

(3) Das Bild eines Durchschnitts ist im Durchschnitt der Bilder enthalten,
d.h. Elemente, die Bilder eines Elements sind, welches in allen 4 € A
liegt, liegt in den Bildern f(A) aller A € A.

(3’) Das Urbild eines Durchschnitts ist der Durchschnitt der Urbilder, d.h. ein
Element hat genau dann Bild in allen B € B, wenn fiir alle B € B sein
Bild in B liegt.

(4) Die Bilder jener Elemente die in mindestens einen A € A liegen sind genau
jene Objekte die in mindestens einen Bild f(A) mit A € A liegen.

(4’) Das Urbild einer Vereinigung ist die Vereinigung der Urbilder, d.h. das
Bild eines Element liegt genau dann in mindestens einen B € B, wenn fiir
mindestens ein B € B sein Bild in B liegt.

(5’) Das Urbild des Komplements ist das Komplement des Urbilds, d.h. das
Bild eines Elements liegt genau dann nicht in B, wenn nicht stimmt, dafl
das Bild des Elements in B liegt.

Beweis. (0)

ACf ' (Bye VYzeA:ze f1(B)
S VeeA:y:=f(x)eB
< Vye f(A):yeB
< f(A)CB

(1) AC f~1(f(A)) nach (0), da f(4) C f(A).
(2) Seit AC A",y e f(A),dh. Ja€ A:y= f(a). Somit ist a € A C A’ und
damit y = f(a) € f(4).

3)

yef(ﬂA)<:> ElaeﬂA:y:f(a)
< JaVAe A:a€ Aund y = f(a)
= VAec AJacA:y= f(a)
& VAe Ay e f(A)

Sy € ﬂ f(A)

AcA
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yef(JA) & Jae|JA: y=f(a)
< JadAeA:ae Aund y = f(a)
< JAeAJae€ Aund y = f(a)
& JAeA:ye f(A)
sye | 14

AeA

€ f7YB°) & f(x) € B
& flx) ¢ B
< nicht f(z) € B
& nicht x € f71(B)
sa¢ f7(B)
sz fH(B)°

O

Beachte, daB in (3) nicht Gleichheit gilt: Es sei f : R — R die Funktion f(z) :=
2?2, A:={z:2 >0} und A" := {z : @ < 0}. Dann ist f(A) = f(4A) = {z:
x>0} = f(A)N f(A"), aber AN A’ = {0} und somit auch f(ANA") = {0} #
fCA) N fAY).

Der Grund warum der Beweis fiir Gleichheit nicht funktioniert ist, daff zwar
“es gibt ein a, sodaf fiir alle A eine Aussage gilt” zur Folge hat, daf3 “fiir jedes
A ein a existiert, sodal dieselbe Aussage gilt” jedoch nicht umgekehrt. Man
vergleiche z.B. “Jeder Mensch besitzt eine Mutter” mit “Es gibt eine Frau die
Mutter von jedem Menschen ist”. Oder auch “jeder wird von jemanden geliebt”
im Gegensatz zu “Es gibt jemanden der jeden liebt”.

1.1.15 Proposition. Bijektivitét.
Essei f: X —Y eine Abbildung und X # (). Dann gilt:

o f istinjektives dg:Y — X:go f=idyx.
o f ist surjektiv<s Jg:Y — X: fog=idy.
o f st bygektives Jg:Y — X mit fog=1idy und go f =idx.

Beweis. (1) (=) Es sei f injektiv und X # 0. Dann wéhlen wir ein 29 € X
und definieren

x  falls f(z) =y
g-yr
xo fallsy ¢ f(X)
Wegen der Injektivitit ist g wohldefiniert und offensichtlich gilt go f = idx.

(<) Umgekehrt sei go f =idx und f(z1) = f(z2). Dann ist x1 = g(f(z1)) =
g(f(x2)) = x2, also f injektiv.

(2) (=) Sei nun f surjektiv. Fiir jedes y € Y wihlen wir ein zugehoriges
r € f~Yy) € X (Das dies wirklich méglich ist, ist das AUSWAHLAXIOM der
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Mengenlehre) und setzen ¢(y) := x. Dann ist ¢ : Y — X eine wohldefinierte
Funktion mit f o g =idy.

(<) Umgekehrt sei fog=idy und y € Y. Es ist x := g(y) € X und f(x) =y,
d.h. f ist surjektiv.

(3) (=) Entweder man definiert f~! := {(y,x) € Y x X : x,y € f} und rechnet
leicht nach, dafl diese Relation eine Abbildung ist, welche invers zu f ist, oder

man verwendet (1) und (2) und erhilt ein linksinverses g und ein rechtsinverses
h. Dann ist

g=goidy =go(foh)=(gof)oh=idxoh=h.
(<) Dies folgt sofort aus (1) und (2). O

1.1.16 Bemerkung. Umkehrfunktion.

Die eindeutige Abbildung g : ¥ — X mit fog = idy und go f = idx, die
fiir bijektive f : X — Y existiert, heifit UMKEHRFUNKTION VON f oder auch
INVERSE FUNKTION zU f und wird auch als f~! bezeichnet.

Falls f bijektiv ist, so ist das Urbild f~!(B) von B bzgl. der Funktion f gera-
de das Bild von B bzgl. der Umkehrfunktion f~! von f. Beachte jedoch, da8
f~Y(B) auch dann definiert ist, wenn f~! als Abbildung nicht existiert.

1.1.17 Definition. Einschrinkung.

Es sei f : V. — W eine Abbildung und U C V eine Teilmenge. Unter der
Einschrinkung f|y verstehen wir die Abbildung f|y : U — W, die auf z € U
mit f iibereinstimmt, also durch f|y(z) := f(z) gegeben ist. Als Teilmenge von
UxWistalso fly :=={(v,w) eU xW: (vyw) € f} =fnN({UxW).

W

flu

U

1.1.18 Gleichmichtigkeit Um Mengen der Grofie nach miteinander verglei-
chen zu kénnen, konnen wir fiir endliche Mengen natiirlich die Anzahlen der Ele-
mente bestimmen und diese dann vergleichen. Ohne wirklich z#hlen zu kénnen
gibt es aber auch eine andere Moglichkeit: Um z.B. festzustellen, ob gleichviele
HohrerInnen wie Sitzplédtze vorhanden sind, bittet man darum, daf sich alle
setzten und falls weder leere Sitze iiberbleiben noch Personen stehenbleiben,
dann sind es gleich viele. Mathematisch kann man das so beschreiben, daf} ver-
sucht wird jeder Person x einen Platz y so zuzuordnen, dafl keine zwei Personen
den gleichen Platz angewiesen bekommen und auch kein Platz iibrigbleibt, d.h.
diese Zuordnung f von der Menge aller Personen in die Menge aller Pléitze bijek-
tiv ist. Dieses Verfahren koénnen wir auch bei unendlichen Mengen durchfiihren
und geben dazu folgende

Definition.
Wir schreiben X 2 Y (oder auch X ~ Y), falls X und Y GLEICHMACHTIG
sind, d.h. eine bijektive Abbildung f : X — Y existiert. Eine Menge X heift
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ABZAHLBAR (UNENDLICH) falls sie gleichméchtig mit der Menge N := {0,1,2,...}
der NATURLICHEN ZAHLEN ist.

Eine Menge heifit ENDLICH, falls sie nur endlich viele Elemente besitzt, also
gleichmiéchtig zu einer natiirlichen Zahl n := {0,1,...,n — 1} € N ist.

1.1.19 Bemerkung. Gleichmichtige Teilmengen.

Im Unterschied zu endlichen Mengen, kann eine unendliche Menge durchaus
gleichméchtig mit einer echten Teilmenge sein. Z.B. definiert x — x + 1 eine
bijektive Abbildung f: N — N\ {0} C N.

Veranschaulichen kann man sich dies wie folgt: Man betrachtet Hilbert’s Ho-
tel, ein Hotel mit abzéhlbar unendlich vielen Zimmern, die mit den natiirlichen
Zahlen 0,1,2,...durchnumeriert sind. Diese Hotel sei voll belegt und es kommt
ein neuer Gast, welcher dadurch untergebracht werden kann, dafl man die be-
reits einquartierten Géste bittet jeweils in das Zimmer mit der néchst hoheren
Nummer zu wechseln und somit Zimmer 0 freibekommt.

Man kann sogar eine unendliche Teilmenge entfernen ohne die Gleichméchtigkeit
zu storen: Betrachte die Menge G := {2k : k € N} der gerade Zahlen. Dann
definiert n — 2n eine bijektive Abbildung N — G. Und fiir die Menge N\ G der
ungeraden Zahlen gilt ebenfalls N =2 N\ G vermége n +— 2n + 1. Es ist also N
die disjunkte Vereinigung G U (N \ G) und beide Teilmengen sind gleichméichtig
mit N.

Ebensoist Z=N,denn Z={n:n>0}U{-n:n>0}und {n:n >0} =N =
Gsowie {~n:n>0}={n:n>0} ZN=N\G,alsoZ={n:n>0U{-n:
n >0} 2 GU (N\ G) = N nach Ubungsaufgabe (43).

Veranschaulichen kann man sich das wieder durch Hilbert’s Hotel. Diesmal
kommt ein Reisebus mit abzéhlbar unendlich vielen Passagieren die alle unterge-
bracht werden sollen. Diesmal werden die bereits einquartierten Géste gebeten
jeweils in das Zimmer mit der doppelt so grofen Nummer zu wechseln. Dann
werden alle Zimmer mit ungerader Nummer frei und wir kénnen die Passagiere
des Reisebusses in diesen abzdhlbar unendlich vielen Zimmern unterbringen.

Aber auch N? := N x N ist abzdhlbar. Dazu numeriere man die Punkte in N2
wie folgt:

0 1 3 6 10 15 21
2 4 7 11 16 22

5 8 12 17 23

9 13 18 24

14 19

20

Eine andere Bijektion f : N x N — N ist durch f(n,m) := (2m + 1)2" — 1
gegeben. Dabei stehen in der n-ten Zeile gerade jene Zahlen, die um 1 vermehrt
in der Dualzahlentwicklung von rechts gelesen genau n 0’er stehen haben.

Das bedeutet also, daf} selbst wenn auf abzidhlbar unendlich vielen Welten jeweils
ein voll belegtes Hotel von Hilbert steht und aus Einsparungsgriinden alle bis
auf ein Hotel aufgeltst werden sollen, dann kann man den Gésten, die durch Ho-
telnummer und Zimmernummer beschrieben werden konnen (also durch Punkte
in N x N), auf eindeutige Weise neue Zimmernummern in N des verbleibenden
Hotels zuweisen.

In Ubungsaufgabe (44) werden wird zeigen, daf die Menge aller endlichen Fol-
gen natiirlicher Zahlen ebenfalls abzéhlbar ist, und somit auch die Menge der
Polynome mit rationalen Koeffizienten und ebenso die Menge der algebraischen
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Zahlen, d.h. Nullstellen solcher Polynome. Aus dem gleichen Argument ist auch
die Menge aller moglichen (endlich langen) Worte (die mittels Buchstaben aus
einen abzihlbaren Alphabet gebildet werden kénnen) abzéhlbar und ebenfalls
die Menge aller mogliche (endlichen) Sétze und genauso aller (endlichen) Biicher.

Daf es aber auch echt méchtigere unendliche Mengen (sogenannte UBERABZAHL-
BARE Mengen) gibt, war eine von Cantor’s wesentlichen Erkenntnissen:

1.1.20 Proposition. Michtigkeit der Potenzmenge.
Es sei X eine Menge. Dann ist die Potenzmenge P(X) nicht gleichmdchtig mit
X.

Offensichtlich definiert  — {x} eine injektive Abbildung X — P(X), und somit
ist P(X) entscheidend grofier als X.

Beweis. Angenommen es gibe eine surjektive Abbildung f : X — P(X). Dann
betrachten wir die Menge A := {x € X : x ¢ f(z)} C X. Nach Voraussetzung
existiert ein a € X mit f(a) = A. Fallsa € A={zx € X : z ¢ f(x)} liegt, so
folgt a ¢ f(a) = A, ein Widerspruch. Alsokannnura ¢ A={r e X :x ¢ f(x)}
gelten und damit nicht a ¢ f(a) = A also a € A, ebenfalls ein Widerspruch.
Folglich mufl die Annahme, dafl f surjektiv ist, falsch sein. O

Bemerkung.
Ahnlich zeigt man, dafl die Menge der reellen Zahlen nicht abzahlbar ist.

1.1.21 Definition. Produkt von Mengen.
Es sei A eine Menge von Mengen. Unter dem PRODUKT [].A versteht man die
Menge

[TA= {f:A—>UA: VAeAzf(A)eA}.
Im Falle A = {A; :i € I} schreibt man
iel

Im Fall A = {A,B} ist [[{A,B} # A x B im Unterschied zu Vereinigung
und Durchschnitt, jedoch gilt [[{A,B} = A x B vermége [[{4,B} > f —
(f(A), f(B)) € A x B, siehe Aufgabe (37). Beachte auch, dafl nach Aufgabe
(38) zwar A X B # B x A aber zumindest A x B & B x A gilt. Und nach
Aufgabe (40) ist das Produkt [] assoziativ.
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1.2 Grundlegende Algebra

Wir wollen als néchstes die verschiedenen Typen von Zahlen behandeln, insbe-
sonders fixieren wie man mit ihnen rechnen kann, und kldren wie sie definiert
sind. Am wichtigsten dabei sind wohl die reellen Zahlen, die man ja geometrisch
als Punkte auf einer in beide Richtungen unendlich langen Gerade auffassen
kann.

1.2.1 Bemerkung. Reelle Zahlen.

REELLE ZAHLEN werden im téglichen Leben iiblicherweise als Dezimalzahlen
beschrieben, also als ein Vorzeichen + oder — gefolgt von einer (mdoglicherweise)
unendliche Folgen von Ziffern in {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9} die noch irgendwo durch
einen Dezimalpunkt unterbrochen werden. Beachte aber, dafl es verschiedene
Darstellungen der gleichen Dezimalzahl gibt, z.B. —0001. = —1.. Fithrende Nul-
ler zu verbieten ist keine gute Idee, denn z.B. fiir 40.001 bendtigt man sie.
Weiters ist 1.0 = 0.999999. ...

Eine exakte Beschreibung werden wir in (1.6.4) liefern.

Mit R bezeichnen wir wie iiblich die Menge aller reeller Zahlen. Was kann man
mit reellen Zahlen anfangen? Nun offensichtlich kénnen wir sie vergleichen, d.h.
wir haben eine lineare Ordnung < auf R. Weiters konnen wir reelle Zahlen
addieren und multiplizieren und es gelten die kommutativ- und assoziativ-Gesetz
fiir Addition und Multiplikation sowie das distributiv-Gesetz

a-(b+c)=a-b+a-c

der Multiplikation bzgl. der Addition. Beachte, dal wir zwecks Vermeidung
zuvieler Klammern die Regel verwenden, dafl Punktrechnungen stérker binden
(also zuerst ausgefiihrt werden miissen) als Strichrechnungen.

Natiirlich besteht eine der Hauptaufgaben des Mathematikers darin Gleichungen
zu 16sen. Insbesonders kénnen wir Gleichungen der Form

a=x+bunda=x-0

betrachten. Um nicht fiir die Addition und fiir die Multiplikation (und auch fiir
einige andere Operationen) die gleichen Argumente mehrmals durchfithren zu
miissen, ist es am giinstigsten das Gemeinsame herauszuarbeiten. Wir haben
also in einer Grundmenge X (in unserem Fall X = R) eine Operation e :
X x X — X (in unseren Fall ‘+’ bzw. *’) die assoziativ ist. Wir sind daran
interessiert Gleichungen der Form ¢ = x e b bzw. a = b e y mit a,b € X
nach x bzw. y aufzulésen. In unserem Fall ist die Operation kommutativ, also
wiirde es geniigen nur eine der beiden Gleichungstypen zu behandeln, aber um
hinreichend allgemeine Situationen zu inkludieren (wie z.B. die Komposition)
wollen wir von der Kommutativitit absehen.

1.2.2 Definition. Gruppe.
Unter einer HALBGRUPPE versteht man eine Menge H zusammen mit einer
Abbildung e : H x H — H welche das assoziativ-Gesetz erfiillt:

Ve,yz€ H: (zoy)ez=xe(yez),

wobei wir = e y anstelle von e(x,y) schreiben.

Unter einer GRUPPE verstehen wir eine Halbgruppe (H, o), s.d.

Va,be H Jz,yc H:a=xzebund a=>bey,
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d.h. all diese Gleichungen losbar sind.

1.2.3 Beispiele von Halbgruppen.

1. Die natiirlichen Zahlen sind beziiglich der Addition eine kommutative
Halbgruppe (N, +) mit neutralem Element 0.

2. Die natiirlichen Zahlen sind beziiglich der Multiplikation ebenfalls eine
kommutative Halbgruppe (N, -) mit neutralem Element 1.

3. Die Potenzmenge einer fixen Menge X ist sowohl beziiglich Durchschnitt
als auch beziiglich Vereinigung eine kommutative Halbgruppe (P(X),N)
bzw. (P(X),U) mit X bzw. () als neutralem Element.

4. Die Menge der Abbildungen einer Menge in sich ist beziiglich der Kom-
position eine (nicht kommutative) Halbgruppe (XX, 0) mit der Identitéit
idx als neutralen Element.

5. Keines dieser Beispielen ist eine Gruppe. Allerdings ist die Teilmenge
Bij(X) := {f € XX : f ist bijektiv} der bijektiven Abbildungen von X
auf X beziiglich der Zusammensetzung eine Gruppe.

1.2.4 Proposition. Gruppen via Lésbarkeit von Gleichungen.
Eine nicht-leere Halbgruppe (H,e) ist genau dann eine Gruppe, wenn folgende
beiden Bedingungen erfillt sind:

1. Jec H Vx € H:eox =ua;

2. Ve €e H Jy € H: yox = e, wobei e ein fires Element wie im vorigen
Punkt sei.

Man nennt e LINKS-NEUTRALES ELEMENT und y LINKS-INVERSES ELEMENT
zu x. Diese sind in jeder Gruppe eindeutig bestimmt und erfillen zusdtzlich die
Gleichungen ree = x und reoy = e, sind also gleichzeitig auch RECHTS-NEUTRAL
und RECHTS-INVERS. FEs geniigt also zusammenfassend von dem NEUTRALEN
und dem zu x INVERSEN Element (und man schreibt =1 dafiir) zu sprechen.

Beweis. (=) Sei H # () und ¢ € H. Dann existiert eine Lésung e von ¢ = c e c.
Sei nun h € H beliebig. Dann existiert ein € H mit h = c @ x. Somit ist

eeh=ce(cerxr)=(coec)ex=cex=h.

Nun zur Existenz von Inversen. Sei h € H beliebig. Dann existiert eine Losung
k von k e h = e, also ein Linksinverses zu h.

(<) Wir zeigen zuerst, dafl links-neutrale und links-inverse es auch fiir die rechte
Seite sind: Sei a’ ein Linksinverses zu a, d.h. o’ @ a = e. Somit ist o’ @ (a e a’) =
('’ @a)ea’ =eea =a', und nach Multiplikation mit dem Linksinversen a” zu
aistaead’ =ce(aea’)=(a"ed)e(aed)=a"e(a e(aed))=a"ed =e.
Weiters ist cee =ae(a’ea) =(aed')ea=cea=a.

Nun zur Eindeutigkeit. Sei ¢’ ein weiteres Linksneutrales. Dann gilt ¢ = ¢’ o
e = €/, da e auch rechtsneutral ist. Sei k¥’ ein weiteres Linksinverses zu h, d.h.
e=Fkeh Dannist k=ecek = (k'eh)ek =k e(hek) =k ee=1Fk' dak auch
rechtsinvers und e rechtsneutral ist.
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Sei z :=aeb und y := b’ e a, wobei b’ ein Inverses zu b sei. Dann ist z e b =
(aob')ob=ae (b eb) =aec=aund bey =0be (V' ea) = (bel')ea =cea=a.

Die Gleichungen haben dann sogar eindeutige Losungen, denn aus a = z e b
folgt durch Multiplikation mit dem Inversen b=' zu b die Beziehung a e b~ ! =
(rob)eb~! = ze(beb ') = wee, und ebenso b lea = b le(bey) = (b leb)ey =
coy =1y. O

Achtung: Die Menge H der injektiven Abbildungen f : X — X ist beziiglich
Zusammensetzung o eine Halbgruppe mit der Identitit idx auf X als neutralem
Element. Zu jedem solchen f existiert nach (1.1.15) ein links-Inverses. Warum
ist H trotz (1.2.4) dennoch keine Gruppe?

1.2.5 Lemma. Inverse eines Produkts.
Falls Elemente x und y einer Halbgruppe H invertierbar sind, so auch r ey und
esist (xoy) =y lex™t

-1 lgp—1

ogj_l) = Teyey ~er = xoeox_l

Beweis. Esist (zey)e(y =ger l=e O
Aus der Schule wissen wir von der Existenz neutraler Elemente 0 bzw. 1 in R
bzgl. Addition und Multiplikation, als auch von der Existenz additiver Inverser
—a zu a € R und multiplikativer Inverser 1/a zu 0 # a € R. Es ist also R
mit der Addition eine kommutative (oder ABEL’SCHE) Gruppe, und R\ {0}
eine solche bzgl. der Multiplikation. Wie man deren Existenz wirklich beweisen

kann, werden wir in (1.6.4) skizzieren.

Man nennt eine Menge X mit zwei Operationen + : X x X — X (genannt
Addition) und - : X x X — X genannt Multiplikation) die assoziativ und
distributiv sind und fiir die (X, +) eine Abel’sche Gruppe ist einen RING. Man
schreibt dann 0 fiir das neutrale Element und —z fiir das zu « inverse Element
bzgl. der Addition. Falls die Multiplikation zusétzlich kommutativ ist, so spricht
man von einen KOMMUTATIVEN RING, und falls ein neutrales Element bzgl. der
Multiplikation existiert so schreibt man 1 fiir dieses und spricht von einen RING
MIT 1. Ist sogar X \ {0} bzgl. Multiplikation eine kommutative Gruppe so spricht
man von einem KORPER und schreibt auch 1/z fiir das zu « inverse Element
bzgl. der Multiplikation.

Zusammengefaflt wissen wir also aus der Schule, dafi (R,+,-) ein Korper ist.
Die Losung der Gleichung a = x + b ist somit durch z := a 4 (=b) =: a — b (die
DIFFERENZ, also das Ergebnis der SUBTRAKTION von a minus b) gegeben und
jenen von @ = x - b fiir b # 0 durch 2 := a - (1/b) =: ¢ (der QUOTIENT, also
das Ergebnis der DIVISION von a durch b). Wir kénnen also auch in beliebigen
Korpern Subtraktion und Division auf diese Weise definieren.

Die lineare Ordnung < auf R ist mit den Operationen 4+ und - im folgenden
Sinn vertréglich (MONOTONIEGESETZE):

a<b=a+c<b+c
a<bundc>0=a-c<b-c

In diesen Situation (also einen Kérper mit einer Ordnung die die Monotoniege-
setze erfiillt) spricht man von einem ANGEORDNETEN KORPER.

1.2.6 Rechenregeln fiir angeordnete Korper.
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e In jedem Korper gelten folgende Regeln fiir das Bruchrechnen:

a c_ad—l—bc
b a7 b
a c _ac
b d b

7 ad

< be

Beweis.
d+b
a ;l C _ (ad +be)(bd) " = (ad + be)d b
—add "0 £ bed b = b ed b = S
(& ac
2 = b71 d71 — 71b71 — b —1 _ =
2L = (@) (ed ) = acd (ac)(ba) = 15
% = (ab ) (cd )t =ab " (dH) e
d
d
= ade b7 = (ad)(be) ! = 22
ade (ad)(be) ™t = 55
O
e Folgende einfache Rechenregeln gelten ebenfalls in jedem Koérper:
0-a=0
NULLTEILERFREIHEIT: ¢ -b=0<a=0Vb=0
VORZEICHENREGELN: (—a)-b=—a-b
Beweis.
0-a=(0+4+0)-a=0-a+0-a =
0=0-a—(0-a)=0-a+0-a—(0-a)=0-a
a-b=0undb#0=0=0-b"'=a-b-b'=a
a-b+(—a)-b=(a+(-a)) - b=0-b=0 =
—(a-b) =(-a)-b
|

e Fiir jede Ordnung < ist durch a < b :< (a < b und a # b) eine STRIKTE
ORDNUNG definiert, d.h. eine transitive und antireflexive (d.h. Vz : z £ z)
Relation, fiir die und aus x < y die Aussage y £ x folgt.

Beweis. Es ist nur die Transitivitit nachzuweisen. Sei also z < y und
y < z. Dann ist < y und y < 2z, also ¢ < z. Wére z = z so hétte
die Antisymmetrie von < zur Folge, dal x = y gilt, ein Widerspruch zu
T <y. O

e Umgekehrt kann man natiirlich die Ordnung < aus der strikten Ordnung
< zuriickerhalten, indem man © < y :& x < y Vz = y setzt. Aus obi-
gen Eigenschaften von < folgt fiir beliebige strikte Ordnungen <, daf§ die
daraus erhaltene Relation < eine Ordnung ist.
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Beweis. Die Reflexivitéit von < ist klar und die Antisymmetrie folgt, denn
r<y=x<yVze=y. Wire also x # y, dann wire y £ x und wegen
y < z folgt doch y = z. Die Transitivitdt von < folgt aus jener von <
durch Fallunterscheidungen. O

e In jedem angeordneten Korper gilt:
, c<d=a+c<b+d
a<b=-b<—-a
a<b c¢c<0=bc<ac
0<1

1
O<a=0< -

0<a<b=0<-<

Sallllis
SHE

Beweis.

a<b c<d=a+c<b+c<b+d
a<b=-b=a+(—a)+(-b) <b+(—a)+ (-b) = —a
a<b,¢c<0=>—-c>0=>—-a-c=a-(—c)<b-(—¢c)==b-c
=b-c<a-c
Ang. 0>1=-1>-0=0

=1=(-1)-(-1) >0, ein Widerspruch
1 1
Ang. 0<aund 0> -=0=0-a<a-- =1, ein Widerspruch
a a
0< <b:>0<1 m<1:1— 11<b11—1
= b’ a b Yab=""4b a

O

Wir wenden uns nun der Frage zu, wie wir die Existenz von R als angeordneter
Korper nachweisen kénnen. Wir gehen dabei in etwa der Geschichte folgend vor
und beginnen bei:
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1.3 Die natiirlichen Zahlen

Von Kronecker stammt folgendes Zitat

Die natiirlichen Zahlen sind vom lieben Gott geschaffen, alles andere
in der Mathematik ist nur Menschenwerk.

und von Dedekind 1897

Die natiirlichen Zahlen sind freie Schépfungen des menschlichen Gei-
stes.

1.3.1 Konstruktion von N.

Die Elemente 0,1,2,3, - -- € R heiflen natiirlichen Zahlen. Wie kénnen wir dabei
die Punkte “...” priizise machen? Diese sollen offensichtlich bedeuten, dafl mit
jeder natiirlichen Zahl n auch (der Nachfolger) n + 1 eine natiirliche Zahl sein
soll. Die Abbildung n — n + 1 sollte also nicht aus der Menge N der natiirlichen
Zahlen herausfithren. Dadurch ist aber N noch nicht eindeutig beschrieben, denn
z.B. auch die Teilmengen Z, Q, R haben diese Eigenschaft. Die Menge N sollte
wohl eine moglichst kleine Teilmenge mit dieser Eigenschaft sein. Allerdings
sind auch 0, {1,2,3,...}, {2,3,4,...} solche Mengen. Wenn wir aber zusétzlich
0 € N verlangen, dann pafit alles. Es ist also N die kleinste Teilmenge von R,
die 0 enth&lt und unter dem Zahlen n — n + 1 abgeschlossen ist, d.h.

N=(){{NCR:0€N,(neN=n+1€N)}.

Da wir uns von der Existenz von R und der Addition aber noch nicht iiberzeugt
haben und gerade N als ersten Schritt zur Konstruktion von R verwenden wollen,
konnen wir N so nicht definieren.

Die einzelnen natiirlichen Zahlen sollten wie alle mathematischen Objekte selbst
Mengen sein, und zwar n gerade eine Mengen mit n Elementen. Wir kénnen die
einzelnen natiirlichen Zahlen 0,1, 2,3, ... also rekursiv durch

0:=0,

1:= {0},

2:={0,1} =1U {1} ={0,{0}},
3:={0,1,2} =20 {2} = {0, {0}, {0, {0}}},

n+1:=n":={0,1,2,3,....,n} =nuU{n},

definieren. Die Menge N := {0,1,2,3, ... } aller natiirlichen Zahlen soll dann die
kleinste Menge NN sein, die 0 enthélt und unter der NACHFOLGER-Abbildung
x — T = zU{z} abgeschlossen ist, d.h. mit z € N ist auch z* in N. Vergleiche
diese Operation mit z + + bzw. + + x in der Informatik, wo der Befehl = 4 +
bedeutet, dafl x durch 41 zu ersetzen ist. Mathematische Notation ist da eher
statisch, denn Variablen sollten in einer Rechnung nicht ihren Wert &dndern,
d.h. x = 2 4+ 1 ist in der Mathematik schlichtweg falsch, in der Informatik (C,
Java, etc. ) hingegen bedeutet es, dafl der Speicherinhalt von x um eins erhoht
wird. Wenn wir nun eine Menge N mit obigen beiden Eigenschaften INDUKTIV
nennen, so ist die MENGE DER NATURLICHEN ZAHLEN:

N:=(){N: N ist induktiv}.
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Damit dies als Menge wirklich existiert, mufl man die Existenz einer induktiven
Menge oder von N als Menge voraussetzen. Dies ist das UNENDLICHKEITSAXIOM
der Mengenlehre.

1.3.2 Induktionsprinzip.
Es sei N C N eine induktive Teilmenge. Dann ist N = N.

Beweis. Die ist offensichtlich, da N nach Konstruktion die kleinste induktive
Teilmenge ist. O

Dies ist die wichtigste Beweismethode fiir Aussagen iiber natiirliche Zahlen, die
sogenannte vollstéindige Induktion: Um also zu zeigen, daf} eine Aussage N auf
alle natiirlichen Zahlen zutrifft, zeigt man zuerst, daf sie fiir 0 erfiillt ist (dies
nennt man den INDUKTIONSANFANG) und dann, daf fiir jede natiirliche Zahl
gilt, wenn sie fiir diese erfiillt ist (die INDUKTIONSANNAHME) so auch fiir deren
Nachfolger (dies nennt man denn INDUKTIONSSCHRITT). Das Induktionsprinzip
besagt dann, daf die induktive Menge N := {n € N : N trifft fiir n zu} mit N
iibereinstimmt, die Aussage A also auf alle natiirlichen Zahlen zutrifft.

Zur Erlduterung einige

1.3.3 Beispiele von vollsténdigen Induktionen.

1. Firallen € Nist 0+ 1+ - +n = 220,

Beweis. Beweis mittels Induktion nach n:

Der Induktionsanfang n = 0 ist offensichtlich erfiillt, denn 0 + --- +0 =
0 — 00+1)

= 5=
Den Induktionsschritt von n auf n + 1 zeigen wir nun wie folgt. Nach
Induktionsannahme ist die Aussage fiir n richtig, also 0+ 1+ ---+n =
n(n+1)

—5—. Nun zeigen wir die Aussage fiir n + 1 an Stelle von n:

0+14+--4+n+Mn+1)=0+1+---4+n)+(n+1)

_n(n+1) _ (n+1)(n+2)
=S ) =
4+ 1)((n+1)+1)

o 2

2. Fiir alle n > 4 ist 2" > n?.

Beweis. Wieder verwenden wir Induktion nach n. Zwar ist 2 =1 > 0 =
02 und 2" =2 > 1 = 12 aber 2% = 8 < 9 = 32. Also verwenden wir als
Induktionsanfang (n = 4) und erhalten 2* = 16 = 42.

Nun den Induktionsschritt von n auf n+ 1. Unter Verwendung der Induk-
tionsvoraussetzung 2™ > n? erhalten wir

2""‘1:2.2"22n22(n+1)2:n2+2n+1, denn
n?—2n+l=Mn-12>22>14+1=2,

sofern n — 1 > 2, also n > 3 ist. O

3. Rekursive Definition der Entlohnung fiir Schacherfindung als Beispiel: Be-
kanntlich hatte der Erfinder des Schachspiels vom Konig folgende Ent-
lohnung gefordert. Man moge auf das erste Feld des Schachbretts 1 Korn
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Getreide lege, auf das zweite das doppelte also 2 Korner, auf das dritte
das doppelte des zweiten, also vier Korner und so weiter bis zum letzten
den 8 * 8 = 64-ten. Die Anzahl a,, der Korner auf Feld n ist also rekur-
siv durch a; := 1 und a,4+1 = 2a, gegeben. Explizit priift man mittels
Induktion leicht nach, daf a,, = 2" 'ist und S, :=a; +as +---+a, =
14+24---427"1 =27 —1 ist. Das sind also insgesamt Sg; = 264 — 1 =
18446744073709551615 ~ 0.18 % 102° viele Kérner. Wenn wir ein Korn mit
50mm?® = 5% 1078 m? ~ 3 * 107° kg abschitzen, dann wiegt Sg4 circa
0.18 %1020 % 3% 107° ~ 5 % 10'* kg also 500 Milliarden Tonnen — eine nicht
zu erfiillende Forderung.

4. Zinseszinsrechnung als Beispiel: Ein Betrag b werde mit jéhrlichen Zinsen

von p Prozent verzinst, d.h. nach einem Jahr sind die Zinsen b - 155 und

der Endbetrag somit b; := b+ bl%o. Nach 2 Jahren fallen nicht nur ein
weiteres Mal die Zinsen b - 155 von b sondern auch die Zinsen b - 155 - 155
der Zinsen b - 155 des ersten Jahres an, d.h. der Endbetrag ist nun

p p p p P 2
by = b+ blOO o 100 o 100 100 b1+ 100) ’

und nach n Jahren folgt mittels Rekursion, daf$ der Endbetrag

bn:b(l—&-l%)n

ist.

1.3.4 Definition. Folge.
Man nennt Abbildungen a : N — X auch FOLGEN in X und schreibt gerne a,,
anstelle von a(n), wie wir in Beispiel (1.3.3) bereits getan haben.

Man kann Induktion auch dazu verwenden die Sinnhaftigkeit rekursive Defi-
nitionen zu zeigen, d.h. anstelle explizit anzugeben wie gewisse Objekte a,, fiir
n € N definiert sind, beschreibt man einerseits ag und andererseits wie man a1
aus a,, fiir jedes n € N berechnen kann, d.h. man gibt eine Rekursionsvorschrift
R an, s.d. ap+1 = R(a,) ist.

1.3.5 Proposition. Rekursion.

Es sei X eine Menge, ag € X und R: X — X eine Abbildung. Dann existiert
eine eindeutige Abbildung a : N — X mit a(0) = ap und a(n+1) = R(a(n)) fir
alle n € N. Man sagt a ist durch die Rekursion R definiert.

Beweis. Abbildungen a : N — X sind ja Teilmengen a C N x X. Folglich
betrachten wir die kleinste Teilmenge a C N x X, die (0,ag) enthilt und mit
(n,z) auch (n+ 1, R(x)) enthélt, d.h.

a:ﬂ{AQNxX:(O,aO) €A, ((n,x) € A= (n+1,R(z)) GA)}.

Da A =N x X eine Teilmenge A mit obigen Eigenschaften ist, existiert a, und
wir miissen nur noch zeigen, dafl a eine Funktion N — X beschreibt. Sei dazu
N:={neN: Jz € X : (nz) € A}. Offensichtlich ist N eine induktive
Teilmenge von N und wegen dem Induktionsprinzip (1.3.2) somit N = N.

Bleibt zu zeigen, dafl auch die Menge M := {n € N : es gibt hichstens ein z €
X mit (n,z) € a} mit N iibereinstimmt. Offensichtlich ist 0 € M, denn gibe
es ein x # ag mit (0,a9) € a, so konnten wir (0,2) ungestraft aus a entfernen
und wiirden eine kleinere Menge A mit obiger Eigenschaft erhalten. Sei nun
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n € M, also existiert ein eindeutiges x € X mit (n,x) € a und damit auch
(n+1,R(x)) € a. Ware n+1 ¢ M, dann gébe es ein 2’ € X mit R(z) # 2’ und
(n+1,2") € a. Die Menge A :=a\ {(n+ 1,2’)} hétte dann obige Eigenschaft,
also a C A und somit wire (n+ 1,2') ¢ a. O

1.3.6 Die Grundrechnungsarten fiir natiirliche Zahlen.
Die Addition m +— n + m natiirlicher Zahlen definiert man rekursiv durch

n+0:=n,
n+mt = nm+m)t

D.h. fiir fixes n € N ist die Rekursionsvorschrift R : N — N durch R(z) :=
2T = x + 1 gegeben. Beachte, dal dies nur die mathematische Formulierung
der Methode ist VolksschiilerInnen, die bereits zéhlen kénnen, die Addition zu
erkliren: t +2=(z+1)+1,24+3=(z+2)+1=((z+1)+1)+1, ....

Ebenso verfahrt man mit der Multiplikation m +— n - m:

n-0:=0,

n-mt =n-m++n,

und hat nun fiir fixes n € N als Rekursionsvorschrift R : N — N, R(x) := z +n.
Beachte, dafl auch dies nur die mathematische Formulierung der Methode ist
VolksschiilerInnen, die bereits addieren kénnen, die Multiplikation zu erkldren:
z-l=z,z-2=z-l4z=zs+4+z,z-3=x-24+z=(x+z)+taz, ....

Es ist 0 nach Definition ein links-neutrales Element bzgl. Addition, d.h. n+0 =n
fiir alle n € N.

Wir zeigen nun mittels Induktion, daff auch 0 +n =n gilt:
Induktionsanfang: 0 + 0 = 0 nach Definition.

Induktionsschritt: 0 +n=n = 0+nt = (0+n)" =n'.

Nach Induktion gilt somit {n e N:0+n=n} =N, dh. VneN: 0+n =n.

Weiters zeigen wir mittels Induktion, daf ebenso n™ +m = (n +m)™ fiir alle
n,m € N gilt.

Dazu betrachten wir die Menge N :={m € N: Vn e N:n™ +m = (n+m)*}.
Induktionsanfang: 0 € N, denn nt +0=n" = (n+0)".

Induktionsschritt: m € N = m™ € N, denn fiir alle n € N gilt: n* + m™ =
(n* +m)* = ((n+m)*)* = (m+m*)".

Nach Induktion gilt somit N = N.

Diese beiden Resultate sind Spezialfille des kommutativ-Gesetzes der Addition,
welches wir mit deren Hilfe und Induktion nun zeigen: Sei dazu N := {n € N :
VYm eN:n+m=m+n}.

Induktionsanfang: 0 € N, da nach obigen 04+n = n und nach Definition n+0 = n
ist.

Induktionsschritt: n € N = nt € N, dant +m = (n+m)* = n+m" fir
jedes m € N gilt.

Nach Induktion ist somit N =N, d.h. Vn,m e N: n+m =m + n.

Auf dhnliche Weise zeigt man auch das assoziativ-Gesetz fiir die Addition, dafl 1
ein neutrales Element fiir die Multiplikation ist, das kommutativ-Gesetz und das
assoziativ-Gesetz fiir die Multiplikation, sowie schliellich das distributiv-Gesetz
n-(m+k)=n-m+n-k.

1.3.7 Die Ordnung der natiirlichen Zahlen.

Man kann die Ordnung < auf N durch n < m & n C m fir n,m € N defi-
nieren. Es ist n < m, d.h. n < m und n # m, genau dann, wenn n € m gilt.
Offensichtlich ist dies eine partielle Ordnung auf N, denn fiir C gilt das.
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Es 148t sich zeigen, daf} dies sogar eine lineare Ordnung ist und n < m genau
dann gilt, wenn 3k € N:m=n+k.

Fiir n € Ngilt n C n (d.h. € ist auf n transitiv), denn J0 = J0 = 0 und aus
Un Cnfolgt Unt =UJnu{n}) =Un)Un=nCnt.

Weiters gilt die KURZUNGSREGEL: Aus n + k = m + k folgt n = m.

Fiir k¥ = 0 ist dies trivial. Fiir & = 1 folgt es aus [Jn™ = n, und allgemein
mittels Induktion (n+k)+1=n+(k+1)=m+(k+1)=(m+k)+1, also
n +k =m 4+ k und damit n = m.

Beachte, dal wir beim Beweis nicht —k ¢ N verwenden kénnen.

1.3.8 Folgerung. Ganzzahlige Division mit Rest.
Es seil < m € N. Dann lifit sich jede natiirliche Zahln eindeutig alsn = ¢gm—+r
mit ¢,7 € N und r < m schreiben.

Beweis. Existenzbeweis mittels Induktion nach n:

Fiir n = 0 erhalten wir die Darstellung 0 = 0m 4 0. Nun der Induktionsschritt
von n auf n + 1. Nach Induktionsannahme ist n = ¢m + r mit » < m. Damit
istn+1l=gm+r+1. Fallsr+1>m, also m —1 < r <m ist und somit die
natiirliche Zahl r =m — list,soist n+1=¢gm+m = (¢+ 1) m + 0. In jeden
Fall erhalten wir also eine Darstellung n = ¢/ m + 1’ mit r’ < m.

Die Eindeutigkeit sieht man nun wie folgt: Angenommen gm +r = ¢’ m + r’/
mit 7,7’ < m und ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (kurz: 0.B.d.A.) ¢ > ¢'.
Wiére ¢ > ¢/, also g > ¢'+1so wiren = gm+r > (¢'+1) m+r = ¢ m+(m+r) >
¢ m+ 1" = n, ein Widerspruch. Also ist ¢ = ¢ und wegen (¢ —¢')m =" —r
auch r = r'. O

1.3.9 Folgerung. Wohlordnung von N.
N ist wohlgeordnet, d.h. jede nicht-leere Teilmenge N C N besitzt ein kleinstes
Element min(N), das sogenannte MINIMUM von N.

Beachte, daf} dies fiir unendliche Teilmengen N nicht trivial ist, z.B. besitzt die
unendliche Teilmenge N := {%, %, %, ...} C R kein kleinstes Element.

Beweis. Indirekt, angenommen N C N sei nicht-leer und ohne kleinstes Ele-
ment. Sei S die Menge der UNTEREN SCHRANKEN aus N von N (d.h. jener
natiirlichen Zahlen, die < allen Elementen aus N sind). Wir zeigen mittels In-
duktion, daf3 S = N ist:

Offensichtlich ist 0 € S. Sei nun a € S, also eine untere Schranke von N. Dann
ist auch a + 1 eine untere Schranke, den andernfalls gidbe es ein n € N mit
a+1 > n und somit wire n < a < n’ fiir alle n’ € N, also n ein minimales
Element von N, ein Widerspruch zur Annahme.

Da aber SN N = {) (ein Element des Durchschnitts wére ein Minimum von N)
und S = N D N gilt, ist N = (), ebenfalls ein Widerspruch zur Annahme. O

1.3.10 Folgerung. Ordnungsinduktion.
Es sei N C N und fiir allen € N mit {k e N: k <n} C N gelten € N. Dann
ist N = N.

Dies ist ein stirkeres Beweismittels als die vollstdndige Induktion, denn nun
diirfen wir beim Induktionsschritt auf n 4+ 1 die Induktionsannahme nicht nur
fiir den unmittelbaren Vorgénger n verwenden, sondern fiir alle k£ < n.

Beweis. Indirekt: Angenommen es ist N # N. Nach (1.3.9) existiert das Mini-
mum der Menge N¢ =N\ N. Sei n € N¢ C N dieses Minimum. Fiir alle kK € N
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mit k < n ist also k ¢ N¢ d.h. k € N. Nach Voraussetzung an N ist damit
auch n € N, ein Widerspruch zu n € N€. O

1.3.11 Folgerung. Primfaktorenzerlegung.
Jede natiirliche Zahl n > 1 lafit sich in ein Produkt von Primzahlen zerlegen.

Beweis. Wir machen eine Ordnungsinduktion nach n. Entweder n ist selbst
eine Primzahl (und wir sind fertig) oder n besitzt einen echten Teiler m, d.h.
I1<meéeNud1l < k:= " €N Da somit sowohl m < n als auch k < n
ist, besitzen diese beiden Faktoren nach Induktionsvoraussetzung Zerlegungen
in Primzahlen m =p;y ---- - p; und k = ¢qp - --- - ¢; und somit auch n =m -k =

pl ..... plql..qj' I:'

1.3.12 Rekursive Definition der Potenzen..

Die a” ist fiir n € N wie folgt rekursiv definiert: a! := a, a"*! := a" - a. Die Idee
dabei ist natiirlich, dafl ™ = a - ... - a ist. Mittels Induktion zeigt man dann
a™-a™ = a"™*™ fiir n,m > 1. Setzt man n = 0 so ergibe sich a’ - a™ = a™, also
a’ = 1. Darum definiert man a° := 1 fiir alle a.

1.3.13 Proposition. Rechnen mit Potenzen.

Es gelten folgende Rechenregeln (fiir Elemente a,b einer Halbgruppe und natiir-
licher Zahlen n,m, wobei in den Formeln mit Bruchstrich die Invertierbarkeit
von b vorausgesetzt ist):

a
an . am — an+m,

a

n 7 n an
a b = (a-b)", bTLZ(

Beweis. Beweis durch Induktion nach m:
1

(m=1)a"' =a"-a=a"a'.
(m+ 1) an+(m+1) — a(n+m)+1 — an+m Q= (an .am) a4 = an . (am .a) — an .am+1 .
Die zweite Gleichung folgt aus a™ = a™ - ™™ durch Division mit o™~ ™.

Die dritte Gleichung folgt wieder mit vollstdndiger Induktion, denn

(an)m+1 — (an)m LAt = g™ gt = T = an-(m+1)'

Die vierte Gleichung folgt ebenfalls mittels vollstandiger Induktion, denn

a" ™"t = (@™ a)- (b b) = (a™-b") - (a-b) = (a-b)"-(a-b) = (a-b)"T
Daraus folgt die fiinfte durch Division. O
1.3.14 Beispiel. Quadrieren als Rekursionsvorschrift.
Es sei ag := ¢ und a, 41 := (a,)?, also

ap=c, a1 =c ay=(32)?=c" a3 =(c"?=¢5,...
on

Wir vermuten a,, = ¢2" := ¢2") und koénnen dies auch leicht mittels vollsténdi-
ger Induktion zeigen. Insbesonders fiir ¢ = 2 erhalten wir

ag = 2,a1 =4,a9 = 16, a2 = 256, a3 = 65536, ay = 4294967296, . . .

allesamt wichtige Zahlen in der Informatik, siehe (1.3.25).
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1.3.15 Rekursive Definition von endlichen Summen und Produkten.
Man definiert die SUMME )", z; rekursiv durch

0 1
Z x; := 0, oder wer lieber bei 1 beginnt Z T; = T
i=1 i=1
n+1 n
Z T = (Z 961) + Tnt1
i=1 i=1

Die Idee dabei ist natiirlich eine unzweideutige Formulierung fiir die Punkte in

in=$1+9€2+"'+$n—1+$n

i=1
zu geben. Vergleiche diese Schreibweise mit (J_; A; und (), 4;.

Fiir ag + ag4+1 + - -+ + @g4+n—1 + agtn schreibt man entsprechend Zf:,? a; und
definiert diese auf gleiche Weise rekursiv.

Ebenso definiert man das PRODUKT [, z; als préizise Formulierung fiir z; -
...z, rekursiv durch

0 1
Hazi := 1, oder wer lieber bei 1 beginnt Hxi =12
i=1 i=1

n+1

n
H T = (H xz) " Tn+1
i=1 i=1
Z.B.ist a" :=[[;_; a und n! := [}, i.
1.3.16 Lemma. Rechenregeln fiir Summation.

Firn,m € N und beliebige c,ay,by1,a2,ba, ... gilt:

n

Zn:azii:bzzz:(alibz) czn:ai:z:cai
i=1 i=1 i=1 i

i=1

n n+m n+m n n+m

Dot D ai=) a D= ) aim

i=1 i=n+1 i=1 i=1 i=14+m
Man veranschauliche sich diese Formeln durch Ubersetzung in “...”-Schreib-
weise.
Beweis. Zeigt man leicht mittels vollstdndiger Induktion. O

1.3.17 Zifferndarstellung natiirlicher Zahlen.
Wir kénnen nun zwar mit beliebigen natiirlichen Zahlen herumrechnen, haben
aber kurze Namen 0,1, 2,3, ... nur fiir die ersten paar Zahlen zur Verfiigung.

Um nicht in rémischer Manier laufend neue Symbole wie I,V, X, L, C,... fir
groflere Zahlen einfithren zu miissen wurde die Ziffernschreibweise erfunden.
Man fiithrt dabei nur fiir die ersten paar (sagen wir zehn) Zahlen Symbole (die
ZIFFERN) ein (iiblicherweise 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) und interpretiert ein Folge
ag, a1, .. .,0n_1, Gy solcher Ziffern als als die natiirliche Zahl ag + a1 b+ as b® +
o dap_1 " 4 a, b, wobei b die Anzahl der zur Verfiigung stehenden Ziffern
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(iiblicherweise also zehn) ist, und schreibt diese Ziffern als Wort mit den Stellen
in umgekehrter Reihenfolge, z.B. 123 = 1- b2 + 2 - b + 3. Das sich wirklich jede
natiirliche Zahl so darstellen 148t besagt folgendes

Lemma.
Es sei 2 < b € N. Dann ezxistiert fir jede natiirliche Zahl z eine eindeutige
Darstellung (die ZIFFERNDARSTELLUNG VON z ZUR BASIS b)

z:szbk mit z, € {0,1,...,b—1}.
k=0

Bislang war (von den Babyloniern abgesehen) vor allem die Basis b = 10 iiblich
(man spricht dann von der DEZIMALDARSTELLUNG). In der Informatik spielen
aber vor allem die Basen 2 (BINARDARSTELLUNG), 8 (OKTALDARSTELLUNG)
und 16 (HEXADEZIMALDARSTELLUNG) eine wichtige Rolle. Bei der Hexadezi-
maldarstellung wird {iblicherweise A, B, C, D, E und F fiir die Ziffern mit Dezi-
malzahldarstellung 10,11, 12,13, 14, 15 geschrieben.

Beweis. Die Ziffern zg, . .., zi einer Zahl z erhélt man als Reste bei wiederholter
Division mit Rest beginnend bei z durch die Basis b, d.h. z = 2’ - b+ 2z, 2/ =
2 b4, ..., 2B =20 p 4 g bis 2(F) = 0 ist. O

Ein andere (vielleicht einsichtigere) Moglichkeit die Ziffern einer Zahl = zu be-
stimmen ist sich zuerst einen Vorrat an Potenzen b',b2,b3, ... aufzuschreiben.
Die kleinste solche Potenz b"*! > z zu suchen und dann x durch " ganzzahlig
zu dividieren, d.h. x = z,, b" + 2’ nach z,,, 2’ mit 2’ < b zu lésen. Dann ist x,,
die hochste Stelle, und man fihrt nun mit 2’ anstelle von x mit dem gleichen
Verfahren fort und erhélt so auch die weiteren Ziffern. Fiir die Bindrdarstellung
ist diese Methode natiirlich besonders einfach, da als Ziffer nur 0 oder 1 auf-
treten kann. Nachteil ist allerdings, dafl man geniigend viele Zweierpotenzen
2,4,8, 16,32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, 8192, 16384, . . . bei der Hand ha-
ben mu#f.

1.3.18 Beispiel.
Wir betrachten die Dezimalzahlen 123 und 321 und bestimmen ihre Bindrdar-
stellungen 1111011 und 101000001:

123 =61-2+1 321 =160-2+1
61=30-2+1 160 =80-2+0
30=15-2+0 80=40-2+0
15=7-2+1 40=20-240
7T=3-2+1 20=10-2+0
3=1-2+1 10=5-2+0
1=0-2+1 5=2-2+1

2=1-240
1=0-2+1

Wegen 23 = 8 und 2% = 16 erhilt man daraus die Darstellungen als Oktalzah-
len bzw. Hexadezimalzahlen durch Zusammenfassen jeweils 3 bzw. 4 Ziffern der
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Binérzahldarstellung, also in unserem Beispiel Oktal 173 und 501 und Hexade-
zimal 7D und 141.

Hexadezimal | 1| 2 | 3 4 5 6 7 8
Dezimal || 1| 2 | 3 4 5 6 7 8
Oktal | 1| 2 | 3 4 5 6 7 10
Binar || 1 |10 | 11 | 100 | 101 | 110 | 111 | 1000
Hexadezimal 9 A B C D FE F 10
Dezimal 9 10 11 12 13 14 15 16
Oktal 11 12 13 14 15 16 17 20
Binér || 1001 | 1010 | 1011 | 1100 | 1101 | 1110 | 1111 | 10000

Addition und Multiplikation der Zifferndarstellungen.

Genauso wie wir es schon von Dezimalzahlen kennen, kénnen wir Zahlen auch
mittels Darstellung beziiglich anderer Basen addieren und multiplizieren. Fiir
die Addition von zwei Binédrzahlen brauchen wir dazu nur, daf§ 1 + 1 = 10 und
141+ 1 = 11 um Ubertriige zu beriicksichtigen. Bei der Addition mehrerer
Zahlen auf einmal miissen wir wie bei Dezimalzahlen auch Ubertriige auf meh-
rere Stellen auf einmal beriicksichtigen (also z.B. bei Berechnung der 1-er Stelle
der Summe 9 + 19 429 4+ 39 + 49 4+ 59 + 69 + 79 + 89 + 99 + 109 + 119 erhalten
wir 9 +---+9 = 12% 9 = 108 und somit 8 und ein Ubertrag von 10)

Bei der Multiplikation von Bin#rzahlen in Ziffernschreibweise, brauchen wir nur
mit 0 und 1 multiplizieren, also Weglassen oder Kopieren. Eine Multiplikation
ist somit nichts anderes als eine mehrfache Addition. Z.B. ist (123), = 1111011
und (321)s = 101000001 und 123-321 = 39483 hat als Biniirzahl die Darstellung
1001101000111011, denn

1111011 -1010O0O0O0O0T1 =
1111011
1111011
1111011
10 0110100 111011

Kombinatorik

In der Kombinatorik geht es darum Anzahlen von jeweils endlich vielen Méglich-
keiten zu bestimmen.

1.3.19 Definition. Permutation.

Unter einer PERMUTATION einer n-elementigen Mengen versteht man eine li-
neare Anordnung dieser Menge, das lduft darauf hinaus die Elemente der n-
elementigen Menge auf die Plitze 1,2,...,n zu positionieren. Wir wollen nun
die Anzahl der moglichen Permutationen bestimmen.

1.3.20 Lemma. Anzahl der Permutationen.
Die Anzahl der mdglichen Permutationen einer n-elementigen Menge ist n! =
1-2-...-(n—1)-n (sprich: n-FAKTORIELLE ).

Man setzt auch 0! = 1, als Anzahl der Permutationen der leeren Menge.

Beweis. Mittels Induktion:
(n=1) Hier gibt es nur eine Moglichkeit das einzige Element auf den einzigen
Platz zu setzen.

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 24. Mirz 2004



38 Die natiirlichen Zahlen 1.3

(n+1) Nach Induktionsannahme kénnen wir eine n-elementige Menge auf n!-
viele Moglichkeiten anordnen. Um auch das n + 1-te nun neu hinzugekommene
Element zu positionieren haben wir n+ 1 viele Moglichkeiten, ndmlich entweder
vor allen anderen, oder zwischen 1-ten und 2-ten, oder 2-ten und 3-ten, ..., oder
n—1-ten und n-ten, oder nach allen anderen. Zu jeder der n! vielen Moglichkeiten
alle bis auf ein Element anzuordnen gibt es also jeweils n+ 1 viele Moglichkeiten
auch dieses noch einzuordnen, also insgesamt n!- (n+1) = (n+ 1)!. Hier haben
wir |A x B| = |A| x |B| verwendet. O

1.3.21 Definition. Variation ohne Wiederholung.

Unter einer VARIATION OHNE WIEDERHOLUNG von k vielen Objekten aus n
vielen, versteht man eine Auswahl von k-verschiedenen Elementen aus einer
Grundmenge von n vielen, wobei es auf die Reihenfolge der Auswahl ankom-
men soll. Also wenn z.B. der Vorstand bestehend aus Obmann, Schriftfiihrer
und Kassier eines Vereins mit 100 Mitgliedern gewé#hlt werden soll ohne daf
Amterkummulierung zuliissig ist, so ist eine Variation ohne Wiederholungen
von 3 aus 100 zu bestimmen.

1.3.22 Lemma. Anzahl der Variationen ohne Wiederholung.
Die Anzahl der moglichen Variationen ohne Wiederholung von k vielen Objekten
aus n vielen ist () :=n-(n—1)-...-(n—k+2)-(n—k+1).

Beweis. Wie in (1.3.20) verwenden wir Induktion nun nach k:

(k=1) Wir haben genau n = (n); Moglichkeiten ein Element aus n auszuwéhlen.
(k+1) Fiir die ersten k-Wahlen haben wir nach Induktionsannahme (n); viele
Moglichkeiten. Fiir die k 4+ 1-te Wahl sind nur noch n — k viele Elemente iibrig,
da wir ja nicht gleiche Elemente wiederholt wahlen diirfen. Insgesamt gibt es
also (n)g - (n — k) = (n)g41 viele Moglichkeiten. O

Wie dndert sich dies nun, wenn wir Wiederholungen doch zulassen.

1.3.23 Definition. Variation mit Wiederholungen.

Unter einer VARIATION MIT WIEDERHOLUNGEN von k vielen Objekten aus n
vielen, versteht man eine Auswahl von k Elementen aus einer Grundmenge
von n vielen, wobei es auf die Reihenfolge der Auswahl ankommen soll und
gleiche Elemente auch mehrfach gewéhlt werden diirfen. Also wenn z.B. der
Vorstand bestehend aus Obmann, Schriftfithrer und Kassier eines Vereins mit
100 Mitgliedern gewéhlt werden soll, wobei Personen auch mehrerer Positionen
innehaben diirfen, so ist eine Variation mit Wiederholungen von 3 aus 100 zu
bestimmen.

1.3.24 Lemma. Anzahl der Variationen mit Wiederholungen.
Die Anzahl der Variationen mit Wiederholungen von k vielen Objekten aus n
vielen ist n® :=n - - n.

Beweis. Der Beweis geht wie in (1.3.22), wobei nun die fiir die Wahl des (k+1)-
ten Elements verbleibende Anzahl noch immer alle, also n ist, O

1.3.25 Beispiel.

Wir wollen die Anzahl aller méglichen Bytes (d.h. Folgen von 8 Ziffern in {0, 1})
bestimmen. Wir miissen also fiir jede der 8 Stellen eine Ziffer aus {0, 1} wéhlen,
wobei es auf die Reihenfolge der Ziffern natiirlich ankommt und gleiche Zif-
fern vorkommen kénnen (ja sogar miissen). Die Anzahl dieser Variationen mit
Wiederholung von 8 aus 2 ist somit 2% = 256.
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Ein Computer der als Adressen binédre Worte von 16bit Lange verwendet, kann
also 216 = 65536 = 64k Speicherpositionen adressieren, wobei 1k = 210 =
1024 ~ 103 ist, also gerade die Anzahl der mit zehn bits (engl.: digits = Finger,
Stellen) darstellbaren Zahlen.

Verwendet er hingegen doppelt so lange Worte von 32bit Lange, dann kann er
232 = 4294967296 = 4G Speicherpositionen adressieren, wobei 1G = 230 =
10243 ~ 109 ist.

1.3.26 Zyklen und Transpositionen.

Fiir die rechnerische Behandlung von Permutationen ist nicht wirklich wich-
tig, wie die Elemente der endlichen Menge heiflen, wir kénnen genausogut die
Menge n := {0,...,n — 1} oder auch {1,...,n} dafiir verwenden. Eine Per-
mutation dieser Menge wird also durch eine bijektive Abbildung 7 : n — n
beschrieben, die jeden Element ¢ € {0,1,...,n — 1} einen eindeutig bestimmten
Platz 7(i) € {0,...,n—1} zuordnet. Natiirlich kénnen wir auch genausogut die
Umbkehrfunktion 7=! : n — n verwenden, die fiir jeden Platz k angibt, welches
Element i auf diesen gesetzt wird, d.h. 7(i) = k oder i = 7~ 1(k).

Die Menge aller Permutationen 7 auf n bilden offensichtlich bzgl. der Zusam-
mensetzung eine Gruppe, die sogenannte SYMMETRISCHE GRUPPE §,, der Ord-
nung n.

Solche Bijektionen kénnen wir auf verschiedene Weisen veranschaulichen bzw.
festlegen. Einerseits durch Angabe der Funktionswerte am besten in Form einer
Tabelle:

1 0 1 n—2 n—1
w(@) || 7(0) | (1) | ... | 7(n—=2) | 7(n—1)

7.B.:

i JO[1[2[3[4[5]6
@) [0[2]1[4[5]6]3

Oder aber als Graph, wobei die Punkte 0,1,...,n—1 so durch Pfeile verbunden
werden, wie sie aufeinander abgebildet werden. In unseren Beispiel ist das:

i
4——=5—>6
Die Elemente der Menge {0,1,...,6} zerfallen offensichtlich in Klassen {0},

{1,2} und {3,4,5,6}, aus welchen 7 nicht herausfiihrt, und deren Elemente
durch 7 durchgemischt werden.

Allgemein erhélt man dadurch eine weitere Darstellung nédmlich durch Zyklen,
d.h. man zerlegt {0,1,...,n} in kleinstmogliche, unter 7 INVARIANTE nicht-
leere Teilmengen A, d.h. m(A) C A. Solche erhilt man, indem man mit einem
Element aus ¢ € {0,...,n — 1} startet und sooft 7 darauf anwendet, bis man
wieder i erhilt, d.h. i, w(i), 72(i) := 7 (7 (4)),...,7%(i) = i betrachtet. Dies pas-
siert wirklich fiir hinreichend grofies d, denn die 77 () € {0,...,n — 1} konnen
nicht fiir alle j verschieden sein, und wenn 77 (i) = 7' (i) fiir j < j’ ist, so ist
7' =i(i) = (79)~Y o 7") (i) = i. Die Menge A := {i = 7°(i), w(i),..., 74 1(i)}
ist dann eine minimale invariante nicht-leere Menge. Und 7 kann darauf durch

die Folge (i,7(i),...,m¥ (i) beschrieben werden (man nennt dies einen Zy-
KLUS). Man beachte jedoch, dafl verschiedene TUPEL (die Verallgemeinerung
von PAAR, TRIPEL, QUADRUPEL, QUINTUPEL, ...) die gleiche zyklische Per-

mutation beschreiben, z.B. sind die Paare (1,2) und (2,1) verschieden, aber
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die zyklischen Permutationen (1,2) und (2,1) ident. Auf ganz {0,...,n — 1}
kann somit 7 als Zusammensetzung der Element-fremden Zyklen, die zu der
Zerlegung in invariante Teilmengen gehoren, beschrieben werden. Das Inverse
zu einen Zyklus (a1,as9,...,a,) in S, ist offensichtlich durch den umgekehrt
durchlaufenen Zyklus (@, an—1,...,a2,a1) gegeben.

Besonders einfach Zyklen sind jene der Linge 2, d.h. der Form (j,j'), wo al-
so m nur die Position der beiden Elemente ;7 und j’ vertauscht. Diese heifien
TRANSPOSITIONEN. Und am einfachsten ist, wenn dies benachbarte Elemente
sind, also j' = j + 1 ist.

Unser Ziel ist nun zu zeigen, daf} sich jede Anordnung (d.h. Permutation) da-
durch erreichen 148t, das man hintereinander gewisse Transpositionen (benach-
barter Elemente) ausfiihrt.

1.3.27 Proposition. Zerlegung in Transpositionen.

Jede Permutation laft sich als Zusammensetzung endlich vieler elementfremder
Zyklen schreiben und jeder Zyklus laft sich als Zusammensetzung endlich vieler
Transpositionen aufeinanderfolgender Elemente schreiben.

Beweis. Daf} sich Permutationen in elementfremde Zyklen zerlegen lassen, ha-
ben wir oben bereits gezeigt.

Ein Zyklus der Form (1,2, 3,...,n) 148t sich wie folgt in ein Produkt von Trans-
positionen zerlegen:

(1,2,3,...,n—2,n—1,n) = (1,2)0(2,3)0...0(n—2,n—1) o (n— 1,n).
oder allgemeiner
(alaa27a37 .. -aan—Zaan—laan) == (a17a2)o(a23a3)o- . ~O(an—27an—1)o(an—1aan)~

Idee dabei ist, dafl um ein Element vom letzten Platz n an den ersten Platz 1
zu bekommen (und alle anderen um einen Platz nach hinten riicken zu lassen)
man zuerst das Element auf Platz n und n — 1 Platz tauschen laf3t, danach
jene nunmehr auf Platz n — 1 und n — 2 liegenden, u.s.w. bis schlieilich noch
die dann auf Platz 1 und 2 liegenden Plétze tauschen. Der Ablauf sieht also
folgendermaflen aus:

Am Anfang | 1 2 ... n2 nl

nach 1. Schritt | 1 2 n-2 n-1
nach 2. Schritt | 1 2 n-2 n-1
nach (n-2). Schritt | 1 2 ... n2 n-l
nach (n-1). Schritt | 1 2 ... 1n2 nl
nach n. Schritt 1 2 ... 1n2 nl

Eine beliebige Transposition (k,j) = (j, k) mit 0.B.d.A. k < j 1dBt sich als
Produkt von Zyklen der zuletzt behandelten Form schreiben:

k,N)=0,7—-1,...;k+3k+2,k+ D)o (k,k+1,k+2,k+3,...,5—1,5).
In der Tat ist nach obigen
(k+1L,k+2,...,5—1,j)=(k+1,k+2)o...0(j —1,75) und

(kF+LEk+2,..5-1L4k)=(k+1Lk+2)0...0(—1,j)o(5k)
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und damit

(k,j) = (4, k)
=(k+1,k+2,k+3,...,5— 1) to(k+1,k+2,k+3,...,5—1,5,k)
=0U,j—-1,...,k+3k+2k+1)o(kk+1,k+2k+3,...,5—1,7)

Mittels Graphen sieht man das wie folgt ein:

L]
k

g

Somit 148t sich jeder allgemeine Zyklus als Zusammensetzung von Transpositio-
nen schreiben, die sich seinerseits jeweils als Zusammensetzung zweier Zyklen
mit aufeinanderfolgenden Elementen schreiben lassen und somit ihrerseits Zu-
sammensetzungen von Transpositionen aufeinanderfolgender Elemente sind. [

Beispiel.

Wir berechnen (1,3) und (1,4) nach obiger Formel, (1,3) = (3,2) 0 (1,2,3) =
(3,2)0(1,2)0(2,3) und (1,4) = (4,3,2)0(1,2,3,4) = (4,3)0(3,2)0(1,2)0(2,3)0
(3,4). Permutationen kénnen somit verschiedene Zerlegungen in Produkte aus
Transpositionen haben.

Wir wollen als néchstes zeigen, dafl die Anzahl der Transpositionen in die man
eine fixe Permutation zerlegen kann aber immer gerade oder immer ungerade
ist und man somit von geraden und ungeraden Permutationen sprechen kann.

1.3.28 Definition. Inversionen einer Permutation.

Unter einer INVERSION einer Permutation = versteht man ein Paar (4,j) mit
i < j aber 7(i) > 7m(j). Eine Permutation 7 heift GERADE und man schreibt
sgn(m) = +1, wenn die Anzahl all ihrer Inversionen gerade ist. Andernfalls heifit
sie UNGERADE und man schreibt sgn(w) = —1.

1.3.29 Beispiel.
Die Inversionen der Permutation

/001 23456
™10 21456 3
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sind die mit ‘4’ gekennzeichneten Punkte in der folgenden Tabelle

Njlo[1]2]3]4]5]6
0 —_ =T =1=1=
1 o e e I
) JE U I
3 - =1+
4 — |+
5 +
6

Die Anzahl der Inversionen ist somit 4 und 7 ist gerade.

1.3.30 Lemma. Vorzeichen einer Zusammensetzung von Permutatio-
nen.
Es sei w eine Permutation und o eine Transposition.

Dann ist sgn(o o) = —sgn(mw).

Beweis. Es sei 0 = (a,b) mit a < b. Dann unterscheiden sich die Werte von =
und o o7 nur an den Stellen 7! (a) und 7~!(b), und diese werden ausgetauscht.
Es dndert sich die Eigenschaft Inversion zu sein also hichstens fiir solche Paare
die a oder b im Bild haben. Das Paar (7~ (a), 7=1(b)) &ndert sicher seine Eigen-
schaft Inversion zu sein. Und die iibrigen dieser Paare &ndern ihre Eigenschaft
Inversion zu sein genau dann, wenn der andere Bildpunkt a < 7 (i) < b erfiillt.
Es seien nun p viele der ¢ mit a < w(¢) < b Inversionen mit zweiten Punkt a,
d.h. i < a und g viele mit zweiten Punkt b, d.h. ¢ > b. Da es insgesamt b—a — 1
viele i in 7~ ({a+1,...,b—1}) gibt, sind nach Vertauschen von a mit b gerade
b—a—1—p viele Inversionen mit zweiten Punkt o(a) = bund b—a—1—q viele
Inversionen mit anderen Punkt o(b) = a. Insgesamt hat sich also die Anzahl
der relevanten Inversionen von p+q auf 1+ (b—a—1—-p)+(b—a—1—gq)
gedndert, also um eine ungerade Anzahl +1 4+ 2(b—a —1 — p — ¢g). Somit ist
sgn(o o) = —sgn(m). O

1.3.31 Folgerung. Vorzeichen einer Permutation.

Eine Permutation ist genau dann gerade, wenn sie sich in eine gerade Anzahl
von Transpositionen zerlegen ldft. Das Vorzeichen einer zyklischen Permutation
(ag,az,...,an_1,as) ist (—1). Insbesonders ist sgn(m o o) = sgn(r) -sgn(o) fir
alle Permutationen o und w. Und die Menge A,, der geraden Permutationen der
Ordnung n bildet eine UNTERGRUPPE von S,,, d.h. eine Teilmenge die beziiglich
der Operation der Obermenge selbst eine Gruppe ist.

Beweis. Mittels Induktion folgt aus (1.3.30), dafl eine Komposition von Trans-
positionen genau dann gerade ist, wenn die Anzahl der Faktoren gerade ist. Dies
zeigt die erste Aussage.

Da eine zyklische Permutation (ag, as,...,ax—1,ax) in (ag,a1)o--- o (ak_1,ax)
zerlegt werden kann, also in k viele Transpositionen, folgt auch die zweite.
Mittels Induktion folgt aus (1.3.30) und der Zerlegung von o in Transpositionen,
daf3 die behauptete Formel fiir das Vorzeichen einer Zusammensetzung gilt.
Und, da (+1) - (+1) = +1 und 1/(+1) = +1 ist, folgt, daBl A, := {m € S, :
sgn(m) = 41} eine Untergruppe ist. O

1.3.32 Definition. Symmetrische Abbildungen.
Eine Abbildung f : X™ := X X ... x X — R in n vielen Variablen heifit
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SYMMETRISCH, wenn

f(xlv"'axn) = f(xﬂ'(l)7"' 7x7r(n))

fiir alle Permutationen 7w € S, und alle x1,...,z, € X gilt, d.h. man die Varia-
blen x1,...,x, beliebig vertauschen darf ohne den Funktionswert f(z1,...,z,)
zu dndern. Z.B. sind f(z1,22) = x1 + 22 und f(z1,22) := x1 - 2 symme-
trisch (Man braucht nur mit der Permutation 7 = (1,2) zu testen). Allgemei-
ner ist f(x1,x2,23) := o1 + 22 + x5 und f(x1,29,23) := x1 - T2 - T3 Symme-
trisch, aber auch f(x1, 2, 23) := 1 X2 + 22 x3 + x3 21 (Hier miissen wir bereits
mit den Transpositionen (1,2), (2,3) und (3,1) testen). Noch allgemeiner ist
flay,...xy) = 2?21 m? sowie die ELEMENTARSYMMETRISCHEN FUNKTIONEN

op(T1, ..., my) = Z Tjy e Ly, = Z ij

1<j1<--<jr<n JCA{1,....n} jeJ
[J|=k
fiir alle k,n € N symmetrisch.

Eine Abbildung f: X" := X x ... x X — R heif3t ALTERNIEREND, wenn

Sgn(ﬂ—) f(xla v 7xn) - f(xﬂ'(l)7 oo 7xw(n))

fir alle Permutationen 7 € §,, und alle z1,...,x, € X gilt, d.h. sich der
Funktionswert nur um ein Vorzeichen (nédmlich jenes der Permutation) &ndert,
wenn man die Variablen vertauscht. Z.B. ist f(x1,22) := 1 — x2 alternierend,
denn fiir m = (1,2) ist f(xr1), Tr2)) = f(x2,21) = T2 — 21 = —(21 — 22) =
sgn(m) f(x1,x2). Allgemeiner ist f(x1,z9,23) := (1 — x2) (2 — x3) (1 — x3)
alternierend, denn z.B. fiir 7 = (1,2) erhalten wir

f(xﬂ(l)vxﬂ(2)ax7r(3)) = f(wa,21,23) = (w2 — x1) (21 — 23) (v2 — 23) =

= —(71 — @2) (x2 — x3) (¥1 — x3) = sgn(7) f (w1, 72, 73),

oder noch allgemeiner ist f : (z1,...,2n) = [[;;(zi — ;) alternierend.
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1.4 Die ganzen Zahlen
Descartes nannte die negativen ganzen Zahlen auch “falsche Zahlen”.

1.4.1 Konstruktion von Z.

Um auch fiir natiirliche Zahlen a < b Gleichungen der Form a = b+ x zu l6sen,
benétigen wir ein Inverses (welches wir mit —n bezeichnen) zu jedem n € N\ {0}.
Da in jeder Gruppe das neutrale Element invers zu sich selbst ist, ist —0 = 0.
Somit sollte die MENGE DER GANZEN ZAHLEN durch Z=NU{-n:n>1,n¢€
N} gegeben sein.

Um die Operationen fiir Z ohne Fallunterscheidungen zu definieren, betrachten
wir fiir a,b € N ein Symbol z, (die virtuelle Losung der Gleichung a = b+ z).
Die Menge Z sollte auch als Menge {x, : a,b € N} aller Losungen beschrieben
werden konnen. Wir versuchen nun mit diesen Losungen x zu rechnen. Natiirlich
erwarten wir, daf z,; durch a — b := a + (—b) gegeben ist, wobei —b das (zu
findende) Inverse von b ist. Wegen (b + ') + (zap + o pr) = (b+xap) + (0 +
Tar ) = a+ a sollte x4 p + To by = Tatar p+ir Sein. Dies sieht man auch wie
folgt ein:

La,b + L' b = a— b+ a/ - bl = (a’ + a/) + ((_b) + (_b),)
= (CL + (1/) - (b + b/) = Ta+a’,b+b’ -

Also betrachten wir die Halbgruppe N? = N x N mit der komponentenwei-
sen Addition. Die Abbildung (a,b) — =z, sollte surjektiv N? — Z sein. Nach
Ubungsaufgabe (19) existiert eine bijektive Abbildung von N2/~ — Z auf der
Menge der Aquivalenzklassen bzgl. der Relation (a,b) ~ (a’, V) 1< Tab = Ta’ b/
welche gegeben ist durch [(a,b)]~ — x4, Wir kénnen also virtuelle Losungen
Tqp mit Aquivalenzklassen [(a,b)]~ von Paaren natiirlicher Zahlen identifizie-
ren. Es sollte (a,b) ~ (¢+a,c+0b) sein, denn aus b+x4,, = a folgt (c+b)+ x4 =
c+ (b+z4) = c+a. Also definieren wir (a,b) ~ (a’,b') 1< a+b = b+d’. Dies
entspricht auch der Idee x4, = a — b, denn dann ist z,, = x4 3 genau dann,
wenn a — b = a’ — V', also nach Addition von b+ ¥, wenn a + b = a’ + b ist.

Diese Relation ist mit der Addition vertréiglich (man sagt ~ ist eine KONGRU-
ENZRELATION), denn aus (a,b) ~ (a’,b") und (¢, d) ~ (¢, d’) folgt (a+c¢,b+d) ~
(' +,0+d) da

(a+c)+ b +d)=(a+V)+(c+d)=(a+b)+ (' +d)=(d +)+ (b+d).

Folglich kénnen wir Aquivalenzklassen [(a,b)]~ addieren, indem wir ihre Re-
préridsentanten (=Elemente) addieren.

[(a,0)]~ + [(e; )]~ := [(a+ ¢, b+ d)] ..

Somit erhalten wir eine kommutative Halbgruppe N2/~ mit neutralem Element
0 := [(0,0)]~. Fiir jedes = [(a,b)]~ € Z existiert ein Inverses —z := [(b, a)]~,
denn z+ (—z) = [(a,b)]~ +[(b,a)]~ = [(a+b,b+a)]~ = [(0,0)]~. Also ist N2/~
sogar eine Gruppe, die wir mit gutem Recht als Z bezeichnen kénnten. Allerdings
ist N keine Teilmenge von Z sondern nur injektiv in Z vermége n — [(n,0)]~
eingebettet. Um N wirklich als Teilmenge zu erhalten, kénnte man noch die
Klassen [(n,0)]. durch n in Z ersetzen.

Die Multiplikation auf N erweitert sich ebenfalls zu einer Operation auf N? durch
(a,b) - (a/,b') == (a-a’ +b-V,a-V +a -b). Idee dabei ist (a —b) - (' = V') =
(aa’ + bb') — (ab’ + a'b). Auch diese Operation ist mit ~ vertriglich, denn aus
(a,b) ~ (a', V), also a+b" = a’+b, folgt ac+bd+a’d+b'c = (a+b)c+(a’+b)d =
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(¢ +b)c+ (a+bV)d=ad+bc+a'c+b'd, dh. (a,b) - (c,d) ~ (a',V) - (c,d). Also
ist auch (Z, ) eine kommutative Halbgruppe mit 1 = [(1,0)].... Weiters gilt das
distributiv-Gesetz, d.h. (Z, 4+, -) ist ein kommutativer Ring mit 1.

Allerdings ist (Z, +, -) kein Koérper den aufler 1 hat kein einziges Element = € Z
ein multiplikatives Inverses. Trotzdem ist Z ein INTEGRITATSBEREICH, d.h. es
ist ein kommutativer Ring mit 1, der nullteilerfrei ist.

1.4.2 Unendliche Zifferndarstellung negativer ganzer Zahlen.

Wendet man das {ibliche Verfahren zur Berechnung der Differenz x — y zweier
Zahlen auch im Falle < y an so erhélt man z.B. fiir Dezimalzahlen 123 —321 =
—198 in der Binérdarstellung:

1111011
- 10100 O0O0O01
1111 1 10 1 1 1 01
insbesonders ergibt 0 — 321
0

- 1010 0O0O0O01
1111 1010111111

Diese Folgen sind nach links durch unendlich viele 1’er zu ergédnzen. Die unend-
liche Binérzahlentwicklung einer negativen ganzen Zahl —z erhalten wir also
dadurch, dafl wir in der Bin#rzahlentwicklung von = — 1 an allen Stellen (auch
bei den fithrenden Nullen) 1 und 0 austauschen, oder bei gleicher Wirkung al-
le Stellen von = komplementieren und danach 1 dazuzéhlen. Der Vorteil dieser
Darstellung ist, da3 man bei der Addition, Subtraktion und Multiplikation kei-
ne Fallunterscheidungen mehr machen mufl und Subtraktionen x — y wirklich
als Addition z + (—y) berechnet werden konnen. Der Nachteil, dal man dafiir
unendlich viele Schritte ausfithren muf}; verschwindet am Computer, denn da
haben Zahlen ohnehin iiblicherweise nur eine fixe Maximalldnge (wie z.B. bei
Byte’s von 8 Binérstellen, bei short von 16, bei int(eger) von 32 und bei long
von 64 Binérstellen). Man muf} sich allerdings dazumerken, ob man die Zahlen
als positiv oder moglicherweise als negative Zahlen auffassen will (also UNSI-
GNED oder SIGNED Datentypen spezifizieren). Im “signed” Fall verwendet der
Computer das hochste Bit einer Zahl als Vorzeichen, z.B. bei Bytes:

| biniir | hexadezimal | unsigned byte | signed byte

00000000 00 0 0
00000001 01 1 1
01111110 E 126 126
01111111 7F 127 127
10000000 80 -128 128
10000000 81 -127 129
11111110 FE -2 254
11111111 FF -1 255

1.4.3 Restklassenringe.
Auch die RESTKLASSENRINGE Z,, fiir 0 # m € N sind kommutative Ringe mit
1, wobei die Addition und Multiplikation von Klassen durch

[@]m + [Y)m = [z + y]m
[x}m : [y]m = [a: : y]m
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gegeben sind. Es ist Z,, genau dann ein Integritétsbereich, wenn m eine Prim-
zahl ist: Denn aus m = a - b mit 1 < a,b < m folgt, daB [a],, - [b]m = [a - D], =
[m]m = 0 ist, obwohl [a], # 0 # [b]m. Ist hingegen m eine Primzahl, so ist
0 = [a]m - [b]m = [a - b]m genau dann, wenn m das Produkt a - b teilt, und somit
eine Faktor teilt. Dessen Restklasse ist dann aber 0.

Insbesonders sind Zs und Zs Integrititsbereiche (und sogar Korper, wie wir in
(1.4.7) zeigen werden) Zg4, Z16 und Zasg hingegen nicht einmal Integritéitsbe-
reiche.

1.4.4 Definition. Teiler.

Es sei R ein Integritdtsbereich und a,b € R. Dann heiffit b TEILER von a falls ein
q € R existiert mit @ = bg. Ein GROSSTER GEMEINSAMER TEILER (kurz ¢GT)
von a und b ist ein Element d € R welches a und b teilt, und welches von jedem
anderen gemeinsamen Teiler geteilt wird. Falls 1 ein grofiter gemeinsamer Teiler
ist, so heiflen @ und b RELATIV PRIM.

1.4.5 Proposition. Charakterisierung des ggT.

Die Menge ggT(a,b) der grifite gemeinsame Teiler zweier Elemente a und b
eines Integrititsbereichs erhdlt man durch Multiplikation eines ggT mit allen
EINHEITEN (d.h. invertierbaren Elementen).

In Z ist also der ggT nur bis auf ein Vorzeichen {£1} eindeutig bestimmt.

Beweis. Es sei d ein Teiler von a und w eine Einheit. Dann ist auch ud ein
Teiler von a: Nach Voraussetzung existiert ein ¢ € R mit a = bq. Dann ist
a=bu"tug, also wird a durch u ¢ geteilt.

Sei nun d ein ggT von a und b und w eine Einheit, dann ist ud ebenfalls ein
gg'T von a und b: Nach obigen ist ud ein Teiler von a und b. Sei ¢ ein weiterer
gemeinsamer Teiler von a und b. Dann ist ¢ ein Teiler von d. Da u invertierbar
ist, existiert ©~! und ist auch eine Einheit. Somit ist auch u~' ¢ ein Teiler von
d, d.h. es existiert ein ¢ € R mit d = u~'tq, also ud = tq, somit ist ¢ auch
Teiler von wd.

Sei schliefllich d’ ein weiterer ggT von a und b. Dann teilen sich d und d’ ge-
genseitig, also existieren v’ € R und v € R mit d = d’' v’ und d’ = du, also ist
d' (1 —« u) = 0 und da wir Nullteilerfreiheit vorausgesetzt haben (und Teiler
nicht 0 sind) ist 1 = v/ u, also u eine Einheit mit d’ = ud. 'ed

Euklid’ischer Algorithmus.

Man kann den ggT von a,b € Z wie folgt bestimmen (ohne die aufwendige
Bestimmung der Primfaktorenzerlegung von a und b). Sei dazu O.B.d.A. a >
b > 0. Wir setzen rg := a und r1 := b und berechnen mittels Division mit Rest
rekursiv g und r; mit rg—1 = gr+17% +7x+1 mit 0 < 41 < 7. Nach hochstens
|b| Schritten ist r;41 = 0. Das letzte 7, # 0 ist dann ein ggT d von a und b.

ro =¢q27T1+ T2

1 =q3T2+ 73

Tk—3 = Qk—1Tk—2 T Tk—1
Tk—2 = qkTk—1 + Tk

Th—1 = qr+1 7k +0
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Weiters existieren a’,b’ € Z mit d = a’ a + b'b.

Beweis. Aus der letzten Gleichung der Rekursion folgt, dafi r;_; durch d := ry
geteilt wird, aus der vorletzen, dafl r,_o ebenfalls durch d geteilt wird, und
induktiv, dafl b = r; und schliellich auch a = rg durch d geteilt wird.

Weiters konnen wir die Gleichungen rekursiv bei der vorletzten Gleichung be-
ginnend nach oben fortschreitend auflésen und erhalten:

d=7ry=7Tr—2— QTh-1

=7Th—2 — @k (Th=3 — Qr—1Tk—2) = Th—3 (—qr) + Th—2 (1 — @& qr—1)

=a"r +b'ry
=ad"ri +b" (ro—qar1) =b"ro+ (" =" q2) 1
=ada+bbd

mit gewissen a’, b’ € Z.

Falls ein t € Z sowohl a als auch b und damit die rechte Seite teilt, so teilt ¢
auch die linke Seite d. Also ist d ein ggT von a und b. O

1.4.6 Beispiel.
Wir bestimmen mittels Euklid’ischen Algorithmus den ggT von 209 und 77:
Fortgesetze Division mit Rest liefert:

209 =772+ 55,

77 =55-1+22,
55=22.2 411,
22=11-2+40,

also ist g¢gT'(209,77) = {£11} und

11=55-22-2=55—(77—55-1)-2="55-3—77-2
= (209 —77-2)-3—77-2=209-3—77-8.

1.4.7 Folgerung. Einheiten unter den Restklassen.

Eine Restklasse [a] € Z,, ist genau dann eine FEinheit, wenn 1 ein 99T von a
und m ist, d.h. a und m RELATIV PRIM sind.

Somit ist Zn, genau dann ein Korper, wenn m eine Primzahl ist.

Beweis. Wegen dem Euklid’ischen Algorithmus ist 1 genau dann ein ggT von
aund m, wenn Ja',m' € Z: 1 =a"a+m'm, d.h. [1],, = [@']m - [a]m, also [a]m,
ein (links)-Inverses besitzt. O

Polynome

1.4.8 Definition. Polynom.

Unter einem REELLEN POLYNOM p verstehen wir eine Funktion p : R — R,
welche durch p(z) := Y}_,pr2® mit n € N und gewissen KOEFFIZIENTEN
P € R gegeben ist.

Manchmal ist es giinstiger Polynome als formal unendliche Summen ), pj zk

zu schreiben, wobei halt in Wirklichkeit FAST ALLE Koeffizienten pjy gleich 0
sind, d.h. alle bis auf endlich viele.
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Wir kénnen Funktionen f,g: R — R addieren und multiplizieren:

f+g:z— f(z)+g(z),
frg:xzm f(x)-g(x).

In diesem Sinn sind Summe und Produkt von Polynomen wieder Polynome,
denn

(Z ak Cck) + (; by mk) = Z(ak + by) 2"

k

(;am) . (;bj a;j) — ;aibj Lt Z( 3 aibj)xn

n  itj=n
n
= Z (Z a; bn_z)x"
n =0

Idee beim vorletzten Gleichungszeichen ist, anstelle in der Tabelle

i\j |0 1 2 3
0 aobo aoblx aob2$2 a0b3x3
1 albol‘ a1b1x2 a1b2x3 a1b3x4
2 a2b0$2 a2b1x3 a2b2x4 CLQb3.’E5
3 a3b01‘3 a3b1m4 Cl3b2.735 a3b3x6

nacheinander iiber alle Zeilen zu summieren, besser iiber die Diagonalen mit
gleicher Summe ¢ 4+ j = n zu summieren.

Da reelle Polynome p eindeutig durch ihre Koeffizienten p; beschrieben werden
(siehe (1.4.15)), kénnen wir diese auch als die Teilmenge

{(po,p1,p2,...) € RY : pj = 0 fiir fast alle k € N}

von RY auffassen.

Allgemeiner sei nun R ein kommutativer Ring mit 1 und X eine Menge. Dann
ist auch die Menge RX aller Abbildungen X — R ein kommutativer Ring mit
1 vermoge der Operationen:

f+g:e— f(z)+g(x)
frg:iax— fz)-g(x)

Die Menge {z — po+p1z+ - +paaz™ : n € Nypg,...,pp € R} der POLY-
NOMIALEN FUNKTIONEN bildet einen Teilring mit 1 von RX. Achtung, dieser
ist nicht fiir alle R nullteilerfrei: Fiir R = Zy ist zB. 0 =z —2? =z - (1 — z).
Wir betrachten also besser nur die Koeffizienten und definieren POLYNOME in
R als endliche Folgen (pg, p1,...,pn) von Koeffizienten py,...,p, € R, die wir
uns auch durch 0’en aus R zu einer unendlichen Folge (po,...,pn,0,...) fort-
gesetzt denken diirfen. Man definiert Addition und Multiplikation von solchen
Polynomen analog zu obigen durch

(ao,al,...,an,O,...)+(b0,b1,...,bm70,...) = (a0+b0,a1+b1,...,0,...)
(a07a17...7an707...)-(bo,bl,...,bm,O,...)

= (aobo, aobl + albo,aobg + a1b1 + (IQbQ, ey anbm,O, . )
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Es ist leicht zu zeigen, daf§ dadurch die Menge der Polynome zu einen kommu-
tativen Ring mit 1 wird (man schreibt {iblicherweise R[z] fiir diesen), und wir
werden in (1.4.10) zeigen, daf dies ein Integritétsbereich ist falls R einer ist.

Jedes Polynom (ag, a1, .., a,) kénnen wir natiirlich als polynomiale Funktion
R — R vermége 7 — ag + a1 7+ - - - + a, ™ auffassen. Dies liefert einen Homo-
morphismus (d.h. Abbildung, die mit Addition und Multiplikation vertriglich
ist) R[z] — R, der aber fiir endliche Ringe R nicht injektiv zu sein braucht.
Fiir R = Zs z.B. ist die zum Monom z — z* gehérende polynomiale Funktion
Zo — Zs fiir jedes k > 1 durch die Identitét idz, gegeben.

Man schreibt statt der Folge (po,p1,...) iblicherweise die “formale Summe”
> . Pk @ damit die Formeln fiir die Addition und Multiplikation sich durch
formale Anwendung des distributiv-Gesetzes ergeben.

Der GRAD grad(p) eines Polynoms p # 0 ist der grofite Index k der nicht
verschwindenden Koeffizienten pj diese Polynoms, oder wie man auch sagt der
Index des fithrenden Koeffizienten.

Es ist grad(a + b) < max{grad(a), grad(b)} und grad(a - b) = grad(a) + grad(b)
falls R ein Integritiitsbereich ist. Fiir das Nullpolynom ergébe sich daraus grad(0)
grad(0 - b) = grad(0) + grad(b) fur alle Polynome b # 0. Diese Gleichung in
grad(0) ist in Z nicht lsbar, aber —oo erfiillt sie, also setzt man grad(0) := —oo.

Die Summanden py 2* heifien auch MONOME vom Grad k.

Man schreibt oft R,[x] fir die Menge der Polynome vom Grad kleiner oder
gleich n.

1.4.9 Lemma. Invertierbare Polynome.

Ein reelles Polynom p (oder allgemeiner Polynom mit Koeffizienten in einen
Korper) besitzt genau dann ein multiplikatives Inverses, d.h. ist eine Einheit,
wenn grad(p) = 0, d.h. p konstant aber nicht 0 ist.

Beweis. Sei p eine Einheit, also existiert ein Polynom ¢ mit 1 = ¢-p und somit
ist 0 = grad(1) = grad(q) +grad(p), also ist grad(p) = 0, d.h. p ist konstant. O

1.4.10 Folgerung. Polynomring als Integritéitsbereich.
Falls R ein Integrititsbereich ist, so ist auch der Ring R[x] der Polynome mit
Koeffizienten in R ein solcher.

Beweis. Es seien p # 0 und ¢ # 0 Polynome. Dann ist grad(p) > 0 und
grad(q) > 0 und somit grad(p - ¢) = grad(p) + grad(¢q) > 0, also p - g # 0. O

1.4.11 Bemerkung. Division mit Rest.

Wie bei ganzen Zahlen, kénnen wir auch bei reellen Polynomen (oder allgemei-
ner bei Polynomen mit Koeffizienten in einem Kérper) die Division mit Rest
durchfithren: Wir fassen dazu die Koeffizienten a;, als k-te “Ziffer” von rechts
gezihlt auf. Z.B. ist

(62t 4+ 42 + 522 + 2 +3) = (222 +1) - (322 + 22+ 1) + (—2 + 2),
denn
( +6x* +42® +522 41zt +32°% ) (+222 4+ 02! +12%) =
+62* 4023 +322 =322 +2x+1
0 +4z3 +22% 1zt
44723 +0z2 +22!
0 +2z2 —zl 4320
+222 +0z' +lz!
0 —z' 4227 Rest
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Dies entspricht der Division mit Rest 64513 = 201-321+4(—1)2. Beachte also, da8
bei Polynomen beliebige (auch negative oder rationale oder komplexe) “Ziffern”
auftreten kénnen.

1.4.12 Horner-Schema.

Es sei p ein Polynom p(z) := Y ,_ ay ¥ mit Koeffizienten aus einem Ring R
und £ € R. Division durch z—¢& mit Rest liefert ein Polynom ¢(x) := Z;é by x*
und Rest r € R mit p(z) = q(z) (x — &) + r. Wir versuchen nun eine Formel fiir

Koeffizienten b, und Rest r zu finden. Es ist

Zajxj:p(m)z(x—g)q(x)—i—r:(x—f) ijxj—l—r
J J
:ijxj+1—2bj§xj+r.
J J

Koeffizientenvergleich liefert a, = b,—1, sowie a; = bj_1 —b; { flir n > 5 > 0
und ag = —by £ +r. Daraus ergibt sich die gewiinschte Rekursionsformel by_1 =
ag + &by mit b, := 0 und b_; := r. Dies nennt man HORNER-SCHEMA.

an Ap—1 a1 aon
Ellbnc1=0n | bna=bp1{+an_1|... | bo=b1{+ar | b_1=b&+ag

Setzt man in obige Gleichung ¢ anstelle von x so erhdlt man p(§) = 0-¢(&)+r =r,
also ist der Rest r = b_; der Funktionswert von p an der Stelle &.

Induktive Anwendung liefert das VOLLSTANDIGE HORNER-SCHEMA zur Dar-
stellung eines Polynoms p als Linearkombination von Potenzen von (z —¢), d.h.

p(z) = ZZ:O ek (x — &)k

1.4.13 Definition. Nullstellen.
Unter einer NULLSTELLE einer Funktion f : X — R, versteht man ein £ € X
mit f(£) = 0. Falls f ein Polynom ist, so spricht man auch von einer WURZEL

& von f.

1.4.14 Proposition. Nullstellen und Teilbarkeit.
Es sei p € R[x] ein Polynom und £ € R. Dann gilt:
p(§) =0 < x — & teilt p:

Beweis. Da p(£) gerade der Rest von p bei Division durch x — £ ist, ist dies
offensichtlich. O

1.4.15 Folgerung. Koeffizientenvergleich.

Es sei 0 # p € R[z] ein Polynom vom Gradn und R ein Integrititsbereich. Dann
besitzt p héchstens n Nullstellen. Ist also > _, pk xF = 0 fiir unendlich viedle
(oder zumindestens n + 1 viele © € R), dann sind alle Koeffizienten py, = 0.

Beweis. Es seien &1,...,&, paarweise verschiedene Nullstellen von p. Nach
(1.4.14) wird p von z — & geteilt, also existiert ein Polynom p’ mit p(z) =
(x — &) p'(z). Folglich sind &, ...,&, auch Nullstellen on p’ und mittels In-
duktion folgt p(z) = [ ,(z — &)q(x) fiir ein Polynom ¢ # 0. Damit ist
grad(p) = 32, 1 + grad(q) > n. O

1.4.16 Proposition. Rationale Nullstellen.
FEs seip ein Polynom mit Koeffizienten in Z und ~ eine rationale Nullstelle von
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p mit relativ primen r und s. Dann wird der fiihrende Koeffizient von p durch s
und der 0-te Koeffizient durch r geteilt.

Dies kann dazu verwendet werden die rationalen Nullstellen eines Polynoms
durch Probieren zu finden.

Beweis. Es sei also 0 = Y.}/, pk (r/s)* mit p, # 0 oder dquivalent 0 =
ZZ:O prrF s" 7k Alle bis auf den Term fiir k¥ = 0 sind durch r teilbar, also
auch dieser, d.h. r teilt den niedersten Koeffizienten py. Weiters sind alle bis auf
den Term fiir £ = n durch s teilbar, also auch dieser, d.h. s teilt den fiihrenden
Koeffizenten p,,. O

1.4.17 Proposition. Vieta’scher Wurzelsatz.
Der k-te Koeffizient von H?:1(37 — &) st durch (—=1)" " * o, _p(&1,..., &) gege-
ben, wobei o; die j-te ELEMENTARSYMMETRISCHE FUNKTION ist.

Im Fall n = 2 bedeutet dies (z — &1) - (x — &) = 22 — 2(& + &) + & &o.

Beweis. Wenn man [, (z —¢;) ausmultipliziert erhilt man eine Summe von n-
fachen Produkten, die dadurch entstehen, daf aus jeder der n Klammern jeweils
x oder —¢; gewihlt wird. Der Koeffizient von 2* wird also gerade durch solche
Auswahlen erhalten, wo genau k-mal 2 und immer sonst die entsprechenden —¢;
gewahlt werden. Diese Auswahlen werden also genau durch die n— k-elementigen
Teilmengen J von {{1,...,&,} beschrieben und tragen (—1)"~% [[je;& zum
Koeffizienten bei.

1.4.18 Euklid’ischer Algorithmus fiir Polynome.

Wie fiir ganze Zahlen kénnen wir den Euklid’ische Algorithmus auch dazu ver-
wenden um einen ggT in R[z] zweier Polynome py und p; zu bestimmen. Wir
miissen dazu nur rekursive Division mit Rest ausfithren bis wir bei Rest 0 landen.
Der letzte Rest davor ist dann ein ggT.

Seiz.B.p:x+— x*—1und q: z — 23+ . Fortgesetze Division mit Rest liefert
(@' = 1) = (@* +2) 2+ (—2® - 1),
(2° +2) = (=2® = 1) - (~2) +0,

also ist —z2 — 1 ein ggT von p und ¢ und

2 —1=(z*-1)-1+ (2% +2) (—x).

Komposition von Polynomen.
Wenn wir Polynome als Abbildungen K — K auffassen, so kénnen wir diese
auch zusammensetzen, und erhalten somit allgemein eine Komposition:

(iakxk) o (ibkxk) = iak< v bjwj>k = fckxk,
k=0 k=0 k= j=0 k=0

=0

wobei
n
co = Z ar, bk
k=0

c1 =Y apkbf b
k=1
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Es gilt grad(p o ¢) = grad(p) - grad(q).
1.4.19 Bemerkung. Interpolationspolynom.
Jenes Polynom minimalen Grades, welches an den Stellen xg, ..., z, die Werte

Yo, - - - » Yn hat, heiit INTERPOLATIONSPOLYNOM und ist durch die LAGRAN-
GE’SCHE INTERPOLATIONSFORMEL

L& Myl
pla) ;%Hi;ﬁj(%’_mi)

gegeben.

Beweis. Offensichtlich ist

p(zk) = Zyj pj(xk) = yr, wobei

7=0
i\xr) = —Hi#j (:E _ xi) also
p]( ) L H#J(% . l'i)’ 1

1 firk=j
pj(xk):{ 0 sonst.

1.4.20 Inklusions-Exklusions-Prinzip.

Uaf= = o]y

0£JC{1,...,n} jeJ
Nail= > o"Nal
i=1 JC{1,...,n} jeJ
wobei wir ﬂ Aj := X gesetzt haben.
jeb

Mit |A| bezeichnen wir die Anzahl der Elemente der Menge A.
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Beweis. Wir zeigen die erste Formel mittels Induktion nach n:

(n = 1) ist offensichtlich, denn dann existiert nur ein @ # J C {1,...,n},
némlich J = {1}.

(n=2)Essind AUB = (A\B)U(ANB)U(B\ A) sowie A = (A\B)U(ANDB)
und B = (B \ A) U (AN B) disjunkte Zerlegungen und somit

|[AUB| =|A\ B|+|AnB|+|B\Al=|Al—|ANB|+|ANB|+|B|—|ANB|
= [A]+|B| - [AN B|
(n+1) Es sei C := U?Zl A; und B; := A; N Apy1. Unter Verwendung der

Induktionsannahme fiir die A; und die B; mit 1 < 7 < n erhalten wir aus dem
Fall n = 2:

n+1

U
i=1

=[CUApa| = |Cl+ [Appa| = [C N Anp

= Z (—1)1+|J|‘mAj‘+|An+1|+‘0Bi
jed i=1

0£JC{1,...,n}

= > MO A A= Y (o™ By
0#£JC{L,...,n} jeJ 0#£JC{1,...,n} jeJ

= Y MO Al = 3 D) 40 A
P£JC{1,...,n} jeJ 0£JC{1,...,n} jeJ

- Y Ny

0£JC{1,...,n+1} jed

Die zweite Formel folgt mittels de Morgan’schen Gesetzen aus der ersten, denn

(n]Ag =X\ OAZ». =
=1 =1
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1.5 Die rationalen Zahlen

1.5.1 Konstruktion von Q.

Wir wollen nun nach der additiven Gleichung a = b+ x die uns in (1.4.1) zu
den ganzen Zahlen gefiihrt hat analog die multiplikative Gleichung a = b -z
behandeln. Nur fiir b # 0 diirfen wir die Existenz einer Losung = erhoffen, den
in jedem Ring gilt 0- 2 = 0 fiir alle € R nach (1.2.6). Leider haben wir fiir
Z gesehen, daf} die Gleichung a = b - x genau dann eine Losung x € Z besitzt,
wenn a durch b teilbar ist. Z.B. fiir @ = 1 ist das nur fiir b € {£1} der Fall.

Also versuchen wir wie in (1.4.1) wieder mit virtuellen Losungen x = x4 dies-
mal der Gleichungen a = b - x fiir b # 0 zu rechnen. Analog zum Ubergang von
N auf Z sollte x4 p - Ta/ by = Tq.ar bty S€In und o p = To 1, falls a- ' = a’ - b ist.
Wir definieren also die MENGE DER RATIONALEN ZAHLEN als

Q:=7Zx (Z\{0})/~, wobei (a,b) ~ (a',b') = a-b=a’-b.

Dann ist (Q, -) eine kommutative Halbgruppe mit 1 := [(1,1)]~ und (Q\ {0},-)
eine Gruppe, wobei 0 := [(0,1)]~.

Weiters sollte g + o/ by = Tabrtar-bpty Sein, denn a -0 +a’ - b = (xqp - b) -
O + (g - V) b= (xap + Tarpr) - (b- V). Einfache Rechnungen zeigen, dafl
damit (Q,+, ) zu einem Korper wird, der Kérper der rationalen Zahlen. Man
schreibt natiirlich iiblicherweise ¢ an Stelle von [(a,b)]~. Beachte dabei, daf
wir ganze Zahlen x € Z als spezielle rationale Zahlen vermége der Abbildung

r — 7, Z — Q auffassen konnen.

Kombinatorik (Fortsetzung)

1.5.2 Definition. Kombinationen ohne Wiederholung.

Unter einer KOMBINATION OHNE WIEDERHOLUNG von k vielen Objekten aus
n vielen, versteht man eine Auswahl von k-verschiedenen Elementen aus einer
Grundmenge von n vielen, wobei es auf die Reihenfolge der Auswahl nicht an-
kommen soll. Also wenn z.B. der Vorstand bestehend aus 3 gleichberechtigen
Personen, deren jeweilige Aufgaben/ Amter nicht explizit festgelegt sind, eines
Vereins mit 100 Mitgliedern gewihlt werden soll (ohne das Amterkummulierung
zuliissig), so ist eine Kombination ohne Wiederholungen von 3 aus 100 zu be-
stimmen.

Kombinationen ohne Wiederholung von k£ aus n werden also gerade durch k-
Elementige Teilmenge einer n-Elementigen Menge beschrieben.

1.5.3 Proposition. Anzahl der Kombinationen ohne Wiederholung.

Die Anzahl der Kombinationen ohne Wiederholung von k vielen Objekten aus
n wvielen ist gerade der BINOMIALKOEFFIZIENT

n '_(n)k_kn—j+1_ n!
(k) "W‘E i kl(n—k)

Beweis. Der Unterschied zwischen Variationen und Kombinationen ohne Wie-
derholung besteht gerade darin, dafl es bei ersteren auf die Reihenfolge der
Auswahlen ankommt. Aus jeder Auswahl einer Kombination ohne Wiederho-
lung kann erhélt man etliche Variationen ohne Wiederholung indem man die k
gewihlten Elemente irgendwie anordnet. Dafiir gibt es nach (1.3.20) gerade k!
viele Moglichkeiten. Wenn wir also die Anzahl der Kombinationen mit (Z) be-

zeichnen, dann ist die Anzahl der Variationen (n), = k!-(}), also (}) = (T,?,’“ . O
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Beachte, daf} es genau eine Moglichkeit gibt aus n-Elementen keines Auszuwéhlen,
némlich die leere Menge, also ist (§) = 1.

1.5.4 Folgerung. Binomsche Lehrsatz.

Fiirn € N ist
n
n __ n n—k_ k
=3 (1 )ar by
k=0
Beweis. Ausmultiplizieren von (z + y)” = (x +y) - -+ - - (z + y) vermoge dem

distributiv-Gesetz funktioniert so, dafl man aus jeder der n Klammern jeweils
x oder y auswéhlt, die gewdhlten Variablen miteinander multipliziert und die
Summe iiber alle diese Auswahlen bildet. Um die jeweiligen Produkte zu be-
stimmen geniigt es festzustellen wie oft (sagen wir k mal) y gewihlt wurde.
In den anderen n — k vielen Klammern wurde dann = gewéhlt, also ist (wegen
Kommutativgesetz) das Produkt 2"~ *y* und die Anzahl der Moglichkeiten bei
den n-Klammern gerade k mal y zu wihlen wird gerade durch Kombinationen
ohne Wiederholung von & (den Klammern wo wir y gewéhlt haben) aus n-vielen
(Klammern) beschrieben. Also folgt die Formel. O

1.5.5 Lemma. Rekursionsformel fiir Binomialkoeffizienten.
n n _ (n+1
() + () = Gh)
Veranschaulichen kann man diese Rekursionsformel durch das Pascal’sches Drei-

eck, in welchen sich die Eintragungen als Summe des direkt dariiber sowie des
links dariiberstehenden Elements ergeben:

(o)

(o)
o)
(o)

2
0
3
0

()

(8 G ()

Beweis. Dies lafit sich leicht mit Induktion zeigen, oder indem man beach-
tet, daB k + 1-elementige Teilmengen von {0,...,n} eingeteilt werden kénnen
in solche die n nicht enthalten und somit k + 1-elementige Teilmengen von
{0,...,n — 1} sind und solche die n enthalten und somit eindeutig als Vereini-
gung von {n} und einer k-elementige Teilmenge von {0,...,n — 1} geschrieben
werden konnen. O

1.5.6 Bemerkung.

Beachte, dal Kombinationen ohne Wiederholung von k-Elementen aus der Men-
ge {0,1,2,...,n—1}, also k-elementige Teilmengen {xzq,...,z5—1} C{0,...,n—
1}, 0.B.d.A. so geschrieben werden kénnen, dafl z¢p < --- < xp_1, also gerade
durch streng monoton wachsende Folgen von k natiirlichen Zahlen 0 < 2y <
-+ < xp_1 < n beschrieben werden kénnen.

1.5.7 Definition. Kombination mit Wiederholung.
Unter einer KOMBINATION MIT WIEDERHOLUNG von k vielen Objekten aus n
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vielen, versteht man eine Auswahl von k& Elementen aus einer Grundmenge von
n vielen, wobei es auf die Reihenfolge der Auswahl nicht ankommen soll, und
man durchaus auch mehrmals gleiche Elemente wéhlen kann. Man spricht auch
von Auswéhlen mit Zuriicklegen.

1.5.8 Bemerkung.

Jede Kombination mit Wiederholung von k vielen Objekten aus n vielen wird
also durch zg,...,2x—1 € {0,...,n — 1} beschrieben, wobei wir verschiedene
Reihenfolgen der xg, ..., x;_1 als gleichbedeutend ansehen miissen. Wir kénnen
aber wie bei Kombinationen ohne Wiederholung die natiirliche Reihenfolge g <
-+« < xp_1 benutzen, und somit Kombinationen mit Wiederholung als monoton
wachsende Folgen von natiirlichen Zahlen 0 < zg < --- < x,_1 < n auffassen.

1.5.9 Proposition. Anzahl der Kombination mit Wiederholung.
Die Anzahl der Kombinationen mit Wiederholung von k vielen Objekten aus n
vielen ist (”H]:H).

Beweis. Wir konnen aus jeder Kombination mit Wiederholung aufgefafit als
monotone Folge 0 < zg < --- < i1 < n eine streng monotone Folge 0 < yo <
s < Yp—1 < n+k—1vermdge y; := x; + ¢ machen. Umgekehrt kénnen wir aus
jeder solchen streng monoton wachsenden Folge von y’s eine monoton wachsende
Folge von z’en zuriickgewinnen, indem wir x; := y; — i setzen. Also entsprechen
den Kombinationen mit Wiederholung von k aus n gerade die Kombinationen
ohne Wiederholung von k aus n + k — 1, von welchen es ("H,j_l) viele nach
(1.5.3) gibt.

Beispiel.

Es werden in einer Ubungsstunde 10 Beispiele von gewissen der anwesenden 20
StudentInnen gerechnet. Wieviele Moglichkeiten bestehen dafiir, wenn es nur
darauf ankommt dranzukommen, aber nicht welches Beispiel man rechnet.
Antwort: Kombinationen mit Wiederholung von 10 aus 20, also (20+1100_1) =
20030010.

Zusammenfassung.
Wir haben also folgende Anzahlen fiir Auswahlen von k aus n bestimmt:

mit Wiederholung | ohne Wiederholung

mit Reihenf. (Variationen) nk (n)g
ohne Reihenf. (Kombinationen) (”‘H]j_l) (2

Elementare Wahrscheinlichkeitstheorie

1.5.10 Definition. Wahrscheinlichkeit.
Es sei eine Menge X moglicher und gleich-wahrscheinlicher Ereignisse gegeben.
Also z.B. {Kopf, Zahl} bei Werfen einer Miinze, oder {1, 2, 3,4, 5,6} bei Werfen
eines Wiirfels, oder {0,1,2,3,...,36} beim Roulette. Sei E eine Teilmenge von
X. Die WAHRSCHEINLICHKEIT P(FE) dafiir, daf§ ein Ereignis aus E eintritt ist
per Definition 5]

E

P(E): X[

also der Quotient aus der Anzahl der giinstigen Fille (d.h. der Félle aus E) divi-
diert durch die Anzahl aller méglicher Félle die auftreten konnen. Voraussetzung
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fiir diese Definition ist allerdings, daf§ die einzelnen Fille gleichwahrscheinlich
sind!

Offensichtlich ist 0 < P(E) < 1. Es ist P(F) = 1, wenn E ein sicher( eintre-
tend)es Ereignis ist; und P(E) = 0, wenn E ein unmégliches Ereignis ist.

So ist z.B. beim einmaligen Wiirfeln, ein einzelner Fall gerade ein einzelner Wurf,
der durch die oben liegende Ziffer des Wiirfels beschrieben werden kann. Es gibt
also 6 mogliche Fille. Sei nun das Ereignis E gegeben, dafl die Augenzahl gerade

ist, dann sind die Félle 2, 4 und 6 giinstig und somit P(E) = 3 = 3.

Beim Roulette hingegen ist die Anzahl der moglichen Fille 1 + 36 und die fiir
“rouge” (=rot) gerade 18, somit P(E) = 33 ~ 0.4865.

Beachte jedoch, dafi es beim Werfen 2’er Miinzen (oder auch beim zweima-
ligen Werfen einer Miinze) 4 mogliche Fille gibt: (Kopf,Kopf), (Kopf,Zahl),
(Zahl,Kopf), (Zahl,Zahl). Wenn wir also die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
E, daf genau eine Zahl kommt, bestimmen, so ergibt sich P(E) = % = %, und
nicht ein Drittel wie an vielleicht félschlich wie folgt vermuten kénnte: Es gibt
3 Fille: Keinmal Kopf, genau einmal Kopf und zweimal Kopf. Einer davon ist
giinstig, also P(EF) = % Diese Argumentation ist falsch, denn genau einmal
Kopf zu werfen, kann auf zwei Arten zustande kommen, nédmlich dadurch, dafl
die eine oder (ausschliesend) die andere Miinze auf Kopf fillt. Es ist also doppelt

so wahrscheinlich als, dafl beide Miinzen auf Kopf fallen.

1.5.11 Additionssatz.
P(E,UEsy) = P(Ey) + P(E3) — P(E1 N Ey).

Beweis. Dies folgt aus |Ey U Fa| + |E1 N Es| = |E1| + |Eal. O

Beispiel.

Z.B. ist die Wahrscheinlichkeit bei 2 maligen Wiirfeln mindestens einen 6’er
zu haben wie folgt bestimmbar. Die Wahrscheinlichkeit P(E;) beim i-ten Wurf
einen 6’er zu Wiirfeln ist 1/6. Die Wahrscheinlichkeit P(E; N Es) bei beiden
Wiirfen einen 6’er zu Wiirfeln ist 1/36, also ist P(FUE2) =1/6+1/6—1/36 =
11/36. Dies héitten wir natiirlich auch recht schnell durch Abzéhlen der giinstigen
Falle erhalten.

1.5.12 Satz iiber das Komplementéirereignis.
P(E°)=1-P(E).

Beweis. Wegen X = FU E° und EN E° = () folgt dies aus dem Additionssatz.
|

Beispiel.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl mindestens zwei Personen auf einer Party
mit n Personen am gleichen Tag Geburtstag haben berechnen wir wie folgt. Das
komplementére Ereignis, dafl keine 2 der Personen am gleichen Tag Geburtstag
haben ist 365'364"56;265_”“). Bereits bei n = 23 ist dies ~ 0.4927 also ist die
Chance fiir 2 mit gleichen Geburtstag bereits mehr als 50%.

1.5.13 Definition. Bedingte Wahrscheinlichkeit.

Unter der BEDINGTEN WAHRSCHEINLICHKEIT P(E/Ey) versteht man die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dafl das Ereignis F eintritt, wenn man schon weif3; dafl das
Ereignis Ey eintritt (oder eingetreten ist).
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7.B. sei beim zweimaligen Werfen einer Miinze Ey das Ereignis, dafl die erste
Miinze auf Kopf fallt und E das Ereignis, daf} die zweite Miinze auf Kopf fllt.
Dann héngt E offensichtlich nicht von Eq ab, also ist P(E/Ey) = P(E).

Hingegen ist beim zweifachen Ziehen einer Karte aus 4-8 Karten (ohne die erste
zuriickzustecken) die Wahrscheinlichkeit, dafl die erste Karte ein As ist 4%48 = %.
Jene, daf} die zweite ein As ist hdngt nun aber davon ab ob wir bereits ein As
gezogen und somit entfernt haben, dann ist sie 483—71 = 331 < , oder ob wir

beim ersten Zug kein As erwischt haben, dann ist sie 4_8471 = % > =

1.5.14 Satz iiber die bedingte Wahrscheinlichkeit.
Es ist P(E/Ey) = P(EN Ey)/P(Ey).

Beweis. Es ist P(E/Ey) = |[ENEy|/|Eo| = (|IENEo|/|X])/(|Eol/|X]) = P(EN
Eo)/P(Ep). O

Diese Formel kann umgekehrt verwendet werden, um die Wahrscheinlichkeit fiir
das Eintreffen zweier Ereignisse F7 und Fy wie folgt zu bestimmen:

1.5.15 Multiplikationssatz.
Esist P(EyNEsy) = P(E,)-P(E2/E1). Genau dann wenn Ey und Es unabhingig
voneinander sind, d.h. P(E1) = P(E1/E2) gilt, ist P(E1NEy) = P(Ey)-P(Es).

Beweis. Die allgemeine Formel folgt sofort aus der Formel fiir die bedingte
Wahrscheinlichkeit. Die spezielle Formel P(E; N Ey) = P(Ey) - P(E2) gilt somit
genau dann, wenn P(E;) = P(E,/E3) gilt, d.h. dafl die Wahrscheinlichkeit von
FE iibereinstimmt mit jener von E; unter der Voraussetzung, daf3 E5 eingetreten
ist, also E; unabhéngig von Fs ist. O

Beispiel.

Die Wahrscheinlichkeit P(E4) bei einem Kartenspiel von 32 Karten ein As zu zie-
hen ist 55. Ist die gezogene Karte ein As, so ist die Wahrschemhchkelt P(Ey/En)
beim Zlehen einer weiteren Karten wieder ein As zu zichen 3 57+ Die Wahrschem—
hchkelt zwei Asse zu ziehen ist somit P(E1NEy) = P(Ey)-P(Ey/Ey) = o5 -2 =

32 31

Vergleiche dies auch mit der Rechnung im Beispiel nach (1.5.12).
1.5.16 Formel fiir totale Wahrscheinlichkeit.
ECFEU---UE, = P(E ZP P(E/E;),

wobei U fiir eine Vereinigung disjunkter Mengen steht.

Beweis. Es ist E = EN||; B; =|;(£N E;) und somit

=Y P(ENE)) ZP P(E/E;)

1.5.17 Formel von Bayes.

P(Ei) - P(E/E;)
>.; P(E;) P(E/E;)

ECEU---UE, = P(E;/E) =
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Beweis.
P(E)-P(E/E;))=P(ENE;))=P(E;,NE)=P(E)- P(E;/E)
= (ZP P(E/E)) - P(E:/E)

1.5.18 Beispiele.

Die Wahrscheinlichkeit bei Wiirfelpokern eine grofie Strafie zu Wiirfeln kénnen
wir wie folgt bestimmen. Es gibt 6° moglichen Fille fiir die 5 Wiirfe. Ein
giinstiger wire 10,B,D,K A fiir 1.,2.,3..4. und 5 Wurfel aber auch jede andere
der 5! Anordnungen ist giinstig, also ist P = 65 = m ~ 0.015.

Die Wahrscheinlichkeit bei Kartenpokern (wobei das Kartenspiel aus 9, 10, B,
D, K, A in den 4 Farben bestehen soll) eine grofie Strafie zu erhalten kann wie
folgt bestimmt werden: Die Wahrscheinlichkeit P(E7) als erste Karte ein As zu
erhalten ist %, jene P(E,/ El) fiir die zweite Karte einen Konig zu erhalten,

wenn dle erste ein As war ist ;. Die Wahrscheinlichkeit P(E1 N E3) ist somit

4
16 To—1 6 7. Jene, daff dann die 3.te Karte eine Dame ist, ist ;75— 6 5, und somit ist

die Wahrsche1nhchke1t, dafl dle ersten 3 Karten (A4, K, D) in dieser Reihenfolge

sind, gerade R . 4_64_1 . 46 5. Das wir (4, K, D, B,10) in dieser Reihenfolge

erhalten hat analog die Wahrscheinlichkeit

4 4 4 4 4
4-6 4-6—-1 4.-6—-2 4-6—-3 4-6—-4

Und da es uns auf die Reihenfolge der Karten nicht ankommt erhalten wir
insgesamt als Wahrscheinlichkeit
4 4 4 4 4 128

5l —— . . . = ~ 0.024
4-6 4-6—-1 4.-6-2 4-6—-3 4-6—-4 5213

Bei 4 - 9 Karten wére das entsprechend

o4 4 4 4 412
36 36-1 36-2 36-3 36-4 129591

Bei 4 - 5 Karten wire das entsprechend

4 4 4 4 4 64

5l.— . — ... =
20 19 18 17 16 969

~ 0.066

Die Wahrscheinlichkeit beim Wiirfelpoker ein full-hand mit sagen wir 2 Assen
und 3 Konige zu wiirfeln kénnen wir analog wie folgt bestimmen: Ein giinstiger
(der 65 moglichen) Wiirfe wire A, A, K, K, K. Es gibt soviel Umordnungen die-
ses Falles wie 2-elementige Teilmengen der Plétze 1 bis 5 die den Positionen
der Asse entsprechen, also ist die Wahrscheinlichkeit (g) 6% = % ~ 0.0013.
Es gibt 6 - 5 verschiedene Arten von full houses also ist die Wahrscheinlichkeit

irgendein full-house zu wiirfeln 6 - 5 - 3888 6 48 ~ 0.039.

Beim Kartenspiel hingegen erhalten wir als Wahrscheinlichkeit von 2 Assen und
3 Kénigen

4 4 2 1
(5>-—- LA 3 = ~ 0.00056

2) 4.6 4-6-1 4.6—-2 4.-6-3 4-6—-4 1771

und somit fiir irgend ein full-house 30 - ~ 0.017.

1771
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1.6 Die reellen Zahlen

Von Stiefel stammt folgendes Zitat aus dem Jahre 1544:

So wie eine unendliche Zahl keine Zahl ist, so ist eine irrationale
Zahl keine wahre Zahl, weil sie sozusagen unter einem Nebel der
Unendlichkeit verborgen ist.

1.6.1 Unlésbare Gleichungen in Q.

Es ist Q ein Korper, ja sogar ein angeordneter Korper, und so dachten die al-
ten Griechen (genauer die Pythagoriier) damit auch das Auslangen zu finden,
d.h. daf} sich alle relevanten Groflen als Verhéltnisse ganzer Zahlen beschreiben
lassen. Insbesonders sollte dies auch fiir die Diagonale eines Quadrats mit ra-
tionalen oder zumindestens mit Seite 1 gelten. Nach dem Satz von Pythagoras
ist nun d2 =124+ 12 = 2, also d = V2.

Es gelang nun Hippasos von Metapont im 5.Jh. v.Chr. zu zeigen, da v/2 keine
rationale Zahl ist, die Losung der Gleichung z? := x -z = 2 also in Q nicht
gefunden werden kann, und dafiir wurde er von den Pythagoriern bei einer
Bootsfahrt ertréinkt.

Beweis. Indirekt. Angenommen v/2 € Q, d.h. es existieren ganze Zahlen p, ¢ € Z
mit ¢ > 0 und /2 = %. dabei diirfen wir annehmen, dafl der Bruch soweit wie
moglich gekiirzt ist, also p und ¢ relativ prim sind. Es ist 2 = \/52 = (%)2 = Z—z,
also 2¢% = p?. Da 2 die linke Seite teilt, mufl auch die rechte Seite durch 2 teilbar
sein, und somit p gerade sein, also ist p’ = p/2 € Z. Dann ist aber 2¢% = (2p’)?
und somit 2(p’)2 = ¢2. Da 2 auch diese linke Seite teilt ist ¢/ = ¢/2 € Z
und somit 2 ein gemeinsamer Teiler von p und ¢, ein Widerspruch zu ihrer
Teilerfremdheit. O

Es gibt also Liicken in Q, d.h. Punkte auf der Zahlengeraden, die nicht rational
sind. Wie kénnen wir dieser Punkte Frau werden. Anstelle diese Punkte direkt
anzugeben konnen wir sie auch durch die beiden Teilmengen beschreiben, in die
Q zerfiillt, wenn man es dort zerteilt. Fiir jedem Punkt ¢ der Geraden kénnen
wir also die Menge R := {z € Q : t < x} der rechts liegenden rationalen Punkte
und auch die Menge L := {z € Q : < t} der links liegenden rationalen Punkte
betrachten. Diese beiden Mengen bilden eine Zerlegung {L, R} von Q mit VI € L
Vr € R: I < r. So etwas nennt man einen DEDEKIND’SCHEN SCHNITT von Q,
und dieser ist bereits durch die Menge ) # R C Q ohne kleinstes Element und
mit der Eigenschaft »r € R, r < x € Q = z € R eindeutig bestimmt, denn dann
ist L:=Q\Rund aus! € L, r € R folgt | < r, denn andernfalls wire [ > r und
somit /€ R=Q\ L.

Man nennt eine Zahl ¢ SCHNITTZAHL des Dedekind’schen Schnittes, wenn VI €
LVreR:I<t<rgilt.

1.6.2 Proposition. Eindeutigkeit der Schnittzahl.
Die Schnittzahl jedes Dedekind’schen Schnittes ist eindeutig bestimmt (sofern
sie existiert).

Beweis. Es seien t und ¢’ zwei Schnittzahlen d/es Dedekind’schen Schnittes
(L,R). O.B.d.A. sei t < t'. Dann erfiillt x := % die Ungleichung t = % <

% =z< % =t'. Da t eine Schnittzahl ist, ist x € R und weil ¢’ eine ist,
ist x € L, ein Widerspruch zu LN R = (. O
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1.6.3 Definition. Vollstindig angeordneter Korper.
Unter einem VOLLSTANDIGEN ANGEORDNETEN KORPER versteht man einen an-
geordneten Korper fiir den jeder Dedekind’sche Schnitt eine Schnittzahl besitzt.

Der angeordnete Korper Q der rationalen Zahlen ist kein vollstédndig angeord-
neter Kérper, wie der Dedekind’sche Schnitt fiir v/2 zeigt.

Hingegen sollte R ein vollstéindig angeordneter Korper sein.

1.6.4 Konstruktion von R.
Die MENGE DER REELLEN ZAHLEN definiert man nun als

R :={R: R ist Dedekind’scher Schnitt in Q}.

Offensichtlich kann man jede rationale Zahl r € Q als Dedekind’schen Schnitt
{r € Q: x> r} auffassen. Als Erweiterung zur Ordnung der rationalen Zahlen
definiert man ein Ordnung auf R durch R < R’ << RD R'.

Wir kénnen nun zeigen, dafl R seinerseits keine Liicken mehr aufweist:

1.6.5 Vollstindigkeit von R.
FEs set R C R nach unten beschrinkt und nicht leer. Dann existiert das INFIMUM
inf(R) von R, d.h. die grifite untere Schranke von R.

SUPREMUMSPRINZIP. Es sei R C R nach oben beschrdankt und nicht leer. Dann
existiert das SUPREMUM sup(R) von R, d.h. die kleinste obere Schranke von R.

Beweis. Sei also ) # R C R nach unten beschrinkt. Als einziger moglicher
Kandidat fiir inf R kommt nur |JR in Frage, denn nach (1.1.5) ist dies die
grofite Teilmenge von Q die alle R € R als Teilmengen enthélt. Es ist R € R,
d.h. ein Dedekind’scher Schnitt: Wegen R # Qund R € R = R# D ist UR # 0.
Sei Ry € R eine untere Schranke von R, d.h. Ry 2 R fiir alle R € R. Dann
ist Rg # Q und somit auch |JR C Ry ungleich Q. Sei nun Q > r € [JR und
r < x € Q. Dann ist r € R fiir ein R € R und somit auch x € R C JR.
Schliefllich besitzt R kein kleinstes Element rq € Q, denn ein solches ldge in
einen R € R und wire damit auch kleinstes Element von R.

Fiir den zweiten Teil betrachten wir —R := {—z : € R}. Dies ist nach unten
beschréinkt, besitzt also nach dem ersten Teil ein Infimum, und offensichtlich ist
sup(R) = —inf(—R). O

R als vollstédndig angeordneter Koérper.
Weiters erweitert man die Grundrechnungsarten fiir rationale Zahlen nun auf
reelle Zahlen durch

R+ R :={a+d :a€R,d € R} und
R-R :={a-d :a€R,a € R'} falls R, R > 0.

Wegen (—z)y = —zy = x(—y) ergibt sich daraus auch eine Definition fiir R - R’
in allen anderen Fillen. Mit etwas Ausdauer kann man nun nachweisen, daf3 R
ein angeordneter Korper ist.

Man kann weiters zeigen, daf§ R bis auf Isomorphie, d.h. Umbenennung seiner
Elemente, der einzige vollstdndig angeordnete Korper ist: Sei R ein beliebiger
vollstindig angeordneter Korper. Dazu zeigt man zuerst, daf3 die rekursiv defi-
nierte Abbildung n +— Y, 1 eine injektive Abbildung von N nach R injektiv
ist und die Addition Multiplikation und Ordnung entsprechend iibersetzt. Diese
Abbildung 148t sich dann zu einer injektiven und monotonen Abbildung zuerst
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auf Z und dann auf Q erweitern und schliellich, wegen der vollsténdigen An-
geordnetheit auch zu einer solchen R — R. Man zeigt schluflendlich, daf} diese
Abbildung die gesuchte Bijektion darstellt.

1.6.6 Satz von Archimedes und Eudoxos.
SATZ VON ARCHIMEDES: N ist nach oben unbeschrdnkt.
SATZ VON EUDOXO0S: Ve >0 30<neN: 1 <e

Es gibt also beliebig grofle natiirliche Zahlen und beliebig kleine positive Kehr-
werte natiirlicher Zahlen.

Beweis. Satz von Archimedes: Andernfalls wire N nach oben beschrinkt und
besifle wegen der Vollstéandigkeit ein Supremum o := sup(N). Dann wire aber
auch o — 1 eine obere Schranke von N, denn aus Vn e N:n <o folgt n+1 <o
fiir alle n € N, also n < o — 1. Dies ist ein Widerspruch dazu, dafl o die kleinste
Schranke ist.

Satz von Eudoxos: Andernfalls ware % > ¢ fiir alle 0 < n € N und somit n <
fiir alle n € N, also N nach oben beschriankt, ein Widerspruch zum Satz vo
Archimedes.

B ool

O

1.6.7 Folgerung. Existenz der Wurzel.
Die QUADRATWURZEL von « > 0 existiert in RT := {z € R: z > 0}.

Entsprechendes kann man auch fiir die n-TE WURZEL positiver Zahlen a zeigen,
und man schreibt {/a oder auch a'/" fiir diese.

Beweis. Es sei R := {# > 0 : 22 > a}. Dann ist R # 0, denn nach dem
Satz von Archimedes existiert sogar ein n € N mit 0 < a < n < n?. Weiters
ist R nach unten durch 0 beschrankt. Wegen (1.6.5) existiert also das Infimum
t := inf(R) > 0. Bleibt zu zeigen, dafl t? = « gilt (also t = /« ist).
Angenommen t?> < «, dann betrachten wir ¢ + % und erhalten (¢t + %)2 =
P+2t+ L =2+ 12+ ) <P+ 12t +1) <afUrnmit L < g‘t;ﬁ, welche
nach dem Satz von Eudoxos existieren. Damit wére t + 1+ ¢ R und somit auch
eine untere Schranke von R, denn aus 22 > o > (t + 1)? folgt (wie man leicht
sieht), da8 # >t + L ist. Dies ist ein Widerspruch zu t = inf(R).

Angenommen ¢?> > . Dann betrachten wir ¢ — % > 0 und erhalten (¢t — %)2 >

t? — 12t > o fiir n mit & < min{z, tz;to‘}, welche wieder nach dem Satz von
FEudoxos existieren. Somit ist ¢ — % € R und t keine untere Schranke, erneut ein
Widerspruch zu ¢ = inf(R).

Verbleibt also nur die Moglichkeit ¢ = a. O
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1.7 Die komplexen Zahlen
Von Leibniz stammt folgende Aussage aus 1702:

...imagindre Wurzeln als feine und wunderbare Zuflucht des gott-
lichen Geistes, beinahe ein Zwitterwesen zwischen Sein und Nicht-
sein.

Bzw. Euler 1768:

... dieselben ohnmogliche Zahlen sind. Der Begriff von solchen Zah-
len, welche ihrer Natur nach ohnmoglich sind und gemeiniglich ima-
ginére Zahlen oder eingebildete Zahlen genannt werden, weil sie blof3
allein in der Einbildung statt finden.

1.7.1 Bemerkung. Probleme mit Wurzel.
Keine Losung von 22 = —1 liegt in R.

Beweis. Angenommen eine Losung, die wir mit ¢ bezeichnen, liegt in R. Dann
ist —1 =42 > 0 und somit 1 < 0, ein Widerspruch zu (1.2.6). O

1.7.2 Definition. Kérper der komplexen Zahlen.

Wir betrachten folglich eine virtuelle Lésung i (die sogenannte IMAGINARE EIN-
HEIT) von i? = —1 und versuchen damit herumzurechnen. Insbesonders sollten
wir reelle Zahlen hinzuaddieren und hinzumultiplizieren kénnen, also Ausdriicke
der Form a+ i b bilden kénnen. Da das kommutativ- und das distributiv-Gesetz
auch hier gelten sollte ergibt sich

(a+ib)+(a +ib)=(a+a)+i(b+b) und
(a+ib)-(a' +ib')=a.a +ibad +aib +ibib =a.a +iad' b+ial — bl
= (ad —bb') +i(ab +a'b).

Somit definieren wir die MENGE DER KOMPLEXEN ZAHLEN durch C := {a+ib:
a,b € R} mit Addition (a+ib)+(a’+ib) := (a+a’)+i (b+b') und Multiplikation
(a+ib)-(a +ib) := (ad —bV) + i(al + a’b) und erhalten den Korper
der komplexen Zahlen. Man nennt a den REALTEIL PRe(z) der komplexen Zahl
z = a+ibund b den IMAGINARTEIL Jm(z) von z. Das multiplikative Inverse ist
dabei durch (a+ib)~! = ﬁ = (a+i‘;;(is_ib) = a?izﬂ - ia2-l|)-b2 gegeben. Formal
einwandfreier konnen wir C auch mit R?, d.h. a +ib mit dem dem Punkt (a,b)
in der Ebene mit KARTESISCHEN KOORDINATEN a und b identifizieren, und
Addition und Multiplikation durch

(a,b) + (a', V) == (a+d' b+ 1)
(a,b) - (a',b") :== (aad’ — bl ,ab + a’b)

definieren, und nun die Kérperaxiome nachzuweisen. Um z.B. die Existenz mul-
tiplikativer Inverser zu zeigen, mufl man zu gegebenen (a, b) # (0, 0) einen Punkt
(a’, ") finden mit (1,0) = (a’,¥)-(a,b) = (¢’ a—'b)+i(a’ b+ad'), also folgendes
Gleichungssystem l6sen:

ada-btb=1

adb+al =0
Fiir b # 0 ergibt sich aus der letzten Gleichung o' = —“Tb/ und durch Einsetzen
in die erste —“Tb/a—b’b =1,also b/ = —ﬁ und somit a’ = § ﬁ = =4
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a'b
a

Fiir b = 0 ist a # 0 und man erhiilt die selbe Losung indem man zuerst b’ = —
errechnet.

Die Addition von komplexen Zahlen als Punkten in der Ebene entspricht so-
mit der Addition der (Orts)vektorenen. Also ist die Addition mit einer fixen
komplexen Zahl a + i b die Translation um den Vektor mit Koordinaten (a.b).

i]RA

a’ a Z+2Z

z'=a’+1ib)

b’

a+ib=z

a’

7 |
a a R

Um auch die Multiplikation mit komplexen Zahlen geometrisch zu beschreiben
benotigen wir POLARKOORDINATEN, d.h. wir legen Punkte nun durch den Ab-
stand r vom 0-Punkt und den Winkel ¢ von der z-Achse zum Ortsvektor fest.
Die kartesischen Koordinaten eines Punktes erhalten wird dann wie folgt aus
den Polarkoordinaten:

z =1 cos(p), y =r sin(p),

also
z=x+ iy =r(cos(p)+i sin(yp))

die POLARZERLEGUNG von z. Umgekehrt ist nach Pythagoras r = /x2 + y2
und tang = ¥ also ¢ = arctan(¥) falls z > 0 und ¢ = arccot(y) falls y > 0
bzw. ¢ = m + arctan() falls < 0 und ¢ = 7 + arccot ¢ falls y < 0. Beachte
jedoch, dafl der Winkel ¢ fiir den 0-Vektor vollig willkiirlich ist, und fiir andere
Punkte auch nur bis auf Addition von 27 festgelegt ist.

i]RA

z=a+ib

r=va? + b?

b=r sin (@)

p=arctan (

b
=)

!
R

a=r cos ()

Die Multiplikation mit einer komplexen Zahl mit Polarkoordinaten (r,¢) ist
nun gerade die DREHSTRECKUNG um den Winkel ¢ und den Streckungsfaktor
r, d.h. Ein Punkt mit Polarkoordinaten (', ¢’) wird durch Multiplikation mit
(r,p) auf den Punkt mit Polarkoordinaten (rr’, ¢ + ¢’) abgebildet.
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Rechnet man obige Beschreibung der Multiplikation komplexer Zahlen von Po-
larkoordinaten auf kartesische Koordinaten um so erhélt man:

rr' cos(p +¢') = Re((z +iy) (' +iy')) =za’ —yy'
= rcos(¢p) r’ cos(¢’) — rsin(y) r’ sin(¢")

rr’sin(p + ¢') = Im((z +iy) (2" +iy)) =2y +2'y
= rcos(p) r'sin(y’) + rcos(y’) ' sin(p)

Daraus ergeben sich nach Division durch r7’ die ADDITIONSTHEOREME von
Sinus und Cosinus:

cos(ip + ') = cos(ip) cos(¢’) — sin(yp) sin(¢’)
sin(p + ¢') = cos(i) sin(y’) + cos(¢’) sin(yp)

~—

Der Korper C kann aber leider nicht mehr angeordnet werden, denn in jedem
angeordneten Koérper gilt 22 > 0 fiir alle z und somit wire —1 = 42 > 0. Dann
wire aber 1 <0 < 12 = 1 nach (1.2.6) ein Widerspruch.

1.7.3 Folgerung. Formel von Moivre.
Fiirn € N und ¢ € R ist (cos(go) +1i sin(cp)) = cos(ny) + isin(ny).

Beweis. Dies folgt sofort durch Induktion aus der Darstellung der Multiplika-
tion in Polarkoordinaten. O

1.7.4 Folgerung. Wurzeln komplexer Zahlen.
Es gibt genau n n-te Wurzeln jeder komplexen Zahl z = r(cosp + i sinp) # 0
ndmlich W(Cos(ﬁp""nﬂ) +i sin(%%”)) firk=0,...,n—1.

Beweis. Die Losungen der Gleichung
r'(cos(’) +isin(¢')) = (r(cos(p) + i sin(p)))™ = r™*(cos(ny) + isin(ny))

sind gerade durch 7' = r™ und ¢’ — ny € 277 gegeben, also durch r = /7" und
'412k T
o= g2k T O

n
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7Z.B. erhélt man die 3-ten EINHEITSWURZELN, d.h. komplexen Zahlen z mit
3
z> =1 als

zo := cos(0) + ¢ sin(0) = 1;

27, . 2w 1, V3
21 1= cos(?) +i sm(?) =—3 +Z7,
4 4 1 3
29 1= cos(?ﬂ-) +1 sin(?ﬂ-) =-5- z\/?_

i]RA

1.7.5 Lemma. Quadratische Gleichung.
Die (mdéglicherweise komplexen) Losungen der quadratischen Gleichung

22 +pr+qg=0

mit p,q € C sind

Beweis. Wir kénnen die Gleichung wie folgt umformen:

> +pr+qg=0

2 p P\2 /p\?
batarede(3)'- (3) ram
x+x2+2 2 +4q

o) 0 o

2
<:>:v:—]2:|: (B) —q

1.7.6 Bemerkung. Cardano’sche Formeln.
Es gibt die Cardano’schen Formeln fiir Losungen polynomiale Gleichungen 3. und
4. Ordnung.

Gleichungen hoherer Ordnung lassen sich im Allgemeinen nicht mehr mittels
Waurzelziehen auflésen. Jedoch gilt der

1.7.7 Fundamentalsatz der Algebra.
Jedes nicht-konstante Polynom p € Clz] besitzt eine Nullstelle in C. Man sagt
dafiir auch, C ist ALGEBRAISCH ABGESCHLOSSEN.
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Ein Beweis wére an dieser Stelle nur sehr aufwendig zu fiihren, siehe jedoch
(3.4.8) fiir einen Beweis.

1.7.8 Folgerung. Zerlegung in linear-Faktoren.
Jedes Polynom p : x — Z?:o p; @0 in Clx] laft sich wie folgt in linear-Faktoren
zerlegen:

p(@) =pn-(x—a1) (2 — @),
wobei p, der fihrende Koeffizient und x1,...,x, die (algebraisch gezihlten)
Nullstellen von p sind.

Beweis. Wir machen Induktion nach n = Grad(p). Nach dem Fundamentalsatz
(1.7.7) existiert eine Nullstelle 1 von p und nach (1.4.14) ist p(x) = (x—x1)-q(z)
fiir ein Polynom ¢ vom Grad n — 1 < n und héchsten Koeffizienten ¢"~! = p".
Nach Induktionsannahme ist g¢(z) = ¢" ! H;.:ll (z —y;), wobei y; die Nullstellen

von ¢ und somit auch welche von p sind. OJ
Beispiel.
Es sei p(z) := 23 — 1. Dann ist offensichtlich 29 = 1 eine Nullstelle und somit

koénnen wir (mittels Hornerschema) p(z) durch z — 1 dividieren und erhalten
p(z) = (2 — 1) - (22 + z + 1). Die Nullstellen von 22 + z + 1 sind wegen (1.7.5)

durch
1 1 3 1 V3
+/c—1=—F+ (=) [2) = - +£i22
V1 2 \/( )(4> 27"

p(z):(z—l)(z—i—%—i?)(z—k%—i—i?)7

N | =

21,2 = —

gegeben, also ist

in Ubereinstimmung mit (1.7.4).

Bemerkung.

Komplexe Funktionen f : C — C, wie z.B. Polynome f € C|z], sind nach
Definition Teilmengen von C x C = (R x R) x (R x R) = R* und somit schwer
zu visualisieren. Am besten ist wohl Definitionsbereich C und Wertebereich C
getrennt zu zeichnen, und die Funkion f : C — C dadurch anzudeuten, dafl
man gewisse Linien (wie z.B. konzentrische Kreise und Halbstrahlen durch 0)
im Definitionsbereich und deren Bilder unter f im Wertebereich einzeichnet.
Fiir die Funktion z — 22 gibt dies z.B.

()
)
N
)

Es wird also die Ebene zweimal um den Nullpunkt herumgewickelt, und der
Abstand der Punkte zum Nullpunkt dabei quadriert.

Diese Darstellung wird allerdings schnell kompliziert, denn z.B. fiir z — 2z2+2z+1
sieht sie so aus:
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Eine andere Moglichkeit ist den Realteil z — PRe(f(z)) und getrennt davon den
Imaginérteil 2 — JIm(f(z)) als Funktionen von R? = C — R und somit als
Gebirge iiber der Ebene zu zeichnen. Fiir x + iy = z — 22 = (2% —y?) —ixy
sieht das wie folgt aus:
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Resumeé

Wir haben nun alle wichtigen Zahlenbereiche durchbesprochen. Es ist allerdings
letztlich nicht so entscheidend was die Zahlen sind sondern was sie kénnen, d.h.
dafl wir den vollstdndig angeordneten Korper R und den algebraische abgeschlos-
senen Korper C erhalten haben mit allen Konsequenzen die sich daraus ergeben.
Somit kénnen wir frei nach Wittgenstein “die Leiter wegwerfen, nachdem wir
mit ihrer Hilfe hinaufgestiegen sind”.

Wir sollten allerdings nicht alles von unterwegs vergessen, denn einerseits haben
wir “mathematics at work” gesehen. Z.B. wie man durch Mengentheoretische
Konstruktionen, Losungen die von vornherein nicht existieren so beschreiben
und auf ein gesichertes Fundament stellen kann, daff man wie gewiinscht mit
ihnen rechnen kann: Beim Ubergang von R zu C waren die Elemente des karte-
sischen Produkts R? also Paare, von Q zu R waren es Dedekind’sche Schnitte
(also Elemente der Potenzmenge P(Q), von Z zu Q waren es Aquivalenzklassen
von Paaren in Z x (Z\ {0}) und von N zu Z Aquivalenzklassen von Paaren in N2
Gleichzeitig haben wir erkannt, dal Computer iiblicherweise mit anderen Zahlen
(néimlich Restklassen modulo 2, 256 oder dhnlichen) also in Z,, rechnen. Wir
haben dabei auch kennengelernt, wie man mathematische Beweise fithren kann,
insbesonders die Methode des indirekten Beweises und der vollstdndigen Induk-
tion. Weiters haben wir erste Einblicke in die Gebiete der Algebra (Gruppe,
Ring, Korper, etc.), der Kombinatorik (Permutation, Variation, Kombination,
etc.), der Zahlentheorie (Teilbarkeit, Primzahlen, ggT, etc.), der Wahrschein-
lichkeitstheorie, dem Rechnen mit Polynomen erhalten sowie Verfahren (Algo-
rithmen) wie man dies auch am Computer umsetzen kann.
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2 Konvergenz von Folgen und Reihen

2.1 Motivation

Wir wollen damit beginnen anhand einiger Beispiele zu erldutern, warum wir
uns mit Analysis und damit mit Grenzprozessen oder ungenau formuliert dem
unendlich Kleinen beschéftigen miissen.

2.1.1 Der freie Fall.

In der Physik erkennt man, daf} sich Korper, die keinen Kréften ausgesetzt sind,
gleichférmig bewegen, d.h. dafl ihre Geschwindigkeit konstant bleibt, also in
gleicher Zeit gleich langer Weg zuriickgelegt wird. Falls andererseits eine kon-
stante Kraft F' # 0 (wie z.B. die Erdanziehung in Bodennéhe) auf den Kérper
wirkt, so édndert sich seine Geschwindigkeit proportional zur vergangenen Zeit
und zur Kraft. Sei also v(t) die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ (wir setzen
der Einfachheit halber v(0) = 0 voraus) und At eine Zeitspanne, dann gilt

v(t+ At) =v(t)+m-At- F

mit einem Proportionalitéitsfaktor m. Setzen wir ¢ := 0 und s := At, so erhalten
wir v(s) = v(0) + m F' s. Nun interessiert uns aber nicht primér die Geschwin-
digkeit sondern der zuriickgelegte Weg x(t). Mittlere Geschwindigkeiten v sind
per Definition der Quotient aus zuriickgelegten Weg und verstrichener Zeit, die
Momentangeschwindigkeit v(t) sollte also durch w angendhert wer-
den, und zwar umso besser, je niher t + At an ¢ liegt, d.h. je kleiner |At] ist.
Dies ist der Anstieg der Sehne von x im Zeit-Weg-Diagramm. Die Momentan-
geschwindigkeit v(t) sollte also der Anstieg der Tangente zum Zeitpunkt ¢ sein,
d.h. ( ) ®
, . ox(t+ At) —x(t
V() i=a'(t) = fim ———

Vorldufig nur durch Probieren erhalten wir die Losung z(t) := x(0) + 255 ¢2
dieser Differentialgleichung, denn dann gilt:

a(t+ At) —x(t)  z(0) + ZE (t 4+ At)? — 2(0) + E 2

At At

- mTF (2t + At) = mFt =v(t).

Eine Konsequenz davon ist, dal geworfene/geschossene Gegensténde sich lings
einer Parabel bewegen (mit konstanter horizontaler Geschwindigkeit).

2.1.2 Berechnung von 7.

Per Definition ist 7 die Léinge eines Halbkreises mit Radius 1 oder auch die
Flache eines Vollkreises mit selben Radius. Natiirlich ist nicht klar, daf} dies die
gleiche Zahl liefert. Auch ist uns vorerst nur bekannt, wie die Flidche von Recht-
ecken und damit von rechtwinkeligen Dreiecken berechnet werden kann. Und
ebenso nur die Linge von Polygonziigen. Die Linge einer Kurve ¢ : [0, 1] — R?
kénnen wir nur durch die Lénge von Polygonziigen ¢(0), ¢(t1), ..., c(tn—1),c(1)
anndhern, wobei 0 =ty < t; < --- < tp,_1 = t, = 1 eine Zerlegung der Strecke
von 0 nach 1 ist. Wir definieren folglich die Linge der Kurve ¢ : [0,1] — RP
als sup{>_,_; |c(tr) — c¢(tk—1)] : m € N,0 =ty < --+ < t, = 1}. Nun betrach-
ten wir regelméfige Vielecke, die wir dem Einheitskreis ein- und umschreiben.
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Die Fliache des Einheitskreises liegt dann offensichtlich zwischen jener der ein-
geschriebenen und der umgeschriebenen Vielecke.

iA
| R-1\p

L 1-r_\
al

B’

E,

a’,A,

/

I

Es sei

r ...der Radius des Inkreises des eingeschriebenen n-Ecks
a ...die halbe Seitenlénge des eingeschriebenen n-Ecks

u = na ...der halbe Umfang des eingeschriebenen n-Ecks
f =mnar ...die Fliche des eingeschriebenen n-Ecks

R ...der Radius des Umkreises des umschriebenen n-Ecks
A ...die halbe Seitenlénge des umschriebenen n-Ecks

U =nA ...der halbe Umfang des umschriebenen n-Ecks
F =nA=U ...die Fliche des umschriebenen n-Ecks

Sel weiters

O ...der Mittelpunkt des Kreises

B ...der Beriihrpunkt des Inkreises des eingeschriebenen n-Ecks
I ...eine benachbarte Ecke des eingeschriebenen n-Ecks

E .. .eine Ecke des umschriebenen n-Ecks

Entsprechend bezeichnen gestrichene Variablen die selben Gréflen aber fiir n'-
Ecke mit n’ = 2n. Dann sind folgende rechtwinkelige Dreiecke @hnlich:

A(IBE) ~ A(E'T'E) ~ A(OBI) ~ A(OIE).
Somit gilt:
a:(R—r):A=A":(R-1):(A-A)Y=r:a:1=1:A:R.

.. _ 1/r— 2
Damit ist & = &= = 1?:77{ =1=" =1+4r, also

L_l4r _1or 11
A a a a a A
Somit ist
1 2
U =n'A das HARMONISCHE MITTEL.

-9 —
"a+1/A " 1ju+ 1)U

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 24. Mirz 2004



72 Motivation 2.1

Es ist a
ff=n'dr =n'A(OIIl') = 2n§ =na=u,

also
2 2

== Vu+t 1)U  1/f +1/F

Weiters ist wegen a = rA

(f')? = (na)* = (nar)(nd) = f F
und somit v’ das GEOMETRISCHE MITTEL aus v und U’:

(u/)Q — (f//)Z — f/ F/ — UU/.

Diese Gleichungen ermdoglichen es also aus den halben Umfangen (u,U) bzw.
den Fldchen (f, F) jenen der Vielecke mit doppelt sovielen Ecken rekursive zu
berechnen. Fiir die Quadrate ergibt sich A = 1 und somit U = F' = 4A = 4 sowie
R:ﬁunddamita:A/R:1/\/§,u:4a:2\/§,7’:\/17a2:aundf:
4ar = 2. Offensichtlich ist f < Flédche des Kreises < F' und, da die approximie-
renden Polygonziige des Kreises stiickweise kiirzere Langen haben als die Projek-

tion auf das umschriebene Vieleck, gilt ebenso v < Lénge des Halbkreises < U.
Wir machen nun noch eine Fehlerabschétzung: Es ist

/ 1 _ Zf/F 1 _ /F_f/
Fl=rrp 1=l Fyy
_pYEVIE_ GVEEVT S (g
VF? +\/fF VE+VT (VF+F)?
NL(F,f):Fiff

(22 i

Wegen 4° = 210 = 1024 ~ 103, nimmt die Genauigkeit nach jeweils 5 Rekursi-
onsschritten um 3 Dezimalstellen zu. Die Gréflen w, U, f, F' approximieren somit
7 beliebig genau und insbesonders ist die Flache und der halbe Umfang des
Einheitskreises gleich grofi.

Wir werden spéter die Fliche des Einheitskreises wie folgt durch ein Integral
berechnen

1 /2
/ oI —22de=2 [  /T—sn(0? cos(t) dt
-1 —m/2
w/2 w/2
= / 2cos(t)? dt = / 1+ cos(2t) dt
—m/2 —m/2
B w/2 - o
_ [t n 51n(2t)] . sin(r)  sin(—m) .
2 | 2 2
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2.1.3 Rekursive Berechnung von +/a.

Die Wurzel erfiillt \/62 = a, d.h. wir versuchen a in ein Produkt z - y zweier
gleicher Zahlen zu zerlegen. Sei 0.B.d.A. 0 < a < 1, andernfalls bestimmen wir
1/v/a = y/1/a. Wir versuchen es mit x := 1, dann wire y := a/z = a und somit
x > y/a > y. Also probieren wir ein neues besseres x’ := % Das zugehorige
y = a2’ erfillt 2 > 2’ > \/a >y >y, denn ¥ > \/z-y = a. Fahren wir so
fort, so erhalten wir Folgen

l=z>a2'>2" > -->Va>--->y"' >y >y=a
Beachte, dafl

2?2 +a—2ax
2z

(¢ - Va3

|x’—\/5|=’%(x+g)—ﬁ’: 2

Grob gesprochen bedeutet dies, dafl sich die Anzahl der bereits richtigen Stellen
von jeden Schritt auf den néchsten verdoppelt.

Die verallgemeinerungsfahige geometrische Idee die dahinter steckt ist, dafl wir
eine Nullstelle von f : & — 22 — a suchen. Dazu wihlen wir eine Naherungsnull-
stelle zg := 1, legen die Tangente an f im Punkte (zq, f(x0)), d.h. y — f(zo) =
1/ (o) (x — z¢) und ersetzen nun zo durch die Nullstelle 2:; der Tangente, also

flzo) x3a1( a).

X1 = Lo — = I, = To + —
1 0 f/(.’IJO> 0 2:1;0 9 0

Lo

X1 f(x0)/£" (x0) Xq

2.1.4 Brennspiegel.

Wir wollen nun einen Spiegel konstruieren, der parallel (zur y-Achse) einfallende
Lichtstrahlen in einem Punkt (den wir mit O bezeichnen) konzentriert. Das ist
natiirlich auch fiir Radioteleskope und in umgekehrter Richtung fiir Scheinwerfer
interessant. Da Lichtstrahlen kiirzeste Verbindungslinien sind, ist der Einfalls-
winkel auf eine Fliche gleich dem Ausfallswinkel. Sei also (z,y) ein Punkt auf
der Schnittkurve und der Anstieg der Schnittkurve y’ = k = tan(«).
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o O

o O

Die Ahnlichkeit von Dreiecken ergibt

Ty:y:ri=ra:8:xa=38:(r1+re):d

und somit
n_mntrs oy n
s s s T y
E_xl—l—xg_xl T2 T T2 S
Yy Yy Yy Yy Yy sy
! T18_1‘1+T1 ™
vy yy oy Yylri—a/y
ety _ﬂ<1+(x1/y)2+1>
y vy ri—xfy) oy 1 —(z1/y)?
2
:k—
1— k2
oder direkter
x 2 tan(a) 2k
Y an(2a) 1—tan(a)? 1—k?

wobei wir y als positiven Abstand aufgefafit haben. Die y-Koordinate des Punk-
tes P ist jedoch negativ, so daf die Gleichung eigentlich

T 2k

—y 1 k2
lautet und somit ist

2
r=Y4 (E) 41
a X

Wegen k > 0 (fiir z > 0) miissen wir + bei + wihlen. Dies ist eine Differen-
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tialgleichung fiir die Kurve, welche wir mit dem Ansatz u := ¥ 16sen kénnen:

/

Yy =zu +u
zu +u=y =u+V1+u?

u 1
i
dx
[ara=1%
In(u+ V14 u?)=C+In(z) =1In(cx)

u+V1+uZ=cx

1+u? = (cx —u)? = 2x? — 2cau + u?

Aa?—1
U= —"
2cx
-1 c45 1
y=ur=———=-x"— —
2c 2 2c

2.2 Metriken

Um die Fehler, die wir beim Approximieren machen abschéitzen zu koénnen,
miissen wir die Distanz zwischen wahren und approximierten Objekt messen.
Wir fassen die wesentlichen Eigenschaften der Distanzfunktion nun zusammen,
um unabhéngiger davon zu werden, welche Objekte wir vergleichen, wie z.B.
reelle Zahlen, komplexe Zahlen, Punkte oder Kurven in der Ebene oder im
Raum, etc. .

2.2.1a Bemerkung.
Der Abstand d(z,y) := |z — y| reeller Zahlen z,y hat folgende Eigenschaften:

o d(z,y) =0 =y, denn |a| =0 < a =0 (Ja| = *a).
e d(z,y) =d(y,z), denn |a|] = | — a|] (Beweis durch Fallunterscheidungen).

o d(z,z) <d(z,y)+d(y,z), denn |a+0b| < |a|+|b|. Dies zeigt man entweder
mittels 8 Fallunterscheidungen, je nachdem ob alg0, blg0 and a + blg0,
oder mittels nachfolgendem Argumenten

Sublemma.
la| <c¢ < (a<cund —a<c)

Beweis. (=) ist klar, da +a < |a|, denn entweder ist +a < 0 und somit |a| >
0 > +a oder £a > 0 und somit |a| = +a
(«=) ist ebenfalls klar, denn |a| = £a < c. O

Aus £(a+b) = (xa) + (£b) < |a|] + || folgt somit |a + b| < |a| + |b].
2.2.1 Definition. Metrik.

Allgemein heifit eine Abbildung d : X x X — R eine METRIK auf einer Menge
X, falls die folgenden Eigenschaften (d0), (d1) und (d2) erfiillt sind.
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(d0) (PosiTiv) DEFINITHEIT: d(z,y) =0z =y
(d1) SYMMETRIE: d(z,y) = d(y, x)
(d2) DREIECKSUNGLEICHUNG: d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

Eine Menge X zusammen mit einer Metrik d heiit METRISCHER RAUM. Beachte,
dafl jede Metrik d(x,y) > 0 erfiillt, denn 0 = d(z,z) < d(z,y) + d(y,z) =
2d(z,y).

Warum betrachtet man verschiedene Metriken? Man denke z.B. an das Problem
den Abstand zwischen Personen zu beschreiben. Das erste was einen dabei in
den Sinn kommt ist wohl die rdumliche Distanz (allerdings ist nicht mehr klar
von welchen Bezugspunkt aus gemessen). Aber man kann z.B. auch an Distanz
im Stammbaum denken, also die minimale Anzahl von Schritten die notig sind
um im Stammbaum von einer zur anderen Person zu gelangen. Eine weitere
Moglichkeit wire die genetische Distanz, d.h. die Anzahl der Nukleoidpaare die
in den DNS-Sequenzen verschieden sind (da haben wir allerdings mit eineiigen
Zwillingen und mit Klonen Probleme)

Wir wollen als néchstes zeigen, daf die Euklid’ische Distanz d(z,y) := [z —y| :=
V 2k [Tk — yi|? eine Metrik auf R™ oder sogar C™ definiert. Dazu bendtigen wir
folgende Ungleichung:

2.2.3 Cauchy-Schwarz Ungleichung.

n

n n
Sar bl < (| S" a2 [ ST82 fir ap, by € R,
k=1 k=1 k=1

Beweis. O.B.d.A. ist A := /Y ; ;a2 > 0und B := /Y ;_,bs > 0. Wir

setzen ay, := % und [ := Ek Dann ist

1

o2
Zakﬁk—Z\/akﬁ gzk: 7’€+_ = Z ol 4 = Zﬁk:§

wegen der Ungleichung /af < QTW zwischen arithmetischen und geometrischen
Mittel. O

=1

)

l\JI»—A

Die geometrische Interpretation der Cauchy-Schwarz Ungleichung ist die folgen-
de:
[{a,b)| < lal |81,

wobei .
> = Z Qg bk
k=1

das skalare Produkt von a und b ist. Diese Ungleichung erlaubt den Winkel Zab
den die Vektoren a und b einschlieffen mittels

(a,b)

|al [b]

cos(Zab) =

zu berechnen.

Diese Interpretation legt auch den Beweis nahe, den dieser bestand darin die
Vektoren a und b auf Einheitslinge zu normieren, d.h. a := o |a und [ := o7 b

zu betrachten, und fiir diese dann |{«, 8)| < 1 mittels Ungleichung zwischen
arithmetischen und geometrischen Mittel zu zeigen.

Nun zur Dreiecksungleichung fiir die Euklid’ische Metrik:
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2.2.4 Minkowski Ungleichung.

n

S an+b)2 < | D> ad+ | > b2
k=1 k=1

k=1

Beweis. 0.B.d.A. sei Y, (ay + bg)? > 0. Es ist nach (2.2.3)

Z(ak +bi)? = Z(ak + by )ag + Z(ak + br)bg,

B k B
<Dl + byl ar] + ) lar + bel by

k k
< \/m s VZ @ + \/Z #)
k k k

und Division durch />, (ar + bx)? liefert das gewiinschte Resultat. O

Die geometrische Interpretation der Minkowski Ungleichung ist |a+b| < |a|+1b],
d.h. die Lénge der Summe zweier Vektoren ist hochstens so grofl wie die Summe
der Langen der Vektoren.

Die Idee des Beweises ist
la+b* = (a+b,a+b) = (a+ba)+ (a+bb) <|a+b||a] + |a+0b|b],

wegen der Cauchy-Schwarz Ungleichung, also ist |a 4 b| < |a| + [b].

Die Minkowski Ungleichung liefert die Dreiecksungleichung fiir die Euklid’ische
Distanz im R"™. Fiir n = 2 erhalten wir insbesonders eine Metrik auf C durch

la +ib] := Va2 + b2.

Damit kénnen wir aber die Euklid’ische Metrik am C™ analog durch |z| :=
/>y lzk|™ definieren und fiir solche Vektoren mit dem selben Beweis auch
die Minkowski Ungleichung zeigen.

2.2.2 Beispiele von Metriken.

e Die EUKLID’ISCHE METRIK: Sei X C C". Dann ist

d(z,y) == |x —y| =

eine Metrik auf X wegen der Dreiecksungleichung (2.2.4) fiir Lingen von
Vektoren.

e Die TAXI-METRIK: d(z,y) := Y, |=x — yi| ist ebenfalls eine Metrik auf
X cgn.

e Die MAXIMUMS-METRIK: d(z,y) := max{|zr — yk| : 1 <k < n} ist auch
eine Metrik auf X, denn:
max{la;|:1<i<n}=0%& Viig;,=0%s:a=0.

max{|(a+b);| : 1 <i <n} <max{|a;|: 1 <i<n}+max{|b;|:1<j<n},

da |a; + b;| < |a;| + |b;] < max{|a;| : 1 <i<n}+max{|b;]:1<j<n}.
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e Die SUPREMUMS-METRIK: d(z,y) := sup{|z(t) — y(t) : t € T} ist eine
Metrik auf der Menge der Funktionen x : T' — R, welche beschrankt sind,
d.h. d(z,0) < oo erfiillen.

Die Supremums-Metrik ist eine Metrik, denn:
sup{la(t)| :t €T} =0% Vi:a(t)=0<:a=0.

sup{|(a +b)(t)| : t € T} < sup{la(t)| : t € T} + sup{|b(s)| : s € T},

da |a(t) + b(t)| < |a(t)| + [b(t)| < sup{|a(t)| : t € T} +sup{|b(t)| : t € T}.

e Die HAMMING-METRIK: Es sei X die Menge der endlichen Folgen von
Elementen einer Menge A und sei d(x, y) die Anzahl der Stellen an welchen
sich x = (z1,...,2y,) von y = (y1,. .., Ym) unterscheidet.

2.2.5 Definition. Bille.

Es sei d eine Metrik auf einer Menge X, 9 € X und r > 0. Dann heifit die Menge
Ur(z9) :={z € X : d(x,x0) < r} der OFFENE BALL um z¢ mit Radius r oder
auch 7-UMGEBUNG. Ebenso heifit die Menge B, (z9) := {x € X : d(z,z¢) <71}
der ABGESCHLOSSENE BALL um xg mit Radius r. In obigen Beispielen mit n = 3
sind dies

e Eine Kugel
e Ein Oktaeder
e Ein Wiirfel

Der abgeschlossene Ball um 0 mit Radius r ist bzgl. der Euklid’schen Metrik
gegeben durch

B (0) :={z €R": |z <1} = {x eR": ﬁ:(xi)Q < 7’2},

i=1
also einer Kreisscheibe (fiir n = 2) bzw. Kugel (fiir n = 3).

Der abgeschlossene Ball um 0 mit Radius r bzgl. der Taxi-Metrik ist im positiven
Quadranten Q := {z: Vi:x; > 0} gegeben durch

B.(0)NQ := {m €qQ: zn:xl = zn:|ml| < 7’},
i=1 i=1

also durch jenen Teil welchen die (Hyper-)Ebene )", x; = r abschneidet. Also
ist aus Symmetriegriinden der Ball ein auf der spitze stehendes Quadrat (fiir
n = 2) bzw. ein Oktaeder (fiir n = 3).

Der abgeschlossen Ball um 0 mit Radius r ist bzgl. der Maximums Metrik ge-
geben durch

B.(0) :={z e R" :max{|z;| : 1 <i<n}}={z e R": Vi:|z;| <7},
also ein achsenparalleler Quader mit Seitenlédnge 2r.
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Wenn wir die Euklid’ische Metrik auf R verwenden, d.h. d(z,y) := |z —y|, dann
sind die Béille um zg € R mit Radius r > 0 durch

Ur(zo) ={x eR: |z —xo| <r}
={zeRiz—ao<r,—(z—zg)<r}={zeR:zg—r<z<zo+r}

B.(zg) :={z eR: |x —xo| < r}
={zeRiz—axo<r,—(z—zp)<r}={zxeR:zg—r<az<zo+r}

gegeben. Dies fithrt zu folgender

2.2.6 Definition. Intervalle.

Unter einen INTERVALL I C R versteht man eine nicht-leere Teilmenge die
mit je zwei Elementen a,b € I auch alle dazwischenliegenden enthilt. Jedes
Intervall I ist also von der Form I = {z € R : a < z < } =: («,3) oder
I={zeR:a<z<f}=|o,f)oder I ={z eR:a<z <} = (ap]
oder I ={z e R: a <z < g} =|af], wobei a := inf(I) € RU {—oc0}
und 5 := sup(I) € RU {+o0}, denn einerseits ist (o, ) C I, denn aus
a =inf(I) < x < sup(I) = ( folgt die Existenz von a,b € I mit « < a <z <
b < 8 und somit liegt = € I; umgekehrt ist I C [«, 5], denn fiir alle 2 € I gilt
a=1inf(J) <z <sup(l) = 0.

2.2.7 Lemma. Charakterisierung von Intervallen.
Eine mindestens 2-elementige Teilmenge I C R ist genau dann ein Intervall,
wenn jeder Dedekind’sche-Schnitt von I eine Teilungszahl in I besitzt.

Beweis. Sei [ ein Intervall und (A, B) ein Dedekind’scher Schnitt von I. Sei
A ={zeR: JacA:z<a}lund B :={r €R: 3b€ B:x > b}. Dann ist
(A’, B’) ein Dedekind’scher Schnitt von R und besitzt somit eine Teilungszahl
teR. Firae ACTundbe BClista<t<b, alsoaucht € I, da I ein
Intervall ist.

Sei umgekehrt I eine Teilmenge von R, fiir die jeder Dedekind’sche Schnitt eine
Teilungszahl besitzt. Sei o := inf(I) € RU{—o0} und 3 :=sup(l) € RU{+oc0}.
Dann ist I C [o,0]. Seia <t < fund A:={x e R: 2z <t} und B:={z €
R :z > t}. Dann ist (A, B) ein Dedekind’scher Schnitt von R und auch von I
und ¢ ist seine Teilungszahl und somit nach Voraussetzung in I, d.h. das offene
Intervall (o, 8) C I, und somit I ein Intervall. O
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2.2.8 Definition. Beschrinktheit.

Eine Teilmenge M C X eines metrischen Raumes heifit BESCHRANKT, wenn
ihr DURCHMESSER d(M) := sup{d(z,y) : x,y € M} endlich ist. Dies ist genau
dann der Fall, wenn sie in einem Ball mit hinreichend grofien Radius enthalten
ist, denn:

(<) M C By(xo) = Va,y € M:d(z,y) <d(z,z0)+d(xo,y) <2r=d(M) < 2r.

(=) Es sei d(M) < oo und xg € M, dann ist M C By(ar)(xo), denn fiir x € M
ist d(z,zo) < d(M).

2.3 Grenzwerte

Um von sukzessiv besseren Approximationen xg, x1, Xs,...sprechen zu kénnen
benotigen wir folgenden Begriff:

2.3.1 Definition. Folge.

Unter einer (unendlichen) FOLGE in X versteht man eine Abbildung z : N — X.
Anstelle von z(n) schreibt man auch z,. Und statt der Folge x spricht man
auch von (g, 21, %2,...) oder priziser (z,)neny oder noch kiirzer (x,), oder
ganz gewagt (x,,).

Um nun eine exakte Formulierung dafiir zu haben, dafl sukzessive Approxi-
mationen xg, x1, x2,...einen Punkt x,, beliebig gut approximieren, geben wir
folgende

2.3.2 Definition. Konvergenz.
Man sagt, dafl eine Folge = gegen ein xz,, € X KONVERGIERT (symbolisch:
Ty — Too filr m — 00), wenn

Ve>03dN eNVn> N :d(x,, ) < &,

d.h. FAST ALLE (i.e. alle bis auf endlich viele) Folgeglieder im offenen e-Ball um
Too liegen. Falls ein x, existiert, gegen welches die Folge x konvergiert, so heifit =
KONVERGENT, andernfalls DIVERGENT. Beachte, daB es zu einer gegebenen Folge
a nur hochstens ein z., geben kann — der sogenannte GRENZWERT oder LIMES
lim,, .~ x, — gegen welches x konvergiert, denn die Bélle um zwei Punkte x, #
xl, mit Radius kleiner als d(zs, 2., )/2 sind disjunkt. Beachte weiters, dafl

wir den offenen Ball dquivalent auch durch den abgeschlossenen Ball ersetzen
koénnen, denn Bg(2oo) C Up(2o0) C Br(2oo) fiir s < 7.

X0
Ue (Xw)
Xoo 3
o
X
e, XN ! 2
. L4 . ] X.Z -
XN-1 X3 g

2.3.3 Grundlegendes Beispiel.
Nach dem Satz (1.6.6) von Eudoxos ist lim,,_, % =0.

Oder man verwendet das Archimed’ische Prinzip aus (1.6.6) welches besagt, da8
N C R nach oben unbeschrénkt ist, also fiir jede reelle Zahl x ein N € N existiert
mit x < N. Fiir jedes € > 0 existiert somit zu = := 1/¢ so ein N € N und fiir
alle n > N ist —5<0<%§%§%:5, alsoistlimnéooizo.
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Konvergenz von Folgen z,, in metrischen Rdumen wird wegen x, — Z. <
d(pn,Too) — 0 auf die Konvergenz reellen Zahlenfolgen zuriickgefiihrt. Das fol-
gende Lemma zeigt dies auch auf andere Weise.

2.3.4 Lemma. (Koordinatenweise) Konvergenz in R?.

Es sei xy, = (2L,...,2P) € RP. Dann konvergiert x, — o, genau dann, wenn

fiir jedes i die i-te Koordinate xt, — x%_ fiir n — oo konvergiert .

&

Beweis. (=) offensichtlich, wegen |a’ — b¢| < |a — b|.
(«=) folgt aus

la —b| = Z\a’f—b’f|2§\/ﬁmax{|ak—bk|:1§k§p} O

2.3.5 Proposition. Rechenregeln fiir Limiten reeller Zahlen.
Es konvergiere x,, — Too und yn — Yoo Dann gilt
® LptYn — Too L Yooo
. Z—: — %, falls Yoo # 0 ist.
Man kann diese Aussagen auch in Form von Gleichungen wie
lim (z, +y,) = lim z, £ lim y,
n—oo

n—oo n—oo

formulieren. Beachte jedoch, dafl dabei die Existenz der rechten Seite notiger
Weise vorausgesetzt wird, wie das Beispiel lim,,_,o,(n — n) zeigt.

Beweis. Zum Beweis des 1. Punktes sei € > 0 beliebig:
Tp = Too = AN €N Vn > Nyt |2, — 0] < §
Un = Yoo = IN2 €N Vn > No: |y — Yoo < 5
= Vn > N :=max{Ny, Na}:
[(Zn £ Yn) = (Too £ Yoo)| = [(Tn — o) £ (Yn — Yoo )|

:E)

Tn Too n ool =

d.h. 2, + ¥ — Too * Yoo-

Zum Beweis des 2.Punktes zeigen wir zuerst das

Sublemma.
Zn — 0 und {y, : n € N} beschrinkt = x, y, — 0.
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Beweis des Sublemmas. Sei |y,| < K fiir alle n € N. Aus z,, — 0 folgt:

AN € N Vn > N: |z, < &, also [z, yn| = [2Za|lyn] < & K = ¢, also gilt

lim,, o p yn = 0. U

Nach Aufgabe (2.12) geniigt es in der allgemeinen Situation x, ¥n — Zoo Yoo — 0
Zu zeigen:

TnYn — Too Yoo = (Jf" - xoo) Yn + Too (yn - yoo) — 0
—— M~ N—,—

—0 beschr.  beschr. —0

Zum Beweis des 3.Punktes beachte, daf nach Aufgabe (2.43) 3N € N ¥n > N:
2
Ynloo > 5= > 0. Also gilt fiir diese n:

1 1
Lol )t =0
Yn Yoo ———— Yn¥Yoco
-0 ——
beschr.
und somit konvergiert - — < und %2 =g, L — g L = Zx=, O
Yn Yoo Yn Yn Yoo Yoo

Wir koénnen das vorige Resultat auch wie folgt formulieren:

2.3.6 Folgerung. Raum der konvergenten Folgen.

Es ist der Raum ¢ := {z : N — R : x ist konvergent} ein Vektorraum, ja sogar
ein kommutativer Ring beziiglich der komponentenweisen Multiplikation. Die
Abbildung x — limx ist ein Ring-Homomorphismus von ¢ — R.

Beweis. Daf} ¢ ein Vektorraum und Ring ist und die Funktion lim : ¢ — R
linear und multiplikativ ist, folgt sofort aus den Rechenregeln fiir konvergente
Folgen. O

2.3.7 Beispiel.

Aus den Rechenregeln (2.3.5) und dem Satz (2.3.3) folgt lim,, ., 1/n* = 0 fiir
jedes 1 <k eN.

3w

2.3.8 Lemma. Limiten rationaler Funktionen.
Es sei f(n) :== % eine rationale Funktion, d.h. p und q Polynome mit q # 0.
Dann lift sich lim,,—, o f(n) wie folgt berechnen. Man kiirzt Zihler und Nenner
durch die hochste auftretende Potenz n™ von n und erhdlt

fl’_?{ 4+ .. 4 PTK _ K

lim f(n) =lim &—«——— = ,
() =l B = 2

wobei dies nur dann existiert, wenn grad(p) < grad(q) =: K ist. Andernfalls
siehe (2.3.16).
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5-6x+2x%
Die Folge t3—773 32

2.3.9 Proposition. Monotone Konvergenz.
Jede konvergente Folge ist beschrinkt.

Umgekehrt ist jede beschrinkte monoton wachsende Folge x = (x,,)nen reeller
Zahlen konvergent und es gilt

sup{x, : n € N} = lim z,.
n—oo

Klarerweise heif}t eine Folge x in R MONOTON WACHSEND, wenn sie es als Ab-
bildung x : N — R ist, d.h. x}, < xp aus k < k’ folgt.

Beweis. Jede konvergente Folge ist beschrénkt, denn es gibt ein N € N mit
|Tn — Too| < 1 fiir alle n > N und somit liegt x im Ball um x,, mit Radius
max{1, |0 — Too|,- -, |TN — Tool}-

Umgekehrt sei « beschrénkt. Dann existiert nach (1.6.5) x := sup{z,, : n € N}.
Es ist lim,, o0 T;, = Too, denn sei € > 0, dann ist x,, — € keine obere Schranke
und somit existiert ein N € N mit xy > 2o — ¢ und damit o — € < zy <
Ty < Too < Xoo + € fiir alle n > N. O

2.3.10 Beispiel. Limes von 1/n°.
1

Essei0<a:= % € Q. Dann ist lim,, 7 = 0.

Offensichtlich ist n — nia fallend, denn n +— nP ist wachsend und somit auch die
Umkehrfunktion n — n'/? von m +— m9 und schluiendlich die Zusammenset-
zung n — nP/% = n®. SchlieBlich ist m — 1/m fallend und damit auch n — n%,
Da -1 > 0 ist, existiert nach (2.3.9) der Limes « := lim,, & > 0. Somit ist nach

(2.3.7) und (2.3.5) 0 =lim % =lim(—2-)? = (lim -1 )9 = a4, dh a=0.

np/a

Die Folgen (1/n%)

2.3.11 Beispiel. Limes der harmonischen Reihe.

Wir betrachten die Folge s,, := 22:1 % fiir n > 1 der Partialsummen der HAR-
MONISCHEN REIHE. Diese heifft harmonisch, da % gerade das harmonische Mittel
2/(1/a +1/b) der beiden benachbarten Terme a := 17 und b := 5 ist. Diese
Folge ist offensichtlich (streng) monoton wachsend. Sie ist aber unbeschrinkt
also nicht konvergent, denn fiir n = 2™ erhalten wir

X mo 2 1 m
L 1 j_oi-ny L _m
S SE TS DD DL S UL

k=1 j=1k=2—141 =1
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0.677766 0.685396
0.583333 0.634524 0.662872
0.5 1/8
1/4 177
1/2 1/6
1/3
1/5 75

2.3.12 Beispiel. Limes von ¢".

Es sei g € R und z,, := ¢" die GEOMETRISCHE FOLGE. Der Name kommt daher,
da x, das (sogenannte) geometrische Mittel |/, 1 2,11 der benachbarten
Folgeglieder ist.

Falls ¢ = 0 oder ¢ = 1 ist, so ist x,, = ¢ fiir n > 1 und somit lim, x,, = q. Ist
q= —1, soist x, = 1 fiir gerades n und z,, = —1 fiir ungerades n also sind +1
zwei Kandidaten fiir den Grenzwert und x,, ist nicht konvergent. Ist ¢ > 1, so
ist ¢" = (1+(¢—1))™ > 1+n(¢—1) nach der BERNOULLI-UNGLEICHUNG (siehe
Proseminar Aufgabe ()) und somit unbeschrinkt. Ist ¢ < —1, so ist |¢"| = |¢|™
unbeschriankt und damit auch ¢". Ist |¢| < 1, so ist |¢"| = (ﬁ)" und somit

konvergent gegen 0, da nach dem zuvorgesagten ()" unbeschrinkt ist und

lql
monoton ist.

Die Folge (1/y")
2

;\\

|
|

2.3.13 Beispiel. Limes von {/a.

Es sei z, := {/a mit a > 0. Falls a € {0,1}, so ist z,, = a und somit gegen a
konvergent. Ist a > 1, so ist =, =: 1 + y,, wobei y,, :== z,, —1 > 0 der Abstand
vom vermeintlichen Grenzwert 1. Dieser 148t sich mittels Bernoulli-Ungleichung
wie folgt abschitzen: a = 27, = (1 +y,)" > 1 + ny,. Also ist 0 <y, < & und
somit lim,, ¥, = 0 und damit lim,, z,, = 1.

Ist 0 < a < 1 so ist nach dem vorigen lim,, {/1/a =1 und somit auch

1
lim /a = lim o =1.
n n n a

Die Folgen (Vy)

NN EEE EEEEEE EEEEEE
N
NN NN EEEEEE EEEEEE

2.3.14 Beispiel. Limes von {/n.

Es sei z, = {/n. Wieder setzen wir z, := 1 + y, mit y, = z, — 1 > 0
den Abstand vom vermeintlichen Grenzwert 1. Dieser 1483t sich mittels Binom-
schen Lehrsatz abschétzen: n = 2" = (1 + y,)" > (5)y2. Somit ist 0 < y, <

2/(n — 1), also lim,, ¥, = 0 und damit lim,, =, = 1.
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2.3.15 Definition. Uneigentliche Konvergenz.

Wir wollen nun die Definition von Konvergenz auf lim,, z,, = +o0o erweitern.
Idee dabei ist, daf} beliebig nahe an +o0o zu kommen bedeuten soll, dafl die
Werte beliebig grofl werden. Die iibliche bislang verwendete Abstandsfunktion
beschreibt dies natiirlich nicht, denn d(z, +00) = 400 fiir alle x € R. Wir miissen
uns also ein anderes geometrisches Bild der reellen Zahlen machen und zwar
nicht als (Zahlen-)Gerade sondern als beschrénktes Gebilde mit Randpunkten
+o00. Dazu bilden wir R mittels Zentralprojektion auf den bei 0 beriithrenden
Einheitshalbkreis und dann weiter mittels Normalprojektion in das Intervall
von -1 bis 1 ab. Explizit ist dieses streng monoton wachsende Abbildung durch
f:zm— ﬁ gegeben mit Umkehrabbildung ¢ : y — Y. Es ist nun

£/ 1—y2
sinnvoll f(400) := £1 zu setzen. Die Abbildung f ist streng monoton wachsend,
T 1

denn T = sgn(x) - Worsyrs und z — z2 ist fiir z > 0 wachsend und fiir
x < 0 fallend.

e
Als neue Metrik d (der sogenannten METRIK DER UNEIGENTLICHEN KONVER-
GENZ) fiir Punkte z,y € RU {00} definieren wir

d(z,y) == [f(z) = f(y)].

Dann konvergiert eine Folge (x,,) beziiglich d genau dann gegen z, € R, wenn
sie es beziiglich der Euklid’ischen Metrik tut. In der Tat, sei 0.B.d.A. x > y.
Dann ist x —y > f(x) — f(y) > 0, denn = — f(z) = z(1 — ﬁ) ist monoton
wachsend, also d(z,y) :=|f(z) — f(y)] < |z —y|.

Umgekehrt ist y —e <z <y + ¢ falls f(y —¢) < f(z) < f(y + ¢), insbesonders
also falls |f(x) — £(y)| < min{|f(y +2) — FW, [y — ) F)]} = 6 > 0 ist.

Also konvergiert x,, — o, € R genau dann, wenn f(x,) — f(z~) konvergiert,
d.h. d(z,,z~) gegen 0 geht.

Ist andererseits o, = +o0o. Dann konvergiert x,, — 400 uneigentlich, d.h.
f(zn) — f(xeo) =1 genau dann, wenn

VK >0dNVn>N:z, > K.
Ebenso gilt: z,, — —oo uneigentlich <
VK <0dNVn>N:x, < K.

In der Tat ist d(f(xn), f(+o0)) <e:=1—-f(K) & 1—¢ < f(z,) <1 &
K :=g(1-¢) < &, < +00. Somit haben wir lim,, 2,, = 00 einen Sinn geben der
auch im Einklang zu unseren Definitionen von sup M = 4oo und inf M = +o0
steht.

2.3.16 Proposition. Rechenregel fiir uneigentliche Limiten.

Die Rechenregeln (2.5.5) gelten auch fiir uneigentliche Limiten, wenn man mit
den Grenzwerten R U {+oo} wie folgt rechnet.
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P+ (+00) = 00 fiir —oo < p < 400,
p+ (—00) = —co fiir —oo < p < 400,
(+00) + (—00) ist undefiniert,

p - (£oo) = too fiir 0 < p < 4o0,

p - (£oo) = Foo fir 0 > p > —oo,

0 - (£o0) ist undefiniert,

p/(Fo0) =0 fiir —oo < p < 400,
+oo/p = too fiir 0 < p < 400,
+oo/p = Foo fiir 0 > p > —oo,
(£o0)/(£o0) ist undefiniert.

Beweis. Die erste Aussage zeigt man wie folgt (und die anderen &hnlich): Sei
p = limp 00 2, € RU {400} und lim, o ¥ = +00. Dann ist lim, (2, +
Yn) = +o00: Sei ndmlich K > 0 beliebig. Es ist (x,,) nach unten beschrinkt, also
existiert ein M > 0 mit z,, > M fiir alle n. Und wegen y,, — 400 existiert ein
N mit y, > K — M fiir alle n > N, also z,, + y, > M + (K — M) = K, d.h.
lim,, (z,, + yn) = +00. O

DaB die Ausdriicke co — 0o = (+00) + (—00), 0 - (£00), (£00)/(£o0) und p/0
undefiniert bleiben miissen zeigen folgende Beispiele:

lim(n — n?) = —o0 lim((n+¢)—n)=c lim(n? — n) = +o0
lim % -n =0 limL . (cn)=c lim & - n? = $00
lim & =0 lim £ =¢ lim 2 —2 = 400

lim 11//: +00 lim f;:ﬁ =c lim 11/ /T:l 0

Blim D 1) T

Uneigentliche Grenzwerte rationaler Funktionen.
Es sei f(n) := % eine rationale Funktion, d.h. p und ¢ Polynome mit ¢ # 0
und K := grad(p) > grad(q) =: L. Dann ist

Lo 4 ... 4 BPK e
lim f(n :1imnK7L~”K—1:+oo-—:j;oo,
nf() n g_?‘++TL qr

je nachdem ob pg/qr, > 0 oder px /qr, <0 ist.

2.4 HAaufungswerte

Was bedeutet nun, daf§ eine Folge (x,), nicht konvergiert? Ein Hinderungsgrund
kann sein, dafl mehrere Kandidaten fiir den Grenzwert vorhanden sind. Um dies
préziser zu machen geben wir folgende

2.4.1 Definition. Hiufungswert.
Ein 2o, € X heifit HAUFUNGSWERT der Folge = : N — X falls in jeder e-
Umgebung von ., unendlich viele Folgeglieder liegen, d.h.

Ve >0Vn 3k >n:zp € Bo(2oo).

Eine Folge kann durchaus mehrere Hiufungswerte haben. Z.B. hat (—1)" % die
Haufungswerte £1 und jede Abzéhlung N — Q hat alle z € R als Haufungswerte.
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k |
Unter einer Teilfolge 2 einer Folge x : N — X versteht man 2’ = xon, wobei n :
N — N streng monoton wachsend ist. D.h. 2’ = (x{, 2}, 2%, .. .) entsteht aus z =
(zo, 21,2, ... ) durch Wegstreichen aller bis auf abzihlbar vieler Elemente ng =
n(0), n1 = n(l),..., 2’ = (z(, 2], 25, ...) = (Los-- -y Fno—1sTngs Lng+1s- - )s
also x), 1= p,.

2.4.2 Definition. Limes inferior und superior.
Es sei x eine beschrinkte Folge in R. Sei H die Menge ihrer Haufungswerte.
Statt inf(H) = min(H) schreibt man auch

liminf x,, = lim x,
n—00 n—o0

und nennt dies LIMES INFERIOR und statt sup(H) = max(H) schreibt man auch

limsupx, = lim xz,
n—oo n—oo

und nennt dies LIMES SUPERIOR.

Man sieht wie folgt, dafl inf(H) = min(H) ist: Sei p := inf(H) und € > 0.
Dann ist p 4 ¢ keine untere Schranke, also existiert ein Haufungswert h mit
pw<h<p+e Firé:=pu+e—h >0 liegen unendlich viele Folgeglieder in der
d-Umgebung um h und somit auch in der e-Umgebung U.(u) 2 Us(h) von .
Also ist p ein Haufungswert und damit g = min(H).

Behauptung.

Es sei x eine beschrankte Folge in R und a € R. Dann ist genau dann a =
limsup x, wenn Ve > 0: {n:z, > a—c} ist unendlich und {n : x, > a+ec} ist
endlich.

Beweis. (=) Es sei a := limsup z. Dann ist a ein Hiufungswert, also {n : a—e <
Zn < a+ ¢} unendlich. Wir nehmen indirekt an, da§ {n : ,, > a + ¢} unendlich
sei. Nach (2.4.5) besitzt die entsprechende Teilfolge einen Haufungswert o’ >
a + ¢, ein Widerspruch dazu, dafl a der grofite Haufungswert ist.

(<) Aus obiger Bedingung folgt insbesonders, dal {n : a —¢ < z, < a +
et ={n:z, >a—cet\{n: x, > a+ e} fir jedes € > 0 unendlich ist,
also a ein Haufungswert von x ist. Wir nehmen indirekt an, daf§ ein groflerer
Héufungswert a’ > a existiert. Wahle 0 < € < d(a,a’)/2. Da o/ Haufungswert
ist, wire d(z,,a’) < ¢ fiir unendlich viele n und wegen obiger Bedingung wére
{n:d(zn,a’) <e} C{n:z, > a+e} aber endlich, ein Widerspruch. O

2.4.3 Lemma. Hiufungswerte via Teilfolgen.
Ein Punkt ro, ist genau dann ein Haufungswert der Folge x : N — X, wenn
eine Teilfolge x' : N — N — X ewistiert, welche gegen o, konvergiert.

Beweis. (=) Sei 2 ein Hiaufungswert von z. Rekursiv wéihlen wir fiir jedes
k € N einen Index ny > ni—1 mit d(zp, , Too) < % Dann ist (2, ) eine Teilfolge
von x, welche gegen x, konvergiert.
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(<) Sei (2, )r eine Teilfolge von x, welche gegen x., konvergiert. Fiir jedes
e > 0 und n € N existiert somit ein k mit ny > n und d(x,,,2w) < &, d.h. T
ist ein Haufungswert von x. O

Ein anderes Hindernis fiir die Konvergenz einer Folge ist, wenn sie unbeschrénkt
ist. Andernfalls kénnen wir folgendes Resultat verwenden.

2.4.4 Lemma. Konvergenz via eindeutiger Hiaufungswerte.
FEine Folge x ist genau dann konvergent, wenn sie beschrdankt ist und liminf x =
limsup x gilt, d.h. sie genau einen Hdufungswert besitzt.

Beweis. (=) Sei z konvergent gegen z, und 2/ ein Hiufungswert von . Dann
ist zoo = 2/, denn andernfalls ligen fast alle Folgenglieder in der e-Umgebung
VO Zoo Mit € < d(Zoo, x,)/2 und somit nur endlich viele in der (disjunkten)
e-Umgebung von z/_. Also ist H = {z} die Menge der Hiufungswerte von x
und somit liminf z = inf(H) = 2o, = sup(H) = limsup z.

(<) Sei 2o := liminfz = limsupz und € > 0. Dann liegen fast alle Folge-
glieder rechts von z,, — €, denn andernfalls géibe es nach Bolzano-Weierstrafl
(2.4.5) einen (uneigentlichen) Haufungswert < z., — €. Ebenso liegen fast alle
Folgeglieder links von z., + ¢, denn andernfalls giibe es einen (uneigentlichen)
Héufungswert > x, + €. Dies zeigt die Konvergenz von x gegen Z. O

2.4.5 Satz von Bolzano & Weierstrafl.
Es sei x = (xn)nen eine beschrinkte Folge in RP. Dann besitzt x© einen Hduf-
ungspunkt ro, € RP.

Beweis. Sei vorerst p = 1. Wir nennen einen Index N Gipfelstelle von x, wenn
xn < xy fir alle n > N. Falls  unendlich viele Gipfelstellen g1 < g2 < ...
besitzt, so ist & — x4, eine monoton fallende Teilfolge. Anderenfalls existiert
eine letzte Gipfelstelle g und damit kénnen wir rekursive eine Teilfolge x,,, durch
ng := g+ 1 und ngyq = min{n > nyg : , > x,, }. Dies definiert eine monoton
wachsende Teilfolge von z.

Sei nun (x,)nen in R beschriinkt. Nach dem eben Gesagten existiert eine mo-
notone Teilfolge von x und diese ist nach (2.3.9) konvergent, d.h. x besitzt eine
Héufungswert nach (2.4.3).

Sei schlieBlich (x,,)nen in RP beschriinkt. Nach obigen existiert eine konvergente
Teilfolge (£ ) der letzten Koordinate. Die Folge (., ,..., 25 1)) besitzt sei-
nerseits nach Induktion eine konvergente Teilfolge (xnkl ); in RP~! und somit ist
| — xy, eine konvergente Teilfolge in R” wieder nach (2.4.3). O

Um die Konvergenz einer Folge mittels der Definition nachpriifen zu kénnen,
bendtigen wir aber schon den Kandidaten fiir den Grenzwert. Deshalb ist das
folgende Kriterium oft sehr hilfreich.

2.4.6 Proposition. Cauchy’sches Konvergenzkriterium.
FEine Folge © = (x,)n in R™ ist genau dann konvergent, wenn sie eine CAUCHY-
FOLGE ist, d.h.

Ve >03IN eNVm,n> N :d(zy, ;) <&
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Ein metrischer Raum heif3t VOLLSTANDIG, wenn jede Cauchy-Folge in ihm kon-
vergiert.

Beweis. Jede konvergente Folge ist Cauchy, denn aus |z, — 2| < § fiir k > N
folgt |xn — Tm| < |Tn — Too| + [Too — Tm| < € fiir alle n,m > N.

Umgekehrt sei = (x,,)y eine Cauchy-Folge. Dann existiert ein N mit |z, —
zn| <1 fir n > N und somit ist = beschriankt. Nach dem Satz von Bolzano-
Weierstrafl (2.4.5) existiert eine konvergente Teilfolge (2, )k von x mit Grenz-
wert Zo.. Dies ist aber auch der Grenzwert von z, denn fiir ¢ > 0 existiert ein
N mit |z, — x| < € fir alle n,m > N und somit |xo, — 2, | < € fiir alle m > N
durch Grenziibergang von n = ny, fiir k — oo. O

2.4.7 Bemerkung.

Beachte jedoch, daf} es fiir die Konvergenz nicht geniigt wenn der Abstand auf-
einanderfolgender Folgeglieder beliebig klein wird. Z.B. ist fiir die harmonische
Folge @, :== Y 1_; % der Abstand |z,41 — z,| = —= — 0 aber die Folge diver-

n+1
giert gegen +00.

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 24. Mirz 2004



90 Haufungswerte 2.4

2.4.8 Einige Methoden zur Grenzwertbestimmung

Koordinaten
betrachten l ‘ (2.34)

(4.1.11)
Z‘?ﬂfegeﬁl m T ja_|unbestimmter | nein
einfachere Ausdruck?
Teile besser
zerlegen
(2.3.5), (2.3.16), (3.1.3)
. Aufgaben (2.13)—(2.18)
nein bekannte Ja
Teile?

neg{ln beschrankt? Ja

(2.4.5)
iOOlStHW ............ ;| ..... H W .......
0 —
(2.3.9)
nein einzige ja

uneigentl. HW?

(2.4.4)
nichteinmal SR A , ; z z z
uneigentl. lim = +o00 | . " divergent |
konvergent e / A

lim bestimmen (2.5)

i N

einschachteln GW-Sitze
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2.5 Unendliche Reihen

2.5.1 Definition. Konvergenz von Reihen.

Unter einer REIHE verstehen wir einen Ausdruck der Form )", a;. Ein Reihe
heifft KONVERGENT gegen So., wenn die Folge s,, der PARTIALSUMMEN s,, :=
ZZ:O ap gegen S, konvergiert. Man schreibt dann auch Zzozo ay, fiir diesen
Grenzwert So.

Beachte, da8 jeder Reihe )", ai zwei Folgen zugeordnet sind: Einerseits die
Folge (ax)ken der Glieder aj, der Reihe und andererseits die Folge (3"} _ ax)nen
der Partialsummen s,, := ZZ:O ap der Reihe. Diese beiden Folgen miissen strikt
auseinander gehalten werden.

2.5.2 Definition. Uneigentliche Konvergenz von Reihen.
Wie fiir Folgen kénnen wir auch bei Reihen von der UNEIGENTLICHEN KON-
VERGENZ gegen 400 oder —oo sprechen.

2.5.3 Bemerkung. Reihen versus Folgen.

Jede Reihe ), aj wird also durch die Folge ihrer Partialsummen s, := >, ., ax
beschrieben. Umgekehrt definiert jede Folge s, eine Reihe ), ay durch a, :=
Sn — Spn—1 wobei wir s_1 := 0 gesetzt haben, deren Partialsummen gerade die
gegebene Folge s,, sind.

Reihen ), a, sind also nur eine andere Schreibweise fiir Folgen s,,, wobei man
die Betonung auf den Zuwachs a,, = s, — s,_1 von einem Folgenglied auf das
néchste legt.

Beachte, daf} es fiir die Konvergenzbetrachtung keine Rolle spielt, ob wir die
Partialsummen als s, := Y ,_,a; oder fiir ein fixes K als s/, := kK:J}? de-
finieren, denn s,k = s, + A, wobei A = ZkK;Ol ay. Fiir die entsprechenden

Grenzwerte gilt offensichtlich

n—oo

oo
E ap = lim s, = lim s,4x
kio m—0o0

= lim s, + A=A+ lim s;::A—i—Zak
k=K

m—oo n—oo
K-1 oo

= E ag + E ag.
k=0 k=K

Ein leicht modifizierte Art zu sehen, dafl es bei der Konvergenz einer Reihe
nicht auf die Anfangsglieder ankommt ist folgende: Seien s, := ZZZO aj, und
Sh = > g ax (somit ist s, = 0 fiir n < K). Dann ist s,, = s/, + A, wobei
A= ZkK:_Ol ay, ist. Also konvergiert s, genau dann, wenn s/, konvergiert und es
gilt

o0 oo

Zak: lim s, = lim s/, + A=A+ Zak.

=0 n—oo

n— o0
k=K

2.5.4 Lemma. Geometrische Reihe.
Es konvergiert die geometrische Reihe Y, q® genau dann, wenn |q| < 1. Ihr
Grenzwert ist flq.
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\E:\/lfq:l = apg:bpicyg = aj:bricy
co=cV1-a, ar=cvavl-a, bo=c(l-q)
bo cizag=Vaco, ar=Vaao, bi=vabs

ao

il N
: b,

eva

Beweis. Wegen der Summenformel ist >, _, = 1_1(1_7:;1 fiir ¢ # 1 und somit
genau dann konvergent, wenn |¢| < 1. Im Fall ¢ = 1ist >} _,¢" = n+1
divergent. O

Sierpinski’s Schwamm.

Wir betrachten ein gleichseitiges Dreieck. Wir teilen aller 3 Seiten in die Hélfte
und entfernen das (offene) Dreieck dessen Ecken diese Teilungspunkte sind. Fiir
die verbliebenen 3 Dreiecke fahren wir genauso fort, d.h. schneiden wieder aus
jedem ein entsprechendes Teildreieck aus. Dies fithren wir nun rekursiv weiter
durch. Sei A die Fliache des urspriinglichen Dreiecks. Die des ersten ausgeschnit-
tenen ist dann A/4, denn seine Seitenléinge ist nur mehr halb so gro8. Es ver-
bleiben also 3 Dreiecke mit einer Gesamtfliche von A — f = %A. Im néchsten
Schritt entfernen wir 3 Dreiecke mit Fléche % %, also verbleiben 9 Dreiecke mit
einer Fldche von A — iA — 4% A= 1—96A. Im n-ten Schritt ist die verbleibende

Gesamtflache
n gkl Y 11-(3)" 3\"
A‘,;ka“—“*(l—z @)ﬂ“(“iﬁ —(1) A

Und im Grenzwert

A—i?’;lA:(l—ii(Z)j)A:(1—%1i )A:O

=1 =0

Trotzdem bleiben hier ziemlich viele Punkte {ibrig.
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AAAAAAAAAAAAAAAAAA
AL AL
A A A A
AAAA AAAA
A A A A
AL AL AL AL
A A A A A A A A
AAAAAAAAL AAAAAAAAL
A A A A
A AL AL AL
A A A A A A A
AAAA AAAA AAAA AAAA
A A A A A A A A
AL AL AL AL AL AL AL AL
A A A A A A A A A A A A A A A A

2.5.5 Beispiel. Exponentialreihe und Euler’sche Zahl e.

Die Reihe ), % ist konvergent. Offensichtlich ist die Folge der Partialsummen
Sn = Y.p_o7; monoton wachsend. Sie ist aber auch nach oben beschréinkt,
denn (siehe (2.5.9))

n
n<1+>
k=1

Thre Summe z:’;o % =: e wir auch EULER’SCHE ZAHL genannt. Die Begriindung
fiir den Namen Exponentialreihe liefern wir in (4.2.4) nach. Es gilt auch e =
limy, o0 (14 1)

In der Tat ist by := (1+ 2)" = >0 (1) < Dro s = Sn. Weiters ist
n— (1+ %)" monoton wachsend, denn wegen der Bernoulli-Ungleichung ist

| —
IN

o

1+§5 Lo L3
! Lokt = 1-1/2 7

(14 )t (1+ 1 )(Z—I?)
T 1+ Iy T na+1/) (nEr\®
(1+3) ntl) (%F)
1 2 "
_ (14 n“+2n
n+1 n?+2n+1
1 1 "
=(1 [ —
(+n+1>( n2—|—2n—|—1>
1 1 1
1 1l-n— | =14 ——>1
—< +n+1)( nm+an+1> HCESER
Weiters ist fiir m >n
. = m\ 1 & 1
m_z k W_Zn(m_J—Fl)kl k
k=0 k=0 j=1
m k n k
1 j—1 1 j—1
=Gl (-5 2 o g I (-7 ) = b
k=0 J=1 k=0 j=1

mit
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Also lim,, b,, > s, fir alle n und damit lim,,, . b, > e und schluflendlich
lim,, o0 by, = €.

2.5.6 Lemma. Cauchy-Kriterium fiir Reihen.
FEine Reihe ), ai, konvergiert genau dann, wenn fir

n+q

Ve>03INVn>NVq: ‘Zak’ <e
k=n

Vgl. dies mit (2.4.6) fiir Folgen.

Insbesonders folgt, daf fiir jede konvergente Reihe ), ay gilt, daB limy . ar =
0 ist. Um das einzusehen brauchen wir in der Cauchy-Bedingung nur speziell
p := 0 setzen und erhalten:

Ve >0 3N VYn> N :la,| <e,

d.h. lim,, . a, = 0.

Beweis. Nach Definition ist ), aj genau dann konvergent, wenn die Folge der
Partialsummen s, := Y ,_, a; konvergiert, oder dquivalent eine Cauchy-Folge
ist, d.h.

q
Ve>0IN VR > NVg:e > |Sniq— Sn| = Zan+k‘ O

k=1

2.5.7 Definition. Absolute Konvergenz.

Eine Reihe ), a; heifit ABSOLUT KONVERGENT, wenn die Reihe ), |ay| ih-
rer absolut-Betrige konvergiert. Da die Partialsummen von ), |ax| monoton
wachsend ist dies nach der Proposition (2.3.9) iiber monotone Konvergenz ge-
nau dann der Fall, wenn (die Folge der Partialsummen) von ), |aj| beschrénkt
ist.

Beachte, dal der Unterschied zwischen Konvergenz und absoluter Konvergenz

. R . n+p n+p :
nur im Unterschied zwischen ‘ g ak‘ und >, "7 |ay| liegt.

2.5.8 Lemma. Absolute- impliziert Konvergenz.
Es sei Y, aj absolut konvergent. Dann ist ), ar auch konvergent.

Beweis. Die Cauchy-Bedingung ist wegen | 317" ay| < S-07F |ag| erfiillt. O

Nun kénnen wir die wichtigsten Methoden zur Konvergenzbestimmung von Rei-
hen behandeln.

2.5.9 Proposition. Vergleichstest.
Es seien Y, a, und y_, by zwei Reihen mit 0 < ay, < by, fir (fast alle) k

o Fulls Y, by, absolut konvergiert so auch ), aj.
o Fualls ", aj divergiert, so auch ), by.

Man sagt in dieser Situation, da >, aj eine MINORANTE von ), by und um-
gekehrt >, by eine MAJORANTE von ), ay, ist.

Beweis. Es ist 0 < Y12 a, < 32727 by, — 0. O
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2.5.10 Proposition. Wurzeltest.

Falls (ay), beschrinkt ist und lim,, ’{‘/m < 1 ist, d.-h. ein g < 1 existiert mit
T\L/m < q fir fast alle n, so ist ), ap absolut konvergent.

Ist ’\L/Tn| > 1 fiir unendlich viele n, so ist die Reihe divergent.

Ein Beispiel, wo sich der Wurzeltest anwenden 1&8t, ist ) %, denn dabei ist
fiir a,, 1= % der Grenzwert lim,, oo V/|an| = lim, % =0<1.
Beweis. Aus {/|a,| < g folgt, da >, ¢* eine nach (2.5.4) (konvergente) Ma-

jorante von ), |ag| ist, also letztere Reihe nach dem Vergleichstest (2.5.9) kon-
vergiert.

Ist {/|a,| > 1 unendlich oft, so konvergiert a, nicht gegen 0, also ist > ay
nicht konvergent. O

2.5.11 Proposition. Quotiententest.
< 1 ist, d.h. ein ¢ < 1 existiert mit

Falls (ay)n beschrinkt ist und lim,,

An+41
An
|%| < q fir fast alle n, so ist ), ap absolut konvergent.

Ist jedoch fast immer |““| > 1 so ist die Reihe divergent.

Ein Beispiel, wo sich der Quotiententest anwenden laft, ist > ﬁ, denn dabei
ist fiir a,, := % der Grenzwert lim,,_, o \a|Z+‘1| =lim, . %_H =0<1.
Beweis. Es ist
Antp — _Ontj < qP
(7% j=1 an+j71
an k .- . s
also ‘qn‘ >, q" eine Majorante fiir >, |ag|.
Andererseits folgt aus |a,+1| > |an|, daB a,, keine Nullfolge sein kann. d

2.5.12 Proposition. Leibniz-Test.

Es sein — a, >0 monoton fallend. Dann ist Y, (—1)*ay genau dann konver-
gent, wenn limy ar, = 0 ist.

Beweis. Es ist Zk by, nur dann konvergent, wenn by — 0.

Umgekehrt ist

0< 0<
0 < (apnt1— ani2)+(aniz —...)+--+ (—1)k+1an+k
n+k
= (_1)n+1 Z (=1aj = ant1 — (@nt2 — any3) = < app1 — 0. O
. ~————
j=n+1

>0

2.5.13 Cauchy’scher Verdichtungssatz.
Es sei (a,,) monoton fallend und nicht negativ. Dann ist ) a, genau dann
konvergent, wenn Zn 2™ agn es 1st.

Beweis. (=) Es ist

oo 2"

n 29
ZakZZak=a1+Z Z ag
k=1

k=1 J=1k=2i—-141

n 27 n n
a1+z Z agj:Z2j_1a2j:%Z2ja2j.
j=0 7=0

J=1}k=2i-141

>

N~
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(<) Fiir m+ 1 < 27F1 st

m
Zak < ag = Z ag
k=1 k=0 j=0 k=27
n 29T1_1 n o
SZ Z Qoj :ZQja2g<22ja2] D
=0 k=2i =0 =0

2.5.14 Beispiele.

1. Die geometrische Reihe Y, (1/20- 1)k =Y~ 2% (1/2%)? konvergiert genau
dann, wenn 1/2%71 < 1ist, d.h. a > 1 ist. Nach (2.5.13) konvergiert somit
> 7= ebenfalls genau dann.

2. Ebenso folgt fiir die Reihe ), m, daf sie genau dann konvergiert,

k . .o
wenn . 2k(1112(2k))a = (1n(12))a Yok k% dies tut, also fiir a > 1.

@ 2.5.15 Test von Raabe.

Falls ein B > 1 existiert, s.d.
die Rethe ), aj, absolut.

<1- g fiir fast alle n ist, so konvergiert

An 41
an

Ist hingegen % >1- % fir fast alle n, so divergiert Y, ai.

Beweis. Es sei ay, := |a,|. Dann ist apy1/an <1—0/n, also 0 < (8- 1)a, <
n(a, — apy1) — ap = (n— Day, — nape1 =: by,. Folglich ist n — (n — 1)ay,
monoton fallend und nach unten durch 0 beschréinkt also konvergent. Somit ist
die Teleskopreihe ) b, ebenfalls konvergent und wegen (8 — 1), < b, auch
die Reihe (5 —1) Z Qy, d.h. ), a, ist absolut konvergent.

Aus 2L > 1 — 2 folgt da das Vorzeichen von a, schliefllich konstant, also
0.B.d. A +1 ist und somit na,+1 > (n — 1)a, gilt. Folglich existiert ein N
mit na,41 > (N — 1l)ay =: o > 0 fiir alle n > N. Also ist a,41 > & und
da die harmonische Reihe divergiert folgt aus dem Majorantentest, daf§ >, a,
divergiert. O

2.5.16 Beispiele.
In den Anféingen der Analysis hatten die Mathematiker unbekiimmert Reihen
umgeordnet. Das Beispiel

D EDF =1-141-14 - = (1= +(1=1) 4+ # I+ (= 14+1)+(-1+1)+
k

zeigt, dal hier Vorsicht angebracht ist.

Ein noch raffinierteres Beispiel ist das folgende: Es sei

)

=0 k=1

+
vV
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D ; =Dkt 0o : _ (=pFt )
ann ist 5 Zk 15— = 21 bx, Wobei bgk = 5 und bgg_1 := 0

sei. Die Relhe > (ar +bx) hat also als Summe s+ £ = 32, Diese Reihe ist aber

G0+ (F+H+ G40+ (F+F)+ G0+ (F 4+ =
1

-1 1
1404+ -+ —+-+0+...
O+ o0+,

eine Umordnung der urspriinglichen Reihe mit Summe s.

R I

ER— i _i +i _i +L 1

2 -2 % 6 § 10 1%
= 0 b +0 —% +0 &

3s _ 1 1 1

2 =1 0 3 -5 5 0

2.5.17 Definition. Unbedingte Konvergenz.

Eine Reihe ), aj, heifit UNBEDINGT KONVERGENT, wenn jede ihrer Umordnun-
gen ;. ar () konvergiert (und zwar immer gegen den selben Grenzwert). Dabei
wird eine UMORDNUNG durch eine bijektive Abbildung 7 : N — N beschrieben.

2.5.18 Riemann’scher Umordnungssatz.
Eine Reihe ist genau dann absolut konvergent, wenn sie unbedingt konvergiert.

Bs. Sei zuerst ) a, absolut konvergent mit Partialsummen s,. Es sei
> i @n,, ein Umordnung mit Partialsummen s). Wegen dem Cauchy-Kriterium
existiert zu € > 0 ein N mit Z _n lan| < e. Nun wihlen wir ein K mit ny > N
fiir alle k > K. Dann ist Y20 |an, | < Y200\ |an| < ¢, also ist die umgeordnete
Reihe nach dem Cauchy-Kriterium absolut konvergent.

Wir zeigen mehr noch: Die umgeordnete Reihe besitzt die gleiche Summe s :=
> e k. Fiir m > K ist

iank Zan = Z OnQn
k=0

n>N

mit d§,, € {—1,0,+1}. Also gilt fiir die Partialsummen

Sy — $m| < Z lan| < e

n>N

und somit konvergiert s/, und s,, gegen den gleichen Grenzwert s.

Umgekehrt sei nun ), ay Zwar konvergent aber nicht absolut konvergent Wir
zerlegen aj, = a; — a,,C mit aif := max{£ay,0} > 0. Dann ist |ax| := a +aj .

Beide Reihen ), ar  miissen gegen +oo divergieren, denn andernfalls wére auch
die andere konvergent. Mit Y, pi, bezeichnen wir die Reihe die aus Y, a;" durch
Streichen aller 0-er entsteht, und mit ), g bezeichnen wir die Reihe die aus
>, a; durch Streichen aller a; (= 0) entsteht, fiir welche a; # 0 ist. Dann gilt
pr — 0 und g — 0 aber Z;O:o P = +00 = Z;O:o qr. Wir wihlen nun rekursive
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minimale Indizes ng <nqp < ... und mg < mp < ... mit

no

S < Zplc
k=0
no mo

§> pet )~
k=0 k=0
ny mo

S < Zpk + Z —qk
k=0 k=0
ny mi

5> Zpk + Z —qk
k=0 k=0

Die so entstehende Reihe

pO—’_' : +pno —qo—" "~ qmyg +p’n()+1+' : +pn1 —dmo+1— " —4my +pn1+1+~ .
ist dann eine Umordnung der urspriinglichen Reihe, die gegen S konvergiert. [

Mit absolut konvergenten Reihen kann man recht ungestraft rechnen, wie fol-
gende Resultate zeigen.

2.5.19 Lemma. Rechnen mit absolut konvergenten Reihen.

Falls Y, ar und ), by absolut konvergieren, so auch ), (ar + Aby).

Ist Y, ar absolut konvergent und k — by beschrdnkt, so ist auch ), ai by ab-
solut konvergent.

Der 2.Teil stimmt nicht fiir konvergente Reihen wie das Beispiel > k(—l)k% und
(—1)¥ zeigt.

Beweis. Der 1.Teil folgt sofort aus >, o, |ax +Abi| <D0, o lak|+A D25« [bk]-
Der 2.Teil mittels (2.3.9) aus >, ., |ax bx| < max{[bg| : & < n}- > lax] <
sup{[be| : K} - 3252 lal- O

2.5.20 Proposition. Konvergenz von Doppelreihen.
Es seien Y, ap und Y, by absolut konvergent. Sei (po,pi,...) eine Anord-
nung der Produkte (a;bi);ken. Dann konvergiert Zj p; absolut und zwar gegen

(Z520a) - (Sobe).

Beweis. Wegen 3 1)< inm) @ 0k = D20j<, @5 D pam bk = 20520 @5 D p—g bk
konvergiert die spezielle Anordnung der Produkte in stufenweise wachsenden
Quadraten gegen die behauptete Grofle. Fiir jede Anordnung ist

n oo oo
Sl <Y lagl >0 bl <D lagl - > bl < o0
i=1 j<m  j<m o R

fiir hinreichend grofl gewihltes m in Abhéngigkeit von n, also absolut konver-
gent, und somit unabhéngig von der Anordnung gegen Z;’;O aj > peobr kon-
vergent. O

2.5.21 Folgerung. Cauchy-Produkt.
Sind die Reihen ) an, und ) b, absolut konvergent so auch das CAUCHY-

PRODUKT Y (ZZ:O akbn—k)- =
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2.5.22 Bemerkung.
Wir wollen nun Reihen der Form ), ay, by, untersuchen, also solche die aus den
komponentenweisen Produkt zweier Reihen entstehen.

2.5.23 Abel’sche partielle Summation.
Es sei A =3,y a;j. Dann ist

n—1 n
Z ar by = An by + ZAk (br—1 — b).
k=0 k=0

Bs. Es ist ay = Agy1 — A und somit
Z ag by = Z(Ak+1 — Ap) by, = Z App1by — Z A by

k<n k<n k<n k<n
= ZAkbkq - ZAkbk = ZAk(bk;q —bp) + Ay b, O
k<n k<n k<n

2.5.24 Folgerung. Konvergenz von ), aj by.
Ist sowohl die Folge A, b, also auch die Reihe ZZ:O Ay, (bg—1 — b) konvergent,
so auch die Reihe )", aj by. O

2.5.25 Dirichlet’sche Test.
Es sei A,, beschrinkt und b, konvergiere monoton gegen 0. Dann ist ), ay by
konvergent.

Bs. Da A,, beschrinkt ist und b,, — 0 konvergiert, gilt gleiches auch fiir
A, b, und die Teleskopreihe ), (by—1 — bi) konvergiert (absolut). Somit konver-
giert auch ), Ay (bx—1—by) absolut. Das Resultat folgt nun mittels (2.5.24). O

2.5.26 Abel’sche Test.
Es sei Y, a konvergent und (by) monoton und beschrinkt. Dann konvergiert

Zk Q. bk

Bs. Nach Voraussetzung sind (Aj) und (by) konvergent, also auch (Ay, by).
Weiters ist die Teleskopreihe ), (br—1 — bx) (absolut) konvergent und da Ay
beschrinkt ist auch ), Ag(by—1 — b) (absolut) konvergent. Das Resultat folgt
nun mittels (2.5.24). O

Auch fiir Produkte kénnen wir unendliche Versionen behandeln. Diese spielen
aber keine so entscheidende Rolle.

2.5.27 Definition. Konvergente Produkte.
Eine Produkt [], ar heit KONVERGENT, wenn die Folge der Partialprodukte
n — [[h_q ar konvergiert.
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Sobald wir die Logarithmusfunktion zur Verfiigung haben, kénnen die Konver-
genz des Produkts mit Faktoren x; > 0 wie folgt umformulieren:

3 ﬁ T
k=0

n
< Die Folge (H xk> konvergiert
k=0 "

< Die Folge n +— log<]:[ xk) = Z log(x) konvergiert
k=0 k=0

& 3 Zlog(xk).

k=0

2.5.28 Bemerkung. Dezimalbruchentwicklung.
Es sei b = 10 und eine Folge (z;)52,; von natiirlichen Zahlen 0 < 2z, < b
vorgegeben. Dann ist die Reihe k>1 7+ monoton wachsend und wegen

n

Zb—z<’;b—k<(b—1)bz<g> :(b—l)bm:L

k=1 k>0

existiert die Summe 0 < ¢ := > 77 & < 1.
Sei nun umgekehrt 0 < ¢ < 1. Dann existiert ein z; € {0,...,b — 1} mit & <
¢ < 2H Somit ist 0 < (b—2; < 1 und es existiert analog ein z; € {0,...,b—1}

mit 72 <(b—2 < Zlb'fl. also

22+1
b2

21 | *2 21
Mittels Rekursion erhalten wir z € {0,...,b— 1} mit

21 Zk 21 2k 1

Die linke Seite ist in £ monoton wachsend, die rechte monoton fallend und der
Abstand blk konvergiert gegen 0. Also konvergieren beide Seiten gegen ¢ und
man spricht von einer INTERVALLSCHACHTELUNG. Beachte, dafl die Folge z
nicht schliellich 0 sein kann, da die linke Seite immer echt kleiner als ( gew#hlt
wurde. Reelle Zahlen werden also auf diese Weise durch nicht abbrechende De-
zimalbriiche dargestellt. Insbesonders erhalten wir fiir 1/2 den Dezimalbruch
0.499999. .. und nicht 0.50000....

Fiir ¢ > 0 existiert ein zg € N mit 29 < ( < zp + 1 und somit ist {( — 2 in einen
Dezimalbruch 0.z125 ... entwickelbar und wir schreiben ( = 2, 2123....

Die Darstellung ist eindeutig, denn wenn ¢ := 29,2122 -+ = wWp, W1Ws ... zZwei
verschiedene Darstellungen in nicht-abbrechende Dezimalbriiche sind, so sei n >
0 minimal gewéhlt mit 2z # wy. Es ist n > 0 da zp = wg und 0.B.d.A. 2z +1 <
wy,. Dann ist ¢ < Zle R Z?=1 ++ < ¢, ein Widerspruch.

Fiir negative Zahlen ¢ entwickelt man —( in einen Dezimalbruch —( = 2g, 2122 . ..
und schreibt ( = —zg, 2222 .. ..

Die Zahl 0 kénnen wir allerdings auf diese Weise nur durch den abbrechenden
Dezimalbruch 0 = 0,00... darstellen.
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Beachte die Schwierigkeiten die wir haben wenn wir die Grundrechnungsarten

itber die Dezimalbruchentwicklung einfithren miifiten.

Es folgen einige Beispiele die zeigen, dafl es beim Rechnen mit (positiven) De-
zimalzahlen besser ist die nicht abbrechende Variante (d.h. mit moglicherweise
schlieflich lauter 9’er) anstelle der abbrechenden Variante (d.h. schliefilich lau-
ter 0’er) zu verwenden. Selbst im Fall periodischer Dezimalbriiche ist es kein
triviales Problem all die auftretenden Ubertriige zu beriicksichtigen, denn dazu
miifiten wir ganz rechts mit dem Rechnen beginnen, ein ganz rechts gibt es aber

bei den nicht abbrechenden Dezimalbriichen nicht.

.4545454545 . . .
0.3333333333. .. (=1/3) +g 5252525252
+0.6666666666. . . (=2/3) ) T
=0.9999999999. . .
=0.9999999999. . . (=3/3=1) (=11/11=1)
0.3333333333... x 3
=0.9999999999. . .

0.3333333333... x 0.3333... 1.2222222222... X
0.09999999999. . . 0.977777777T. ..
0.009999999999. . . 0.012222222222. ..
0.0009999999999. . . 0.009777777T77T. ..
0.00009999999999. . . 0.00012222222222. ..
0.109999999999. .. 0.989999999999. . .
0.0009999999999. . . 0.0098999999999. . .
0.00009999999999. . . 0.00009899999999. . .
0.1109999999999. .. 0.9998999999999. . .
0.00009999999999. . . 0.00009899999999. . .
0.11109999999999. . . 0.99999899999999. . .
0.11111111111111. .. 0.99999999999999. . .
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3 Stetige Funktionen
3.1 Stetigkeit

3.1.1 Bemerkung. Mehrdimensionale Abbildungen.

Wir wollen nun vor allem Abbildungen f : RP — RY studieren. Im Falle p =
q = 1 sind das die Funktionen f : R — R, die wir aus der Schule kennen. Man
nennt die dadurch beschriebenen Teilmenge {(z, f(z)) : « € R} auch KURVE in
R2.

Den Einheitskreis {(z,y) : 22 + y? = 1} konnen wir nur mittels zwei Funk-
tionen x — ++/1 — 22, [-1,1] — R beschreiben. Natiirlicher ist allerdings die
Parameterdarstellung R > ¢ +— (cos(t),sin(¢)) € R2. Dies fiihrt zu folgendem:

Falls p = 1 aber ¢ > 1 ist, so konnen wir f : R — R? als PARAMETRISIERTE
KURVE im R? bezeichnen. Im Unterschied zu vorigen Fall ist also vorgegeben wie
schnell die Kurve {f(t) : t € R} durchlaufen wird. Da f(t) € R? liegt, kénnen
wir diesen Vektor in seine Koordinaten zerlegen, d.h. f(t) = (f1(¢),..., fq(t)),
wobei fi,..., f; Funktionen R — R sind. Wir schreiben kurz f = (f1,..., fq),
und nennen f,..., f; die Komponenten von f.

Andererseits fiir p > 1 und ¢ = 1 kénnen wir eine Abbildung f : R? — R als
Art Gebirge iiber R? auffassen. Im Falle p = 2 spricht man von einer FLACHE
in R? =R? x R.

In der Physik lernt man, daf§ wenn man den Ort und die Geschwindigkeit eines
Kérpers zu einem Zeitpunkt to(= 0) kennt, so 148t sich der Ort des Korpers
zu jedem beliebigen Zeitpunkt ¢ bestimmen. Es existiert also eine Funktion
die zu dem Anfangsdaten Ort o = (01,02,03) € R® und Geschwindigkeit v =
(v1,v9,v3) € R und einem Zeitpunkt ¢ € R den Aufenthaltsort f(o,v,t) des
Korpers zu diesem Zeitpunkt liefert, also eine Funktion f : R = R xR3 xR —
R3 ist.

Wenn wir somit die Anfangsdaten eines Meteors (genau) kennen, kénnen wir
im (Prinzip) berechnen, ob er zu irgendeinem Zeitpunkt ¢ genau auf die Erde
trifft. In der Praxis werden wir allerdings die Anfangsdaten nur ndherungsweise
bestimmen koénnen und auch nur daran interessiert sein, ob er irgendwo auf
die Erde trifft (also Abstand Erdradius ¢ vom Erdmittelpunkt m hat). Unser
Problem besteht also darin fiir die gegebene Funktion f einen maximalen Feh-
ler § anzugeben, so dafl fiir jeden Anfangswert x = (o,v,t), welcher von den
gemessenen Anfangswert hochstens § entfernt ist der Aufenthaltsort f(z) vom
Erdmittelpunkt m hochstens den Erdradius als Abstand hat. Wenn dies fiir
jedes € > 0 moglich ist, dann nennen wir die Funktion f stetig.
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3.1.2 Definition. Stetigkeit.
Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen heift STETIG bei
ro € X, wenn

Ve>03d>0Ve € X :d(x,z0) < d = d(f(z), f(zo)) < e,

d.h. zu jedem e-Ball um den Bildpunkt f(xg) ein 6-Ball um zq existiert, der
durch f ganz in den e-Ball abgebildet wird, oder dquivalent der ganz im Urbild
des e-Balls unter f enthalten ist, symbolisch:

Ve>0 36>0: f(U(;(xo)) - Ua(f(xO))
Ve>0 36> 0: Us(xo) C f! (Us(f(x(])))

Die Idee dahinter ist, dafl man mittels § die Argumente so gut kontrollieren kann,
daf sich die Werte nicht viel vom Bildpunkt entfernen. Graphisch bedeutet dies,
da wir einen beliebig schmalen horizontalen Streifen oder Schlauch um f(x¢)
vorgeben kénnen und dann dazu einen Ball B um zg finden, s.d. f|p ganz im
horizontalen Schlauch zu liegen kommt.

f(xp)+€

Xg-90 Xg Xg+6

Die Negation von stetig heifit UNSTETIG.
Eine Abbildung f : X — Y heifit STETIG (auf X), wenn sie in jedem Punkt
zo € X stetig ist.

Stetigkeit 1&8t sich nun mittels der zuvor behandelten Konvergenz von Folgen
beschreiben:

3.1.3 Lemma. Stetigkeit via Folgen.
Eine Abbildung f ist genau dann stetig bei xo., wenn fir jede gegen xo, konver-
gente Folge x,, die Folge der Bilder f(x,) gegen f(xo) konvergiert.
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Also ist f(lim, x,) = lim, f(z,) fur stetiges f falls die linke Seite existiert.
Die stetigen Abbildungen sind somit gerade die Konvergenz-erhaltenden Ab-
bildungen, so wie z.B. die linearen Abbildungen die Vektorraumoperationen-
erhaltenden Abbildungen sind.

| X XJ X3 X2 X1 X0
X —O KXo +O

Beweis. (=) Sei f stetig beil 2o, und x,, — z. Fiir ¢ > 0 existiert also ein
0> 0mit d(z,200) < = d(f(x), f(2)) < &. Wegen der Konvergenz von (x,)
existiert ein N mit d(x,, Too) < 0 fiir alle n > N und somit d(f(z,), f(rx)) < €.
Also konvergiert f(x,) gegen f(xoo).

(«=) Indirekt:

f ist nicht stetig bei z
& -(Ve>036>0 Vo X dwax) <6 = d(f(2). fz)) <¢)
3

& 3e>0:-(35>0 Vo€ X dz,a) <6 = d(f(2), f(ae)) <)

o Je>0 V6>0:—|(\7meX:d(x,xoo)gé:d(f(x),f(a:oo))ﬁe

SN—

S Je>0Vi>0 EI:UGX:ﬁ(d(a:,xoo)§6:>d(f(a:),f(xoo))§5
< Je>0Vi>0FzreX dzre) <dund d(f(z), f(ze)) > €

Nun setze § := 1/n um eine Folge (), in X zu erhalten mit d(z,,, 7s) < = — 0
und d(f(zn), f(zx)) > €. O

Beispiele.

Laut (2.3.5) und (3.1.3) sind  — 2% und z — 2 stetig, und allgemeiner (z,y) —

rxy, (2,y) = a-ysowie (x,y) — 7.

In den Aufgaben wird gezeigt, daf} folgende Funktionen stetig sind:

o z — |z| (Aufgabe (2.13))

o (z,y) — max{z,y} (Aufgabe (2.14))

x — zT (Aufgabe (2.15))

x +— /z (Aufgabe (2.16))

x +— Yz (Aufgabe (2.17))

o z— 2" fiir r € Q (Aufgabe (2.18))
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3.1.4 Lemma. Komponentenweise Stetigkeit.
FEine Abbildung f = (f1,...,fq) + X — RY ist genau dann stetig, wenn die
Komponenten fi : X — R stetig sind fir alle k.

Beweis. Da wir Stetigkeit mit konvergenten Folgen testen konnen folgt dies
sofort aus dem entsprechenden Resultat (2.3.4) fiir Folgen. O

3.1.5 Lemma. Projektionsfunktionen.

Die durch pry(z1,...,%p) := x gegebenen PROJEKTIONSFUNKTIONEN DIy, :
RP — R sind stetig.

Beweis. Die folgt sofort aus |pr,(z) — pry(2')| = |z — 2| < |z —2'|.

Ein anderer Beweis wére: Die Identitét id ist offensichtlich stetig und pr;, sind
ihre Komponenten, also nach (3.1.4) stetig. |

3.1.6 Proposition. Rechnen mit stetigen Funktionen.

Die Komposition stetiger Funktionen ist stetig. Die Summe, Differenz und Pro-
dukte stetiger Funktionen sind stetig. Quotienten stetiger Funktionen sind stetig
(und dort definiert, wo der Nenner nicht verschwindet).

Beweis. Essei f: X - Y und g:Y — Z stetig. Dann ist go f : X — Z stetig
wegen (3.1.3), denn fiir ,, — 2 in X gilt f(z,) — f(2) in Y (da f stetig
ist) und somit (g o f)(zn) = g(f(zn)) — 9(f(20)) = (g © f)(2) in Z (da g
stetig ist).

Es sei f,g: X — R stetig. Dann ist f + g : X — R stetig, wobei (f + g)(z) :=
f(x) + g(x) ist: In der Tat sei x,, — Too in X, dann gilt f(z,) — f(2) und
9(zn) — 9(xo) und somit (f + g)(zs) = f(an) + 9(¥n) — f(2e0) + 9(20) =
(f + 9)(zx) nach (2.3.5).

Eine zweite Art dies zu zeigen ist: f+g ist die Zusammensetzung X (9 RxR -
R. Nach (3.1.4) ist (f,g) stetig und nach obigen Beispiel auch die Addition
R x R — R, also auch die Zusammensetzung f + g.

Vollig analog zeigt man die Stetigkeit von f — g, f - ¢ und von f/g. O

3.1.7 Folgerung. Polynome sind stetig.
Alle Polynomfunktionen p : R — R als auch C — C sind stetig.

Beweis. Jedes Polynom p ist von der Form = — ZZZO pr 2% mit pp € R (oder
in C). Offensichtlich sind konstante Funktionen x +— ¢ stetig und ebenso die
Identitéit = — x, also auch die Produkte = +— pj-x--- -2 = pi ¥ und schlieBlich
die Summen z — Y} _, pr 2*. O

n k
Als Folgerung sind auch alle rationalen Funktionen z — %ﬁf"&

P stetig dort
k=0
wo sie definiert sind, also auf {z : Y}" g 2* # 0}.

In Punkten zg, in denen eine Funktion f nicht definiert ist, macht es keinen
Sinn die Frage nach der Stetigkeit zu stellen, denn dazu miiite man f(zp) bilden
konnen. Es ist somit ein Unsinn zu sagen, dafl f : x — % unstetig ist, denn der
Satz “Die Funktion f : x — % ist unstetig bei 0.” ist Abkiirzung fiir einen in

dieser Situation syntaktisch inkorrekten Satz:

“Fiir jedes & > 0 existiert ein 6 > 0, s.d. der Abstand von f(z) zu
£(0) kleiner als € ist, wenn nur = von 0 weniger als § entfernt ist.”
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Siehe in diesen Zusammenhang jedoch (3.2.1).

3.1.8 Beispiel. Winkelfunktionen sind stetig.

Wir werden eine exakte Definition der Winkelfunktionen erst in (4.2.6) geben
und miissen vorerst die geometrischen Beschreibung verwenden. Danach sind
cos(z) und sin(z) die Koordinaten jenes Punktes des Einheitskreises, dessen
zugehoriger Kreisektor die Flidche x/2 oder auch die Linge des Bogen x besitzt.

sin(x)

x/2

cos (x)

Die (geometrisch definierten) Winkelfunktionen sin : Rt — R und cos : Rt — R
haben folgende Eigenschaften:

(1) sin(x 4 y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y) fiir 2,y > 0;
(2) cos(x +y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y) fir =,y > 0;

(3) sin(z)? + cos(x)? =1 fiir z > 0.

Die Gleichung (3) folgt direkt aus dem Satz von Pythagoras. Fiir die anderen
beiden verwenden wir die Ahnlichkeit der Dreiecke folgender Zeichnung und
erhalten:

1:sin(z) : cos(x) =s:a:cos(x+y) =0b:1:sin(y)

sin(y) _ sin(x) sin
cos(z)’ = cos(z) )

=a=ssin(z), b=

cos(y) cos(x) — sin(y) sin(x)

= s=cos(y) —t= co(@)

= cos(z + y) = s cos(z) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)

sin(y)

und sin(z + y) = a+ b = s sin(z) + cos(2)

cos(y) cos(x) sin(z) — sin(y) sin?(z) + sin(y)
cos(z)

= sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y),
da wegen Pythagoras sin’(x) + cos?(z) = 1 ist.

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 24. Mirz 2004



Stetigkeit 3.1 107

sin(x+y)

cos (x+Y)

Fiir x = y = 0 erhalten wir

(1) = sin(0) = 25sin(0) cos(0) = sin(0) = 0 oder cos(0) = %
(2) = cos(0) = cos(0)? —sin(0)? = cos(0)(cos(0) — 1) = sin(0)? > 0

Wir hétten gerne die Giiltigkeit obiger Gleichungen fiir alle x,y € R. Setzen wir
dann insbesonders y = —z in (1) und (2) so erhalten wir

0 = sin(0) = sin(x — x) = sin(x) cos(—x) + cos(z) sin(—x)

1 = cos(0) = cos(x — x) = cos(x) cos(—x) — sin(x) sin(—x).

Multiplikation der ersten Gleichung mit cos(x) und der zweiten mit — sin(z)
ergibt in Summe

—sin(z) = (cos(z)? + sin(x)?) sin(—x) = sin(—=z).

=1

Und Multiplikation der ersten Gleichung mit sin(z) und der zweiten mit cos(z)
ergibt in Summe

cos(z) = (sin(z)? + cos(x)?) cos(—z) = cos(—z).

=1
Also sollte sin eine sogenannte ungerade (d.h. Vz : f(—z) = —f(z)) und cos eine
sogenannte gerade Funktion (d.h. Vz : f(—z) = f(z)) sein. Darum erweitern
wir sin zu einer (ungeraden) Funktion R — R durch

sin(—z) := —sin(z) fir z >0
und cos zu einer (geraden) Funktion R — R durch

cos(—x) := cos(z) fir z > 0.

Offensichtlich gilt dann (3) fiir alle z € R. Gleiches gilt fiir die Additionstheo-
reme (1) und (2), wie wir nun durch Fallunterscheidungen zeigen:

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 24. Mirz 2004



108 Stetigkeit 3.1

Fiir z,y < 0 folgt dies indem wir ' := —z > 0 und 3’ := —y > 0 setzen:

sin(z +y) = sin(—a2’ — y') = —sin(z’ +¢')
= —sin(z’) cos(y’) — cos(x) sin(y")
= sin(—2") cos(—y’) + cos(—z') sin(—y")
= sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)

2 —9y') = cos(z' + o)

cos(x +y) = cos(—
= cos(z") cos(y’) — sin(x’) sin(y’) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y).

Ist andererseits > 0 > y und |z| > |y| dann setzen wir ' := —y > 0 und
Z' ==z +y > 0und erhalten x = ' + 2’. Aus

erhalten wir wie zuvor

/

sin(z +y) = sin(z’) = cos(y’) sin(x) — sin(y’) cos(x) = cos(y) sin(x) + sin(y) cos(z)

cos(z +y) = cos(z’) = sin(y’) sin(z) + cos(y’) cos(x) = — sin(y) sin(x) + cos(y) cos(z).

Ist fir £ > 0 > y nun |2| < |y|, dann ist 2’ := —y > 0 > ¢/ := —x und |2'| > |y/],
also nach dem zuvor gesagten

sin(z +y) = —sin(—y —z) = —sin(z’ +y') = — (sin(x') cos(y’) + cos(x’) sin(y ))

= sin(—x") cos(—y’) — cos(—z') sin(—y") = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)
cos(x +y) = cos(—y — x) = cos(x’ +y') = cos(x') cos(y’) — sin(z) sin(y’)
(

= cos(—z") cos(—y') — sin(—z') sin(—y’) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y).

Ist schlieBlich z < 0 < y so setzen wir ' := y und 3’ = x und erhalten nach
dem zuvor gesagten

sin(z +y) = sin(z’ +9') = sin(z’) cos(y’) + cos(x’) sin(y’)
= sin(y) cos(z) 4 cos(y) sin(x) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)
(2" + ") = cos(2’) cos(y') — sm( ") sin(y’)
= cos(y) cos(x) — sin(y) sin(z) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y).

cos(z + y) = cos

Also gelten die Additionstheoreme nun fiir alle z,y € R.

Beachte auch, dafl aus den Symmetrieeigenschaften von sin und cos und den
Additionstheorem fiir alle z,y € R umgekehrt 1 = cos(0) = cos(z — z) =
cos(x) cos(—x) — sin(x) sin(—x) = cos(x)? + sin(x)? folgt.

Es gelten weiters folgende Additionstheoreme:

sin(z) — sin(y) = 2sin (%) cos (%)
cos(x) — cos(y) = —2sin (962;@) in (@) |
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dennseiz =a+bund y =a—b, also a := zTer und b := ¥, dann ist

sin(z) — sin(y) = sin(a + b) — sin(a — b)
= sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) — (sin(a) cos(—b) + cos(a) sin(—b))

= 2sin(b) cos(a) = 2sin (%) cos (m —; y)

cos(x) — cos(y) = cos(a + b) — sin(a — b)
= cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) — (cos(a) cos(—b) — sin(a) sin(—b))

= —2sin(a) sin(b) = —2sin (:E ; y) sin (x;-y>

Fiir die (geometrisch definierten) Winkelfunktionen gilt lim,_,o4 cos(z) = 1 und

limg 04+ # = 1, denn ein Fldchenvergleich des Kreissektors mit Dreiecken
liefert

x| <

1 | sin(x)
~ 2 |cos

cos(z)

und somit ist lim, oy sin(z) = 0, lim, o4 cos(x) = lim, oy 1/1 —sin®(z) = 1

1
0< §|Sin(a:)| <

1
2

und cos(z) < w < 1 fiir  nahe 0, also limg_ g4 328 = 1,

x

Wenn wir nun zusétzlich die Aussage

sin(z
x

N>

=1

verwenden, dann gilt auch

lim sin(x) — lm sin(—z") — m sin(z’) _q
r—0— x /' —0+ —x' z'—0+ x’
und somit )
lim S22 _
x—0 x

Wir haben noch keine exakte Definition der Winkelfunktionen zur Verfiigung,
darum gehen wir vorerst axiomatisch vor und bezeichnen mit sin und cos zwei
Funktionen, die die Eigenschaften (1), (2), (3) und (4) fiir alle z,y € R erfiillen.
Die Existenz und Eindeutigkeit dieser Funktionen werden wir erst spéter bewei-
sen.

Insbesonders ist lim, g sin(z) = lim, o« w = 0-1 = 0. Damit sind sin und
cos (gleichmiilig) stetig, denn wegen sin(¢)? + cos?(t) = 1 folgt |sin(¢)| < 1 und
| cos(t)| < 1. Wéhlen wir fiir € > 0 also ein ¢ > 0 mit |sin(t)| < § fiir [t] < g, SO
ist

|sin(x) — sin(y)| < 2%1 =e¢ fir |z —y| < ¢ und

cos(z) — cos(y §2£1:€fﬁr x—y| <9.
2
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Wenn wir |sin(¢)| < || verwenden, so sehen wir, dafi wir sogar ¢ := & wihlen
konnen, d.h.

|sin(z) — sin(y)| < |z — y| und |cos(x) — cos(y)| < |z — y| fiir alle z,y € R

gilt. Die Stetigkeit von tan und cot auf R\ {w/2 + kr : k € Z} bzw. R\ {k7 :
k € Z} ergibt sich damit aus (3.1.6).

3.2 Unstetigkeitsstellen

Wir wollen nun untersuchen woran es liegen kann, wenn eine Abbildung f :
X — Y bei z( nicht stetig ist. Beachte, dafl wir nur fiir 2y im Definitionsbereich
von f die Frage nach der Stetigkeit von f bei z¢ stellen konnen. Die Abbildung
z— 1 R\ {0} — R ist also weder stetig noch unstetig bei 0. Fiir zy ¢ X
konnen wir wie folgt vorgehen.

3.2.1 Definition. Stetige Fortsetzbarkeit.
Eine Abbildung f : X \ {z¢} — Y heifit stetig zu zy ERWEITERBAR, falls ein
Yo € Y existiert, s.d. die Abbildung

JE:;Z:H{ flx) fiir @ # xo

Y0 fir x = xo

stetig bei z¢ ist. Dieses f heiffit dann auch stetige Fortsetzung von f.

f(x()) /—\

Beispiel.
2
Es sei f(z) := £=t. Dann ist f(x) wohldefiniert fiir alle x # 1 und somit ist f

z—1

dort stetig. Fiir x = 1 erhalten wir den unbestimmten Ausdruck (—0). Wenn wir
allerdings beachten, dafl "’;2:11 = (m7i¥T+1) =x + 1 ist fiir z # 1, so ergibt sich

1+— 1+ 1 =2 als verniinftige Ergénzung fiir f, d.h. Die Funktion

z2—1 "
Fromotle —— firz#1
2 firz=1

ist eine stetige Erweiterung von f.

Beispiel.

Wir werden in (3.4.10)-(3.4.13) zeigen, daf} die Exponential-Funktion f : z +— a®
welche wir bislang nur fiir rationale z (und a > 0) kennen zu einer stetigen
Funktion R — R fortgesetzt werden kann.

Beispiel.
Was ist eine verniinftige Definition fiir 0°? Wegen [],. 2 := 1 (fiir = # 0) ist
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es verniinftig 2° := 1 zusetzen. Die stetige (weil konstante) Erweiterung dieser
Funktion z — 2° =1, R\ {0} — R ist also durch 0 — 1 gegeben. Dies spricht
fiir die Definition 00 := 1.

Andererseits ist 0 = 0 fiir 0 < z € Q, denn 0™ = 0 fiir 0 # n € N. Also ist
die stetige (weil konstante) Erweiterung von z — 0¥ =0, {r € R: 2 >0} - R
durch 0 +— 0 gegeben. Dies spricht nun fiir die Definition 0° := 0.

Das Problem hier ist, da die Funktion (z,y) — z¥, {(x,y) € R? : 2 > 0,y >
0, (z,y) # (0,0)} nicht stetig fortsetzbar zu (0,0) ist, denn dazu miifite es ein
t € R geben, s.d. Ve >0 30 > 0: |(z,y)] < d = |z¥ —t| < e. Fire = 1/2
ist dies nicht méglich, denn 0¥ = 0 und z° = 1 fiir alle (beliebig kleinen) z > 0
und y > 0. Es héngt also ganz davon ab in welcher Reihenfolge wir mit « und
y gegen 0 gehen, d.h.

lim lim 2Y¥=1#0= lim lim zY.
z—0+ y—0+ y—0+ z—0+

Fiir fixes 0 < ¢ < 1 sei y(z) = 11;‘((;)) Dann ist y(z) > 0 fir 0 < z < 1 und

In(t) _ In(t) — 0 und

limg—o+ oizy = =0

lim z¢@®) = lim 22®/@) = |jy @) @)/ In(z) — iy o0 = i, ¢ =t
z—0+ x—0-+ z—0+ z—0+ x—04

Wenn wir also mit (x,y) lings der Kurve y = y(z) gegen 0 gehen, so bleiben
wir auf konstanter Hohe .

Mit (3.2.1) kénnen wir auch Konvergenz von Folgen als eine Stetigkeitaussa-
ge formulieren und somit die Schreibweise xo, fiir den Grenzwert der Folge x
nachtréglich begriinden.

3.2.2 Lemma. Konvergenz von Folgen als Stetigkeit.

FEine Folge (xy)ren kann genau dann zu einer stetigen Abbildung Noo — X
erweitert werden, wenn sie konvergiert. Die Metrik auf Noo := N U {+oo0} ist
dabei die Metrik der uneigentlichen Konvergenz aus (2.5.15).
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(0 X )

Xoo

=
%3
X3
X2
X1
X0

X
Noo
0 1 2 345 o

Beweis. (=) Sei x : Ny, — X stetig mit z(n) := z,,. Dann konvergiert x,, =
x(n) — x(+00) =: T nach (3.1.3), denn n — 400 in Ny.

(<) Umgekehrt sei zo := lim, x, dann definieren wir z : N, — X durch
z(n) = x, fir n € N und z(4+00) := Ts. Diese Abbildung ist stetig bei +o0,
denn zu € > 0 existiert ein N € N mit |z(n) — z(+00)| = |2, — Teo| < € fiir
alle n > N. Setzen wir 6 := d(N,00) > 0, so ist n > N genau dann, wenn
d(n,+o00) <4 ist.

Die Stetigkeit in den Punkten n € N ist automatisch gegeben, da diese in N,
isoliert sind, siehe nachfolgende Bemerkung. O

Beachte, dafl in ISOLIERTEN PUNKTEN zg € X, d.h. solchen fiir welche eine
0-Umgebung existiert, die nur zg aus X enthilt, jede Abbildung f : X — Y
stetig ist, denn fiir jedes € > 0 wihlen wir genau das wegen der Isoliertheit von
xo gegebene § > 0 und dann gilt fiir alle z € X mit d(z,z9) < §, daB x = z¢

ist, also d(f(x), f(z0)) = d(f(z0), f(z0)) =0 < ¢ ist.

Die nicht-Stetigkeit einer Abbildung f : X — Y in einem nicht-isolierten Punkt
g € X kann verschiedene Griinde haben. Einerseits kann es daran liegen, daf
nur der Funktionswert f(x() bei xg einen ungeeigneten Wert hat. Dies fiihrt zu:

3.2.3 Definition. lim,_.,, f(z).

Es sei xp € X kein isolierter Punkt, d.h. in jedem Ball um zg liegen andere
Punkte aus X und sei f : X \ {zo} — Y eine Abbildung. Dann verstehen wir
unter lim, .., f(x) jenen Punkt yo von Y (sofern er existiert), s.d.

Ve>03d>0Ve e X\ {zo}:d(z,20) <d=d(f(z),y0) <e.

Offensichtlich ist f genau dann stetig zum Punkt x( fortsetzbar, wenn der Limes
lim,_,,, f(z) existiert. Weiters ist f : X — Y genau dann stetig bei zy € X
wenn f(zg) = limg 4, f(x).
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B

Xo0-0 X0 X  Xg+0

Beachte, daf3 die Definition lim,,_,~ x,, = A ein Spezialfall dieser Definition ist,
wobei X = N, mit der Metrik der uneigentlichen Konvergenz, zo := {+o00} €
Ny, weiters N = N, \ {+00} sowie f die Funktion auf N ist, welche durch
f(n) := x,, gegeben ist, und schlieflich yo := A ist.

3.2.4 Bemerkung. Hebbare Unstetigkeitsstelle.

Es sei x¢ nicht isoliert in X und f : X — Y nicht stetig bei zo. Dann heifit
xo behebbare oder kurz HEBBARE UNSTETIGKEITSSTELLE, wenn lim,_,,, f(z)
existiert, d.h. f durch Abénderung auf xy zu einer bei xg stetigen Funktion
gemacht werden kann.

lim £ (x) £

£ (xo0) /

Zum Beispiel ist 0 eine hebbare Unstetigkeitsstelle der Funktion f : R — R,
2 2
x — lim,_g % Denn

X0

li TVt 2 ] fira £0
fla) = Mo T L e
lim,, o Ly’QL =-1 firz=0
also erhalten wir durch Abdnderung an der Stelle 0 zu 0 — 1 die konstante und
somit stetige Funktion z +— 1.

Hingegen ist 0 eine unhebbare Unstetigkeitsstelle der Signumfunktion

1 firz >0
r—<0 firz=0
-1 firz<0
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3.2.5 Bemerkung. Unbeschrinktheit an einer Stelle.

X0

Wenn eine nicht hebbare Unstetigkeitsstelle g von f : X — R vorliegt, so kann
das daran liegen, dafl f bei xy unbeschrinkt ist, d.h.

1
VYN Jazny € X\ {zo} mit d(zy,x0) < N und |f(xn)| > N.

Oder aber es gibt Folgen x,, — xo mit verschiedenen Limiten lim,, o f(z).
Fir X C R kann dies insbesonders verschiedene Werte liefern, wenn wir uns
von links oder von rechts an xy anndhern. Also definieren wir:

3.2.6 Links- und rechtsseitige Grenzwerte.

Fiir Funktionen f : R O X — Y kénnen wir auch die EINSEITIGEN GRENZ-
WERTE lim, ., f(z) und limy_,,,+ f(z) betrachten, d.h. die Grenzwerte der
Funktionen f|x_ und f|x. fir ¢ — o, wobei Xo = {z : ¢ < 2o} und
Xs :={x:x>z0} sei.

Proposition. Stetigkeit via einseitiger Stetigkeit.
Es sei xg € X C R nicht isoliert und f : Xo := X \ {zo} — Y gegeben.
Dann ezistiert lim,_,,, f(x) genau dann, wenn die beiden einseitigen Grenz-
werte imy 5 f(x) und limy_,, 1 f(x) existieren und gleich sind. In diesem
Fall ist limy 5o+ f(2) = limg_ 4, f(z) = limgy - f(2).

Insbesonders ist eine Funktion f : X — Y genau dann stetig bei xy, wenn die

beiden einseitigen Grenzwerte existieren und gleich dem Funktionswert f(x)
sind.

Falls zwar die einseitigen Grenzwerte existieren aber ungleich sind, so spricht
man von einer SPRUNGSTELLE x( von f.
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1iMy . £ (X) /?;

X0

-Jlimxexof (X)

Beachte, daf} falls xg ein isolierter Punkt von X, ist, so macht die Definition
von lim, ., f(x) nicht viel Sinn, da jedes yo € Y Grenzwert ist. Da aber x
als nicht isoliert in X vorausgesetzt wurde, ist es dann im anderen Teil X< auch
nicht isoliert. Und in diesen Fall konnen wir die rechte Seite derart interpretieren,
daB limg 4.+ f(x) existiert und auch EIN Grenzwert von lim,_,,,— f(z) ist.

Beweis. (=) ist offensichtlich.

(<) Sei yo = limy_y,— f(x) = limy_, 4+ f(z). Fir ¢ > 0 existieren somit
positive < und 05 s.d. d(f(z),yo) < € fiir alle x € X mit ¢ — d< < z < xg
und auch fiir alle x € X mit xg < = < z¢ + 0>. Wir setzen ¢ := min{d.,ds }
und erhalten d(f(z),y) < ¢ fiir alle  # x mit |z — x| < J. O

Fir f : R — R? haben wir die Stetigkeit auf jene der Komponenten R — R
zuriickfithren kénnen. Im Fall f : R? — R kénnen wir die PARTIELLEN FUNK-
TIONEN betrachten: Fiir p = 2 und fixes (zo,yo) € R? betrachten wir fy,, fz, :
R — R gegeben durch f,, () := f(x,yo) sowie fy,(y) := f(zo,y). D.h. man halt
alle bis auf eine Variable fest und 148t nur diese in R laufen.

3.2.7 Beispiel. Partielle Stetigkeit.

Esist f: R? — R, gegeben durch f(0,0) := 0 und f(z,y) := w;ifyz sonst, nicht
stetig bei 0, aber dennoch PARTIELL STETIG, d.h. z — f(z,y) und y — f(z,y)
sind stetig. Um das einzusehen schreiben wir (x, y) mittels Polarkoordinaten als

(z,y) — (z0,y0) = (rcos(p), rsin(¢)) mit » > 0 und ¢ € [0, 27].

Die Stetigkeit bei (xg, yo) bedeutet nun, dal f(z,y)— f(xo, yo) fiir » — 0 beliebig

klein gemacht werden kann, unabhingig vom Winkel ¢. In unserem Beispiel ist

(z0,90) = 0 und f(z,y) = = S?;E’:gfj:;i?gf()w)g = sin(y) cos(yp) = 1 sin(2yp) und

das geht nicht gegen 0.

3.2.8 Proposition. Partielle Stetigkeit.

Es sei f : R? — R partiell stetig auf R? und zwar in einer Variable sogar
GLEICHMASSIG BEZUGLICH DER ANDEREN, d.h. d in der Definition der Stetigkeit
kann unabhdngig von der anderen Variable gewdhlt werden, symbolisch

YVaeRVe>03§>0VzeRVyeR: |z —a|<d=|f(z,y) — fla,y)| <e.
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Dann ist f stetig.

Beweis. Wir betrachten

|f($?y) - f(a7b)| < |f(a7,y) - f(avy)| + |f(a?y) _f(a7b)|

Nach Voraussetzung existiert ein > 0 mit |f(z,y) — f(a,y)| < e fir alle
|xr—a| < a und beliebigen y. Weiters existiert ein 8 > 0 mit |f(a,y)—f(a,b)| < e
fiir alle |y — b| < B. Somit ist |f(z,y) — f(a,b)| < 2¢ falls |(z,y) — (a,b)| < § :=
min{«, 5}. O

Im folgenden seien X, Yund Z metrische Rdume, o € X und yg € Y nicht
isoliert und Xo := X \ {xo} sowie Yo := Y \ {yo} und f : Xo x Yy — Z eine
Abbildung.

Als Metrik auf X x X kénnen wir d((z,y), («,y')) := max{d(x,2’),d(y,y")}
verwenden, oder genausogut auch d((z,v),(z’,y’)) = d(z,z’') + d(y,y’) oder
d((z,y), (',y")) = Vd(z,2')? + d(y, y')*.

Wir wollen nun Zusammenhénge zwischen folgenden Limiten herstellen:

lim f(z,y), lim lim f(z,y) und lim lim f(z,y)

(z,y)—(z0,y0) T—To Y—Yo Y—Yo T—To

herstellen.
Insbesonders kénnen wir das dann auf Doppelfolgen f : N x N — R anwenden,
wo X =Y =N und zg = yp = {+00} ist.

Lemma.
Es existiere y := lim ;) (20,40) f (T, y). Sei weiters vorausgesetzt, daf die ‘Zei-
lenlimiten’ g(y) = limg—., f(x,y) fir alle y € Yy existiert.

Dann existiert auch lim,_,,, g(y) und ist v, d.h.

lim flz,y) = lim lim f(z,y).

(z,y)—(20,y0) Y—yo T

Beweis. Es sei € > 0. Dann existiert ein 6 > 0 mit d(f(z,y),7v) < ¢ fiir alle

(x,y) € XoxYy mit d((z,y), (x0,y0)) := max{d(z,z¢),d(y,y0)} <. Dag(y) :=
lim, ., f(z,y) existiert, gilt somit d(g(y),7y) < e fiir alle y mit d(y,yo) < 0,

d.h. limy .y, 9(y) = 7-

Hier haben wir verwendet, dafl d(_,7) : X — R stetig ist, denn |d(x,y) —
d(z',y)| < d(x,x").

Weiters ist d : X x X — R stetig, denn

|d(z,y) —d(a’,y)| < |d(z,y) —d(’,y)|+|d(z",y) —d(z",1/)| < d(@,2") +d(y,y).
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Beispiel fiir die Notwendigkeit der zweiten Voraussetzung.

Die Funktion

(2.y) — x sin (é) firy #0
’ 0 firy =20

ist stetig bei (0,0), dennoch existiert lim, .o f(z, y) fiir kein = # 0.

Die Funktion

(2.) (22 + y?) cos (m ;'yy ) fiir (z,y) # (0.0)
’ 0 andernfalls
ist stetig bei (0,0), d.h.

3 lim z,y) = f(0,0),
(z7y)_>(0,0)f( y) = f(0,0)

117

hingegen existiert fiir kein = # 0 der Limes lim,_.o f(z,y) und auch fiir kein

y # 0 der Limes lim,_.q f(z,y).

Lemma.

Es existiere der ‘Zeilenlimes’ g(y) := limy ., f(x,y) und zwar gleichmdifig bzgl.

y € Yy. Weiters mége vy := lim,_,,,, g(y) existieren.

Dann existiert auch im g ). (z0.40) f (2, y) und ist gleich v, d.h.

lim f(z,y) = lim lim f(z,y).

(z,9)—(20,%0) Y—Yo T—To

Beweis. Es sei ¢ > 0. Dann existiert ein 61 > 0 s.d. d(f(z,y),9(y)) < e fiir
alle x € Xy mit d(z,z9) < 01 und alle y € Yy. Weiters existiert ein do > 0 mit

d(g(y),v) < e fiir alle y € Yo mit d(y, yo) < d2. Somit ist

d(f(m7y)77) < d(f(x,y),g(y)) + d(g(y),’y) <2
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fiir alle x,y mit d((z,y), (zo,y0)) < ¢ := min{dy,d2}. O

Beispiele.

1. Wir betrachten die Funktion f : (z,y) — z¥, Ry x Q4 \ {(0,0)} — R,
wobei Ry :={z € R: 2 >0} und Q4 := {z € Q : x > 0} ist. Fiir jedes
x > 0 existiert lim, o4 f(z,y) = 0= f(0,y) und fiir jedes y > 0 existiert
lim, o4 f(z,y) =1 = f(x,0). Also existieren auch die iterierten Limiten

xl—l>r(r)l+ y1—1>r(r)l+ f(x7 y> - xlg(rJl+0 =0
lim i = lim 1=1
By 0 ) = T

sind also verschieden und somit existiert lim, ) (0,0) f(,%) nicht, und
wir haben keine optimale Méglichkeit f(0,0) sinnvoll zu definieren.

In der Tat ist t = f(z,y) = ¥ = e¥™®) fiir 0 < ¢t < 1 genau dann,

wenn y In(z) = In(¢) ist, d.h. y = 11;‘((;)) ist. Wir setzen z, := e™"
Yn 1= 1111?9(02) = %(t) Dann gilt 0 < z,, - 0 flr n - cound 0 < y,, — 0

Yn —
aber z¥ =1t.

und

2. Die Funktion f : (z,y) — R2\ {0,0} — R ist stetig. Also existieren

zy
x2 +y2 b
fiir alle z # 0 der Limes lim,_,o f(z,y) = f(x,0) = 0 und fiir alle y # 0 der
Limes lim, o f(z,y) = f(0,y) = 0. Somit existieren auch die iterierten

Limiten und sind gleich:

lim lim f(x,y) = lim 0 =0

lim lim f(z,y) = lim 0 = 0.
0 y—0

y—0zx—

Dennoch existiert lim, ) (0,0) f(2,¥) nicht.
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Betrachten wir als Spezialfall Doppelreihen -, . akn (genauer - .\ akn).

Diese heifilen konvergent, wenn die Doppelfolge (s n)knen der Doppelpartial-
summen

k n n k
Skn t= E Qi = E E Q5 = E E Qj,j

0<i<k i=0 j=0 j=0 i=0
0<j<n

konvergiert, d.h.

Sk,n
(k,n)—(c0,00)

existiert, wobei wir auf N, die Metrik der uneigentlichen Konvergenz verwen-
den, und auf N, x N, das Maximum der Metriken der beiden Koordinaten.
Man schreibt dann chnzo ay,p fiir diesen Grenzwert.

Wie fiir einfache Reihen sieht man, da3 wenn alle Glieder a;; > 0 sind, so
ist die Doppelreihe genau dann konvergent, wenn die Partialdoppelsummen sy,
nach oben beschrinkt sind.

(=) Fir k <k und n <n'ist

k' n k' n’ k n’
Sk/,n' = Sk T E Eaz’,j+ E E ai,j+§ E ik = Skn

i=k+1 =0 i=k+1j=n+1 i=1 j=n+1
>0
und somit ist
oo
Spn < lim Skt = § ak,ns

kl ’
(k’,n")—(00,00) k,n=0

denn aus d((k',n'), (00, 00)) < § := min{d(k, ), d(n,c0)} folgt k,n < max{k,n} <
kK, n'.

(«<=) Sei v das Supremum. Dann existiert zu € > 0 ein Index (k,n) mit s, > v—

¢ und somit ist fiir d((k’,n’), (c0,00)) < § := min{d(k, c0),d(n,c0)} jedenfalls

k' > k und n’ > n, und somit

V=€ < Sk < Sk -

Weiters ist jede absolut konvergente Doppelreihe auch konvergent:

Sei namlich Ek’n |ak,n| konvergent und aki’n := max{+ak ,,0}. Dann ist aj , =
a:,n —ay,, und |ag | = a;n +ay, > aki’n. Somit sind die Reihen >, . ain
(absolut) konvergent und damit auch -,  ajn = Zkyn(a;n —ay, ,)- Wir haben
hier nicht wie fiir gewohnliche Reihen eine Cauchy-Kriterium zur Verfiigung
(gestellt).

3.2.17 Cauchy’scher Doppelreihensatz.

Es sei Y oo g nolakn] < co. Dann konvergiert die Doppelreihe sowie alle
Zeilen- und alle Spaltensummen ), ayn und ) apy (absolut) und ebenso kon-
vergieren die iterierten Reihen >, > po o Qrn und Y1 > 00 o akn und es gilt:

0o oo 0o 0o oo
§ § Qk.n = § ak‘,n:§ § Ak.n

k=0n=0 k,n=0 n=0 k=0
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v v v v v
o> ago + aga + a2 +...+  an A+ ... | Dovioon
+ + + + +
1> ayoy + ain A+ a2 ...+ a1, A | Y
+ + + + +
2> asy  + a1+ aza ...+ Az, A .| Do 2m
+ + + + +
+ + + + +
2> ago  +  akq  + ag2 ...t Gkn e | Donio Gk
+ + + + +
00 B D0l 0 Wk,0 F Dopg Wkt F D Gk2 e A D G e (DR Thn

Beweis. Es ist

k n k oo [SSINCN]
S aigl =)0 aigl <D0 laigl <D0 ail < oo

0<i<k i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0
0<j<n

die Doppelreihe also (absolut) konvergent, folglich existiert lim  »)— (00,00) Sk,n-
Gleiches gilt fiir die Spalten- und Zeilenreihen, denn

Z|aw| < ZMU‘ <ZZ|G1J| <00

1=0 j=0
E |a1j|<§ E \a”|<§ E |a; ;| < oo.
1=0 5=0 =0 j=0
Somit existieren
k n k n k oo
lim s, = lim g g Qi = E lim E aj ;= g E aij
n—oo n—oo n—0o0
i=0 j:O i=0 =0 i=0 j=0
n k n oo
lim s, = lim E E a;; = E lim g a;; = E a; ;.
k—oo k—oo . k—o00 4 2 .
7=0 =0 7=0 =0 7=0 =0

Wegen (3.2.8) existieren somit die iterierten Limiten

lim lim si, = lim sg, = lim lim s,
k—o0 n—o0 k,n—o0 n—o00 k—oo
O
Beispiel.
Wir haben bereits gezeigt, daB ((k) == >_°7, n—lk € R existiert fiir alle k& >
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1. Dadurch wird die sogenannte Riemann’sche Zeta-Funktion definiert. In der
Zahlentheorie lernt man die dquivalente Beschreibung als Produkt:

pePZ

wobei das Produkt iiber alle Primzahlen p, d.h. fiir p € PZ := {q : q ist Primzahl}
zu nehmen ist. Intuitiv sieht man das ein, wenn man den Index n in der obigen
Summe in Primfaktoren zerlegt, dann ist ndmlich obige Summe als Summe iiber
alle moglichen endlichen Folgen von Exponenten der auftretenden Primfaktoren
po = 2,p1 = 3,p2 = H,... schreibbar, d.h.

=1 = 1
C(k‘)ZZﬁ: Z m

n=1 ne,n1 Po~ Py
- (Z ok ’ Z k ) = 1 1
no=0 <p0 n1=0 pl 1 Y 1 - E
=1 1
:Hl_L - H 1— (L)
j=0 p¥  pePz P

Diese Rechnung muf3 man natiirlich in der Zahlentheorie erst exakt begriindet
werden. Die Riemann’sche Zetafunktion hat somit eine grofle Bedeutung fiir
die Primzahlverteilung und ist auch mit der beriihmten Riemann’schen Vermu-
tung verbunden, die eine Aussage tiber die Lage der Nullstellen (der komplexen
Erweiterung) dieser Funktion ist.

Mathematica liefert uns ((2) = %2, C4) = g—;, ((6) = gz=. Dies werden wir
erst spiter nachrechnen kénnen. Fiir ((2n + 1) liefert auch Mathematica kei-
ne expliziten Werte, da diese nicht mit bekannten Groflen ausgedriickt werden
konnen.

Trotzdem wollen wir nun (k) fiir alle k > 2 aufsummieren. Da ((k) = Yo7 | & =

14307, A& > 1ist, liefert dies natiirlich 77, (k) = +oo. Darum vermindern
wir alle (-Werte um 1 und versuchen statt dessen

Sk -n=3"3 1
k=2 k=2n=2

zu bestimmen. Obwohl wir nicht wissen, ob dieser Reihe wirklich konvergiert,
rechnen wir vorerst mal lustig drauf los, und {iberlegen uns erst im nachhinein
eine Rechtfertigung fiir unser Tuen:

S () () - St - Sy -

k=2 n=2 n=2 k=2

wobei wir einerseits die Summenformel fiir die geometrische Reihe und anderer-
. . . 00 1 _ 00 1 1 _ 1 1
seits die Summe der Teleskopreihe >~ , —— =5 e o = My oo 57—

n=2 n(n—1) n
% = 1 benutzt haben.

Nun die Rechtfertigung. Wenn wir die Gleichungskette von rechts nach links
lesen, so konvergieren die auftretenden (Doppel-)Reihen sogar absolut, und ins-
besonders gilt dies somit auch fiir die ganz links stehende Reihe nach (3.2.17)

und auch die Gleichheit = ist richtig.
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I v V
2> 5 + o3+ o+ + =+ ¢(2) -1
+ + + + +
3 % + 3 + & + + &+ ¢(3)—1
+ + + + +
A o+ o3+ o4+ + &=+ C(4)—1
+ + + + +
+ + + + +
K s o+ o3 + o+ o+ o+ C(k)—1
+ + + + +
P 75t o5 + o35 + + Goon toe 1
Beispiel.

Wir kennen die Summe der (absolut konvergenten) geometrischen Reihe > po (2% =

L fiir 2] < 1.
Nun wollen wir > 7 ((k + 1) z* fiir ebendiese |z| < 1 bestimmen. Bekanntlich

ist k + 1 definiert als Summe von k + 1-vielen 1l'ern, d.h. k +1 = ZZ:O 1. Wir

koénnen also die Summe als >0 >0 z* schreiben. Um den Cauchy’schen
Doppelreihensatz anzuwenden miissen wir die innere Summe durch eine unend-
liche Summe Y7 ay, ersetzen, also

¢ firn<k
Ak,n = .
0 firn>k

setzen. Nun ist

i(l@—i— 1)k = iiam

k=0 k=0n=0

=23 awn

n=0 k=0

o [e.¢] oo oo (o) oo
DI IEED I IELES DI

n=0 k=n n=0 j=0 n=0 3=0

— , 1 I -, 1 1 1
:;x 1_$:1_x;I S l-zl-2 (1-2)%

Die Rechtfertigung fiir diese Rechnung ist wieder die absolute Konvergenz der

. ?
rechten Seite von =.
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0 1 2 n [es)
v v v v v
N (0+41)2°
+ +
ezt 4+ 2t (1+1)a!
+ + +
2> 22+ 2 4 2? (24 1) 2?
+ + + +
+ + + +
keooxho+ ah o+ b o+ L+ g (k+1)2*
+ + + + +
1 x x? z® 1
oW 1 + 15t izt T (==
Als Folgerung ergibt sich
> = 1 1 1—(1-2) T
kak = k+1)a* —2F) = — = = ,
D kat =) (ktD)e* =)= g - = T~ G
k=0 k=0
Oszillation

Es sei f : X — R eine beschrinkte Funktion. Unter der Oszillation von f
verstehen wir

Q(f) = sup{|f(z) = f(¥)| : #,y € X} = sup f(X) —inf f(X).

Die Ostzillation von f bei £ ist

wp(€) = wt{ QU fluyw) 18> 0} > 0.

3.2.9 Lemma. Stetigkeit via Oszillation.
Es sei f: X — R eine beschrdnkte reell-wertige Funktion. Dann ist f genau
dann bei § € X stetig, wenn die Oszillation wy(€) =0 ist.

Beweis. (=) Fiir jedes € > 0 existiert also ein 6 > 0, s.d. |f(z) — f(§)| < ¢
fir |z — ¢ < 6. Damit ist Q(f|y, ) < 2¢ und somit wy(§) < 2e. («=) Es sei
wy(§) = 0 und € > 0. Dann existiert ein § > 0 mit Q(f|y,)) < €, also ist
If(z) = f)| < Qflusee)) < e fiir alle 2,y € Us(§) N X und insbesonders fiir
y=¢&und |z — £| < §. Folglich ist f stetig bei &. O

3.2.10 Bemerkung. Menge der Unstetigkeitspunkte.
Es sei f : X — R eine beschriinkte Funktion auf einen Kompaktum X und A(f)
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die Menge der Unstetigkeitspunkte. Nach (3.2.9) ist A(f) = UpenA1/n(f),
wobei Ac(f) :={§ : wp(§) > e}. Die Mengen A.(f) sind abgeschlossen, denn sei
£ ¢ A(f), also wy(§) < e. Dann ist fiir hinreichend kleine 0 auch Q(f|y,¢)) < e
(beachte die Monotonie von € bzgl. ). Somit ist auch wy(z) < ¢ fiir alle z €

Us(&), dh. w & Ac(f).

3.3 Kompaktheit, Gleichmiflige Stetigkeit

3.3.1 Definition. Gleichmiflige Stetigkeit.

Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen heiffit GLEICHMASSIG
STETIG, wenn das § in der Definition der Stetigkeit unabhingig von xo gewéhlt
werden kann, d.h.

Ve>035>0Vxg € X Ve e X d(x,xg) <d=d(f(z), f(xg)) <e.
Vergleiche dies mit der Stetigkeit von f auf X, d.h.
Vg € X Ve > 035> 0Ve € X : d(x,m0) < = d(f(x), f(z0)) <e.

Es diirfen zwar zwei All-Quantoren, z.B. Ve und Vzo (Oder auch zwei Existenz-
Quantoren) miteinander vertauscht werden ohne den Wahrheitsgehalt der Aus-
sage zu verandern. All-Quantoren und Existenz-Quantoren wie z.B. Vxy und
36 diirfen jedoch nicht miteinander vertauscht werden. Dies zeigt auch folgende
einfachere Aussage iiber ganze Zahlen: Yn 3m : n+m = 0 ist wahr, wohingegen
Im Vn : n+ m = 0 falsch ist.

Wenn wir diesen Begriff der “gleichméfligen Stetigkeit” mit jenen der “Stetigkeit
in einer Variable und zwar gleichmiiflig in der anderen” aus (3.2.8) vergleichen
so sehen wir, dafl wenn wir die Funktion g(z,y) := f(z + y) betrachten, so ist
die gleichméfige Stetigkeit von f, d.h.

Ve>03d>0Vy €Y V|z| <§:d(g(z,v),9(0,y)) <e,

gleichbedeutend zur partiellen Stetigkeit von ¢ in der ersten Variable und zwar
gleichméBig in der zweiten.

In diesem Sinn ist also die nun gegebene Definition der gleichméfBigen Stetigkeit
ein Spezialfall von jener aus (3.2.8).

Eine stetige Funktion f : X — Y besitzt nach Voraussetzung fiir alle g €
X und € > 0 passende 6 > 0, s.d. d(f(x), f(zo)) < € fir alle x € X mit
d(xz,x0) < 0 gilt. Es sei §(xg,e) :==sup{d > 0: Vo € X :d(z,z9) < 6 =
d(f(z), f(zo) < €)}, also der Radius des “gréfiten” offenen Balls um ¢ der
noch in {z € X : d(f(z), f(z0)) < e} = f~Y(U(f(x0))) enthalten ist. Die
Funktion f ist genau dann gleichméfig stetig, wenn fiir alle € > 0 das Infimum
0 :=inf{d(z,e) : © € X} grofer als 0 ist.

GleichméBige Stetigkeit hat offensichtlich etwas damit zu tuen, daf§ die Funktion
nicht steil ansteigt. Dies ist aber nur eine hinreichend Bedingung, denn die
Umkehrung ist falsch wie folgendes Beispiel zeigt:

Es sei f(z) := 2% sin() fiir £ # 0 und f(0) := lim,—o f(z) = 0. Dann ist f
stetig und auch differenzierbar mit Ableitung f(z) = 2z sin(%)—2z2% cos(%)
fiir x # 0 und f’(0) = 0. Die Ableitung ist offensichtlich unbeschrinkt nahe 0.

Dennoch ist diese Funktion gleichméfig stetig, denn

. o sin(y)

=1

)
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also kann f zu einer stetige Funktion Ry, — R erweitert werden, und da
Ry = [—1,1] kompakt ist, ist nach (3.3.5) diese Erweiterung und damit auch
die Einschriankung f: R — Ry, — R gleichméfig stetig, da R — R, es ist.

N

ey

3.3.2 Beispiele (nicht) gleichmilig stetiger Funktionen.

Nach obigen Beweis in (3.1.8) ist Sinus und damit auch Cosinus gleichméBig
stetig auf R, Es ist sin und cos gleichméfig stetig auf R, denn wir kénnen § := &
in der Definition der Stetigkeit wéhlen, da

x—a x4z x—a ,
2si <9. 1=z —
sm( 5 )cos( 5 )'_ | 5 | |z — 2’|

Jede Gerade f : x — kx +d mit k,d € R ist auf R gleichméf8ig stetig, denn

|f(z) = f(2")] = lkx+d— (kz' + d)| = |k||z — 2|, also kénnen wir § := T

|sin(z) — sin(z’)| =

ist.

unabhingig von z’ wihlen.

Hingegen sind Polynome vom Grad grofler als 1 nicht gleichméBig stetig auf R.
Z.B.ist f : x + 2% ist auf R nicht gleichmiBig stetig, denn wenn wir f(z') =
f(z)+e losen, dann ist 2’ = Vz2? + € eine Lésung, und |2’ — 2| = Va2 +e—x =
ﬁ — 0 fiir £ — 400 bei fixen € > 0. Also finden wir beliebig nahe
aneinander liegende Punkte z und z’ mit |f(2') — f(z)| = e > .

Die Funktion f : z + sin(2) ist ebenfalls nicht gleichméBig stetig auf R \ {0},

denn nahe 0 werden die Werte +1 und —1 immer wieder angenommen. Genauer
sei = = Z 4+ 2kr und -~ = —% + 2kn fiir k € Z. Dann ist f(z;) = 1 und

F(@l) = —1, also | f(z) — f(z')] = 2 aber
1 B 1 ‘
1 + 2km —% —I— 2km

|zg, — x| =

‘—>Ofurk—>+oo.

’1+4k —1+4k7r

3.3.3 Definition. Kompakt.
Ein metrischer Raum X heifit KOMPAKT oder auch KOMPAKTUM, wenn jede
Folge z : N — X einen Haufungswert x,, € X besitzt.

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 24. Mirz 2004



126 Kompaktheit, Gleichméfige Stetigkeit 3.3

Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes heifit ABGESCHLOSSEN, wenn
fiir jede Folge (x,,), in X die in X konvergiert, der Grenzwert lim,, x,, in A liegt.
Beachte, dafl dies in Einklang mit der Definition des abgeschlossenen Balls B,.(a)
(mit » > 0, a € X) steht: Sei némlich (z,), eine Folge in B,(a) welche in X
gegen ein To, € X konvergiert. Dann ist d(x,,a) < r und da x — d(z,a) eine
stetige Funktion X — R ist, gilt 3 lim, d(z,,a) = d(lim, z,,a) = d(zs, a)
und somit ist auch d(zo,a) = lim, d(z,,a) <r, d.h. 2o € B.(a).

3.3.4 Proposition. Bolzano-Weierstraf3 fiir Teilmengen des R".
FEine Teilmenge von RP ist genau dann kompakt, wenn sie beschrdinkt und abge-
schlossen ist.

Beweis. (<) Es sei (z,,) eine Folge in A. Nach dem Satz (2.4.5) von Bolzano
& Weierstra$} besitzt x,, einen Haufungswert z,. Also existiert eine gegen o
konvergente Teilfolge von x,, und wegen der Abgeschlossenheit von A liegt x,, €

A.

(=) Falls A unbeschrinkt ist, so existieren x,, € A mit |z,| > n. Diese Folge
kann dann keinen Haufungswert besitzen, ein Widerspruch. Falls A nicht ab-
geschlossen ist, so existieren x, € A mit x,, — zo ¢ A. Wegen Kompaktheit
existiert ein Haufungswert in A von z,. Fiir diesen kommt aber nur x., in

Frage. O

3.3.5 Proposition. Gleichmiflige Stetigkeit auf Kompakta.
Es sei f: X — Y stetig und X kompakt. Dann ist f auf X gleichmdflig stetig
und f(X) ist kompakt.

Beweis. Andernfalls gibe es ein € > 0 und fiir jedes n € N Punkte z,,y, € X
mit d(z,,yn) < + aber d(f(zy), f(yn)) > e. Nach Definition (3.3.3) hat (z,)
einen Haufungswert z.,, und wegen der Stetigkeit von f bei z, existiert ein
d > 0 mit d(f(z), f(r)) < § fiir alle d(x, o) < §. Wir wihlen ein n > 2/

mit d(z,, Too) < 3 und somit ist

———— ——

<18 <

XIS

und erhalten & < d(f(zn), f(yn)) < d(f(zn), f(Tc)) + d(f(2o0), f(yn)) < €,
einen Widerspruch.

Nun zeigen wir, da8 das Bild f(X) kompakt ist. Sei also (y,)n eine Folge in
f(X). Dann existieren z,, € X mit f(z,) = y,. Da X kompakt ist besitzt (z,),
einen Haufungswert ., und somit eine gegen x, konvergente Teilfolge (z,, k-
Da f stetig ist konvergiert die Bildfolge k — f(xn,) = yn, gegen f(z). Da
diese Folge aber eine Teilfolge von (y,, ), ist, besitzt letztere einen Haufungswert

f(o) € f(X). -

3.3.6 Proposition. Existenz von Maxima.
Es sei Y C R kompakt. Dann ezistieren min(Y) und max(Y).

Sei f : X — R stetig und X kompakt. Dann existieren min(f (X)) und max(f(X)).

Beweis. Es sei Y C R kompakt. Nach (3.3.4) ist Y beschréankt und abgeschlos-
sen. Somit existiert inf(Y) € R und folglich eine Folge (y,,), in Y mit lim,, y,, =
inf(Y). Da Y abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert inf(Y) € Y, also ist inf(Y) =
min(Y"). Die entsprechende Aussage fiir max(Y) = sup(Y) zeigt man analog.
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Sei nun f : X — R stetig und X kompakt. Nach (3.3.5) ist das Bild f(X)
ebenfalls kompakt und besitzt somit ein Minimum min(f (X)) und ein Maximum
max(f(X)). O

Beispiel.
Fiir nicht kompaktes X muf} dies nicht mehr stimmen, wie z.B. f : R — R,

T+ == oder auch arctan : R — (—7/2,7/2) C R zeigt.

Fundamentalsatz der Algebra

3.4.5 Lemma. Verhalten bei unendlich.
Es sei f ein Polynom vom Grad n > 1. Dann ist lim|;_ [ f(2)| = co.

Fiir f: C — Y verstehen wir dabei unter lim,|_o f(2) = n die Aussage

Ve>0 dk>0VzeC:|z| > K =d(f(z),n) < co.

Bemerkung.

Dies entspricht der Konvergenz im Sinne von (3.2.3) fiir z — oo in Co := CU
{o0} beziiglich der Metrik, die wir von der Euklid’ischen Distanz auf der Sphire
5% :={(z,t) e R3 =C x R: /|2]2 +t2 =: |(2,t)| = 1} durch stereographische
Projektion auf C erhalten. Die stereographische Projektion ist dadurch gegeben,
daB jeder Punkte (z,t) der Sphire auf den Durchstofipunkt der Gerade durch
den Nordpol (0,1) und (z,t) mit der Ebene C = C x {0} abgebildet wird. Ein
Parametrisierung der Gerade ist durch s — (0,1)+s(z,t—1) = (sz,1+s(t—1))
gegeben und der Schnittpunkt (y,0) mit C x {0} durch 1 +s(t —1) =0, d.h.

s = ﬁ und somit durch y = x.

-
=~

—t
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Beweis. Es sei f(z) = >, ., axz" mit aj # 0. Dann gilt

a Ay —
£ = Jonl 1 (G0 o 22 1) = 0. D
N~ =~ \ apZ anpz
¢0 — 00

—0 —0

3.4.6 Lemma. Infimum wir angenommen.
Es sei f ein Polynom vom Grad m > 1. Dann Fze € C mit |f(2e0)] =
inf{|f(2)| : z € C}.

Beweis. Es sei v := inf{| f(z)| : z € C}. Dann existieren z, € Cmit |f(z,)] — 7.
Wegen Lemma (3.4.5) ist {z, : n € N} beschénkt, hat also nach den Satz
von Bolzano-Weierstrass (2.4.5) einen Haufungswert. O.B.d.A. kénnen wir also
annehmen, dafl dz, :=lim, . z,. Da f stetig ist, gilt

Fa)l = (i )] = | Tim f(z)] = lim [£(z0)]
=y =inf{|f(2)]:2€C}. O

3.4.7 Lemma. Existenz einer Nullstelle.
Es sei f ein Polynom vom Grad n > 1. Dann ezistiert ein z € C mit f(z) = 0.

Bs. Es sei zo wie in Lemma (3.4.6). Wir ersetzen f durch das verschobene
Polynom z — f(z — zo). Dieses neue f erfiillt |f(0)| = inf{|f(2)| : z € C}.
Angenommen inf{|f(z)|: z € C} > 0.

Falls f(z) = ao + a,2" mit a, # 0, so ist f(z0) = 0 fiir zp mit 2§ = —22. So ein
2p existiert, denn sei —22 = r(cos(y) + i sin(y)) die Polarzerlegung (1.7.2) mit
r=|—2|>0und ¢ € R. Dann ist zg := {/r (cos(£) + isin(£)) die gesuchte

Losung nach der Formel (1.7.3) von Moivre.
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Sei nun f ein beliebiges Polynom vom Grad n. Dann ist

f(2) = ap + amz™ + g(z) 2™+

mit einem Polynom ¢ und a,, # 0. Fiir z mit 2™ = _;T?L eund 0 < e <1 so
klein, dafl
ago ao
2741 g(2)| = 272 g(2)] = £ 129 |z ()] < 120,
A
gilt

[f(2)] < lao + am2™] + |2 g(2)| = lao| (1 — &) + [ g(2)| < |ao| = |£(0)],

ein Widerspruch dazu, daf8§ |f(0)| = inf{|f(z)] : z € C}. O
z"g(z)
ag+anz™+g(z) .z™1t

ao
g(z)
(1-€)ao
/ m
V-ag / an
V-gag/an ‘
ag+apz™

3.4.8 Fundamentalsatz der Algebra.
Zu jedem Polynom f vom Grad n existieren Zahlen aq,...,ay, und c € C s.d.
f@)=clz—aq) (2 —ay) fir alle z € C.

Beweis. Es sei f ein Polynom vom Grad n. Nach Lemma (3.4.7) existiert eine
Nullstelle c; von f. Folglich ist f(z) = (z — a1) f1(z) fiir ein Polynom f; vom
Grad n — 1 nach (1.4.14).

Ein anderer Art dies zu sehen ist die folgende:

fl@) = fly) =) axa® = ary*
k=0 k=0

n n k
= Zak (xfy)zzjykfj = (if*y)zak Zilijkfj

k=0 j=0 k=0  j=0

E

Ersetzen wir hierin y durch eine Nullstelle oy so erhalten wir f(z) = (z —
) fi(z), wobei fi(z) = > p_q ak Z?:o 27a¥™7 ein Polynom vom Grad n — 1
ist.

Mittels Induktion erhalten wir f(z) = [[,<,,(2 — @) fn(z) mit einem Polynom
fn vom Grad n —n = 0, also einer Konstante. O
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3.4.9 Reelle Version des Fundamentalsatzes der Algebra.
Es sei f ein Polynom mit ausschliefSlich reellen Koeffizienten. Dann ist

f@=c [[@+Be+w) - J] (z—an

k<m k<n—2m
mit reellen Zahlen c, ay, Br, Vi und 2m < n und ﬁ,% < 4.

Beweis. Falls f(z9) = 0 fiir 20 = b+ ic mit ¢ # 0 ist, so ist auch 0 = 0 =
Spar(b+ic)k =3 ap(b—ic)® = f(z). Es ist

(z—20)-(2—Z)=(z—b—ic)-(z—b+ic)=(z—b)*—i*c?
=22 -2z 4+ 02+ =2+ Bty

mit 3 = —2b und v = b? + ¢2, also 32 = 4b% < 4(b? + ¢?) = 4. Also ist die
komplexen Zerlegung

f(z):CH(Z—Oék)ZC H(22+ﬁkz+%)' H (z — ag),
k

k<m k<n—2m

wobei die oy mit k£ < n — 2m die reellen Nullstellen sind. O

3.4 Stetige Gleichungen

Wir greifen nun das Problem auf (nicht-lineare) Gleichungen der Form f(z) =y
nach x aufzulésen. Fiir quadratische und fiir polynomiale Gleichungen haben wir
dies bereits getan.

Allgemein kénnen wir O.B.d.A. y = 0 voraussetzen, indem wir f durch die
Funktion z +— f(z) — y ersetzen. Die Existenz einer Losung in gewissen Fillen
liefert folgende

3.4.1 Proposition. Nullstellensatz von Bolzano.
Es sei f : [a,b] — R stetig, mit f(a) < 0 < f(b). Dann existiert ein x € [a,b]
mit f(x) = 0.

Beweis. Wir betrachten die Menge A := {x € [a,b] : f(z) < 0}. Diese ist
beschrinkt, besitzt also ein Supremum « := sup(A). Da f stetig ist und f|4 <0
gilt ist f(a) = limasz o < 0 und somit a < b. Weiters ist f|q5 > 0, also

f(a) =limg;_,oy f(z) > 0 und somit f(a) = 0. O
£ (b)
0 a
A a b
f(a)

3.4.2 Folgerung. Zwischenwertsatz.
Es sei f : [a,b] — R stetig. Dann wird jeder Wert y zwischen f(a) und f(b)
angenommen werden.

Beweis. Falls f(a) = f(b) so ist nichts zu zeigen. Sei also y echt zwischen f(a)

und f(b). Dann betrachten wir g(z) := %. Es ist g(b) > 0 und g(a) < 0
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also existiert nach dem Nullstellensatz (3.4.1) von Bolzano ein z € [a,b] mit
g(x) =0, d.h. f(z) =y. O

Regula falsi zur Nullstellenberechnung..

Wir kénnen den Zwischenwertsatz (3.4.2) dazu verwenden, Nullstellen von Funk-
tionen ni#herungsweise zu berechnen. Sei dazu g und z7 mit f(xo) - f(z1) <0,
d.h. f(xo) und f(z1) haben verschiedenes Vorzeichen. Wenn f stetig ist, so exi-
stiert nach dem Nullstellensatz von Bolzano (3.4.1) eine Nullstelle o, zwischen
2o und z;. Um einen Naherungswert zu erhalten halbieren wir das Intervall und
erhalten 25 := (29 +x1)/2. Falls f(x2) = 0 so sind wir fertig. Andernfalls fahren
wir wie zuvor mit zo und zg oder z; fort, je nachdem ob f(z3) - f(zg) < 0
oder f(x2)- f(x1) < 0. Die so erhaltene Folge (z¢, 1, ...) konvergiert dann (da
| — Tpt1] = |Tn—1 — xn|/2) gegen eine Nullstelle 2, von f.

Ein etwas ausgefeiltere Methode ist die Nullstelle der Sehne von f als neuen

Wert x5 zu nehmen, d.h. die Lésung von O;f_(‘ro) = f(wl):f("”‘)), also
2—T0 T1—T0o

x9 =9 — f(x0) S o f(21) — 21f(20)
f(z1) — f(=0) f(@1) = f(zo)
Und ansonsten wie zuvor vorzugehen. Die Konvergenz von x,, ist nun aber nicht
mehr so leicht einzusehen:

Wir konstruieren also rekursive zwei Folgen von Punkten
a=ag<a; < <ap<appr <o S Kb <LL0byp Kby =0

mit f(ag) f(br) < 0 wie folgt: Es sei ax und by bereits gewihlt und x4 der
Schnittpunkt der Sehne durch (ag, f(ax)) und (b, f(bg)) mit der z-Achse, d.h.
die Losung der Gleichung

0— flar) _ f(br) — f(ar)

Tht1 — A by — ag

)

also

Thot = an — f(ap) be —ax _ arf(bk) = brf(ax)
’ Fo) = flar) — f(bk) = flax)

Falls f(xg+1) = 0 ist, so haben wir eine Nullstelle gefunden. Andernfalls setzen

wir

apy1 = ag, bpp1 = w1 falls f(ag) f(zrg1) <O
Q41 = Th1, Opy1 = by falls f(br) f(apy1) <O

Da (ax) und (by) monoton und beschrénkt sind existieren « := lim,,_,, a,, und
B3 :=lim, .o b, mit a < 3. Falls a = 3, so ist 0 < f(a)? = f(a) f(B) <0, also
a = (8 eine Nullstelle.

Falls f(zy) schlieBlich konstantes Vorzeichen hat und somit eine der beiden
Folgen (ax) bzw. (by) schlieflich konstant ist, so konvergiert die andere gegen
eine Nullstelle: In der Tat sei das Vorzeichen von f(x41) gleich jenes von f(bg)
also verschieden von jenem von f(ay), dann ist ags1 = xgy1 und bgyg = bg.
Ist nun z.B. f(ag) > 0, so ist f(a) > 0. Angenommen f(a) > 0. Dann ist
flag) > @ fiir fast alle k und somit liegt der Schnittpunkt ax41 = x4 der
Sehne von (ag, f(ax)) und (bg, f(bx)) = (8, f(B)) rechts von « (denn xp4q1 —

_ br—ag _ —a [e] ss : 4 1
ap = _f(ak)f(bkg_f?ak) = J}((;:;il > o 7f2<fa()ﬁ)) fiir hinreichend grofie k, ein
Widerspruch.

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 24. Mirz 2004



132 Stetige Gleichungen 3.4

Andernfalls ist o < . Falls z,, fast immer die linke (oder die rechte) Grenze
ist, so ist sie ebenfalls konvergent. Andernfalls seien ng < ny < ... die Stellen
nach denen x,, die Seite wechselt, d.h. ., = a,, fiir m € {nop_1 +1,..., 09}
und somit b, konstant fiir m € {nog—1,...,n9}, bzw. ., = by, fir m €
{nar +1,...,n9511} und somit a,, konstant fiir m € {nog,...,nogs1}. Es sei
Yk = Tp,,. FUr m = ngg4q ist

by — am by — am

@ it =t = m = S0 ) 50y = T F b))

also
| (bm)| _ f(bm) > b — —1= b — @ > b-a — +o0 fiir m — oo.
|f(am)| 7f(am) O — @ — am @ — Qm
Nach obigen ist by, = & = Yop1 UNd Gy = Gpygy ) = -+ = Unyy, = Ty, = Yok-
Also ist |f(y2r+1)| > 2|f(y2r)| fur fast alle k. Analog zeigt man
Sl G-

|f(y2k—1)| T bpy, — B

also ebenfalls | f(yax )| > 2| f(yar—1)| fiir fast alle k. Dies zeigt die Unbeschranktheit
von f.

3.4.3

Eine andere Moglichkeit Gleichungen der Form f(xz) = y zu lésen, ist inverse
Funktionen f~! zu finden und damit die Losung als # = f~1(y) erhalten. Wir
wollen nun dieses Problem der Invertierbarkeit (nicht-linearer) Funktionen f :
R? O X — RY in Angriff nehmen. Dazu beginnen wir vorerst im Fall f :
R O I — R, wobei I ein Intervall ist. Falls f injektiv ist, so mufl f streng
monoton sein, denn andernfalls sei f : [a,b] — R weder monoton wachsend
noch monoton fallend, d.h. Jax1, 29, 23,24 € [a,b]: 1 < x9, f(x1) > f(z2),
x3 < x4, f(x3) < f(z4). Die Menge X := {x1,x2, x5, 4} besteht aus mindestens
3 Punkten und léngs aufeinanderfolgender Punkte in X ist f nicht durchgehend
monoton wachsend und auch nicht durchgehend monoton fallend, also existieren
3 aufeinanderfolgende Punkte, wo f am mittleren den kleinsten oder gréfiten
Wert hat. O.B.d.A. seien dies 21 < 22 < z3 in I und es liege f(z1) néher an
f(z2) als f(x3). Dann existiert nach dem Zwischenwertsatz ein yo zwischen xo
und z3 mit f(yo) = f(x1), ein Widerspruch zur Injektivitit von f.
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Wir kénnen uns in unseren Uberlegungen also auf streng monotone Funktionen
beschréinken. Beachte jedoch, dafl dies nur fiir Intervalle gilt, denn x +— 1/x ist
bijektiv R\ {0} — R\ {0} aber nicht streng monoton.

Theorem iiber die Inverse monotoner Funktionen.

Es sei f : I — R streng monoton wachsend auf einem Intervall I. Dann ist
f I — f(I) bijektiv mit streng monotoner und stetiger Inversen f=1. Ist f
zusdtzlich stetig, so ist f(I) ebenfalls ein Intervall.

Klarerweise heifit f STRENG MONOTON WACHSEND, wenn f(z) < f(y) aus z < y
folgt.

Beweis.

f(&+e)
n+oé

n-6
f£(&-¢)

-¢ & E+e
£FL(E-8) £1(E+8)

Offensichtlich ist f bijektiv und die Inverse f~! streng monoton wachsend.

Nun zur Stetigkeit: Sei f(§) = n. Wir betrachten zuerst den Fall wo & ein innerer
Punkt von I ist. Fiir (kleine) € > 0 ist £+¢ € T und somit f(£—¢) < f(§) =n <
f(€+¢). Nun wihlen wir ein 6 > 0 mit f(E—e) <n—0 <n+d < f({+¢) und
somit ist fiir [y —n| < d auch E—e = f1(f(§—¢)) < f7'(y) < [T (f(E+e)) =
E4e dh [f7Hy) — )l <e

Falls ¢ ein Randpunkt von I ist (z.B. der linke), so gehen wir genauso vor,
bendtigen allerdings nur die Hélfte der Ungleichungen: Es ist & + ¢ € I fiir
kleine £ > 0 und somit f(§) = n < f(§ + ). Nun wihlen wir ein 6 > 0 mit
f(&) <n+3d < f(€+¢e) und somit ist fiir |y — n| < § auch &€ = f71(f(£)) <
M) < fHf(E+e) =E&+e dh [f7Hy) - )l <e.

Sei nun f stetig. Dann ist f(I) ein Intervall, denn nach dem Zwischenwertsatz
wird jeder Wert inf(f(I)) < y < sup(f(I)) angenommen. O

3.4.4 Beispiele. Wurzel und trigonometrische Funktionen.

Die Funktion f:z + 2", RT ;= {z € R: 2z > 0} — R ist fiir 0 # n € N streng
monoton wachsend und injektiv. Also ist nach dem Satz iiber inverse Funktionen
(3.4.3) die Umkehrfunktion f=1 : f(R) — R wohldefiniert, stetig und streng
monoton wachsend und f(R) ein Intervall. Da 0" = 0 und limy_, o k™ = +00
ist, ist min(f(R)) = 0 und sup(f(R)) = +oo, also f(R) = [0,+00) und somit
die n-TE WURZEL als Umkehrfunktion y — {/y auf ganz R* definiert. Beachte
wie einfach dies nun geworden ist im Vergleich mit den Aufgaben (2.16) und
(2.17).
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n=3
n=2 n=1
n=1
e n=2
1 R n=3
V=
1
0 1
0 1

Entsprechend folgt auch die Existenz einer stetigen, monoton wachsenden Um-
kehrfunktion arcsin : [-1,1] — [-n/2,7/2], arccos : [-1,1] — [—m,0] und
arctan : R — (—m/2,7/2). UMKEHRFUNKTIONEN DER WINKELFUNKTIONEN

i
2
1
1 7
vz :
T T 7T s -1 1 1 1
2 4 4 2 ’\/? \E
1
- — 7T
Vz -
-1
_
2
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L1 1
NA 2
JT
L Yy
NA
_
-7 377 i T 7
T4 2 4
1
e 37
V2 T
-1
—JT

Wir haben hierbei verwendet, dafi eine kleinste positive Nullstelle von cos exi-
stiert und diese gerade (pre Definition) 7 ist (siehe Aufgabe (3.32)). Daraus folgt
in Aufgabe (3.33) mittels der Additionssétze, dafl sin : [—-7/2,7/2] — [-1,1]
streng monoton wachsend und cos : [0,7] — [—1,1] streng monoton fallend
ist und da cos gerade ist cos : [-m, 0] — [—1, 1] streng monoton wachsend ist.
Wegen sin(£7/2) = £1, cos(0) = 1, cos(+m) = —1 ist das Bild dieser Funk-
tionen [—1,1] und somit die Umkehrfunktionen arcsin : [-1,1] — [—7/2,7/2]
und arccos : [—1,1] — [—m,0] streng monoton wachsend und stetig. Wegen
cos(—x) = cos(x) kann man arccos besser als Umkehrfunktion von cos : [0, 7] —
[—1,1] definieren und hat den Vorteil, da8 diese dann nur Werte in R* annimmt.

Um ein entsprechendes Resultat auch fiir tan := 2 : (—7/2,7/2) — R zu
erhalten miissen wir wieder die Monotonie und dafiir ein Additionstheorem zei-

gen:

sin(z +y)  sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)

t = =
an(z +y) cos(z +y) cos(x)cos(y) — sin(x) sin(y
sin(z) cos(y)+cos(z) sin(y)
_ cos(z) cos(y) o tan(z) + tan(y)
~ cos(x) cos((y))—sin((x)) sin(y) 1 — tan(ac) tan(y) ’
cos(x) cos(y

falls cos(z), cos(y), cos(z + y) # 0 ist.

Somit ist tan(z — y) = tan(z)ftan(y)) und tan(z) — tan(y) = tan(z — y) (1 +

1+tan(x) tan(y
tan(z) tan(y)) > 0 fir  nahe y mit = > y, also tan streng monoton wachsend
auf (—m/2,7/2) und wegen

i +1
lim tan(z) = lim sin(z) =

= — =300
z—tm /2T a—+r/27 cos(x) 40

ist die Umkehrfunktion arctan : R — (—n/2,7/2) stetig und streng monoton
wachsend.
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r
2
1
1 7
vz ‘
T T 7 Rl -1 1 1 1
2 4 4 2 _\/? \/?
1
a . 7T
V2 T
-1
T
2

Allgemeine Potenz

3.4.10 Bemerkung.

Bislang haben wir a” eine Bedeutung gegeben, falls z € Q und a > 0 ist. Wir
wollen diese Definition nun auf z € R ausdehnen. In (5.2.4) werden wir eine
elegantere Definition behandeln.

3.4.11 Lemma. Stetigkeit der Exponentialfunktion auf Q.
Die allgemeine FExponentialfunktion x +— a” ist stetig Q — R und fir a > 1
monoton wachsend.

Ist a := e die Euler’sche Konstante so spricht man kurz von der EXPONENTI-
ALFUNKTION exp : x +— e”.

Beweis. Es ist z — 2™ streng monoton wachsend fiir 0 # n € N und somit auch
die Umkehrfunktion 2 +— {/z und ebenso die Zusammensetzung x — zP/9 =
Var fir 0 < £ € Q. Damit ist 1 = 1t < @® fiir alle 0 < ¢ € Q und somit
0 =a¥"".q* >1-a° =a® fir 2’ >z und @ > 1 (und ¢ := 2’ — x > 0).

Es konvergiere =, — o in Q. Da ist lim,_ oo Ty — Too = 0 und a* =
a® % g nach (1.3.13). Es geniigt also o, = 0 anzunchmen und lim,, ™ =1
zu zeigen. Wegen a” = W und der Stetigkeit von z +— 1/x bei 1 diirfen wir
a > 1 annehmen. Da x +— a” fiir @ > 1 wachsend ist, geniigt es dies fiir die
Folgen ,, := £+ zu zeigen. Nach (2.3.13) ist dies der Fall. O
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3.4.12 Definition. ¢ mit x € R.

Fir ¢ > 1 und = € R definieren wir a® := sup{a’ : t € Q,t < z} =
limgst—,— a® > 0. Dieses Supremum existiert, da ein N € N C Q existiert
mit z < N und somit ist a* < a?V fiir alle ¢ < 2 < N. Dies ist konsistent mit
der Definition von a” fiir € Q nach (3.4.11).

lim at=:a%
tox-

at

/

teD xeR

. . T . 1
Fiir 0 < a < 1 setzen wir a® := o

Lemma.
Es seien ) # A, B C Ry beschrinkt. Dann ist sup(A - B) = sup(A) - sup(B).

Beweis. Fiir alle a € A und b € B gilt 0 < a < sup(A) und 0 < b < sup(B),
also ist 0 < a-b < sup(A)-sup(B) und somit sup(A)-sup(B) eine obere Schranke
von A - B.

Angenommen es gébe ein § > 0, s.d. v :=sup(A) - sup(B) — ¢ > 0 eine kleinere
obere Schranke von A - B wire. Wir wihlen a € A und b € B mit a > sup(A4) —
§ > 0und b > sup(B) — & > 0 und erhalten

a-b = (sup(A) = d') - (sup(B) - ')

= sup(A) - sup(B) — &' - (sup(A) + sup(B)) + (§)?
) -sup(B) =4 =1,

einen Widerspruch, wobei ¢’ - (sup(A) + sup(B)) < § gewihlt war. O

Laut (1.3.13) gelten die Potenzregeln fiir natiirliche Zahlen als Exponenten.
Mittels der Definition =" := 1/a™ fiir ¢ # 0 und n € N erweitert sich die
Giiltigkeit auf alle ganzen Zahlen als Exponenten. Z.B. ist

n._ _—m n n—m _ an-‘r(—m).

Fiir rationale Exponenten und Basen > 0 folgen mittels der Definition a?/4 :=
vaP die Potenzregeln nun wie folgt: Wegen der Injektivitdt von a — a9 fiir
0 < g € N geniigt es die Potenzregeln nach Potenzierung mit geeignet gewéhlten
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q zu verifizieren, also gilt

Pl P2 P71+P72 P192+pP2 a1

an -q2 =qgn 2 =q ue | da

P1 r2\ 91 92 r1\ 9192 r2\ 91 92 q1\ 92 g2\ q1
(a(n .aQZ) - (aQI) ' (CLQQ) - ((q apl) ) . ((q ap2> )

— (apl)qz . (aiﬂz)th = P12 . gP2 01 — gP1@2tP2 01
q1 q2 p1 a2+p2 a1\ 91 92
= ( N R/ ap1 q2+p2 Q1> = (a a1 92 )

P1\ oo p1. P2 P12
a =aun 2 =qguw, da

()= = ()

q1 92 P1 P2\ 91 92
— (") = a7 = (mg/am p2> - (a @ qz)

Il
Q
i}
(=
kS
Il
~/~
_
)
3
N—
Q
/
3
S
IS
N—
=)
|
/N
IS
Qs
[y
Qs
N—
=)

3.4.13 Lemma. Stetigkeit der Exponentialfunktion auf R.
Fiir a > 0 hat die Funktion z — a®, R — R folgende Eigenschaften:

1. Sie ist monoton und fiir a # 1 streng monoton.

2. Sie ist stetig.

3. a®tY = a® - a¥ fir alle x,y € R.

4. (a®)¥ =a®V fir alle z,y € R.

5. (a-b)" =a® - b" fir alle x € R.
Beweis.
(1) Aus z < y folgt {t : t < a2} C{t:¢ < y} und fiir a > 1 somit a® < a¥.
Fir a > 1 und x < y existiert ein rationales ¢ mit x < ¢ < y und somit ist

a® < a',sup{a® : t < s <y} =a¥. Fiir 0 < a < 1 ist schlieBlich a* = 1/(1/a)* >
1/(1/a)¥ = av.

(3) Es ist
a®-ay= lim o lim o°
Q3t—xz— Q3s—y—
L lim at-a® = lim atts = lim a”
Q23(t,s)—(z—y—) Q23(t,s)—(z—,y—) Q3r—(z+y)—

=a*TY,

(2) Wegen der Potenzregel (3) geniigt es die Stetigkeit von a +— a® bei z = 0 zu

zeigen. Es sei € > 0. Wegen (3.4.11) ist limgs;—o a’ = a® = 1, also existiert ein
0 <6 € Qmit |1 —a™| <e. Dann ist fiir z € R mit —6 < z < 6:

l-e<a®<a®<a®<1+e,
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also |1 —a”| < e.
(5) Wegen (2) ist

(a-b)" = lim (a-b)'= lim a'-b'= lim o' - lim b' =a" 0"
Q3t—r Q3t—r Q>t—r Qot—r

(4) Fiir y = 0 ist dies offensichtlich, da (a®)? = 0 = a®* ist. Sein nun vorerst

)
0#y e Q. Aus a® = limgs,—, a” folgt mittels der Stetigkeit von x +— ¥ fiir
y € Qaus (3.4.4), daB§
(@) =( lim a")Y= lim (¢")Y = lim «"Y= lim a°=a"".
Q3>r—x Q3>r—x Qar—x Q3s—z-y

Schliellich ist fiir y € R:
(@)Y = lim ()= lim ¢**= lim o =a"%. O

Q#s—y Q#s—y Q#r—z-y

3.4.14 Definition. Logarithmus.

Es sei b > 1. Dann besitzt die Funktion x — b*, R — R eine stetige monoton
wachsende Umkehrfunktion nach dem Satz iiber inverse Funktionen. Diese wird
mit log, (den LOGARITHMUS ZUR BASIS b bezeichnet). D.h. Fiir jedes y > 0
existiert eine eindeutige Losung = log;(y) der Gleichung b* = y.

log,

1n

logy,

T
3.4.15 Lemma. Rechenregeln des Logarithmus.
Es gilt:

e log(x - y) = log(x) + log(y) fir alle x,y > 0.

e log(z¥) =y -log(x) firxz >0 undy € R

Beweis. Da = — b* injektiv ist geniigt es die exponenzierten Gleichungen zu
verifizieren:

bloss(®Y) — gy = ploss(®) . plogs(y) — plogy(z)+logy (y)

3

plog(@) — gv — (plogs@)yy — py logr(@) ]

In Aufgabe (3.69) zeigen wir log,(b) - log,(a) = 1 fiir a,b > 0. Weiters ist
log, (z) = log,(a'°8(*)) = log, (z) - log,(a), also alle Logarithmenfunktionen
proportional zueinander (mit Proportionalitétsfaktor log,(a)).
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Bemerkung.

Es sei f: R — R stetig mit f(z +y) = f(z) + f(y) fiir alle z,y € R. Dann ist
f(z) = f(1)z fir alle x € R.

Es ist f(0+0) = f(0) + f(0), also f(0) = 0. Mittels Induktion folgt f(nz) =
n f(z) fir alle n € N und € R. Weiters ist 0 = f(0) = f(x) + f(—=), also
f(—=z) = —f(z) und somit f(kz) =k f(z) fiir alle k € Z und x € R. Somit ist

k 1 k 1 k
FC)=kIG) = mnf(o) = (1)
und damit
fla) = Jim f()= lm ¢f(1) = (D)
Folgerung.

Es sie f: RT — R stetig mit f(zy) = f(z) + f(y), dann ist f(y) = f(0) In(y).
Beweis. Dann erfiillt g := f oexp : R — R die Gleichung
g(z +y) = f(e"™) = f(e"e”) = f(e") + f(e”) = g(2) + 9(v),

also ist f(e*) = g(z) = 2 ¢g(1) = = £(0) und somit f(y) = f(0) In(y) O

3.4.16 Folgerung. Stetigkeit der Potenzfunktion.
Fiir p € R ist die Funktion v — zP, RT™ — R™ stetig.

2+ n=1.
n=0.5
1 n=0
n=-0.%
n=-1
n=-1.°%
n=-
1 2

Beweis. Es ist #7 = 01°8(*") = pPlogs® ynd somit stetig in z, denn log,, die
Multiplikation mit p und y — bY sind stetig. O

3.4.17 Banach’scher Fixpunktsatz.

Der Satz (3.4.3) iiber inverse Funktionen funktioniert bestens um Umkehrfunk-
tionen von Funktionen R — R zu erhalten. Wir haben dabei wesentlich von der
Ordnung auf R Gebrauch gemacht. Da wir aber eigentlich Gleichungen f(x) =y
bei vorgegebenen y nach = auflésen wollen wenn f nicht nur von einem reellen
Parameter x abhéngt, sondern von x € C oder allgemeiner x € R™. Dort haben
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wir aber keine verniinftige Ordnung mehr zu Verfiigung. Also miissen wir anders
vorgehen.

Anstelle einer Gleichung der Form f(x) = y kénnen wir dquivalent auch die F1x-
PUNKT-GLEICHUNG z = g(x) := z+y— f(x) 16sen. Wenn z¢ nicht ein Fixpunkt
von g ist, dann betrachten wir x,, rekursiv definiert durch z,; := g(z,). Wir
hitten gerne, dafl zo := lim, x, existiert, da dann ¢(z) = g(lim, z,) =
lim,, g(z,) = lim, 11 = Too, d.h. T ein Fixpunkt wire. Dazu brauchen wir,
daB d(zpi1,Too) = d(g(xn),9(xs)) — 0, oder besser d(g(x),g(y)) < d(z,y),
oder sogar d(g(x), g(y)) < ¢gd(z,y) mit ¢ < 1. Dann ist

d(py1,en) = d(g™(x1), 9™ (x0)) < ¢"d(x1,29) und somit

m—1 m—1
d(xn+m7$n) < d($n+k+17xn+k) < qk d(xn+17xn)
k=0 k=0
m—1 n
< ¢"Fd(xy,20) < 1q qd(xl,aro) — 0,
k=0

daher ist z,, eine Cauchy-Folge und konvergiert also zu einem Fixpunkt x ..
Wenn z ein weiterer Fixpunkt ist, dann ergibt d(z,2) = d(g(z),9(2)) <
d(x, r+) einen Widerspruch. Beachte, daf3

m—1
d(l‘n_t,_m,.i?n) S d(xn+k+1axn+k) S

k=0
m—1 q n
<N Fd(zn, vn-1) < ——d(zp,z0-1) < d(x1,70)
1—gq 1-gq

k=0

und daher .
d(xooyxn) S 1%qd(xnyxn—l) S 1 _ qd(xlaxO)-

Dies zeigt:

Banach’scher Fixpunkt-Satz.

Es sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und g : X — X eine Kontrak-
tion, d.h. ein q < 1 emistiert mit d(g(z),9(y)) < qd(z,y) fir alle xz,y € X.
Dann gibt es einen eindeutigen Fizpunkt voo € X von g, welcher als Limes der

rekursiv definierten Folge x,11 = g(x,) mit belicbigen Startwert xo erhalten
werden kann. Weiters gelten die Abschitzungen
q n
Ao, Tn) < ﬂd(xn,xn_l) < T qd(:z:l,xo). O

SN
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3.4.18 Beispiel.
In (2.20) haben wir gezeigt, da8

6+\/6+\/6+\/---+\/6

gegen 3 konvergiert. Dabei haben wir wesentlich die Monotonie von x — /6 + x
verwendet. Wenn wir eine entsprechende Rekursionsvorschrift f : z — a +
fiir komplexe a € C auf Startwerte x¢p € C anwenden, kénnen wir nicht mehr so
argumentieren. Also versuchen wir den Banach’schen Fixpunktsatz anzuwenden:

Die Quadratwurzel(n) « + i 8 eine komplexen Zahl z = a + i b kénnen wir wie
folgt bestimmen:

at+ib=(a+ip)*=(®-pF%)+2api

& a=a’—p*undb=2ap
b2
= (a2)2—a2a—z und b=2a 8

2 a a2 b2
= o« D) \ / 4 + 4 und b « ﬂ

Va2 +b? b
& a==% g—|—Lundﬁ:—
2 2 2a
Va2 +b+a
& a== 5 und
b b/ a2 b2 — VaZ £ b2 —
8= =4 s a:j:sgn(b) %

B a Va2+b? B \/2b2
£2¢/§ + 5

Allerdings stimmt diese Formel nicht im Fall b = 0 und a < 0. Andernfalls
verwenden wir die Losung mit +, und setzen somit

N VaZ 12 —
va+ib:= w—i—isgn(b) %.

Insbesonders ist

Re(Va+ib) =a= \/W > Va=+/Re(a+1ib).

Wir sehen hier auch, dafl die komplexe Wurzelfunktion sich nicht stetig zur
negativen z-Achse erweitern 1&8t, denn fiir a < 0 ist

/a2 1 b2 /a2 L b2 —
lim vVatib= lim /Y779 5 i sgn(b)\/E
b—0+ b—0+ 2 b—0+ 2
Y L N O Y L
2 b—0+ 2 ’

Wir setzen nun voraus, dafl Re(a) > 0 ist. Dann gilt fiir z, 2" € C mit Re(z), Re(z') >
1:

N ST T |z — |
|z — 2| |z —a|

< b
T Re(Watzr+va+a) T 2
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da Re(f(z)) = Re(vVa+z) > /Re(a +z) = /Re(a) + Re(z) > V0+1=1
und analog Re(va + a') > 1 ist.

Alsoist f: X — X := {z € C: Re(z) > 1} eine Kontraktion mit Faktor ¢ := 1.

Es ist C = R? vollstéindig, denn fiir jede Cauchy-Folge in R? sind die Koor-
dinaten Cauchy-Folgen in R also konvergent in R und somit die Folge selbst
konvergent nach (2.3.4). Weiters ist X C C abgeschlossen, denn aus z, — Zoo
und z, € X fiir alle n € N, also Re(z,) > 1 folgt Re(z2o) = limy, 00 Re(z,) > 1.
Somit ist auch X vollsténdig, denn jede Cauchy-Folge in X ist auch eine Cauchy-
Folge in C konvergiert also gegen ein z., € C welches aber wegen der Abgeschlos-
senheit in X liegen muf.

Wir kénnen also den Banach’schen Fixpunktsatz (3.4.17) anwenden und erhal-
ten, daB die rekursiv definierten Folgen n — f"(xq) fiir alle Startwerte xq € C
mit Re(zg) > 0 gegen den eindeutigen Fixpunkt x,, € X konvergieren.

Dieser Fixpunkt 2o muB oo = f(2o0) = Va + Too, also 22 — 250 —a = 0
erfiillen, d.h. z,, = % + 4/ i + a. Allerdings ist

1 1 1 1 1 1
Z - _ - _ - < - -
9{@(2 4+a) 5 9‘{@( 4+a)_2 %e(4+a)
1 1 1 1
= - — —_ <__ - —
5 4—&-%6(&)_2 1 0,

somit muf} der Fixpunkt z., := % + % + a sein.

Fiir a =1+ 34 z.B. ist der Fixpunkt

denn die Wurzel a + i3 = % + 31 ist

Va2 102 +a Viet9+3 Bys 18
o = = = = _— = =
2 2 2 8
[ [
B = sgn(b) 5 = 5 =\3=

Wie kann man sich geometrische Bilder von Funktionen C — C machen? Der
Graph solcher Funktionen liegt in C x C = R2 x R? = R* ist also schwer zu
visualisieren. Aber man kann einen Ausschnitt des Definitionsbereichs C und da-
neben eine Ausschnitt des Wertebereichs C zeichnen und angeben wie Punkte
x des Definitionsbereichs auf welche Punkte f(z) des Wertebereichs abgebildet
werden. Am anschaulichsten erreicht man das dadurch, dafl man ein (farbiges)
Gitter/Netz tiber den Definitionsbereich legt und die Bilder der Gitterlinien im
Wertebereich einzeichnet. Mittels Mathematica kann man das durch die Funk-
tionen PolarMap und CartesianMap aus dem Package Graphics‘ComplexMap*
machen:
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4 Differenzierbare Funktionen

4.1 Differenzierbarkeit

Wir wollen nun die Ableitung von Abbildungen f : E — F zwischen endlich
dimensionalen reellen Vektorrdumen E und F' behandeln. Sei dazu vorerst £ =
F = R. In den motivierenden Beispielen in (2.1.1) und (2.1.4) war uns bereits
die geometrische Idee der Ableitung als Tangente an f in einem Punkt begegnet.
Um diese Gerade zu beschreiben benétigen wir neben dem Beriihrpunkt auch
ihren Anstieg. Dieser sollte offensichtlich der Grenzwert der Anstiege von Sehnen
benachbarter Punkte sein.

4.1.1 Definition. Ableitung von Kurven.
Es sei f: R D I — R eine Abbildung auf einem Intervall I. Die ABLEITUNG
von f bei g € I ist dann definiert als

f'(z0) := lim M — lim f(zo +v) — f(xo)'

I>z—xo T — X9 v—0 v

Man schreibt auch % oder uneindeutiger % fiir diesen Grenzwert und sagt
DIFFERENTIALQUOTIENT dafiir. Falls dieser Grenzwert existiert, so heifit f DIF-
FERENZIERBAR AN DER STELLE zg. Damit dieser Grenzwert existiert muf}, da
der Nenner gegen 0 geht, auch der Zahler gegen 0 gehen also f stetig bei x¢ sein
Falls f in allen Punkten x( € I differenzierbar ist, so heifit f DIFFERENZIERBAR

und die Abbildung f': I — R, zo — f’(xo) heilt dann ABLEITUNG von f.

Die TANGENTE an eine im Punkte zy differenzierbare Abbildung f ist nun der
affine 1-dimensionale Teilraum {(x,y) € R? : y — f(z0) = f'(x0)(x —x0)} C R2.

Xo X +h |' n ‘

Fiir f : R O I — R? macht obige Definition von f’(z) ebenfalls Sinn. Allerdings
ist f(z) — f(zo) € RY, x — 29 € R und somit %ﬁgwo) und f’(zg) in R?. Die
Tangente ist dann entsprechend der affine 1-dimensionale Teilraum {(z,y) :
y — f(xo) = f'(zo)(x — x0)} von R x RY.

4.1.2 Bemerkung. Ableiten durch Zoomen.
Wir definieren den Abstand zweier beschrinkter Funktionen f,g: [—-1,1] — R
als

doc(£,9) = |1 = gloc := sup{ | £(2) = g(2)] : & € [-1,1]}.
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Die e-Umgebung von g besteht also aus allen Abbildungen f deren Graph im
+e-Streifen {(x,y) : |y — g(z)| < €} um g liegen.

f+e

Hh Q rh

Die Tangente einer Kurve kénnen wir nun wie folgt beschreiben: Sie ist jene
Gerade, die, wenn man zu jedem € > 0 den Teil der Kurve auf {z : g —e < 2 <
xo+¢} so affin skaliert, dafl daraus das Intervall [—1, 1] wird, dann der Abstand
deo zur Geraden gegen 0 geht fiir e — 0.

In der Tat sei O.B.d.A. ¢ = 0 und yo := f(xg) = 0. Sei weiters g : © — k x eine
Gerade durch 0. Die mit 1/e gezoomte Funktion ist

flex)

ferxmex— flex)—

und entsprechend g.(z) = @ = g(z), da g homogen ist. Der Abstand von f.
zu g. auf dem Intervall [—1, 1] ist somit

1(fe = 9e)l—eelllo0 = sup {|fe(2) — ge(@)[ : ~1 <z <1}
zsup{’@—kx‘:—l<:c<l}

:Sup{’(f(xo—lrsx)—f(xo) _k>$|:_1§x< 1}

ex -
und dieses Supremum geht genau dann gegen 0 fiir ¢ — 0, wenn

k= lim f(zo +h) — f(z0)
h—0 h

gilt, also g die Tangente an f im Punkte xg ist.
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4.1.3 Beispiele differenzierbarer Funktionen.

(1) Essei f: R — R? konstant.
Dann ist f differenzierbar und f/(xg) = lim,_ % =0.

(2) Seinun f:=id: R — R.
Dann ist f differenzierbar und f’(zo) = lim, o 2 = 1.

(3) Sei schliefilich f : R — R? eine Gerade gegeben durch f(z) := za + b mit
a,b e RY.
Dann ist f differenzierbar und f’(z¢) = lim,_ ‘“’tbib = ¢ und somit
stimmt die Tangente mit der Gerade iiberein. Siehe auch (4.1.18).

(4) Sei f(x) :=|z|, dann ist f nicht differenzierbar bei z := 0, denn
LS ) () fle o)~ f2)

= +1 aber lim =—1.
v—0+ v v—0— v
(5) Es sei f(z) == L. Dann ist f'(z) = —-2% fir © # 0 wie eine direkte
Berechnung des Differentialquotienten dfdg) zeigt:

1_ 1

s e __ 1 1

x—a xa a?
2 /XO
1 /XO

X0 2X0

(6) Sei f(z):=sin(z). Dann ist f differenzierbar bei 0 mit Ableitung 1, denn
durch Fléchenvergleich (siehe (3.1.8)) erhalten wir sin(t) < ¢ < tan(t) fiir
t > 0 und somit cos(t) < S”;ﬁ < 1 und lim;_,g cos(t) = 1. Weiters ist f
differenzierbar bei jedem z € R mit Ableitung sin’(z) = cos(x), denn
sin(x +v) —sin(z)  cos(z + v/2) sin(v/2)

= 1.
» o2 — cos(z)

Die Ableitung des Cosinus erhalten wir analog, oder auch mittels:

sin(x + g) = sin(z) cos(g) + cos(x) sin(g) = cos(z)
= cos'(z) =sin'(z + g) = cos(z + g)
= cos(x) cos(g) — sin(x) Sin(g) = —sin(z)
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Beachte, dafi folglich die Tangente an einen Kreis {(cos(¢),sin(¢)) : ¢t €
R} normal auf den Radiusvektor (cos(t),sin(t)) steht, denn der Rich-
d

tungsvektor der Tangente ist J;(cos(t),sin(t)) = (—sin(t),cos(t)) und

((—sin(?), cos(1)), (cos(t), sin(1))) = 0.

4.1.18 Lemma. Komponentenweise Ableitung.

Essei f=(fY....,f") :RDU — R™ und v € U. Dann ist f genau dann
differenzierbar x, wenn die Komponenten f7 :R D U — R differenzierbar bei x
sind fiir alle j. Es gilt dann

f'@) = (1) @), (f™) ().

Beweis. Es ist wegen (2.3.4) oder (3.1.4)

F(w) = Jim & (Fa+ )~ f(x)
= fim 5 (£ @4 B) — (@) 7B~ 7))
(L0 7o) = i)y

h—0 h B h
(i LD ZS ), S = )y
h—0 h T S0

= (Y@, (@) O

4.1.13 Definition. Richtungsableitung.

Da wir eigentlich an Funktionen f in mehreren Variablen, also Abbildungen
f + E — F zwischen allgemeinen endlich dimensionalen Vektorrdumen E und
F' interessiert sind, wéire wir gerne in der Lage auch diese zu Differenzieren.
Dabei kénnen wir aber nicht mehr M bilden, da wir Vektoren nicht
dividieren konnen. Solang wir die Variable x in f(z) allerdings von xg aus nur in
eine fixe Richtung v € F variieren, d.h. nur Argumente der Form x = x¢+t v mit
t € R betrachten, also die Zusammensetzung von f mit der affinen Gerade ¢ —
2o +twv, dann kénnen wir sehr wohl den Differenzenquotient w eF
betrachten und wir bezeichnen dessen Grenzwert als RICHTUNGSABLEITUNG

dy f(xo) := limy_g M € F von f an der Stelle zy in Richtung v.
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Xo+V

Wiéhlen wir als Richtungen insbesonders die Koordinaten-Richtungen ey, eq, ...
so spricht man anstelle von Richtungsableitungen auch von den PARTIELLEN
ABLEITUNGEN und bezeichnet sie mit

Orf i=de, f, dof ==de,f,...
oder auch als

Of(x1,...,2n)
8.’171

Of(x1,...,xpn)

s =0 f (21, 2n), . ..

= alf(xla e 7xn)a

Die partielle Ableitung 0;f nach der i-te Variable erhalten wir also dadurch,
dafl wir in f(x1,...,2i-1,%, Tiy1,...,%,) alle Variablen bis auf x; festhalten
und den resultierenden Term nach der verbliebenen Variable x; differenzieren.

Beispiel.
Es sei f(x,y,2) := x - y? + sin(z). Dann ist
8f($7 Y, Z) _ .2
Oz —alf(xuy7z)_y
of(z,y,2) _ _
ay *82f(xay)z) —QIL’y
of(x,y,2) o
SV 0y, 2) = cos(2)
Beispiel.

Es sei m : R? — R, (z,y) — x -y die Multiplikation. Die partiellen Ableitungen
sind

m(z +t,y) —m(z,y)

dim(z,y) = lim " =limy =y
t) —
Oam(x,y) = %ir% m(,y + 1 m(z,y) = }il%x =z
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und die Richtungsableitung in Richtung (v, w) ist

. om(x+tv,y +tw) —m(x,y
d(v,w)m(xay):%l_{% ( : ) ( )

=z wtyvt+tvw

=zw+yv=v -0m(z,y) +w-dam(z,y).

Beachte, dafl die Richtungsableitung an der Stelle (x,y) in (v, w) linear ist und
somit durch die partiellen Ableitungen 9;m = d.,m vollstandig beschrieben ist:
d(ywym = v-01m~+w-dam. Die Ableitung f'(x) einer Abbildung f : R” — R an
der Stelle z € R™ sollte also keine Zahl sondern durch die (lineare) Abbildung
R"” — R, v — d,f(x) gegeben sein. Etwas allgemeiner sollte die Ableitung
f'(z) einer Abbildung f : R® — R™ an der Stelle £ € R™ kein Vektor in
R™ sondern durch die (lineare) Abbildung R™ — R™, v — d,f(x) gegeben
sein. Wie wir aus der linearen Algebra wissen, konnen wir lineare Abbildungen
durch Matrizen beschreiben deren Spalten gerade die Bilder der (Standard-
)Basisvektoren sind. In unserem Fall sind das gerade die Richtungsableitungen
in die Koordinatenrichtungen, also die partiellen Ableitungen.

Fiir eine genauere Analyse dieser Situation siehe Analysis 2.

1 IRRARANARNANY

[ TRTTUTAREARY

[11]

Beispiel.
Es sei a : R? — R, (z,y) — x + y die Addition. Die Richtungsableitung in

Richtung (v,w) ist

a(z + tv,y + tw) — a(z,y)

d(ywya(z,y) = lim

t—0 t
= }iH(l)(’U +w) =v+w = a(v,w).

Die Ableitung a’(z,y) der linearen Funktion a an der Stelle (z,y) sollte also
gerade durch die lineare Funktion a gegeben sein.

4.1.14 Kettenregel.

Essei f: R D I — R differenzierbar beixz € I und g : R O J — R differenzierbar
bei f(x) und f(I) C J. Dann ist go f : R D I — J — R differenzierbar bei x
und es gilt

(go ) () =g (f(z)) - f'(x).
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Beweis. Es bezeichne
r(v) = f(z +v) = f(x) = f(x) v
9(f(x) +w) — g(f(2)) — ¢'(f(2)) - w

dann ist lim,_,07(v)/v = 0 und lim,,_¢ s(w)/w = 0 wegen der Differenzierbar-
keit von f und g und mit w := f(x 4+ v) — f(x) = r(v) + f'(z)v gilt somit

(go )@ +v) = (g0 f)z) = g(f(x) +w) = g(f(2)) = ' (f(2)) - w + s(w)
=g (f(@)) - (f'(x) v +r(v)+
f(x)

s(f(x+v) -
Fot o) — @) (fx+v) = f(2)).

Nach Division mit v konvergiert die rechte Seite (fiir v — 0) gegen

g'(f(@) - (f'(x) +0)+0- f(x) = g¢'(f(z))- f'(z). O

s(w) :

(v
)

O

Wir wissen noch nicht genau was Differenzierbarkeit von Funktionen g : R® —
R bedeutet, wollen aber dennoch eine entsprechende Version der Kettenregel
erahnen. Seien also f : R — R™ und ¢ : R® — R (oder auch g : R" — R™)
beide differenzierbar (was immer das fiir g heilen moge). Falls f eine Gerade
beschreibt, also f(z) := a + xb mit a,b € R™ ist, so ist

(go f)(t) = (go f)(0)

(g0 f)'(0) = lim

t—0 t
 lim w —: dyg (a) = dyr(0)g (F(0)).

Also diirfen wir fiir allgemeines differenzierbares f (und h(t) := f(z) + ¢ f'(z)
die Tangente)

(9o f)(z) = (goh)(0) = dn0)g (h(0)) = dy(a)g (f())
erwarten, also mit der Bezeichnung ¢'(y) : v — d,g (y) die Identitét
(9o f) () =dsmyg (f(2) = g'(f(2)) (f'(2)).

Allgemeiner, wenn f : R¥ — R™ und ¢ : R® — R™ beide differenzierbar sind,
x,v € R¥ sind und h(t) := x + tv ist, dann wire

f(x + tU) - f(x) — lim f(h(t)) — f(h(O)) = (f o h)/(O)

F'(2) (0) = duf (x) = tim HEELE tig Z0 =
und somit
(9o f)(z) (v) =du(go f)(x)=((go f)oh)(0)=(go(foh))(0)
=g ((foh)(0)) (foh)(0)=g'(f(x)) (f'(z)(v))
:( "(f(x)) o f'(z)) (v)

und fiir die Ableitungen schliefSlich

(go ) (z) =g (f(z))og'(x).
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4.1.15 Produktregel von Leibniz.
Essei f,g: RDOU — R bei a € U differenzierbar. Dann ist auch f-g:U — R
bei a differenzierbar und

(f-9)(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - g'(a).

Beweis. Es gilt:

(f'g)(x; = if 9)(a) _ f(@)- 9(2 - Z(a) n f(wx) - i‘(a) - g(a)

— f(a) - ¢'(a) + f'(a) - g(a),
da f nach (4.1.1) bei a stetig ist. O

Die Stetigkeit des Produkts f - g zweier stetiger Funktionen haben wir in (3.1.6)
aus jener der Zusammensetzung mit der Multiplikation m : R? — R und der
komponentenweisen Stetigkeit von (f,g) : R — R? gefolgert. Man konnte fiir
die Differenzierbarkeit genauso vorgehen, miifite dazu allerdings die Differen-
zierbarkeit der Multiplikation kennen um

(f-9)'(z) = (mo(f,9)) () =m'((f,9)(2)) (f,9)'(z)
=m/(f(2),9(x)) (f'(x),d'(2)) = ' (2) [ () + ['(2) g(x)

schlielen zu konnen.

Beispiel.

Insbesonders gilt £ f(2)? = 2f(z) f'(z) und somit L% = 2z (fir f = id)
mittels (4.1.3.2).

Mittels Induktion erhalten wir:

im" =nz" ! fiir alle 0 <n € N.
dx

In der Tat ist

d o _ d

d d
. :%(x"ur):x—w”—i—w”—x:xnwnfl—l—x"l:(n—i—l)x".

dx dx

Eine Spezialfall der Produktregel ist, wenn ein Faktor (sagen wir f) konstant
(sagen wir \) ist. Dann ist (f - g)'(z) = f/'(z) - g(z) + f(z) - ¢'(z) = 0- g(x) +
Ag'(x) = Ag' ().

4.1.17 Quotientenregel.
Es seien f,g : R D U — R bei a € U differenzierbar und g(a) # 0. Dann ist
auch g : U — R bei a differenzierbar und

<i)’ (a) = 9(a) f'(a) — f(a) 9'(a)
g

Beweis. Es ist 5 = f-(iog), wobei i die Funktion = — 1/x ist. Also folgt aus
(4.1.2.5), (4.1.14) und (4.1.15):

o

(f-(i09) (a) = f'(a) - (iog)(a) + f(a) - (iog)(a)

/'(a) S g ) - f@) g
FOEARRIC) - 0

[V
Q
—~

2
SN~—"
|
Q
—~
S
S~—
[V
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Beispiel.

Es ist tan := 52 auf R\ cos~!(0) definiert. Nach der Quotientenregel ist somit

tan’(gg) _ <%>’ () cos(x) Sin/(z‘gsz‘:);n(m) cos’ (z)
= COS(I)2 + Sin(x)2 — an(z)? = 1
a cos(x)? =1+ tan(x)” = cos(@)?”

4.1.19 Linearitit des Differenzierens.
Es seien f,g : R D U — F differenzierbar bei x € U und \ € R, dann ist auch
[+ Ag differenzierbar bei x und es gilt (f + \g)'(z) = f'(z) + A\g'(z).

Beweis. Dies gilt, da der Differenzenquotient einer Linearkombination die ent-
sprechende Linearkombination der Differenzenquotienten ist. O

Die Stetigkeit der Summe f + g zweier stetiger Funktionen haben wir in (3.1.6)
aus jener der Zusammensetzung mit der Addition a : R?2 — R und der kom-
ponentenweisen Stetigkeit von (f,g) : R — R? gefolgert. Man kénnte fiir die
Differenzierbarkeit genauso vorgehen, miifite dazu allerdings die Differenzier-
barkeit der Addition kennen um

(f+9)(x) =(ao(f.g

zu schlieflen.

Beispiel.
Es sei p(z) == Y 1_o Dk z* ein Polynom vom Grad n , d.h. p,, # 0. Dann ist die
Ableitung

n
zpk

n—1

pekat = Z(] +1)pja’
k=1 =0

45 st
k=0
d
E_

Il
o~
HM3 H S

I
=
_|_

ein Polynom vom Grad n — 1.

Bemerkung.
Gewisse Eigenschaften der Funktion f : R O I — R lassen sich in Eigenschaften
der Ableitung f’ tibersetzen. Ist z.B. f monoton wachsend, d.h. f(z) < f(y) fiir

z <y, so ist der DIFFERENZENQUOTIENT M > 0 fiir alle x # y und somit

auch f/(z) = lim,_,, f(y) f(z) > 0. Um die Umkehrung zu zeigen bendtigen wir
folgende Resultate:

4.1.20 Proposition. Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung.

Es sei f: R D I — R streng monoton und stetig auf dem Intervall I. Sei
& €I und f sei differenzierbar bei & mit Ableitung f'(§) # 0. Dann ist die
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Umkehrfunktion f=1 : R D f(I) — R bei f(&) differenzierbar und ihre Ableitung
151

—1y\7 _ 1
£’ (%0)
1
X0
£ (%0)
£A%0) )
f(X X0

Beweis. Nach dem Satz iiber inversen Funktionen (3.4.3) ist f(I) ein Intervall.
Falls f~! bei f(€) differenzierbar ist, so folgt aus der Kettenregel (4.1.14), dal
F () - f1(¢) =id' (&) = 1 ist. Wir wollen also zeigen, dafl f=1 bei n := f(€)
differenzierbar mit Ableitung 1/f’(£) ist. Sei y,, eine Folge in f(I) welche gegen
f(€) konvergiert. Da f~! nach (3.4.3) stetig ist konvergiert z,, :== f~!(y,) gegen
F7LH(f(€)) = £ Somit konvergiert

f ) = f7M ) wn =€ 1 1

Y — 11 Flan) — ()~ T@a—t@ — fr(ey

zn—§

O

4.1.21 Beispiele inverser Abbildungen.

(0) Fiir fixes 0 < n € Nsei f: RT — RT, z — 2" mit Ableitung f'(z) =
na"~'. Dann ist die Umkehrfunktion f~! :y — /7 und ihre Ableitung
somit

Weiters ist nach der Quotientenregel

d _, d1 z"0—1nz" !
— "= = =
dx dx r2n
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oder auch nach der Kettenregel mit i(x) := %

d d 1
% -n _ %’L(JZ“) — Zl(.ﬁn) nxn—l — _ (mn)g nl,n—l — _nx—n—l
oder auch
d d -1
%9:7” = %z(x)” =ni(z)" ' i(x) =na'" =N z L

Allgemeiner sei f : RT — R*, 2+ 24 = ¢/zP. Dann ist nach der Ketten-
regel

f(z) = 1 (xp)%fl paPl = P op(z-D4p-1 _ P 21
q

Fiir alle rationalen Exponenten o # 0 haben wir also

d

—l‘a a—1
dx

=ar

erhalten.

(1) Esistsin: [-7/2,7/2] — [—1, 1] streng monoton wachsend mit Ableitung
sin’(z) = cos(z) > 0 fiir —7/2 < z < 7/2. Also existiert fiir |y| < 1 nach
(4.1.20) die Ableitung der Umkehrfunktion arcsin : [-1,1] — [-7/2,7/2]
bei y und zwar ist

arcsin’(y) ! !
resin’ (y) = =
Y sin’(arcsin(y))  cos(arcsin(y))
_ 1 - 1
/1 — sin(arcsin(y))? 1—y2
1
/2 arcsin
1
-7/2 0 /2
-1
-7/ 2
-1
Beachte, daf arcsin nur auf dem Bild sin(R) = [—1, 1] definierbar ist, und
x = arcsin(y) nur eine (die absolut kleinste) Lésung von sin(z) = y liefert.
. .. . . ’ _ _ 1
Analog zeigt man fiir cos : [0,71] — [-1,1], daB arccos’(y) i
ist. Wieder ist arccos nur auf dem Bild cos(R) = [—1,1] definiert und

2 = arccos(y) ist die kleinste positive Losung von cos(z) = y.
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/2

arccos

-sin

(2) Esist tan : (—m/4,7/4) — R streng monoton wachsend mit Ableitung
cos(a) sin’(x) — sin(z) cos/(x)  cos(x)? + sin(z)?
cos(x)? N cos(x)?

1
>1
cos(x)? —

tan’(z) =

=1+tan(z)? =

fiir alle z. Also existiert nach (4.1.20) die Ableitung der Umkehrfunktion
arctan und zwar ist

1 1 1

e _ — .
arctan’(y) tan’(arctan(y)) 1 + tan(arctan(y))? 1+y?

Im Unterschied zu den vorigen Beispiel ist diese Umkehrfunktion nun auf
R = Bild(tan) definiert und z = arctan(y) ist wieder nur eine Losung
diesmal von tan(z) = y.

o 1/cos arctan

arctan

-/2

(3) Wir wollen nun die Ableitung von = — e* und von = — In(x) bestimmen.
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Betrachten wir vorerst folgenden Spezialfall:

=0
~ =
In’(1) = lim In(1+1) —In(1) _ lim 1n<(1 + t)l/t>
t—0 t t—0 '

Da In stetig ist geniigt es den Limes lim;_o(1 + ¢)'/* auszurechnen.
Den Spezialfall wo ¢ die Folge (1) durchliuft haben wir in (2.5.5) als

n

1
lim (14 2\ =
1m(+n) e

n—oo

bestimmt. Leider konnen wir zur Zeit noch nicht die Monotonie von z +—
(1 +2)Y/ fiir £ > 0 zeigen um daraus lim;_q4 (14 ¢)'/* = e schlieBen zu
konnen.

1

Dennoch gibt es zu 0 <t <1 ein n € N mit e

<t< % und somit ist

—e-1

1+ 1 n+1 1 B
n+1 I+
n / 1 n+1
<1+t < (14 = =
) <arors(1+0)

o n
(o2) (-2)

—e-1

Da fiir ¢ — 0 das zugehorige n — oo, ist

lim (1+t)Yt =e.
t—0+

Weiters ist

1/s
1 .
Lim (1+4)/t = li%1+(1—s)_1/s = lim ( ) = lim (147)'F7 = 1.,

s—0+\1—s r—0+
f e — _ 1 _ 1 1 _ _s 1 _ 1 _
W(-)be.l s = t.und l+r=1=,dhr=7=-1=>-uds= =
1_"_ ist. Also ist
T

/ T 1/t) _ : 1/t _ _
In'(1) = }Er(l)ln((l—kt) ) = hl(tlg%(l +t) ) =lIn(e) = 1.

Fiir die Umkehrfunktion x +— e® erhalten wir somit

1
exp’(0) = exp/(In(1)) = (D) =1

und allgemein

x4+t xT t t

, . € —er e =1 e-=-1
exp(x)—tlg%it —}1_{%6 = gl_r)r(l) ; =e"l=¢"=exp
SchlieBlich gilt nun fiir die Umkehrfunktion
1 1 1
In'(y) = = = — firy > 0.
W)= ) ~ epln) v
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Mittels der Formeln a® = (e %) = ¢* (%) und log,(y) = log, (™)) =
In(y) log,(e) erhalten wir auch die Ableitung aller Exponential und aller
Logarithmen-Funktionen:

d d

%tf = %ew In(a) — g@ Infa) -In(a) = In(a) a”
d d 1 1
—log,(y) = — In(y) log,(e) = — log,(e) = ———,
98 0) = () Tog(e) = Tog(6) = s

1 = log, () = log, (4°(®)) = log,(a) - log, (b).

Folgerung.
Die Ableitung der allgemeinen Potenzfunktion x — x" mit 0 # r € R st fir
x > 0 gegeben durch

ix” =rg" !
de”™
Beweis.
d d d
Ewr = £67‘l”($) = eT‘ln(w) . Erln(if) =" g _ T'LUT_l.
O
Bemerkung.

Es sei f : R — R differenzierbar und a € R mit f/'(z) = a f(z) fiir alle . Wir
betrachten g(z) := f(z) e~**. Dann ist

g'(x) = f'(@)e™* + f(z) (~a) e~ = (f'(z) —af(z))e * =0

und somit ist g konstant, also f(z)e™% = g(z) = g(0) = £(0)e® = £(0), also
fx) = f(0) e

4.1.22 Definition. Héhere Ableitungen.
Rekursiv nennen wir eine Funktion f : R O U — F n + 1-mal differenzierbar,
wenn sie auf U differenzierbar ist und ihre Ableitung f’ : U — F seinerseits
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n-mal differenzierbar ist. Dabei soll die Eiggenschaft 0-mal differenzierbar zu
sein immer erfiillt sein.

Die n + 1-te Ableitung f("*1 ist dann als

for = (1)

definiert.

Schliefllich heifit eine Funktion unendlich oft (oder genauer beliebig oft) diffe-
renzierbar, wenn sie n-mal differenzierbar ist fiir jedes n € N.

4.1.4 Satz von Rolle.
Es sei f : [a,b] — R stetig sowie auf (a,b) differenzierbar und f(a) = f(b).
Dann existiert ein & € (a,b) mit f'(£) =0.

a S b

Beweis. Falls f konstant ist, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls nimmt f sein
Minimum an einer Stelle £; € [a,b] an und sein Maximum an einer Stelle &5 €
[a,b]. Wegen & # & liegt mindestens eines der beiden ¢ im Inneren (a,b) des
Intervalls [a,b] und fiir dieses gilt f/(£§) = 0, denn aus f(z) > f(&) fiir alle
folgt f(¢) = limy ¢ L9221 > 0 und ebenso f'(¢) = lim, e {E=LE <,

und dhnlich fiir f(x) < f(€). O

4.1.5 Mittelwertsatz.
Es sei f,g : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann existiert ein
& € (a,b) mit

oder einprdgsamer

falls ¢’ (x) # 0 fiir alle x € (a,b).
Ist speziell g = id so besagt diese Gleichung folgendes:

Beweis. Wir erhalten das Resultat direkt, wenn wir den Satz von Rolle auf
hz) = (f(b) — f(a)) g(x) — (9(b) — g(a)) f(x) anwenden. O
Beachte, dafl wir im Beweis von (4.1.5) gezeigt haben, daf f/(xg) = 0 an jeder

Stelle xo € I, die ein lokales Extremum einer bei xq differenzierbaren Funktion
f:I— Rist.
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(£(x%0),9(x0))

4.1.6 Folgerung. Monotonie via Ableitung.

Es sei f: [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann ist f genau dann
monoton wachsend, wenn f'(x) > 0 fir alle x € (a,b). Ebenso ist f genau dann
monoton fallend, wenn f'(z) <0 fiir alle x € (a,b).

Beweis. Aus f(z) < f(y) fiir alle o < y folgt f'(x) = lim,_, =1 > ¢,

Umgekehrt folgt aus dem %g(y) = f(¢) > 0, daBl f monoton wachsend

ist. O

Folgerung.
Es sei f : R D I — R differenzierbar mit Ableitung 0. Dann ist f konstant.

Beachte jedoch, da dies nur fiir Intervalle als Definitionsbereich gilt. Z.B. ist
frx— g definiert auf R \ {0} mit Ableitung

d V22 x%\/lfz-Qac—\/wQ-l 2?2 — (V2)?
- = z = :0
dr =x 2 N

aber f(z) = £1 fur alle £z > 0.

Beweis. Wegen [/ = 0 ist f sowohl monoton fallend als auch monoton wach-
send, also konstant. O

Konvexitit

4.1.7 Definition. Konvexitit.
Eine Funktion f : R — R heifit konvex, wenn sie nirgends iiber einer ihrer
Sehnen liegt, d.h.

FOAb+ (1 =XNa) <Af(b)+ (1 =X f(a) firallea <bund 0 < A < 1.

Konvexitit bedeute also, dafl der Graph der Funktion eine Linkskurve macht.

Eine Funktion f heifit konkav, wenn —f konvex ist, die Funktion f also eine
Rechtskurve macht.
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f(y)
A (x)+ (1-2) f (v
£ (x)
— f(z) B
x z=Ax+ (1-1)y y

Offensichtlich ist Konvexitéit dquivalent zu

f(z i .TZ> < Z i f(z;) fiir endlich viele z; € R und A; > 0 mit Z A =1.

3

(U) Beweis mittels Induktion.

(n=1) nichts zu zeigen, da dann A = 1.

(n+1) z = Z::é Ak Tg. Setze b := Ty 11, A := Apy1. Falls A\ = 1ist, soist A, =0
fiir alle £ < n und nichts zu zeigen. Sei also0 < A < 1. Dannist 1—\ = ZZ:O AL
und wir setzen a := 15 Y1 Ap 2. Somit ist = Ab+ (1 — A) a und somit

n n+1
F@) S AFO)+1-)) f(a) < Mg f@ngn)+H(1=2) > )\k)\ Flae) =Y M flxn)
k=0

1—
k=0

nach Induktionsvoraussetzung.

(1) Setze x1 :=a, 2 :=b, Aa := A, Ay := (1 = ).

4.1.8 Proposition. Charakterisierung konvexer Funktionen.
Es sei f: R — R zweimal differenzierbar. Dann gilt:

(1) f ist konvez;

- e f(z)—f(x) fW—f(=).
(2) Fiir alle x < z <y gilt 25=2% < yy_z ;

< (3) ' ist monoton wachsend;

“(4) 1" =0.

Beweis. (12)

fkonvex(:(x<y, O<A<l,zi=z4+ANy—2z)=

ﬂ@SAf@%Hl—Mf@)(A:;:z,l_A:z:;D
@(m<z<y:> f(z) = f(z) Sf(y)_f(z))
AR i y_Z
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(2=3) Aus (2) folgt
fy)—fl@) fy-fEy—z fe)-fl@)z-x

= +
Yy—x y—z Yy—x z— Yy—x
\V—/ h/_/
=1—-)\ <tW=f() =\
<EE=

M ((1 =X) 4+ ) und analog

= y—z T
f0) - Fla) _ ) - f(a)
y—x z—x

monoton wachsend und somit

fly) — f(=)

also ist y — LW=/(@)
y—z

fly) — f(=)

f/(x):yli%l+ g < J—a Smli%l,y_im:f,(y)
23z <y<z=>
(3e4) folgt aus (4.1.6) fir f'. O
Bemerkung.

Beachte, da§ der Beweisschritt (2 = 3) zeigt, dafl konvexe Funktionen oberhalb
jeder ihrer Tangenten liegt.

Um Ableitungen zu bestimmen miissen wir Grenzwerte limyqg w be-

rechnen die auf unbestimmte Ausdriicke der Form % fithren. Umgekehrt kénnen
wir Differentialrechnung benutzen um Grenzwerte die auf unbestimmte Aus-
driicke % bzw. i% fithren zu bestimmen:

4.1.11 Regel von De L’Hospital.
Die Funktionen f und g seien differenzierbar auf (a,b) mit g'(x) # 0 fir alle x.
Weiters sei limg_qy f(z) = limy_ a4 g(z) € {—00,0,+00}. Dann ist

f@) 1)

ot g(z)  a—at g'(x)

)

sofern der Limes auf der rechten Seite im eigentlichen oder uneigentlichen Sinn
existiert.

Beweis. Es sei A := lim,_, 4+ %, d.h. fiir jedes € > 0 existiert ein § > 0 s.d.
f'(x)/g (z) € Us(N) fiir alle x € Us(a). Fiir z,y € Us(a) mit x # y ist nach dem

Mittelwertsatz
fw) -~ f@) _ e
9(y) —g(x)  g'(&)

fiir ein £ € Ty C Us(a), also auch

fly) — f(x)
o) —gla) < U=

Betrachten wir vorerst den Fall, wo lim,_,q4+ f(2) = limg_44 g(x) = 0 ist:
Bei fixen y € Us(a) liefert der Grenziibergang * — a+ somit

Iy
o) © B=(2),
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. . I _
also ist auch limy_, ¢ o) A

Nun der Fall, wo lim, 4 f(z) = limg;— 4 g(x) = o0 ist:
Wenn wir obige Gleichung

mit

flx)  f'(€) 1—9g(y)/g(x)

g(x) g€ 1= f)/f(z)

Die Idee ist folglich die Stetigkeit der Multiplikation m : (z,y) — x-y bei (A, 1),
d.h. die Existenz eines 4’ > 0 mit

Us:/(A) - Us/(1) := m(Us/(N) x U/ (1)) CU(A-1) = U (N).
Beachte, dafl dies auch fiir A\ = +00 geht. Weiters existiert ein 0 < ¢ < ¢’ mit

I'(€)
g'(€)

Sei nun y € Us(A) fix gewiihlt. Wegen

€ Uy (A) fiir alle € € Us(a).

~—

i L=9W)/g(@
e—at 1 — f(y)/f(x)

existiert ein 0 < ¢” < § mit

1—g(y)/g(x)
1—f(y)/f(x)

=1

€ Uy (1) fiir alle z € Usr (N).

Somit ist fiir x € Us»(A) C Us(A) auch € € Us(A) und somit

f@) _ FE&) 1=90)/9l@) o e v(1) € UL,

g(z) g€ 1-f(y)/f(z)
N~ ———

€Usr () €U/ (1)
Also konvergiert % gegen \ fir x — a+. O

4.1.12 Beispiel.

e Nach der Regel (4.1.11) von De L’Hospital ist

in(¢ S(¢
lim sin(?) = lim cos(?)
t—0 t t—0

= cos(0) = 1.

o lim, .o ‘z—: = 0 fiir n € N, sowie lim;_, o 1059’) =0fiira>0
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o Als weitere Konsequenz erhalten wir folgende Wachstumsvergleiche:

n n—1 1.0 |
lim — = lim n :--~:hmﬂ:E:0fﬁrallen€N
r—oo et T—00 ex r—oo e¥ o0
sowie
] log(y'/*) 1 1
i Jos(@) _ . log(y) 1. log(y)
rz—+oo g% y——400 Y a y—-+oo Yy
1
1 by 1 1
== lim £==— =0fiirallen>0
a y——+oo 1 a +oo

4.1.25 Lemma.
Es sei f : R DI — R stetig, a € I und f differenzierbar auf I\ {a}. Wei-
ters existiere lim,_.o f'(x). Dann ist f auch differenzierbar bei a und f'(a) =

lim,_,, f/(z).
Beweis. Wir kénnen die Regel von De L’Hospital auf

f'(a) -— lim f(IE) — f(a)

r—a xr—a

anwenden und erhalten somit die Existenz dieses Limes und die Identitat

f'(a) = lim f@) = fla) = lim f'(z) = lim f'(z). O

T—a T —a e—aid (z) a—a

4.1.26 Beispiel.

Es sei f(z) := e~/ fiir 2 # 0. Wegen lim,_.o f(z) = limy oo e™¥ = 0 set-
zen wir f(0) := 0 und erhalten eine stetige und auf R\ {0} differenzierbare
Funktion mit Ableitung f'(z) = x%e*l/“’z. Wegen lim, o y*/2e™¥ = 0 ist
lim, o f'(x) = 0, also f auch bei 0 differenzierbar mit Ableitung f’(0) = 0.

4.1.9 Kurvendiskussionen.

Mit den nun gewonnen Wissen koénnen wir weitgehende Aussagen iiber uns
vorgelegte (hinreichend differenzierbare) Kurven machen. Neben Grenzwertaus-
sagen fiir £ — a mit Randpunkten a des Definitionsbereichs kénnen wir das
Monotonie-Verhalten und das Konvexitéts-Verhalten durch Loésen der Unglei-
chungen f/ > 0 bzw. f” > 0 erhalten. Schnittpunkte mit parallelen Geraden
y = ¢ (und insbesonders Nullstellen) erhalten wir durch das Losen der Glei-
chung f(x) = ¢. Wir kénnen Tangenten an beliebigen Stellen bestimmen und
insbesonders durch Lésen der Gleichung f'(z) = 0 alle waagrechten Tangenten
und somit die Kandiaten fiir lokale Extrema bestimmen. Aus den Monotonie
oder Konvexitéitsverhalten nahe dieser Stellen kénnen wir zumeist entscheiden,
ob es sich wirklich um lokale Minima oder Maxima handelt. Schliefilich kénnen
wir auch die Punkte wo sich dal Konvitdtsverhalten &ndert finden, indem wir
Losungen der Gleichung f”(x) = 0 als einzig mogliche Kandidaten untersuchen.

Beispiel.
Es sei f(x):=

_Z
r24+1°
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/3 -1

/ 2
Dann ist f : R — R global definiert und beliebig oft differenzierbar mit Ablei-
tungen

() = (2> + 1)1 — 222 _ 1 —2?

(22 +1)2 (14 22)2
prgy = (LE T2 — (- 020 +02)(20) _, (* = 3)(1 +2%)
(1+ 22)4 (1+ 22)4
x2—3
=2r ——.
Tt a2)p
Das Verhalten bei +o00 ist
1
. . z _ 0
oder kiirzer mit L’Hospital
1 1
lim — =0

= 1m = —
z—+oo 1 + 22  z-+oo 22 +o0

man sagt die z-Achse y = 0 ist eine zweiseitige Asymptote.
Einzige Nullstelle ist « = 0.

Als Funktion f : [—00, +00] — R (mit f(+o0) := 0) ist f stetig (bzg. der Metrik
der uneigentlichen Konvergenz) und das Intervall [—oo, +00] ist kompakt bzgl.
dieser Metrik, also existieren Extrema auf Rt und auf R™.

Kandidaten von Extrema sind alle x mit f’(z) = 0, also 22 = 1, d.h. z = +1.
Wegen dem Zwischenwertsatz ist f streng monoton wachsend auf [—1,1] und
streng monoton fallend auf {z : z < —1} und ebenso auf {z : x > 1}. Wegen
f(£1) = +£1 ist +1 die Maximalstelle und —1 die Minimalstelle von f.

Das Konvexitédtsverhalten ergibt sich aus der zweiten Ableitung. Diese ver-
schwindet bei = 0 und bei allen z mit 2> — 3 = 0, d.h. = +v/3. Wegen
dem Zwischenwertsatz hat f” dazwischen konstantes Vorzeichen, d.h. wegen
£ — £

>0 fiirz>+V3

<0 firv3>z>0

>0 fir0>z>-3

<0 fir —vV3>x

f(x)
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Insbesonders sind 0 und +v/3 Wendepunkte (d.h. das Verhalten wechselt dort
zwischen konvex und konkav) und f hat bei —1 ein (globales) Minimum und
bei +1 ein (globales) Maximum.

4.1.10 Extremalprobleme.

Am wichtigsten in der Realitét ist es wohl (lokale) Extremwerte von Funktio-
nen zu bestimmen. Das werden im allgemeinen Funktionen f : R™ O X — R
sein. Falls X offen ist, so ist eine notwendige Bedingung fiir ein Extremum
xg € X, daB die Richtungs-Ableitung d,, f(xo) fiir alle Richtungen v verschwin-
det. Zumeist wird allerdings X nicht offen sein, sondern die X durch gewissen
Restriktionen (Nebenbedingungen) eingeschrénkt sein. Wir kénnen im Moment
nur den Fall, wo diese Nebenbedingungen eine 1-dimensionale Teilmenge X (also
eine parametrisierte Kurve) beschreiben behandeln. Sei also X = {x(t) : t € I}
eine differenzierbare Parametrisierung von X durch z : R 2 I — X. Gesucht
sind die Parameter ¢ fiir welche f ox : I — R ein lokales Extremum besitzt.
Dies konnen wir wie zuvor mit Differentialrechnung behandeln.

Zumeist wird die Menge X nicht in parametrisierter Form vorliegen, sondern in
impliziter Form und dann miissen wir im ersten Schritt versuchen diese implizite
Gleichung(en) in eine explizite Umzuwandeln.

Sei also z.B. jendes Rechteck mit maximaler Fliache bei gegebenen Umfang 4
gesucht. Es bezeichne x und y die Seiten des Rechtecks die zu maximierende
Fliche ist dann durch f(z,y) = x-y gegeben. Die Nebenbedingung ist 2z + 2y =
4, also konnen wir x als Parameter ¢t verwenden und y = 2 — z = 2 — ¢ setzen.
Die Parametrisierung ist also ¢ — (¢,2 — t) und die zu minimierende Funktion
ist t— f(t,2—t) =t(2—1t) =1— (t — 1)%, nimmt ihr Maximum also bei t = 1
und somit z = 1 =y an.

Beachte, dafl wir das entsprechende Problem fiir Dreiecke so nicht 16sen kénnen.
Denn das Dreieck wird durch die Langen der 3 Seiten x, y und z beschreiben.
Die Fliche ist durch die Heron’sche Formel mit \/s(s — z)(s — y)(s — z), wo
s = %, gegeben. Die Nebenbedingung ist * + y + z = U und daraus
konnen wir nur eine Seite aus den beiden anderen ausrechnen, es bleibt also eine
Funktion in zwei Variablen iibrig, die wir noch nicht gut behandeln kénnen.

Das selbe Problem tritt auf, wenn wir den Quader mit maximalen Volumen
x -y - z bei gegebener Oberfliche O =2(z -y +y -z + z - x) bestimmen wollen.

Gesucht sei also jener Quader mit Seitenldngen z, y und z und fixer Oberfliche
2(xy +yz+ zx) (sagen wir =6) mit maximalen Volumen zyz . Aus der Be-
dingung iiber die Oberfliche kénnen wir z := (3 — zy)/(x + y) ausrechnen, und
suchen folglich ein Extremumg der Funktion

3—xy
foloy) oy

auf X :={(z,y) #(0,0): 2 >0, y 20, zy < 3}.

Fiir die partiellen Ableitungen ergibt sich:

23—x2—2xy2

23—92—235?/2
(z+y)

aﬂ?f(x’y) =Y ($ +y)

und 9, f(x,y) =z

Eine innere Extremalstelle (z,y) mufl 0,f(x,y) = 0 = 0y(x,y) erfiillen. Die
einzige Losung dieses Gleichungssystems im Inneren von X ist (x,y) = (1,1)
(und somit auch z = (3 —1)/2 = 1). Am Rand von X, wenn also x = 0 oder
y = 0 oder z = 0 ist, ist das Volumen 0, also kann ho6chstens im Inneren eine
Maximalstelle existieren. Allerdings ist X nicht kompakt, also nicht vollig klar
ob auch wirklich ein Maximum existiert.
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4.2 Potenzreihen

4.2.1 Lemma.

Es seip:a— >, pra® ein Polynom. Dann sind seine Koeffizienten gegeben
)

durch py, = pk—!(()).

Beweis. Differenzieren liefert

p(e) = ppat

k>0

pl(l') _ Zpkkl,kfl

k>1

p™(z) = Zpk k(k—1) - (k—n+1)zk™
k>n

und Einsetzen von x = 0 ergibt

PMO0)=ppn! +pp_1(n+1)-2-04---=p,n!. O

Wir kénnen natiirlich auch fiir allgemeine hinreichend differenzierbare Funktio-
nen f: R — R das (sogenannte TAYLOR-POLYNOM) % 2" betrachten.
Allerdings muB die Folge f()(0) nicht mehr abbrechen, und wir erhalten erst
dann ein Polynom, wenn wir nur iiber endlich viele k& mit f*)(0) # 0 summie-
ren. Es stellt sich somit die Frage, was diese Polynome mit f zu tuen haben. Es
sei g und x; vorgegeben und p durch

(z1 — @)™t — %) (o)
PT()lﬂ~*f(I1)*];OTO(11*IO)k

bestimmt. Dann ist die Funktion ¢ gegeben durch

(k) (g
pla) = flen) — 3 D
k=0

(331 _ x)n+1

(n+1)!

xy —x)F — p

stetig und differenzierbar zwischen xy und z; und verschwindet bei xy und z;.
Nach dem Satz von Rolle existiert somit ein £ zwischen xy und x; mit

/(1) (k) o — £y
0:90,(6):0_2(‘](’ * (5)($1_§)k_f (g)k(xl—f)k_1>+(n+1)( 1 6) p

A i (n+ 1)
(et k) oy — €)

- (@ - =S -9 ) e 25,
k=0 : : .
(n+1) T, — n

L g e,

also

p= ).

4.2.2 Taylor-Formel mit Restglied von Lagrange.
Es besitze f auf einen kompakten Intervall mit Randpunkten xo und x1 stetige
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Ableitungen bis zur Ordnung n und f"tY) existiere im Inneren des Intervalls.
Dann existiert eine Zahl € im Inneren des Intervalls, s.d.

|J?1 _ x0|n+1

" k) (g n+1
f($1)22$(x1_x0)k+f(+)(§) (n+1)!

1st. O

Beispiel.

Das Lagrange Restglied fiir f = sin und fiir f = cos konvergiert gegen 0, denn
[f™(&)] < 1 fiir alle £ € R und lim,, % =0,da), (xl_nif“) wegen
dem Quotiententest konvergiert.

Die Taylor-Reihe von sin an der Stelle 0 ist

i 22k+1
sin(x
— 2k 2k + 1)
denn
sin(0),  sin’(0) ,  sin”(0) sin”’'(0) , sin””(0),...
—— —— —— —— ——
=0 =cos(0)=1 =—sin(0)=0 =—cos(0)=-1 =sin(0)=0
Und analog ist
o 2k
cos(z) = Z(—
k=0

4.2.3 Folgerung.
Besitzt f auf einen kompakten Intervall Ableitungen beliebiger Ordnung und
gibt es Konstanten a und b mit || f™ || < ad”, so konvergiert die Reihe von

Funktionen x — Y, %(w —20)* auf dem Intervall gleichmifig gegen f.

Beweis. Unter diesen Voraussetzungen gilt fiir das Restglied

(x — x)"T!
(n+1)!

((z — z)b)" ™
(n+1)!

|F () | <a

gleichméBig in z fiir n — oco. O

4.2.4 Beispiele von Taylor-Reihen.

1. Die Funktion exp : 2 — e® ist unendlich oft differenzierbar mit exp(™) =
exp und fiir das Restglied gilt:

lexp™ (€) i TO) | = et v = :']CO| — 0 glm. auf jedem Kompaktum
n! n!

Somit ist
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2. Analog erhalten wir fiir die beiden Winkelfunktionen sin und cos und alle
z € R die Darstellungen

o0 22k
sin(x) = ’;(—1)’“7(2]{ ey

o0 22k
cos(z) = ’;(—1)’“ k)

Dies zeigt die Eindeutigkeit der in (3.1.8) axiomatisch definierten Winkel-

funktionen.
sin H
\/ \ H 2
X3 X5 X7 =
X— b - ———

6 " 720 ~ 5040 |E E‘

3. Die Funktion f : z + 1/x ist unendlich oft differenzierbar auf R\ {0}. Wir
konnen sie jedoch nicht um z = 0 entwickeln, aber sehr wohl um = = 1,
d.h. wir suchen eine Darstellung der Form

1 — M (1),
1+h_];) k! h

Nach der Summenformel fiir die geometrische Reihe gilt

1

o0 1
—_h)k = = fur |h| < 1.
kzzo( V=0 Ty <

Nachrechnen zeigt, dafl dies genau die Taylor-Reihe von f an der Stelle
List, d.h. f®)(1) = (—1)*k! ist. Allerdings wird f(1 4+ h) nur fiir |h| < 1
durch ihre Taylor-Reihe dargestellt.
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4. Allgemeiner sei f(r) := z® mit a € R fiir > 0. Dann ist f®)(z) =
a-(a—1)----- (a—p+1)xz*P, also ist die Taylor-Reihe von f bei 1

WL

4 i

und diese konvergiert fiir 0 < x < 1 gegen f(1+z) = (14 2)%, denn das
Restglied ist
(Yarer
n

Nach dem Quotiententest konvergiert - (%)z™ fiir 0 < |z| < 1 und somit
strebt (z) 2™ — 0 fiir || < 1 und somit strebt das Restglied gegen 0 fiir
0<z<l,da0<(I4¥z)* " <1firn>a,z>0und=1+9z. Wir
werden in (4.2.15) zeigen, daf§ diese Entwicklung fiir alle |z| < 1 gilt.

All diese Reihendarstellungen erlauben uns erstmals transzendente Funktionen
wie exp, sin, cos, x — z beliebig genau zu berechnen. Wir sollten also solche
Reihen der Form ), a; 2*, sogenannte POTENZREIHEN, néher untersuchen.

4.2.5 Proposition. Konvergenzkreis.
FEine Potenzreihe ), a;x* konvergiert fir alle x mit |x| < r und divergiert falls

|z| > 7, wobei r := 1/lim,, {/|a,,| KONVERGENZRADIUS der Reihe heifit. Ent-
sprechend heifst {x € C: |x| = r} KONVERGENZKREIS der Reihe.

Dabei diirfen sowohl die Koeffizienten a,, als auch x komplexe Zahlen sein.

Beweis. Nach dem Wurzeltest geniigt es den Ausdruck
lim {/|a,z|™ = |2| lim {/|a,|
n n

zu betrachten. O
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4.2.6 Bemerkung. Komplexe Winkelfunktionen.
Wir diirfen also in die Taylor-Reihen von exp, sin und cos beliebige komplexe
Zahlen z einsetzen und definieren fiir diese

t 2k oo (it)2k+1

Z P NCTESY

k=0
_ > k; t?k—‘rl
|
k:O 2k + 1)!

e’ +e e’ —e

it | it it _ it
cos(t) = — und sin(t) = —
.

In Analogie dazu kénnen wir auch die einfacheren Ausdriicke

e +e” = 2k
cosh(z) := —y = Z on]
k=0 ’
et — e o l‘2k+1
sinh(z) i= ——— = Z —_—
|
2 prs (2k + 1)!
sinh(z)
tanh(z) := cosh(z)

betrachten. Offensichtlich ist cosh gerade (nédmliche der gerade Teil f, :  —

W von f = exp) und sinh ist ungerade (ndmlich der ungerade Teil

f(@)—f(==)
2

fu:iz— von f = exp).

Das Cauchy-Produkt von e* mit e¥ fiir z,y € C ist
o0 y*
=2 >
il
oo n
=3 a2 ()=

n!
n=0 =0
= Z e +_y ="ty
n!
n=0
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und daraus folgt:

2 2
x —X xX __ —T 2 X ,—T
cosh(z)? — sinh(z)? = <e+e> - (ee) _9.%%¢ 4

2 2 4
inh(z + y) ety —e TV e f e ¥ — eV n e* —e " e¥YteV
sinh(x = = . .
Y 2 2 2 2 2
= sinh(z) cosh(y) + cosh(z) sinh(y)
h(z + 1) STV +e7 %Y P e eVte Y et —e ¥ e¥—eY
cosh(z = = : .
Y 2 2 2 2 2
= cosh(z) cosh(y) + sinh(z) sinh(y),
T _ (_1)e—®
sinh’(z) = % = cosh(z),
T —1e~ %
cosh’(x) = % = sinh(z).
Wegen lim, 1o sinh(z) = lim, 400 ©=5— = £o0o0 wird der rechts liegende

Ast {(z,y) € R? : o > 0,22 — y? = 1} der gleichseitigen Hyperbel durch
t — (cosh(t),sinh(t)) parameterisiert. Wir werden in (5.2.6) zeigen, dafi der Pa-
rameter t die Fliache des Hyperbelsektors ist. Folglich bezeichnet man die Um-
kehrfunktionen als Arsinh := sinh ™' : R — R, Arcosh := cosh™* : [1,400) = R
und Artanh := tanh™' : (—1,1) — R. Diese konnen mittels In ausgedriickt
werden, siehe ebenfalls (5.2.6)

Beachte, dafl

i _ ,—iT iz —i
% =4 sin(z) und cosh(iz) = % = cos(x),

sinh(iz) =
woraus leicht die Additionstheoreme der Winkelfunktionen folgend. Auch die
iibrigen Axiome der in (3.1.8) axiomatisch definierten Winkelfunktionen rechnen
man nun leicht nach und damit ist schliellich die Existenz der Winkelfunktionen
vollstandig bewiesen.

Untersuchen wir nun die Bijektivitdt der komplexen Winkelfunktionen:

Es ist et = e%(cos(y) + isin(y)), also in y 2m-periodisch und somit z — e*
nur injektiv wenn wir uns auf einen Streifen der Breite 27 beschrianken, also
z.B. auf R x (—, «r]. Das Bild sind dann alle komplexen Zahlen ungleich 0 und
die Umkehrfunktion log : C\ {0} — R x (—m, 7], z — (log(|z]), arg(z)) ist durch

arccot (%) fir y > 0
arg(z) =40 firy=0
arccot (%) —7m firy<0

gegeben, und ist stetig auf C\ {z € R: z < 0}.

F NP

|
NE N
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Bemerkung fiir Interessierte.
Es ist

sin(z + iy) = sin(x) cos(i y) — cos(z) sin(iy) = sin(x) cosh(y) — ¢ cos(z) sinh(y)
mit partiellen Ableitungen

cos(z) cosh(y)  sin(z)sinh(y)
—sin(x) sinh(y) cos(x) cosh(y)
und deren Determinante

cos(2z) + cosh(2y)
2

>Ofﬁrm¢7rZ+godery7éO,

daraus folgt die lokale Invertierbarkeit, wie wir im 2. Semester sehen werden.
Fiir fixes y ist © ~— sin(xz;y) 27-periodisch. Es ist sin(§ £iy) = cosh(fy) =
cosh(y) und ebenso sin(—F £ iy) = —cosh(£y) = — cosh(y). Hingegen ist fiir
—% <z < § die Abbildung x 4 iy  sin(z +iy) injektiv, denn aus

u+iv =sin(z +iy) = sin(z)y/1 + sinh(y)2 — i /1 — sin(z)2 sinh(y)
=aV1+0—iby/1—a?
mit @ := sin(z), b := sinh(y) folgt

u? = a*(1 +b*) und v* = b*(1 — a?)
= u+vi=a+0

= u? =a*(u®+ 02 +1—-a? und b = u? +v? — a?

o, ur+vi+1 \/<u2+02+1)2 )
= a = 9 — 9 —Uu

2 2 2 2 2
AL 1+\/<u by +1) o

. . u?+0v2+1 u? + 02+ 1\°
= x = arcsin(a) = arcsin | sgn(u) 5 — 5 )

2402 1 2492 1\2
y = Arsinh(b) = Arsinh | —sgn(v) % + \/(%) — u?

A=

1=y

Analog ist

cos(z +iy) = cos(x) cos(iy) — sin(z) sin(iy) = cos(x) cosh(y) — i sin(x) sinh(y)
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injektiv auf {(z,y) : 0 < z < 7}, denn aus

u+iv = cosh(z +iy) = cos(x)/1 + sinh(y)2 — i /1 — cos(z)? sinh(y)
=aV14+0 —iby/1—a?

mit a := cos(z), b := sinh(y) folgt wie oben

u? = a*(1 +b%) und v* = b*(1 — a?)

u? +0v? + 1 u? 402 41\
= 1z = arccos(a) = arccos| sgn(u) | ———— — 2T T g2

2 2
2 2_1q 2 2.4 1)\2
y = Arsinh(b) = Arsinh (— sgn(v) % + %(%) — 2 )
1
0.5
St 512 -1 35
-0.5 —
-1

4.2.7 Definition. Konvergenz von Funktionen.

Es sei X eine Menge, F' ein endlich dimensionaler FEuklid’ischer Raum und
foos fn :+ X — F Funktionen. Man sagt f,, konvergiert gegen f., punktweise,
wenn

Vee X : lim f,(z) = fo(z),d.h.
Ve e XVe>03INeNVR>N:|folx)— fulz)] <e.

Die Grenzfunktion f., einer punktweisen konvergenten Folge stetiger Funktio-
nen f, mufl jedoch nicht stetig sein, wie das Beispiel fi(z) := ﬁ7 fulx) =

filnz) = m — 0 =: foo(x) zeigt.

[t
Deshalb brauchen wir folgende stiarkere Konvergenz, die sogenannte GLEICHMASSIGE
KONVERGENZ: Man sagt f, konvergiert gegen f. gleichméfig auf X, wenn

Ve>03dNeNVR >NV € X :|fool(x) — fr(z)] <e.

Offensichtlich ist jede gleichméBig konvergente Folge auch punktweise konver-

gent. Nicht aber umgekehrt, wie die Abbildungen f, : x — % zeigen.

3
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Sei nun f(x) := 357 und f,(2) := n f(nz) (dann ist die Fliche unter allen
Jn gleich). Wieder konvergiert f,, — 0 punktweise. Der Abstand duo(fn,0) > 5
geht allerdings gegen oo.

Wenn wir die Abstandsfunktion d(f,g) := sup,cx |f(x) —g(x)| auf der Menge
der beschréankten Funktionen f,g : X — F betrachten, so ist die gleichméfige
Konvergenz gerade die Konvergenz beziiglich dieser Metrik. Fiir die punktweise
Konvergenz existiert nur fiir endliches X eine sie beschreibende Metrik. Wenn

man || fllo = sup{[f ()| : © € X} setat, 50 ist doo(f, 9) = [ f = glloo-

4.2.8 Proposition. Gleichmiflige Grenzwerte stetiger Funktionen.
Es konvergiere f, — foo gleichmif$ig auf X und f, : X — 'Y sei stetig fiir alle
n € N. Dann ist auch fo stetig. In dieser Situation gilt also

lim lim f,(z) = lim lim f,(z).

T—To N—00 n—00 T—Tq

Beweis. Sei ¢ : Ny, x X — Y gegeben durch ¢(n,z) := f,(z). Nach Voraus-
setzung konvergiert p(n,x) — (oo, ) fir n — oo und zwar gleichméflig bzgl.
x und weiters ist lim,_,,, ©(n, ) = @(n, zo) fir jedes n € N. Analog zu (3.2.8)
sei n so groB, daf d(f,, foo) < & und § > 0 so gewihlt, daBl (f,(x), fn(z0)) < e
fiir alle x € Us(xo). Fiir diese x ist dann

d(@(oo’x>7@(oovxo)) <
< d((p(OO, $)7 QO(TL, .’E)) + d((p(n, 1’), (,D(TL7 1’0)) +d(90(n7 l‘o), (p(OO, .’Eo)) < 357

<e <e <e

also ist foo auch stetig und nach (3.2.8) somit ¢ stetig. O

£y (x0) +€ ‘

foo (XO)

fi (x0)

fy(x0) -€

fo+e

fo-€ fx

X0 X

Die Abbildung (f,g) — doo(f,g) := sup{d(f(z),g(z)) : © € X} definiert eine
Metrik auf dem Raum B(X,Y) der beschréinkten Funktionen f: X — Y, d.h.

B(X,Y):={f: X = Y|f(X) ist beschrénkt in Y}.

Falls Y ein Vektorraum ist, so gilt gleiches auch fiir B(X,Y"), wobei die Vektor-
raumoperationen punktweise definiert sind:

fHg@e fz)+g(x)
t-fx—tf(x)
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4.2.9 Cauchy’sches Konvergenzkriterium fiir Funktionen.
Es konvergiert eine Folge (f,) von Funktionen genau dann gleichmdfig, wenn

Ve > 03N Vn,m > N :doo(fn, fm) <e.
Falls Y wollstindig ist, so auch B(X,Y).

Beweis. Es sei f,, eine Cauchy-Folge, d.h. doo(fn, frn) — 0 fir n,m — oo.
Wegen d(fn(x), fm(2)) < doo(fn, fm) folgt auch d(fy, fm) — 0 fiir n,m — oo,
d.h. f,(z) ist eine Cauchy-Folge fiir jedes 2 € X und da Y vollsténdig ist
existiert lim, o fn(z) = foo(x). Bleibt zu zeigen, dafl f, — foo nicht nur
punktweise konvergiert sondern sogar gleichméfig:

d(fn(2), foo(x)) < d(fn(2), fin(2)) + d(fm (@), foo (2)) < 2€,

<doo (fn,fm)<e <e

falls N so gewéhlt ist, daBl doo(fn, fm) < € fiir n,m > N und m > N in
Abhéngigkeit von z so gewéhlt wird, dal d(f,(z), foo () < €.

Die Beschrinkheit der Grenzfunktion f., folgt aus

d(foo(®),90) < d(foo (@), fn(2)) + d(fn(2), y0) <1+ doo(fnsY0);

SdOO(fOCafn)Sl SdOC(fnvyo)

falls n so grofl gewihlt wird, dal d(f,, foo) < 1 ist. O

4.2.10 Kriterium von Weierstrass fiir gleichm#flige Konvergenz.
Es konvergiere Y, || fxlloo- Dann konvergiert ), fi gleichmdfsig.

Beweis. Aus || 777 frlloo < 022 | fulle — O fiir n — oo folgt, daff die
Partialsummen eine Cauchyfolge bzgl. d sind und somit nach (4.2.9) konver-
giert. O

4.2.11 Proposition. Grenzwerte differenzierbarer Funktionen.

Es sei f,, : [a,b] — R differenzierbar, f, konvergiere gegen fo punktweise und
I konvergiere gleichmdfig gegen eine Funktion fL . Dann ist f differenzierbar
und die Ableitung ist (fs) = fL, d.h. es gilt

4 lim f,(z) = lim ifn(aﬁ)

Beweis. Es sei

In(@)=fn(z0)  fi5p o £ 2
T—T0
gn(x) = 1 f1(x0) fiir x # 9 und n # 0o
fao (o) fiir z # 2o und n = o

Fiir n € N ist g stetig bei z # xq, da f,, stetig ist, und auch stetig bei xg, da f,
dort differenzierbar ist. Punktweise konvergiert g,, gegen ¢go., da f, — foo und
f — fL punktwweise konvergiert. Weiters ist (g,,) eine Cauchy-Folge bzg. du,
denn nach dem Mittelwertsatz angewendet auf f, — f,, ist

(@) — () = L2 T Im)@ = Un = J)@0) _ (p p ey = ey ()

Tr — X

und somit
doo(gn> gm) < doo(fr, f1n) — 0 fiir n,m — oo.
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Nach (4.2.9) ist g,, gleichmé&Big konvergent gegen eine nach (4.2.8) stetige Funk-
tion, somit auch punktweise gegen diese Funktion, die nach obigen also die
Funktion g, sein mufl. Die Stetigkeit der Grenzfunktion g, bei x¢ besagt aber
gerade, dafl fo, bei 1o, differenzierbar mit Ableitung fL (z0) ist. O

Beispiel.
Die Funktion fo : = +— |z| := Va2 ist bei 0 nicht-differenzierbar. Achtung,
an dieser Stelle ist (4.1.20) nicht fiir v/ anwendbar und somit auch nicht die

Kettenregel auf z — x2 — /2.

Hingegen ist f,, : x — 4/ 71L + 22 nach den selben Argumenten sehr wohl auf ganz

R differenzierbar und konvergiert offensichtlich auch punktweise gegen f,. Die
Konvergenz ist sogar gleichméfig, denn

1
- n -
/% 22 4+ /22 Vn

also doo (fn, foo) < ﬁ — 0 fiir n — oo. Gleichméfliige Grenzwerte differenzier-

[fn(2) = foo(@)] =

barer Funktionen miissen also nicht differenzierbar sein.

4.2.20 Grenzwertsatz von Abel.
Die Potenzrethe ), ay, ¥ konvergiere fiir x = r. Dann konvergiert sie gleichmdifig
auf [0,7] und die Summenfunktion x — Y7o ap x® ist stetig auf [0,r].

Beweis. O.B.d.A. sei 7 = 1 (ersetze z durch rz und somit a; durch ar").
Es sei pn(z) = Yp_gara® und peo(z) 1= Y pojara® = lim, oo pn(2) fiir
0 <z <r.0.B.d.A. sei poo(r) =0 (ersetze ag durch ag — poo(r)). Es geniigt die
gleichmiiBige Konvergenz von p,, — poo zu zeigen, da (4.2.8) die Stetigkeit von
Poo impliziert. Es sei s, := Y __, ax = p,(1) Dann ist

pol) =) = 3 a3 (s mr)
k=n+1 k=n+1
=(1-2) Z sp2® + s, 2" TT

k=n+1
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Fiir € > 0 sei nun n so grof}, da |sx| < e und 0 < z < 1. Dann ist

oo (@) = pa(@)| < (L=2) Y |si| @ + sl """
k=n+1 < s
£ <1
(1-2) Zx +e=2¢
und klarerweise |poo (1) — pn(7)| = || <e. O

4.2.12 Lemma. Stetigkeit von Potenzreihen.
Es sei f(x) =, ar 2* eine Potenzreihe mit positiven Konvergenzradius r > 0.
Dann ist f stetig bei 0.

Beweis. Es ist

f(ﬂc)—f(O):Zakxk—aozzakxk:xZakﬂx’f
k=0 k=1 k=0

und somit fiir |z| < s <r

|f () = |<|x\2\ak+1ls < la| - Z\ak\s

k=0
W—/

<oo

konvergiert also gegen 0 fiir z — 0. O

4.2.13 Folgerung. Translation von Potenzreihen.

Es sei p(x) = Y., ara® eine fir |x| < r konvergente Potenzreihe. Dann ist
z — p(x + x0) in eine fir |z < r — |zo| konvergente Potenzreihe Y, bya®
entwickelbar. Dabei sind by, =Y, (7) an (x0)"".

Beweis. Fiir |z| + |zg| < r ist

p(x + x0) Zak T+ )" Zak;(])@ﬁ ok
S g (S g ()

J=0  k>j j=0 k>0

::bj

wobei wir die Summation nach dem Cauchy’schen Doppelreihensatz vertauschen
ditrfen, da 37 i (Jo] + [wo)F = S5 las] S| (£) 7 25 7| Konvergiert.
O

Bemerkung.
Beachte, dal der Konvergenzradius der verschobenen Reihe durchaus grofler als

r — |zo| sein kann: Sei nédmlich f(z) := 1 =377 2" Dann ist
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also der Konvergenzradius % >1— %

Bemerkung fiir Interessierte.

Beachte, daf bei der Limes-Berechnung in (4.2.14) der Parameter h — 0 durch-
aus auch komplex sein kann. Fiir Funktionen f : C — C koénnen wir also auch
eine komplexe Ableitung als f/(z) := limcsp—o W € C definieren und
fiir konvergente Potenzreihen haben wir eben gezeigt, dal deren Summenfunk-
tion in diesen Sinn komplex differenzierbar sind und die Ableitung wie iiblich
gliedweise ausgerechnet werden kann. Die komplexe Differenzierbarkeit ist, wie
man in der komplexen Analysis lernt eine viel stirkere Eigenschaft, als jene
der im n#chsten Semester zu behandelnden Differenzierbarkeit als Funktion
f : R? — R2% In der Tat zeigt man in der komplexen Analysis, da die auf
offenen Kreisscheiben in C komplex differenzierbaren Funktionen genau jene
sind, die sich in dort konvergente Potenzreihen entwickeln lassen.

4.2.14 Folgerung. Ableitung von Potenzreihen.

Es sei p(x) = Y, arx® eine fir |x| < r konvergente Potenzreihe. Dann ist f
differenzierbar auf {z : |z| < r} und die Ableitung kann gliedweise berechnet
werden.

Beweis. Mit der Notation von (4.2.13) erhalten wir fiir den Differenzenquoti-
enten von p

p(xo + h) — p(wo) i ho1 (42.12) -1
=) bph = b1:Zajjx% .
h k=1 j>1

Bemerkung fiir Interessierte.

Beachte, daf bei der Limes-Berechnung in (4.2.14) der Parameter h — 0 durch-
aus auch komplex sein kann. Fiir Funktionen f : C — C koénnen wir also auch
eine komplexe Ableitung als f/(z) := limcsp—o w € C definieren und
fiir konvergente Potenzreihen haben wir eben gezeigt, dafl deren Summenfunk-
tion in diesen Sinn komplex differenzierbar sind und die Ableitung wie iiblich
gliedweise ausgerechnet werden kann. Die komplexe Differenzierbarkeit ist, wie
man in der komplexen Analysis lernt eine viel stiarkere Eigenschaft, als jene
der im n#chsten Semester zu behandelnden Differenzierbarkeit als Funktion
f : R?2 — R2 In der Tat zeigt man in der komplexen Analysis, dal die auf
offenen Kreisscheiben in C komplex differenzierbaren Funktionen genau jene
sind, die sich in dort konvergente Potenzreihen entwickeln lassen.

4.2.15 Beispiel.

Wir zeigen nun, daf§ die Entwicklung von (1 + x)* aus (4.2.4) fiir alle |z| < 1
gilt:

Es sei p(z) := Y 5o, (¢)a" fiir |z| < 1. Dann ist
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Dieselbe Beziehung gilt auch fiir z — (1 4+ )%, also ist

) )

d(14z)  (L+z)e

und somit p’(z)(1 + z)“ —p(x)%(l + x)* =0, also verschwindet die Ableitung

p(x)
(1)~
x = 0 setzen).

von T und somit ist diese Funktion konstant und zwar 1 (wenn wir

Fiir o € N ist die Reihe endlich. Sei also a@ ¢ N. Wir wollen nun die Konvergenz
in den Randpunkten 41 untersuchen. Es ist

(kil) _a—-n _ a+l

(%) n+l ntl

Fiir £ = —1 und a, := (&) (—=1)™ ist somit
Ant1 :_(kil) _,_atl
S R

Seia>0und 1 < § <+ 1, dann ist

Ap41
[£2%

_1_6H—1<1 I6]

n+1~— n

fir alle hinreichend grofien n, also konvergiert die Reihe } a, wegen dem
Raabe’schen Test (2.5.15).
n+1

Sei andererseits o < 0, dann ist o + 1 < ™= und somit ay41/an, > 1 — %, also
>, n divergent wegen dem Raabe’schen Test (2.5.15).

Sei nun x = 1 und a, = (g) Fir a < —1 ist apy1/a, < —1 also Y a,
divergent nach dem Quotiententest (2.5.11). Fiir a > —1 ist ap41/a, < 0 fiir
alle hinreichend grofien n und somit ), aj alternierend mit

a+1
n

anJrl
Qnp

=1-

<1,

also existiert ein N s.d. n — |a,| fallend ist fiir n > N. Es ist

|an] :’ﬁ laj 1] :ﬁ(lia—kl)
lan 2% lal Iy T+

Esist 1 4+ x < €” fiir alle z, also ist
[an] < |A|em(@ B,

Wegen % — oo gilt a, — 0, also ist ) a, konvergent nach dem Leibniz-
schen Konvergenztest (2.5.12).

Fiir « € R\ N gilt somit die Formel

(1+2)* = i (2‘) "

n=0

falls |z| < 1, falls z = —1 und o > 0, und auch falls z = 1 und @ > —1. In allen
anderen Fillen divergiert diese Reihe.
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4.2.16 Folgerung. Stammfunktion von Potenzreihen.

Es seip(x) =, ak x* eine Potenzreihe mit positiven Konvergenzradius v > 0.
Dann ist ), ka—_i’jl:z:k*l eine Stammfunktion von p auf {z : |z| < r}, d.h. ist
differenzierbar mit Ableitung p.

Beachte, dafl je zwei Stammfunktionen ¢; und s der selben Funktion sich
hochstens um eine additive Konstante unterscheiden kénnen, denn aus ] =
= b folgt (p1 — ¢2)’ = 0 und somit ist ¢ — o konstant.

Beweis. Offensichtlich konvergiert mit Y, axz* auch -, ;%52 absolut und

stellt nach dem zuvor Gesagten eine differenzierbare Funktion mit Ableitung p
dar. O

4.2.21 Beispiele.

1. Essei f(z) := Partialbruchzerlegung (siehe (5.2.8)) liefert

1
2 —3x+2"

L S B 1
22-3z2+2 x—-1 z-2 11—z 2—-=z

Die Taylor-Reihen der beiden Summanden ist

1
1_x:2xkfur|z|<1
k=0
1 11 I /o\F = 1 o
2—x:§1—%:§z(§) =D gewr e fir fo] <2
k=0 k=0

2. Essei f(z) := In(1+z). Dann ist f'(z) = 14%1» =Y 1o (—1)¥2* und somit
erhalten wir fiir die Stammfunktion f(z) =C+ > .2, % F 1 Wegen
In(1) =0ist C =0, d.h.

= (it
In(1+4z) = Z fl‘j fiir x| < 1.
j=1

Wegen dem Leibnizschen Test konvergiert diese Reihe auch fiir z = 1.
Also ist nach dem Abel’schen Grenzwertsatzes (4.2.20)

= Z(—1)"nil = lim In(1+z)=In(2).

r—1—

3. Auf ganz dhnliche Weise erhalten wir aus der Binomialreihe durch Bildung
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der Stammfunktion folgende fiir || < 1 konvergente Taylor-Reihen

1 o0
Artanh/(x) = m = (1 — IQ)_l = Z($2)k
k=0
0 p2k+1
= Artanh(z) +C =
P 2k+1
arctan’(z) = —— = (14+2°)7' = Z(—xQ)k
1+ Pt
p2k+1
= arctan(x) + C = Z
k=0
1 = [—1/2
Arsinh/ () = ——_ —1/2 _ 2k
rsinh’(z) N =(1+2? kZ:O N (%)
1/2 2k+1
Arsinh(z
= rsinh(z) + C = Z ( ) 1
S _2—1/2_Oo —1/2\ o
arcsin’(z) = 1_$2—(1 x<) —kzzo f (—z7)

1/2 2k+1
= arcsin(z) + C = Z < /)Qk’ 1

wobei die Konstante C' wegen p(0) = 0 in allen 4 Féllen 0 ist.

Die Existenz und Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion Artanh = tanh ™!

erhalten wir dabei wir folgt: Es ist tanh(z) := Csolfh(g) also wegen cosh(z)? =

1 + sinh(x)? > 1 fiir alle z € R definiert und hat Ableitung

cosh(z)? — sinh(z)?
cosh(z)?

tanh’(x) = =1 — tanh(z)%

2 _ sinh(z)? _ sinh(z)? . ’ .
Wegen tanh(z)* = cosh(z)2 = Trsmh(mz < 1 ist tanh (z) > 0 und somit

tanh streng monoton wachsend. Aus

lim sinh(z) = lim £ 4
r—Fo0 z—+o0 2
folgt
inh(z
lim tanh(z) = lim w ==+1,
r—+oo r—+oo ] +

smh(z)2
d.h. tanh : R — (—1,1) ist eine bijektive Funktion und die Umkehrfunk-
tion Artanh :=tanh™": (=1,1) — R ist differenzierbar mit Ableitung

1 B 1 1
tanh’(Artanh(z)) 1 — tanh(Artanh(z))2 1 — 22’

Artanh’(z) =

Mittels Abel’schen Grenzwertsatzes (4.2.20) konnen wir noch folgendes
schlieffen:
Es ist fiir |z| < 1. Wegen dem Leibnizschen Test konvergiert die Reihe von
arctan auch fiir = 1 also nach (4.2.20) gegen arctan(+1). Somit ist

1 1 1

1—§+g—?+—~--:arctan(l):%.

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 24. Mirz 2004



Potenzreihen 4.2 183

4.2.17 Theorem. Komposition von Potenzreihen.

Es sei g(x) :== 2, b; 29 eine fiir |z| < r konvergente Potenzreihe mit g(0) = 0
und f(y) :== >, ar y* ebenfalls eine fiir |y| < s konvergente Potenzreihe. Dann
ist (fog)(z) in eine Potenzreihe entwickelbar, die fiir kleine |x| konvergiert und

deren Koeffizienten aus
N
S (Y )
J

k

durch Auspotenzieren und Sortieren nach Potenzen von x erhalten werden konnen.

Beweis. Da g auf {x : |z| < r} stetig ist und ¢g(0) = 0 vorausgesetzt ist, existiert
N
ein 0 < v <r mit |g(x)| < s fiir alle |x| < 7. Wegen (2.5.21) ist (E;io b xj)

in eine Potenzreihe Z;io bjra? fiir |z| < r entwickelbar. Fiir k = 2 ist

J
bja=> bibjii= > b b,
=0

i1+i2=j
Mittels Induktion erhalt man
bjk = Z bi, - b,
it i =]

Wir benétigen die genau Gestalt der b;; nicht, wohl aber, dafl sie endliche
Summen von Produkten der b; sind. Beachte, dafl by = 0 wegen ¢(0) = 0 gilt,
d.h. g(z) = = Y22, bj 2" ist und somit aus g(x)* ein z* herausgehoben werden
kann, d.h. b; 3 = 0 ist fiir j < k. Somit ist

(Fo)@) = Flo@) = Y arg@) =3 ar (Ybya7) =S ar Y byua?
k=0 k=0 =0 k=0  j=0
%) %) o) 7
; (Z Qg bj,k> zj = Z(Z Qg bj7k) l‘j,
§=0 k=0 J=0 k=0

wobei wir bis zum = unter der Bedingung |z| < r rechnen kénnen. Dann
bendtigen wir allerdings die absolute Konvergenz einer der beiden Doppelrei-
hen: Um dies fiir die linke Seite zu zeigen setzen wir nun 0.B.d.A. vorraus, daf3
>z bl |z|/ < s ist (Da die Reihe von g absout konvergiert somit stetig ist
und den Wert 0 an der Stelle 0 hat, konnen wir 7’ so klein wihlen, daf} dies fiir

N
|z| < 7' gilt). Es seien f3; die Koeffizienten von (Z;‘;o |b;] xﬂ) also auf die

selbe Weise aus den |b;| berechnet, wie die b, aus den b;. Da dies nur Summen
von Produkten sind ist |b; x| < B und somit

> lbiallat <3 Blal’ = (3 sl lal’)
j=0 j=0 =0

Damit ist aber

o0 o0 )
3N lakl bl [al < oo,

k=0 j=0

und wir diirfen wirklich die unendlichen Summen bei L vertauschen. O
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Beispiel.
Wir betrachten die durch Zusammensetzung gegebene Funktion

2
f:at»—>ln<1—|—1 v )

— T

Die innere Funktion z +— 2z/(1 — ) ist fiir |2| < 1 durch folgende Potenzreihe

gegeben:
2x = =
— k _ k41
-2 2z Z Tt = Z 277,
k=0 k=0

Thre punktweisen Potenzen sind

(12_xx>" — (22)" (1 —2)" = 2" " g <k”> (—x)* fiir |2 < 1.

Somit erhalten wir fiir f:

In (1+ 12xz> = i(—l)””% (122)"

n=1
e ] o0 —-n
:Z( 1)n—1n2nxn Z( B ) (_x)k
n=1 k=0
_ m -1 n—1 — on _1)ym—n
D e (1) o
0 m
_ Z L Z(_l)n—l on 1 (—n)-(—n—l();ﬁ-ijlgl!—(m—n)ﬂ) (—=1)m—"
m=1 n=1
(D (m—1)m 1
(m—n)! m

I
(¢
3=

8

3

[
L
=

L

[\

K
—
S 3
N

=—(1-2)"41=1—(—1)"

2
= kzo %—H I‘2k+1 = 2Artanh($)

Diese Reihenentwicklung hétten wir aber auch einfacher erhalten:

1n<1+12x ):mGJ“x) =In(1 +2) — In(1 - z)

— T — T
e T N G0 ) L n
-y By B
n=1 n=1
o - (_1)’”71 _ (_1\n n __ - 1 2k+1
7; (1= (1)) *,;)%HM .

Die Beziehung zum Artanh folgt auch so:

"E_

e
= Art & = tanh(z) = =
x rtan(y) y = tanh(x) e P

6293:1+y
-y

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 24. Mirz 2004



Potenzreihen 4.2 185

4.2.18 Folgerung. Quotienten von Potenzreihen.

Es seien f und g Potenzreihen mit positiven Konvergenzradius und g(0) # 0.
Dann ist auch 1/g und f/g in Potenzreihen mit positiven Konvergenzradius
entwickelbar.

Beweis. Es ist 1/g die Zusammensetzung von g und 7 : y — i Da wir ¢ um
9(0) wie folgt in eine lokal konvergente Potenzreihe entwickeln kénnen, ist auch
die Zusammensetzung ¢ o g : x — ﬁ in eine fiir kleine |z| konvergente Reihe

entwickelbar nach (4.2.17) und ebenso das Produkt f - é = ¢ nach (2.5.21).

111

¥ fiir Jy| < g(0)

o0 70 1%~ 70 250

1 — (=D* E g o
1 - = — fir | — —-1|<1. O
also — E (z —g(0))" fiir |g | <

Lemma. Prinzip des Koeffizientenvergleichs.
Es sei f(z) = Y pey fua® eine Potenzreihe mit Konvergenzradius v > 0. Falls
eine Folge x,, € f~1(0) ezistiert mit x,, — 0, dann ist f = 0.

Beweis. Wir zeigen mittels Induktion, daf§ f, = 0 ist. Aus der Stetigkeit von
f folgt 0 = f(z,) — f(0) = fo, also ist fo = 0. Sei nun bereits fo = -+ =
fn =0 und g(x) := % = 302 fat1+k 2¥, also ebenfalls eine konvergente
Potenzreihe, die bei allen x; verschwindet. Somit ist auch f,, 1149 = 0. |

4.2.19 Beispiel. Taylor-Reihe fiir Tangens.

Es ist
o0 2k+1 3 5
x 0

in(z) =S (—1)F 42— T T
sin(z) kZ:O( T TR TR

o0 2k 2 4

N

cos(x) = kzzo( 1) k) o1 + 1 +

Da nach obigen Theorem auch der Quotient tan = 2% sich in eine konvergen-

te Potenzreihe ), cxz® entwickeln 1iBt, kénnen wir nach dem letzten Lemma
Koeffizientenvergleich machen und erhalten aus

1 1
(Co+011'+021'2+03$3+C4$4+C55L‘5+...)-(1—§[E2+ﬂ$4—+...)=

_ L 5 L 5
=(z 635 +120x +...)

die Koeffizienten

1
:0 =1 :O = — :O = — ... .
Co y C1 , C2 , C3 3) C4 , Cs 157
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Also ist fiir  nahe 0:

x3 2P

t — i
an(z) =« 3—1—15 +.

Wir Wollen dies Koeflizienten nun anders bestimmen. D1e Potenzreihe e* =

k .k
oo 7 besitzt offensichtlich als multiplikative Inverse & = e™* = 77 71,1! =
und diese ist nicht nur fiir  mit |e* — 1| < 1 konvergent, sondern fiir alle z € C..

Wenn wir nun e —1 =3 72, kj betrachten, so Verschwindet diese an der Stelle

0, und wir konnen somit nicht den Kehrwert = 1 in eine Potenzreihe um 0

1 _ oo k
Y = 2keo (kil)!
betrachten, d.h.

x ﬂ 2* fiir hinreichend kleine z
e —1 P k'

mit gewissen Koeffizienten By, den Bernoullizahlen. Durch Koeffizientenver-
gleich von

1=

T

a
|
HH
1M

S k!“*Z gn—lﬁ-l'k"

k=0 n=0 k=0

dh. By=1und > }_, ("Zl) By, = 0 fiir n > 1, kénnen wir die Bernoulli-Zahlen
By, rekursiv berechnen. Z. B ist B1 = 2, By = l, B3 =0, By=—5, Bs =0,
Bs= -, B; =0, By = By=0,Bip=2,....

Diese Funktion ist eng verwandt mit coth, denn

e +e " e?® +1 2 2x
x coth(z) =z x a:( +62$_1> J;+62w_1

420 30’

eT — e~ e2:v -1
bzw.
z x x x > By ok
— coth (—) = —+ =
T __ n
2 2 2 e 1 Normly k!

Da coth ungerade und somit = — % coth (%) gerade ist, muf By = 0 sein fiir
alle ungeraden k£ > 1 und wir erhalten

x coth(x) =z + =(1+2B))x

62:r

o0
=3 B% o
k=0

und damit ist

e 22k B e 22k B
z cot(z) = zi coth(iz) = 2 (ix)? =" (1) 2k 2k,
k=

— (2k) . (2k)!
Wegen
2 2 & 2 _
cot(2) = C?S( x) _ cos(.x) sin(x) _ cot(x) — tan(x)
sin(2x) 2sin(z) cos(x) 2
ist schliefllich
S 22k(22k —1)B
tan(z) = cot(z) — 2 cot(2x) Z M:ﬂ%*l.

£ (2k)!
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Es ist

9]
a
8
I
—
Q)
8
~
S
|
[
—_
|
8
9]
8
I
—_

und Reihenwentwicklung liefert einerseits
n &
S =33 (S )
k=0 k=0 p=0 =0 k=0
und andererseits

etz 1 g

_N- (Dt

(n+1) (n+1x eg’*’—l_kz::0 (k+ 1) o Z
Ry (n—|—1)k+1 By k \
_;)(; (k+1! (p k))

also mittels Koeffizientenvergleich fiir alle p € N:

(n+1)1 B, P
kP = p! DB,
Z pz k+D! (p— k p+1z<k+1> DT B

Man kann zeigen (siehe [Heu80, 148]), daB fiir 1 < p € N auch folgendes gilt:

i = P 132p(27)2p

Pt (2p)'2

Bemerkung fiir Interessierte.

Es sei f(z) := Y p,ar 2" eine fiir [z| < r konvergente Potenzreihe mit f(0) =
ap = 0 und f/(0) = a; # 0. Dann ist die lokal existente Umkehrfunktion f~*
ebenfalls in eine Potenzreihe um 0 entwickelbar. Deren Koeffizienten kénnen
durch Koeffizientenvergleich bestimmt werden.

Beweisen kann man das allerdings am leichtesten mit komplexer Analysis, sodaf3
wir hier nur auf diese Vorlesung verweisen.
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Einige Taylor-Reihen spezieller Funktionen.

1 oo
= > ok fiir |z < 1, (2.5.4)
IR
(1+2)* = Z (Z) oF fir |z) < 1, (4.2.4) und (4.2.15)
k=0
1
et = Z o z* fiir alle z, (4.2.4)

k=0 """

— = Z Tt fiir |z| klein, (4.2.19)
k=0

_1)k-1
In(l+42) = Z ()i 2 fiir |z| < 1 und fiir z = 1, (4.2.21)

k=1 k
o0 p2k+1
i = —1)F—— fiir alle z, (4.2.4

sin(z) ,;)( ) k)] iir alle z, ( )
o0 22k

cos(z) = —1)* fiir alle x, (4.2.4)
k (2k)!
=0
& 22k 22k 1B

tan(z) = ;(—l)k_lw 2?71 fiir |z| Klein, (4.2.19)
0 22I~c Bog

x cot(x) = —1)P 2222k fiir || Klein, (4.2.19
(2k)!

k=0

0 ~1/2 2k+1
arcsin(z) = (1)’“( / > * fiir |x] <1, (4.2.21)

(]

= k 2k+1
o0 p2k+1
arctan(z) = Z(_nk% — fiir |z] < 1, (4.2.21)
k=0
2kt
sinh(z) = Z 2T fiir alle z, Aufgabe (4.78)
k=0
o 2k
cosh(z) = Z 2h)! fiir alle z, Aufgabe (4.78)
k=0 ’
— 22F(22F — 1)B
tanh(z) = Z W 221 fiir |z| Klein, (4.2.19)
k=1 ’
o 2°F By 2k
x coth(z) = Z oh)! ~x<" fiir |z| klein, (4.2.19)
k=0 '
> ~1/2 2k+1
Arsinh(z) = 3 ( k/ ) ka — fir [a] < 1, (42.21)
k=0
2 2k
Artanh(z) = Z ST fir |x] <1, (4.2.21)

=~
I

0



189

Literatur

[Bla74a]

[Bla74b]

[Bla74c]

[CouTla]

[CouT71b)

[Die60]

[Elc37]
[Heu80]

[Heus1]

[Kri02a]
[Kri02b)]
[Lan]

Christian Blatter.  Analysis 1, volume 151 of Heidelberger Ta-
schenbiicher. Springer, Berline - Heidelberg - New York, 1974.

Christian Blatter.  Analysis 2, volume 152 of Heidelberger Ta-
schenbiicher. Springer, Berline - Heidelberg - New York, 1974.

Christian Blatter.  Analysis 3, volume 153 of Heidelberger Ta-
schenbiicher. Springer, Berline - Heidelberg - New York, 1974.

Richard Courant. Vorlesungen tiber Differential- und Integralrechnung
1. Springer, Berlin - Heidelberg - New York, 4 edition, 1971.

Richard Courant. Vorlesungen tber Differential- und Integralrechnung
2. Springer, Berlin - Heidelberg - New York, 4 edition, 1971.

Jean Dieudonné. Foundations of modern analysis, I. Academic Press,
New York — London, 1960.

Michal Elconin. 7?7 Acta Mathematica, 68:71-107, 1937.

Harro Heuser.  Lehrbuch der Analysis, Teil 1. Mathematische
Leitfdden. Teubner, Stuttgart, 1980. 187

Harro Heuser.  Lehrbuch der Analysis, Teil 2. Mathematische
Leitfdden. Teubner, Stuttgart, 1981.

Andreas Kriegl. Funktionalanalysis 1. Skriptum, 2002.
Andreas Kriegl. Funktionalanalysis 2. Skriptum, 2002.
Serge Lang. Differentiable Manifolds.

Andreas Kriegl, Univ.Wien, 24. Mirz 2004



190

Liste der Symbole

(o, 8)
(o, ]
(@n)n
()

Tn )neN

2ok Ak

oo
Zkzo [
lim

lim

U, (z0)

Ty — Too

T, — £00
arccos

arcsin

arctan

limg 0+ f(2)
limg .z, — f(2)
limg_,z, f(2)

Pry

V_

arccos
arcsin
arctan

exp

offenes Intervall, Seite 79

links-offenes Intervall, Seite 79

unendliche Folge, Seite 80

unendliche Folge, Seite 80

rechts-offenes Intervall, Seite 79

abgeschlossenes Intervall, Seite 79

Grenzwert einer Folge (z,,), Seite 80

unendliche Reihe der Glieder aj, Seite 91

Summe der Reihe, Seite 91

Limes inferior, der kleinste Haufungswert, Seite 87
Limes superior, der grofite Haufungswert, Seite 87
abgeschlossene Ball um xy mit Radius 7, Seite 78
Raum der konvergenten reellen Folgen, Seite 82
Durchmesser der Menge M, Seite 80

Euler’sche Zahl, Seite 93

zumeist ein Intervall, Seite 79

r-Umgebung, offene Ball um zg mit Radius r, Seite 78
Konvergenz einer Folge (z,) gegen =, Seite 80
uneigentlich gegen +o0o0 konvergente Folge (x,,), Seite 85
Arcuscosinus, Umkehrfunktion von cos, Seite 134
Arcussinus, Umkehrfunktion von sin, Seite 134
Arcustangens, Umkehrfunktion von tan, Seite 134
rechtsseitige Grenzwert einer Funktion f, Seite 114
linksseitige Grenzwert einer Funktion f, Seite 114
Grenzwert einer Funktion f fiir x — xg, Seite 112

Projektionsfunktion eines Produkts auf k-ten Faktor,
Seite 105

n-te Wurzelfunktion, Seite 133

Arcuscosinus, Umkehrfunktion von cos, Seite 155
Arcussinus, Umkehrfunktion von sin, Seite 155
Arcustangens, Umkehrfunktion von tan, Seite 156

Exponentialfunktion zur Basis e, Seite 136
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daf

T Differentialquotient von f, Seite 145

! (y;:i (@) Differenzenquotient der Funktion f, Seite 153
d, Richtungsableitung in Richtung v, Seite 148
1 Ableitung von f, Seite 145

cos Cosinusfunktion, Seite 106

sin Sinusfunktion, Seite 106

S aka” Potenzreihe mit Koeffizienten ay, Seite 170
1/ |0 Supremumsnorm, Seite 175

doo(f,9) Supremumsmetrik, Seite 175

Va n-te Wurzel von a, Seite 62

Va Quadratwurzel von a, Seite 62

at/™ n-te Wurzel von a, Seite 62
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lim, ., f(z), 112

n-te Wurzel, 62, 133
r-Umgebung, 78
(Positiv) Definitheit, 76
(logischen) Oders, 5
(logischen) Unds, 5
(logischen) Aquivalenz, 3
Aquivalenzklassen, 12
Aquivalenzrelation, 12
iiberabzahlbare, 23

Abbildung, 15

Abel’sche, 26
abgeschlossen, 126
abgeschlossene Ball, 78
Ableitung, 145
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algebraisch abgeschlossen, 66
alternierend, 43
angeordneten Korper, 26
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Charakterisierung des ggT, 46

De Morgan’schen Gesetze, 10
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gleichméchtig, 21

groBiter gemeinsamer Teiler; 46

Grad, 49

Grenzwert, 80

Grenzwertsatz von Abel, 177
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isolierten Punkten, 112
ist definitionsgemé&f gleich, 1

Korper, 26

Kiirzungsregel, 33
kartesischen Koordinaten, 63
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Ring, 26

Ring mit 1, 26

Satz iiber das Komplementérereignis,
57

Satz iiber die bedingte Wahrschein-
lichkeit, 58

Satz von Archimedes, 62

Satz von Bolzano & Weierstraf, 88

Satz von Eudoxos, 62

Satz von Rolle, 159

Schnittzahl, 60

signed, 45
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