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Der vorliegende Skriptums-Entwurf basiert auf den Vorlesungen “Algebra im
Uberblick” von Professor Dietrich Burde [2] und Professor Leo Summerer [15].
Ich setze hier Grundkenntnisse aus den Gebieten Lineare Algebra, Zahlentheo-
rie und Algebra voraus, wie sie in den Vorlesungen “Einfithrung in die linea-
re Algebra und Geometrie”, “Zahlentheorie”, “Algebraische Strukturen” und
“Algebra” vermittelt werden. Um das Verstdandnis des hier behandelten Stoffes
zu erleichtern, wiederhole ich im Anhang A dieses Skriptums ausgewihlte The-
men aus den genannten Gebieten; ohne jeden Anspruch auf Vollstandigkeit.
Am Ende dieses Skriptums-Entwurfs findet sich ein Literaturverzeichnis, ein
Index der verwendeten Begriffen sowie ein Verzeichnis der verwendeten Nota-
tionen und Abkiirzungen

In der vorliegenden Version (2015-01-26) habe ich viele Tippfehler und einige
sinnstorende Fehler ausgemerzt: Es gibt aber sicher weitere Fehler und Unge-

reimtheiten, die ich noch nicht bemerkt habe: Fiir diesbeziigliche Hinweise bin
ich sehr dankbar.
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KAPITEL 1

Gruppenwirkung und Symmetrie

1.1. Gruppenwirkungen

DEFINITION 1.1.1 (Wirkung einer Gruppe). Sei G = (G, ) eine Gruppe, deren
neutrales Element wir mit m bezeichnen, und sei S eine Menge. Eine Abbildung

GxS§—=S5,
die wir wie folgt notieren
(g,s)—>g-s€Ss,
nennt man eine Wirkung (oder Aktion oder Operation) von G auf S, falls gilt:

o fiiralleg,h € Gundalles € Sistg-(h-s)=(g-h)s,
o fiir das neutrale Element n € G und alles € Sistm-s =s.

Eine Menge S, auf der eine Gruppe G operiert (oder agiert oder wirkt), heifst auch G-
Menge.

BEISPIEL 1.1.2. Die Gruppe GL,, (K) der invertierbaren n x n—Matrizen iiber einem
Korper K operiert auf dem Vektorraum K" durch Matrixmultiplikation

(A,x)— A-x.

BEISPIEL 1.1.3. Jede Gruppe G operiert auf jeder Menge S durch die triviale Operation:
g-s=sfiralleg € Gundalles € S.

BEISPIEL 1.1.4. Die symmetrische Gruppe &, operiert durch Permutationen auf der
Ziffernmenge S = {1,2,...,n}.

BEISPIEL 1.1.5. Jede Gruppe G operiert auf sich selbst durch Konjugation: Fiir S = G
ist die Wirkung (g,s) — g-s-g~ 1.

BEISPIEL 1.1.6. Die Gruppe SL, (C) der komplexen 2 x 2 Matrizen A = (25 mit

Determinante det (A) = 1 operiert auf der Riemannschen Zahlenkugel C = C U
{0} durch Mébiustransformation

a-z+b
(A,z) = A-z= i d

Dabei gilt A - 00 = a/c (=: oo filrc = 0) und A - (—d/c) = oco. Die Einheitsmatrix E

operiert durch E - z = §ZH3 = z. Fiir zwei Matrizen A = (75), B = (fy g) rechnet

1
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man nach:
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DEFINITION 1.1.7 (Symmetrische Gruppe). Es bezeichne &g die Menge aller Bi-
jektionen S — S. &g bildet eine Gruppe mit der Komposition von Funktionen, die
Symmetrische Gruppe. Wenn S eine endliche Menge mit |S| = n € IN ist, dann

konnen wir S mit [n] = {1,2...,n} identifizieren und bezeichnen die symmetrische
Gruppe in diesem Fall mit &, (wie iiblich; statt Gy,).

PROPOSITION 1.1.8. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge S operiert. Fiir jedes g €
G bezeichne L (g) die Wirkung s — g - s des Gruppenelements g auf S: Offenbar ist
L(g): S — S eine Bijektion von S, mit inverser Abbildung L (g~'). Die Abbildung
L:G—6s;, g— L(9)
ist ein Gruppenhomomorphismus.
Ist umgekehrt ein Gruppenhomomorphismus
0:G— &g

gegeben, so operiert die Gruppe G auf S durch (g,s) — 6(g) s.

BEWEIS. Nach Definition einer Gruppenwirkung ist
o L(n)=1id,
e L(g)-(L(h)-s)=L(g-h)-sfuralleg,h € Gunds € S.
Das ist gleichbedeutend damit, dafd L ein Gruppenhomomorphismus ist. [

DEFINITION 1.1.9. Eine Wirkung von G auf S heifit treu, falls der Homomorphismus
L: G — &g injektiv ist:

g-s=sfiirallesc S = g=nmn.
Zum Beispiel operiert fiir eine beliebige Menge S jede Untergruppe von Sg treu auf S.

DEFINITION 1.1.10 (Bahn oder Orbit). Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge S
operiert; sei X C Sunds € S.
Die Menge

G-s:={g-s: g€ G} CS
heifit die Bahn oder der Orbit von s (unter der Wirkung von G). Wenn man betonen
machte, daf die Gruppe G wirkt, sagt man auch G-Bahn oder G—-Orbit.
Die Familie aller Orbits

{G-s: se S}

bezeichnen wir mit S/ G.
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Fiir ¢ € G bezeichnen wir mit g - X die Menge
g-X:={g-x: xeX}.
Dann heifst die Menge
stbg (X) :={g€G: g- X=X} CG

der Stabilisator der Menge X. Wenn X einpunktig ist (also X = {x}), dann schreiben
wir statt stbg ({x}) kiirzer stbg (x). Der zu stbg (x) “duale” Begriff ist die Menge
der Elemente in S, die von einem festen Element ¢ € G fixiert werden: Wir nennen
diese Elemente die Fixpunkte von ¢ und bezeichnen ihre Menge mit

fxpg (g) :={x€S: g-x=x}.

Die Teilmenge X C S heifst invariant unter der Wirkung von G (oder kurz G-
invariant), wenn G - x C X fiir alle x € X: In diesem Fall wirkt G auch auf der
Teilmenge X, man nennt dies die induzierte Wirkung von G auf X C S.

Das Element s € S heif$t ein Fixpunkt unter der Wirkung von G, wenn g - s = s fiir
alle g € G: Das ist dquivalent mit stbg (s) = G bzw. mit G -s = {s}. Die Menge
dieser Fixpunkte bezeichnen wir mit fxpg (G).

Die Wirkung von G heifit transitiv, fallseseins € S gibt mit S = G - s.

Der Orbit G - s C S ist die kleinste G-invariante Teilmenge von S, die s enthdlt.
Wenn G auf S operiert, dann ist die Relation ~ auf S
s~tie= dg€G:t=9g5s <= tcGs < G-t=G"s
eine Aquivalenzrelation, wie man ganz leicht sieht:
e s ~s,denns = n - s: Reflexivitit,
e s ~ theifit, es gibt ein g mitt = g-s: Dannistabers =m-s = (g
s=g 1-(g-s) =g -t alsot ~ s: Symmetrie,

e r ~sunds ~ t bedeutet, es gibt g,h € Gmits =g-rundt =h-s,also
t=h-(g-r)=(h-g)- r alsor ~ t: Transitivitit.

g

Die Aquivalenzklassen dieser Relation ~ sind genau die G-Orbits: Diese bilden
eine Partition von S. Wir halten diese einfache Beobachtung fest:

BEOBACHTUNG 1.1.11. Sei S eine endliche Menge, auf der eine Gruppe G wirkt.
Dann gilt

IS|=Y_ |O]. (1.1)

0€S/G
(Die Summe liuft iiber alle Orbits.)
Damit kdnnen wir zeigen:

SATZ 1.1.12 (Cauchy). Sei G eine endliche Gruppe, und sei p € IP ein Teiler der
Gruppenordnung |G|. Dann enthilt G ein Element der Ordnung p.
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BEWEIS. SeiS = {g = (80,81,---,8p—1) € G': go-81---gp—1 = n}.Esgilt|S| =
|G|P_1, denn wir konnen die ersten p — 1 Komponenten

(80,81,---,8p—2)
tiir jedes p—Tupel in S frei wahlen; die letzte Komponente ist dann notwendi-
gerweise gleich
-1
(go . gl . .gp_z) .

Auf S wirkt die zyklische Gruppe Z/pZ durch zyklische Vertauschung: Sei
i € Z/pZ,dann ist

i (80/' e /gp—l) = (g0+i (mod p)s -+ +s8p—1+i (mod p)) :

Jeder Orbit dieser Gruppenwirkung ist entweder einpunktig oder enthilt ge-
nau p Elemente: Denn angenommen, es wiirde fiir ein i mit p 1 i gelten:i- g = g,
also

g] :gj—i-i (mod p) furalle] = O,l,...,P— 1.
Dann wiéren ja die Komponenten

80 = & (mod p) = &2i (mod p) = """

alle gleich: Aberi-Z/pZ = Z/pZ fiiri # 0, also sind alle Komponenten gleich
und der Orbit ist einpunktig. Aus (1.1) folgt also:

S| = |G|P~! = 1- # (einpunktige Orbits) + p - # (p-elementige Orbits) .

Da p | |G|, folgt p | # (einpunktige Orbits). Klarerweise ist der Orbit von
(m,...,m) € S einpunktig, also ist # (einpunktige Orbits) > 0: Daraus folgt
die Behauptung. H

BEISPIEL 1.1.13. Die symmetrische Gruppe G = &, operiert auf S = [n]| durch
Permutation der Elemente von [n]. Diese Gruppenwirkung ist transitiv, es gibt also
fiir n > 1 keinen Fixpunkt der Gruppenwirkung. Sehr wohl kénnen aber einzelne
Permutationen w1 € &, Fixpunkte haben, also Elemente i € [n] mit 7t (i) = i: Der
Stabilisator stbg, (i) eines Elements i ist die Menge aller Permutationen mit Fixpunkt
i.

BEISPIEL 1.1.14. Jede Gruppe G operiert auf sich selbst (also mit S = G) durch Kon-
jugation:

(g5) >85s8
Der Orbit von s unter dieser Gruppenwirkung ist die Konjugationsklasse von s:

{g-s-g_lz geG}.

BEISPIEL 1.1.15. Sei G eine Gruppe und H T G eine Untergruppe (nicht not-
wendigerweise ein Normalteiler) von G. Dann operiert G auf der Familie G/H =
{g-H: g € G} der Linksnebenklassen von H durch

(¢ H)— (¢ g H.

Diese Gruppenwirkung hat nur einen einzigen Orbit.
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BEISPIEL 1.1.16. Sei G = Do die Untergruppe von SR, die von der Translation
T : x — x+ 1 und der Spiegelung S : x — —x erzeugt wird: Sie heifst die unendliche
Diedergruppe. Do operiert auf X = IR. Die Bahnen der Elemente x = 1, %, % unter
dieser Gruppenwirkung sind

G-1=2,

1 1

=47
G 5=5+Z,

1 /1 2
—=(z+2Z c1+7).
G- <3+ )u<3+ )

LEMMA 1.1.17. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge S operiert; sei X C S. Dann
ist der Stabilisator stbg (X) von X eine Untergruppe von G, die aber i.a. kein Normal-
teiler ist, denn es gilt fiir ¢ € G:

g-stbg (X) - g7 = stbg (g-X).
Fiir ein Element x € S ist die Abbildung
f: G/stbg(x) = G-x; g-stbg (x) — g-x
eine wohldefinierte Bijektion. Insbesondere gilt also fiir eine endliche Gruppe G:
Gl = Istbg (x)] -G - . (12)
(In Worten: Die Miichtigkeit eines Orbits ist stets ein Teiler der Gruppenordnung.)

BEWEIS. Daf stbg (X) eine Untergruppe von G ist, ist klar (siehe “Untergrup-
penkriterium” (A.6):a- X =X=b-X = b~ 1.a-X = X).

Es sei h € stbg (X), also h - X = X. Dann ist (nach Definition einer Gruppen-
wirkung bzw. des Stabilisators)

(g-h-g_1>-g-X=g-h-X=g-X,

also g-h-g71 € stbg(g-X). Also ist g - stbg (X) - ¢! C stbg (g- X). Es sei
umgekehrt i € stbg (¢- X),alsoh- (g X) = g+ X. Dann ist

(g_1~h-g>-X:g_1~(h~(g-X)):g_1g~X:X,
also g~ !-h-g € stbg (X). Alsoist stbg (¢ X) C g-stbg (X) - ¢~
Seien g1, $> € G. Es gilt:
QL X=g X &= &g x=x < g g €sthbg (x)
& g, g1-sthg (x) = stbg (x) <= g1 -stbg (x) = g2 - stbg (x).

Also ist die Abbildung f wohldefiniert und injektiv; klarerweise ist sie auch
surjektiv. O]

Daraus ergibt sich sofort eine andre Formulierung von Beobachtung 1.1.11:
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KOROLLAR 1.1.18 (Bahnengleichung). Sei S eine endliche Menge, auf der eine Grup-
pe G wirkt. Sei ‘R ein Reprasentantensystem der Familie S/ G der G-Orbits. Dann
gilt

S| =Y |G/stbg (x)| = ) (G :sthbg(x)). (1.3)

XER XER

BEMERKUNG 1.1.19. Wenn eine Gruppe G auf einer Menge S wirkt und X C S eine
Teilmenge von S ist, dann wirkt der Stabilisator von X auf X, mit der von G “geerbten”
Wirkung auf S: Man nennt das auch die induzierte Wirkung.

Ebenso erhilt man aus Lemma 1.1.17:

KOROLLAR 1.1.20. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge S operiert. Seien s1,s3 € S
zwei Elemente, die demselben G—Orbit angehoren, dann sind die Stabilisatoren stbg (s1)
und stbg (sp) konjugierte Untergruppen in G (und daher insbesondere gleichmiichtig).

BEWEIS. Wenn sy, s, demselben G—Orbit angehoren, dann gibt es ein g € G mit
s1 = g - s2. Die Behauptung folgt also sofort aus Lemma 1.1.17:

g - stbg (s1) -g_1 = stbg (g 52) -
O

BEISPIEL 1.1.21. Fiir die Operation der unendlichen Diedergruppe Do auf R sind die

Stabilisatoren von x = 1, %, % gegeben durch

stbp._ (1) = {id, T2. s},
stbp_ G) — {id,T- S},
stbp_ <%) — {id}.

Denn die Gruppenelemente sind von der Form T"S oder T" fiir n € Z., wegen S* = id

und S - T" = T~"-S. Zum Beispiel hat die Gleichung g - x = x fiir x = % nur

die Losung ¢ = id: Fiir g = T" folgt aus T" (%) = % natiirlich n = 0, und fiir

= (3) = () -r-}

einen Widerspruch wegen n € Z.

g =T"-Sergibt

LEMMA 1.1.22 (Burnside). Sei G eine endliche Gruppe, die auf der endlichen Men-
ge S wirkt. Dann gilt:
1

S/G| =
5/61= 15

Y |Bps (9)] (1.4)

geG

BEWEIS. Der Beweis besteht aus einer typischen Anwendung des Prinzips der
doppelten Abzihlung, das in der abzdhlenden Kombinatorik hdufig verwendet
wird (siehe [5]): Sei

T={(g,s) € GxS: ¢g-s=s5s}.
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Dann konnen wir die Elemente von T auf zwei Arten abzadhlen:

IT| = Z {s€S: g-s=s}

geG
=Z|{g€G: g-s=s}.

SES
Mit den Bezeichnungen aus Definition 1.1.10 haben wir also die Gleichung
Y ixpg (9)] = ) Istbg (s)] - (1.5)
geG seS

Nun formen wir um:

Z |stbg (s)| = Z Z |stbg (s)| + Orbits 0 sind Partition von S

sES 0€S/Gs¢co

= Z |O| . |StbG (S)| + Korollar 1.1.20
0€S/G

= Y. |G| =1|S/G|-|G]. ¢ siehe(12)in Lemma1.1.17
0€S/G

Daraus folgt die Behauptung. [

BEMERKUNG 1.1.23. Das Lemma von Burnside ist die Grundlage fiir die Polyasche
Abzihltheorie (siehe [4]).

1.1.1. Wirkung einer Gruppe auf sich selbst durch Konjugation.

DEFINITION 1.1.24. Falls G durch Konjugation auf sich selbst operiert, so nennen wir
den Stabilisator von x € G auch den Zentralisator von x in G und bezeichnen ihn mit
cntg (x) :=stbg (x) = {g€ G: g-x=x-g}.

Das Zentrum Z (G) von G ist der Durchschnitt iiber alle Zentralisatoren:
Z(G):= [ ontg(x) ={g€G: g-x=x-gfiirallex € G} C G.
xeG

Es gilt immer ng € Z (G); wenn Z (G) = {ng} gilt, nennt man das ein triviales
Zentrum. Fiir eine Untergruppe H T G von G heifSt der der Stabilisator von H auch
der Normalisator von H in G und bezeichnen ihn mit

N¢ (H) ::stbG(H):{gEG: g-H~g_1:H}.

Aus dieser Definition folgt nun in Verbindung mit Lemma 1.1.17 sofort:

KOROLLAR 1.1.25. Sei G eine endliche Gruppe. Die Anzahl der Konjugierten g - H -
¢~ ! einer Untergruppe H von G ist gleich (G : Ng (H)) = |G| / |Ng (H)|.

BEWEIS. Die Gruppe G wirkt durch Konjugation auf der Familie der Neben-
klassen G/H von H: Der Index der Untergruppe Ng (H) C G ist definitions-
gemds (siehe Definition A.3.11) die Anzahl der Nebenklassen von Ng (H). [

Ebenso erhilt man die sogenannte Klassengleichung (als Spezialfall der Bahnen-
gleichung (1.3)), die viele Folgerungen fiir die abstrakte Gruppentheorie hat:
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ABBILDUNG 1. Reguldre Polygone: Hier zur Illustration das re-
gelméfiige Sechseck und Siebeneck.

SATZ 1.1.26 (Klassengleichung). Sei G eine endliche Gruppe. Betrachte die Wirkung
von G durch Konjugation auf sich selbst, und sei R ein Reprédsentantensystem der
Konjugationsklassen von G. Dann gilt

Gl= Y (G:entg (r)).

reR

1.1.2. Die (endliche) Diedergruppe. Geometrisch kann man sich C;, (siehe
Definition A.3.9) als die Gruppe der Drehungen eines reguldren Polygons mit
n Ecken vorstellen, siehe Abbildung 1: Drehungen sind spezielle Symmetrien
eines reguldren Polygons, weitere Symmetrien sind Spiegelungen.

DEFINITION 1.1.27. Fiir n € IN, n > 3, ist die (endliche) Diedergruppe D, die
Symmetriegruppe eines reguliren n-Ecks: Zusitzlich zu den n Drehungen kommen
nun noch Spiegelungen dazu. Dies kann man so fassen: Seien die Ecken des Polygons
gegen den Uhrzeigersinn mit 0,1, ..., n — 1 numeriert, und bezeichne

e r die Drehung um 27t /n,
e s die Spiegelung an der Symmetrieachse durch die mit 0 numerierte Ecke.

In bezug auf die numerierten Ecken wirken diese Symmetrieabbildungen so:
r(i)=i+1 (mod n),
s(i)=n—1i (mod n).
Klarerweise gilt r* = mp, = id und s> = np, = id, auflerdem sieht man schnell, dafl
s-r=1""1.5=r"1.5gilt: Die Diedergruppe hat also die Elemente

D, = {id,r,rz,...,r”_l,s,r-s,r2-s,...,r”_l-s}.

Geometrisch ist klar, daf$ diese Elemente alle verschieden sind, also gilt |D,| = 2n.
Esist Dy = (r) g (s) = Cy X9 Cy ein semidirektes Produkt (siehe Definition A.3.27)
der zyklischen Gruppen C, und Cy, mit dem Gruppenhomomorphismus 6 (s) (r') :=
ri
Fiir n < 2 definiert man die Diedergruppen so:

D1 = Cl, Dz = Cz X Cz.
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KOROLLAR 1.1.28. Sei G eine Gruppe der Ordnung 2p fiir eine Primzahl p > 2.
Dann ist G zyklisch oder eine Diedergruppe.

BEWEIS. Nach Satz 1.1.12 gibt es ein Element s der Ordnung 2 und ein Ele-
ment r der Ordnung p in G. Dann ist C, = (r) ein Normalteiler in G wegen
(G : Cp) = 2 (siehe Proposition A.3.15). Natiirlich ist s ¢ C,, also ist

Da C, ein Normalteiler ist, ists - 7 - s™l =7l fiireini € Z. Aus s> = e folgt
2
r=g?-r-s2=gs- (s-r-s‘1> sl =47,

Das bedeutet aber i> = 1 mod p, oder i = 1 im Kérper F, = Z/pZ: Die-
se quadratische Gleichung hat genau (siehe Satz A.3.81) zwei Losungen in IFy,
ndmlichi =1 mod p oderi = —1 mod p.

Im ersten Fall ist die Gruppe G kommutativ, und r - s ist ein Element der Ord-
nung 2 - p,also G = (r-s) ~ Cyp.

Im zweiten Fall gilt s - r = r—1.s, also G ~ Dy. O]

BEISPIEL 1.1.29. Jede Gruppe der Ordnung 6 ist entweder isomorph zu Cq oder zu
S3 =~ Dj: Die Gruppe D3 wird erzeugt von den beiden Permutationen (der mit 1,2,3
numerierten Ecken eines Dreiecks)

s=(23), r=(123),

und diese beiden Permutationen erzeugen auch die 3.

1.2. Die Sylow-Sitze

DEFINITION 1.2.1. Sei n € INg. Eine Gruppe G der Ordnung p™ heifst p-Gruppe.

PROPOSITION 1.2.2. Sei G eine nicht—triviale p—Gruppe (also |G| = p" fiirn € N),
die auf einer endlichen Menge S operiert. Dann gilt:

S| = ]fxps (G)} (mod p).

BEWEIS. Sei R’ ein Repriisentantensystem der Familie der G-Orbits mit mehr als
einem Element, dann folgt aus der Bahngleichune (Korollar 1.1.18)

S| = |fxps (G)] + ZR,(G : stbg (%))

Wenn x € fxpg (G) ist, dann ist der Stabilisator von x eine echte Untergruppe
von G, also

stbg (x) # G

und daher |stbg (x)| = p* fiir 0 < k < n nach dem Satz von Lagrange (A.3.12).
Fiir alle x € R/ giltalso p | (G : stbg (x)), also (G : stbg (x)) =0 (mod p). O

KOROLLAR 1.2.3. Jede nicht-triviale p—Gruppe G hat ein nicht—triviales Zentrum.
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BEWEIS. Dazu betrachten wir die Wirkung von G auf sich selbst (also S = G)
durch Konjugation: Das Zentrum von G ist dann ja nichts anderes als

Z(G) = txps (G),
alsogilt p | |Z(G)|: Dang € Z (G),ist |Z (G)| # 0, also |Z (G)| > 1. O

KOROLLAR 1.2.4. Jede Gruppe der Ordnung p? ist abelsch (und damit isomorph zu
Cp x Cp oder C,).

BEWEIS. Wir miissen zeigen: Z = Z(G) = G. Nach Korollar 1.2.3 ist |Z| €

{p,p*}, also geniigt es zu zeigen: |Z| = p?.

Angenommen, |Z| = p: Definitionsgemdf ist Z ein Normalteiler in G, also ist

G/Z eine Gruppe der Ordnung p und somit zyklisch nach Proposition A.3.17.

Es gibt also ein x € G mit G/Z = (x - Z). Fiir zwei beliebige Elemente g, h € G

giltalso g = x" - zy und h = x° - z fiir 21,z € Z. Dann folgt aber:
g-h=x"-z1-x°-2

- +

=x" S-Zl-Zzzxr S'Zz'Zl <+ da z1 im Zentrum von G
=x°. Zy - x’ - z1="h- g. < daz; im Zentrum von G
Also ist G kommutativ. 0

DEFINITION 1.2.5 (p-Sylow-Untergruppe). Sei G eine endliche Gruppe der Ord-
nung p" - m mit p € P und ggT (p, m) = 1. Eine Untergruppe H T G der Ordnung
|H| = p" heifit p-Sylow—Untergruppe.

SATZ 1.2.6 (1. Sylowsatz). Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung p" - m mit p € P
und ggT (p,m) = 1. Dann enthiilt G eine p—Sylow—-Untergruppe.

BEWEIS. Sei S := {X C G: |X| = p"}. Dann wirkt G auf S durch Linksmulti-
plikation:

(& X) —g-X.
Es ist
S| = prom\ _ptem-(pt-m—1)---(p"-m—p"+1)
pr pr.(pr_l)z.l ’

und p 1 |S|, denn nach Kiirzen der durch p teilbaren Faktoren in Zghler und
Nenner
prom pt-m—p pom—2-p
PP P-2p
durch die grostmogliche p—Potenz teilt p keinen Faktor des (gekiirzten) Zdhlers
mehr. Es muf also einen Orbit G - X geben mit p { |G- X| (siehe Beobach-
tung 1.1.11): Wegen

G| =G - X[ - [stbg (X)]
(siehe (1.2) in Lemma 1.1.17) mufs also gelten
p" | Istbg (X)]-
Die Gruppe stbg (X) wirkt auf X durch Linksmultiplikation (induzierte Grup-

penwirkung, vergleiche Bemerkung 1.1.19), und die Orbits dieser Wirkung sind
genau jene Rechtsnebenklassen von stbg (X), die in X enthalten sind:

stbg (X) - g C X.
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Alle diese Nebenklassen haben aber dieselbe Machtigkeit, ndmlich [stbg (X)]:
Also gilt

[stbg (X)| | p"-
Insgesamt folgt p” = |stbg (X)|, und wir haben mit stbg (X) die gesuchte p-
Sylow-Untergruppe gefunden. O

SATZ 1.2.7 (2. Sylowsatz). Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung p" - m mit p € P
und ggT (p,m) = 1. Seien P, Q T G zwei p—Sylow-Untergruppen von G. Dann gibt
esein g € G, sodaf

P=g-Q-g %
(Also: Je zwei p—Sylow-Untergruppen sind konjugiert.)
AufSerdem ist jede p—Untergruppe in einer p—Sylow—-Untergruppe enthalen.

BEWEIS. Die Wirkung von G auf den Linksnebenklassen G/Q von Q (durch
Linksmultiplikation) kann man auf P einschrdnken: Das ergibt also eine Wir-
kung von P auf G/Q. Es gilt natiirlich

pt1G/Ql=1Gl/1Ql,

und somit folgt aus der Bahnengleichung (1.3), daf$ es einpunktige Orbits geben
muf’ (denn alle grofieren Orbits haben Méchtigkeit p™ mit 0 < m < r gemafs
(1.2)), also Fixpunkte der Wirkung von P auf G/Q. Das heifit aber, es gibt eine
Linksnebenklasse g - Q, sodaf3

x-g-Q=g-Qftirallex € P.
Daraus folgt
xgEgQ — ng.Q.g_l

furallex € P,alsoP C g- Q- g_l, und da diese Mengen dieselbe Machtigkeit
(ndmlich p") haben, gilt

P=g-Q- g_l.
Sei H eine beliebige p—Untergruppe von G, und sei Q eine p—-Sylow—-Untergruppe:

Genau wie zuvor argumentieren wir, daf$ H auf G/Q operiert und (mindestens)
einen Fixpunkt y - Q hat, also

h-y-Q=y-Qftiralleh € H.
Genau wie zuvor folgt wieder
HCy-Q-y ™,
also ist H in einer p-Sylow-Untergruppe enthalten. O]
P

SATZ 1.2.8 (3. Sylowsatz). Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung p" - m mit p €
und ggT (p,m) = 1. Die Menge aller p-Sylow—Untergruppen von G sei mit Syl,, (G)
bezeichnet. Dann gilt:

Q) [sy1, (G)] I m
(id) ‘Sylp (G)‘ =1 (mod p).



12 1. SYMMETRIE

BEWEIS. Sei P eine p-Sylow-Untergruppe von G. G operiert auf Syl,, (G) durch
Konjugation, und diese Wirkung hat nach dem 2. Sylowsatz nur einen Orbit:

Syl, (G) =GP = [Syl, (G)| = |G/Ng (P)|.

Nattirlich ist P C Ng (P) eine Untergruppe des Normalisators von P; also ist
m = |G/P| = |G/Ng (P)| - [Ng (P) /P|,

und daraus folgt (i).

Die Wirkung von G auf Syl, (G) durch Konjugation kann man auf P einschran-

ken und erhalt so eine Wirkung von P auf Syl, (G).Klarerweise ist P Syl, (G)

ein Fixpunkt dieser Wirkung (also fxpsylp G) (P)); sei Q ein weiterer Fixpunkt

dieser Wirkung, d.h.

Q=g-Q-g 'firalleg € P.
Dann ist also P T Ng (Q); und nattirlich gilt auch Q T N¢ (Q): P und Q sind
also p-Sylow-Untergruppen von Ng (Q) und daher (nach dem 2. Sylowsatz)
konjugiert in N (Q). Es gibt also ein & € Ng (Q) mit
Q=h-Q-h!'=P

Das heifst aber, P ist der einzige Fixpunkt dieser P-Wirkung, also folgt die Be-
hauptung aus der Bahnengleichung (1.3) (denn alle gréfieren Orbits haben Méach-
tigkeit p™ mit 0 < m < r gemas (1.2)). O

1.2.1. Anwendungen des Sylowsitze.

KOROLLAR 1.2.9. Es gibt (bis auf Isomorphie) nur eine Gruppe der Ordnung 143,
namlich die zyklische Cy43.

BEWEIS. Esist 143 = 11 - 13 das Produkt der Primzahlen 11 und 13. Nach dem
3. Sylowsatz gilt

e |Syl;; (G)| € {1,11} und |Syl;; (G)| € {1,13},

e |Syl;3(G)| =1 (mod 13) und [Syl;; (G)| =1 (mod 11);
und daraus folgt: Es gibt genau eine 11-Sylow-Untergruppe P und genau eine

13-Sylow—Untergruppe Q. Beide sind Normalteiler, denn sie stimmen mit allen
ihren Konjugierten tiberein:

P<aGund Q<G.

Dann ist aber P - Q T G eine (normale) Untergruppe von G (siehe Propositi-
on A.3.16), die P und Q enthélt. Esist PN Q = {ng}, denn P und Q sind beide
zyklisch, und jedes Element ungleich ng

e in P hat Ordnung 11,

e in Q hat Ordnung 13.
Alsoist |P- Q| = 11-13 = |G| (siehe Proposition A.3.7) und damit P - Q = G.
Nach PI'OPOSitiOl’I A325ist P- Q ~ P X Q = C11 X C13 ~ C143. (]

KOROLLAR 1.2.10. Seien p > q € P zwei Primzahlen. Jede Gruppe der Ordnung
p - q ist nicht einfach.
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BEWEIS. Die Anzahl der p—Sylow—-Untergruppen ist nach dem 3. Sylowsatz

e einerseits =1 (mod p),alsoe {1,p+1,2p+1,---},
e andrerseits ein Teiler von g:

Also ist sie genau 1, da p > g: Diese einzige p-Sylow-Gruppe ist normal, da
sie mit allen ihren Konjugierten tibereinstimmt, und somit hat G einen nicht-
trivialen Normalteiler. O

KOROLLAR 1.2.11. In jeder Gruppe G der Ordnung 20 gibt es genau 4 Elemente der
Ordnung 5.

BEWEIS. Die Anzahl der 5-Sylow-Untergruppen von G ist nach dem 3. Sylow-
satz ein Teiler von 4 und kongruent 1 modulo 5: Also gibt es genau eine 5-Sylow—
Untergruppe, deren 4 Elemente # ng alle die Ordnung 5 haben. O

1.3. Isometriegruppen des Euklidischen Raumes

DEFINITION 1.3.1. Ein Euklidischer Vektorraum ist ein Paar (E, o), wobei E ein
endlich—dimensionaler R—Vektorraum E ist und o eine positiv definite symmetri-
sche Bilinearform

c:EXE—R,
d.h.:
eo(x+A-yr+u-s)=cxr)+A-o(yr)+u-oc(x,s)+A-u-o(y,s)
fiiralle x,y,r,s € Eund alle A, u € R (Bilinearitit),

e 0(x,y) =0 (y,x) fiiralle x,y € E (Symmetrie),
e 0 (x,x) > 0 fiir alle x # 0 in E (Positive Definitheit).

Fiir x € E setzen wir ||x|| = /o (x,x) und d (x,y) = ||x —y||: d: EX E — R ist
eine Metrik auf E.

Wir konnen den Vektorraum E nach Wahl einer Orthonormalbasis (in bezug auf o)
mit dem Koordinatenraum R" identifizieren: Dann ist o (x,y) = (x,y) das tibliche
Skalarprodukt, und d (x,y) = ||x — y|| die iibliche Euklidische Metrik.

DEFINITION 1.3.2. Eine Abbildung f : E — E heif$t Isometrie (oder Bewegung),
falls fiir alle x,y € E

d(f(x),f(y)) =d(xy)
gQilt.

BEOBACHTUNG 1.3.3. Eine Isometrie erhiilt also den Abstand zwischen zwei Punkten
und ist somit offensichtlich injektiv.

Ebenso klar ist, dafs die Zusammensetzung ¢ o 0 zweier Isometrien ¢, 0 wieder eine
Isometrie ist.

BEISPIEL 1.3.4. Eine Translation von E ist eine Abbildung T : E — E der Form
T(x)=x+0b

fiir einen Vektor b € E: Das ist offensichtlich eine Isometrie.
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DEFINITION 1.3.5. Eine lineare Abbildung f : R" — IR" heif§t orthogonal, falls

(), f )=y
fiir alle x,y € R" gilt
Wegen (x,y) = x! -y erfiillt die Matrix B, die f repriisentiert, die Gleichung
(B.x)t.(B.x):xt.Bt.B.y:xt.y
fiir alle x,y € R". Somit gilt B' - B = E,,, und B gehort zur orthogonalen Gruppe
On (R).

BEISPIEL 1.3.6. Eine orthogonale lineare Abbildung f : E — E ist auch eine Isometrie,
denn

d(f ), fW) = 1f ) —f) I
= (fx—y). fx—y))
=@-yx-y)
=d(x,y)".
Umgekehrt haben wir:

LEMMA 1.3.7. Essei f: E — E eine Isometrie mit f (0) = 0. Dann ist f eine ortho-
gonale lineare Abbildung.

BEWEIS. Mit der Polarisierungsformel (siehe Proposition A .4.2) folgt
2-(x,y) = x> + Iyl = I —yl?
=d (x,0)* +d(y,0)* - d (x,y)°
= d (f (x),f(0)*+d (f (v),f(0))* —d (f (x),f ()
= f ) P+ IfF W) 1P = [1f ) = f () |12
=2-(f(x),f ()

fir alle x, y € E. Also erhilt f das innere Produkt.

Wir miissen noch zeigen, daf’ f eine lineare Abbildung ist. Sei B = (e, ..., ex)
die Standardbasis (eine Orthonormalbasis) des R"”. Da f das innere Produkt
erhilt, ist B' = (f (e1), ..., f (en)) ebenfalls eine Orthonormalbasis.

Fiir jedes x € E haben wir die Entwicklung in der Standardbasis B:

n
X = Z (x,ex) - ek
k=1
Und fiir jedes f (x) haben wir die Entwicklung in der Basis B':
n
fx) =) {f(x), f(ex)) - f (ex)
k=1
n

<x, €k> : f (ek) , < da f das innere Produkt erhalt!
k=1

also ist f linear. O

Wir erkennen nun, dafd Isometrien einfach affine Abbildungen sind:
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KOROLLAR 1.3.8. Sei f : E — E eine Isometrie des Euklidischen Vektorraums E. Wir

identifizieren E mit dem “Standardraum” R"™: Dann gibt es eine orthogonale Matrix
A € Oy, (R) und einen Vektor v € R", sodafs

fx)=A-x+v
iiralle x € E = IR" qilt.
8

BEWEIS. Seiv = f(0);seiT : E - T, x — x + v: T ist auch eine Isometrie
(Translation). Dann ist

g =T lof, x— f(x)—
eine Isometrie mit ¢ (0) = 0: Also ist g nach Lemma 1.3.7 eine orthogonale lineare
Abbildung, und f (x) = g (x) + v (also f =T o0 g).

Seien f, g zwei Isometrien auf R", gegeben durch f (x) = A-x+vund g (x) =
B-x+wmitA,B € O, (R) und v,w € R". Dann gilt ganz offensichtlich

f_1 (x) =Al.x—Al.y

d.h., jede Isometrie ist invertierbar, und ihre Umkehrabbildung ist wieder eine
Isometrie.

DEFINITION 1.3.9 (Isometriengruppe). Die Isometrien eines Euklidischen Vektor-
raums E bilden also eine Gruppe (mit der Komposition von Funktionen, ihr neutrales
Element ist die identische Abbildung id), die wir mit Iso (E) bezeichnen.

Die Zusammensetzung der Isometrien f und g (wie oben beschrieben) kénnen
wir auch einfach mit Matrizenmultiplikation ausdriicken:

(fog)(x)=A-(B-x+w)+v=A-B-x+(A-w+0).

Damit lassen sich Isometrien von E ~ R" durch (n+1) x (n + 1)-Matrizen
beschreiben:

Iso (E) ~ {(‘3 7{) . A€ O, (]R),UG]R”}, (1.6)

in folgendem Sinn: Jedes x € E identifizieren wir mit einem Punkt (D{) der

Hyperebene
{(xl,.. X Xpp1) €E R g = 1} C R,

Die Gruppenwirkung von Iso (E) auf dem Raum E = R" erscheint dann als

(0 1) ()= (")

Die Multiplikation in der zu Iso (E) isomorphen Matrixgruppe ist gegeben durch
A v B w A-B A-w+vo
(0 1)'(0 1) < 0 1 ) (1.7)

Das Inverse ist dann
A v\ ' (AT Ay
0 1 o 0 1 ’
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= {(5 9 vex]

denn

Die Translationen

bilden einen Normalteiler in Iso (E

-1
A v E, w A v _(E, A-w
<o 1)(0 1)(0 1) —<o 1 ) (18)
Die Gruppe T (n) ist natiirlich isomorph zur additiven Gruppe E ~ R"; es gilt
in diesem Sinne O, (R) C Aut(T (n)):Sei 6 : O, (R) — Aut(T (n)) die Inklu-

sion; das ist natiirlich ein Gruppenhomomorphismus, dann erscheint Iso (E)
als das semidirekte Produkt (siehe Definition A.3.27) von O, (R) und T (n):

Iso(E) =T (n) x50, (R).
(Betrachte dazu einfach die Multiplikation in Iso (E) gemds (1.7).) Allgemeiner
gilt:

LEMMA 1.3.10. Sei G T Iso (R") eine beliebige Untergruppe der Isometrien von
R™. Sei T die Menge aller Translationen in G, also

To={geG: g~ (1)}
Sei O¢ die Menge aller orthogonalen n x n—Matrizen, die in der Matrixdarstellung
von Elementen aus G auftreten, also

Oc={A€0,(R): g€ Gsodafig~ (49)} C O, CIso(R").
Dann ist die Abbildung
G—Iso(R"): g~ (49)— A

ein Homomorphismus mit Kern Tg und Bild Og, also ist T <G und Og C O, (R),
und es gilt
G/ TG ~ OG.

Auferdem ist Og T Aut (Tg): G ist also isomorph zum semidirekten Produkt (siehe
Definition A.3.27) Tg X9 Og, wobei 0 die natiirliche Einbettung der Untergruppe Og
in Aut (T¢) bezeichnet. Nach dem Splitting Lemma (A.3.32) ist ein isomorphes Bild
von Og als Untergruppe in G enthalten, das wir der Einfachheit halber auch wieder
mit Og bezeichnen, also Og C G. Fiir ein t € Tg erscheint die Linksnebenklasse

-0 = {(51)-(61) = (1°)}

als die “um t verschobenen Untergruppe Og”.

BEWEIS. Daf die Abbildung i ein Homomorphismus ist, folgt sofort aus (1.7);
ebenso die Aussagen iiber Kern und Bild.
Sei g € G beliebig mit Matrixdarstellung ¢ ~ (4 ¢), und sei t € T beliebig mit

Matrixdarstellung t ~ ( %n zv)

A v E, w A v -1 _(Ey A-w cT
0 1J\o 1/l0 1) —\o0o 1 c
das heifst aber: Fiir alle A € S ist die Multiplikation mit A (also die durch A

bestimmte lineare Abbildung R" — IR") ein Automorphismus Tg — T, und die
Isomorphie zum semidirekten Produkt folgt sofort aus (1.7). ]

Dann ist gemaf3 (1. 8)
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ABBILDUNG 2. Einfache parallelogrammfoérmige Kachel, die ein
schlichtes graphisches Motiv zeigt.

19

DEFINITION 1.3.11. Sei G C Iso (R") eine Untergruppe der Isometrien von R™:
Dann nennen wir die gemdfS Lemma 1.3.10 enthaltenen Untergruppen T < G bzw.
Og C G den Translationsteil bzw. den Orthogonalteil von G.

DEFINITION 1.3.12. Eine Menge S C R" heif$t diskret, falls sie keinen Hiufungspunkt
hat: Das heifSt, es gibt ein ¢ > 0, sodafi fiiralle x #y € Sd (x,y) > c.

Eine Untergruppe I C Iso (E) heifit diskret, falls alle Bahnen I' - x C R" diskrete
Mengen im R" sind.

BEISPIEL 1.3.13. Die Untergruppe I C Iso (IR?), die den Einheitskreis in sich ab-
bildet, ist nicht diskret. (Sei besteht aus Drehungen um einen beliebigen Winkel und
Spiegelungen an einem beliebigen Durchmesser und ist isomorph zur O, (R).)

Im Sinne von Definition 1.3.11 ist hier Ty = {mr}.

BEISPIEL 1.3.14. Die Untergruppe I C Iso (R?), die von den zwei Translationen
t1 (x) = x4+ (1,0) und t; (x) = x + (0,1) erzeugt wird, ist diskret: Es ist dies die
Gruppe T = Z?* = Z x Z; jede Bahn entspricht einem “verschobenen” Gitter Z:

I-x=x+272%

Im Sinne von Definition 1.3.11 ist hier Or = {nr}.

1.4. Symmetriegruppen von Ornamenten im RR?

Wir betrachten die Ebene R?: Klarerweise konnen wir sie mit identischen par-
allelogrammformigen Kacheln (siehe zum Beispiel Abbildung 2) liickenlos be-
decken und erhalten so eine Parkettierung der Ebene. Wenn die Kacheln ein (fiir
alle Kacheln identisches) einfirbiges Motiv' zeigen, entsteht durch die Parkettie-

rung ein doppelt—periodisches Muster?, das iiber die ganze Ebene ausgebreitet ist
(siehe zum Beispiel Abbildung 3): Solch ein Muster nennen wir ein Ornament.

Ornamente spielen in der Kunstgeschichte eine grofie Rolle, insbesondere in
der arabischen Welt; siehe z.B. Abbildung 4: Wir behandeln Ornamente hier
aber “rein mathematisch”.

1Das wir rein mathematisch (also ohne jede Riicksicht auf die kiinstlerische Qualitat) ein-
fach als Menge der gefarbten Punkte der Kachel auffassen.

>Wieder rein mathematisch gesehen, ist das Muster einfach die Vereinigung tiber alle Mo-
tive der einzelnen Kacheln.
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ABBILDUNG 3. Einfaches Ornament, das durch Parkettierung der
Ebene mit der Kachel aus Abbildung 2 entsteht.

Das Bild zeigt einen Ausschnitt der parkettierten Ebene; die Kacheln sind zur
besseren Sichtbarkeit des entstehenden doppelt-periodischen Musters
alternierend gefarbt (Farbungen des Musters spielen aber fiir unsere
Uberlegungen keine Rolle, es geht nur um die Linien). Die schwarzen Pfeile
zeigen die zwei Translationen t1, t;, die die Symmetriegruppe des Ornaments
erzeugen.

e &1 &

) ST 9T 4
DT BT U]

ABBILDUNG 4. Arabische Ornamentik (zu den Ornamenten in
der Alhambra von Granada siehe auch [6]; das Bild hier wurde
aus dem Skriptum von Professor Burde [2] {ibernommen).

DEFINITION 1.4.1. Sei M eine nicht-leere Teilmenge eines Euklidischen Vektorraumes
E. Eine Isometrie s : E — E heifit eine Symmetrie von M, falls s (M) = M gilt.

Die Menge aller Symmetrien von M bildet offensichtlich eine Untergruppe von Iso (E),
die mit Sym (M) bezeichnet wird.
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Wir werden im folgenden die Symmetriegruppen von Ornamenten in der Ebe-
ne behandeln:

DEFINITION 1.4.2. Eine Untergruppe I' C Iso (R?) heift Ornamentgruppe, falls
sie diskret ist und ihr Translationsteil Ty von zwei Translationen mit linear un-
abhiingigen Richtungen tq, tp erzeugt wird:

Tr = <i’1,t2> ~ ZZ.
Eine Translation t € Tr ist also eine Linearkombination t = A -t + u - tp mit Koeffi-

zienten A,y € Z: Wir nennen t € Tr unteilbar, wenn t kein echtes Vielfaches eines
t' € Tr ist, also

VWeTr,m>1€Z: t#m-t < ggT(\u) =1

Unter einem Ornament versteht man dann eine Menge M C R?, deren Symmetrie-
gruppe Sym (M) eine Ornamentgruppe ist.

(Die mathematische Fassung des Begriffs “Ornament” abstrahiert also vollig
von der kiinstlerischen Qualitdt des Musters; es geht nur um dessen Symmetri-
en.)

BEISPIEL 1.4.3. Als Beispiel betrachten wir das Ornament in Abbildung 3 und bestim-
men seine Ornamentgruppe: Die einzigen Isometrien der Ebene, die das Ornament in
sich iiberfiihren, sind Translationen in die gezeigten Richtungen. In bezug auf die Basis
{t1,t2} von R?, die aus den Richtungsvektoren der beiden Translationen besteht, sehen
die erzeugenden Elemente von Sym (M) in Matrixdarstellung so aus:

1011 1010
A=(01 ] 0)undB=[(0 1 | 1
001 001
Auflerdem gilt A - B = B - A: Also besteht die Gruppe Sym (M) aus den Matrizen
10| n
A".B"=(0 1 | m
00]1

wobei n,m € Z, und es gilt Sym (M) ~ Z?2 (vergleiche mit Beispiel 1.3.14).

Es gibt aber auch kompliziertere Ornamente, die mehr Symmetrien aufweisen
als nur die Translationen: Abbildung 5 zeigt ein Ornament, das iiberdies noch
die Symmetrien eines Sechsecks hat.

1.4.1. Klassifikation der Ornamentgruppen. Man kann die Ornamentgrup-

pen der Ebene vollstandig klassifizieren: Bis auf Isomorphie gibt es genau 17,
und fiir jede dieser Gruppen kann man ein entsprechendes Ornament aus der
Kunstgeschichte finden. Den ersten Beweis dieser Klassifikation hat Fedorov
[3] gegeben.
Geometrisch kann man sich eine Ornamentgruppe so vorstellen, daf3 eine fixe
Gruppe von orthogonalen Abbildungen mit Translationen an die Punkte ei-
nes zweidimensionalen Gitters verschoben wird, siehe Abbildung 6: Aber das
miissen wir natiirlich préziser fassen.
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ABBILDUNG 5. Komplexes Ornament mit mehreren Symmetrien.

Links ist eine einzelne Kachel gezeigt: Sie ist rautenférmig mit Innenwinkeln
60° = 7t/3 und 120° = 27t/3. Thre Flache zerfillt in 12 rechtwinklige Dreiecke,
deren Katheten im Langenverhiltnis 2 : 1 zueinander stehen: Die 6 hellgrauen
Dreiecke ergeben sich durch Spiegelungen aus den 6 dunkelgrauen Dreiecken,

sodafl man ein Teilmotiv M fiir alle hellgrauen und dessen Spiegelung M fiir

alle dunkelgrauen Dreiecke der Kachel vorgeben kann.

Rechts ist ein Ausschnitt der Parkettierung dere Ebene mit diesen Kacheln
gezeigt: Man erkennt, dafS die Ebene dquivalent auch mit hexagonalen Kacheln
(angedeutet durch die strichlierten Linien) parkettiert werden kann, die
sichtlich unter 6 Drehungen und 6 Spiegelungen invariant ist: Ihre
Symmetriegruppe ist also die Dg.

ABBILDUNG 6. “Geometrie” einer Ornamentgruppe: Die Trans-
lationen erzeugen ein zweidimensionales Gitter, in den Punkten
dieses Gitters wirken isomorphe Kopien einer endlichen Gruppe
von orthogonalen Abbildungen.
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1.4.1.1. Isometrien der Ebene: Lineare Algebra. Gemaf3 (1.6) ist jede Isometrie
g der Ebene darstellbar als

g~ <’3 21’) . A€ 0, (R),veR?
wobei A eine orthogonale Matrix ist, also A - A" = Ej.
Daher gibt es entweder einen Winkel ¢, sodafs

A= (Sm‘l’ _COS‘P) mit detA = 1

cos¢p sing

und

A (sin ng — cos ngb)

~ \cosng sinng

A entspricht geometrisch einer Drehung um den Koordinatenursprung mit Dreh-
winkel ¢: Wir notieren das mit A = Dj.

Oder es gibt einen Winkel ¢, sodafs

A= (Si“‘l’ cos ¢ ) mit detA = —1

cos¢p —sing

gilt. Dann gilt fiir die Spiegelung Sy

1 0
=6 %)

A=Dy-So

» (10
A_<0 1).

A entspricht geometrisch einer Spiegelung um die Achse, die mit der x—Achse
den Winkel ¢ /2 einschlief8t (sieche Abbildung 7): Wir notieren das mit A = S¢/2-

Fiir Drehungen und Spiegelungen gilt also:
S'Y - S5 = Dz,(,),_(g). —p=2-(7y—9),9p=6 (110)

an der x—Achse

und

1.4.1.2. Isometrien der Ebene: Elementare Geometrie. Wir konnen die Isometri-
en der Ebene aber auch einfach geometrisch verstehen. Dazu halten wir zunéchst
fest:

LEMMA 1.4.4. Seien a,b,c € R? drei nicht kollineare Punkte der Ebene, die also
ein nicht—entartetes Dreieck A bilden. Sei f eine Isometrie der Ebene. Dann bilden die
Punkte f (a), f (b), f (c) € R? ein Dreieck A' = f (A), das zu A kongruent ist.

Sei umgekehrt ein Dreieck A' mit Eckpunkten a’,b',c’ € R? gegeben, das zu A kon-
gruent ist. Dann gibt es genau eine Isometrie g der Ebene, sodafi A = ¢ (A) (also

g(a)=a,gb)=bundg(c)="7).
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ABBILDUNG 7. Illustration: Spiegelung an x—Achse (also x — x,
y +— s(y) in der Graphik), gefolgt von Drehung um Winkel ¢
(also x — f (x), s (y) — f (y) in der Graphik), ergibt Spiegelung
an Achse (@ in der Graphik) mit Richtungsvektor
(cos ¢/2,sing@/2).

ABBILDUNG 8. Ein Punkt z der Ebene ist durch die Abstidnde zu
den Eckpunkten g, b, ¢ eines festen Dreiecks eindeutig bestimmt,
denn drei Kreise um g, b, c konnen hichstens einen Punkt gemein-
sam haben.

BEWEIS. Die erste Aussage ist klar: Da f eine Isometrie ist, ist [|[a — b|| = ||f (a) —

SO b =cll = 11f () = f(e) || und [le —all = [[f (¢) = £ (a) [|; und das be-

deutet ja, daf} die Dreiecke A und f (A) kongruent sind.
Fiir die zweite Aussage mufs man sich vergegenwartigen, daf3 ein beliebiger
Punkt z € R? durch die drei Abstinde

la =z, {|b—= =], [le =]

eindeutig festgelegt ist, denn drei Kreise in allgemeiner Lage konnen hochstens
einen Punkt gemeinsam haben, siehe Abbildung 8. ]
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ABBILDUNG 9. Die moglichen Bahnen von x unter (f), wenn
x, f (x) und f? (x) kollinear sind.

A.1: Spiegelung. A.2: Drehung um ¢ = 7.

=P F
S CRE

yzﬁfs(y) y:

B.1: Translation. B.2: Gleitspiegelung.

(v)
x f(x) £ (x) X

NN N\ R e
y f () y

PROPOSITION 1.4.5. Eine Isometrie der Ebene f # id € Iso (IRZ) ist eine der folgen-
den Abbildungen:

eine Translation mit Richtungsvektor t # 0,

eine Spiegelung an einer Geraden s,

eine Drehung um einen Winkel ¢ € (0,27) mit Drehzentrum m,

eine Gleitspiegelung (also eine Translation gefolgt von einer Spiegelung an
einer Geraden mit demselben Richtungsvektor).

BEWEIS. Sei x € R2. Wir untersuchen die Méglichkeiten, wie die Bahn von x
unter (f) C Iso (R?) aussehen kann, und betrachten dazu die Punkte

x, f(x), f*(x) € R%
Diese Punkte konnen kollinear sein (also auf einer gemeinsamen Geraden g lie-

gen): Sei fiir diesen Fall y ein Punkt auf der Streckensymmetrale s von x f (x),
der nicht auf g liegt. Es gibt dann zwei Fille:

Fall A: f? (x) = x. Das Dreieck (x, f (x),y) wird unter f auf ein kongruentes
Dreieck abgebildet (vergleiche Lemma 1.4.4), also ist entweder f (y) = y und f
ist die Spiegelung an s (siehe Abbildung 9, Bild A.1), oder f (y) ist der an g ge-
spiegelte Punkt und f ist eine Drehung um 7t = 180° mit Zentrum 1 (x + f (x))
(siehe Abbildung 9, Bild A.2).

Fall B: f? (x) # x. Analog zu Fall A gibt es wieder zwei Moglichkeiten, namlich
eine Translation um den Vektor v = (f (x) — x) oder eine Gleitspiegelung, ge-

nauer gesagt, die Translation um v, gefolgt von der Spiegelung an g (siehe Ab-
bildung 9, Bilder B.1 und B.2):
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ABBILDUNG 10. Die moglichen Bahnen von x unter (f), wenn
x, f (x) und f? (x) nicht kollinear sind: Dann miissen die Dreiecke

8= 8(x f{x), 2 (x) und f (A) = A (f (x), 2 (x), £ (x)) kon-

gruent sein.

Nun betrachten wir den Fall, daf (x, f (x), f? (x)) nicht kollinear sind, also ein
(nicht-entartetes) Dreieck bilden. Es gibt nur zwei Moglichkeiten fiir das Bild
dieses Dreiecks unter f; diese entsprechen einer Gleitspiegelung (siehe Abbil-
dung 10, Bild C.1) und einer Drehung, deren Zentrum der Schnittpunkt der

Streckensymmetralen von x f (x) und von f (x) f? (x) ist (sieche Abbildung 10,
Bild C.2). O

DEFINITION 1.4.6 (Punktgruppe). Sei I' C Iso (IR?) eine Ornamentgruppe, dann
wird ihr Orthogonalteil Or als Punktgruppe der Ornamentgruppe I' bezeichnet.

PROPOSITION 1.4.7. Sei I' C Iso (IR?) eine Ornamentgruppe, dann erscheint ihre
Punktgruppe Or als eine endliche Untergruppe von Iso (IR?), die einen Punkt der
Ebene fixiert; und Or kann nur entweder eine zyklische Gruppe Ci, Cy, C3,Cq, C
oder eine Diedergruppe D1, Dy, D3, Dy, Dg sein.

BEWEIS. Daf Or als Untergruppe in G “auftaucht”, folgt an sich “abstrakt” so-
fort daraus, dafs geméfs Lemma 1.3.10 G isomorph zum semidirekten Produkt

G~ TG X OG
ist, sodafl gemdfs Lemma A.3.32 (eine isomorphe Kopie von) Og eine Unter-

gruppe von G ist. Wir wollen uns das aber zusitzlich ganz konkret klarmachen:

Wenn die Punktgruppe Og keine echte Drehung (um einen Winkel ¢ € (0,27))
enthilt, dann kann offenbar nur entweder Og = {ng} ~ C; gelten oder (fiir
die Spiegelung S = Sy € Iso (R?)) Og = {ng, S} ~ D.
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Wenn hingegen eine echte Drehung in O¢ enthalten ist, dann muf3 ihre Ord-
nung endlich sein, weil eine Ornamentgruppe nur diskrete Orbits erzeugt. Sei
also A eine Drehung maximaler Ordnung m in Og: Dann gibt es also ein Ele-
ment ¢ = (A,v) € G (mit Drehzentrum® z = (A —E;) ' - v), und die von
g erzeugte Untergruppe (g) T G ist isomorph zur C,, und fixiert klarerweise
ihr Drehzentrum z, ebenso klar ist, da (A) alle Drehungen von O¢ enthalt?.
Wenn Og zusitzlich auch eine Spiegelung S enthilt, dann ist auch S’ = A - S in
Og (siehe (1.9)); und in G gibt es dementsprechend zwei Spiegelungen S, S’ mit
nicht—parallelen Achsen, die sich also in einem Punkt z schneiden: Diese beiden
Spiegelungen erzeugen aber die Diedergruppe (S, S’) ~ D, (denn S’ - S = A).
Tatsdchlich kann eine Drehung in einer Punktgruppe aber nur die Ordnung
1,2,3,4 oder 6 haben: Das nennt man auch die kristallographische Restriktion.
Denn aus det (A) = 1 folgt nach dem Satz von Cayley—Hamilton (Satz A.4.4 im
Anhang)

A? —trace (A)- A+ E; =0,
also

A+ A7 =trace (A) - E;.

Nun gilt ja fiir jede Translation v € T

A-UGTGundA_l-UETG,

somit ist also auch trace (A) - v € T fir alle v € Tg: Wir kénnen inbesondere
eine unteilbare Translation v wahlen und erhalten damit

trace (A) € Z.
Da aber A = D, fiir einen Winkel ¢, ist
trace (A) = 2cos ¢,
also |trace (A)| < 2und somit trace (A) € {—2,—1,0,1,2}: Fiir den Drehwinkel

2t Tt

¢ gibt es also nur die Moglichkeiten ¢ = 7, =5,3,0, und A hat dementspre-
chend Ordnung 2,3, 4, 6 oder 1. ]

Ein geometrischer Beweis fiir die Klassifikation der Ornamentgruppen des IR?
ist in [9] enthalten: Abbildung 11 zeigt eine schematische Darstellung der 17
Ornamentgruppen.

1.4.1.3. Ornamentgruppen im R": Kristallographischen Gruppen. Ornamentgrup-
pen kann man allgemeiner fiir R” definieren: Man spricht dann von kristallogra-
phischen Gruppen; ihre Klassifikation kann mit algebraischen Methoden erreicht
werden (die wir hier nur skizzenhaft andeuten): Nach einem Satz von Bieber-
bach gibt es in jeder Dimension n nur endlich viele solche Gruppen.
Wir wissen, dafs es fiir jede kristallographische Gruppe I' eine kurze exakte Se-
quenz von Gruppen

m =z~ &1 % or — [n) (1.11)

34— E; ist invertierbar, weil die Gleichung A - x = x nur die Nulldsung hat, wenn A eine
echte Drehung ist.

4Denn sonst enthielte Og eine Drehung mit Ordnung k und k { m: Dann wiére aber die
Ordnung m nicht maximal.
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ABBILDUNG 11. Schematische Darstellung der 17 Ornamentgruppen

> o o 36 36 36 g wp w
> o o 9 9% 90 _ s 3
> oo 35 36 36 € T
Pt 9 9 % o Ja 3
o ov gw pramn pé

90 38 9¢

el a0
o> o o
. 90 36 9§
AL TR LI T LS
p2 pma < o e ow
@ Fl
¢ 9 9¥ ceeeee mébm -0560.
9 98 9F o oW ow
90 9¢ 9¢ 939392 K 9
ptn [ N pdm
Pog p3im pem
Fefebe
Feeebe a6 1) B 0o 0 AB
ceeeee € a8 € WPTITw
e 98 g 33852g NTAN AN
" T 9¢ 56.35;5& @@g@
90 9@ 3¢ 22 T TAVAVAY
Wt B L A AWAR
% 9 9¥ - pamd

cm

gibt, die zerfillt: Es gibt eine Transversale, also einen injektiven Homomorphis-
mus ¢ : Or — I'sodaB ¢ o 1 = id. AuBerdem gilt>:

Or C Aut (Z") = GL, (Z) = {A € M,(Z) | det(A) = +1} .

Or bestimmt aber keine eindeutige Untergruppe in Aut (Z"): Denn der injek-
tive Homomorphismus ¢ : Z" — T ist keineswegs eindeutig (Abbildung 12
illustriert dies fiir n = 2); ein Element x € Or wirkt auf Z" vermoge

¢ lot(x)og.

Or bestimmt also eine Konjugationsklasse (von endlichen konjugierten Unter-
gruppen) in GL,, (Z).

PROPOSITION 1.4.8 (C. Jordan, 1880). Die Gruppe GL, (Z) hat nur endlich viele
Konjugationsklassen endlicher Untergruppen.

Diese Konjugationsklassen heifsen arithmetische Ornamentklassen: Wenn man al-
le arithmetischen Ornamentklassen bestimmt hat, dann muf§ man fiir jede von
ihnen eine Erweiterung der exakten Sequenz (1.11) finden (es gibt dafiir auch
immer nur endlich viele Moglichkeiten) und erhilt so alle Ornamentgruppen.

SEine invertierbare Matrix A mit ganzzahligen Eintragungen hat eine ganzzahlige Deter-
minante d € Z, also ist det (A~1) = 1/d: Wenn A~! auch ganzzahlig ist, muf det (A) = =+1
gelten.
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ABBILDUNG 12. Ein und dassselbe Gitter kann auf verschiedene
Weise als isomorphes Bild von Z? erzeugt werden.

=

1.4.1.4. Konjugationsklassen endlicher Untergruppen von GL; (Z). Als Beispiel
tiir den Satz von Jordan 1.4.8 bestimmen wir die Konjugationsklassen endlicher
Untergruppen von GL; (Z). Wir betrachten dazu die folgenden vier Elemente
in GL; (Z2):

10 0 1 0 1 0 1
e= (20 u=(% 1) v=(% ) we(% ) am

Es gilt V2 = —E, und die Ordungen von U, V und W sind 3, 4 und 6, wie man
leicht nachrechnet.

PROPOSITION 1.4.9. Es gibt fiir die Ebene R? genau 13 arithmetische Ornamentklas-
sen, also 13 endliche, nicht—konjugierte Untergruppen von GL, (Z), und zwar sind
dies die 5 zyklischen Gruppen

(E) ~ Cq, (—E) ~Cy, (U) ~C3, (V) ~Cq, (W) ~Cs

sowie die 8 Diedergruppen

(6 %)) =Dy, ((95)) ~Du.
((35),~E) =~ Dy, ((10),—E) ~ Dy,
((75) U) ~ D, (5 ') U)~Ds.
((95),V) =~ Dy, ((75) W) ~ De

]

mentation in mehrere Unterpunkte.

Sei A ein Element von GL; (Z) von endlicher Ordnung m > 1:

Aus A™ = E, folgt, daf$ die Eigenwerte von A m—te Einheitswurzeln sind:
Av=Av =0v=A"v=\N"0v = AN"=1

A ist diagonalisierbar: Denn angenommen nicht, dann hat A jedenfalls zwei

gleiche Eigenwerte. Sei v ein Eigenvektor von A fiir A, den wir zu einer Basis

{v, w} ergénzen: In bezug auf diese Basis hat A die Matrixdarstellung (} ¢) mit
a,b € Cund a # 0. Da das charakteristische Polynom von A nach Annahme

gleich (x — A)? ist, ist A = b. Es gilt (wie man leicht sieht)

n n L. an—1
(g i) :<Ao L a)f )#EzﬁirallenelN,

also hat A unendliche Ordnung, ein Widerspruch.
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Es gibt also doch eine Transformation T € GL; (C) mit

ToAa.T 1= ("0
0 u)°

Wenn A die Ordnung 2 hat (also A? = E), dann folgt

(T-a-m ) (Toa-T ) = (F %) =B,

also A2 = y> =1 == A,u = +1. Somit ist A also konjugiert zu einer der
folgenden vier Matrizen:

10 10 1 0 10
EZ(O 1)' _E:(O —1)' (0 —1)' (0 1)' (1.13)

Dabei hat E Ordnung 1, und die anderen Matrizen Ordnung 2. Die einzige Ma-
trix aus SL, (Z) der Ordnung 2 ist —E (denn aus A = T - (—E) - T! folgt
natiirlich schon A = —E).

Wenn A Ordnung m > 3 hat, dann gilt A € SL; (Z): Denn 1 und —1 sind die
einzigen reellen Einheitswurzeln, und A kann nicht nur Eigenwerte +1 haben
(sonst wire A% = E), als muf8 (mindestens) einer der Eigenwerte A,y von A
nicht reell sein; 0.B.d.A. sei dies A. Aber das charakteristische Polynom hat ja
ganzzahlige (also reelle) Koeffizienten, daher mufs die zweite Nullstelle die kon-
jugiert komplexe Zahl u = A sein, und det(A) = A-A = |A| = 1. Anders
formuliert: Wenn A ¢ SL; (Z), dann ist die Ordnung von A gleich 2.

Fir alle A € GL, (Z) gilt ord (A) € {1,2,3,4,6} (vergleiche dazu die kristal-
lographische Restriktion im Beweis von Proposition 1.4.7): Denn fiir m > 3 ist
A €SLy(Z),und

— i i 27T
trace (A) = A+ A = e + e = 2cos (;)

muf natiirlich ganzzahlig sein, mit |trace (A)| < 2: Aus2cos X €= {-2,-1,0,1,2}
folgtm = 2,3,4,6,1;und diese Fille treten auch alle auf (die Matrizen aus (1.13)
haben Ordnung m = 1 und m = 2, und die Matrizen U, V, W aus (1.12) haben
Ordnungen 3, 4, 6).

Sei G im folgenden eine endliche Untergruppe von GL;, (Z). G’ :== GNSL; (Z)

ist dann eine normale Untergruppe in G (Index (G : G’) < 2: Denn wenn es zwei
verschiedene Elemente X,Y in G \ SL; (Z) gibt, dann ist det (X -Y) = 1 und
somit X-Y € G’ <= X G’ =Y -G Es gibt also genau 2 Nebenklassen von
G') und eine Untergruppe in SL, (Z): Wir untersuchen also einmal die endlichen
Untergruppen von SL, (Z) genauer.

Wir beginnen mit der einfachen Beobachtung, daf fiir jede Primzahl p € IP die
Abbildung 7, SLy (Z) — SL; (F))

(2 5) o (2 (modp) b mod )

ein Homomorphismus ist.
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e Die Abbildung 7m3: SL; (Z) — SL; (IF3), eingeschréankt auf die endliche Unter-

gruppe G C SL; (Z)
73 G — SLZ (]F3) ,
ist ein Monomorphismus (also injektiv). Nehmen wir (indirekt) an, es sei A # E
in ker 77; d.h.,, A = E (mod 3). Da G endlich ist, ist insbesondere ord (A) < co.
Da —E = ( _01 _01 ) die einzige Matrix der Ordnung 2 in SL, (Z) ist und —E # E
(mod 3), muf8 ord (A) > 3 gelten, daher sind die Eigenwerte nicht reell und
somit konjugiert komplexe Einheitswurzeln A # A. Aus A = E (mod 3) folgt
klarerweise trace (A) = 2 (mod 3), und weil |trace (A)| = |[A+A| < [A|+
]X’ =2 (und A # E), muf3 gelten
trace (A) = —1.

Das heifit, A = (2 _f ) mithb = ¢ = 0 (mod 3), also 9 | b-c. Wenn wir

c

detA = —a(1+a) —b-c =1modulo 9 betrachten, erhalten wir die Gleichung
*+a+1=0 (mod?9),

und eine direkte Uberpriifung zeigt, da8 es dafiir keine Losung gibt. Anders
formuliert: Jede endliche Untergruppe von SL; (Z) ist isomorph zu einer Unter-
gruppe von SL; (IF3).

e SL; (IF3) enthdlt auch nur ein einziges Element der Ordnung 2, namlich a := —E
(mod 3): Denn fiir X = (5) folgt aus

2 [ a*+bc b-(a+d)\ _
X" = (c-(u+d) b-c+d2> =E

a = —doder b = ¢ = 0: Im ersten Fall wire b-c+d?> = 1 = —detX und
X & SL; (Z), im zweiten Fall muflite a = +1,d = +1 gelten und wegen det X =
a-d=1aucha=d;ausord (X) =2folgta =d = —1.

e Die von den Matrizen P = ( % }) und Q = (=1 ') erzeugte Untergruppe
ist die Quaternionengruppe Qg: Denn einfaches Nachrechnen zeigt, das P und
Q beide Ordnung 4 haben und da P2 = Q*> = (! ) sowie Q-P- Q7! =
Pl < P2.Q-P=P-Q=—-Q-Pgilt.

e Seip € P, dann gilt

ord (GLa (F,)) = (1~ p) - (1*~1),
ord (L (F,)) = p- (2 ~1).
Denn zunéchst ist klar, dafd die Determinante ein Gruppenhomomorphismus
GL, (F,) — F}
mit Kern SL, (le) ist: Also gilt
ord (GL; (Fp)) = (p—1) - ord (SL, (Fp)) .

Die Ordnung von GL, (]Fp) erhalten wir durch einfache Abzdhlung: Fiir A €
GL; (F,) kann die erste Spalte ein beliebiger Vektor aus IF% \ {0} sein —das er-
gibt (p? — 1) verschiedene Moglichkeiten —, und die zweiter Spalte kann dann
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ein beliebiger Vektor sein, der kein Vielfaches der ersten Spalte ist — das ergibt
(p* — p) verschiedene Moglichkeiten.

Insbesondere gilt ord (SL; (F3)) = 3 (32 — 1) = 24, also
ord (G') | 24
nach dem Satz von Lagrange (Satz A.3.12).

SL, (IF3) enthilt vier konjugierte zyklische Gruppen der Ordnung 6: Betrachte
dazu

-1 -1
Y = ( 0 _1) e SL, (IF3)
Durch einfaches Nachrechnen erhilt man die Potenzen Y3, ..., Y
-1 -1 1 -1 -1 0 11 -1 1 10
o -1)’\0 1)’\0 -1)’\0 1)’\0 -—-1)’\0 1/°

Es ist also ord (Y) = 6, und jede Potenz von Y hat obere Dreiecksform. Sei
n € SL; (IF3) eine beliebiges Element aus dem Normalisator von H = (Y) ~ Cs,

n:<x y) — n‘1:<w —y>'
z w —Z X

_ X-z4Yy-z—w-x —x?2
n-Y-n1:< yzz —Xx-z+Yy-z— )’
. y-z w.x

6

Dann ist

und es folgt z = 0; damit folgt aber aus detn = x-w = 1l auchx = w = £1,
und y kann beliebig gewahlt werden: Das heifst aber, der Normalisator ist genau
die von Y erzeugte Untergruppe H = (Y,

NSLz(]F3) (H) = H

Die Anzahl der konjugierten Untergruppe zu H in SL; (IF3) ist gleich dem Index
des Normalisators (siehe Proposition A.3.15): (SLZ (IF3) : Nsr, (Fs) (H)) = 4.

Es gibt also vier zu H konjugierte zyklische Untergruppen H;, Hy, H3, Hy; jede
davon enthélt das eindeutige Element « = —E der Ordnung 2 aus SL; (IF3) sowie
eine einzige (zyklische) Untergruppe der Ordnung 3, also ’Hi N Hj} = 2 fur
i # j. Diese vier Untergruppen enthalten:

e 8 Elemente der Ordnung 6 (zwei Erzeuger pro Cs),
e 8 Elemente der Ordnung 3 (zwei Erzeuger pro C3),
e 1 Element (das einzige) der Ordnung 2,

e das neutrale Element.

In SL3 (IF3) gibt es also “auflerhalb” dieser vier Untergruppen nur mehr 6 andre
Elemente, und das sind die 6 Elemente in der Quaternionen—-Untergruppe, die
nicht Ordnung 1 oder 2 haben — diese haben dann alle Ordnung 4.

Es gibt keine Untergruppe H C SL; (F3) der Ordnung 12: Denn angenommen,
es gdbe ein solches H. Da in jeder Gruppe gerader Ordnung die Anzahl der
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Elemente der Ordnung 2 ungerade ist®, miiflte H das Element « = —E enthal-
ten. Da (SL, (IF3) : H) = 2, miite H auch alle Quadrate aus SL; (IF3) enthalten’:

Jedes Element A der Ordnung 3 ist ein Quadrat, denn A = A3. A = (AZ)Z,
daher miifite H alle 8 Elemente der Ordnung 3 enthalten, und da die Elemente
der Ordnung 3 zusammen mit « die 4 zyklischen Untergruppen der Ordnung
6 erzeugen, miifiten auch die 8 Elemente der Ordnung 6 in H liegen — zusam-
men mit dem neutralen Element hiatte H also mindestens 18 Elemente; das ist
nattirlich zuviel.

Jede Untergruppe H C SL; (F3) der Ordnung 8 mufl « = —E und das neutrale
Element enthalten; die restlichen 6 Element miissen die 6 Elemente der Ord-
nung 4 aus der Quaternionen-Untergruppe sein (denn es gibt ja kein Element
der Ordnung 8).

Jede Untergruppe H C SL; (FF3) der Ordnung 6 mufl « = —E und ein Element
¢ der Ordnung 3 enthalten: (g, «) ist aber bereits eine der 4 zyklischen Unter-

gruppen.
Jede Untergruppe H C SL, (IF3) der Ordnung 4 kann nicht die Kleinsche Vierer-
gruppe Zo x Z; sein, denn diese enthilt zwei verschiedene Elemente der Ord-
nung 2.

Insgesamt haben wir damit also gezeigt: SL, (IF3) enthalt

e keine Untergruppe der Ordnung 12,

e eine eindeutige Untergruppe der Ordnung 8,

e keine nicht-abelsche Untergruppe der Ordnung 6 (also nicht die Ds),

e zyklische Untergruppen der Ordnung 3, 4 und 6,

o keine Untergruppe, die isomorph zur Kleinschen Vierergruppe Zp x Z,
ist,

e eine eindeutige Untergruppe der Ordnung 2.

G' = GNSL, (Z) kénnte zunéchst also auch isomorph zur Quaternionengrup-
pe Qg sein. Die Betrachtung modulo 2 wiirde dann einen Gruppenhomomor-
phismus liefern:

/
¢: G — SL, (]Fz) , d.h. G'/ ker ¢ T SL, (]Fz) - |k|eGI'(|P| | |SL2 (]F2)| .
Da |Qs| = 8 und [SL; (FF2)| = 6, mufBl |ker¢| € {4,8} gelten und daher eines
der 6 Elemente der Ordnung 4 im Kern von ¢ liegen: Sei A solch ein Element.
Die Eigenwerte von A sind dann +1, und daher ist trace (A) = 0, also

A= (i _ba> fiira,b,c € Z;a ungerade und b, ¢ gerade.

Da A € ker¢, gilt4 | b - c, und det A = 1 bedeutet

—a>—b-c=1 = a*=—-1 (mod 4),

®Denn sei G eine Gruppe gerader Ordnung, dann ist M = {g € G: g~ # ¢} eine Menge
gerader Kardinalitdt, und G\ (M U {ng}) ist eine Menge ungerader Kardinalitét.

"Denn H <SL, (F3) und ¢: SL; (FF3) — SL, (IF3) /H ~ Z; ist ein Homomorphismus, also
9(8%) =9 (@) +¢(3) =0€Zound g € kergp = H.
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und diese Kongruenzengleichung hat keine Losung. Aus demselben Grund
kann G’ auch nicht isomorph zu ganz SL, (IF3) sein (sonst gibe es ja eine Unter-
gruppe, die isomorph zu Qg wiére).

Jede endliche Untergruppe G’ C SL, (Z) ist also zyklisch mit Ordnung 1,2, 3, 4
oder 6 und ist in GL; (Z) zu einer der 5 zyklischen Gruppen (E), (—E), (U),
(V) oder (W) konjugiert.

Die endlichen Untergruppen G C GL; (Z), die nicht Untergruppen von SL; (Z)
sind, sind die Diedergruppen D1, D,, D3, D4 oder Dg. Denn G’ = GNSL, (Z) C
SL, (Z) ist dann eine der Gruppen C;,Cy,Cs, Cq oder Cg. Falls G # G/, ist
(G:G') = 2 und damit® G’ <« G. Sei dann x € G\ G/, dann ist detx = —1
und daher ordg (x) = 2. Die Nebenklasse x - G’ fiir x ¢ G’ enthilt dann nur
Matrizen mit Determinante —1, und diese haben alle Ordnung 2: Sei also y ein

Erzeuger der zyklischen Gruppe G, dann ist auch (x - y)? = 1, also
X - y . x_l e y_l
und G ist isomorph zu einer Diedergruppe. O

BEMERKUNG 1.4.10. Die Quaternionengruppe Qg hat ihren Namen von der Tatsache,
daf sie auf der Teilmenge {+1, +i, £], £k} der Quaternionenalgebra H = R1 & Ri &
Rj @ Rk realisiert wird, wo bekanntlich die Multiplikation durch

P=—-1=72ij=k=—j-i

gegeben ist: Dann ist auch k> = i-j-i-j = —i>-j* = =1, und i,—i,j, —j, k, —k
haben alle Ordnung 4.
Wir haben gesehen, daf$ man die Gruppe Qg nicht als Untergruppe von GL, (Z.) reali-

sieren kann; man kann sie aber sehr wohl als Untergruppe von GL; (C) realisieren:
i=(20), 7= (50) k=(79%)

Sei also G eine der 13 arithmetischen Ornamentklassen: Die Ornamentgruppen
I' entstehen daraus durch Erweiterungen der kurzen exakten Sequenz

{n} -2 5T -G — {n}.
Fiir alle Fille aufler G = D1, D>, D4 gibt es nur eine einzige Erweiterung, fiir D;
und D, gibt es jeweils genau 2, und fiir D, genau 3 Erweiterungen: Das sind
insgesamt also 10 + 2 + 3 4+ 2 = 17 Gruppen.
Bisher wurden alle kristallographischen Gruppen in den Dimensionen1 < n <

6 klassifiziert: Die folgende Tabelle gibt ihre Anzahl s, wieder, wobei a,, die
Anzahl der arithmetischen Ornamentklassen bezeichnet.

an Sn Jahr
2 2 1891
13 17 1891

73 219 1885
710 4783 1978
6079 | 222018 | 2000
85311 | 28927922 | 2000

N O WM~

8Kann man auch so sehen: det: G — {1, -1} ~ Z, ist ein Homomorphismus mit Kern G’.



KAPITEL 2
Polynomringe und Grobnerbasen

2.1. Polynomringe: Teilbarkeit, Nullstellen

Sei im folgenden K ein Koérper. Wir wissen: Der Polynomring K [x] ist

e ein euklidischer Ring (mit euklidischer Norm N ~ deg, siehe dazu Lem-

ma A.3.75),
e also ein Hauptidealbereich (siehe Satz A.3.56),

e also ein faktorieller Ring' (siehe Satz A.3.53);

seine Einheitengruppe K [x]|* ist K* (siehe Proposition A.3.73): Jedes ¢ € K*
teilt jedes p € K [x]. Wenn wir in K [x] die Aquivalenzrelation?

p~q:<= esgibteinc € K*sodaB p(x) =c-q(x)
betrachten, dann enthilt jede Aquivalenzklasse genau ein monisches Polynom
(i.e., mit flihrendem Koeffizienten 1), das wir als “kanonischen Reprasentanten”

ansehen konnen: Eingeschrankt auf monische Polynome induziert Teilbarkeit
dann eine Halbordnung, denn in K [x] gilt ja allgemein

plgqundq|p = q=c-pfireinc € K*,
also Antisymmetrie auf monischen Polynomen, und Reflexivitit (p | p) und
Transitivitit (p | gundq | ¥ = p | r) gilt ja sowieso. Diese Halbordnung

ist “kompatibel” mit der euklidischen Norm, die durch die Gradfunktion deg
gegeben ist, in folgendem Sinn:

plq = degp < degg.

DEFINITION 2.1.1 (Grofiter gemeinsamer Teiler). Seien pq,...,pn € K|x]. Ein
gemeinsamer Teiler von py, ..., py ist ein Polynom d, das alle diese p; teilt: d | p;
fiir 1 <i < n. Sei d ein gemeinsamer Teiler, dann gilt p; € ((d)) fiir 1 < i < n, also
(p1,---,pn) € ((4)). Da K [x] ein Hauptidealbereich ist, ist aber (p1,...,Pn)) =
((s)), und fiir dieses s gilt also:

(s | pifiir1 <i <) und (d| pifirl <i<n — d|s).

Dieses Polynom s heifst dann ein grofiter gemeinsamer Teiler von py, ..., py. Seic
der fiihrende Koeffizient von s, dann ist § := ¢~ - s monisch und es gilt ((s)) = ((3)):
Damit wird die Sache eindeutig, und wir kénnen von dem grifiten gemeinsamen Teiler
sprechen:

geT (p1,...,pn) = 5.
Wenn ggT (p1, p2) = 1 gilt, dann nennen wir p; und p; teilerfremd.

1Englisc:h: Unigque Factorization Domain.
“Diese Relation ist offensichtlich reflexiv, symmetrisch und transitiv.

33



34 2. GLEICHUNGEN

Genau wie im Ring Z kann man den ggT (p, q) mit dem Euklidischen Algorith-
mus konstruieren:
if degp < deggq then
p <> q /* Vertausche p und g */
end if
/* Ab hier gilt also: degp > degq */
while g # 0 do
p=d-q+r/* Polynomdivision mit Rest */
p4q
g<r
end while
return p

BEISPIEL 2.1.2. Betrachte x° + x + 1 und x* + x3 + x + 1 in F, [x]. Dann liefert der
Euklidische Algorithmus:

xP4x+1 :(x4+x3+x+1)~(x+1) +x3 a2
A atl =(B+x24x) x4 22 x+1
X+x24x :(x2+x+1)-x+0,

alsoggT (X +x+1Lx*+x3+x+1) =x>+x+1€F,[x].

DEFINITION 2.1.3. Sei R ein Ring, sei ¢ € R[x|. Ein « € R mit der Eigenschaft
g («) = 0 heifst Nullstelle des Polynoms q. Die Menge aller Nullstellen (Nullstellen-
menge; oder auch “Verschwindungsmenge”) eines Polynoms q bezeichnen wir mit

V(q).

LEMMA 2.1.4. Sei R ein unitdrer Ring (also ein Ring mit Einselement 1), sei q €
R[x] und sei « € R eine Nullstelle von q. Dann gilt (x —a) | q, d.h., es gibt ein
gt € K[x] mit q(x) = (x —a) g* (x), wobei deg q* < degq — 1: Wir schreiben fiir
dieses q* naheliegenderweise g/ (x — a).

BEWEIS. Division mit Rest ergibt

q(x) =(1-x—a)-s(x)+r(x),
wobei degr < 1, also r = ¢ € K konstant. Nun wende ev, (siehe Definiti-
on A.3.70) auf diese Gleichung an; es folgt g(«) = 0 = 0+ 7 und ¢* (x) =
s (x). O

Wie in jedem Ring (siehe Definition A.3.46), heifit ein Polynom f € K [x] irredu-
zibel, wenn fiir jede Zerlegung f = g - h (mindestens) einer der Faktoren g oder
h in der Einheitengruppe K [x]” liegt. Wir listen einige wohlbekannte Tatsachen
auf:

PROPOSITION 2.1.5. Sei f € K [x]. Dann gilt:

e Das Hauptideal ((f)) ist maximal <= f ist irreduzibel <= Der Quoti-
entenring K [x] / ((f)) ist ein Korper.

o f € K[x]" < degf = 0: Wenn f nicht irreduzibel ist, dann gibt es also
eine Zerlequng f = g -hmit 0 < degg,degh < deg f.

e degf =1 = f irreduzibel.
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o firreduzibel und degf >1 = V (f) = Q.
o Wenn deg f € {2,3}, dann ist f irreduzibel <= V (f) = @.

Ohne Beweis. O]

DEFINITION 2.1.6. Der Ring K [x] der Polynome mit Koeffizienten in K hat zugleich
auch die Struktur eines Vektorraums iiber IK: Auf diesem Vektorraum ist die formale
Ableitung definiert als der lineare Operator D, der auf der Standardbasis

{x":neNp} = {1,x,x2,...}
so gegeben ist:

D1=0und Dx":= (1+1+---+1)-x""!fiirn € N.

n

LEMMA 2.1.7. Sei K ein Korper, seien q1,q2 € K [x]. Dann gilt die Produktregel fiir
die formale Ableitung:

D(q1-42) = (Dq1) - g2 +4q1- (Dg2) - 21)
BEWEIS. Dafs die Produktregel fiir zwei Elemente der Standardbasis q; = x™,
q2 = x" giiltig ist, ergibt sich sofort aus der Definition der formalen Ableitung.

Fiir allgemeine Polynome g1 = Y/, A;x' und g, = Lo ujx/ folgt die Behaup-
tung durch Koeffizientenvergleich: Denn dann ist definitionsgemaf3

m . n .
Dgy=Yi-A-x'undDgp=Y j-p;-o,
i=0 =0

und fiir alle n € IN ist der Koeffizient [[x”_l]] von x"~1 auf der linken Seite von
(2.1) gegeben als
n- Z )\i *Hn—is
i

und auf der rechten Seite von (2.1) gegeben als
Zi A i+ Z] ’ )\n—]’ " Hj-
i j

Diese Ausdriicke sind identisch (Indextransformation j — (n — j) in der letzten
Summe). (]

DEFINITION 2.1.8. Sei R ein unitirer Ring, sei q € R [x] mit Nullstelle x € R. Wenn
a auch eine Nullstelle von q/ (x — w) ist, dann heifit « eine mehrfache Nullstelle von

q.

Nach Lemma 2.1.4 folgt dann (x — x)* | q (x): Die grofte Zahl n € IN, fiir die
(x —a)" | g (x), heifit Vielfachheit der Nullstelle a von q: Wir schreiben n = ||oc||q.
Natiirlich gilt dann ||[X||q < degy.

LEMMA 2.1.9. Sei R ein Integritdtsbereich, und sei g € R{[x|. Dann besitzt q
hochstens deg q Nullstellen (gezithlt mit ihrer Vielfachheit).
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BEWEIS. Seien a1, ay, ... die verschiedenen Nullstellen von 4. Dann folgt aus
0=4q(az) = (a2 =) ls 4" (a2)
—_———
£0

zunidchst g* (ap) = 0 (weil R nullteilerfrei ist), also nach Lemma 2.1.4 g* (x) =
(x —ap) ol 7" (x), u.s.f: Man erhélt also

q (X) = q[*} . H (x _ “l,)H“in mitV (q[*}) — @/

i
und natiirlich gilt dann Y [|a;[[, < degyg. O

DEFINITION 2.1.10. Ein Polynom p € K [x] heifit separabel, wenn es quadratfrei
ist, also wenn

7 lp = qeK.
Ein separables Polynom hat also insbesondere keine mehrfachen Nullstellen.
LEMMA 2.1.11. Seien p,q € K [x|. Dann gilt:

7 |p = q|Dp.
Insbesondere gilt also:

geT (p,Dp) =1 = pist separabel.

BEWEIS. Aus p = g2 - r folgt gemif der Produktregel
Dp:Z-q-r~Dq—|—q2-Dr:q- (2-r-Dg+4q-Dr),

und die Behauptung folgt. O

LEMMA 2.1.12. Sei K ein Korper, sei ¢ € K [x]| mit Nullstelle « € K. a ist genau

dann eine mehrfache Nullstelle von q, wenn « auch eine Nullstelle von D q ist.

BEWEIS. Wir betrachten (Dg) («). Nach Lemma 2.1.4 gibt es ein g* € K|x],
sodal § = (x —«) - g*, und nach Lemma 2.1.7 gilt

(Dg) (x) = (D(x —a)) -q" (x) + (x —a) - (Dg") (x) -
1

Wenn wir hier x = « setzen, ergibt sich
(D) (&) = 4" («),
woraus die Behauptung folgt. O

BEMERKUNG 2.1.13. Uber endlichen Korpern gibt es nicht—konstante Polynome, de-
ren Ableitung verschwindet. Z.B. gilt fiir p € IP in [F, [x]

Dx"’:p-x”_1 =0.
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2.2. Polynome in mehreren Variablen

Sei K ein Korper, dann ist K [x] ein Hauptidealbereich. Wir kénnen nun Poly-
nome in der Variablen y betrachten, mit Koeffizienten in K [x]:

Klx,y] = (Kx]) [y],
und K [x, y] ist jedenfalls wieder ein Ring, dessen Elemente formale endliche
Summen der Gestalt o
Z Cl,] . xl . y]

>0
sind. Das kann man iterieren und kommt so zu
K[x,y,z] == (K[x,y]) [z],

oder allgemeiner zu K [x1, x2, . .., x,], dem Ring der Polynome in n Variablen.
Seine Elemente sind endliche formale Summen der Gestalt

.. . i . i s ydn
Z 011/12/---/1}1 xl x2 x?’l 4
i1,.00in ) ENA -
(i ") 0 Koeffizient Monom

und wie bei “normalen” Polynomen (siehe Definition A.3.70) haben wir Terme,
Koeffizienten und Monome, und wir schreiben wieder

il.iz...in — . .
[[xl X5 xn]] = Ciy,in,...,in*

Es ist klar: Das Monom x? : xéz ...l ist eindeutig durch das n-Tupel v :=
(i1,12,...,in) € INj bestimmt, und wir schreiben abkiirzend auch

v'_ i]‘. iz... in
x7 =X xg Xy

2.2.1. Polynomiale Gleichungssysteme. Systeme von Polynomgleichungen

fi(xy, oo, x0) =0,..., fm (x1,...,%2) =0 (2.2)

in mehreren Variablen (also f; € K|[xy,...,xy]) treten in vielen Anwendungs-
bereichen in ganz natiirlicher Weise auf, und Methoden der algebraischen Geo-
metrie und der Computeralgebra werden verwendet, um diese Gleichungen zu
16sen oder zu vereinfachen.

Wir wollen hier nur ein ganz einfaches illustrierendes Beispiel geben (siehe
Abbildung 1): Gegeben sei ein Roboterarm, der aus zwei starren Stangen der
Lange 2 und 1 besteht, die durch ein Drehgelenk verbunden und im Koordi-
natenursprung (0,0) drehbar befestigt sind, sodaf sich der Arm in der Ebene
R? bewegen kann. Bezeichnen wir die Koordinaten des Gelenks, das die Stan-
gen verbindet, mit (x,y), und die Koordinaten des “freien Endpunkts” dieses
Gestdnges mit (z, w), so ist der Zustand des Armes vollstindig durch die Koor-
dinaten (x,y,z,w) € R* beschrieben. Klarerweise konnen nur bestimmte Qua-
drupel (x,y,z,w) € R* als Zustand auftreten:

x2+y2—4:0,
(x—2%+(y—w)?-1=0.
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ABBILDUNG 1. Illustration: “Roboterarm” mit zwei Gelenken.

Wenn wir jetzt einen Punkt (z,w) in der Ebene vorgeben und wissen wol-
len, ob und wie der Roboterarm ihn erreichen kann, so miissen wir die re-
ellen Losungen dieses Gleichungssystems in x und y bestimmen. In diesem
tiberaus einfachen Fall ist die Sache geometrisch natiirlich durchsichtig: Sei
r = Vz2+w? der Abstand des vorgegebenen Punktes vom Koordinatenur-
sprung, dann gibt es

e iiberhaupt keine Moglichkeit, den Punkt zu erreichen, wenn r < 1 oder
r > 3ist,

e genau eine Moglichkeit, wenn r = 1 oder r = 3 ist,

e und genau zwei Moglichkeiten, wenn 1 < r < 3 ist.

Aber es ist klar, daf$ bei komplexeren Fragestellungen die Sache rasch undurch-
sichtig werden kann.

DEFINITION 2.2.1. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und I T R[xq,..., Xn].
Die Nullstellenmenge oder Verschwindungsmenge V' (I) von I ist die Menge aller

Punkte ¢ = (G1,...,8n) € R™, fiir die
f (&) =0fiiralle f € 1,
also

V(I):={¢=(1,...,8n) €R": f(C)=0fiiralle f € I}.

PROPOSITION 2.2.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und I C R [xq, ..., Xp]
ein endlich erzeugtes Ideal, also

I=(f1,..., fm)) mit f € R[x1,...,xy] fiiri € [m].
Dann ist die Losungsmenge L des Systems von Polynomgleichungen
fi(x1,.,x0) =0,..., fm (x1,...,%2) =0,

also

L={¢=(&,...,&n) €ER": £;(&) = fiirallei € [m]},
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identisch mit der Verschwindungsmenge V (I).
BEWEIS. Sei¢ € Lund f € I: Dann ist f eine “Polynomialkombination”

f=a1-fi+-+am- fm,
also ein Analogon zu einer “Linearkombination” (wie in der Linearen Alge-
bra), wobei die Koeffizienten a; aber keine Skalare sind, sondern selbst wieder
Polynome, und klarerweise ist dann also § € V (I): Alsoist L C V (I).
Umgekehrt gilt fiir jedes € V (I) insbesondere f; () = 0 fur allei € [m] (daja
fieI):Alsoist V (I) C L. O

Mit dieser einfachen Beobachtung konnen wir die Umformung eines gegebe-
nen Gleichungssystems

fi(xy,.co,x0) =0,..., fu (x1,...,%2) =0
in ein dquivalentes Gleichungssystem (also eines mit derselben Losungsmenge)

91 (%1, ,x0) =0,...,8k(x1,...,x,) =0

(solche Umformungen kennen wir aus der Linearen Algebra, z.B. Gaufi—Elimi-
nation) abstrakt so beschreiben: Wir suchen ein alternatives Erzeugendensystem

Q1,---, 8k, sodaB gilt
((fl’ ce ’fm)) = ((gll e /gk))'

2.3. Ideale in Polynomringen in mehreren Variablen

Polynomringe K [x1, x2,...,xy,] sind fiir n > 1 keine euklidischen Ringe und
keine Hauptidealbereiche, d.h.: Ein Ideal I T K [xq, X, ..., X,] ist zwar immer
endlich erzeugt (nach Hilberts Basissatz, den wir hier als Korollar 2.7.12 beweisen
werden), also I = ((f1,..., fm)), aber es ist nicht jedes Ideal ein Hauptideal, also
i.a. nicht I = ((f)). Und diese Tatsache hat folgende Konsequenzen:

e Esisti.a. gar nicht so leicht festzustellen, ob zwei Ideale I, I, identisch
sind: Denn auch wenn I1 = ((f1,...,fm)) und I1 = ((g1,...,9n)) bei-
de endlich erzeugt sind, sind die Erzeugendensysteme (“Ideal-Basen”)
{fi,--., fm} bzw. {g1,...,gn} keineswegs eindeutig, und es kann recht
kompliziert werden, die Gleichheit (oder Ungleichheit) der Ideale nach-
zuweisen: Dazu muf8jedes f; € (1, ..., gn)) sein, und umgekehrt auch
jedes gj € ((f1,---, fm))-

e Im Zusammenhang damit steht die Frage, alle gemeinsamen Nullstellen
von Polynomen fi, ..., fiy zu finden: Wenn ((f1, ..., fu)) = (g1,---,8n)),
konnen wir stattdessen die gemeinsamen Nullstellen der Polynome
Q1,--.,8n bestimmen (was wir natiirlich nur dann versuchen werden,
wenn das System g1 = 0,...,g, = 0 “einfacher” zu behandeln ist als
das urspriingliche System f; =0, ..., f;; = 0).

Wir brauchten also vor allem eine Methode um festzustellen, ob ein Polynom f
in einem Ideal I = ((f1,..., fm)) enthalten ist: In einem euklidischen Polynom-
ring wére I = ((g)) ein Hauptideal, und die Frage “f € ((9))?” 148t sich durch
Division mit Rest ganz leicht beantworten: Sei f = g - g 4 r (Division mit Rest),
dann ist

fe(g) < r=o.
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Wir brauchen also einen “Ersatz” fiir Division mit Rest: Die funktioniert ja
(sehr salopp gesprochen) so, daff vom Dividenden Schritt fiir Schritt der Term
hochsten Grades entfernt wird, bis der Grad des Divisors hoher ist als der
des Dividenden. Ein erstes Problem bei Polynomen in mehreren Variablen ist
aber, daf} gar nicht klar ist, welches der “Term hochsten Grades” ist; z.B. bei
f=x3+xy*+xyz € K[x,y,z|.

2.4. Monomordnungen

Bei Polynomen in einer Variablen ist es naheliegend, die Monome x’ entweder
“in i aufsteigend” oder “in i absteigend” anzuordnen, also
p=co+cy-x—+---+cy-x"
oder
p=cp-x"+cp_1- X" dop x4 ¢

. . i ' :
zu schreiben. Die Monome x7' - x5 - - - x;/ werden hingegen durch n-Tupel aus

INy bestimmt, fiir die es keine solche “offensichtliche kanonische Ordnung”
gibt: Es gibt mehrere Moglichkeiten, INj zu ordnen.

DEFINITION 2.4.1 (Gesamtgrad). Auf INjj konnen wir die Einschrinkung der 1
Norm auf R" betrachten:

Il : INg = No; || (i1, ..., 0n) |1 =11+ - +in.

Fiir v = (iy,...,in) betrachten wir das Monom x° und nennen ||v|| dann den Ge-
samtgrad des Monoms x°.

DEFINITION 2.4.2 (Termordnung oder Monomordnung). (INg)" ist eine Halb-
gruppe beziiglich der komponentenweisen Addition, mit Nullelement 0 = (0,0,...,0).
Eine partielle Ordnung = auf INj heifit Termordnung oder Monomordnung, falls
gilt:

o < ist eine Totalordnung (siehe Definition A.1.2),
e 0 <X vfiirallev € INj,
¢ U] 20Uy = 01 +0 X0y +0fiirallev € INj.

2.4.1. Verschiedene Monomordnungen. Es gibt mehrere Monomordnun-
gen:

DEFINITION 2.4.3 (Monomordnungen). Die lexikographische Ordnung auf INjj
ist wie folgt definiert:

(Lll, - ,an) ~<lex (bl, .. .,bn) < a1 = bl/ e, A1 = bk_l;ak < bk
fiir ein k € [n].
Die umgekehrt lexikographische Ordnung auf INj ist wie folgt definiert:
(Lll, .. .,an) <ulex (bl, .. .,bn) = a, =by,... s k41 = bk+1;ak < by
fiir ein k € [n].
Die graduierte lexikographische Ordnung auf INjj ist wie folgt definiert:
a <grlex b= ||aH < HbH oder (HaH = HbH und a <lex b) :
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Die graduierte umgekehrt lexikographische Ordnung auf INg ist wie folgt defi-
niert:
a <grulex b= HaH < HbH oder (HaH = HbH und a <ulex b) :

BEISPIEL 2.4.4. In K [x1, X3, X3 haben wir
a = (0,4,0): x* =}
B=(1,1,2): xP = xyxpx3
v=(1,2,1): x7 = x1x3x3
6=(3,00): ¥ =x3

Dann gilt & <lex ﬁ <lex ¥ lex 6 und 6 <grlex u <grlex ,B <grlex Y und 6 <grulex
ﬁ <grulex v <grulex n

Es ist leicht zu sehen:

PROPOSITION 2.4.5. Die in Definition 2.4.3 vorgestellten partiellen Ordnungen sind
Monomordnungen auf INj.

Auf N} gibt es nur eine Monomordnung, nimlich die “iibliche” Ordnung.

Ohne Beweis. O
Sobald wir eine Monomordnung auf INjj festgelegt haben, konnen wir die Mo-
nome eines Polynoms f € S eindeutig anordnen:

BEISPIEL 2.4.6. Sei Polynom f = 4xyz? + 4x° — 5y* + 7xy*z in Q [x, v, z] gegeben.
Dann konnen wir die Terme von f wie folgt absteigend ordnen:

fiir <oy : f = 4x% + 7xy?z + dxyz* — 5y,
filr <grex : f = 7xy*z 4 dxyz* — 5yt 4 4x°,
filr <grutex : f = —5y* + 7xy?z 4 dxyz? + 4x°.

DEFINITION 2.4.7. Sei f = }neNp CaX” ein von Null verschiedenes Polynom in
K [x1,x2, ..., x,] und sei < eine (beliebige, aber feste) Monomordnung.
Der Multigrad von f ist

mdeg (f) = mjx{a € INg: co #0}.
Der Leitkoeffizient (oder fithrende Koeffizient) von f ist

le (f) = Cmdeg(f)-

Das fiihrende Monom von f ist
Im (f) = x™de8(f),

Der fithrende Term von f ist

It (f) =lc(f)-lm(f).

Fiir das Nullpolynom definieren wir mdeg (0) = —0 := (oo, ceey
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Dann konnen wir die Schreibweise aus Definition A.3.70 genau nachahmen: Sei
— i1 i i .
f=Ycii. i, X - x3 - x7, dann ist

. , Ci i
55 -x] = G
BEISPIEL 2.4.8. Sei f = 4xyz? + 4x% — 5y* + 7xy?z € Q[x, v, z]:
Ord”u”g =lex '<grlex '<grulex
mdeg (f) | (3,0,0) | (1,2,1) | (0,4,0)
Ic () 4 7 -5
Im (f) x3 xy?z y
It (f) 4x3 7xy*z | —5y*

PROPOSITION 2.4.9. Sei R ein Integrititsbereich, < eine Monomordnung auf INg und
f,g € Rlx1,...,xy). Dann gilt:

(1) mdeg (f - g) = mdeg f + mdegg.
(2) mdeg (f + g) < max< {mdeg f, mdeg g}, falls mdeg f # mdeg g, so gilt
sogar mdeg (f + g) = max< {mdeg f, mdeg g} .

fiir 0 < (i, ...,iy) < mdegf,

BEWEIS. Sei x* = Im (f) und xP = Im (g). Fiir jedes Monom x7 inh = f - ¢ gilt

v = & + B/ fiir ein Monom x* bzw. x', das in f bzw. in ¢ vorkommt. Es ist aber
fiir die Monomordnung <:

Y=o+ Jat+p 2a+tp
weil ' < « und B’ < B. Da R keine Nullteiler hat, kommt das Monom x**# in

h tatsdchlich vor.
Die zweite Behauptung ist klar. [

2.5. Dicksons Lemma

SATZ 2.5.1 (Dicksons Lemma). Sei n € IN. Betrachte auf Njj die Produktordnung
(in bezug auf die “normale” Ordnung von INy; siehe Definition A.1.4)

(X1, %0) < (Y1,.--,Yn) = x; <y, fiirallei € [n].
Dann wird jedes Ordnungsideal I von der Menge M seiner minimalen Elemente
M ={m e I: mist minimalin I} C I

(siehe Definition A.1.2) erzeugt, und diese Menge ist nicht-leer und endlich: 0 <
M| < oo,

BEWEIS. Sei xg € I beliebig: Wenn x( nicht minimal ist, dann gibt es definiti-
onsgemadf’ (siehe Definition A.1.2) ein Element x; € I mit x; < x( in der Pro-
duktordnung, und daraus folgt ||x1|| < ||xo||. Wenn x; auch nicht minimal ist,
wiederholen wir diese Argumentation und erhalten so eine absteigende Ket-
te xop > x; > xp > ---, die in der 1-Norm monoton féllt: Diese Folge muf
also endlich sein und in einem minimalen Element m, von I enden, und (defi-
nitionsgemafs; siehe Definition A.1.5) wird I von der Menge M der minimalen
Elemente erzeugt.
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Es ist klar: Je zwei verschiedene Elemente z1,zp € M sind unvergleichbar in der
Produktordnung;:

z1 £ zpund zp £ z1.

Angenommen, M wére unendlich. Dann kénnen nicht alle Koordinaten der Ele-
mente in M beschriankt sein, denn

x < (cy,...,cn) furalle x € M (in der Produktordnung)

wiirde bedeuten, dafl |[M| < (c;+1)---(cn +1) < oo, im Widerspruch zu un-
serer Annahme.

O.B.d.A. sei also die Projektion von M auf die erste Koordinate eine unbe-
schrénkte Teilmenge von INy. Dann gibt es eine unendliche Folge A1 = (4;)~; C
M, die in der ersten Koordinate streng monoton wichst. In A; (als Menge be-
trachtet) kann nattirlich noch eine andere Koordinate unbeschrankt sein: O.B.d.A.
finden wir in diesem Fall eine unendliche Teilfolge A, C A;, die auch in der
zweiten Koordinate streng monoton wéchst, u.s.f. O.B.d.A. finden wir so eine
unendliche Folge Ay = (z;);-; in M, die in den ersten k Koordinaten streng
monoton wichst, aber in den letzten (n — k) Koordinaten beschrankt bleibt;
1 < k < n. Dann ist aber die Projektion von Ay auf die letzten (n — k) Koordina-
ten eine endliche Menge in INg_k, und es muf$ ein i; < ip geben, sodaf$ die Pro-
jektionen von z; und z;, auf die letzten (n — k) Koordinaten iibereinstimmen
(wenn n = k, so gilt dies fiir alle i1, i). Es ist dann aber

zi, < zj, in der Produktordnung auf INj
nach Konstruktion von Ay, aber
zi, # zi, (da Ay inden k > 0 ersten Koordinaten streng monoton).
Alsoist z; < z;,, ein Widerspruch. O

KOROLLAR 2.5.2. Jede Monomordnung = auf INj ist eine Wohlordnung.

BEWEIS. Sei S C INj beliebig, sei O das von S (in der Produktordnung) er-
zeugte Ordnungsideal: Nach Dicksons Lemma 2.5.1 wird O von einer endlichen
Menge M = {my, ..., my} erzeugt, und es gilt M C S (siehe Definition A.1.5).
Fiir v € S beliebig gilt also (in der Produktordnung) v > m; fiir ein i, und nach
Definition der Produktordnung ist

v=m;+w
fiir ein w € INj. Nach Definition einer Monomordnung gilt immer
w > 0,
und daraus folgt (gleichfalls nach Definition einer Monomordnung)
w+m; = my,

also v = m;. Daher ist das (in der Monomordnung) kleinste Element (in einer
Totalordnung eindeutig!) in der (endlichen!) Menge M zugleich das kleinste
Element von S. O
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2.6. Divisionsalgorithmus fiir Polynome in mehreren Variablen

PROPOSITION 2.6.1. Sei R ein Integrititsbereich, sei < eine Monomordnung auf IN(},
und seien f; f1,..., fm € R[x1,...,x4] \ 0, wobei es auf die Ordnung der Polynome

fi ankommt, also
(fl,...,fm) c (R [xl,...,xn] \O)m
Dann gibt es Polynome ay, ..., am;v € R [x1,..., X4, sodaf
f=a-fit+-+an-futr,

sodaf$ entweder r = 0 gilt, oder keiner der Terme von r durch einen der fiihrenden
Termelt f1, ..., 1t fo teilbar ist. Falls a; - f; # 0, gilt auflerdem

mdeg (4; - f;) < mdeg f.

BEWEIS. Die behaupteten Polynome 4y, . .., a,; r kann man mit dem folgenden
Divisionsalgorithmus erhalten. In jedem Schritt gilt dabei

f=am-A+ am-fm+(r+s), (2.3)
mit einer “Hilfsvariablen” s:

/* Starte mit a4; = ---ay, =r = Nullpolynom und s = f */
ap < - -aym <1+ 0
s+ f

/* In jedem Schritt gilt (2.3): */
while s # 0 do
if (1t f; | 1ts) fiir ein i then
Wahle das kleinste solche i (die f; sind geordnet!)
S 45— lltt_fs, - fi
Its

aﬁ—aﬁ—m
else
r<r+1t(s) /* t Term von r = lt(f;) 1! */
s s—1t(s)
end if
end while

/* Ende des Algorithmus: Riickgabe der Werte ay,..., ;" */
return aq,...,ay;7r

Wir miissen zeigen, dafs dieser Algorithmus abbricht. Das Hilfspolynom s wird
in jedem Schritt seines fithrenden Terms beraubt, also bilden die Multigrade
mdeg s im Laufe des Algorithmus eine absteigende Kette in bezug auf die Wohl-
ordnung <, d.h.:

mdegs > mdegs > mdegs > - - -

——— —_—— =

zu Beginn Schritt 1 Schritt 2
In einer Wohlordnung kann es aber keine unendlich langen strikt absteigenden
Ketten geben: Denn eine solche Kette wire eine Menge, die kein minimales
Element hat. Also bricht der Algorithmus immer nach endlich vielen Schritten
ab.
Zu Beginn des Algorithmus ist 4; = 0 und s = f, also mdega; = —o und
mdegs < mdeg f. Im Wiederholungsschritt hat man
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mdeg ((ai + 11:—;) f,) < max {mdeg (4; - f;) , mdeg (s)}

(siehe Proposition 2.4.9). Das heifst aber, die Polynome g; - f; konnen im Mul-

tigrad hochstens auf den des Hilfspolynoms s steigen, und mdegs < mdeg f
wihrend des gesamten Algorithmus. O

BEISPIEL 2.6.2. Sei S = Q [x, y| mit der lexikographischen Ordnung als Monomord-
nung. Wir wollen den Divisionsalgorithmus fiir die Polynome f = x?y + xy? + 2,
fi = xy —1und fo = y*> — 1in S durchfiihren, die alle bereits “nach absteigendem
Multigrad” hingeschrieben sind. Es gilt:

t(f) = xy,1t(f2) = ¥*
Der Algorithmus beginnt mit a1 = ap = r = 0 und s = x*y + xy* + y>.
Wir finden (It (f1) = xy) | (It (s) = x%y) und setzen also:

2
ﬂlzﬂl+ﬂ=x,
s:s—xz—y(xy—l):x]f—l—x—l—yz.
rYy

Nun finden wir wieder (1t (f1) = xy) | (It (s) = xy?) und setzen also:

xy?
ap=ap+—-=xXtY,
Xy

2
s 1) = 2
sS=s Xy (xy—1)=x+y“"+y.
Nun finden wir keinen Index i mit 1t (f;) | 1t (s), also setzen wir:
r=0+1t(s) =x,
s=s—1lt(s) =1y*+v.
Nun finden wir (1t (f2) = y?) | (1t (s) = y?) und setzen also:
2
a, = dy + = 1,
y

2
s=s—}% <y2—1> =y+1
Nun finden wir keinen Index i mit 1t (f;) | 1t (s), also setzen wir:
r=r+lt(s) =x+y,
s=s—1lt(s) =1.
Wiederum finden wir keinen Index i mit 1t (f;) | 1t (s), also setzen wir:
r=r+l=x+y+1,
s=s—1=0.
Der Algorithmus bricht also ab und liefert ay = x +y,ap =1lundr = x+y+ 1.



46 2. GLEICHUNGEN

DEFINITION 2.6.3. Das Polynom r, das wir bei der multivariaten Division von f
durch das (geordnete!) Tupel von Polynomen (f1, ..., fs) erhalten, heifit der Rest von
f; die Polynome q, . . ., g5 heiflen Quotienten. Wir schreiben

r=f (mod fi,...,fs).
Klarerweise gilt:

f=0 (mod fi,....,fs) = fe(fr,---,fs)

Die Umkehrung gilt allerdings i.a. nicht, wie das folgende Beispiel zeigt:

BEISPIEL 2.6.4. Sei f = xy> —xund fi = xy+1, o = y*> —1in Q[x,y] mit
der lexikographischen Ordnung. Dann ist f = x - fp, also f € ((f1, f2)), aber f =
—(x+y) #0 (mod f1, f2), denn der Divisionsalgorithmus liefert

xyf—x=y-(xy+1)+0- (> —1) — (x +y).

Wir werden aber sehen: Wenn man ein “gutes” Erzeugendensystem fiir ein Ide-
al I = ((f1,...,fs)) findet, dann gilt tatsdchlich auch

fe(fi,--, fs) = f=0 (mod fi,...,fs).

2.7. Monomideale, Grobner Basen & Buchberger-Algorithmus

Bis zum Ende dieses Kapitels verwenden wir die Abkiirzung S := K [x1, ..., x,]
(n € N, K ein Korper).

2.7.1. Monomideale.

DEFINITION 2.7.1. Fiir ein n—-Tupel & = (ay,...,0,) € INj verwenden wir die

abkiirzende Notation

Y. .
xt =1l x, Xy

Ein Ideal I C S heifst Monomideal, falls es eine Teilmenge A C INj gibt mit I =
(1) = ({x*: w € A}).

BEISPIEL 2.7.2. Sei zum Beispiel S = K [x,y] und A = {(4,2), (3,4),(2,5)} C NZ.
Dann ist I = (x*y?, x3y*, x?y®)) C S das zu A gehorende Monomideal ((x*)).

(x2 —y, x> +vy)) = (x,y)) ist ein Monomideal in S, (x +y, y*> — 1)) hingegen nicht
(siehe Beispiel 2.7.6).

Das folgende “unscheinbare” Lemma erweist sich als sehr leistungsstark fiir
unsere Zwecke:

LEMMA 2.7.3. Fiir Monome x*, xP gilt:
X xP = FyeNI: B=a+1.

Sei I = ((x™)) ein Monomideal von S und B € INE. Dann gilt xP € I genau dann,
wenn es ein & € A gibt mit x* | xP.
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BEWEIS. Die Behauptung iiber Teilbarkeit von Monomen ist klar. Wir wenden
uns der Aquivalenz zu:
(<=)x*elundy:=f—-—acNj = P =xt. xPr e
(= )xPecl] = »f = Y wea Pa - X*, wobei nur endlich viele p, # 0 sind.
Mit Koeffizientenvergleich folgt dann
[[x(sﬂ Y paxt =) [[xé_“ﬂ pa =[0=pl;
a€A xEA

es mufd also zumindest ein & geben mit [[xﬁ_“]] pa # 0: Dann ist aber v =
B —a € Ny, also x* | xP. O

LEMMA 2.74. Sei I = ((x?)) ein Monomideal (A C IN}); sei f € S. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent.

(1) Esgilt f € L.

(2) Jeder Term von f liegt in 1.

(3) f ist eine Linearkombination von Monomen in I mit Koeffizienten in K.

BEWEIS. Die Implikationen (2) == (3) == (1) sind klar und gelten fiir
jedes Ideal von S.

f el = f = Y,caPa-x* wobei nur endlich viele p, # 0 sind. Der
Koeffizient von Monom x° in f ist dann

- 5[]

und wenn dieser Koeffizient nicht Null ist (verschwindende Terme = 0 liegen
sowieso in I), muf es mindestens ein 6 geben mit [x°~*] p, # 0: Dann ist aber
d—a € NI also x* | x¥* = x% € I. Also ist jeder (nichtverschwindende)
Term von f in I, und die Implikation (1) = (2) ist gezeigt. O

KOROLLAR 2.7.5. Ein Ideal I T S ist genau dann ein Monomideal, wenn fiir alle
f € I schon jeder Term von f in I liegt.

BEWEIS. Es ist nur mehr eine Richtung zu zeigen (die andere ist durch Lem-
ma 2.7.4 schon erledigt).

Sei also I ein Ideal, bei dem aus f € I schon folgt: Jeder Term von f ist in
I.Sei A = {mdegt: tistein Term von f fiirein f € I}: A C INj ist also die
Menge aller Exponenten von allen Monomen in I, und die Voraussetzung be-
sagt: x4 C I. Dann ist A ein Ordnungsideal in IN%, also nach Dicksons Lem-
ma 2.5.1 von endlich vielen Elementen {«7, ..., a;} erzeugt (als Ordnungside-
al in INj mit der Produktordnung). Sei f € I beliebig: Dann ist jeder Term
von f ein Vielfaches eines Elements aus {xi‘, .. .,xﬁi} C I; f ist also eine K-
Linearkombination von Vielfachen aus {x{,...,x%}. Also gilt f € (x{,...,x%))
firalle f € I, d.h., I ist das Monomideal ((x{, ..., x},)). O

BEISPIEL 2.7.6. Sei I = (x +vy,y*> — 1)) in Q[x,y]. Dannist x +y € I, aber x ¢ I,
y & I: Also ist [ kein Monomideal.

KOROLLAR 2.7.7. Zwei Monomideale stimmen genau dann iiberein, wenn sie die glei-
chen Monome enthalten.
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2.7.2. Hilberts Basissatz. Sei ab nun eine Monomordnung =< auf INj fest-
gelegt: Damit hat jedes f € S einen eindeutigen fithrenden Term 1t (f).

DEFINITION 2.7.8. Sei P C S. Wir definieren
It(P):={lt(f): f e P},
Im (P) :={lm(f): f € P}.
Seil = ((f1,...,fn) C S ein endlich erzeugtes Ideal: Dann gilt natiirlich
(At (f), - 1t (fa))) € (1)),
aber im allgemeinen nicht Gleichheit:
BEISPIEL 2.7.9. Sei I = ((f1, f2)) mit f; = x> —2xy und fo = x>y +x —2y*in S
mit der Ordnung < gejex. Dann ist x* € (1t (I))), denn
P=—y fitx for=x(xPy+x-2y%) —y(x®-2xy) € L.
Aber x> & (1t ( ) It (f2))) = (x°, x2y)), denn x? ist nicht teilbar durch x> oder x*y,
sodaf$ x> & ((x3, x%y)) wegen Lemma 2.7.3.

Jedoch gilt folgendes:

PROPOSITION 2.7.10. Sei I C S ein Ideal. Dann ist (1t (I))) ein Monomideal, und es
Qibtg1,...,8s € I'mit (1t (1)) = (1t (g1),-..,1t(gs)))-

BEWEIS. Klarerweise ist ((Im (I))) ein Monomideal: Da Im (g) und 1t (¢) sich nur
durch eine Konstante ungleich Null unterscheiden, ist (1t (I))) = ((Im (I))) also
auch ein Monomideal.

Nach Dicksons Lemma 2.5.1 ist Im (I) (interpretiert als Ordnungsideal in INjj)
endlich erzeugt: Es gibt also eine endliche Menge von Monomen

fim (g1), ., Im ()} € Im (1),
sodal Im (I) C (Im (g1),...,lm (gm))): Also folgt die Behauptung. O

Wir kombinieren dies mit folgender Beobachtung;:

LEMMA 2.7.11. Sei I T S ein Ideal und P = {f1, ..., fs} C I eine endliche Menge
mit (1t (I))) = ((1t (P))): Dann folgt (P)) = I.

BEWEIS. ((P)) C I istnatiirlich klar. Wir miissen also I C ((P)) zeigen.

Sei f € I beliebig. Dann liefert der multivariate Divisionsalgorithmus

f=am-h+-+aqs-fo+r
mit g1,...,9s,7 € S, und entweder r = 0, oder kein Term von r ist durch ein
1t (f;) teilbar. Dann ist aber

r:f_[h'fl_"'_%'fseI/
und es folgt (natiirlich)
It(r) €lt(I) < (At (1)) = (1 (P))) = (At (f1),....1t(fs)))

(
Nach Lemma 2.7.3 gilt dann aber 1t (f) ] It (r) fureini € [s ] Alsoistr = 0, und
wir erhalten f € ((f1,..., fs)) = (P)), also I C ((P)). O



2.7. MONOMIDEALE, GROBNER BASEN & BUCHBERGER-ALGORITHMUS 49

Damit erhalten wir (eine Variante von) Hilberts Basissatz:

KOROLLAR 2.7.12 (Hilberts Basissatz). Jedes Ideal I C S ist endlich erzeugt. (Das
ist dquivalent dazu, daf8 S = K [x1, xp, . . ., x| noethersch ist; siehe Proposition A.3.51.)

BEWEIS. Das Nullideal I = {0} C S wird durch 0 erzeugt: I = ((0)).

Fir alle anderen Ideale I C S betrachten wir das Ideal ((1t (I))): Dies ist ein end-
lich erzeugtes Monomideal (Proposition 2.7.10), also (1t (I))) = (1t (f1),...,1t(fs)))
fur {f1,..., fs} C I. Die Behauptung folgt also aus Lemma 2.7.11. O

2.7.3. Grobnerbasen.

DEFINITION 2.7.13. Sei I C S eine Ideal. Eine endliche Teilmenge G C I heif$t Basis
fiir I, wenn I = ((G)).

Eine endliche Teilmenge G C I heifit Grobnerbasis fiir I, falls (1t (G))) = (1t (I)))
gQilt.

Gemaéfs Lemma 2.7.11 ist jede Grobnerbasis tatsdchlich eine Basis, und die bis-
herigen Uberlegungen besagen:

KOROLLAR 2.7.14. Jedes Ideal I C S hat eine Grobnerbasis.

BEWEIS. Siehe den Beweis von Korollar 2.7.12! O

BEISPIEL 2.7.15. Sei [ = (fi = x® —2xy, fo» = x*y + x — 2y?)) in K [x,y], mit
der Monomordnung <oy Dann ist {f1, fo} keine Grobnerbasis (vergleiche Bei-
spiel 2.7.9), die Menge

G= { fi for X%, 2xy, x — 2}/2}

hingegen schon.
BEISPIEL 2.7.16. Sei K ein Korper mit Charakteristik 0. Sei
[=(g1=x+zg=y-2) EKxyZ

mit der Monomordnung ... Dann ist G = {g1, g2} eine Grobnerbasis von 1. Um
dies direkt aus der Definition abzuleiten, miissen wir zeigen, dafs

(1t (D)) < (t(6))) = (1t (g1),1t(g2))) = (%, y))

gilt, d.h., daf3 der fiihrende Term von jedem Polynom f € I\ 0in ((x,vy)) liegt. Wegen
Lemma 2.7.3 ist das dquivalent damit, dafi der fiihrende Term von jedem f € 1\ 0
entweder durch x oder y teilbar ist. Angenommen, es gibt ein f € I\ 0, fiir das 1t (f)
weder durch x noch durch y teilbar ist. Dann muf8 f ein Polynom in einer Varia-
blen (nimlich in z) sein (wegen x > y = z). Es muf$ auf allen Punkten in V (I)
verschwinden, wegen f € 1. Aber (—t,t,t) ist ein Punkt in V (I) fiir alle t € K,
denn g1 (—t,t,t) = g2 (—t,t,t) = 0, daher miifite gelten f (t) = O fiir alle t € K.
Wegen Charakteristik von K = 0 bedeutet das aber: f hat unendlich viele verschiedene
Nullstellen, also f = 0O (siehe Satz A.3.81): Widerspruch.

Eine Grobnerbasis hat insbesondere folgende Eigenschaft, die fiir unsere Zwecke
wichtig ist:
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PROPOSITION 2.7.17. Sei I T S ein Ideal, f € S und G = {g1,...,9s} eine
Grobnerbasis von 1. Dann existiert ein eindeutiges r € S, sodafl f —r € I und
entweder r = 0 ist oder kein Term von r durch irgendeinen Term 1t (g1),...,1t(gs)
teilbar ist.

Insbesondere hingt der Rest v bei der multivariaten Division von f durch G also nicht
von der Reihenfolge der Elemente aus G ab. Wir schreiben daher
r=f (mod G).

BEWEIS. Ein solches r erhalten wir mit dem multivariaten Divisionsalgorith-
mus. Angenommen, es gibe ein weiteres ¥’ # r mit derselben Eigenschaft.
Dann ist

(f=r) = (f =) =r—r" e I\{0} = (81,---,85) \ {0},
aber weil G eine Grobnerbasis ist, gilt It (r — ') € ((1t(I))) = ((1t(G))), und
nach Lemma 2.7.3 gilt 1t (g;) | 1t (r — ) fiir ein i € [s]: Widerspruch.
Insbesondere kommt bei jeder multivariaten Division (mit beliebiger Reihenfol-
ge der Elemente aus G) immer derselbe Rest r heraus. O

Wenn wir eine Grobnerbasis G fiir ein Ideal I haben, konnen wir also durch
multivariate Division durch G feststellen, ob ein Polynom f zu I gehort.

KOROLLAR 2.7.18. Sei I T S ein Ideal und G = {g1,...,8s} eine Grobnerbasis von
L. Fiir jedes Polynom f € S gilt

fel < f=0 (mod G).
BEWEIS. Aus r = 0 folgt natiirlich f € I. Ist umgekehrt f = f + 0 € I, dann ist

also r = 0 der (nach Proposition 2.7.17 eindeutige) Rest von f bei Division durch
G. O]

Wir wissen zwar jetzt, daf jedes Ideal I T S eine Grobnerbasis besitzt, aber es
fehlt uns noch ein Verfahren, um eine solche Basis zu konstruieren.

2.7.4. Buchbergers Algorithmus. Betrachten wir irgendeine Basis F von I;
F={f1,...,fs}. Wenn F keine Grébnerbasis ist, dann liegt das daran, dafl “Po-
lynomialkombinationen”

ap-fi+---+as- fsfurag,...,as €S

existieren, deren fithrende Terme nicht in (It (F))) liegen. Zum Beispiel kénnten
sich die fithrenden Terme in einer geeigneten Kombination

Ax“ﬁ_yxﬁfl
wegkiirzen, sodafs nur kleinere Terme “iiberleben” und der neue fithrende Term
nicht mehr durch irgendein 1t ( f;) teilbar ist.

BEISPIEL 2.7.19. Sei [ = ((fi = x> —2xy, fo = x*y + x — 2y?)) in S mit der
Ordnung < gjex (wie in Beispiel 2.7.9). Dann ist

_y.f1+x.f2:x2
eine “Polynomialkombination”, deren fiihrender Term x* weder durch 1t (f;) = x
noch durch 1t (f,) = x2y teilbar ist.

3
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Sei F = (f1,..., fm)In S\ {0}: Wenn F eine Grobnerbasis fur I = (f1,..., fm))
ist, dann miifite es fiir jedes f € I eine Darstellung als “Polynomialkombinati-

4

on
f:al'f1+"'am'fmzaiesz (24)

geben mit der zusitzlichen Eigenschaft

It(f;) | 1t (f) fureini € [m]
(nach Definition einer Grobnerbasis giltja (1t (I))) = ((1t (F)))).
DEFINITION 2.7.20. Sei F = (f1,...,fm) in S\ {0}. Ein Polynom f € S heifst
nullreduziert modulo F, falls es Polynome a1, . ..,a, € S gibt mit

f=a1-fit+-+am- fm,

wobei a; # 0 = Im (a; - f;) | Im (f) (woraus natiirlich 1t (f;) | 1t (f) folgt). Wir
schreiben dafiir:
f —r 0.

BEMERKUNG 2.7.21. f —F Obedeutet: f € ((F)) ist durch eine “Polynomialkombina-
tion” darstellbar mit der zusdtzlichen Eigenschaft, daf$ kein “Wegkiirzen fiihrender
Terme” stattfindet. Aus den Eigenschaften des multivariaten Divisionsalgorithmus’

folgt

f=0 (mod F) = f —r0,
aber die Umkehrung gilt i.a. nicht: Sei z.B. S = Q [x,y| mit Monomordnung <.,
dann ist das Polynom f = x3y + x?y + x + y? modulo F = (x> +y,x%y + 1) null-
reduziert, denn es lifSt sich darstellen als

f=xy+ty+xtyt =y (Pty)+x (Py+1),
f f2

Aber multivariate Division liefert

f=(y+y) fit+0-fot (—xP+2),
also f = (—xy*+x) (mod F).
PROPOSITION 2.7.22. Sei F = (f1,..., fm) in S\ {0}, sei I = (f1,..., fm))-

Wenn f —r O fiir alle f € I gilt, dann ist F eine Grobnerbasis fiir 1.
Wenn F eine Grobnerbasis fiir I ist, dann ist

f—=r0 < f=0 (mod fi,..., fm) fiiralle f € I.
BEWEIS. Sei f € I beliebig. f —F 0 bedeutet, daf es (mindestens) ein f; gibt,

sodafs

It(fi) [1t(f) = 1t(f) € (1t(F))),
also (1t (I))) C ((1t (F))). Nach Definition heif3t das aber: F ist eine Grobnerbasis
fiir I.
f =0 (mod fi,...,fmu) = f —r 0 ergibt sich aus dem Divisionsalgorith-
mus; und wenn F eine Grobnerbasis ist, dann folgt aus Proposition 2.7.17 (“Ein-
deutigkeit des Rests” modulo F)

f—=r0 = f=0 (modF);
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unabhiingig von der Reihenfolge der f;. [

Wir fithren nun folgende Abkiirzungen fiir die “Polynomialkombination” (2.4)
ein:

It(f)=a-x%acK", (2.5)
It(a;) =c¢;-x",c; € K¥,i € [m], (2.6)
It(f;) =d;-x",d; € K%, i € [m], (2.7)

0 :=max< {u;+v;: i € [m]}.

Wegen 1t (a; - f;) = lt(a;) -1t (f;) kann v > v; 4+ u; nicht fiir alle i € [m] gelten:
Esistalso v < 4. O.B.d.A. konnen wir annehmen, daf

d=u1+v1=---=1U,+ 0
fir r € [m]. Wenn v = 4, dann gilt
t(f)=a-x"=|c-di+--+c-d, X,
o

woraus sofort

di-x =1t(f1) | It(f) =a-x°
folgt. Ist hingegen v < §, dann entsteht dies durch “Wegkiirzen” der Terme mit
Multigrad 6 auf der rechten Seite von (2.4); d.h.,

ci-di+- -+ dp =0,
und es folgt nicht zwingend 1t (f;) | 1t (f) fur eini € [m].
Sei
C:.= 1’[(611) 'f1+"'+1t(ar) - fr
:Cl'xul'f1+"'+cr'xur'fr/

dann kénnen wir (2.4) schreiben als

f=Cr(a—1t(a)) - frt-- -+ (ar = 1t(ar)) - fr
+arp1c frer e am e fue (2.8)
Das heifst: f ist die Summe von C und weiteren Polynomen mit Multigrad < 4.

Wenncy - dy + - - - ¢, - dy # 0, dann gibt es kein “Wegkiirzen fithrender Terme”
und 1t (f) ist durch 1t (f;) teilbar fiir ein i € [r].
1

Wenn hingegen ¢y - dy + - - - ¢, - d; = 0, dann setze g; := T x"i - f; und schreibe
C “teleskopierend”:
C=C1-d1-g1+---+cr-dr-gr
=cy-dr-(g1— &)+ (c1-di+ca-dr) (§2—83)+ -
""|‘(Cl'd1+"'+cr—1'dr—1)'(gr—l—gr)+
+(cp-dy 4+ dy) g (2.9)

. 7

=0
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C ist also eine “Polynomialkombination” der Polynome
1 , 1 ‘ o
§i=g= ¥ fim A fymiti e ],
! ]

wobei u; +v; = u; + v;: Das heifit aber, die fithrenden Terme in g; — gj kiirzen
einander weg, es ist also mdeg (g; — gj) < u; +v; = 6.

DEFINITION 2.7.23. Seien x*, xP zwei Monome in S; fiir « = (&1, ..., 0,) und p =
(B1,---,Bn) in IN§. Dann ist auch

v = (max{ay,B1}, ..., max{ay, Bn})

in INg, und wir bezeichnen x7 als kleinstes gemeinsames Vielfaches von x* und xP:
kgV (x"‘, xﬁ> = x.
Sei also x" = kgV (x%, x%): Dann ist § := u; +v; — w; ; € INj und
o= xC. x - fi _ xWi'j'f]'
gl g] di . Xvi d] . xvj 7

und die fithrenden Terme in

w; wii . f,
v X
di - xVi d] - xY

kiirzen einander weg.

DEFINITION 2.7.24. Seien f,g € S, f,§ # 0, und sei x7 = kgV (Im (f) ,Im (g)).
Dann ist das S-Polynom von f und g definiert als

x7 x7
S(f,g) = - f =
AT
Offensichtlichist S (f,g) € (f,g)), und S(f,8g) = =S (g, f).
BEISPIEL 2.7.25. Seien f, g € Q [x,y] mit der Monomordnung < eriex,

)&

F=232 - 2P +x,

g =3x"y +~.
Dann ist -y = (4,2) (gemif3 Definition 2.7.24) und
x4y iy
S(f/g) - xgyz S 3x4]/ 8
1
=x-f-3Y-8
3,3 42 3
= -y +x gy

LEMMA 2.7.26. Sei F = (f1,..., fm) in S\ {0}, und sei I = ((f1,..., fm)). Wenn
S (fi, fi) = Ofiirallei # j € [m] gilt, dann folgt f —F O fiir alle f € I.



54 2. GLEICHUNGEN

BEWEIS. Sei f € I. Angenommen, wir haben fiir f eine “Polynomialkombinati-
on” wie in (2.4), in der sich fiihrende Terme wegkiirzen. Aus den Uberlegungen
zu (2.4) und (2.9) ergibt sich (unter Verwendung der dort eingefiihrten Notation
und der Definition des S-Polynoms):

C=b- x-S (fi,f2)+- +b1- 618 (fr-1, fr) (2.10)
mit b; € K und mdeg (x5 - S (f;, fi11)) < 6.
Aus S (f, fj) —F 0 folgt
S (i) =t
mit e;;’j € S, wobei It (e;;’j : fk) | 1tS (fi, fj) gilt, also

im (e fi) <1m (S (fi, f;)) < »° fiiralle k € [m].

Wenn wir diese Darstellung in (2.10) und den dadurch erhaltenen Ausdruck fiir
C in (2.8) einsetzen, erhalten wir:

f:bl.xgl (e%’2f1+e%/;2fm)+

+b,_1- xbr-1 (e;—l,r At .321—1/ fm)
+ (o =t (@m)) - fit-- -+ (ar =1t (ar)) - fr
a1 froat ot am e fm
= (bl xS ,e%,z 4ot byq - xS .e;—lm + (a; — 1t (611))) fie
+ (bl . xél . 6711;2 + .-+ b?’—l . xér—l . e;’n_l/r + am) . fm
Das heifst, es gibt eine andere Darstellung von f als “Polynomialkombination”
f:hl'f1+"'+hm'fm
mit max {Im (h; - f;) : i € [m]} <.
Wenn sich in dieser Darstellung wieder fiihrende Termen wegkiirzen, dann wie-

derholen wir die obige Konstruktion: Da < eine Wohlordnung ist, mufS dies nach
endlich vielen Schritten abbrechen, und wir erhalten eine Darstellung

f:bl'f1+"'+bm'fmz

in der der maximale Multigrad (in bezug auf <) der Summanden auf der rech-
ten Seite gleich mdeg (f) ist, also f —F 0. O

Damit erhalten wir:

SATZ 2.7.27 (Buchbergers Kriterium). Eine endliche Menge F = {f1,..., fu} C
S\ {0} ist genau dann eine Grobnerbasis fiir das Ideal I = ((F)), wenn

S (fi, fi) —r Ofiirallei # j € [m].

Das ist dquivalent mit

S(fi,fj) =0 (mod F) fiirallei # j € [m].
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BEWEIS. Die erste Aussage folgt aus Lemma 2.7.26 und Proposition 2.7.22.

Die zweite Aussage ergibt sich aus Proposition 2.7.22: Aus S (f;, fj) = 0 (mod F)
folgt ja (immer) S ( fi, f]) —r 0, und wenn F eine Grobnerbasis ist, dann gilt
auch die Umkehrung. O

Buchbergers Algorithmus ist nun einfach:
/* Sei F=(f1,...,fm) eine Basis von I = ((F)) */
G+« F
while 3 (i <j): S(fi,fj) #0 (mod G) do
G« GUS (fi fj)
end while
return G

SATZ 2.7.28. Buchbergers Algorithmus bricht nach endlich vielen Schritten ab (und
liefert dann eine Grobnerbasis).

BEWEIS. Sei (Gp = F, Gy, ...) die (moglicherweise nicht abbrechende!) Folge
der Basen fiir das Ideal I, die im Wiederholungsschritt von Buchbergers Al-
gorithmus erzeugt werden. Dann ist

(1t Go)), (At Ga)),---)

eine aufsteigende Kette von Monomidealen in S = Kxq,...,xy,], denn Gj1q =
G;U {r}, wobei S (f;, fj) = r # 0 (mod G;) (Rest aus Divisionsalgorithmus!)
ist und (daher!) It (r) ¢ (1t (G;))) gilt.

Nach Hilberts Basissatz (siehe Korollar 2.7.12) ist aber K [x1, . . ., x| ein noether-
scher Ring, d.h., diese aufsteigende Kette von Idealen wird stationdir. O

BEISPIEL 2.7.29. Sei F = (f1, f2) = (x® — 2xy, x*y — 2y% + x) in K [x, y] mit der
Monomordnung ~ g;jex.

EsistS(f1,f2) = —x*=0-f14+0- fo + (—x?), also
S(fi,f2) #0 (mod f1, f2).
Sei also f3 = —x? und betrachten wir ab nun G = (f1, f2, f3). Nun ist
$(fi,f2) =0 (mod f1, f2, f3),

aber

S(fi,f3) = —2xy #0 (mod fi, f, f3).

S(fafs) = =2y" +x #0 (mod fi, fo, f3).
Seialso fy = —2xy und f5 = —2y?+ x, und betrachten wirabnun G = (f1, -+ , f5):
Wie man leicht nachpriift, bricht Buchbergers Algorithmus nun ab; also ist

und

G= {x3 —2xy, X%y — 2y + x, —x%, —2xy, —2y* + x}
die gesuchte Grobnerbasis fiir ((F)).

BEMERKUNG 2.7.30. Die Berechnung einer Grobnerbasis “in der Praxis” ist ein har-
tes Problem im Sinne der Komplexititstheorie: Die Laufzeit der besten bekannten Al-
gorithmen ist (im worst case) exponentiell.
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2.7.5. Reduzierte Grobnerbasen. Eine Grobnerbasis fiir ein Ideal ist nicht
eindeutig: Insbesondere kann man eine Grobnerbasis “vergréfiern”, indem man
ein Polynom aus dem Ideal hinzufiigt, das nicht zur Basis gehort.

LEMMA 2.7.31. Sei G eine Grobnerbasis fiir das Ideal I C S. Sei p € G ein Polynom
mitlt (p) € (It (G\ {p}))). Dannist G\ {p} ebenfalls eine Grobnerbasis fiir I.

BEWEIS. Nach Voraussetzung ist
(1t (G\ {p})) = (t(G))) = (At D).
Nach Definition ist dann aber G \ {p} eine Grébnerbasis fiir I. O
DEFINITION 2.7.32. Eine Grobnerbasis G fiir ein Ideal I T S heifSt minimal, falls
(1) le(p) = 1fiirallep € G.
(2) It (p) & (1t (G\{p})) firallep € G.
BEISPIEL 2.7.33. Sei [ = ((x% — 2xy, x*y — 2y*> + x)) C K [x, y| mit Monomordnung

= grlex- Dann ist die Grobnerbasis
G= {x3 — 2xy, x*y — 2y% + x, —x?, —2xy, =2y + x}
nicht minimal, aber

G = {xz,xy,yz — %x}

schon: G entsteht aus G durch Normieren und Entfernen “tiberfliissiger” Elemente im
Sinne von Lemma 2.7.31.

Eine minimale Grobnerbasis mufS nicht eindeutig sein: Fiir jedes A € K ist

1
G\ = {xz + Axy, xy, y* — Ex}
eine minimale Grobnerbasis von 1.

DEFINITION 2.7.34. Eine Grobnerbasis G fiir ein Ideal I C S heif$t reduziert, falls
(1) le(p) = 1fiirallep € G.
(2) Fiiralle p € G liegt kein Term von p in (1t G\ {p})).

Natiirlich ist eine reduzierte Grobnerbasis auch minimal.

PROPOSITION 2.7.35. Sei I C S ein von Null verschiedenes Ideal. Dann besitzt I eine
eindeutige reduzierte Grobnerbasis.

BEWEIS. Jedes Ideal I # {0} hat eine Grobnerbasis H nach Korollar 2.7.14,
und nach Lemma 2.7.31 ist klar, dafs man daraus eine minimale Grobnerbasis
G = {fi,..., fm} gewinnen kann. Wir konstruieren daraus eine neue Basis,
indem wir Elemente der Basis sukzessive durch ihre Reste bei Division durch
die iibrigen Basiselemente ersetzen, also:

fi— f{, wobei f{ = fi (mod fo, f3,.--, fm),
fo— f5, wobei f, = f, (mod f1, f3,---, fn),

fn = fu, wobei f, = fu (mod fi, f,.., f1)-



2.7. MONOMIDEALE, GROBNER BASEN & BUCHBERGER-ALGORITHMUS 57

Es ist klar: G’ = {f{,..., f,,} ist eine Basis von I. Da G minimale Grobnerbasis
war, ist1t (f/) = It (f;) (im Divisionsalgorithmus “wandert” 1t (f;) sofort in den
Rest, weil kein 1t (fj) fiir j # i ein Teiler ist), also ist 1t (G) = 1t(G’), und da G
eine Grobnerbasis war, ist auch G’ eine (nach Definition). Uberdies ist kein Term
von f durch ein It ( fi ) = 1t (f;) teilbar fiir i # j (siehe Divisionsalgorithmus
Proposition 2.6.1), also ist G’ tatsédchlich reduziert.

Seien {f1,..., fu} und {g1,..., g} zwei reduzierte Grébnerbasen: Da g € I,
gibt es ein f; mit 1t (f;) | It (1), und da f; € I, gibt es ein g; mit 1t (g;) | 1t (f;).
Daraus folgt 1t (g;) | 1t (1), also i = 1.1t (g1) und It (f;) unterscheiden sich also
nur um eine Einheit, und weil beide Koeffizient 1 haben, sind sie gleich.

Daraus folgt: {1t (g1),...,1t(g,)} isteine Permutation von {1t (f1),..., 1t (fu)},
insbesondere also m = m’. O.B.d.A. kénnen wir also annehmen: 1t (g;) = 1t (f;)
furi € [m].

Es gilt dann aber sogar g; = f;: Denn in der Differenz f; — g; fallen die fithrenden
Terme weg, und nach Definition einer reduzierten Grobnerbasis ist keiner der
tibrigen Terme durch einen der fithrenden Terme aus

{Ie(f), o Mt fu b NIE (i)} = {1t (8) - Ttgm } \ {1t (80)}

teilbar, und (nattirlich) auch nicht durch 1t (f;); also erscheint f; — g; als Rest
beziiglich der multivariaten Division durch (f, ..., f):

fi—8 = ZO - fx + (fi — gi) (Divisionsalgorithmus).
k

Da f; — gi € 1, gilt aber

fi—gi=0 (mod fi,..., fm),

also mufs dieser (nach Proposition 2.7.17 eindeutige!) Rest Null sein, d.h.: f; =
&i- O

BEISPIEL 2.7.36. Wir bestimmen die reduzierte Grobnerbasis von ((f1, f2, f3)) = (x%y —
1, x +yz,y? — z)) in bezug auf die Ordnung <.
Als erstes bestimmen wir fi = r (mod fa, f3):

Xy—1= (xy—yzz> (x+yz)+ (yzz> : <y2—2> +yz° -1
Das S—Polynom
S (yz—z,yz3—1) —y—z
ist nicht Null, unser ”Grobnerbasis-Zwischenstand” ist also:
(x +yzy* -z, — 1,y — z4> :
Wir reduzieren
Y —z= (y-l—z"‘) . (y—z4> N A

yz2 —1=2° (y—z4>+z7—1
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und erhalten als neuen Zwischenstand:
(x +yz,y—z4 2 — 1) .
Noch einmal reduzieren liefert
x+yz=z (y—z4> +x+2°,
und nun haben wir tatsiichlich die reduzierte Grobnerbasis gefunden:
(x +25,y — 24,27 — 1) .

2.7.6. Grobnerbasen und Systeme von Polynomgleichungen. Die Losungs-
menge eines Systems von n Polynomgleichungen

flzo,...,fn:O

ist gleich der Nullstellenmenge V (I) des von diesen Polynomen erzeugten
Ideals I = ((f1,...,fn)). Sei g1,...,gm eine Grobnerbasis von I, dann ist das
Gleichungssystem

g1=0,...,8m =0
also dquivalent zum obigen.
Angenommen, ein System von Polynomgleichungen in den Variablen {x1, ..., xs}
zerfiele in nichtleere “Teilsysteme” von Polynomgleichungen

e in der Variable x4,

e in den Variablen x1, xp,
[ J

[ ]

in den Variablen x1,...,x,_1,
e in den Variablen x1,...,x,,_1, X.

Dann konnte man (ganz analog zur Gaufi—Elimination fiir lineare Gleichungs-
systeme) einfach sukzessive Polynomgleichungen in nur einer Variablen l6sen
und die erhalten Losungen dann in das nédchste “Teilsystem” einsetzen.

Ein solches “zerfallendes” System von Polynomgleichungen wiirden wir er-
halten, wenn wir fiir das erzeugte Ideal I folgende Durchschnitte bestimmen
konnten:

° Iﬂ]K[xl],

L Iﬂ][([xl,)(fz],

°o ...,

o INK|[xq,...,%s-1],

o INK|[xq,...,Xs_1,Xs].

SATZ 2.7.37. Sei G = {f1,..., fm} eine Grobnerbasis fiir I in bezug auf die Mono-
mordnung <., wobei die Variablenordnung x, > x,_1 > --- > xq ist. Dann ist
GNK|xy,...,x;] eine Grobnerbasis von I N K [x1, ..., x;] fiiri € [n].

BEWEIS. Sei G’ := GNK|xy,...,x]Jund f € I' := INK]|xy,...,x;]. Multiva-
riate Division liefert

f=a1-fi+-+am fm,
wobei

lta;- f; < 1t f
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wann immer 4; - f; # 0 (siehe Proposition 2.6.1). Es ist dann aber jedes solche
fi € Klxy,...,x;] wegen
ltf; JTtf < xiqq,
also ist G’ eine Basis fiir I'.
Diese Uberlegung zeigt auch, da8 fiir f € I’ beliebig gilt:
f=0 (modG) = f=0 (modG).

Das gilt dann insbesondere fiir alle S-Polynome, die man aus den Polynomen
von G’ bilden kann: Nach Buchbergers Kriterium Satz 2.7.27 ist G’ also eine
Grobnerbasis. O

BEISPIEL 2.7.38. Fiir das Gleichungssystem
Py—1=0,x+yz=0,>—z=0

haben wir schon im vorigen Beispiel die reduzierte Grobnerbasis bestimmt: Das Glei-
chungssystem ist dquivalent zu

x+25:0,y—z4:0,z7—1:0,

das wir nun durch “Elimination” leicht losen konnen. Aus der letzten Gleichung sehen
wir

zZ = @ﬁ%ﬂkﬁirk =0,...,6.
Durch Einsetzen in die beiden anderen Gleichungen erhalten wir sofort die Losungsmenge

- 27 - 27 - 27T
{(—435“7]‘, etk en7k> : k=0,1,.. .,6} .






KAPITEL 3

Endliche Korper und Codierungstheorie

3.1. Endliche Korper

3.1.1. Einheitswurzeln und zyklotomische Polynome.

DEFINITION 3.1.1. Sei n € IN: Eine komplexe Zahl { heifit n—te Einheitswurzel,
falls " = 1. In Polarkoordinaten ist { = re'® mit r = 1 und ¢ = ™22 fiir ein m in
{0,1,...,n —1}. Gilt zusdtzlich {* # 1 fiir 1 < k < n, so heifit { primitive n—te
Einheitswurzel.

mrti
n

LEMMA 3.1.2. { ist primitive n—te Einheitswurzel genau dann, wenn { = e mit
1 <m < nund ggT (m,n) = 1. Wenn ( eine primitive n—te Einheitswurzel ist und
7k = 1gilt, so folgt n | k.

m-27ti
n

BEWEIS. Sei{ =" n ,und seid = ggT (m,n). (¢ = 1 gilt genau dann wenn

k-mT-Zn =A-2nfirein A € Z.
Das ist gleichbedeutend damit, dafd (k- m) ein gemeinsames Vielfaches von n

und m ist, also
kgV (m,n) | (k-m).

Das kleinste kg € IN, das dies erfiillt, ist kg = 5 (denn dann ist (ko-m) =
ggﬁ";’ = kgV (m,n)).  ist primitive Einheitswurzel genau dann, wenn dieses
kleinste kg € IN gleich n ist, alsod = 1.

Wenn d = 1, dann ist kgV (m,n) = (m-n), und aus (m-n) | (k-m) folgt n |
k. O

BEMERKUNG 3.1.3. Die n—ten Einheitswurzeln bilden eine (zyklische) Gruppe C;, >~
Z, = Z/nZ.

DEFINITION 3.1.4. Sei n € IN: Das n—te zyklotomische Polynom ®,, (x) € C [x]
ist gegeben als

@, (x):= ] (x - @y) .
1<m<n
ggT(mn)=1

Es gilt offensichtlich: ®,, ist normiert (d.h., hat fiihrenden Koeffizienten 1) und hat
Grad ¢ (n).

61
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BEMERKUNG 3.1.5. Die ersten 10 zyklotomischen Polynome sind:

x—1 x2—x+1

x+1 X+ x4+ x+1
24+x+1 xt+1

x2+1 X+ a3 +1

a2+ x+1 -+ —x+1

Die Koeffizienten der zyklotomischen Polynom sind nicht immer £1 (zum Bei-
spiel ist @105 (x) = x84+ x4 + ... —2x7 — x® — x> + x2 + x + 1), jedoch sind sie
immer ganzzahlig:

PROPOSITION 3.1.6. Fiir allen € IN gilt:

M —=1=]]Ps(x) (i)
d|n
@, (x) € Z[x] (ii)

BEWEIS. Wir zeigen zuerst (i): Man sieht sofort, daff die Polynome auf der lin-
ken und auf der rechten Seite der Gleichung beide normiert sind.

Wir betrachten nun die n-ten Einheitswurzeln als Elemente der zyklischen Grup-
pe Z,. Dann hat jede Einheitswurzel eine Ordnung d mit d|n und es gilt:

e FEine n-te Einheitswurzel der Ordnung d ist (natiirlich) primitive d—te
Einheitswurzel,

e Eine primitive d—te Einheitswurzel mit d | n ist (nattirlich) eine n-te
Einheitswurzel.

Daher haben die Polynome auf der linken und auf der rechten Seite der Glei-
chung auch genau dieselben Nullstellen; sie sind also gleich.

Nun zu (ii): Wir beweisen die Behauptung mit Induktion nach n. Der Indukti-
onsanfang ist klar: ®; (x) = x —1 € Z [x]. Fur den Induktionsschritt sei nun

n > 1. Wir definieren f := [];., ®;, dann ist f nach Induktionsvoraussetzung
d|n
ein normiertes Polynom in Z [x]. Mit Polynomdivision (in Z [x]!) erhalten wir

"—1=g-f+r
mit g, € Z [x] und r = 0 oder degr < deg f. Nach (i) gilt aber (in C [x]!)
xn _1 — @n 'f,

und durch Subtraktion dieser Gleichungen ergibt sich (in C [x]!) die Polynomi-
dentitat

0=(8—Pu)-f+r,
die nur richtig sein kann fiir ¢ = ®, und r = 0. O

Wir verallgemeinern nun das Konzept der primitiven Einheitswurzeln vom
Korper C auf eine allgemeinere Klasse von Ringen.

DEFINITION 3.1.7. Sei R ein kommutativer Ring mit 1, sein € IN. « € R heifit
primitive n—te Einheitswurzel, falls «"* = 1, aber ok #1firk=12,...,n—1.
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LEMMA 3.1.8. Sei R ein Integrititsbereich' und o € R. Ist &, (a) = 0 und a keine

mehrfache Nullstelle von x" — 1 in R [x], dann ist « eine primitive n—te Einheitswurzel
in R.

BEWEIS. Alles folgt aus der Tatsache, dass die Faktorisierung

M =1=]]®a(x)

d|n

aus Proposition 3.1.6 auch in R [x] giiltig ist®>. Denn natiirlich folgt dann aus
®, () = 0 sofort a” —1 = 0. Wenn « eine primitive d—te Einheitswurzel fiir ein

d < nist, muB d | n gelten® und es folgt:

2! —1 =[] ®. (x) hatauch Nullstelle a.
eld

Da R nullteilerfrei ist, muf es ein ¢’ mit e’ | d geben, sodaf @, (x) = 0: Dae | d |
n, ist & dann aber eine mehrfache (mindestens doppelte) Nullstelle (P, (¢) =
®, () = 0mite’ < n)von x" — 1. O

SATZ 3.1.9. Sei K ein Korper und G C K* eine endliche Untergruppe der multipli-
kativen Gruppe K* := (K \ {0}, -). Dann ist G zyklisch.

BEWEIS. Sei n die Ordnung der Gruppe G: n = |G|. Betrachte das Polynom

M —1=]]Pa(x) € K[x].
d|n

Die Nullstellen der linken Seite sind genau die Elementea € G,daa” = a/¢l =1
fiir alle & € G gilt* und es nach Satz A.3.81 keine weiteren Nullstellen geben
kann. Alle diese Nullstellen sind einfach, und somit hat insbesondere ®,, (x)
genau ¢ (n) > 0 Nullstellen. Diese sind nach Lemma 3.1.8 primitive n—te Ein-
heitswurzeln in K und somit Erzeuger von G. O

BEMERKUNG 3.1.10. Als (sehr einfache) Anwendung dieses Satzes erhilt man, daf
fiir p € P die multiplikative Gruppe I}, zyklisch ist, mit ¢ (p — 1) Erzeugern.

3.1.2. Endliche Korper. Aus der Zahlentheorie wissen wir, daf$ fiir p € P
le = Zp = Z/pZ ein endlicher Korper ist. Wir wollen nun allgemeinere
endliche Korper untersuchen.

LEMMA 3.1.11. Sei K ein endlicher Korper. Dann gibt es eine Primzahl p € IP und
eine natiirliche Zahl n € IN sowie ein irreduzibles Polynom f € ), [x] vom Grad n,

sodafs
K =TFp[x] /((f)-

1 Also ein kommutativer Ring mit Eins, der keine Nullteiler besitzt.

%Denn R enthilt ein homomorphes Bild von Z, siehe Definition A.3.61.

3Denn sonst wire n = d -k +r (Division mit Rest in Z) mit 0 < r < d und a" = a4k =

—k
o (zxd) = 1, im Widerspruch zur Annahme (« primitive d—te Einheitswurzel).

1 S
1

“Die Ordnung eines Elements einer endlichen Gruppe ist stets ein Teiler der Gruppenord-
nung nach dem Satz von Lagrange (Satz A.3.12 im Anhang).
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Insbesondere gilt | K| = p".

BEWEIS. Betrachte den Homomorphismus x : Z — K, der 1 auf 1x abbildet,
also:

k(n)=x (}+1+V---+1> =x(1)+x(1)+---+x(1) = nly

nx1

Da |K| < oo, ist die Abbildung x nicht injektiv, und fiir den Homomorphismus
zwischen den additiven Gruppen (also « : (Z,+) — (K, +)) gilt kerx C Z #
{0} = kerx = m-Z fir ein m € IN. Hétte m einen nichttrivialen Teiler
d, dann wiére k (m) = «x (d)x (m/d) = Ok und somit bereits « (d) = O oder
k (m/d) = Ok (da K nullteilerfrei): Also ist m = p € P prim, und der Korper
IF, erscheint als Teilring in K: IF), C K.

Nach Satz 3.1.9 ist K* eine zyklische Gruppe mit einem Erzeuger , also:
x € K = a =0k odera =" fireinn € IN.
Daher ist der Ringhomomorphismus (Evaluation bei )
evy : Fpy[x] = K,

der durch ev, (q) := q () definiert ist, surjektiv (denn 0 € FFy [x] und x" €
IF, [x] fur alle n € IN). Der Kern von ev, ist ein Hauptideal (f) C F, [x] (denn
IF, [x] ist ein euklidischer Ring gemafl Lemma A.3.75 und daher ein Hauptideal-
ring gemafs Satz A.3.56) und somit ist

Fy [x] /((f) =K

nach dem Isomomorphiesatz (siehe Korollar A.3.41). Da K ein Korper ist, mufs
((f)) ein maximales Ideal sein (siehe Proposition A.3.66), also mus f irreduzibel
sein (siehe Satz A.3.48). Sei n = deg f: Dann ist klarerweise |K| = p" (siehe
Proposition A.3.84). O]

KOROLLAR 3.1.12. Sei p € P und K ein endlicher Korper mit p" Elementen. Dann
gilt in K [x] die Faktorisierung:

¥ —x=T] (x—a).

aelK

BEWEIS. Nach Satz 3.1.9 ist die multiplikative Gruppe K* zyklisch mit Ord-
nung p" — 1, also ist jedes Element a € K Nullstelle von " — x. Nach Lem-
ma 2.1.4 gilt daher (x — &) | x*" — x fiir alle « € K: Die Polynome auf der linken
und rechten Seite haben also dieselben Nullstellen, denselben Grad und den-

selben fiihrenden Koeffizienten: Daher sind die Polynome gleich (siehe auch
Satz A.3.81). O

SATZ 3.1.13. Ist f ein irreduzibles Polynom in IFy (x|, das ®,u_y teilt, dann gilt
deg f = n. Insbesondere gilt also: Fiir alle p € P, n € IN existiert ein irreduzibles
Polynom f in IF, [x] vom Grad n.
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BEWEIS. Sei f (x) € IF [x] ein irreduzibler Teiler von ®,u_1 mit deg f = d: D.h,,
inIFy [x] gilt ®pn 1 = f - g fiirein g € Fp, [x].

Da f irreduzibel ist, ist K = IF, [x] /((f)) ein Kérper mit p? Elementen, der F,
als Teilkorper enthélt, und &« = ¥ € K (d.h., a ist die Aquivalenzklasse des Poly-

noms x in IF, [x] in bezug auf das Ideal ((f))) ist eine Nullstelle des Polynoms
f € Fp[x] € K[x]. Dann ist aber natiirlich auch ®,»_1 (x) = f («) - g () = 0.

Wir betrachten die formale Ableitung in K [x]:
D (xpn_l - 1) = (p"—1)x"" 2= —x""2in K [x].

Ausgewertet bei a = ¥ ist das —xP" "2 = ((—1) -——xpn_2> # 0 in K, daher

ist (sieche Lemma 2.1.12) a keine mehrfache Nullstelle von (xpn_l — 1) und so-

mit nach Lemma 3.1.8 eine primitive (p" — 1)-te Einheitswurzel in K. « erzeugt
also eine (zyklische) Untergruppe der Ordnung (p" — 1) in der (ebenfalls zy-
klischen, nach Satz 3.1.9) Gruppe K*, die die Ordnung (p? — 1) hat: Nach dem
Satz von Lagrange (Satz A.3.12 im Anhang) muf also (p" — 1) | (pd — 1) gelten,
und das ist dquivalent mit n | d (siche Lemma A.3.76).

Betrachten wir nun die Menge R = {C ceK: ¢ =¢ } Aus dem kleinen Satz

von Fermat A.2.3 folgt
a? =a (mod p) fiir allea € F),

also ist F, C R (denn a?" = ar?" T = (ap)pnf1 = a”"). R ist ein Teilkirper von
K (R C K), denn R enthdlt natiirlich 0 und 1 sowie neben den multiplikativen
Inversen (klar!) auch die additiven, denn

(=P =(=D" @) == (@7 =-¢
und ist abgeschlossen unter der Addition und Multiplikation in K, d.h., fiir alle
¢,n € Rgilt

& 44" = (E+n)F (siche Lemma A.3.64),

&) = v’ .UP”.
Da a?"~1 = 1, ist natiirlich « € R und somit auch {a,a%,...} C R: Dann ist
aber auch

K = {a0+a10c+~~~—|—ad_1txd_1 ta; € le} C R,

also K = R. Nach Satz 3.1.9 ist die multiplikative Gruppe KK* der Ordnung
p? — 1 zyklisch, es gibt also eine primitive Einheitswurzel { € K der Ordnung
pt —1: gf’d—l = 1; wegen { € R gilt aber auch {#"~1 = 1, also p? — 1 | p" — 1,
und das ist dquivalent mit d | n (sieche Lemma A.3.76).
Es ist also d = n und die Behauptung ist gezeigt. O

BEMERKUNG 3.1.14. Sei ®yn_q = f1 - fo- - - fr eine Zerlegung in irreduzible Poly-
nome f; € I, [x]: Dann folgt aus dem obigen Satz deg f; = n, alson | ¢ (p" —1).
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SATZ 3.1.15. Fiir p € P, n € IN existiert genau ein endlicher Korper mit p" Elemen-
ten, den wir mit IFpn bezeichnen. Genauer gesagt: Je zwei endliche Korper K, K" mit
p" Elementen sind isomorph: K ~ K'.

BEWEIS. Nach Satz 3.1.13 gibt es ein irreduzibles Polynome f € IF, [x] mit
deg f = n; betrachte den Korper Ky = IF, [x] /((f)) mit p" Elementen. Nach
Konstruktion ist & = X € Ky eine Nullstelle von f € Ky [x]. Die Menge

I:= {gG]Fp [x] : g (a) ZO]Kf}

ist eine Teilmenge in Ky [x]; sie ist aber offensichtlich auch ein Ideal in IF) [x],
und es gilt f € I. Da Ky = [Fy, [x] /((f)) ein Koérper (siehe Proposition A.3.66)
ist, ist ((f)) ein maximales Ideal, also mul I = ((f)) gelten. Es ist aber auch
xP" —x € I,denn "1 = 1 gilt ja fiir jedes { € ]K;Z (also insbesondere fiir «),

also gilt f | (xp" - x) in IF, [x].

Wir wollen zeigen: Ein beliebiger endlicher Koérper K mit p” Elementen ist iso-
morph zu K. Nach Korollar 3.1.12 gilt in K [x] die Faktorisierung

P x = 1—[ (x —B),
ek
also mufs f € IFp [x] C K[x] eine Nullstelle 8 € K haben (denn f | (xpn - x)).
Wir betrachten die Evaluation

evg : IF) [x] = KK, gegeben durch q (x) — g (B) € K

(Auswertung des Polynoms g an der Stelle ): evy ist sichtlich ein (nichttrivia-
ler) Homomorphismus mit ((f)) C kerevg, und da ((f)) ein maximales Ideal
ist (und kerevg nicht ganz IF, [x] ist), ist ((f)) = kerevg. Daher induziert evg
einen Ringisormorphismus [Fj, [x] /((f)) — img evg C K, also insbesondere ei-
ne injektive Abbildung: Da aber ’]Kf’ = |K| = p", ist img evg = K und die
Behauptung ist gezeigt. l

Wir wissen bereits:

xpn—x:x<xpn_1—1> =x 1—[ Dy

dlpn—1

hat einen irreduziblen Teiler vom Grad n. Wie sieht die vollstdndige Faktorisie-
rung aus?
BEISPIEL 3.1.16. In[Fp gilt x* —x = x (x + 1) (x* + x + 1), und in F3 gilt x° — x =
x(x+1)(x—1) (x*+1) (¥ +x—-1) (x> —x—1).
SATZ 3.1.17. Das Polynom xV" — x € Fy [x] ist das Produkt aller monischen (i..,
fiihrender Koeffizient ist 1) irreduziblen Polynome f € Iy [x] vom Grad d fiir d | n.

BEWEIS. Sei f € F, [x] ein monisches irreduzibles Polynom vom Grad d: Dann
ist K = IF, [x] /((f)) ein Korper mit pd Elementen. Sei & := X € K, dann gilt
nach Konstruktion a?~1 —1 = 0 in K, und ((f)) = {geF,[x]:q(a) =0}
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(wie im Beweis von Satz 3.1.15: ((f)) C kerev, = ((f)) = kerev,, weil ((f))
maximal ist).

Wenn d | n, dann folgt zunéchst p? — 1 | p" — 1 (siehe Lemma A.3.76) und damit
a”"~1 = 1in K: Das bedeutet aber x”" — x € kerev, = ((f)), d.h., f | (xpn - x).

Wenn f | (xpn — x), dann gilt fiir R = {C cK: & = c:,‘} C K (vergleiche den
Beweis von Satz 3.1.13) schon R = K (denn & € R wegen f | (xpn - x), und

somit a* € R fiir alle k € Z). Sei -y ein erzeugendes Element der zyklischen

Gruppe K*, also ordg- (7) = p? — 1; wegen 7 € R gilt aber auch 7" ~1 =1,

es folgt also zundchst p? — 1 | p" — 1 und somit d | n (nach Lemma A.3.76).

Insgesamt gilt also fiir jedes monische irreduzible Polynom f € FF [x]:
flaf —x < degf|n

Wir haben also gezeigt: Seien f,..., f, die verschiedenen monischen irredu-
ziblen Polynome, deren Grade Teiler von 7 sind, dann ist

n - nl nz n
xp _x_fl.z...r"

mit n; > 1,1 < i < r. Wir wollen noch zeigen: n; = 1. Das ergibt sich aber
sofort aus Lemma 2.1.12, denn aus

(D (xpn —x)) =pt Tl o1= 14 0in IF, [x]

folgt, dafs xP" — x keine mehrfachen Nullstellen haben kann, also kann kein
Faktor f; (der ja eine Nullstelle hat!) mehrfach auftreten. O

BEMERKUNG 3.1.18. Sei N; die Anzahl der monischen irreduziblen Polynome vom
Grad d in F, [x], dann ergibt sich aus der Betrachtung der Grade in Satz 3.1.17 sofort:

p'=) d- Ny (3.1)
d|n
Es gilt Ny = p, denn die Polynome x,x —1,...,x — (p — 1) sind alle monisch und
irreduzibel in F, [x], und fiir g € P erhilt man aus 3.1) p1 = q-N;+ Ny = q -
N, + p sofort Ny = @. Allgemein ergibt sich Ny, durch Mébiusinversion (siehe
Satz A.2.5) aus (3.1):

1 n
No==Yu(Z) " (3.2)
d|n
Zum Beispielist Ny = 3 (—p+p?),Ns = 3 (—p+p®) und No = ¢ (p — p* — p*> + p°).

3.1.3. Faktorisierung von Polynomen iiber Z, (p € IP). Faktorisierung ist
im allgemeinen schwierig, vergleichsweise sehr einfach ist hingegen die Be-
stimmung des grofiten gemeinsamen Teilers: Wir werden in diesem Abschnitt
sehen, wie wir das verwenden konnen. Zunichst noch ein einfache Beobach-
tung:

PROPOSITION 3.1.19. Sei f € FFp [x]:

e Fallsdeg f € {2,3}, dann ist f irreduzibel genau dann, wenn f keine Null-
stelle in IFy, hat.
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o Wenn es ein irreduzibles Polynom g gibt mit g% | f, dann gilt g | ggT (f, D (f)).

BEWEIS. Die erste Behauptung ist klar: f ist genau dann reduzibel, wenn f
einen Linearfaktor (x — «) und somit eine Nullstelle besitzt.

Fiir die zweite Behauptung verwenden wir die Produktregel (sieche Lemma 2.1.7):
Sei f = ¢+ ¢*, dann ist

D(f)=D(g-g") =2-g-8" +&*-D(g"),
woraus die Behauptung folgt. O

3.1.3.1. Elementare Ansiitze. Satz 3.1.17 liefert uns eine einfache Methode zur
(i.A. nicht vollstindigen) Faktorisierung eines Polynoms f € IF, [x], die wir
folgendermafien algorithmisch fassen konnen:
/* Abdividieren von Linearfaktoren */
while Jx € F,: f(a) =0do
£ f/(x=a)
end while
/* Abdividieren von quadratischen Faktoren */
q < 88T (D (f). f)
if degg > 0 then
fefle
end if
/* q ist i.A. nicht irreduzibel; ab hier gilt aber jedenfalls: f ist
quadratfrei und hat keinen Linearfaktor. */
_ |desf
m= LT
/* Sukzessives Abdividieren des Produkts aller (verschiedenen!) irreduziblen
Teiler von f mit Grad d (gem&B Satz 3.1.17). */
ford =2 tomdo
q=ggT (f,xpd - x)
f<f/q
end for
BEISPIEL 3.1.20. Sei f (x) = x10 + x5 +2x12 4 x4+ 210 4 29 4+ 38 4247 + 26 +
2x* +2x% 4+ 2x +1 € F3 [«].
Esgilt f(1) =0, und g = f/ (x —1) = xP + 2x1% 4 2213 + 2x12 - 11 - 2210 4
x8 4+ 2x7 + x0 4+ 2x° + 2x* + x3 + x? + 2 hat keine Nullstelle mehr.
Es gilt D(g) = x>+ 2x12 + 2x10 + 2x% + 2x7 + 2x6 + x* + 243 + 2x, und mit
dem euklidischen Algorithmus erhalten wir ¢ = ggT (g, D (g)) = x> + x +2: Da alle
Linearfaktoren schon abdividiert wurden, hat q keine Nullstelle und muf$ (da degq <
3) bereits irreduzibel sein.
Wir fahren alsomith = ¢/q* = x + 8 + 27 +x0 + 0+ xt + 223 + 222 + x +2
fort, das quadratfrei ist. Jetzt holen wir uns das Produkt der irreduziblen Teiler von
h mit Grad 3: q = ggT (h,x*” — x) = x3 + 2x% + 1; das ist also sichtlich auch ein
irreduzibler Teiler von h.
Der Rest v = h/q = 28+ x7 4+ x® + x° + x* + 3 + x% + x + 2 ist das Produkt
von 2 irreduziblen Polynomen vom Grad 4, denn der euklidische Algorithmus liefert
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ggT (r,x% — x) = r: Wir haben damit zwar die vollstindige Faktorisierung in irre-
duzible Teiler

F(x)=(x+2) (x2+x+2)2 (3 42x2+1) (e +23 422 +1) (x* + 2634222 +x+2)

nicht geschafft, sind aber doch recht weit gekommen.

3.1.3.2. Der Berlekamp—Algorithmus. In der Computeralgebra, einem Teilge-
biet der Mathematik, ist der Berlekamp—Algorithmus eine Methode zur Fakto-
risierung von Polynomen iiber einem endlichen Korper, die 1967 von Elwyn
Berlekamp entwickelt wurde. Er ist in den meisten Computeralgebrasystemen
implementiert und war der fithrende Faktorisierungsalgorithmus bis zur Ent-
wicklung des Cantor—Zassenhaus—Algorithmus, einer probabilistischen Variante
des Berlekamp—-Algorithmus, aus dem Jahre 1981.

Gesucht ist eine Faktorisierung von f (x) € IFp [x] mit deg f (x) = n in irre-
duzible Faktoren f (x) = g1 (x) - - - gr (x), wobei die Anzahl r der Faktoren un-
bekannt ist. Insbesondere kann auch r = 1 gelten: Dann ist f (x) irreduzibel.
Dabei kann man ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass f (x)
quadratfrei ist, weil andernfalls deg ggT (f,D (f)) > 0 ist und daher auf diese
Weise bereits ein echter Teiler gefunden wird (siehe Proposition 3.1.19).

DEFINITION 3.1.21. Es sei R ein kommutativer unitirer Ring mit Charakteristik p €
IP°. Die Abbildung

frob, R — R: x> xP
wird als Frobeniusabbildung bezeichnet.

Wegen (a+ b)? = aP + bP in R (siehe Lemma A.3.64) ist sie ein Ringendomorphis-
mus.

Seip € P und f € [, [x]: Der Ring R = [F, [x] /((f)) hat die Struktur eines
Vektorraums iiber dem Korper IFp, und die Frobeniusabbildung R — R ist hier
eine lineare Abbildung, denn sie fixiert den Korper IFp,

frob, (A) = AP = Afiiralle A € [F,
also ist
frob, (a + A -b) = a” + AP -b¥ = frob, (a) + A - frob, (b) .
—A
BEISPIEL 3.1.22. Sei f = x° + x+ 1 € Fp[x], dann ist R = Fy [x] /((f)) ein 5~

dimensionaler Vektorraum iiber F, mit Basis B = {1,a,a? a3, a*}, wobei a = X und

&’ = 1+ . Wir bestimmen die Matrix der Frobeniusabbildung frob, fiir diese Basis
und berechnen dazu die Werte der Abbildung fiir die Basis B:

frob, (B) = {1’“2,“4,“6 —a-(14+a)=a+a?ad= oc3—|—oc4}.

SSiehe Definition A.3.61: Der Kern der Abbildung Z — R, die durch 1 — 1y gegeben ist,
ist eine (additive) Untergruppe von Z, also entweder {1} — dann hat der Ring Charakteristik
0 — oder mZ — dann hat der Ring Charakteristik .
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D.h., die Matrixdarstellung in bezug auf die Basis BB lautet:
10000

o O

[frObz]B’B =

—_

1
1
0
0

SO OO
—_ O OO

0
1
0
0

—_

Wenn ker frob, # {0}, dann gibt es ein ¢ # 0 € F,, [x] mit degg < deg f und
frob, (3) = g" = 0in FF, [x] /((f)). (g ist nicht konstant, denn fiir alle ¢ € F,
gilt ja frob, (c) = ¢, also 0 < degg < deg f.) Das heifst f | g¥ in IF, [x]. Sei nun
7t mit deg 7t > 0 ein irreduzibler Teiler von f, dann gilt auch 77 | g und ggT (£, g)
ist ein echter Teiler von f, denn

0 <degm < degggT (f, g) <degg < degf.

Seiid: R — R die identische Abbildung id (x) = x: Klarerweise ist IF, C
ker (frob, —id) (denn nach dem kleinen Satz von Fermat A.2.3 gilt x” = x fiir
alle x € Fp). Sei g € Fp [x] mit 0 < degg < degf und g € ker (frob, —id) ,
dann ist g¥ = g in R. Es gilt
xP—x=x-(x-1)-(x—=2)---(x —p+1) inF, [x]
(denn es ist ja a? = « fiir alle & € IFy), daher gilt auch
§'-8=8 (-1 (g-2)-(g—p+1) inFy[x].
Sei h ein irreduzibler Teiler von f, dann gilt wegen f | g — g also h teilt
einen der Faktoren g,¢ —1,...,¢ — p + 1, und daher ist eines der Polynome
geT (f,g),88T(f,g—1),...,88T(f,g — p+1) ein echter Teiler von f (wieder
wegen deg ¢ < deg f).

BEISPIEL 3.1.23. Fiir das vorige Beispiel ist die Matrixdarstellung von (frob, —id)
in bezug auf die Basis B:

00000 1 0
01010 1 0
A:=[froby—id]gz=]0 111 0| undA-|0|=]0
00011 1 0
00100 1 0

N

Alsogilt fiir g = 1+x+x>+x% f | g
erhdlt man

— &. Mit dem Euklidischen Algorithmus

ggT<x5+x+1,x4+x3+x+1> =x>+x+1,
und das ist ein Faktor von f = x° + x + 1.

Um zu entscheiden, ob f irreduzibel ist, geniigt es also, die Kerne der IF,—
linearen Abbildungen frob, und (frob, —id) zu untersuchen.

SATZ 3.1.24. Sei f € Fp [x] nicht konstant. Wir betrachten die Frobeniusabbildung
frob, : R — R fiir R = Fy [x] /((f)): Dann ist f irreduzibel genau dann, wenn
ker frob, = {0} und ker (frob, —id) = IF,,.
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BEWEIS. Wir haben bereits gesehen: Wenn ker frob,, # {0} oder ker (frob, —id) #
Fp,, dann ist f reduzibel. s
= B <«

Wir miissen die Umkehrung zeigen: Sei ker frobp = {0} und ker (frobp — id) = (LB) — (-A)
Fp. Seia # 0in R beliebig: Wir wollen zeigen, dafs ein multiplikatives Inverses
a~! existiert mit a-a~! = 1, denn dann ist R ein Kérper, also ((f)) ein maxi-
males Ideal und f ein irreduzibles Polynom. Wir betrachten dazu die IF,-lineare
Abbildung

¢:R—R,x—a-x
und wollen zeigen: 1 € img ¢.
Behauptung: ker ¢ Nimg ¢ = {0}. Denn sei x € ker ¢ Nimg ¢, dann gibt es ein
ymitx = a-yund es gilta - x = 0. Daraus folgt

frob, (x) =a? - y? =a? 2 -y la-x =0,
also ist x € ker frob, und daher x = 0; damit ist die Behauptung gezeigt. Aus
dem Rangsatz (siehe Satz A.4.3) folgt dann aber
dimp, (ker ¢) + dimg, (img¢) = dimg, (R),

und das heifst

R = ker ¢ @ img ¢.
(R ist direkte Summe von R = ker ¢ und img ¢.)

Offensichtlich gilt: Wenn x € ker ¢ (bzw. x € img ¢), dann ist auch frob, (x) €
ker ¢ (bzw. frob, (x) € img ¢): Denn

a-x=0 = a-xV =0,
x=a-y = xF=a- (ap_l-yp>.
Wenn wir 1 € R also (eindeutig!) schreiben als 1 = a + B mita € ker¢, B €
img ¢, dann erhalten wir:
a4+ B =1 = frob, (1) = frob, (a) + frob = af + BV,
p ) (1) = froby (@) + froby (8) = & + P
cker¢ €img ¢

und wegen der Eindeutigkeit der Darstellung folgt a? = « und B¥ = B. Das
heilt, « € ker (frob, —I), also nach Voraussetzung & € F,. Da a € ker ¢, muf
a = 0 gelten: Also ist B = 1 € img ¢ und wir sind fertig. O

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich der Berlekamp-Algorithmus, dessen Ablauf
wir anhand eines Beispiel illustrieren:

BEISPIEL 3.1.25. Wir suchen die Faktorisierung des Polynoms
f=x"+x"+2x342x> +3x +2 € F5 [«].
Wir bestimmen ggT (f,D (f)) = 1:
x7 04203 4-2x% 4+-3x+2 :(2x6+x2+4x+3)~3x+x5+4x3+4x+2
2x04+x2+4x+3 =(x5+4x3+4x+2)-2x+2x4+3x2+3
o4 +4x+2 = (2x4+3x243) -3x+2
2x4 432243 =2 (x*+4x2+4)+0.
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ABBILDUNG 1. Nachrichtentibertragung tiber einen
storungsanfilligen Kanal: Die gesendete Information kommt
beim Empfanger moglicherweise fehlerhaft an.

— —> | Empfianger

Werte

1, oc5,4oc6 +3a° + 4ot + 302 + 20, al + 2a° + 4a* + 402 + o,
200 + 30 4 30° + 202 4+ 20 + 2,
200 + 40 + a* + 4oc2,Zoc6 +20° + 4ot + 0P+ 207+ 3

an und hat daher folgende Matrixdarstellung:

Q:= [frob5]B,B =

(NNl No ol
OSRr OO O OO
= Wik oOWwWwphNh o
RN OB R~RO
N WOWNhDNDN
NP, OROO
NN, DNOW

Die Determinante dieser Matrix ist —306 = 4 (mod 5), also ist der Kern der Fro-
beniusabbildung trivial. Wir versuchen nun den Kern von Q — E zu bestimmen, al-
so den Eigenraum von Q zum Eigenwert 1. Durch Losen des entsprechenden Glei-
chungssystems (iiber FFs!) erhilt man zwei Eigenvektoren v1 = (1,0,0,0,0,0,0) und
vp = (0,3,1,4,1,2,1). Fiir das zu vy gehiorende Polynom g (x) := x0 4+ 2x5 + 4t +
4x3 + x? + 3x giltalso f | &> — ¢, und eines der Polynome ggT (f, g —s), s € Fs, ist
ein Teiler von f: Fiir s = 2 liefert der Euklidische Algorithmus

204223+ 2024+ 3x+2 = (2042 O xt 43+ 22+ 3x+3) - (x43) +4x0+3x* +4x3+ 2%+ 243
x042x5 4+ x4 +4x3 +x24-3x+3 =(4 x5+3x4+4x3+x2+x+3)-4x+2x2+x+3
454 3x4 +4x3 4124 x+3 = (2 x24+x+3)- (263 +3x2+1) +0,

und wir erhalten die Faktorisierung
f= (3x5+x4+3x3+2x2+3x+4) : (2x2+x+3> .
Der quadratische Faktor hat keine Nullstelle in IFs und ist daher irreduzibel (siehe Pro-

position 3.1.19), und fiir den anderen Faktor kann man (analog zur obigen Vorgangs-
weise) nachweisen, dafs er irreduzibel ist: Die Zerlequng ist also gefunden.
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3.2. Codierungstheorie

Codierungstheorie beschiftigt sich mit dem Problem, dafs Nachrichten, die tiber
einen storungsanfalligen Kanal (zum Beispiel iiber Internet) iibertragen wer-
den, durch Fehler verfialscht werden konnen, die man nicht vermeiden kann
(siehe Abbildung 1): Die Aufgabe besteht hier also darin, durch das “Mitiiber-
tragen” zusitzlicher Informationen (“Redundanz”) zu gewihrleisten, da8 Uber-
tragungsfehler erkannt oder sogar korrigiert werden kénnen; und das unter der
naheliegenden weiteren Anforderung, daf8 die redundanten Zusatzinformatio-
nen moglichst sparsam konzipiert werden.

BEISPIEL 3.2.1. Betrachten wir die Ubertragung von Buchstaben iiber eine Netzwerk-
leitung: Buchstaben werden iiblicherweise als achtstellige Bindirzahlen (Bytes: 8 Bits
= 1 Byte) codiert. Wenn wir Fehler erkennbar machen wollen, konnten wir ganz ein-
fach jedes Byte doppelt senden.

Natiirlich erkennt dann der Empfinger der Botschaft, dafs ein Fehler passiert ist, wenn
das erste und das zweite iibertragene Byte nicht iibereinstimmen: Allerdings kann er
den Fehler nicht korrigieren, denn er weif§ ja nicht, ob das erste oder das zweite Byte
fehlerhaft ist.

Auflerdem bedeutet diese einfache Codierung eine Verdoppelung der Datenmenge, die
iibertragen wird: Die Redundanz ist hier also genau so grof$ wie die eigentliche Nach-
richt. Wir werden sehen, dass es wesentlich sparsamere Codierungsmethoden gibt, die
die Erkennung eines Fehlers gewihrleisten.

BEMERKUNG 3.2.2. Klarerweise wird ein “Doppelfehler” der Gestalt, daf$ das erste
und zweite Byte zwar iiber einstimmen, aber beide fehlerhaft sind, in diesem Beispiel
nicht erkannt: Dieser prinzipielle Mangel gilt fiir alle Kodierungsmethoden, die wir
in der Folge betrachten werden. Da aber in der Praxis die Wahrscheinlichkeiten fiir
einen Fehler schon gering sind, ist die Wahrscheinlichkeit fiir zwei Fehler relativ ver-
schwindend: Das Interesse in der Nachrichtentechnik fiir Kodierungsmethoden, die die
Fehlerwahrscheinlichkeit deutlich reduzieren, ist jedenfalls sehr grofs.

BEISPIEL 3.2.3 (ISBN—Code). Ein einfaches Beispiel aus der Praxis ist der ISBN—
Code: ISBN steht fiir International Standard Book Number und ist ein 10-stelliger
Zahlencode z10z9 - - - 2921, der jedes Buch international erkennbar macht. Dabei sind
z; € {0,1,2,...,9} fiir 2 < i < 10 und z; € {0,...,9, X} (wobei der Buchstabe X
fiir die Zahl 10 steht). Die ersten 9 Ziffern kennzeichnen das Erscheinungsland, den
Verlag, und den Buchtitel. Die letzte Ziffer ist das redundante Priifzeichen: zq wird so
gewidhlt, dafS gilt

10
S=Ylizi=1-z142-2+---10-20 =0 mod 11 (mit X = 10).
i=1

Betrachten wir zum Beispiel die ISBN-Nummer
3-540-20521-7
Die letzte Ziffer 7 ist ein korrektes Priifzeichen, da
10-34+9-5+8-44+7-04+6-2+5-0+4-5+3-2+2-1+1-7=154
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ABBILDUNG 2. Codierte Nachrichteniibertragung tiber einen
storungsanfilligen Kanal: Die gesendete Information wird vom
Sender codiert und vom Empfanger wieder decodiert.

codieren

tatsichlich durch 11 teilbar ist. Die Redundanz ist hier recht gering (1 zusdtzliches
Zeichen entspricht 1/9 der eigentlichen Nachricht), und die zwei hiufigsten Ubertra-
gungsfehler beim Lesen oder Abtippen werden erkannt:

(1) Genau eine Ziffer ist falsch.
(2) Genau zwei Ziffern sind vertauscht.

Ad (1): Wenn statt der Ziffer z; y; # z;j iibermittelt wird, dann gilt (y; — zj) # 0
mod 11 wegen 1 < |y; — z;| < 10. Deshalb gilt fiir die gewichtete Summe

10 10
S=jy+ ) tz=jly-z)+) iz
i=T,i4] i=1

Wiire also in unserem Beispiel die erste Ziffer verfilscht worden und wir hitten
8-540-20521-7

erhalten, so wiifSten wir wegen S = 204 sofort, dafS die Zahl fehlerhaft ist, denn 204 ist
nicht durch 11 teilbar.

Ad (2): Angenommen, die Ziffern z; und z mit z; # z) werden vertauscht. Dann ist
(k—j)(zj —zx) #0 mod 11 wegen 1 < |j — k| < 9. Deshalb gilt fiir die gewichtete
Summe

10 10
SI]"Zk—Fk-Z]‘-I- Z i-ZiZ(k—j)(Zj—Zk)-l-Zi'Zi
i=1,i%j k i1

= (k—]) (Z]'—Zk) §é 0 mod 11.

Wiiren also in unserem Beispiel die zweite und dritte Ziffer vertauscht worden und wir
hiitten

3-450-20521-7
erhalten, erkennen wir den Fehler wegen S = 153 # 0 mod 11.
Wir illustrieren nun anhand eines Beispiels, in welchem Sinn eine Codierung

nicht nur das Erkennen, sondern auch die Korrektur von Fehlern moglich ma-
chen kann:
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BEISPIEL 3.2.4. Angenommen, wir wollen 2-Bit Nachrichten senden, also 00, 10, 01
und 11. Das Codieren besteht einfach in drei Wiederholungen der eigentlichen Nach-
richt, d.h.,

00 — 000000,
10 — 101010,
01 — 010101,
11 — 111111.

Das Decodieren einer empfangenen Nachricht v besteht darin, dafS in der Liste der
4 Codeworter jenes gewihlt wird, das sich von v in der geringsten Anzahl von Bits
unterscheidet: Wenn wir also z.B. 101011 empfangen, sehen wir sofort, dafs ein Fehler
passiert ist und gehen davon aus, daf$ die Nachricht eigentlich 101010 lauten sollte.

Man kann leicht nachpriifen, daf so alle Fehler korrigiert werden konnen, die durch die
Ubertragung von genau einem falschen Bit entstehen.

3.2.1. Grundlegende Definitionen. Die Codierungstheorie beschéftigt sich
mit der Erkennung/Korrektur von Fehlern, die bei der Dateniibertragung ent-
stehen: Es geht hier also nicht um die Verschliisselung der Daten zum Schutz vor
unerlaubtem Zugriff — damit beschéftigt sich die Kryptographie.

DEFINITION 3.2.5. Sei F eine Menge mit |F| = q < oo, die wir im Zusammenhang
mit Codierung auch als Alphabet bezeichnen. Eine nichtleere Teilmenge C C F" =
{(uy,- - ,un) : u; € F} heifit eine Code der Linge n iiber dem Alphabet F. (Solche
Codes heifSen auch Blockcodes: Jedes Wort hat dieselbe Linge.) Die n—Tupel in F"
bezeichnen wir in diesem Zusammenhang auch als Worte, und die n-Tupel in C als
Codeworte.

In der Computertechnik besonders wichtig ist der Fall g = 2: Man spricht dann von
bindren Codes.

Ein Code C mit m Wortern der Lange n kann als (m x n)-Matrix geschrieben
werden, deren Zeilen die Codeworter sind.

BEISPIEL 3.2.6. Es ist

0
0
=1

— O = O

1

ein bindrer Code mit 4 Wortern der Linge 2. Codiert man ein 2-Bit Wort mit einem
weiteren Bit so, daf$ die Quersumme gerade wird, erhillt man einen biniren Code der
Linge 3:

IR )

Ci=

= -0 O
—_ O = O

0

Dieser Code gewihrleistet, dafs ein Fehler erkannt wird, wenn genau 1 Bit falsch iiber-
tragen wird.
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In der Praxiswird F = {0, 1, ...,q — 1} betrachtet und F mit Z/gZ identifiziert:
Damit hat F = Z/gZ die Struktur eines Rings. In den folgenden Betrachtungen
gehen wir davon aus, dafl § = p* eine Primzahlpotenz ist: Dann hat F = IF, die
Struktur eines (endlichen) Korpers, und IF;’ hat die Struktur eines Vektorraums
tiber IFy.

DEFINITION 3.2.7 (Hamming-Distanz). Sei g eine Primzahlpotenz, sein € IN. Im
Vektorraum V = Fj ist die Hamming-Distanz d : V x V — IN¢ wie folgt definiert:
Seien x = (x1,...,xy) und (y = (y1,...,Yn) zwei Vektoren in V, dann ist

d(x,y) := Anzahl der Indizes i mit x; # y;.
Es gilt (natiirlich)
d(x+z,y+z)=d(xy) (dist translationsinvariant)
und
0<d(x,y)<m
fiiralle x,y € V.
LEMMA 3.2.8. Die Hamming—Distanz ist eine Metrik auf V = IFy:
(1) d (x,y) = 0 genau dann wenn x = y.

(2)d(x,y)=d(y,x) fiirallex,y € V.
B) d(x,y) <d(x,z)+d(zy) firallex,y,z € V.

BEWEIS. Fiir die Dreiecksungleichung tiberlege: d (x,y) ist die kleinste Anzahl
von Koordinatendnderungen, die nétig ist, um x in y tiberzufiihren. O

BEMERKUNG 3.2.9. Uber F, erscheint die Hamming—Distanz als das Quadrat des
Euklidischen Abstandes:

n

d(xy) =Y (xi—y)°.

i=1
DEFINITION 3.2.10. Sei C C . Die Minimaldistanz von C ist definiert als
d(C) =min{d (x,y) :x,y € C,x #y}.

Das Gewicht w (x) von x € I} ist definiert als die Anzahl der Koordinaten in x =
(x1,...,xn) mit x; # 0.

BEISPIEL 3.2.11. Der bindre Code Cq aus Beispiel 3.2.6 hat die Minimaldistanz d (Cy) =
2: Es gilt d (x,y) = 2 fiir alle x # y € Ci, und auflerdem w (x) = 2 fiir alle
x e \0

DEFINITION 3.2.12 (Decodieren mit Hamming—Distanz). Sei C C ]Fg ein Code,
seis = (s1,...,5n) € C das Codewort, das der Sender gesendet hat, und sei r =
(r1,...,ma) € ¥y das Wort, das der Empfinger erhalten hat: Jeden Buchstaben r;,
der fehlerhaft iibermittelt wurde (also r; # s; bezeichnen wir als Ubertragungsfehler
(oder kurz Fehler): Die Hamming—Distanz d (s,r) ist also die Anzahl der Ubertra-
gungsfehler.

Decodieren mit Hamming-Distanz bedeutet: Wenn die Funktion
dr:C—Np: x+—d(r,x)
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ein eindeutiges Minimum fiir x = xo hat, dann decodiert der Empfinger r als xo: Das
heif$t, das empfangene Wort r wird als das nachstgelegene Codewort xq (im Sinne der
Hamming—Distanz) gedeutet. (Es kann natiirlich xy # s gelten: Decodieren ist nicht
notwendigerweise korrekt.)

Wenn r ¢ C, dann wird r korrekt als fehlerhaft erkannt:
r¢ C = r#s.
Umgekehrt gilt das aber nicht:
reC =5 r=s:

Decodieren mit Hamming-Distanz wiirde im Fall r € C, aber r # s keinen
Fehler erkennen und ein falsches Ergebnis liefern.

PROPOSITION 3.2.13. Es sei C C Iy ein Code. Fiir das Decodieren mit Hamming—
Distanz gilt:

(1) Istd (C) > t+1, dann werden alle Worte mit hochstens t Ubertragungsfehlern
korrekt als richtig oder falsch erkannt (man sagt auch salopp: C erkennt d (C) —

1 Fehler).
(2) Istd (C) > 2t+ 1, dann werden alle Worte mit hichstens t Ubertragungsfehlern

korrekt decodiert (man sagt auch salopp: C korrigiert V(Cz)_lj Fehler).

BEWEIS. Esseiens das gesendete und r das empfangene Wort, und es seid (s, r) <
t

Ad (1):Dad(C) > t+1,istentweder r = s € C (und r wird korrekt als richtig
erkannt) oder v ¢ C (und r wird korrekt als falsch erkannt).

Ad (2):Dad (s,r) <t,giltd (r,x) >t +1 fiir jedes andere Codewort x # s € C,
denn andernfalls wire

d(s,x) <d(s,r)+d(r,x) <t+t=2t
im Widerspruch zu d (C) > 2t 4 1: Also wird r richtig als s decodiert. O]
BEISPIEL 3.2.14. Der Code C; C F3

Ci=

VU Rk OO
_ o O
O = = O

aus Beispiel 3.2.6 erfiillt d (C1) = 2 un
keinen Fehler.

Der Code C C TF§

erkennt daher einen Fehler, korrigiert aber

_ O O
_ O O
_ O O

0 0 0

1 1 1
“=1o 0 0

111111
aus Beispiel 3.2.4 erfiillt d (C) = 3 und korrigiert daher einen Fehler.
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DEFINITION 3.2.15. Ein (n, M, d)-Code iiber q ist ein Code C € Fy mit |C| = M (C
umfaft also M Worter) und Minimaldistanz d = d (C).
Ag (n,d) sei die grofite Zahl M, fiir die ein (n, M, d)-Code iiber q existiert.

Es ist qualitativ klar: Ein (n, M, d)-Code ist dann gut, wenn er

e moglichst kleines n hat (damit die Datentibertragung sparsam ist),

e moglichst grofSes M hat (damit Information detailliert tibertragen wer-
den kann),

e moglichst grofies 4 hat (damit viele Fehler erkannt bzw. korrigiert wer-
den).

PROPOSITION 3.2.16. Es gilt A; (n,1) = q" und A, (n,n) = q. Allgemein gilt die
(sehr grobe) Singleton—Schranke [14]:

Aq (7’1/ d) < qn—d—i-l.

BEWEIS. Die erste Behauptung ist klar (Minimaldistanz 1 heifst: Die Codewérter
sind paarweise verschieden).

Ist C ein (1, M, n)—Code tiber g, so unterscheiden sich je zwei Codewdérter in
allen Koordinaten. Da insbesondere die erste Koordinate nur g verschiedene
Werte haben kann, folgt also sofort A, (n,n) < gq. Es gilt As(n,n) = g, weil
der “Repetitions—Code” der Lange n tiber g, der aus den Worten (i, 1, ...,1) fur
0 <i < g — 1 besteht, ein Code mit Minimaldistanz n und g Wortern ist.

Es sei C ein (n, M, d)-Code tiber g. Loschen wir die letzten d — 1 Stellen aller
Codeworter, dann sind die verbleibenden Worter der Lange n — d 4+ 1 noch
immer paarweise verschieden (weil die Minimaldistanz d war): Also ist M <
qn—d—&-l. n

SATZ 3.2.17 (Kugelpackungsschranke). Fiir m € Fj und r € N definieren wir die
Hamming-Kugel mit Mittelpunkt m und Radius r

By (m, 1) := {v € Fl :d (m,0) < r} C F.

Es gilt die Kugelpackungsschranke

ql’l
Ay (n,d) < )BH (m VZ;lJ> ’ (3.3)

Die Anzahl der Vektoren in einer Hamming—Kugel konnen wir leicht abzihlen:

O [ R
i=0

BEWEIS. Sei C ein (n, M, d)-Code. Dann miissen die Kugeln By (c, L%J) fur
¢ € C paarweise disjunkt sein: Denn falls es ein x gédbe mit

e o152 o (o))
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dann wire

d(c1,¢2) < d(c1,x) +d (c2x) <2 V%J <d-1,

ein Widerspruch: Daraus folgt nattirlich (3.3).

Die Anzahl der Vektoren mit Hamming—Abstand i von m ist (%) (4 —1)" (un-
abhdngig von m): Durch Aufsummieren folgt die zweite Behauptung in (3.4).
O]

DEFINITION 3.2.18. Ein (n, M, d)—Code iiber q mit ungerader Minimaldistanz d =
2t + 1 heifit perfekter Code, wenn fiir die Schranke (3.3) in Satz 3.2.17 Gleichheit
gilt, d.h.

_— qn .
M= s M-

3.2.2. Lineare Codes. Die Konstruktion von Codes C C IFZ]’ wird einfacher,
wenn man die algebraische Struktur von IFj ausntitzt:

DEFINITION 3.2.19. Ein Code C der Linge n iiber IF; heif$t linearer Code, wenn er
ein Untervektorraum von Iy ist.

Ist k < n die Dimension des linearen Codes C iiber IFy, so ist C ein (n, qk,d)—Code:
Wir schreiben dann kiirzer [n, k, d] , oder nur [n, k, d], oder iiberhaupt nur [n, k].

Eine (k x n)-Matrix iiber IF,, deren Zeilen eine Basis des Untervektorraums U = C
bilden, heifit dann Erzeugermatrix des linearen Codes [n, k, d].

Ist G = ( glj)llql die Erzeugermatrix von C, dann erhélt man definitionsgemafs

alle Codeworter in C durch Multiplikation eines beliebigen Vektors u € ]Ff; mit

G:
1,1 &y
(ul,...,uk)- : :(Cl,...,Cn)EC

k1 Skn
BEISPIEL 3.2.20. Der binire Code

C1 =

o= O
—_ 0

0
0
1
110

aus Beispiel 3.2.6 bzw. Beispiel 3.2.11 ist ein linearer [3,2, 2|-Code mit Erzeugermatrix

011
o= (231)
PROPOSITION 3.2.21. Fiir einen linearen Code C T IFy gilt:
(1) Die Hamming—Distanz zweier Codeworter x,y aus C ist identisch mit dem
Gewicht ihrer Differenz: d (x,y) = w (x — ).
(2) Die Minimaldistanz von C entspricht dem minimalen Gewicht nicht-verschwin-
dender Codeworter aus C, d.h. es gilt

d(C) =min{w(x):0#x € C}.
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BEWEIS. Da d translationsinvariant ist, folgt
d(x,y)=d(x—y,0)=w(x—y).

Da C linear ist, gilt x,y € C = x —y € C: Daraus folgt auch sofort die zweite
Behauptung. O

Zur Bestimmung der Minimaldistanz eines linearen Codes C mit M Wortern
muf$ man also nur die M — 1 Wérter ungleich Null betrachten.

BEISPIEL 3.2.22. Es sei C der ternire lineare Code mit Erzeugermatrix

00011
G=101100

10101

Nach Definition ist

C = {(c3,co,co+c3,c1,c1+¢3) 1 ¢c; € F3} C IR
Man sieht leicht: Fiir u # 0 € 3 gilt w (u-G) > 2, also hat C Minimaldistanz 2
und ist ein [5,3,2];-Code.

Die Erzeugermatrix G eines linearen Codes bestimmt eine injektive lineare Ab-
bildung ]F][; — IF}: Sieht man die Elemente in ]F’,; als die “eigentlichen Nachrich-
ten” an, dann vermittelt diese Abbildung genau die Codierung. Es ist klar, dafs
auch fiir die Decodierung lineare Abbildungen bzw. Matrizen eine Rolle spielen
werden.

PROPOSITION 3.2.23. Sei K ein Korper, n € IN. Die Abbildung (.,.) : K" x K" —
K, die durch

n
(u,0) :== Y uj v
i=1

gegeben ist, ist eine symmetrische, nicht ausgeartete Bilinearform auf K", d.h.:

 (u,v) = (v,u),
o (u,v+A-w)=(uv)+A-(uw),
o u +— (u,.) ist eine injektive Abbildung in den Dualraum, also K" — K"*.

Sie ist im allgemeinen nicht definit:
(u,uy =0 fliru # 0
ist moglich.

DEFINITION 3.2.24. Sei C T ¥} ein linearer Code. Dann heifst
ct:= {x €Fy: (x,y) =0fiiralley € C}

der zu C duale Code. C*- ist sichtlich ein linearer Code®; eine Erzeugermatrix H von
C heifit Kontrollmatrix zu C. Im Falle C = C* nennen wir C selbstdual.

6Als Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems!
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PROPOSITION 3.2.25. Es sei C T IFy ein linearer Code der Dimension k. Dann gilt
fiir jede Erzeugermatrix H von C*+ die Kontrollgleichung

C= {y €elFy:H-y= 0} (y erscheint hier als Spaltenvektor). (3.5)

Insbesondere ist CL ein linearer Code der Dimension n — k, und die Dualisierung ist
eine Involution, d.h. (C+)+ = C.

BEWEIS. Ist G die Erzeugermatrix von C, so gilt x € C* genau dann, wenn
G - x = 0 ist: Dies ist ein lineares Gleichungssystem mit k linear unabhidngigen
Gleichungen in n Variablen; sein Losungsraum C+ hat also Dimension 1 — k.
Eine Kontrollmatrix H von C ist dann eine (1 — k) x n—Matrix, deren Zeilen ei-
ne Basis von C* bilden:, und es gilt G - H' = 0. Das Gleichungssystem y - H! =
0 <= H-y = 0hat n — k linear unabhéngige Gleichungen in n Variablen,
sein Losungsraum hat daher Dimension k und wird von den Zeilen von G auf-
gespannt: Also gilt die Kontrollgleichung (3.5), und es folgt

C={yecFy:(yx) =0firallexc C*|,
dh., (CH+ =C. O
BEISPIEL 3.2.26. Sei C C IF; der lineare [4,2]-Code mit Erzeugermatrix
0111
G= (1 01 0) ’
Dann ist C* ein linearer [4,2]-Code mit Erzeugermatrix
1011
H= <0 10 1) ’
und H ist eine Kontrollmatrix zu C.

Denn x = (x1,x2,Xx3,X4) € ct genau dann, wenn G - x = 0, also wenn x eine
Losung des Gleichungssystems

Xp+x3+x4=0

xX1+x3=0
ist. In IFp ist —1 = 1, also erhalten wir als Losungsraum sofort
CJ_ = {(x1/x2/ X1,X1 + XZ) X € IFz} ,

und die Matrix H ist sichtlich eine Erzeugermatrix fiir C. Sie erfiillt die Gleichung
1
(00
~\0 0)"

, /011 1\ [o

G-H —<1 010) |1

1
C={xe]F;’:H-x:O}={(x1,xz,x1+xz,x2):xiGIFz}.

— o O

und es gilt die Kontrollgleichung

Aus der Kontrollmatrix eines Codes C erkennt man ganz leicht seine Minimal-
distanz d (C):
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PROPOSITION 3.2.27. Fiir k € IN sei C T F} ein linearer [n, k|-Code mit Kontroll-
matrix H. Dann gilt
d(C) =min{¢ > 1| es gibt { linear abhiingige Spalten in H}
=max{l¢ > 1| jel — 1 Spalten von H sind linear unabhingig} .

(d (C) ist also sozusagen ein “diametrales Gegenteil” zum Spaltenrang, der maxima-
len Zahl linear unabhéangiger Spalten.)

BEWEIS. Sei H = (hy, ..., hy,), wobei h; die i—te Spalte bezeichnet. Alle /; haben
Lange n — k: Da k > 0,ist n — k < n und die Spalten sind linear abhédngig.

Fiir jede Teilmenge {h;,, ..., h;,} von linear abhéngigen Spalten gibt es ein ¢ =
(¢1,...,cn) € Fy mit der Eigenschaftc; #0 < j € {i1,..., iz} (dh:w(c) =
d), sodaf$ gilt:

iCj . h] =0.
j=1

Dasheifitaber: H-c = 0 <= ¢ € C; und umgekehrt gibt es fiirjedesc # 0 € C
eine Teilmenge von w (c) linear abhédngigen Spalten in H. Die Behauptung folgt
also aus Proposition 3.2.21. O

BEISPIEL 3.2.28. Die Matrix

11111111
G — 11001010
100101110
10010110
erzeugt einen linearen, selbstdualen [8,4,4],—Code C: Denn es ist G - Gt = 0, also ist

C selbstdual.

Je drei Spalten der Kontrollmatrix H = G sind linear unabhingig. Deshalb ist nach
Proposition 3.2.27 d (C) = 4.

DEFINITION 3.2.29. Sei C ein linearer [n,k,d]-Code in IFy. Eine Erzeugermatrix G
von C heifdt reduziert, falls G die Gestalt

1 0
G = (Ea|P) = ( P)
0 1

hat, wobei P eine (k x (n — k) )-Matrix iiber IF ist.
Zwei Codes C,C' aus IF§ heiflen dquivalent, wenn es eine Permutation o € S, gibt
mit

(xl,. . .,xn) eCs (xg(l),. . .,xg(n)) eC.
Ist C = C/, so heifit ein solches 0 € &, eine Symmetrie von C. Die Menge aller
Symmetrien von C bildet eine Gruppe, die wir mit Sym (C) bezeichnen.

BEISPIEL 3.2.30 (Parity Check Code). Der lineare Code

n
C= {(xl,...,xn) GPZ:inZO}

=1
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wird als Parity Check Code bezeichnet. Er hat Dimension n — 1, seine (reduzierte)
Erzeugermatrix ist G = (En_1| (-1,..., —1)t) und seine Minimaldistanz ist 2 (Pro-

position 3.2.21: Zwei Vektoren x # y € C konnen sich nicht in nur einer Koordinate
unterscheiden).

Fiir ¢ = 2 und n = 4 sieht das so aus:

4
C= {(xl,X2,X3,X4) € ]F% : in = O}

i=1

mit reduzierter Erzeugermatrix

1
G= 1
1

oS O
O = O
— o O

BEISPIEL 3.2.31 (Repetitionscode). Der Repetitionscode
C= {(xl,...,xn) Gng’:xl = ... :xn}

ist ein linearer [n,1,n]~Code mit Erzeugermatrix G = (1,...,1). Der duale Code C*
ist

ciz{xemgzc-xfzo}

:{(xl,..., ) € Fy: le—O}

also der Parity Check Code der Linge n. Daher ist die Kontrollmatrix H zu C die
(n — 1) x n—-Matrix

1 0 —1
H= (In_l | (—1,...,—1)f) — . :
0 1 -1

Die linearen Abhédngigkeiten von Spalten einer Kontrollmatrix &ndern sich na-
tiirlich nicht unter einer Basistransformation:

PROPOSITION 3.2.32. Zu jedem linearen Code C in I} gibt es einen dquivalenten
linearen Code mit reduzierter Erzeugermatrix (in bezug auf eine geeignet gewdhlte
Basis).

BEWEIS. Es seien C ein linearer Code der Dimension k und G seine Erzeuger-
matrix. G hat Spaltenrang (= Zeilenrang) k, also gibt es eine Permutationsmatrix
Q € GL, (FF,), soda8 die ersten k Spalten von G’ = G - Q linear unabhiingig sind.
Also hat G’ die Gestalt (J'|P") mit ]’ € GLy (IF;). Wéhlen wir nun die Zeilen von
J' als Basis von ]F’;, dann hat der Code C" := ]Ff; - G’ eine reduzierte Erzeuger-
matrix (ndgmlich (J’ )_1 - G’ in bezug auf diese Basis) und ist wegen C - Q = C’
dquivalent zu C. O
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DEFINITION 3.2.33. Essei C C ]FZIZ ein linearer Code. Die Summe

WC (x,y) — Z xn—w(c)yw(c)

ceC

ist ein (homogenes) Polynom in IF, [x, y| und wird als Gewichtspolynom von C be-
zeichnet. Man kann es auch in der Form

We (xy) =) e (C) - 2"y
k=0

schreiben, wo ¢y, (C) die Anzahl aller Codewdrter in C vom Gewicht k ist.
BEISPIEL 3.2.34. Essei C C IFZ der bindre [7,4, 3],-Code, der durch

0 0

G =

—_ O
—__ 0
OO O -
OO~ O
O = OO

1
1
1

—_ O O

erzeugt wird. Dann gilt We (X,Y) = X7 +7X*Y3 +7X3Y* + Y7, denn die Liste der
24 = 16 Codeworter von C, gegliedert nach ihrem Gewicht, ist

\ Gewicht \ Codewdrter in C mit diesem Gewicht \

0 0000000
3 1101000, 1010100, 0110010, 0001110, 0011001, 0100101, 1000011
4 0111100, 1011010, 1100110, 1110001, 1001101, 0101011, 0010111
7 1111111

Also ist ¢g (C) = ¢7(C) = 1 und c¢3(C) = ¢4 (C) = 7; alle andren c; (C) sind 0.
Sichtlich gilt d (C) = 3, und der Code ist perfekt (siehe Definition 3.2.18), denn die
Kugelpackungsschranke aus Satz 3.2.17, wird angenommen:

n 27

= =16
_ . 1 7 7
rlzlmg-n

und C hat ja 16 Worter.

Die Gewichtspolynome zu einem linearem Code C und seinem dualen Code
CL erfiillen die folgende Identitét [11], die nach der englischen Mathematikerin
Florence Jessie MacWilliams benannt ist:

PROPOSITION 3.2.35 (MacWilliams Identitdt). Es sei C ein linearer [n,k|,—Code
und Ct sein dualer [n,n — k];—Code. Dann gilt

1
Wei(X,Y) = q—kwc(x +(g-1)Y,X-Y).

Ohne Beweis. O
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3.2.2.1. Perfekte lineare Codes. Zur Erinnerung: Ein Code C C ]FZ; mit unge-

rader Minimaldistanz d (C) = 2t 4 1 heif8t perfekt, falls es zu jedem Element
y € FF} genau ein Codewort x € C mit Abstand d (x,y) < t gibt. Die Hamming-

Kugeln {Bu (¢, t): c € C} mit Radius t = (d(C) — 1) /2 um die Codewdrter
¢ € Cbilden also eine (Mengen)—Partition von C, daher gilt

=q"=|C| x By (c,t) = |C|><Z<) (3.6)

(siehe Kugelpackungsschranke (3.3)). Ist C ein linearer [n,k,2 - t 4 1] -Code, so ist

an

IC| = ¢F, und die Bedingung lautet

g = th Cl) (g-1)". (3.7)

i=0

BEISPIEL 3.2.36 (Triviale perfekte lineare Codes). Fiir ungerades n > 1 ist der
bindre n-fache Repetitions—Code perfekt: Denn das ist ein linearer [n,1, n],-Code mit

t=(n—1)/2, und es gilt ja
R ()
_i:O i)
n

Ebenso sind die triviales Code C = IF} (als [n,n,1]~Code) und C = {0} (als [n, 0, o]~
Code: Denn "0 = (1+ (4 —1))" = Lo (1) (g — 1)), perfekt.
Wenn man Parameter g,7,k und d = 2t + 1 findet, die die Bedingung (3.7)
erfiillen, so ist damit nicht gewédhrleistet, daf3 es einen linearen [#, k, d| q—Code
gibt:
BEISPIEL 3.2.37. Fiirn = 90, k = 78, d = 5 und q = 2 ist die Bedingung (3.7)
erfiillt, dennesistn —k =12, t = 2 und (920) = 4005:
2, (90
212 = 4096 =) ( . ) = 1+ 90 + 4005.

i=o \ !

Es gibt aber keinen perfekten linearen (90,78, 5],-Code.

binomischer

Lehrsatz:

(1+1)"

DEFINITION 3.2.38 (Lloyd-Polynom). Fiirn,t € IN ist das Lloyd-Polynom L; (1, x) €

Q [x] definiert als

o= B (7Y (7)ot

Hier ist der Binomialkoeffizient
(x) Cxe(x=1)- - (x—j+1)
j /!
natiirlich auch als Polynom in Q [x| aufzufassen.

SATZ 3.2.39. Sei C ein perfekter Code der Linge n mit d (C) = 2t + 1. Dann hat
das Lloyd—Polynom Ly (n, x) genau t verschiedene ganzzahlige Nullstellen aus [n] =

{1,2,...,n}.

=X ()



86 3. CODIERUNGSTHEORIE

Ohne Beweis. O
In Beispiel 3.2.2.1ist t = g = 2, und das Lloyd Polynom ist

2
2(90, x) 2 ( ]1) (90_]) = 2x* — 182x + 4096.

Dieses Polynom hat keine ganzzahlige Nullstelle.

3.2.2.2. Nichttriviale perfekte lineare Codes. Tatsdchlich gibt es nur drei Mog-
lichkeiten fiir nichttriviale perfekte lineare Codes, die wir hier kurz vorstellen.

DEFINITION 3.2.40. Sei ¢ > 2 eine natiirliche Zahl und n = ‘Z;T_ll Ein linearer
[n,n — ] ~Code C heifit Hamming-Code, falls die Spalten seiner Kontrollmatrix
paarweise linear unabhingig sind. Wir bezeichnen einen solchen Code mit Ham [n, n — (]
PROPOSITION 3.2.41. Zu jeder natiirlichen Zahl £ > 2 gibt es einen Hamming—Code

der Linge n = q[;%ll Er ist ein perfekter linearer [n,n — £|—Code mit Minimaldistanz
d(C) =3.

BEWEIS. Wéhle aus allen 1-dimensionalen Teilrdumen von ]Fé jeweils einen

(Spalten—)Vektor # 0 und bilde aus diesen n = Z] Vektoren eine | x n—-Matrix
H. H ist Kontrollmatrix eines linearen [n,n — /] q—Codes C. Nach Konstruktion

sind die Spalten von H paarweise linear unabhingig, aber es gibt sicher 3 line-
ar abhédngige Spalten: Aus Satz 3.2.27 folgt d (C) = 3. Er erfiillt die Bedingung
(3.7), denn

g =g =14n(g-1)
hat natiirlich die Losung n = % ; C ist also perfekt. O

BEISPIEL 3.2.42. Der lineare [7,4, 3],—Code aus Beispiel 3.2.34 ist ein Hamming—Code
mit Kontrollmatrix
1001101
H={010101T1]|.
0010111
die P

Die folgende Tabelle gibt einige Beispiele fiir die Parameter [n,n — £, von Hamming-
Codes.

q=2 q=3 q=4 q=>5
(=21 [31] 4,2]3 [5,3]4 [6,4]5
(=3 1[7,4) [13,10]3 21,18], 31,28]5
(=4| [1511], 40, 36]3 [85,81], [156,152]5
(=5 [31,26], | [121,116]3 [341,336]4 781,776]5
(=6| [63,57], | [364,358]3 | [1365,1359], [3906, 3900]5
¢ =7|[127,120], | [1093,1086]3 | [5461,5454]5 | [19531,19524]s
¢ =8| [255,247], | [3280,3272]5 | [21845,21837], | [488281,488273]5
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Der Schweizer Elektroingenieur M. Golay bemerkte die Identitdten

3
2
) ( f) =1+23+253+ 1771 = 2048 = 2212
i=0

2 .
Y (11,1)21 =1+2-1144-55=1+22+220=243 =3"""°
i=0

und fand dazu tatsdchlich je einen perfekten linearen Code, ndmlich Cp3 und
Cll.

BEISPIEL 3.2.43 (Cy1). Der ternire Golay-Code Cyy ist durch die Erzeugermatrix

10000001221
01000010122
G=00100021012
000100221¢01
00001012210
0000O01TI11111

definiert. Es gilt d (Cy1) = 5, und Cyy ist ein perfekter linearer [11,6,5],-Code.

BEISPIEL 3.2.44 (Cp3). Der binire Golay—Code Ca3 ist durch die Erzeugermatrix
G = (112 | P) mit

11011100010
10111000101
01110001011
11100010110
11000101101
P_10001011011
/100010110111
00101101110
01011011100
10110111000
01101110001
11111111111

definiert. Es gilt d (Cp3) = 7, und Cyg ist ein perfekter linearer [23,12,7],-Code.

Es fallt auf, dafl die ersten 11 Zeilen dieser Matrix “zyklisch nach links wan-
dern” (die zwofte Zeile ist (1,...,1)).

PROPOSITION 3.2.45. Fiir die Gewichtspolynome des terniiren [11, 6, 5],—Golay—Codes
C11 bzw. des bindren [23,12,7],—Golay—Codes Cy3 gilt:

We,, (X, 1) =24+110X2+330X3+132X5+132X6+ X1,
We,, (X, 1) =1+253X7+506X8+1288X11 +1288X'2+506X 154253 X 16+ X2,
Ohne Beweis. 0

SATZ 3.2.46 (Tietavdinen; Leont’ev, Zinov’'ev 1973). Es sei C ein nichttrivialer,
perfekter, linearer [n,k, d),-Code. Dann tritt genau einer der drei folgenden Fille ein.
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(1) Cistein [%, if%ll — {,3];-Hamming-Code, fiir jedes £ > 2 und jede Prim-
zahlpotenz q.

(2) Cist der [23,12,7],-Golay-Code.

(3) Cistder [11,6,5]3-Golay-Code.

Ohne Beweis. ]

3.2.3. Zyklische Codes. Tatsiachlich kann man Codes mit “noch mehr al-
gebraischer Struktur” betrachten: Gewisse Untervektorraume von Fj haben

tiberdies die Struktur eines Ideals in IF; [x] /((x" — 1)), und das kann man nutz-
bringend verwenden.

DEFINITION 3.2.47. Die symmetrische Gruppe &, wirkt auf ¥y durch Permutation
der Koordinaten:
7T (Xl, . ,xn) = (Xn(l), ey xn(n)> .
Sei C T T} ein Code: Die Symmetriegruppe Sym (C) von C ist definiert als die
Untergruppe der Permutationen w € S, die C fixieren:
Sym (C) :={m € &,: m(c) € Cfiirallec € C}.

Ein linearer Code C T 7 der Linge n heif$t zyKlisch, wenn seine Symmetriegruppe
Sym (C) die zyklische Gruppe C,, ist, also wenn

(x1,...,xp) € C& (xy,x1,...,%,-1) € C
gQilt.

BEISPIEL 3.2.48. Der terniire Code mit Erzeugermatrix ((1) g %) ist zyklisch.

Der binire Code
C ={(0,0,0,0),(1,0,0,1),(0,1,1,0),(1,1,1,1)}

ist nicht zyklisch; er ist aber dquivalent zu einem zyklischen Code, den man durch
Vertauschung der dritten und vierten Koordinate erhiilt.

Nattirlich gibt es auch lineare Codes, die nicht dquivalent zu einem zylischen
Code sind: Wir werden noch sehen, daff der terndre Code Ham [4, 3] so ein Bei-
spiel ist.

LEMMA 3.2.49. Sei

n—1

0:F) - Fyx]/(x" 1)), (ao,...,a0-1) — Y ax'.
i=0
Dann ist p ein Vektorraum—-Isomorphismus.
Es gelten folgende Aussagen.

(1) Ein linearer Code C T Iy ist genau dann zyklisch, wenn sein Bild p (C) ein
Ideal in [F, [x] / (x"* — 1)) ist.

(2) Jedes Ideal im Ring IF x| / ((x" — 1)) ist ein Hauptideal und wird von einem
Teiler des Polynoms x™ — 1 erzeugt.
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BEWEIS. Daf p ein Vektorraum-Isomorphismus ist, ist leicht zu sehen: Denn
die Addition von Polynomen bzw. die Multiplikation mit Skalaren entspricht ja
genau den entsprechenden Operationen fiir die “Koeffizienten—Vektoren” der
Polynome.

Ad (1): Wegen x" =1 (mod x" — 1) gilt

n—1
x- Y axt =apx +mx* +a_2x 4+ a1 x"
i=0

=a,_1+aopx+a x>+ Fa,_ox" 1 (mod x" —1).

Ein linearer Code C ist also genau dann zyklisch, wenn x - p (C) C p (C) gilt.
Das ist aber genau dann der Fall, wenn p (C) ein Ideal in TF, [x] /(x" — 1)) ist’.
Ad (2):Seim : F, [x] — [y [x] /((x" — 1)) der kanonische Ring-Epimorphismus.
Seil C FF, [x] /((x" — 1)) ein Ideal, dann haben wir also einen zusammengesetz-
ten Ring—-Epimorphismus

By [x] = By [x] /(" — 1) — (B [x] /(" — 1)) /L,

und wenn wir dessen Kern betrachten, sehen wir: Die Ideale in IF; [x] /(" — 1))
sind die Bilder der Ideale in IF, [x] unter 7t; fiir ein Ideal I in IF; [x] /((x" — 1)) ist
also 717! (I) ein Ideal in F, [x]. Da F, ein Kérper ist, ist IF, [x] ein Hauptideal-
ring. Also wird 77! (I) von einem Polynom g(x) € F, [x] erzeugt: 7! (I) =
((g))- Wegen 7t (x" — 1) = 0 gilt dann

(" =1) S (D) = (g (1)),
dh. g (x) [ x" —1in FF, [x]. O

Im Lichte von Lemma 3.2.49 betrachten wir ab jetzt einen zyklischen Code C
immer als Ideal in IF, [x] / ((x" —1)).

DEFINITION 3.2.50. Es sei C C F [x] /((x" — 1)) (gedeutet, wie gesagt, als ein Ideal
inTFy [x] /(2" —1))) ein zyklzscher Code. Sei g (x) das eindeutig bestimmte normier-
te Polynom minimalen Grades mit C = ((g (x))). Dann heifst g (x) das Erzeuger-
polynom und h (x) = (x" — 1) /g (x) das Kontrollpolynom von C.

BEISPIEL 3.2.51. Der terniire zyklische Code aus Beispiel 3.2.48 hat das Erzeuger-
polynom ¢ (x) = x + 2 und das Kontrollpolynom h(x) = x* + x + 1. Denn in
Fs [x] /(x> — 1)) gilt ggT (1+2x2,2x+x%) = 1+2x = x+2, also wird [ =
(14 2x2, x +2x2)) von g (x) = x + 2 erzeugt. Es besteht aus den Polynomen, deren
Koeffizientensumme gleich Null ist in F5. Wegen (x + 2) (x* + x + 1) = x® — Liiber
IF3 ist h (x) = x2 + x + 1 das Kontrollpolynom.

"Denn p (C) ist als Teilraum klarerweise eine (additive) Untergruppe von IF, [x] / (" — 1)),
die abgeschlossen ist unter der Multiplikation mit Skalaren aus dem Grundkorper IF;; und wenn
p (C) auch abgeschlossen ist unter der Multiplikation mit x, dann auch unter der Multiplikation
mit x”, also auch unter der Multiplikation mit A, - x”, also auch unter der Multiplikation mit

Z)\i : xi.
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PROPOSITION 3.2.52. Sei C T IF} ein zyklischer [n, k|-Code mit Erzeugerpolynom
g, also

C=~((g) EFy[x] /(x" = 1))

im Sinne des Vektorraum—Isomorphismus aus Lemma 3.2.49. Dann hat das Erzeuger-
polynom Grad n — k, und C hat die Basis

(g =01, k-1}

(als Vektorraum iiber IF 5; wieder im Sinne des Isomorphismus aus Lemma 3.2.49).

BEWEIS. Die Quotientenabbildung
p: (Fy[x] /(" = 1)) = (B [x] /(x" = 1)) /(8))

ist eine lineare Abbildung, die

e jedes Basis-Monom x™ mit m < deg g auf sich selbst abbildet,
e jedes Basis-Monom x™ mit m > deg g auf eine Linearkombination von
Basis-Monomen x mit | < deg g abbildet.

Das Bild von ¢ wird also aufgespannt von den linear unabhdngigen Vektoren
x9, x1 ... xde88—1. daher ist

dim (F, [x] /(x" = 1)) /() = degg.

Im Sinne des Vektorraum-Isomorphismus aus Lemma 3.2.49 ist das gleichbe-
deutend mit

n—k=dimF;/C = degg.

Daher haben die Polynome {xj -g: j=0,1,...,k— 1} alle Grad kleiner n und
liegen somit in C T TF, [x] /((x" — 1)); ganz offensichtlich sind sie linear un-
abhingig und bilden somit eine Basis fiir ((¢)) ~ C. O

LEMMA 3.2.53. Fiir einen zyklischen Code C T F [x] /((x" — 1)) mit Kontrollpoly-
nom h (x) gilt die Kontrollgleichung

feC < f-h=0inF;[x]/(x" —1)), (3.8)
d.h.,
C={f(x)eF;[x]/(x"—1): f-h=0}.

BEWEIS. Da C = ((g)), ist jedes Polynom f € C ein Vielfaches des Erzeugerpo-
lynoms g: f = a - g fiir ein gewisses Polynom a (x) € IF, [x] /((x" — 1)). Wegen
g-h=x"-1=0inF,[x] /((x" — 1)) erfillt f daher die Kontrollgleichung
(3.8) f(x)-h(x)=0.

Umgekehrt gilt fiir jedes f mit f-h =0 <= («"—1) = g-h | f-h die
Teilerbedingung ¢ | f, alsoist f € C. O

BEISPIEL 3.2.54. Die Kontrollgleichung fiir den zyklischen Code
C=((x+2) CFs[x]/(x’ = 1)
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lautet also
f-h= (azxz—i—alx—i—a()) (x2+x—|—1>

=ag + (ap +a1) x + (ag + ay + a) x> + (a + ap) x° + apx*

= (ag+ay +ap) (xz +x+ 1) ~x3=1 (mod x3—1)

=0 (mod x*>—1).
Also ist

C = {(aax* + ayx +ag € F3[x]/(x® = 1) | ag +ay +ay = 0in F3}.

(Vergleiche auch Beispiel 3.2.51.)
Sei in [F; [x] die Faktorisierung x" —1 = f; - fo - - - - f, in r normierte irreduzible
Faktoren. Das Polynom x" — 1 hat dann 2" normierte Teiler, und diese erzeugen

insgesamt 2" zyklische Codes in IFy, die aber nicht paarweise indquivalent sein
miussen.

BEISPIEL 3.2.55. Fiir n = 4 und q = 3 gibt es genau 8 zyklische Codes in IF%, gegeben
durch die Erzeugerpolynome
1,x+2,x+ 1, x? —i—1,x2 —i—2,x3—|—2x2 +x+2,x3+ x? —i—x+1,x4 —1.

Die Faktorisierung ist nidmlich
#o1=(x+2) (x+1) (2 +1),
und man erhilt die 6 nichttrivialen Teiler

Xx4+2,x4+1,x°+1, (x +2)x+1,(x+2) 2 +1,(x + 1) (x2+1).

Fiir die trivialen Teiler ist klar: Das Polynom 1 erzeugt ganz F3, das Polynom x* — 1
den 0-Code.

KOROLLAR 3.2.56. Der Hamming—Code Ham [4, 2] tiber F3 ist nicht dquivalent zu
einem zyklischen Code.

BEWEIS. Der Hamming—Code Ham [4, 2] iiber [F; hat (wie alle Hamming—Codes)
Minimaldistanz d = 3 und Dimensionk =n — ¢ = 332%11 —-2=2.

In der Liste aller terndren zyklischen Codes der Lange 4 aus Beispiel 3.2.55
miissen wir also die beiden Codes der Dimension 2 betrachten, die von x% + 1

bzw. von x? + 2 erzeugt werden.

Im Fall ¢ (x) = x? + 1 ist das Kontrollpolynom & (x) = x? + 2, und Erzeuger-
matrix G bzw. Kontrollmatrix H sind gegeben durch

1010 1020
G:<0101>' H:<0102)'

Damit hat der Code Minimaldistanz 2 # 3 nach Proposition 3.2.27.

Fiir ¢ (x) = x> +2 gilt h (x) = x> + 1 (G und H tauschen die Rollen), und der
Code hat ebenso Minimaldistanz 2 # 3. O]
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Tatsdchlich kann man folgendes Resultat zeigen (siehe auch Proposition 3.2.69)
das wir hier allerdings nicht beweisen:

PROPOSITION 3.2.57. Ein Hamming—Code Ham [n,n — {] iiber [F, ist genau dann
zu einem zyklischen Code dquivalent, wenn ggT (¢,q — 1)) = 1.

Es liegt auf der Hand, dafy es zwischen Erzeugermatrix und Erzeugerpoly-
nom bzw. zwischen Kontrollmatrix und Kontrollpolynom einen Zusammen-

hang gibt:

PROPOSITION 3.2.58. Sei C ein zyklischer [n, k]—Code mit Erzeugerpolynom g =
Y& ¢; - x! und Kontrollpolynom h = YX_ h; - x'. Dann ist die k x n-Matrix

0 91 Snk 0o --- 0
C— (g]_l)g;l)) _ 0 g0 - 8u-k-1 &k 0
0 80 81 & 0 Sn—k
eine Erzeugermatrix von C, und die (n — k) x n—Matrix
he heq -+ hg 0o --- 0
e - [0
b coohy Mgy hg_y oo+ hy

ist eine Kontrollmatrix von C.

BEWEIS. Gemdf3 Proposition 3.2.52 ist {xf g1 7=0,1,...,k— 1} eine Basis von
C: Das “sind” (im Sinne des Vektorraum-Isomorphismus aus Lemma 3.2.49)
aber genau die Zeilen der angegebenen Matrix G, die daher eine Erzeugerma-
trix ist.

Definitionsgemaf3 ist g - h = x” — 1, also erhalten wir mit Koeffizientenvergleich
n—k
Y g hy=0firm=12,...,n—1
1=1

Diese Summe ist aber exakt der Eintrag in Position (k + j — m, ) (immer der-

selbe, fiir j = 1,2, - - - n — k) der Matrix G - H!

ng—k—j+m : hk—|—j—s <+ Indextransformation: I=s—k—j+m,
s

also gilt
G-H' =0.
Auflerdem gilt (wieder mit Koeffizientenvergleich)
g0 -ho=—1,

also ist hg # 0, die Zeilen von H sind also offensichtlich linear unabhéangig, und
H hat daher Rang n — k: H ist also eine Kontrollmatrix von C. O
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3.2.3.1. Zyklische Codes, die von einem Idempotent erzeugt werden.
DEFINITION 3.2.59. Ein Element e eines kommutativen Ringes R mit 1 heif$t Idem-
potent, falls e* = e gilt. Dann gilt
R=e-R®(1—e)-R,
denne-x=(1—e)-y = e - x=e-x=(e—e?)-y=0.
BEISPIEL 3.2.60. Es ist z.B. 3 € Zg ein Idempotent, denn 3> = 9 = 3 (mod 6).
1-3 = —2 =4 (mod 6), und tatsichlich ist jede Restklasse modulo 6 eindeutig

als Summe eines Vielfachen (in Ze) von 3 und von 4 darstellbar: 0 = 0-3 +0 -4,
1=1-3+1-42=0-3+2-43=1-34+0-44=0-3+1-4und5=1-3+2-4.

Wird ein zyklischer Code C von einem Idempotent e erzeugt (also C = ((e))),

so ist c € C genau dann, wenn e - ¢ = c gilt: <= ist klar, und aus ¢ = e - g folgt

ecc=e’-g=e-g=c.

PROPOSITION 3.2.61. Es sei ggT (n,q) = 1. Dann wird jeder zyklische Code C C
IF, [x] /(x" — 1)) von genau einem Idempotent in IF [x] / (x"* — 1)) erzeugt.
BEWEIS. Esist
geT (x" —1,D(x" —1)) = ggT (x” ~1,n- x”‘l) =1
(da ggT (n,q) = 1,ist n # 0in [F;). Nach Lemma 2.1.11 hat x" — 1 also keinen
quadratischen Faktor: Erzeugerpolynom g und Kontrollpolynom / sind also
teilerfremd, denn x" — 1 = g (x) - i (x). Also existieren Polynome a,b € F; [x]
mit
1= a(x) g (x) +b(x) h(x).
Wir behaupten:
e(x) =a(x)-g(x) =1-b(x)-h(x)
ist ein Idempotent in IF; [x] / ((x" — 1)). Denn wir rechnen einfach nach:
?=a-g-(1—b-h)
=a-g—a-b-(x"-1)
=a-g=e¢ (modx"—1).

Weil jedes Codewort ¢ € C ein Vielfaches von g ist, wirkt die Multiplikation mit
e =1 —b-h als Identitit auf C:

c=9d = e-c=(1-b-h)-g-d=1-g-d=c.
Insbesondere ist e - ¢ = g. Das heif$t aber:
() = (a-g) E(8) = ((e-8)) E ((e))-

Sei ¢’ ein weiteres Idempotent mit C = ((¢/)). Dannistabere’ - ¢ = cunde-c = ¢
fur alle ¢ € C, also insbesondere

e=¢-e=e-e =¢.

Damit ist auch die Eindeutigkeit von e gezeigt. [
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BEISPIEL 3.2.62. Sei C = ((g)) C Fa[x] /((x™ — 1)) der zyklische Code mit Erzeu-
gerpolynom

g(x) ="+t -2 -1
Dann ist C der perfekte [11, 6, 5];-Golay—Code: Er wird von dem Idempotent e (x) =
—x10— a8 — 57 — x6 — 2 erzeugt.
Denn die Faktorisierung von x'! — 1 in irreduzible Faktoren iiber F3 lautet

Al —1=(x-1) <x5+x4—x3+x2—1) <x5—x3—|—x2—x—1).

Beide Polynome fiinften Grades erzeugen iibrigens dquivalente [11,6,5],—Codes. Es ist
ggT (11,3) = 1. Das Kontrollpolynom zu
gx) = +x* -3+ % -1
ist also
h(x)=(x—1) (x5—x3+x2—x—1) =20 - -t P41

Die Polynome g und h sind teilerfremd, und wir finden a (x) = —x® —x* + x> — 1
und b (x) = x> — x* + x? mit

a-g+b-h=1
inlFs [x] /(x!! —1)). Damitiste =a-¢ = —x'9 — 28 —x7 —x6 —x2 in F3 [x] /(=

1)).

BEISPIEL 3.2.63. Der zyklische Code aus Beispiel 3.2.48 bzw. Beispiel 3.2.51 erfiillt
nicht die Voraussetzung ggT (n,q) = 1.

In diesem Fall hat x3 — 1 nicht lauter verschiedene irreduzible Teiler: x> — 1 = (x +
2)3; und es gibt kein Idempotent wie in Proposition 3.2.61, da ¢ (x) = x + 2 und

h(x) =x%+x+1=(x+2)* nicht teilerfremd sind.
3.2.3.2. Zyklische Codes: “Abgeschlossen” unter Dualisierung.
DEFINITION 3.2.64. Sei f € K |[x|, deg f = n. Dann definieren wir das zu f duale

Polynom f* als
=g (3)

FO =Y ford e 0= L fe = ) fe
k=0 = =

Das heifst:

PROPOSITION 3.2.65. Sei ¢ (x) mit deg g = (n — k) das Erzeugerpolynom eines zy-
klischen Codes C T Iy [x] /((x" — 1)), und sei h (x) das zugehdrige Kontrollpolynom.

Dann ist diim C = k, und der duale Code C* ist ebenfalls ein zyklischer Code mit
dim Ct = n — k; sein Erzeugerpolynom g (x) und sein Kontrollpolynom h* (x)
sind

()™ h* (x),
ht(x) =g (0) " -g" (x).
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Uberdies ist C* dquivalent zu ((h)), dem von h erzeugten zyklischen Code.
Die Klasse der zyklischen Codes ist also abgeschlossen unter Dualisierung.

BEWEIS. Wir wissen:
H ist Kontrollmatrix von C <= H ist Erzeugermatrix von C 1

Aus Proposition 3.2.58 sehen wir aber: Die vom Kontrollpolynom & abgeleitete
Kontrollmatrix H entspricht einer vom Polynom /* abgeleiteten Erzeugermatrix;
also ist C+ = ((h*)), und wenn wir & noch normieren, dann erhalten wir das
Erzeugerpolynom von C*:

h(0) !t m* ().
Analoges gilt fiir das Kontrollpolynom von C*.
Die Polynome h und h* erzeugen dquivalente Codes, denn die entsprechen-

den Erzeugermatrizen unterscheiden sich nur um eine Umordnung der Spal-
ten. U

3.2.3.3. Reformulierung mit dem algebraischen Abschlufi. Wir konnen diese Re-
sultate auch durch die Nullstellenmengen von Erzeugerpolynom und Kontroll-
polynom im algebraischen Abschluss von IF,; formulieren; im folgenden verwen-
den wir die Abkiirzung R, = F, [x] /((x" — 1)) und setzen ggT (1,q9) = 1 vor-
aus:

PROPOSITION 3.2.66. Es sei C = Ry, ein zyklischer Code. Dann gibt es eine Menge
U (C) von n—ten Einheitswurzeln aus dem algebraischen Abschluf§ von IF, mit

C={f(x)€Ry: f(u)=0fiiralleu c U(C)}.

BEWEIS. Das Erzeugerpolynom g (x) von C besitzt als Teiler von x" — 1 nur n-
te Einheitswurzeln (aus dem algebraischen Abschlufi von IF;) als Nullstellen.
Da alle Codewdorter aus C Vielfache von g (x) sind, folgt die Behauptung mit

U(C)={uelk;: g(u)=0}. O

KOROLLAR 3.2.67. Sei C T Ry, ein zyklischer [n, k]-Code, dessen erzeugendes Poly-
nom g Nullstellenmenge

U(C) = {uy,...upr}
habe. Fiir die Vandermonde—Matrix

1 uq e M;Z_l
L=1]:
n—1
1 un_k e un_k
gilt dann
n—1 )
C=4) aix'€Ry: L-(ag,...,ap-1)' =0 .
i=0
BEWEIS. Das ist nur eine Umformulierung von Proposition 3.2.66. O

Es bezeichne U, = {u € F,: u" =1} die Menge aller n-ten Einheitswurzeln
im algebraischen Abschlu88 F, von F,.
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KOROLLAR 3.2.68. Es sei C £ Ry, ein zyklischer Code iiber Fy, seien U (C) sowie

U (C*) die zugehorigen Nullstellenmengen von C und C*. Dann sind U (C)_1 und
U (C*) komplementiir in Uy, d.h. es gilt

u (CL) - Un\{u_lz e u(C)}.
BEWEIS. Nach Proposition 3.2.65 gilt fiir das Erzeugerpolynom g (x) zu C*+

gt (u_l) =h(0) " h(u)uk

Da das Kontrollpolynom # (x) die Nullstellenmenge U, \ U(C) besitzt, folgt
daraus die Behauptung. O

3.2.3.4. Zyklische Hamming—Codes. Wir wollen noch einmal auf die Hamming-
Codes Ham [n, n — /] zuriickkommen. Wegen

n=-"—r =g gt

gilt ggT (n,q) = 1, daher haben zyklische Hamming—Codes gemif} Propo-
sition 3.2.61 ein erzeugendes Idempotent. Zudem konnen wir die zyklischen
Hamming-Codes wie folgt beschreiben. Laut Proposition 3.2.57 (unbewiesen)
sind Hamming—Codes genau dann zu einem zyklischen Code dquivalent, wenn

geT ({,g—1) =1gilt.
PROPOSITION 3.2.69. Es seien £ > 2 eine ganze Zahl, und q eine Primzahlpotenz mit

14
ggT ({,g—1) =1.Essein = ”;—11 und u € IF ¢ eine primitive n—te Einheitswurzel

(wobei IF ¢ ein geeigneter Erweiterungskorper von Iy ist, in dem x™ — 1 eine Nullstelle
hat). Dann ist der zyklische Code

C = {f(x) € Ru: () =0}

dquivalent zu Ham [n, n — £].
BEWEIS. Aus ggT (¢,q — 1) = 1 folgt auch ggT (n,9 — 1) = 1 wegen

n=q" 14+ . tq+1

:£+(q—1)-(q4‘2+2q4‘3+3q5—4+---+(6—2)q+(£—1)),
alson =1 (mod g — 1): Denn dann gibt es i, j, k € Z sodaf3
=i j (=) =i (ntk-(g—1) +]-(—1).

Wegen ord (u) = n gilt " = 1 = n | m, daher ist W@~V # 1 und

u g Fyfurj=1,...,n— 18. Sei H die Matrix, deren Spalten die Vektordar-

stellungen von 1, u, w2, ., u"lin ]Fs sind. Dann sind diese Spalten paarweise

linear unabhingig tiber F, (denn 1/ = A -u* = uw/~%F = A € I, ein Wider-
spruch), und somit ist H eine Kontrollmatrix eines Hamming—Codes, ndmlich
von Ham [n, n — /]. Dieser Hamming—Code ist C, denn die Polynomgleichung

8Denn n tj-(g—1)fir0 < j < n, also kann / auch nicht in [ liegen; denn dann wiire
(W) =1.
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f(u) = 0bedeutet in Fj = F ja die lineare Gleichung fo - u® + fiu' +--- +
fn_lu”_l = 0. (]
Fir g = 2 ist die Bedingung ggT (¢,q — 1) = 1 natiirlich immer erfiillt.
DEFINITION 3.2.70. Ein normiertes Polynom p (x) € FFy [x] heifit primitiv, wenn es
eine Nullstelle « in IF g hat, die ein primitives Element ist, also mit

Fgm = {O,oc,ocz,...,oﬂm_z,oﬂm_l = 1} ,

und wenn p (x) das Polynom kleinsten Grades ist, das a als Nullstelle hat.

PROPOSITION 3.2.71. Ist p (x) € I, [x] ein primitives Polynom vom Grad { > 2,

dann ist der zyklische Code C = ((p(x))) C Fp[x]/ ((ng_l — 1)) dquivalent zum
biniren [2¢ —1,2° — ¢ — 1)-Hamming-Code.

BEWEIS. Eine Nullstelle & des primitiven Polynoms p (x) kénnen wir mit der
Aquivalenzklasse des Polynoms x € I, [x] (mod p (x)) identifizieren. Wie in

Proposition 3.2.69 ist die Kontrollmatrix also durch H = (1 x 22 x22)
gegeben, wenn wir x' als Spaltenvektor in IF5 auffassen. Also gilt mit ¢ = 2,
n =2¢ —1und C = Ham [n, n — £] die Kontrollgleichung

C= {(ao,...,an_l) cFy: ag-x+ay-xt+- - 4a,_q "] :Oin]Pé}

={f(x) e B2 [x] /(" = 1))z p(x) | f (%)}
= (p) EF [x] /(x" = 1))
0

BEISPIEL 3.2.72. Sei p (x) = x% + x + 1 € F, [x]: Dann ist der zyklische Code C =
(p) E Fa[x] /((x” — 1)) dquivalent zum [7,4),~Hamming-Code aus Beispiel 3.2.42.
Er hat das Idempotent e (x) = x* + x* + x.

Denn fiir g = 2, ¢ = 3und n = 2% — 1 = 7 ist das Polynom x” — 1 separabel iiber
IF,, seine Faktorisierung ist

X —1=(x+1) <x3—i—x2—|—1> <x3—i—x—|—1>.
Das Polynom p (x) = x3 + x + 1 ist primitiv, und es gilt
Falx] /((p (x)) =
{O,x,xz,x3 =x+ 1,x4 = x? —|—x,x5 = x>+ x+ 1,x6 = x% + 1,x7 = 1}.

Wenn wir diese Polynome als Spaltenvektoren in I3 schreiben, erhalten wir die Kon-
trollmatrix
1001011
H={(0101110]|.
0010111

Bis auf zyklische Permutation der letzten drei Spalten ist das genau die Kontrollmatrix
des [7,4]-Hamming-Code aus Beispiel 3.2.42. Zu dem Erzeugerpolynom g (x) = x> +
x + 1 gehort das Kontrollpolynom h (x) = (x + 1) x® +x2+1 = x* + x> + x + 1.
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TABELLE 1. Tabelle primitiver Polynome f tiber IF,

deg f f(x)
2 24+x+1

¥+x+1
r4x+1
X+ x24+1
X0+ x+1
x+x34+1
Bt 3241
¥+ xt+1
X104 331

O C0 3 O Ul = W

—_
]

Wir haben a (x) - g(x) +b(x)-h(x) = 1 mita(x) = x und b(x) = 1, also ist
e(x) =a(x) -g(x)=x*+x*+x mod x” — 1 das Idempotent.
BEMERKUNG 3.2.73. Ein irreduzibles Polynom f (x) € F[x] mit deg f = ¢ ist
genau dann primitiv, wenn die kleinste positive Zahl n, fiir die f (x) | x™ — 1 gilt,
durch n = 2¢ — 1 gegeben ist.
BEISPIEL 3.2.74. Sei f (x) = x* + x + 1: £ = deg f = 4, und f ist irreduzibel iiber
IFp. Esgilt 26 —1 =15und f (x) | x'° — 1 in T, [x]:

x15—1:(x+1)(x2+x+1) (x4+x+1)(x4+x3+1)(x4+x3+x2+x+1).
Man priift leicht nach, dafl f (x) kein x™ —1 mit n < 15 teilt. Also ist f (x) =
x* + x + 1 primitiv. Dagegen ist ¢ (x) = x* + x> + x? + x + 1 zwar irreduzibel iiber

IFy und teilt auch x> — 1, ist aber nicht primitiv wegen g (x) | x° — 1. (Tabelle 1 zeigt
weitere Beispiele von primitiven Polynome iiber F5.)

3.2.4. BCH- und Reed-Solomon-Codes. BCH-Codes haben ihren Namen
von R.C. Bose, D.K. Ray-Chaudhuri und von A. Hocquenghem, die diese Co-
des 1960 [1] und 1959 [7] unabhidngig voneinander entdeckt haben. Wir erin-
nern noch einmal an folgende Definition.

DEFINITION 3.2.75. Sei g = p" fiir p € P, n € IN. Ein Minimalpolynom eines
Elementes o € T, ilber [Fy ist ein normiertes Polynom m (x) € g [x] kleinsten

Grades mit m (x) = 0.

PROPOSITION 3.2.76. Zu jedem o € ¥, existiert ein eindeutig bestimmtes Minimal-
polynom my (x) iiber IFy. Es ist irreduzibel iiber IF, und teilt jedes andere Polynom

f (x) € F; [x] mit f («) = 0, insbesondere also X1,
BEWEIS. Siehe [8, Kapitel V, Theorem 1.6 (ii), Seite 234]. ]
Natiirlich ist m, (t) = t — a das Minimalpolynom von « € IF; tiber IF,.
BEISPIEL 3.2.77. Der Korper Fg = [F5, ist gegeben durch

F3[x] /((x* +1)) = {0,1,2,x,2x,x +1,2x +2,x +2,2x + 1} .

Die Minimalpolynome m, (t) sind:
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o my ()

0 t

1 t42

2 t+1

x,2x |
x4+1,2x+1| 2 +t+2
X+2,2x+2 |2 4+2t+2

Denn man sieht leicht, daf$ diese Polynome irreduzibel sind und « als Nullstelle haben.
Zum Beispiel gilt fiir m (t) = t? + 2t + 2 sowohl m (x +2) = (x + 2)24+2(x+2)+
2=x>+1=0alsauchm (2x+2) = x> +1 = 0in .

PROPOSITION 3.2.78. Es sei C ein zyklischer [n, k] ~Code (gedeutet als Ideal ((g)) T
IF, [x] /(x" — 1)) mit Nullstellenmenge U (C) = V (g). Es sei u eine primitive n—te
Einheitswurzel, und es gebe natiirliche Zahlen b,d mit 2 < d < n 41, so daf$ die
Elemente u®,ub*1, ..., ub*4=2 in U (C) enthalten sind. Dann ist d (C) > d.

BEWEIS. Angenommen d (C) < d. Dann gibt es wegen
d(C) =min{w (x): 0#x € C}

(siehe Proposition 3.2.21) ein Codewort (bzw. Polynom)

r
c(x) = Z ak].xkf mit ay, #0ftrallej,1 <j<r.
=1
in C mit Gewicht w (¢) =r, wobei0 < r < d;alsob+d —-2>b+r—1.
Da nach Voraussetzung {u?,...,u"* "1} in der Nullstellenmenge U (C) von g

enthalten ist und g | ¢ gilt, ist (akl, cee, akr) eine nichttriviale Losung des homo-
genen linearen Gleichungssystems

n (ub)kl+---+yr (ub)kr —0

W1 (u"“‘l)kl oty (u"“‘l)kr —0

tiber IF;n, also mufs die Determinante von

b'kl bkr

u u

L= (u(b“)'kf)(r_l’r) —

D=0\ b1 . -1k

verschwinden. Das ist aber im wesentlichen eine Vandermonde—Determinante:
. 1 . 1
det(L) = [ Ju"" - det :
j=1 (ukl)r—l . (ukr)r—l

_ ﬁub-kj . H (uki . ukj) ?é 0,
j=1

j<i £0
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ein Widerspruch. O

DEFINITION 3.2.79 (BCH-Code). Es sei u ein Erzeuger der (zyklischen!”) multipli-
kativen Gruppe F3,, (u ist also eine primitive n—te Einheitswurzel fiir n = g™ —1),

und sei
b, b+1 b+d—2
Ub,d:{u,u+,...,u+ }

mit2 <d < g"=n+1undb > 0. Sei m; (x) das Minimalpolynom von ul, und sei
g (x) das kleinste gemeinsame Vielfache der m;, b <i < b+d — 2:

8 (x) =kgV (my (x),mpy1 (x),...,myya—(x)) € Fylx].
Der zyklische Code

(g (x)) EFq[x] /(=71 = 1),

der durch das Polynom g (x) erzeugt wird, hat Linge q™ — 1: Er wird als primiti-
ver BCH-Code iiber IF; bezeichnet (wir sagen in der Folge einfach BCH-Code). Der
Parameter d heif§t garantierte Minimaldistanz des Codes (siehe Proposition 3.2.78).

Ein (primitiver) BCH-Code C heifst BCH-Code im eigentlichen Sinn, falls b = 1
ist.

BEMERKUNG 3.2.80. Die Definition von BCH-Codes kann man allgemeiner fassen
(es gibt auch nicht primitive BCH-Codes), aber das sprengt unseren Rahmen.

PROPOSITION 3.2.81 (BCH-Schranke). Ein (primitiver) BCH-Code C der Linge
n = q™ — 1 mit Parameter d > 2 hat Dimension mindestens n —m (d — 1). Im Fall
q =2 und b =1 gilt sogar

dim(C) >n—m EJ

BEWEIS. Da u! € Fgm und Fgm =~ ngi (also: Fym erscheint als m-dimensionaler

Vektorraum iiber IFy), sind die m + 1 Vektoren 1, u’, u?, ..., u™" linear abhiingig,
daher gibt es Koeffizienten A; € IF;, sodaf3

A 1™ 4o Ap 1T A - ul 4+ Mg = 0.

Das heifit aber: Ay, - x™ + - - - + A5 - x> + A1 - x + A ist ein Polynom in IF, [x] vom

Grad m, das u' als Nullstelle hat: Daher hat das Minimalpolynom m; (x) von u'
Grad < m,und degg (x) < m(d —1) (denn |Up 4| =d —1).
Im Spezialfallg =2 und b = 1 gilt

m; (x) = my; (x),
denn m; (u?) = (m; (ui))z = 0 (siehe Korollar A.3.65). Daher ist das Erzeuger-
polynom g (x) eines bindren BCH-Codes C fiir {u?,...,u"1} C U (C)
g (x) =kgV (ml (x),ms3 (x)""’m2L%J—1> ;

¢ hat also hochstens Grad m [d/2].
Die Behauptungen folgen nun, weil ja ganz allgemein (siehe Proposition 3.2.52)

dim (C) =n —degg

9Siehe Satz 3.1.9.
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gilt. O

3.2.4.1. Reed—Solomon—Codes. Wir spezialisieren Definition 3.2.79 von BCH-
Codes fiir m = 1:

DEFINITION 3.2.82. Sei n = g — 1, sei u eine primitive n—te Einheitswurzel in IF,
(also ordu = n), undseib > 0,2 < d < n+1 = g. Ein BCH-Code der Linge
n = q — 1 mit Erzeugerpolynom

g(x) = (x — ub) (x - ub“) . (x _ ub+d—2)

heif$t Reed-Solomon—Code mit garantierter Minimaldistanz d:

(g (x)) EFy [x] /(271 =1)).

Ein Reed-Solomon-Code ist ein primitiver BCH-Code, denn natiirlich ist (x — «)
Minimalpolynom fiir « € IF;: Wir kénnen ohne Einschréankung b = 1 und

g (x) = T1%Z} (x — u') wihlen; oder b = 0 und g (x) = Hf;oz(x —uh).

DEFINITION 3.2.83. Fiir lineare [n,k,d]—Codes C folgt aus der Singleton—Schranke
(Proposition 3.2.16)

dim(C) =k<n—-d+1.
Ein linearer [n,k,d|-Code, der diese Schranke erreicht (also k = n —d + 1), heifit
MDS-Code: Die Abkiirzung steht fiir Maximum Distance Separable Code.

PROPOSITION 3.2.84. Ein Reed—Solomon—Code C iiber IF, ist ein MDS—Code.

BEWEIS. Seidim (C) = k. Es gilt k < n — d + 1 wegen der Singleton-Schranke.
Andererseits besagt die BCH-Schranke (Proposition 3.2.81 fiir m = 1) auch
k>n—d+1. O

Anders ausgedriickt: Wir haben eine Formel fiir die Grofle A, (1,d) von Codes
tiber g der Lange n = g — 1 und Minimaldistanz d gefunden:

KOROLLAR 3.2.85. Sei g eine Primzahlpotenz, sein = q—1undd <n+1=g—1.
Dann gilt Ay (n,d) = "9+,

Die Klasse der MDS—Codes ist abgeschlossen unter Dualisierung:

PROPOSITION 3.2.86. Sei C ein [n,n —r,r + 1]-MDS—Code. Dann ist der duale Co-
de C* ein [n,r,n — r + 1]-MDS—Code.

BEWEIS. Sei C ein [, n — r|-MDS-Code tiber F;, dannistd =n — (n —r) +1 =
r+1.

Zu zeigen ist, daB3 der [n,r]-Code C! Minimaldistanz d > n — r + 1 hat (denn
daraus folgt bereits d = n —r + 1 wegen der Singleton-Schranke). Es sei H
eine Kontrollmatrix von C, also eine Erzeugermatrix von C*. Ist x # 0 ein
Codewort von Ct, dann gibt esy # 0 € Fi mit x = y' - H. Angenommen,
es wire w (x) < n —r: Dann gibt es eine (r x r)-Untermatrix H' von H mit
y' - H' = 0. Da aber je r Spalten von H linear unabhéngig sind, ist det H' # 0,
und es folgt y = 0, ein Widerspruch.

Alsoistd(C*t) =min{w (x): 0£Axe€Ct} >n—r+1. O
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BEMERKUNG 3.2.87. Ein Reed-Solomon-Code mit garantierter Minimaldistanz d hat
die Kontrollmatrix (fiir b = 1 und g (x) = 1=} (x — u))

1 u ce uq_z

1 uz . uz(q_z)
H=|. . . ,

1ol @)

denn fiir f = fo+ f1-x+ fg—0-x72 € Fy[x] / (x771 — 1) gilt ja:

fe(g) f(ui> =0 < fo-l+fru+- - fro-u172
Fiirb =0und g (x) = Hf;oz(x — u') streicht man die letzte Zeile von H, und fiigt
(1,...,1) als erste Zeile hinzu.

BEISPIEL 3.2.88. Seiq = 23 = 8, n = g — 1 = 7 und u ein primitives Element von
Fg mit u> = u + 1. Dann erzeugt das Polynom

g () = (x—1)(x —u)(x —u?)(x —w’)
einen 7,3, 5]g—Reed—Solomon—Code mit Minimaldistanz d = 5.
Denn das primitive Element u € Fys ist Nullstelle des primitiven Polynoms p (x) =
x>+ x+1 € Fy [x]. Es gilt:

ul :u—i—l,u4:u2—|—u,u5 :u2+u+1,u6 =2 +1und v’ = 1,
siehe Beispiel 3.2.72. Das Generatorpolynom ist also
g () = (x—1)(x —u)(x —u?)(x —1w’)
= x* + 1?2+ 1P+ x4 b
Sei C der von g (x) erzeugte zyklische Reed-Solomon-Code. Es gilt
dimC=k=n—-d+1=3.

Die Erzeugermatrix von C ist

w w w ur 1 0 0
G=[0 u® > > > 1 0
0 0 u® uwd uw u? 1

Es gibt ¢"~9*1 = 83 = 512 Codeworter. Die Kontrollmatrix ist
111 1 1 1 1
u

g |1 ur ud out uwd b
=1 .2 4 46 48 410 2
1 8 ub 0 42 415 418

Das Kontrollpolynom lautet
h(x) = (" = 1)g ()
— (x— i) (x — %) (x — u°)

=+t x+u
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BEMERKUNG 3.2.89. Zur Fehlerkorrektur von Audio—CDs werden verkiirzte Reed-
Solomon-Codes iiber IFys = IFps56 benutzt. Das primitive Polynom

x8+x4—|—x3+x2+1

liefert eine primitive n-te Einheitswurzel in IFysq mit n = g — 1 = 255, siehe Tabelle 1.
Damit wird zuniichst ein primitiver (255,251, 5],5,—Reed—Solomon—Code der Linge
n = 255, Dimension k = n — d + 1 = 251 und Minimaldistanz d = 5 konstruiert,
aus dem (durch weitere Konstruktionen) der Interleaved Reed—Solomon—Code der
Audio CDs entsteht.

3.2.5. Quadratische-Reste—Codes (QR-Codes). Sei p € P,p # 2. Wir be-
trachten (vergleiche Definition A.2.6)

Qp = {i €lp—1]: <é) = 1} (quadr. Reste modulo p),
Ny = {i elp—1]: (é) = —1} (quadr. Nichtreste modulo p).

Es gilt bekanntlich (Proposition A.2.7) |Q,| = |V, | = £

Seir € P mitr # p und (%) = 1. Betrachte den Korper K := IF, sowie einen
Erweiterungskorper I 1 K, der eine p—te Einheitswurzel a # 1 enthalt!C.
BEISPIEL 3.2.90. Fiir r = 2 und p = 7 enthilt L = Fg J F, = K eine 7-te
Einheitswurzel; als Zerfallungskorper des Polynoms x® — x = x - (x” — 1) iiber IF.

Definiere nun

g(x):=T] (x—txi) e L [x],

iGQp

n(x)=J] (x—oc’) e L[x].

ieN,
PROPOSITION 3.2.91. g (x),n (x) € K[x].

BEWEIS. g und 7 sind sichtlich normierte separable Polynome in LL [x]; und IL
hat ebenso wie K die Charakteristik ». Wegen

(5)=6)G)=G)

also permutiert die Frobenius-Abbildung frob, : IL — IL

ist

z—z

10pq p € P, ist das automatisch eine primitive Einheitswurzel.
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die Nullstellen von g und n. Da die Koeffizienten von p bzw. g aber elementar-
symmetrische Funktionen der Nullstellen von p bzw. g sind (vergleiche Definiti-
on A.3.83), werden diese Koeffizienten auch von frob, fixiert:

frob, ([ ] ») = |+*] p fir alle k,

und ebenso fiir 4. Das bedeutet aber, daf alle Koeffizienten von p und g Null-
stellen des Polynomes

¥ —x el [x]

sind: Dieses Polynom tiber IL hat aber genau die Nullstellenmenge K (denn fiir
jedes der r Elemente z € K gilt z7 = z, und mehr als r Nullstellen kann das
Polynom tiber dem Korper IL nicht haben (siehe Lemma 2.1.9). ]

DEFINITION 3.2.92. Seienp #r € P, p # 2 und (%) = 1. Dann heifSen die von den

folgenden Polynomen erzeugten zyklischen Codes (also Ideale in F, [x] /((xP — x)))
quadratische-Reste-Codes:

q (x) erzeugt Q,
n (x) erzeugt N,
(x —1) g (x) erzeugt Q,
(x — 1) n(x) erzeugt N.

LEMMA 3.2.93. Fiir die eben definierten quadratische—Reste—Codes gilt:

p+1
2 Q~ N,
.= .~ p—1= =
dimQ =dimN = 5 ,Q~ N.

dimQ =dimN =

BEWEIS. Gemdifs Proposition 3.2.52 ist die Dimension des von g oder n bzw. von

1 +1 +1 -1
(x — 1) g oder (x — 1) n erzeugten Codes p — L= = E=bzw. p — L= = =,

Wir behaupten: Es gibt eine Permutation 7, sodaf fiir d1e zugehonge Permuta-
tionsmatrix P (71)

Q-P(n)=Nbzw.Q-P () =N
gilt. Denn fiir | € N}, € Fj und irgendein i € Z mit p { i gilt

5)=6)G)=-G)

und die Abbildung

ist also eine Permutation mit Fixpunkt 0, die N, p auf Qp abbildet und umge-
kehrt. Sei P (7r) die zugehorige Permutationsmatrix, dann gilt wegen ¢ (x) €
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ceQ — Y g (zxj>i = Ofirallej € O,
i=0
p_1 NIl
— Yo (o) =ofirallejeQ,
i=0

p—1 k
<~ kZOCn(k) . (Déh) = Qfiralleh € Np <—k:7r_1(i):l_1~i

< c-P (7T) = (CH(O)/' . '/Crr(p—l)> € N.
Ganz analog argumentiert man fiir Q und N. O

3.2.5.1. Konstruktion des terniren Golay—Codes als QR—Code.

BEISPIEL 3.2.94 (Terndrer Golay—Code). Sei p = 11 und r = 3.

Esgilt 11 | 3° — 1 = 242, aber 11 1 3* — 1,3% — 1,32 — 1: Py kann also keine 11-te
Einheitswurzel enthalten fiir k < 5; [P35 enthiilt aber eine: In F3 gilt die irreduzible
Zerlegung

xll—lz(x—l)-<x5+x4—x3+x2—1)-(xs—x3+x2—x—1).

q(x) = x>+ x* — x>+ x% — 1 erzeugt einen Quadratische—Reste~Code Q mit den
Parametern [11,6,d]. Die quadratischen Reste Q11 = {1,3,4,5,9} enthalten mit
(1,3,5) eine arithmetische Progression der Linge 3, also ist d > 4, vergleiche den
Beweis von Proposition 3.2.78: Aus d < 4 wiirde folgen, dafS es ein ein Codewort (bzw.
Polynom)

c(x) = Cklxk1 + Ckzxk2 + Ck3xk3 mit (ck,, Chyr Cy) # (0,0,0)

in Q gibt mit Gewicht w (c) < 3. Sei « die primitive 11-te Einheitswurzel, dann gilt

nach Konstruktion
cla)=c (zx3> =c (sz) =0.

Das hiefSe aber, (ck,, Ck,, Ck, ) ist eine nichttriviale Losung des homogenen Gleichungs-

systems
e (@) e (@) vz (a) =0
v (@) vy () 2 (@) =0
v (@) vy (o) 4z (20) = 0

iiber IF55: Das kann aber nicht sein, denn die Determinante der Koeffizientenmatrix ist
1 1 1
akitke ks | qet (zxkl)z (ockZ)Z (ock3)2 )

(k)" (@h2)® (k)
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und das ist wieder eine Vandermonde-Determinante, also # 0. Man kann aber sogar
d > 5 zeigen, wie aus den folgenden Betrachtungen ersichtlich wird.

Sei e # 1 eine p—te Einheitswurzel in einem Oberkorper IL von [F,, mit p # r €

P und (%) = 1. Setze
-
i—1 \P

) i < Freshman’s dream fiir IF,CIL

Dann gilt in IL:

II
"ST‘ =
_ = )l—\
= |~

i
— T firy ungerade ist (+1)" = 1, und fiirr = 2ist —1 =1
p

7?) ()

= Y. <i—ri (mod p) ist Permutation

T
;_x)—‘

I
01,
I D D

3

)
Auflerdem gilt [12]: a— ( ) p. Denn

PPl iGN
,)/2 — Z Z (_) (Xlﬂ,
i=1j=1 \ P

In dieser Doppelsumme gibt es (p — 1) Terme mit i + j = p: Fiir diese ist &'t/ =
af =1, und wegen j = —iin IF, ist

-0R-6)

7 (5) v g ()

Die Summanden mit i = j liefern

p—1 i 2 p—1 p—1
Z (—) w = Z W% = Z ' = —1. + denn ):f:olaizo
i=1 i=1

i—1 \P

Also ist

Dies ergibt
1

_ p—1
P = (—) (1)1t D g,

p

wobei

p_]_ ;- o
LP (k) = Z (M) .+ wenni+j>p,dann j—j—p: j=k—i
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Betrachte die Menge der Zahlen, fiir die das Legendre-Symbol in der Summe
P (k) gebildet wird:

My = {tGZP: t=i-(k—1i) fﬁrlgigp—l,i#k,Zi#k}.
Offensichtlich ist |[M| = 3 (p — 3), und es ist
t
pk)y=2-) (—)
te My p
Furt =i (k—1i) € My gilt

oy 2 . . 2
t t+i? 442t 2t
—_+i:k:>k2—4t:< fl) — ?2 :(l : ) .
1 1 1 1

Da 2 # t, ist k2 —4t € Qp; dh., —4t = r — k? fiir ein r # k% in Qp. Anders
gesagt:

M, = {4_1 . (—r—l—kz) creQpr# kz} .
Da4!= (2_1)2 ein Quadrat ist, gilt
(5)-()
p p)

Die Summe ¢ (k) konnen wir also schreiben als

pk)=2-) <_r+kz). (3.9)
VEQp p
r;«ékz

Wenn p = 4m — 1 (also (%) = —1), dann ist —r ein Nichtrest fiir alle r € Qp,

d.h., der Summationsbereich von (3.9) ist in diesem Fall
{r+k2: re Ny, r# —kz} .

Nach dem Satz von Perron A.2.11 enthdlt dieser Summationsbereich (m — 1)
Reste und (m — 1) Nichtreste; es ist also i (k) = 0 und

Y=-(p-1)-1=-p

Wenn aber p = 4m + 1 (also (%) = 1), dann ist —r ein Rest fiir alle r € Q,,

d.h., der Summationsbereich von (3.9) ist in diesem Fall
{r+k2: re Qpr# —k2}.
Nach dem Satz von Perron A.2.11 enthélt dieser Summationsbereich (m — 1)
Reste und m Nichtreste; es ist also ¢ (k) = —2 und
p—1
Y=(p-1)-1-2) " =p
i=1
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DEFINITION 3.2.95. Die Erweiterung Q des Quadratische—Reste—Codes Q ist defi-
niert durch

~ — p-1
Q:= {(COI"'/CP—]./? Z Cl') : (Co,...,Cp_l) € Q} .
i=0

BEMERKUNG 3.2.96. Fiir p = 2 ist v = p, also ergibt sich die “gewdohnliche” Erwei-
terung des Codes mit einer zusitzlichen “Priifziffer”.

PROPOSITION 3.2.97. Seip € P mit p = —1 (mod 4), und sei Q der Quadratische—
Reste—Code der Liinge p iiber IF,. Dann gilt:

(@ Q-=0Q.
(b) Qt = Q.
BEWEIS. Ad (a): Sei 9 (x) = [lieq, (x — &) das erzeugende Polynome von Q.

: . . pl
Dann ist (x — 1) 1 (x) das Kontrollpolynom von Q; sein Grad ist £5-.

Fiir das erzeugende Polynom von Q- gilt (siehe Proposition 3.2.65):

gt (x) = —n (0) 1 x'Tn G) . (% _ 1)
= —n(0)"! (H (1 — . x)) S(1—x)

= | II (Wx)) (1=2) ()T = 1= ey e i=—n(0)”

jE€Ny

= 1—[ ([Xi — x)) . (1 — x) <—<’71>:—1 n.V,; siehe Korollar A.2.10

iEQp

i€ Qp
=q(x) (x=1);
und das ist das erzeugende Polynom von Q.

Ad (b): Sei G eine Erzeugermatrix von Q und betrachte die pTH x p—Matrix

o= 7))

uber IF,.
Klarerweise gilt Q C Q; aulerdem ist
-1 p_
L=y =) ).

Daher ist (1,...,1) € Q\ Q, denn g (x) | L&/, aber (x —1) ¥ x': Also ist G
Erzeugermatrix von Q.
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Betrachte weiters die pTH X (p + 1)-Matrix

~ G 0
G:= (1 1 ... 1 —'y)
uber F,.

Esist (¢, (1,...,1)) = Zfz_ol ¢; = 0 fiir allec € Q, denn (x — 1) | ¢ (x) fiir alle
c € Q,und das heiflitc (1) = 0.Seiz = (1,...,1, —7) die letzte Zeile in G: Dann
istauchz € Q wegen —y = _77 Zf;ol 1, also ist G eine Erzeugermatrix von Q.
Nach Voraussetzung ist

p=-1 (mod4) = (_?1) =-1,
also ist .
(zz)=p+7 =p+ (7) p=p—p=0.
Aus Q = Q+ folgt aber fiir alle x € Q:

e (x,z;) = 0 fiir die ersten Zeilen z; in G,

o (x,z) =0.
Insgesamt heiflt das aber: Q C Q*; wegen dim Q = pTH — dim Q' folgt die
Behauptung. O]

Nun zurtick zu Beispiel 3.2.94: Betrachte fiir den dort beschriebenen [11, 6, d]-

Code Qq; die Erweiterung Q. Wegen 11 = —1 (mod 4) ist also Q = Q. Also

1st
w(c)

n
0={(cc)=Y =Y 1=w(c) 1inF;,
i=1 i=1

also ist w (¢) = 0 (mod 3). Nun ist aber d (Qﬁ) =d (Qll> > 4, also muf3
d (Q11> > 6 gelten und wegen d (Qll> —d(Q11) < 1folgtd(Qq1) > 5. Die
Kugelpackungsschranke Satz 3.2.17 besagt hier fiir d > 2t 4 1 allgemein

L1 Lo/11
3112362(,)21@3522(,)21.
=0 \J =0 \J

Fiir t = 2 ist aber speziell

(101) L+ <111) o4 (121) A=14224220=243=3°:

Der Code ist also perfekt.

BEMERKUNG 3.2.98. Ebenso ist auch der binire Golay-Code ein Quadratischer—Reste—
Code mitr =2, p = 23.






ANHANG A
Grundlagen

A.1. Allgemeines

DEFINITION A.1.1 (Partition). Sei S eine Menge. Eine Familie von Teilmengen S; C
S
{Sl‘: i € I} ,

die mit Indices aus einer Menge I bezeichnet seien, heifst Partition von S, wenn gilt:

o S =UicrSi

eifjcl = SiﬂSjZQ,

o S #Qfiirallei € I.
Die ersten beiden Bedingungen bedeuten, daf$ S eine disjunkte Vereinigung der Teil-
mengen S;, i € 1, ist: Das kiirzen wir ab mit

S = JierSi-

Ein Reprasentantensystem (oder eine Transversale) R einer Partition {S;: i € I}
von S ist eine Teilmenge von S, die aus jedem S; genau ein Element (einen sogenannten
Représentanten von S;) enthiilt.

DEFINITION A.1.2 (Relation, partielle Ordnung, Totalordnung, Wohlordnung).
Sei S eine Menge: Eine Relation R auf S ist (ganz abstrakt) eine Teilmenge des carte-
sischen Produkts, also

RCSxS.

Normalerweise beschreibt man aber R (etwas konkreter) durch ein “zweistelliges Sym-
bol”, z.B. “~", mit der Bedeutung

x ~ Yy <= (x,y) € R: “x steht in Relation R zu y”.

Eine Relation, die wir typischerweise mit dem Symbol < bezeichnen, heifit Halbord-
nung oder partielle Ordnung auf S, wenn sie die folgenden drei Eigenschaften hat:

Reflexivitat: 5 = S fiir alles € S,
Transitivitit: 1 = Sp Und sp < s3 = s1 =X s3 fiiralle s1,s7,53 € S,
Antisymmetrie: S] = Sp Und sp | s = S1 = Sp.

Wenn x <y, aber x # y, schreiben wir auch x < y.
Sei T C S: Ein Element m € T mit der Eigenschaft

(s2m = s=moders & Tfiiralles €S) <= At T: t<m

heif$t minimales Element von T.
Eine Halbordnung =< heifit Totalordnung, wenn fiir je zwei Elemente s1,s, € S gilt

S1 = Sp oder sp < 51
(d.h.: Je zwei Elemente sind vergleichbar).
111
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Eine Totalordnung heifit Wohlordnung, wenn jede Teilmenge T C S ein minimales

Element m hat: Als minimales Element in einer Totalordnung hat m die Eigenschaft
m X tfirallet € T.

(Wegen Antisymmetrie ist ein solches minimales Element immer eindeutig.)

BEISPIEL A.1.3. Fiir n € IN ist die Potenzmenge 2!"] (also die Familie aller Teil-

mengen von [n|) partiell geordnet durch die Mengeninklusion C; dies ist aber keine
Totalordnung.

Die Standardordnung < ist auf IN eine Wohlordnung, aber nicht auf Z, denn es gibt
z.B. kein minimales Element fiir ganz Z.

DEFINITION A.1.4 (Produktordnung). Sei S eine durch = halbgeordnete Menge.
Dann ist das n—fache cartesische Produkt

S":={(s1,..-,51): S1,...,5n €S}
eine halbgeordnete Menge mit der Produktordnung
(X1, .- %) 2 (Y1,-- ., Yn) = x; 2 y; fiirallei € [n].
DEFINITION A.1.5 (Ordnungsideal). Sei S eine durch < halbgeordnete Menge. Eine
nicht-leere Teilmenge T C S heifit Ordnungsideal in S, wenn
fiirallet € Tunds € Smitt X sgilt:s € T.
Sei X C S eine Teilmenge von S, dann ist die Menge
{s €S: Ix € Xsodafl x < s}

ein Ordnungsideal: Wir nennen es das von X erzeugte Ordnungsideal.

A.2. Elementare Zahlentheorie

DEFINITION A.2.1 (Teilbarkeit in Z). Seien d,n € Z: Wir sagen “d teilt n” (und
schreiben dafiir d | n), wenn es eine Zahl k € Z gibt sodaf§n =k -d. Wenn d | n gilt,
dann sagen wir auch: “d ist ein Teiler von n” bzw. “n ist ein Vielfaches von d”.

(Diese Definition von Teilbarkeit lifSt sich ohne weiteres auch auf andere kommutative
Ringe iibertragen, z.B. auf Polynomringe, vergleiche Definition A.3.46.)

Wenn d | n, dann gilt natiirlich auch —d | n: Wir konnen uns also auf die positiven
Teiler beschriinken, was wir in der Folge auch tun.

Jede Zahl n € Z ist immer durch 1 und durch sich selbst (also durch n) teilbar:
n=1-n,

die Teiler 1 und n heif$en die trivialen Teiler von n; wenn n noch weitere Teiler hat, so
heiflen diese echte Teiler von n.

Einn # 0 aus Z heifit
e irreduzibel, wenn
c=a-b = a==x1loderb = %1,
e prim oder Primzahl, wenn
cla-b = c|aoderc]|b.

Die Menge aller Primzahlen bezeichnen wir mit IP.
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Fur alled € Z giltd | 0, denn 0 = 0-d: 0 ist Vielfaches jeder ganzen Zahl.
Umgekehrt folgt aus 0 | n natiirlich n = k - 0 = 0: 0 ist das einzige Vielfache von
0. In Z sind die Begriffe “irreduzibel” und “prim” gleichbedeutend.

Fiir p, q € Z kénnen wir Division mit Rest durchfiihren, d.h., es gibt ¢, r € Z mit
0 <|r| <|q|, soda8

p=q-t+r. (A1)
Auf der Menge der natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...} ist Teilbarkeit eine
Halbordnung, die mit der gewohnlichen Ordnung auf IN kompatibel ist:

dln = d<n. (A.2)

DEFINITION A.2.2. Seien a,b € Z. Eine Zahl d, die sowohl a als auch b teilt, heifst
ein gemeinsamer Teiler von a und b:

d|aundd|b.

Wir konnen uns, wie gesagt, auf positive Teiler d beschrinken. Wegen (A.2) hat die
Menge aller gemeinsamen Teiler von a und b ein grifstes Element, das wir als grofsten
gemeinsamen Teiler bezeichnen und mit ggT (a, b) abkiirzen.

Der ggT (a,b) ist auch das maximale Element in der durch die Teilbarkeitsrela-
tion halbgeordneten Menge der gemeinsamen Teiler von 4 und b, d.h.:

dlaundd|b = d|ggT(ab).

Der ggT (a,b) ldf3t sich immer durch eine ganzzahlige Linearkombination von
a und b darstellen, d.h.:
esgibt A, pecZ: ggT(a,b)=A-a+pu-b.
Diese Darstellung ist nicht eindeutig; sie 1df3t sich aber ebenso wie der ggT (a, b)
selbst durch den Euklidischen Algorithmus ganz einfach finden.
SAaTZ A.2.3 (Kleiner Satz von Fermat). Sei p € IP. Dann gilt fiir alle a € Z mit
pta:
a*1=1 (mod p).
Fiir alle a € Z gilt daher
a? =a (mod p).

DEFINITION A.2.4 (Mobiusfunktion). Die (klassische) Mobiusfunktion p : N —
Z nimmt nur die Werte —1, 0 und 1 an:

(n) = 0 : wenn n durch eine quadratische Zahl teilbar ist,
B (—1)1 : wenn n Produkt von I verschiedenen Primzahlen ist.

SATZ A.2.5 (Mobiusinversion). Seien (ay),on und (bn),cn zwei Zahlenfolgen.
Dann sind dquivalent:

vn ~ N Ly = an, (A.3)
dn
1

VnelN: bn:EZy (g) ay. (A4)

d|n
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DEFINITION A.2.6 (Quadratischer Rest, Legendre-Symbol, Jacobi-Symbol). Sei-
ena,m € Z mit ggT (a,m) = 1. Die Zahl a heifit ein quadratischer Rest modulo m,
wenn die Kongruenzengleichung

x>*=a (mod m)

losbar ist; andernfalls heifSt a ein quadratischer Nichtrest.

Klarerweise kommt es nur auf die Restklasse der Zahl a modulo m an: Quadratische
Reste und Nichtreste erscheinen also natiirlich als Teilmengen des Restklassenrings
Zy \ {0}. Wir fiihren folgende Abkiirzungen ein:

O :={a € Zy,: aist quadratischer Rest},
Ny :={a € Zy,: aist quadratischer Nichtrest} ,
Q= 0, U {0}.
Die Menge der quadratischen Reste modulo m
Fiir p € P ist das Legendre-Symbol (%) eine Kurzschreibweise mit folgender Be-

deutung:

. 1 wenn a quadratischer Rest modulo p ist,
(—) := § —1 wenn a quadratischer Nichtrest modulo p ist,
P 0  wenn a ein Vielfaches von p ist.

Sei die Primfaktorzerlequng von n gegeben durch

_ V1 V2 Vk
n_pl .pz ...pk’

so definiert man das Jacobi-Symbol (£) (mit derselben Kurzschreibweise) als Pro-
dukt von Legendre—Symbolen:

(-GGG

PROPOSITION A.2.7 (Eulersches Kriterium). Sei p € P, p # 2. Dann gilt fiir das

Legendre—Symbol
a r-1
<E) =a2 (mod p).
Insbesondere ist die Anzahl der quadratischen Reste modulo p gleich der Anzahl der

quadratischen Nichtreste modulo p.
BEWEIS.
-1
Fira =0 (mod p) ist0 = (%) =07 (mod p) natiirlich richtig.
Nach dem kleinen Satz von Fermat (Satz A.2.3) gilt fiir jedes a # 0in IF):
aP~l =1.

Daher ist 2’z eine Losung der Gleichung x* — 1 = 0 in FFp: Diese hat aber nur

die beiden Losungen +1 (geméfs Satz A.3.81), entsprechend der Faktorisierung

x> —1 = (x+1) (x—1) (iiber IF, sind diese Losungen nicht verschieden, da
= —1 (mod 2)).



A.2. ELEMENTARE ZAHLENTHEORIE 115

Wenn a quadratischer Rest ist, dann gibt es ein x € F, mit x?2 = g, und es ist
apz;l =xP1=1in Fyp.
Die multiplikative Gruppe IF} ist zyklisch (Satz 3.1.9), enthalt also ein erzeugen-

des Element b mit ord b = p — 1: Fiir einen beliebigen quadratischen Rest a ist
dann a - b ein quadratischer Nichtrest, denn

daordb=p—-1> pT_l.

Die Multiplikation mit dem Erzeuger b ist also eine bijektive Abbildung IF} —
IF}, die quadratische Reste auf quadratische Nichtreste abbildet, und umge-
kehrt: Daraus folgen alle Behauptungen. O

BEMERKUNG A.2.8. Jede Menge M von pT_l Restklassen aus Z, \ {0}, die abge-
schlossen ist in Bezug auf die Multiplikation, also

Gruppenmultiplikation -: M x M — M,

stimmt mit der Menge der quadratischen Reste Q iiberein: Denn IFy = Z,, \ {0} ist

zyklisch, und M bildet also die eindeutige Untergruppe vom Index 2, die zugleich die
Menge der Reste ist.

KOROLLAR A.2.9. Sei p # 2 Primzahl und a,b € Z mit p { a und p { b. Dann gilt:

(7)=G)6)
p p)\r/)
Anders gesagt: Das Legendre—Symbol (?) ist ein Gruppenhomomorphismus Z; —

{—1,1} ~ Z,, dessen Kern genau die quadratischen Reste sind.

BEWEIS. Der Beweis folgt sofort aus Proposition A.2.7:

(%) =@-b)'T =TT = (%) (%) (mod p),
i ()~ () 1) :

KOROLLAR A.2.10 (Erster Ergdnzungssatz).

(3)-cv

Wir formulieren und beweisen noch einen Satz von Oskar Perron [13].

SATZ A.2.11 (Perron). Seip € P, p > 2; und sei a # 0 € Z,. Fiir eine beliebige
Teilmenge S C Z.,, bezeichnen wir mit S + a die Menge {s +a: s € S} C Z,. Dann
gQilt:

o Wenn p = 4k — 1 (also wenn (_71) = —1), dann gilt
[(Qp+a) N Qp| = [(Qp +a) NN, =k
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bzw. dquivalent
|(Np+a) N Qy| =kund (N, +a) NN, =k—1.

Wenn p = 4k + 1 (also wenn (_71 = 1), dann miissen wir unterscheiden, ob a

quadratischer Rest oder Nichtrest ist, und es gilt (unter Verwendung von Iversons
Notation)

1(Qp+4a) N Qp| = k+ [aist quad. Rest]
1(Qp +a) NN,| = k+1— [aist quad. Rest]

bzw. dquivalent
|(Ny +a) N Qy| =k+1— [aist quad. Rest]
|(Np +a) NN, | =k —1+ [aist quad. Rest]

BEWEIS. Die “dquivalenten” Aussagen ergeben sich jeweils aus der offensicht-
lichen Gleichung
Z,=(Qp+a) U (Ny+a);

und wegen |Q,| = |N,| = pT_l geniigt es also, die jeweils erste Aussage zu
beweisen.
Sei also r € Q,: Dann gibt es also ein s € Z, mit r = s. Weiters sehen wir:
(r+a) € Qp gilt genau dann, wenn es auch auch ein t € Z,, gibt (t # £s) mit
s2+a=+,und
2 P2 g s—t=——t e 2s =s+1t— .

s+t S+t

Also: s? + a ist quadratischer Rest genau dann, wenn es eine Zahl u # 0 € Z,,
gibt, fiir die
s=2"1 (u — E)
u

gilt. Das heifit aber, r + a ist genau dann auch quadratischer Rest, wenn der
quadratische Rest r von der Form

o)

S

ist. Es ist also | (N, +a) N Q,| gleich der Anzahl der inkongruenten (in Z, ver-
schiedenen) Zahlen der Form
(o= 3)
L)
Fiir festes u hat die Kongruenz
an 2 _ an 2 2 2 ’ an 2 _
(o) =) = o) 2 e) =0

als Gleichung vierten Grades hochstens 4 Losungen, die man auch sofort ange-

ben kann:

X=U XxX=—U XxX=—, Xx=—

a
"

AN IR
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Dau # Ound p > 2,ist u # —u; es konnte aber u =  oder u = —7 gelten, und
dann gibt es nur zwei verschiedene Losungen der Kongruenz (sonst vier).
Sei nun p = 4k — 1. Dann ist (%) = —1 und genau eine der zwei Zahlen
a, —a ist ein quadratischer Rest: Ist 2 quadratischer Rest, dann gibt es ein y mit
+y = i% und kein y mit +y = :Ff ; und wenn a quadratischer Nichtrest ist, ist
es genau umgekehrt. Betrachtet man also die Abbildung
a\ 2
Z\ {0} = Zp: x> (x—2), (A.5)
2
so ist das Urbild von (y — %) genau {y, —y}; alle anderen Urbilder haben aber
Kardinalitédt 4: Die Kardinalitdt des Bildes ist also
-1)-2 4k — 4

(P=1H-2_,. _

k.
4 4

1+
Sei schliefllich p = 4k + 1. Dann ist (_71) = 1, und a und —a sind entweder

beide quadratische Reste oder beide quadratische Nichtreste. Wenn a2 und —a
beide quadratische Nichtreste sind, gibt es kein x mit x = — %, und alle Urbilder
der Abbildung (A.5) haben Kardinalitét vier: Die Kardinalitédt des Bildes ist also
p—1 4k
44
Wenn a und —a beide quadratische Reste sind, dann gibt es ein y mit £y = i%

k.

2
und ein z mit £z = FZ: Die Urbilder von (y — %) und von (z — g)z haben

dann Kardinalitidt zwei, alle anderen Urbilder haben Kardinalitat vier, und wir
erhalten als Kardinalitdt des Bildes

(p—1)—4 4k —4
2—1-74 —2—1-74 =k+1
Damit sind alle Behauptungen gezeigt. O
A.3. Algebra

DEFINITION A.3.1. Sei S eine Menge, auf der eine zweistellige Verkniipfung gege-
ben ist, das ist eine Funktion

f: SxS§S—=S5,
die meist mit einem Symbol wie “+" oder “-” bezeichnet wird (aber auch mit X, ®, ®, -)
in dem Sinne, dafi nicht f (sq,s) geschrieben wird, sondern sy + sy oder sy - s1 (aber
auch sg X s1, so @ s1, so ® s1 — je nachdem, welches Symbol fiir die Verkniipfung
verwendet wird).

Sei also S eine Menge mit der zweistelligen Verkniipfung “-”, und sei X C S eine
Teilmenge von S und s € S ein Element in S. Dann bezeichnet

s-X:={s-x: xe X}

bzw.
X-s:={x-s: xe€ X}
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SeiY C S eine weitere Teilmenge von S. Dann bezeichnet
XY:={x-y:xeXundyeY}.

BEISPIEL A.3.2. Wenn wir die Menge Z der ganzen Zahlen mit der (gewdohnlichen)
Multiplikation - als zweistelliger Verkniipfung betrachten, dann ist z.B. 2 - Z. die Men-
ge der geraden Zahlen.

A.3.1. Gruppen.
DEFINITION A.3.3 (Gruppe, Untergruppe und Normalteiler).

DEFINITION A.3.4 (Halbgruppe, Gruppe). Eine Halbgruppe ist ein Paar (G, ®),
bestehend aus einer Menge G und einer zweistelligen Verkniipfung © auf G mit fol-
gender Eigenschaft:
e Fiirallea,b,c € Ggilt: (a®b) ®c=a©® (b ® c). (Assoziativitit.)
Die (Halb—)Gruppenoperation ® bestimmt also eine Abbildung G x G — G durch
(a,b) —a®b.
Eine Halbgruppe (G, ®) heifst Gruppe, wenn dariiber hinaus gilt:
e Es gibt ein neutrales Element m € G, sodafs fiir allea € G gilt: a ©n =
n ®a = a. (Existenz eines neutralen Elements.)
e Fiir alle a € G existiert ein inverses Element a=! € Gmita®a™! =
a~!' ® a = n. (Existenz eines inversen Elements.)
Die Anzahl der Elemente von G wird auch als die Ordnung der Gruppe G bezeichnet
und mit ord G abgekiirzt: Eine Gruppe G mit ord G < oo heif§t endliche Gruppe.
Eine Gruppe (G, ®) heif$t abelsch oder kommutativ, wenn zusitzlich gilt:

e Fiirallea,b € G gilta ©® b = b ® a. (Kommutativitiit.)

Das Symbol © fiir die Gruppenoperation ist natiirlich nicht das einzig mogliche:
Oft schreibt man auch “-” oder “o” (multiplikative Schreibweise; dann verwendet
man anstelle des Symbols “n” auch 1), aber auch “+” oder “@” (additive Schreib-

weise; dann verwendet man anstelle des Symbols “n” auch 0).

BEISPIEL A.3.5. Die Menge der n x n—Matrizen iiber R oder iiber Z bilden eine Halb-
gruppe in bezug auf die Matrixmultiplikation. Die Menge der invertierbaren n X n—
Matrizen bildet eine Gruppe, die GL,, (R) bzw. GL,, (Z).

DEFINITION A.3.6 (Untergruppe, Nebenklasse). Eine nichtleere Teilmenge U C G
bildet eine Untergruppe (U, ®) von (G, ®), wenn gilt:
e 0,bc U = a®b e U (Abgeschlossenheit beziiglich ®;alsoU ©U C U.)
e 0 € U = a ! € U (Abgeschlossenheit beziiglich Inversenbildung.)

Wir schreiben dann U T G, und es gilt dquivalent das einfache Untergruppenkrite-
rium:
UL Gi<— (a,bell:a@b‘leu>. (A.6)

Sei H C G eine Untergruppe von G, und sei g € G. Die linke bzw. rechte Nebenklas-
se g © Hbzw. H® g ist

gOH:={goGn: ne H},

Hog:={n®g: ne€ H}.
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PROPOSITION A.3.7. Sei G eine endliche Gruppe, seien P, Q T G zwei Untergrup-
pen von G. Dann gilt

Pl -1Q

PNQLC Gund |[P-Q| = Prol

BEWEIS. Die Abbildung
9: PxQ—=P-Q, (pq) = p-9q

ist surjektiv (definitionsgemafs), aber nicht notwendigerweise injektiv:

-1

pa=p-qd = () p=q g =x€PNQ

Das heifst aber: Das Urbild von p - g ist

o (p-9)={(p-x""xq): xePnQ},

fur alle (p,q) € P x Q: Diese Urbilder haben alle dieselbe Machtigkeit |P N Q|,
also gibt es

[P Ql/[PNQ|
verschiedene Urbilder: Daraus folgt die Behauptung. [

PROPOSITION A.3.8. Sei G eine Gruppe: Fiir eine beliebige Familie U von Unter-
gruppen von G ist der Durchschnitt iiber alle U € U wieder eine Untergruppe von
G:

(fUCG.

ueu

Sei H C G eine Untergruppe von G: Dann sind zwei Links—Nebenklassen g - H, h - H
genau dann gleich, wenn g -h~! € H.

Zwei verschiedene Nebenklassen von H sind stets disjunkt, also
heG = g-H=h-Hoderg-HNh-H = Q.

(Die analoge Aussage gilt fiir Rechts—Nebenklassen.)

Auflerdem sind je zwei Links—Nebenklassen von H gleichmiichtig; genauer gesagt: Die
Abbildung

¢-H—h-H: x—h-g x
ist eine Bijektion. (Die analoge Aussage gilt fiir Rechts—Nebenklassen.)

BEWEIS. Die erste Behauptung ergibt sich sofort aus dem “Untergruppenkrite-
rium” (A.6).
Die zweite Behauptung ist klar:

g-H=h-H<+= H=¢''h-H <+ g heH

Angenommen, es gibteinx € g- HNh- H: Dannistalsox = g-y = h-y fir
y,y' € H; aber das bedeutet

Wl.g=vy -y 'eH,
also nach dem vorigen g- H = h - H.
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Daf schlielich die beschriebene Abbildung ¢ - H — h - H bijektiv ist, ergibt

sich einfach daraus, dafd ihre Umkehrabbildung existiert — diese ist nimlich
h-H—g-H: x—g-h1-x,

wie man sofort sieht. ]

DEFINITION A.3.9 (Erzeugte Untergruppe, Ordnung eines Gruppenelements).
Sei G eine Gruppe, sei X C G eine Teilmenge von G. Dann heif$t der Durchschnitt
iiber alle Untergruppen von G, die die Teilmenge X enthalten, die von X erzeugte
Untergruppe: Wir bezeichnen sie mit

(X)y:= () U
XCUCG
Ist X ={q1,...,9m} endlich, dann schreiben wir statt ({g1,...,gm}) kiirzer
(81,18 -

Sei g € G. Dann heifit die Ordnung der von { g} erzeugten Untergruppe die Ordnung
von g; wir bezeichnen sie mit ordg (g):

ordg (8) = [(g)!-
Ist ord (g) endlich, dann gilt
ordg (¢) =min{n € N: ¢" =ng}.
Jede Gruppe G, die von einem einzigen Element erzeugt wird, also
G=(n,

heifit zyklische Gruppe. Es ist leicht zu sehen, dafs es bis auf Isomorphie genau eine
zyklische Gruppe der Ordnung n gibt, fiir jedes n € IN U {oco}: Wir bezeichnen sie mit
Cy. Offensichtlich gilt:

C, = {e,r,rz,...,r”_l} ~ Z/nZ,
Co = {...,r_l,...,r_l,e,r,...,rl,...} ~7Z

PROPOSITION A.3.10. Sei G eine Gruppe, sei § € G ein Element endlicher Ordnung.
Dann gilt:
¢"=ng = ordg(g) | n.

BEWEIS. Angenommen, nn = k - ordg (§) +r mit 0 < r < ordg (g). Dann wire

ng =g" = (g"rdc(g))k g =g
ein Widerspruch. O]

DEFINITION A.3.11. Wir bezeichnen die Familie der Nebenklassen einer Untergruppe
H C G mit G/H: Aus Proposition A.3.8 ergibt sich, daf$ G/ H eine eine Mengenpar-
tition von G bildet, d.h.:

G = U neG/nM-

Die Anzahl der verschiedenen Nebenklassen von H in G heifit der Index der Unter-
gruppe N in G und wird mit (G : N) = |G/ H| bezeichnet.
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Da laut Proposition A.3.8 alle Nebenklassen einer Untergruppe gleichméchtig
sind, ergibt sich ohne weiteres:

SATZ A.3.12 (Satz von Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe und H T G eine
Untergruppe von G. Dann ist die Ordnung von H ein Teiler der Ordnung von G,
genauer gesagt:

G| = (G: H)-[H].

BEWEIS. Folgt sofort aus der ersten Aussage in Proposition A.3.15. O

PROPOSITION A.3.13. Sei G eine Gruppe, sei H & G eine Untergruppe von G und
sei ¢ € G. Dann ist

g H-gCG
ebenfalls eine Untergruppe von G.

BEWEIS. Zu zeigen ist:
a,bcg ' H-¢g = a-blecg ! H-g

Das ist aber eine einfache Rechnung, denn die Voraussetzung bedeutet, dafs es
a',b/ € Hgibtmita=g¢1-a'-gundb=¢" 1.1 g, alsoist

a- b_l = (g_l .a g) . (g_l . (b/)_l g) = g_l . (a/ . (b/)_l) ‘g€ g_l . Hg,
und daraus folgt sofort die Behauptung. O

DEFINITION A.3.14 (Normalteiler). Sei H T G eine Untergruppe einer Gruppe G:
Fiir ¢ € G heifit die Untergruppe g~1 - H - g (die mit g) konjugierte Untergruppe
von H.

Eine Untergruppe N von G heifit ein Normalteiler oder eine normale Untergruppe
von G, wenn eine der folgenden (iquivalenten) Bedingungen erfiillt ist:

e Fiiralleg € Ggilt g- N -¢~1 = N (N ist invariant unter der Konjugation
¢-N-¢g tmitg)
o Fiiralle g € Ggilt gilt - N = N - g. (Linke und rechte Nebenklassen von N
sind immer gleich.)
Wir schreiben N < G, wenn N eine normale Untergruppe von G ist.

In G sind die Untergruppen {ng} und G (natiirlich) immer normal: Eine Gruppe, die
abgesehen von diesen trivialen Normalteiler keine anderen Normalteiler hat, heifst
einfache Gruppe.

PROPOSITION A.3.15. Sei G eine Gruppe und H T G eine Untergruppe von G.

Wenn der Index von H gleich 2 ist, also (G : H) = 2 gilt, dann ist H ein Normalteiler
von G.

BEWEIS. Fiir eine Untergruppe H C G vom Index 2 gibt es (abgesehen von H
selbst) nur eine weitere Nebenklasse (egal ob Links— oder Rechtsnebenklasse):
Als Menge ist das einfach G \ H. Insbesondere ist also fiir ¢ ¢ H

¢-H=G\H=H"-g,

also ist H ein Normalteiler von G. O
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PROPOSITION A.3.16. Sei G eine Gruppe, und Q & G eine Untergruppe und P < G
ein Normalteiler von G. Dann gilt

P-Q=Q-PCG. (A.7)
Ist Q auch normal, dann gilt
P-Q=Q-P«G.

BEWEIS. Wir zeigen zuerst P- Q = Q- P.Sei p - qin P - Q: Weil P normal ist,
gibtesein p’ € P,soda8 p-q = ¢q-p' € Q-P,alsoist P-Q C Q- P. Vollig
analog haben wir

g-p=p" qfireinp” €P,
also auch Q - P C P - Q: Daraus folgt die Behauptung.

Nun zeigen wir, dafd P - Q eine Untergruppe von G ist. Nach dem “Untergrup-
penkriterium” (A.6) geniigt es zu zeigen: Fiir p - g, p’ - ¢ beliebig aus P - Q ist
auch (p'-¢q')- (97! -p~!) € P- Q. Da P normal ist, ist
gl-pt=p" g fireinp” € P

und

q/ ) PH _ p/// ] q/ fiir ein p/// c P.
Alsoist (p'-q')- (g7 -p~ ") =p"p" -9 €P-Q
Ist Q auch normal, dann gilt fiirallep-g € P-Qund g € G

g-(p-a)g = (s g") (s:0:87) =04

fiir gewisse p’ € P,q' € Q: Also ist P - Q normal in G. O

Aus dem Satz von Lagrange Satz A.3.12 folgt sofort:
PROPOSITION A.3.17. Jede Gruppe G von Primzahlordnung p € IP ist zyklisch.

BEWEIS. Jedes Element ¢ € G erzeugt eine Untergruppe (g) C G: Die Ordnung
dieser Untergruppe (und damit die Ordnung von g) ist ein Teiler der Gruppen-
ordnung p. O

DEFINITION A.3.18. Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler in G. Dann induziert
die Verkniipfung in G eine Verkniipfung auf der Menge der Nebenklassen von N durch

(g : N) : (h : N) =9- (N : h) - N < Assoziativitit
=g (h-N)-N «N ist Normalteiler
= (g . h) - N < Assoziativitit und N-N=N
die alle Eigenschaften einer Gruppenoperation erfiillen:

o Assoziativitit der Verkniipfung wird von G sozusagen “geerbt”,
e Das neutrale Element in G/ N ist N,
e Dus inverse Element von g - N ist (natiirlich) g~ - N.

Die so gegebene Gruppe bezeichnen wir als Quotientengruppe und schreiben G/ N.
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BEMERKUNG A.3.19. Man konnte auf die Idee kommen, auch fiir eine beliebige (nicht
notwendigerweise normale) Untergruppe H T G eine Verkniipfung auf der Menge der
Nebenklassen von H durch

(§-H)-(k-H):=(g-k)-H
zu definieren: Die Eigenschaften einer Gruppenoperation wiirden ja scheinbar eben-
so “geerbt”! Aber wir miifSten zeigen, dafs diese Verkniipfung wohldefiniert ist, also
nicht von der Wahl der Repriisentanten § und k abhingt:
g-H=¢ -Hundk-H=kK-H = (g-k)-H=(¢'-¥)-H.
Anders formuliert, es miifite gelten:
¢l ¢ cHundk' K eH = (g-k)'-(¢-K) € H.
Wir haben

(8:0) 7"+ (8" k) =k g7t g/ K
=k Y h-K fiireinh € H,
aber jetzt miifiten wir folgern konnen:
h-kK =k -1 fireinh' € H,
und genau fiir diesen Schritt brauchen wir, daf§ H ein Normalteiler ist.
DEFINITION A.3.20 (Gruppenhomomorphismus). Seien (G, -) und (H, ®) zwei

Gruppen. Eine Funktion ¢ : G — H heifit Gruppenhomomorphismus, wenn fiir
alle Elemente g1, 8> € G gilt:

¢(81-82) = ¢(81) © 9 (g2).
Ein injektiver Homomorphismus heifit auch Monomorphismus, ein surjektiver Ho-
momorphismus heifSt auch Epimorphismus.

Wenn der Gruppenhomomorphismus ¢ bijektiv ist, dann ist die Umkehrabbildung ¢!
auch ein Homomorphismus: ¢ heifit dann Gruppenisomorphismus.

DEFINITION A.3.21 (Automorphismengruppe). Sei G eine Gruppe: Ein Gruppe-
nisomorphismus ¢ : G — G heifit Gruppenautomorphimus.

Die Familie aller Automorphismen einer Gruppe G hat (mit der Komposition von Funk-
tionen) selbst die Struktur einer Gruppe (ihr neutrales Element ist idg): Wir bezeich-
nen sie mit Aut (G).

DEFINITION A.3.22 (Kern eines Gruppenhomomorphismus). Der Kern ker ¢ C
G eines Gruppenhomomorphismus’ ¢ : G — H ist das Urbild des neutralen Elementes
ny € H: kerqo = qD_l (IHH).

PROPOSITION A.3.23 (Homomorphiesatz). Seien G, H Gruppen, und sei ¢ : G —
H ein Gruppenhomomorphismus.

Dann ist ker ¢ ein Normalteiler in G und ¢ ist genau dann injektiv, wenn ker ¢ =
{nc}.

Von ¢ wird eine Abbildung

@: G/kerp —-imgp C H
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induziert durch
g -kerg— ¢(g),

und diese Abbildung ¢ ist ein Gruppenisomorphismus:

G/ ker ¢ >~ img ¢.
BEWEIS. Fiir jedes x € ker ¢ und jedes g € G ist

p(sxg)=9(s) () @(®) =(p() " nu-@(g) =mnu,

also ist auch ¢! - x - ¢ € ker ¢; d.h., ker g ist ein Normalteiler.

Injektiv bedeutet g # h = ¢ (g) # ¢ (h): Das ist dquivalent mit ¢ - h~1 #
ng = ¢(g) (¢ (h))™' # ny bzw. (da ¢ ein Homomorphismus ist) mit
g-ht' #ns = ¢(g-h!) # np, und das ist wiederum &quivalent zu
ker ¢ = {ng}.

Fiir die Abbildung @ ist nur zu zeigen, dafs sie wohldefiniert ist (die “Homomor-
phismus-Eigenschaft” erbt sie offensichtlich von ¢, injektiv ist sie nach dem
eben Gezeigten, und jede Abbildung ist surjektiv auf ihr Bild), daf3 also fiir zwei
Elemente g, ¢’ mit g1 - ¢’ = e € kerg gilt ¢ (¢) = ¢ (¢'): Aber das ist klar,
denn ¢ (g') = ¢ (g-¢) = ¢ (g) -9 (e) = ¢ (3)- =
DEFINITION A.3.24 (Direktes Produkt). Seien P und Q zwei Gruppen. Die “koor-
dinatenweise” Gruppenoperation auf dem kartesischen Produkt N x Q

(pq)-(Pa)=pr.aq)

erfiillt alle Eigenschaften einer Gruppenoperation; P X Q wird damit also zu einer
Gruppe (mit neutralem Element (np,mg)): Sie heifit direktes Produkt von P und

Q.

PROPOSITION A.3.25. Sei G eine Gruppe, seien P, Q < G normale Untergruppen von
G mit PN Q = {ng}. Dann gilt:

i) p-gq=q-pfirallep e P,q e Q,
(i) P-Q~PxQ.

BEWEIS. Daff P- Q C G eine (normale) Untergruppe von G ist, folgt aus Pro-
position A.3.16, und da’ |P - Q| = |P x Q] gilt, folgt aus Proposition A.3.7.

Ad (i): Esist fir alle (p,q) € P x Q

pra-ptgt €PNQ={nc},
dennp-q-p '€ Qundgq-p ! g7! € P:Daraus folgt die Behauptung.
Ad (ii): Die Abbildung

¢p:PxQ—=P-Q, (pq)—~p-q
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ist bijektiv nach Proposition A.3.7. Aus (i) folgt, daf8 sie auch ein Homomorphis-
mus ist:

¢ ((pa)-(.q) =¢((p-¥.a-q))
— . p/ . q . q/
=(p-q)-(p'-q) «nach@
=¢(pg)-o(r.q)-
Daraus folgt nun (ii). (]

DEFINITION A.3.26 (Wirkung einer Gruppe). Sei G = (G, -) eine Gruppe mit
neutralem Element ng, und sei X eine Menge. Eine Abbildung

GxX—=X,

die wir wie folgt notieren
(g, x)—g-x€eX,
nennt man eine Wirkung (oder Aktion oder Operation) von G auf X, falls gilt:

o fiiralleg,h € Gundallex € Xistg-(h-x) = (g-h)x,
o fiir das neutrale Element n € G und allex € Xistm-x = x .

Eine Menge X, auf der eine Gruppe G operiert (oder agiert oder wirkt), heifit auch
G-Menge.
DEFINITION A.3.27 (Semidirektes Produkt). Seien P und Q zwei Gruppen. Sei 0
ein Gruppenhomomorphismus

6:Q — Aut(P).
Dann operiert Q auf P durch

q9-p=1(6(q7)(p),

wie man leicht sieht.
Damit kann man auf P x Q folgende zweistellige Verkniipfung definieren:

(p.q)- (P q) =@ 0@) (). 9-9).

Diese Verkniipfung erfiillt alle Eigenschaften einer Gruppenoperation; z.B. ist ihr neu-
trales Element (np,ng), und das inverse Element von (p,q) ist

(pa) ' = (6@ (p)07").

Wir nennen diese Gruppe semidirektes Produkt von P und Q und bezeichnen sie
mit G = P Xy Q. Fiir den trivialen Homomorphismus Q — Aut (P), gegeben durch
6 (g) = idp erhalten wir das direkte Produkt.

DEFINITION A.3.28 (exakte Sequenz). Eine Sequenz

ANy RNy

von Gruppen A’, A, A" und Homomorphismen ¢, ¢ heifit exakt bei A, wenn
img ¢ = ker .
Allgemeiner heifdt eine Sequenz
Al — Al — Ay — - A, — A
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exakt, wenn sie exakt bei A1, Ay ... A, ist.
Eine exakte Sequenz der Form

m)— A Al A )
heif$t kurze exakte Sequenz: Das bedeutet, dafs

e ¢: A’ — A ein Monomorphismus ist,
e y: A— A" ein Epimorphismus ist,
o A'~imgp=kerp<aAund A" ~ A/A"

Man sagt dann: A ist eine Erweiterung von A" und A" .

BEISPIEL A.3.29. Sei G = P x¢4 Q ein semidirektes Produkt. Dann ist

m—prPcG/p—(n)

eine kurze exakte Sequenz: ¢ ist einfach die Einbettung von P < G (daf’ P tatsach-

lich Normalteiler ist, zeigen wir gleich in Lemma A.3.32) in G und ¢ die Quoti-
entenabbildung. Also ist in diesem Fall G eine Erweiterung von P und G/P.

DEFINITION A.3.30 (Transversale und Schnitt). Sei G eine Gruppe und N < G ein
Normalteiler von G: Eine Auswahl von Reprisentanten aus jeder Nebenklassen von
g - N C G, also eine Menge

{xgeg-N,x,€h-N,...},

heif$t ein Reprasentantensystem oder eine Transversale von G/N. Offensichtlich
kann man eine Transversale auffassen als injektive Abbildung

7: G/N — G.

Wenn diese Abbildung T ein Gruppenhomomorphismus ist, dann nennt man T
einen Schnitt und sagt, daf$ die kurze exakte Sequenz

m—N-"6 L 6/N— )

zerfallt bzw. daf$ G eine zerfallende Erweiterung von N und G/ N ist. Es gilt dann
Y o1 = idg /N, und die (genauer: ein isomorphes Bild der) Quotientengruppe G/ N
ist eine Untergruppe von G.

BEISPIEL A.3.31. Es gibt keineswegs immer einen Schnitt fiir eine kurze exakte Se-
quenz: Betrachte z.B.

mt—22-% 721 7207 — [n}.

Natiirlich gibt es keinen injektiven Gruppenhomomorphismus Zy — (Z,+).

LEMMA A.3.32 (Splitting Lemma). Eine Gruppe G ist genau dann isomorph zum
semidirekten Produkt zweier Gruppen N und H, also G ~ N xg H, wenn die kurze
exakte Sequenz

¢ 4

{n} —+ N —G — H— {n} (A.8)

zerfillt, wenn es also einen Homomorphismus T: H — G gibt mit o T = idp.
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BEWEIS. Wenn G ~ N g H, dann seien ¢ und 7 die “natiirlichen” Einbettun-
gen der Untergruppen N und H in G:
¢ (n) := (n,nyg) und 7 (h) := (nn, h).
Klarerweise ist ¢ (ny) = 7 (ng) = (ny, ny) = ng, und es ist

o (n-n) = (n-1', )

=|n-|0 (IHH) (i’l/) N - My
idy
= (n,np)- (n',ng) =¢n)-¢ (n')
und
T (h-1') = (ay, b 1)

= (mN (0 (h)) (nN),h- h’)
ny

= (np, ) - (g 1) = T (h) T (1),
also sind ¢ und T Homomorphismen.
Esist ¢ (N) <G, denn fiir alle (n,h) € N xg H >~ G ist

(n,h) - (n',mp) - (n',mp) (9_1 (h) (n_l),h_1>
L(h) (n—1)> g bl

o) (- (07 0 (7)) ) ™)
- ( (0() () -n" npr) € 9 (N).
Schliefilich ist definitionsgemafs die Rechtsnebenklasse
¢(N)-(n,h)={(n',ny)-(n,h): n" e N} ={(n"-nh): n" e N},
also ist die Menge der Rechtsnebenklassen
{¢(N) x{h}: he H},

und die Multiplikation von Rechtsnebenklassen entspricht offensichtlich der
Multiplikation in H; d.h., die Abbildung

¢ (N) x {h} = h
ist ein bijektiver Homomorphismus G/N — H, also G/N =~ H. Sei also ¢ der

Homomorphismus
G—G/N~H

dann erfiillt die Einbettung t: H —+ N xg H ~ G
h— (IIlN,h)
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klarerweise 1 o T = idy: Das heifst, die Sequenz (A.8) ist exakt und zerfillt.

Wenn umgekehrt die Sequenz (A.8) zerfillt, dann existiert ein Schnitt 7, und
wir betrachten die Abbildung 6, die durch

0(h) (n) = ¢~ [ T()-p(m)-(h7")

(. /

Konjugation von ¢ (N) C G

gegeben ist. Die Abbildung 6 (h) ist ein Automorphismus von N, denn sie ent-
spricht der Konjugation des Normalteilers N ~ ¢ (N) < G mit dem Gruppen-
element 7 (h) € G: Also haben wir eine Abbildung 6: H — Aut(N) defi-
niert. Diese Abbildung ist auch ein Homomorphismus, denn klarerweise ist
6 (n) = idy und

0 () (m) = ¢~ (T(W-h)-p(m)-T(ht-11))
(T (H)-t(h)-¢p(n)-T (h_l) T (h_1>>
™" (x ). ( (T 09w (5))) (7))
( ) (0 (h) (n)) = (6 (1) 20 (1)) (m).
Und tatséchlich ist fiir den so gegebenen Homomorphismus 6
G~ N xgH,

denn:

Erstens ist jedes Element ¢ € G in genau einer Nebenklasse von ¢ (N) enthalten,
1463t sich also eindeutig schreiben als

g=¢(n)-t(h) fireinn € Nundeinh € H,
also ist die Abbildung yu: N x9 H — G, die durch

(n,h) = ¢ (n) -7 (h)
gegeben ist, bijektiv.
Zweitens ist definitionsgemafs

(1) - (1) = (- (0.h) () - I
(- (o (001 )0,
und dieses Produkt wird unter y abgebildet auf
¢ (n : (4)‘1 (T (h)-¢(n') -7 (h_1>>>> T (h-H
(o™

)¢
=g (n)-T(h): (’)-r(h—l)-wh)-r(h’)

/\
—~
=
—
~
/N
=

R
N—— ~~—
N—
N—
N—
~
-
=
N—
~
—
N

also ist y ein Isomorphismus. O
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BEISPIEL A.3.33. Die beiden folgenden Erweiterungen zerfallen:

1 T(n) 5 Iso(R") 5 Ou(R) — 1,

1 — SL, (K) % GL, (K) 2% K* — 1.

Die erste Sequenz zerféllt, weil die Isometriengruppe ein semidirektes Produkt
ist; siche die Uberlegungen in der Folge von Definition 1.3.9.
Fur die zweite Sequenz definiere man 7 : K* — GL,, (K) durch

1 ... 00
a— P o
0 ...10
0 ... 0 a

Das ist ein Schnitt, denn

T(a-b)=7(a) -T(b) und (BoT)(a) =dett(a) =a.
A.3.2. Ringe.

DEFINITION A.3.34 (Ring, Nullteiler). Ein Ring ist ein Tripel (R, ®, ®) bestehend
aus einer Menge R und zwei zweistelligen Verkniipfungen & (Addition) und © (Mul-
tiplikation) auf R mit folgenden Eigenschaften:

e (R, ®) ist eine abelsche Gruppe,

e (R, ®) ist eine Halbgruppe (d.h., die Multiplikation ist assoziativ),

o fiiralle a,b,c € Rgilta® (bdc) =a®bdaGcund (adb)Oc =
a® c® c® c (Distributivitit.)

Das neutrale Element m von (R, @) heifit Nullelement des Rings R; in der Regel wird
dafiir das Symbol 0 verwendet. (Der triviale Fall, daf$ R nur aus dem Nullelement

besteht, wird als Nullring bezeichnet'.)

Ein Ring R heifit kommutativ, falls die Multiplikation kommutativ ist, also wenn fiir
allea,b € R gilt: a © b = b © a. Ein Ring mufS keineswegs kommutativ sein: Wenn
man das betonen maochte, spricht man von einem nichtkommutativen Ring. Wenn die
Halbgruppe (R, ®) ein neutrales Element besitzt, heifit R ein Ring mit Eins oder ein
unitdrer Ring. Dieses neutrale Element heifSt dann das Einselement des Rings; in der
Regel wird dafiir das Symbol 1 verwendet. In einem unitiren Ring R ist die Menge der
(multiplikativ) invertierbaren Elemente

R* .= {aER: Ja! ERmita-a‘lza_l-azl}

nicht leer (denn 1 € R*): Diese invertierbaren Elemente heiffen Einheiten des Rings;
mit der Multiplikation in R ist R* eine Gruppe: Die Einheitengruppe von R.

IFiir unsere Zwecke ist der Nullring uninteressant: Er spielt nur fiir sehr abstrakte (kate-
gorientheoretische) Betrachtungen eine Rolle. Alle Ringe, die wir hier betrachten, sind nicht-
trivial.
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Zwei Elemente a,b € R\ 0 mit der Eigenschaft a © b = 0 heifien Nullteiler. Ein
Ring, der keine Nullteiler enthilt, heifit nullteilerfrei. Ein kommutativer nullteiler-
freier Ring mit Eins heifit Integritatsbereich oder Integritatsring.

BEISPIEL A.3.35. Z ist ein Integrititsbereich mit Einheitengruppe {1, —1} ~ Z.

DEFINITION A.3.36 (Ideal). Sei R = (R, @, ®) ein Ring. Eine nichtleere Teilmenge
I C R heifit Linksideal bzw. Rechtsideal, wenn gilt:

o [ C (R, ®) (I ist eine Untergruppe der additiven Gruppe)

o fiirjedesr € Ristr ©1 C I (kurz: RI C I) bzw. I ®r C I (kurz: IR C I;
I ist also abgeschlossen beziiglich Multiplikation mit R von links bzw. von
rechts).

Wenn I sowohl Links— als auch Rechtsideal ist, nennt man I einfach ein 1deal und
schreibt I C R. (Die Unterscheidung zwischen Links— und Rechtsidealen ist in kom-
mutativen Ringen natiirlich iiberfliissig: In einem kommutativen Ring ist jedes Links-
ideal auch ein Rechtsideal und umgekehrt.) I heif$it echtes Ideal, wenn I # R.

Die Menge aller Ideale eines Rings ist halbgeordnet durch Mengeninklusion:
L <I) <= I C I, (als Mengen).

Klarerweise gibt es in dieser Halbordnung ein eindeutiges maximales Element — nimlich
den ganzen Ring R. Wenn man diese Halbordnung aber auf die echten Ideale ein-
schrankt, dann kann es mehrere maximale Elemente geben: Ein maximales Ideal ist
ein echtes Ideal I, das in keinem anderen echten Ideal echt enthalten ist, also

ICHER = I=1ILoderl; =R.

(Mit dem Lemma von Zorn kann man fiir jedes echte Ideal I eines Rings mit Eins ein
maximales Ideal I,y konstruieren, sodafl I C Ly,y: Abgesehen vom trivialen Nullring
hat also jeder Ring mit Eins ein maximales Ideal.)

Ein echtes Ideal P C R heifst prim oder Primideal, wenn fiir alle Ideale I, ] C R gilt:
I©®G]J]CP = ICPoder] CP.

In einem kommutativen Ring (siche etwa [8, Theorem 2.15]) ist diese Bedingung
dquivalent mit

xOyEP = x & Podery € P fiiralle x,y € R. (A9)

KOROLLAR A.3.37. Sei 1 eine Familie von Idealen in einem Ring R. Dann ist auch
der Durchschnitt aller Elemente von I ein Ideal in R:

()=

Ohne Beweis. O

DEFINITION A.3.38 (Homomorphismus, Kern). Seien (R, +,-) und (S, ®, ©®) zwei
Ringe. Eine Funktion ¢ : R — S heifit Ringhomomorphismus, wenn fiir alle Ele-
mente a,b € R gilt:
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Der Kern von f ist
kerf:={reR: f(r)=0€S}.
Ideale spielen bei Ringen eine dhnliche Rolle wie Normalteiler bei Gruppen:

SATZ A.3.39 (Faktorring). Sei R ein Ring, sei I eine Ideal in R: I T R. Dann ist I eine
normale Untergruppe (der additiven abelschen Gruppe (R, +)), und die (additive)
Quotientengruppe R/ I ist ein Ring mit der Multiplikation

(a+1)-(b+1):=(a-b+1).
BEWEIS. Wir miissen zeigen, dafs diese Multiplikation wohldefiniert ist, dafs also
gilt
(a+1)=(ad"+1I)und (b+1)= (V' +1) = (a-b+1)= (" -V +1I).
Seialsoa’ =a+ibzw. V' =b+jfiri,j € I. Dann ist aber
a-b—a-b=ib+j-ati-jel,
weil I ein Ideal ist, also ist tatsdchlich
ad-bt+I=a-b+1

Daf3 diese Multiplikation assoziativ und distributiv ist, ist leicht nachzurech-
nen: Die Faktorgruppe R/ I ist also ein Faktorring. ]

Die folgenden Aussagen sind leicht nachzurechnen:

SATZ A.3.40. Sei f : R — S ein Homomorphismus von Ringen, dann ist der Kern
von f ein Ideal in R:
ker f C R.

Ist umgekehrt I ein Ideal in R, dann ist die Abbildung rt: R — R/I
r—r+1

ein Epimorphismus von Ringen mit Kern ker t = I: 7 heifit auch kanonischer
Epimorphismus oder Projektion.

Ohne Beweis. O

KOROLLAR A.3.41 (Erster Isomorphiesatz). Sei f : R — S ein Homomorphismus
von Ringen, dann induziert f einen Isomorphismus

R/ ker f ~ img f.

Ohne Beweis. O
PROPOSITION A.3.42. Sei R ein Ring mit Eins, sei I T R ein echtes Ideal. Dann gilt:
R/ 1 ist nullteilerfrei <= I ist Primideal. (A.10)

BEWEIS. “R/I nullteilerfrei” ist &quivalent mit
(x+I1)-(y+1)=0+1 = x+I1=0+TIodery+I1=0+1
Das ist wiederum dquivalent mit
x-ye€l = xe€loderyecl,
und das heifst: [ ist ein Primideal. O
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DEFINITION A.3.43 (Endlich erzeugte Ideale, Hauptideale, Hauptidealring, Haupt-
idealbereich). Sei R ein Ring, sei X C R und sei 7 die Familie aller Ideale in R, die
X als Teilmenge enthalten. Dann nennen wir

(X)) =N
IeT

das von X erzeugte Ideal, und X heifst ein Erzeugendensystem oder eine Basis von
(X)). Wenn X endlich ist, heifit (X)) endlich erzeugt; wenn X einpunktig ist (also
X = {x}), dann heif§it (x)) = (({x})) Hauptideal.

Ein Ring R, in dem jedes Ideal ein Haupideal ist, heifit Hauptidealring; wenn R
iiberdies ein Integrititsbereich ist, heifit er Hauptidealbereich.

KOROLLAR A.3.44. Sei R ein kommutativer Ring R mit Eins, sei A C R. Dann ist
das von A erzeugte Ideal

(A) = { Z te-a: 1, € Rfiir alle a, aber nur endlich viele r, # 0} .

acA

BEWEIS. Die angegebenen Menge ist ein Ideal in R, und jedes Ideal I mit A C
muls jedenfalls alle Elemente dieser Menge enthalten. O]

BEISPIEL A.3.45. Der Ring Z ist ein Hauptidealbereich.

A.3.2.1. Teilbarkeit in kommutativen Ringen. Ganz analog zur Teilbarkeit im
Ring der ganzen Zahlen Z konnen wir definieren:

DEFINITION A.3.46 (Teilbarkeit). Sei R ein kommutativer Ring, seien a,b € R,
a # 0. Wir sagen “a teilt b” bzw. “b ist ein Vielfaches von a” (und schreiben a | b),
wenn gilt:

Esgibteinx € R: a-x =b.

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Element ¢ € R, ¢ # 0 und ¢ ¢ R*, heifSt
e irreduzibel, wenn
c=a-b = a€ R oderb € R*,

e prim, wenn
cla-b = c|aoderc]|b.

PROPOSITION A.3.47. In einem Integrititsbereich ist jedes prime Element irreduzibel.

BEWEIS. Sei p prim mit p = a - b. Dann gilt 0.B.d.A. p | a, d.h., es gibt ein x mit
a=x-p.Dannistalsop = x-p-b,alsop- (1 —x-b) = 0. Da es keine Nullteiler
gibt, mufs 1 = x - b gelten, d.h., b ist eine Einheit. ]

SATZ A.3.48. Sei R ein Integrititsbereich und c € R, ¢ # 0. Dann gilt:

e cistprim <= ((c)) ist Primideal.
e cist irreduzibel <= ((c)) ist maximales Ideal.
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BEWEIS. Wir verwende die Charakterisierung (A.9) fiir Primideale. Sei ¢ prim:
Fura-b € ((c)) giltc | a- b, also folgt (0.B.d.A.) ¢ | a, und das heilit a € ((c)).
Sei umgekehrt ((c)) ein Primideal: ¢ |a-b = a-b € ((c)), das heifit (0.B.d.A.)
a € ((c)),alsoc|a.

Sei ¢ irreduzibel: Aus ((c)) C ((d)) folgt ¢ = d - x, also ist d € R* (woraus
(d)) = R folgt) oder x € R* (woraus ((c)) = ((d)) folgt). Sei umgekehrt ((c))
maximal, dann ist ¢ # 0 und ¢ ¢ R*: Falls ¢ = a - b, dann gilt ((¢)) C ((a)), also
((a)) = ((c)) (woraus b € R* folgt) oder ((a)) = R (woraus a € R* folgt). O

DEFINITION A.3.49 (Faktorzerlegung, faktorieller Ring). Sei R ein Integritiitsbereich
und x € R. Eine Darstellung von x als Produkt irreduzibler Elemente

x:pl.pz...pn
heifit Faktorzerlegung von x. Sie heifit eindeutige Faktorzerlegung, wenn fiir jede
andere Faktorzerlequng x = q1 - qo - - - qm m = n gilt und es eine Permutation o € S,
gibt, sodafs fiir alle1 < i < n gilt:
pi = qo, - u; fiir ein u; € R*.

Ein Integrititsbereich, in dem jedes Element x ¢ R*, x # 0 eine eindeutige Faktor-
zerlegung hat, heif$t faktorieller Ring oder faktorieller Ring.

DEFINITION A.3.50 (Noetherscher Ring). Ein Ring R heifst Noetherscher Ring,
wenn jede aufsteigende Kette von Idealen in R

LELE---R
irgendwann stationdr wird, also wenn fiir ein k € IN gilt:
Ij = I fiiralle j > k.

PROPOSITION A.3.51. Ein Ring R ist noethersch genau dann, wenn jedes Ideal I € R
endlich erzeugt ist.

BEWEIS. (= ): Sei I C R ein Ideal, und sei £ # @ die Familie aller end-
lich erzeugten Ideale von R, die in I enthalten sind. Angenommen, 2 hétte kein
maximales Element in bezug auf die Ordnung von Idealen durch Mengeninklu-
sion: Dann kénnte man eine unendlich lange aufsteigende Kette von Idealen
konstruieren, im Widerspruch zur Voraussetzung. Sei also S = ((s1,...,5,)) ein
maximales Element von X: Ware S C I eine echte Teilmenge, dann wire fiir ein
x € I\ SdasIdeal S’ = ((s,...,5x;x)) endlich erzeugt mit S C S’, im Wider-
spruch dazu, dafy S maximal in .. Also ist I = S endlich erzeugt.

(<=):Seil; C I --- eine aufsteigende Kette von Idealen. Dann ist S := |J; I;
ebenfalls ein Ideal (wie man leicht nachpriift) und nach Voraussetzung endlich
erzeugt: S = ((x1,...,xn)). Sei k die kleinste Zahl sodafd {x1,...,x,} € I Esist

k<oo,undlj=Ik=Sfﬁrallej2k. O]
KOROLLAR A.3.52. Jeder Hauptidealbereich R ist nothersch: Sei
(@) € (a2)) < -+

eine aufsteigene Kette von Idealen. Dann wird diese Kette irgendwann stationdr, d.h.,
es gibt ein n € IN sodaf

(a)) = ((an) fiir alle j > n.
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BEWEIS. Siehe [8, Lemma 3.6]. (]
SATZ A.3.53. Jeder Hauptidealbereich ist ein faktorieller Ring .
BEWEIS. Siehe [8, Theorem 3.7]. (]

DEFINITION A.3.54 (Euklidischer Ring). Sei R ein Ring: Eine euklidische Norm
ist eine Funktion
N: R\ {0} — No.

Ein Integrititsbereich R heif$t euklidischer Ring, wenn es eine euklidische Norm N
gibt, sodafs fiir alle x € R und alled € R\ {0} Elemente q,r € R existieren mit

x=q-d+r wobeir =0oder N (r) <N (d).
BEISPIEL A.3.55. Z ist ein euklidischer Ring mit N (z) := |z| (Division mit Rest).
SATZ A.3.56. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealbereich.

BEWEIS. Zu zeigen ist, dafd jedes Ideal I C R ein Hauptideal ist: Fiir das Ide-
al ((0)) ist das klar, sei also I # ((0)). Dann gibt es ein x € [ mit N (x) =
min{N (y) : y € I}. Sei nun y € I beliebig, dann gibt es nach Voraussetzung
Elemente q,r € R sodafs

y=g-x+rmitr=0oder N(r) < N(d).

Esistaberr =y —¢q-x € I, also r = 0 wegen Minimalitdt von x. Fiir jedes y € 1
giltalso x | y, also I = ((x)). O

SATZ A.3.57 (Hilbertscher Basissatz). Wenn R ein noetherscher Ring ist, dann ist
auch R [x] noethersch (mit Induktion ist dann also auch R [x1, . .., x,| noethersch).

BEWEIS. Sei I ein Ideal in R [x]: Gemaf3 Proposition A.3.51 wollen wir zeigen,
dafd es endlich erzeugt ist. Betrachte die Menge der fithrenden Koeffizienten

von [:

J=Ale(p): pel;.
Es ist leicht nachzupriifen, dafs ] T R ein Ideal ist: Nach Voraussetzung ist |
endlich erzeugt, also

J=(r1,...,1mn)).

Es existieren dann also n Polynome py, ..., p, € I mitlc(p;) = r;, also
pi:ri.xki+...

Sei k = max{ky,..., k,}.Seiq € I ein Polynom mit deggq = m > k, also
q:qm.xm+...,

dann kénnen wir g, = Aqrq + - - - + Aury, schreiben und den Grad von g redu-

zieren: Denn sei

g = MprxX™ T4 AypnX™ € (p1, -1, P0)),
dann ist
q=(q-4q)+4,
und durch Iteration sehen wir:

q=g+h
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mitdegg < kundh € (p1,...,pn)). Sei I’ die Menge aller Polynome vom GRD
< k (I ist ein Modul iiber R). Dann ist aber Submodul I N I’ endlich erzeugt (als
Modul tiber R!): INT" = {(q1,...,q;),und I = (p1,.-., Pn;q1,---,41)), also ist I
endlich erzeugt. O

A.3.3. Korper.

DEFINITION A.3.58 (Schiefkorper, Korper). Ein unitirer Ring (R, ®, ®) mit der
zusitzlichen Eigenschaft, dafi (R \ {0}, ®) eine Gruppe ist, heifit ein Schiefkorper
oder Divisionsring. Wenn diese multiplikative Gruppe zusitzlich abelsch (kom-
mutativ) ist (also wenn R ein kommutativer Ring mit Eins ist), dann heifit R ein
Korper. Fiir einen Korper verwenden wir meist die Symbole K oder IF (Korper heifst
auf Englisch Field), manchmal auch 1L, und die (multiplikative) Einheitengruppe eines
Korpers K bezeichnen wir mit K* = (K\ {0}, ®)

BEISPIEL A.3.59. Q,R,C,F, ~ Z,
LEMMA A.3.60. Sei p € P, dann ist der Restklassenring Z., ein Korper, den wir mit
F, bezeichnen®.

BEWEIS. Der Ring Z, ist ein Korper, wenn fiir jedes Element 7 # 0 ein mul-
tiplikatives Inverses existiert. Sei also 0 < n < p, dann ist der ggT (n,p) = 1
darstellbar als ganzzahlige Linearkombination®

l=A-n+u-p
fiir gewisse A, y € Z. Das heifitaber A-n =1 (mod p),alsoA =n"tinZ,. O

DEFINITION A.3.61 (Charakteristik). Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Die Ab-
bildung h: R — K, die durch

(1+1+---+1 firn>0
n—mal
n—n-1:=40 firn=20
—1—1—---—1 firn<0

L (—n)—mal

gegeben ist, ist ein Ringhomomorphismus, wie man ganz leicht sieht: Jeder kommu-
tative Ring mit 1 enthilt also ein homomorphes Bild von Z: img (h) C R.

Der Kern ker (h) ist daher ein ein Ideal in Z, und dafiir gibt es zwei Moglichkeiten:
Entweder gilt ker (h) = {0}, dann sagt man “R hat die Charakteristik 0” und
schreibt char R = 0; oder ker (h) = n - Z fiir ein n € IN, dann sagt man “R hat
die Charakteristik n” und schreibt char R = n.

Es ist klar, dafd die Charakteristik eines Ringes R eindeutig ist.

PROPOSITION A.3.62 (Primkorper). Sei K ein Korper. Dann gibt es fiir char K zwei
Moglichkeiten: Entweder ist char K = p € P und K enthilt eine Kopie des Korpers
F, = Z/pZ, oder es ist char K = p € IP und der Homomorphismus h aus Definiti-
on A.3.61 lifit sich zu einem injektiven Homomorphismus Q — K fortsetzen, d.h., K
enthilt eine Kopie des Korpers Q.

’Die englische Bezeichnung fiir Kérper ist “Field”.
3Euklidischer Algorithmus.
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BEWEIS. Wenn char K = n # 0 gilt, dannisth(n) = n-1 = 0in K und » ist
die kleinste natiirliche Zahl mit dieser Eigenschaft. Angenommen, n wére nicht
prim, also n = k - m: Dann folgte aber

0=n-1=(k-1)-(m-1) mit (k-1) #0und (m-1) #0,
ein Widerspruch, da K keine Nullteiler hat.

Wenn char K = 0 gilt, dann ist der Homomorphismus h aus Definition A.3.61
definitionsgemaf injektiv und 0 ¢ imgh, also ist fiir jedes n € Z das Bild & (n)
invertierbar in K. Die Abbildung Q — K

m

—h(m) - (e (n) " = (1) (n 1)
ist ein injektiver Homomorphismus (wie man leicht sieht). O]

DEFINITION A.3.63. Die Korper IFy, p € IP und Q heiffen Primkorper: Nach Propo-
sition A.3.62 enthiilt jeder Korper eine Kopie von genau einem Primkorper.

LEMMA A.3.64. Sei R ein kommutativer unitirer Ring der Charakteristik p € IP, sei
n € IN und seien a,b € R. Dann gilt:

(a+b)"" =a"" + 7"

BEWEIS. Induktion nach n: Fiir n = 1 erhalten wir aus dem binomischen Lehr-
satz, der ja fiir beliebige kommutative unitdre Ringe giiltig ist,

(a+b)F = i (Z) a Pk,

k=0

Fiir den Binomialkoeffizienten gilt

(8)k=p (=1 (ks ),

und fiir 0 < k < p teilt p offensichtlich die rechte Seite. p teilt daher auch die
linke Seite, und weil p eine Primzahl ist, mu p | () oderp [ k- (k—1)---2-1
gelten. Fiir 0 < k < p giltalso p | (}), d.h.:

(i) =0 (mod p)

und der Induktionsanfang ist gezeigt. Fiir den Induktionsschritt n — n 41
erhalten wir

(ﬂ 4 b)p”+1 _ <(a 4 b)p”)p _ <apn n bpn>p _ (apn+1 1 bpn+1)
durch zweimalige Anwendung der Induktionsvoraussetzung. O]

KOROLLAR A.3.65. Uber dem Kirper F, gilt fiir ein ein beliebiges Polynom q (x)
7(x)° =q ().
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BEWEIS. Seiq(x) =qo+q1-x+---+qy-x", dann ist
) 2n ‘ k
(07 =1 | Layae )
k=0  \j=0

und die innere Summe ist

2]
([k =0 (mod 2)]- qi/z) +20 ) 4 G
j=0
(Hier haben wir Iversons Notation verwendet: [A] = 1, wenn Aussage A wahr
ist; 0 sonst.) Uber IF; gilt also einfach
2_\ 2. 2k _ v 2k 2
7(x7 =Y gt =Y g =q (),
k=0 k=0
wie behauptet. O]

PROPOSITION A.3.66. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei I T R ein Ideal.
Dann gilt:

R/ 1 ist ein Korper <= 1 ist ein maximales Ideal.

BEWEIS. ( = ) Wenn R/ ein Korper ist, dann ist I # R und es gibt fiir alle
Aquivalenzklassen x + I # 0 + I eine Aquivalenzklasse y + I mit

(x+1)(y+1)=1+1
Das heift: Fiir alle x € R\ I gibt es ein y € R sodaf3
x-y—1lel,
undy ¢ I, dennsonstwdre -1 €] = 1€l = [=R.

Sei also | C R ein Ideal mit I C ], aber I # J. Dann gibt es alsoein x € J\ I
undeiny € R\ Imitx-y—1€ I C J. Esistaberx-y € J, weil x € ], also ist
-le] = 1€] = J=R.
( <= ) Wenn I C R ein maximales Ideal ist, dann ist fiir jedes x € R\ I die
Menge Jx := I + ((x)) ein Ideal von R mit I C J,, aber I # J,: Daherist J, = R
und somit 1 € [, und das heifst

1=i+7r-x

fur geeignete Elementei € Jund r € R. Alsoist (r+ 1) (x+1) =1+4+1inR/I,
d.h.: x 4+ I ist invertierbar. O]

KOROLLAR A.3.67. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann ist jedes maximale
Ideal in R prim.

BEWEIS. Wenn I T R maximal ist, dann ist R/ ein Korper, also nullteilerfrei:
Daher ist I prim. O
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A.3.3.1. Erweiterungskorper und Zerfillungskorper.

DEFINITION A.3.68 (Korpererweiterung, Zerfallungskorper). Sei IL ein Korper,
der einen Korper K als (echte) Teilmenge enthiilt: Dann heifst IL ein (echter) Oberkorper
oder ein Erweiterungskorper von K, und K heifst umgekehrt ein (echter) Unterkorper
von L.

Der Oberkirper L ist ein Vektorraum iiber K (Vektoraddition ist Addition in 1L, Sk-
alarmultiplikation ist Multiplikation von Elementen aus IL mit Skalaren aus K). Die
Dimension dieses Vektorraums wird Grad der Erweiterung genannt und mit [IL.: K]
bezeichnet.

Sei p € K [x] ein nicht—konstantes Polynom. Eine Korpererweiterung IL von K heifst
Zerfallungskorper von p, wenn alle Nullstellen von p in IL liegen (also: p zerfallt
iitber IL in Linearfaktoren) und IL keinen Unterkorper enthiilt, der dieselbe Eigenschaft
hat (d.h., IL ist der kleinste Korper, iiber dem p zerfillt). Man sagt auch: IL entsteht
durch Adjunktion aller Wurzeln (i.e., Nullstellen) von p an K.

Allgemeiner ist der Zerfillungskorper einer Menge X C K [x] von Polynomen ein
minimaler Oberkorper von K, in dem alle Polynome aus X zerfallen. Ist speziell X =
K [x], dann nennt man den entsprechenden Zerfillungskorper den algebraischen Ab-
schluf von K und bezeichnet ihn mit K.

PROPOSITION A.3.69. Jedes nicht konstante Polynom p € K [x| besitzt einen (bis auf
Isomorphie) eindeutigen Zerfillungskorper.

Jeder Korper K besitzt einen (bis auf Isomorphie) eindeutigen algebraischen Abschlufs
K(dafiir wird allerdings das Zornsche Lemma bendtigt).

Ohne Beweis. O

A.3.4. Polynome. In diesem Abschnitt iber Polynome sei R immer ein kom-
mutativer Ring mit Eins.

DEFINITION A.3.70. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sein € INgund (co,...,cn) €
R"" 1 mit ¢, # 0. Dann bezeichnen wir die formale Summe

n

Yoo =coterxto ity x"!

k=0
als ein Polynom in der Variablen x und bezeichnen sie mit p = p (x) (typischer-
weise, natiirlich konnen wir Polynome auch mit andren Buchstaben bezeichnen; und
natiirlich konnen wir die Variable auch anders bezeichne, z.B. mit z statt mit x). Die
Zahl n wird dabei der Grad des Polynoms (englisch: degree) genannt und mit degp
abgekiirzt. Der Summand cy - x* in p heift der k—te Term oder das k—te Glied im Po-
lynom p, die Potenz x* wird Monom (vom Grad k) genannt, und das Ringelement c;
heif$t der k—te Koeffizient von p oder “der Koeffizient von x* in p”, was wir auch wie
folgt schreiben:

K ek falls 0 < k < degp,
HX ﬂ px) = {0 sonst.
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Wenn in einem Polynom p der k—te Koeffizient ¢, = 0 ist, dann sagt man auch: Der
k—te Term in p verschwindet: Normalerweise interessieren nur die nichtverschwin-
denden Terme von p, dementsprechend ist mit “Term” meist “nichtverschwindender
Term” gemeint.

Ebenso betrachten wir das Nullpolynom p (x) = 0 als ein Polynom: Dieses hat defi-
nitionsgemiiff Grad —oo, und es ist [xX] p = 0 fiir alle k € IN. Offensichtlich liefert
deg eine euklidische Norm auf R [x| (siehe Definition A.3.54).

Fiir einzelne Summanden des Polynoms p sind spezielle Bezeichnungen iiblich: co heifSt
absolutes Glied, c; - x heifit lineares Glied und c, - x> heifit quadratisches Glied.
Ein Polynom, das nur aus einem absoluten Glied besteht, heifit konstantes Polynom
p(x)=c

Vom abstrakten Standpunkt aus konnen wir ein Polynom auch als die unendliche
Folge seiner Koeffizienten ansehen: p = ([x*] p),__,. Diese Folge hat dann natiirlich
die Eigenschaft, daf$ alle Glieder mit Index k > deg p gleich 0 sind: D.h., wir kénnen
ein Polynom p auch als formal unendliche Summe schreiben

P(X) = ch'xk/
k=0

mit dem Verstindnis, daf$ ¢ = 0 fiir alle k > deg p.

Wenn (x) = Y12, cx ein Polynom vom Grad degp = n ist, dann heif§t [x"] p (das
ist also der “grofite” Koeffizient ¢, # 0; in dem Sinne, dafs fiir alle k > n c; = 0 gilt)
fiihrender Koeffizient oder Leitkoeffizient von p. Wenn der fiihrende Koeffizient von
p gleich 1 ist, nennt man p normiert oder monisch.

Die Menge aller Polynome mit Koeffizienten aus R hat die Struktur eines kommutati-
ven Rings mit Eins, wobei Addition und Multiplikation fiir zwei Polynome p (x) =

Srock - XFund q (x) CF o by - x* wie folgt gegeben sind:

max(m,n)

(p+q) (x) == kZ%) (ck + br) - x5,

m4n [ k

(p-q)(x) =), ( - bk—j) - x,
k=0 \j=0

(Rein formal konnten wir hier als obere Summationsgrenzen auch oo setzen.) Dafs mit

diesen Rechenoperationen tatsichlich ein Ring gegeben ist, dessen Nullelement das

Nullpolynom ist und dessen Einselement das Polynom p (x) = 1 ist, rechnet man

leicht nach: Wir bezeichnen diesen Ring mit R [x]. Offensichtlich konnen wir konstante
Polynome mit Elementen aus ¢ € R identifizieren®, in diesem Sinne ist also R C R [x].

Die Variable x ist dabei einfach ein Symbol, von dem wir annehmen, daf$ wir beliebige
Potenzen xO = 1,x! = x,x2,... bilden konnen. Aber wir konnen x auch durch ein
konkretes r ersetzen, fiir das die Rechenoperationen (Multiplikation mit den Koeffizien-

ten aus R und Summieren) sinnvoll sind, und erhalten so die Auswertung p (r) von

4Fiir Freunde des Abstrakten: Diese Identifikation ist als Abbildung R — R[x] (c € R —
¢ € R[x]) ein injektiver Ringhomomorphismus.
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p in r. Insbesondere konnen wir ein v € R wihlen: Die Abbildung ev, : R[x] — R,
die durch

evy (p) :=p(r)

gegeben ist, heifit Evaluationsabbildung und ist ein Ringhomomorphismus (wie man
leicht nachrechnet). Z.B. ist evg (p) = p (0) = [x°] p (x).

BEMERKUNG A.3.71. Zwei Polynome p,q in R [x] sind definitionsgemdfd genau
dann gleich, wenn ihre Koeffizientenfolgen iibereinstimmen:

p=9 ([[xkﬂ p)kzo N <[[Xkﬂ q>k2°.

p=q = ev,(p) =ev,(q) fiiraller € R,

Es gilt natiirlich

aber die Umkehrung ist im allgemeinen nicht richtig: Zum Beispiel ist das Polynom
p (x) = x? — x iiber R = Ty nicht das Nullpolynom, aber ev, (p) = 0 fiir alle r € TF,.

PROPOSITION A.3.72. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien f, g zwei
Polynome in R [x], beide nicht das Nullpolynom. Wenn der fiihrende Koeffizient von f
kein Nullteiler ist, dann gilt

deg (f -g) = deg f +degg.
BEWEIS. Die Behauputung folgt sofort aus der Definition der Multiplikation in
R[x]. O
PROPOSITION A.3.73. Sei R ein Integrititsbereich. Dann gilt fiir die Einheitengrup-

pen:
R [x]* = R*.

BEWEIS. Sei f € R[x]*, dann gibt es ¢ = f~! € R[x] mit f- g = 1. Nach
Proposition A.3.72 gilt also deg f 4+ deg ¢ = deg1 = 0, also deg f = degg =0,
d.h., f € R*. Daher ist R [x]* C R*, und die umgekehrte Mengeninklusion ist
sowieso klar. O]

DEFINITION A.3.74. Sei p € R [x]. Ein Element a € R heifst Nullstelle von p, wenn
evy (p) = p («) = 0. Die Menge aller Nullstellen von p bezeichnen wir mit V (p).

LEMMA A.3.75 (Division mit Rest). Seien p,q € R [x], und sei der fiihrende Koef-
fizient von q eine Einheit in R. Dann gibt es Polynome d,r € R [x], mit denen sich p
darstellen lifst als

p(x)=¢q(x)-d(x)+r(x), wobei degr < degg.

Wenn R = K ein Korper ist, dann ist also K [x] ein euklidischer Ring.

BEWEIS. Sei m der Grad und g, der fithrende Koeffizient von g, also g, =
[x™] g (x): Nach Voraussetzung existiert g,,' € R.
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Die behaupteten Polynome 4, r kann man algorithmisch wie folgt erhalten (Di-
visionsalgorithmus):
/* Starte mit d = Nullpolynom, 7 =p */
d<«0
r<p
/* In jedem Schritt gilt: p=q-d+7r */
while (degg < degr) do
n < degr
¢ gt [x7] 7 (x)
d<—d+c-x"™
r<—r—c-x""™.q(x)/* degr wird vermindert! */
end while
/* Ende des Algorithmus: Riickgabe der Werte d,r */
return d,r

Da der Grad von r in jedem Durchlauf der Schleife vermindert wird, bricht
der Algorithmus irgendwann (spatestens nach deg p — deg g 4 1 Schritten) ab:
Dann ist degr = degp < degg, und laut Konstruktionistp —d -q =r. O]

LEMMA A.3.76. Seien d,n € INg. Dann gilt
1" -1 = d|n
(Die “linke” Teilbarkeitsrelation ist im Ring der Polynome Z. [x] angesiedelt.)

BEWEIS. Falls d = 0, dann sind beide Teilbarkeitsrelationen nur fir n = 0
moglich. Sei alsod € Nundsein = k-d+r mit0 < r < d (Division mit
Rest in Z):

x”—l_(xd)kx’—l 7’(xd)k_l xr_l_

W1 -1 o1 T
2 k—1 X —1
r d d . d r -
x(1+x +<x)+ -|—<x> )—t—xd_l.
Wegen r < d ergibt sich unmittelbar die Behauptung. O

KOROLLAR A.3.77. Sei p € R [x]. Dann gilt:
neV(p) = (x—a)|p(x).
BEWEIS. ( = ) Im Fall p = 0 ist jedes « € R Nullstelle von p, und jedes Poly-
nom teilt das Nullpolynom.
Sei also p # 0 und « eine Nullstelle von p. Dann ist degp > 0 (denn p = c € R

hat nattirlich keine Nullstelle, wenn ¢ # 0 € R) und wir konnen p durch das
Polynom (x — &) (vom Grad 1, mit fithrendem Koeffizienten 1 € R*) mit Rest

dividieren:

p(x) = (x—a)-d(x)+r(x),
wobei degr < deg(x —a) = 1: Also r = c fiir eine Konstante ¢ € R, und
durch Auswertung bei a folgt 0 = p(a) = 0-d (a) + ¢, also ¢ = 0 und somit

(x —a) | p(x).

( <= ) Die umgekehrte Richtung ist klar. ]
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DEFINITION A.3.78 (Vielfachheit einer Nullstelle). Sei p € R [x]. Die Vielfachheit
einer Nullstelle a von p ist das grifite n € Ny, fiir das (x — )" | p (x) gilt: Wir

bezeichnen sie mit ||al| . Es ist ||a||, < degp fiirallea € Rund p = (x — zx)”“”ﬁ q
mit q («) # 0.
BEMERKUNG A.3.79. Achtung: Nicht alle “gewohnten Tatsachen” in bezug auf Po-
lynome sind richtig! Sei R = Z./Z¢ und p (x) = x>+ 3x +2 € R|[x]. Dann ist
V(p) =11,2,4,5},also |V (p)| =4 > 2 = degp, und es ist

p(x) # (x=1) (x=2) (x —4) (x =5),
sondern

p=(x—-1)(x—2)=(x—4)(x—5).
LEMMA A.3.80. Sei R ein Integritatsbereich (also nullteilerfrei), und seien p,q €

R [x]. Dann gilt:
Vip-a)=VI(p)UV(g).

BEWEIS. Die Inklusion V (p) UV (q) C V (p - q) gilt natiirlich immer.

Seia € V(p-q): Dannist p(a)-g(x) = 0in R, und weil R nullteilerfrei ist,
muBl p («) = 0 oder g («) = 0 gelten. Das heifit: « € V (p) oder « € V (g), also
aeVp)UuV(q). O

SATZ A.3.81. Sei R ein Integritatsbereich und p € Rx], p # 0 mit Nullstellen-
menge V (p) = {aq,- -+, ax}. Dann gilt:

p(x)=q(x)(x— M)H“l\lp S(x— “Z)H'Xz\lp co(x— “k)\lﬂk\lp ) (A.11)
wobei g € R [x] mit V (q) = @ und Y5, ai|l, < degp.

BEWEIS. Falls V (p) = @, ist die Aussage richtig fiir 4 = p und ¥, ¢ [|af|, =
0 < degp.

Andernfalls fithren wir Induktion nach n := deg p durch.

Fiurn = 1seip(x) = a-x+ bmita # 0. Fiir eine Nullstelle « von p gilt dann
—a-a = b. Setze q = a, dann gilt p (x) = g (x — a), und die Behauptung ist
gezeigt.

Seialsodegp =n > 1lunda € V (p). Dann gilt

p=(x—a)llrq
mit g (a) # 0, also a & V (q). Wegen ||af|,, > 0ist degg < 1, und nach Lem-
ma A.3.80 ist
V(p) ={a} UV (q) ={&; B, Bs},

und nach Induktionsvoraussetzung ist

g=r- (x — ‘Bl)Hﬁluq ... (x _ ‘Bs)Hﬁqu
mit V (r) = @ und deg p = ||«||, + deg q: Daraus folgt die Behauptung. O

Als Anwendung erhalten wir ein bekanntes Resultat der Zahlentheorie:

KOROLLAR A.3.82 (Satz von Wilson). Sei p € IP: Dann gilt
(p—1D!I=-1 (mod p). (A.12)
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BEWEIS. Denn das Polynom p (x) = x¥ —x € [, [x] hat Nullstellenmenge
V (p) = F,, also gilt

px)=g-x(x=1)(x—(p—1))
nach Satz A.3.81, und ersichtlich ist 4 = 1. Dann gilt aber auch

xp—l_lz(x_l)...(x—(p—l)),

und wenn wir hier bei x = p (also bei x = 0 € [F},) auswerten, folgt die Behaup-
tung. ]

DEFINITION A.3.83. Sei p € R [x] ein Polynom vom Grad n, das in n verschiedene
Linearfaktoren zerfillt, i.e.,

p()= [] (x—a)=(x—a) (x—a2)(x—a).

aeV(p)

(D.h., V (p) = {a1,az, ...,y }, und die a; sind paarweise verschieden.)

Dann gilt (natiirlich)
] p =0 ¥ T«
I

Cln] iel
|I|=k

Die hier auftretenden Summen von Produkten werden als elementarsymmetrische

Funktionen bezeichnet:
e (ag, ... an) = Z Hzxi.
IC[n] i€l
I|=k
Die Funktionen ey sind symmetrisch in dem Sinn, dafl sie invariant sind unter Per-
mutationen der Variablen w;, d.h., sei o € &, eine Permutation, dann gilt

€ (0(1,. . .,(Xn) = € (0(0(1),. . ‘/‘X(T(Tl)) .

PROPOSITION A.3.84. Sei R ein Ring und f = ag+a;-x+ -+ +a, 1x" 1+
x" € R |[x] ein monisches Polynom vom Grad n > 0. Dann ist RN ((f)) = ((0)).
Die Elemente § := ¢+ ((f)) im Quotientenring R [x] /((f)) haben eine eindeutige
Darstellung

g="by+ b X+ +b, X" fiirby,...,b, €R.
In R [x] /((f)) gilt:

n 1

X = —an_ﬁ”_ — - —a1X — ap.

BEWEIS. Seir € RN ((f)), dannistalsor = g- f fiir ein g € R [x]: Wenn q # 0,
dann wiére 0 = degr = degg + deg f > n, ein Widerspruch.

Seig € R[x] /((f)): Seig = g - f + r (Division mit Rest) mit » = 0 oder degr <
n = deg f, also ist ¢ = 7 und die behauptete Darstellung von g ist gefunden. Sie
ist eindeutig, denn gibe es eine weitere Darstellung § = 1/ mit deg ' < deg f =
n, dann gilte ja r — ' = g - f, und bei Betrachtung der Grade der linken und
rechten Seite folgt ¢ = 0, alsor = 1.

Wegen

f=ag+ta;-x+ --Fa, x4 xt =agday X+ +a, XL H 3"

wie sich das in

einer

gehdrt;-)

Menge
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folgt sofort die letzte Behauptung. O

A.4. Lineare Algebra

DEFINITION A.4.1 (Vektorraum). Sei K ein Korper und V eine abelsche Gruppe,
deren Nullelement wir mit Oy bezeichnen. Wenn es eine Abbildung K x V' — V gibt,
die wir (x,v) — & - v notieren, fiir die

en-(f-v)=(a-P)-vfiralea,p € Kundallev eV,

e 1.-v = v fiir das Einselement 1 € Kund allev € V,

o fiirallea c K, u,ve Vgilta- (u+v)=a-u+a-v,

o fiirallea, e K, ve Vgilt(a+p)-v=a-v+5-7,
gilt, dann heifit V ein Vektorraum iiber K. Es gilt dann auch

® 0-v = Oy fiir das Nullelement 0 € K und allev € V

o (—a)-v=—(a-0)fiirallea € Kundallev eV,
wie man leicht sieht.
Die Elemente von V heifien Vektoren, die von K Skalare, und die Abbildung K x

V' — V wird als Skalarmultiplikation bezeichnet. Das Nullelement von V wird als
Nullvektor bezeichnet.

In diesem Skriptum wird die n—-dimensionale Einheitsmatrix als E,, bezeichnet:

e () _
En = ([i —]])(Zj):(l,l) —|:
00 --- 0 1

PROPOSITION A.4.2 (Polarisierungsformel). Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper
K mit char (K) # 2 und sei B : V x V — K eine symmetrische Bilinearform mit zu-
gehoriger quadratischer Form q (v) = B (v, v).

Dann gilt

B(v,w)=35(q(v+w)—q(v) —q(w)) (A.13)

:Z(q(v—kw)—q(v—w)). (A.14)

(D.h., B kann aus q rekonstruiert werden.)

— N~

BEWEIS. Aus Bilinearitdt und Symmetrie von B folgt
B(v+wo+w)=p(v,0)+26(v,w)+p(ww),
also
2B (v,w) =q(v+w)—q(v) —q(w). (A.15)
Da 0 # 2 in K, folgt die erste Polarisierungsformel (A.13).
Ersetzt man in (A.15) w durch —w, so ergibt sich

=2 (v,w) = q(v—w)—q(v) —q(w), (A.16)
und Subtraktion der Gleichungen (A.15) und (A.16) ergibt die zweite Polarisie-
rungsformel (A.14). (Denn natiirlich: char (K) # 2 = 2x2 =4 # 0in
K.) O
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SATZ A.4.3 (Rangsatz). Seien V und W Vektorraume, und sei f: V — W eine
lineare Abbildung. Dann gilt:

dim V = dimker f + dimimg f.
SATZ A.4.4 (Cayley-Hamilton). Sei V ein n—dimensionaler Vektorraum iiber einem
Korper K, sei A : V. — V ein linearer Operator und Py € K [t]
Py :=det(A—t-E,)
sein charakteristisches Polynom. Dann gilt
Py (A) =0. (A17)
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Codewort, 75
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Diedergruppe, 8
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Distributivitat, 129
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Divisionsalgorithmus, 141
fur multivariate Polynome, 44
Divisionsring, 135
Drehung, 23
dualer Code, 80
duales Polynom, 94

echte Teiler, 112
echtes Ideal, 130
Eigenwert, 72
eindeutige Faktorzerlegung, 133
einfache Gruppe, 121
Einheiten, 129
Einheitengruppe, 129
Einheitswurzel, 61

primitive, 61
Einselement, 129
elementarsymmetrische Funktionen, 143
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endliche Gruppe, 118
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Erweiterung, 126
Erweiterungskorper, 138
Erzeugendensystem, 132
Erzeugermatrix, 79

reduziert, 82
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erzeugte Untergruppe, 120
euklidische Norm, 134
Euklidischer Algorithmus, 113

fur Polynome, 34
euklidischer Ring, 134
Euklidischer Vektorraum, 13
Evaluation, 64
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fithrende Koeffizient, 41
fithrende Monom, 41
fiihrende Term, 41
fithrender Koeffizient, 139
faktorieller Ring, 133
Faktorring, 131
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Faktorzerlegung, 133
Fehler
bei der Uebertragung eines Codewortes,
76
Field
Englischer Begriff fiir Kérper, 135
Fixpunkt, 3
Fixpunkte, 3
formale Ableitung, 35
Frobeniusabbildung, 69

garantierte Minimaldistanz

eines BCH-Codes, 100
Gaufs-Elimination, 39
Gaufs-Elimination, 58
gemeinsamer Teiler, 33, 113
Gesamtgrad, 40
Gewicht, 76
Gleitspiegelung, 23
Golay—Code, 87

ternérer, 87
grofiter gemeinsamer Teiler, 33, 113
Grobnerbasis, 49

minimale, 56

reduzierte, 56
Grad

eines Polynoms, 138
Grad der Erweiterung, 138
graduierte lexikographische Ordnung, 40
graduierte umgekehrt lexikographische

Ordnung, 41

Gruppe, 118
Gruppenautomorphimus, 123
Gruppenhomomorphismus, 123, 126
Gruppenisomorphismus, 123
Gruppenoperation, 118

Halbgruppe, 118
Halbordnung, 111

von Idealen, 130
Hamming—Code, 86
Hamming-Distanz, 76
Hamming-Kugel, 78
Hauptideal, 64, 132
Hauptidealbereich, 132
Hauptidealring, 64, 132
Hilberts Basissatz, 49
Homomorphismus

Gruppen, 123

Ideal, 66, 130
endlich erzeugt, 38
endliche erzeugtes, 132
Idempotent, 93
induzierte Wirkung, 3, 6
Integritatsbereich, 35, 130

Integritdtsring, 130
Interleaved Reed-Solomon—Code, 103
invariant, 3
inverses Element, 118
irreduzibel, 112, 132
ISBN-Code, 73
Isometrie, 13
Isomomorphiesatz, 64
Isomorphismus
Gruppen, 123
Iversons Notation, 137

Jacobi-Symbol, 114

Korper, 135
kanonischer Epimorphismus, 131
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Klassengleichung, 7
Kleinschen Vierergruppe, 31
kleinstes gemeinsames Vielfaches, 53
Koeffizient, 138
kommutativ, 118
kongruent, 21
Konjugation, 4, 121
Konjugationsklasse, 4
konjugierte Untergruppe, 121
konstantes Polynom, 139
Kontrollgleichung, 81, 90
Kontrollmatrix, 80
Kontrollpolynom, 89
kristallographische Restriktion, 25
kristallographischen Gruppen, 25
Kugelpackungsschranke, 78
kurze exakte Sequenz, 126

Losungsmenge, 38
Legendre-Symbol, 114
Leitkoeffizient, 41, 139
Lemma von Zorn, 130
lexikographische Ordnung, 40
linearer Code, 79

lineares Glied, 139

Linksideal, 130
Linksnebenklassen, 4
Lloyd—-Polynom, 85

Mobiusfunktion, 113

Mobiusinversion, 67
Mobiustransformation, 1

maximales Ideal, 130

Maximum Distance Separable Code, 101
MDS-Code, 101

mehrfache Nullstelle, 35
Mengenpartition, 120

Metrik, 13, 76
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minimales Element, 111

Modul, 135

monisch, 139

monisches Polynom, 66
Monom, 138

Monomideal, 46
Monomordnung, 40
Monomorphismus, 123
Multigrad, 41

multiplikative Schreibweise, 118

Nebenklasse, 118
neutrales Element, 118
normale Untergruppe, 121
Normalisator, 7
Normalteiler, 121
normiert, 139
Nullelement, 129
Nullpolynom, 139
nullreduziert, 51
Nullring, 129
Nullstelle, 34, 140
mehrfache, 35
Nullstellenmenge, 34, 38
Nullteiler, 130
nullteilerfrei, 130
Nullvektor, 144

Oberkorper, 138
Orbit, 2
Ordnung
einer Gruppe, 118
eines Gruppenelements, 120
Ordnungsideal, 112
Ornament, 17, 19
Ornamentgruppe, 19
orthogonal, 14
Orthogonalteil, 17
Orthonormalbasis, 13

Parity Check Code, 83
Parkettierung, 17
partielle Ordnung, 111
Partition, 111
perfekter Code, 79
Polyasche Abzahltheorie, 7
Polynom, 138
monisches, 66
separables, 36
Polynomialkombination, 39
Potenzmenge, 112
prim, 112,130, 132
Primideal, 130
primitive Einheitswurzel, 61
primitiver BCH-Code, 100
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primitives Polynom, 97
Primkorper, 136
Primzahl, 112
Prinzip der doppelten Abzédhlung, 6
Produktordnung, 112
Produktregel, 35
Projektion, 131
Punktgruppe
einer Ornamentgruppe, 24

quadratische—Reste—Codes, 104
quadratischer Nichtrest, 114
quadratischer Rest, 114
quadratisches Glied, 139
Quotienten, 46
Quotientengruppe, 122

Rangsatz, 71

Rechtsideal, 130

Redundanz (von Codierungsmethoden),
73

reduziert, 56

Reed-Solomon—Code, 101

Reflexivitat, 111

Relation, 111

Repetitionscode, 83

Reprasentanten, 111

Reprasentantensystem, 111, 126

Rest, 46

Riemannsche Zahlenkugel, 1

Ring, 129

Ring mit Eins, 129

Ringendomorphismus, 69

Ringhomomorphismus, 130

S-Polynom, 53
Schiefkorper, 135
Schnitt, 126
selbstdualer Code, 80
semidirektes Produkt, 125
separables Polynom, 36
Skalare, 144
Skalarmultiplikation, 144
Spaltenvektor, 81
Spiegelung, 23
Stabilisator, 3
Sylow-Untergruppe, 10
Symmetrie, 18
Symmetriegruppe

eines Codes, 88
Symmetrische Gruppe, 2

Teilbarkeit, 132
teilerfremd, 33
Term, 138
Termordnung, 40
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Totalordnung, 40, 111
transitiv, 3
Transitivitat, 111
Translation, 13, 23
Translationen, 16
Translationsteil, 17
Transversale, 111, 126
treu, 2

triviale Teiler, 112

Ubertragungsfehler, 76
umgekehrt lexikographische Ordnung, 40
Unique Factorization Domain, 133
unitdrer Ring, 34, 129
unteilbare Translation

in einer Ornamentgruppe, 19
Untergruppe, 118
Untergruppenkriterium, 118
Unterkorper, 138

Vandermonde-Determinante, 99, 106
Vandermonde-Matrix, 95

Vektoren, 144

Vektorraum, 144
Verschwindungsmenge, 34, 38
Vielfaches, 132

Vielfachheit einer Nullstelle, 142

Wirkung

einer Gruppe auf einer Menge, 1, 125
wohldefiniert, 123
Wohlordnung, 112
Wort (iiber einem Alphabet), 75
Wurzel (eines Polynoms), 138

Zentralisator, 7
Zentrum

einer Gruppe, 7

triviales, 7
Zerfallungskorper, 103, 138
zerfallende Erweiterung, 126
Zornsches Lemma, 138
zweistellige Verkniipfung, 117
zyklische Gruppe, 120
zyklischer Code, 88
zyklotomisches Polynom, 61



Verzeichnis von Symbolen und Abkiirzungen

|z|: Absolutbetrag der komplexen Zahl z. 25
U: disjunkte Vereinigung. 111

C: Korper der komplexen Zahlen. 1

[x]: Néachstgroflere ganze Zahl an x. 68
cntg (x): Zentralisator. 3

char: Charakteristik eines Korpers. 33
char: Charakteristik eines Korpers. 135
z: Konjugierte der komplexen Zahl z. 28

D: Formale (gliedweise) Ableitung. 33
U: disjunkte Vereinigung. 116

e: Elementarsymmetrische Funktion. 29

N: euklidische Norm auf einem Ring R: N : R — IN. 143

¢: Eulersche Phi-Funktion: ¢(n) ist die Anzahl der primen Restklassen
modulo n. 53

F: Bezeichnung fiir einen Korper allgemein (englisch: field). 9

K («): Korpererweiterung eines Korpers K mit einem Element «. 69

fxps (S): Menge der Punkte in S, die von der Wirkung von G fixiert wer-
den. 3

| x|: Néchstkleinere ganze Zahl an x. 61

frobp: Frobenius-Abbildung K — K : z — zF, wobei K ein Korper der
Charakteristik p € P ist. 28

(G : U): Index der Untergruppe U in G. 1
H: Schiefkorper der Quaternionen. 32

img: Bildbereich einer Funktion f: Menge der Funktionswerte. 66
E: Einheitsmatrix. 25
[A]: Iversons Notation: 1, wenn Aussage A wahr ist; 0 sonst. 47

K: Bezeichnung fiir einen Korper allgemein. 1
kgV (ny,...,ni): Kleinstes gemeinsames Vielfaches der Zahlen ny, . . ., n.
10

IL: Bezeichnung fiir einen Korper allgemein. 103
= griext Graduierte lexikographische Monomordnung. 40
< grulext Graduierte umgekehrt lexikographische Monomordnung. 40
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Verzeichnis von Symbolen und Abkiirzungen

<1ext Lexikographische Monomordnung. 34
<ulex: Umgekehrt lexikographische Monomordnung. 40

M: Matrizenalgebra. 14
M: Matrizenalgebra. 26
mdeg: Multigrad. 41

IN: Menge der nattirlichen Zahlen {1,2,3,...}.2

INp: Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen {0,1,2,...}.9

w (x): Anzahl der Stellen ungleich Null. 86

w (x): Anzahl der Stellen ungleich Null. 76

C: Normalteiler: H C G normale Untergruppe, wenn ghg~! € H fiir alle
heH geG.7

[n]: Menge der ersten n nattirlichen Zahlen: {1,2,...,n}.2

f —F 0: Polynom f € ((F)) ist durch eine “Polynomialkombination” dar-
stellbar, bei der keine Kiirzung fithrender Terme auftritt. 41

f —F 0: Polynom f € ((F)) ist durch eine “Polynomialkombination” dar-
stellbar, bei der keine Kiirzung fithrender Terme auftritt. 51

V (p): Nullstellenmenge (Verschwindungsmenge; daher “V”) von p. 34

G - x: Orbit (oder Bahn) von Element x € X unter der Gruppenwirkung
von G auf X. 6

ord: Ordnung (einer Gruppe oder eines Elements einer Gruppe). 33

ordg (x): Ordnung des Elements x in G. 96

IP: Menge der Primzahlen {2,3,5,7,11,...}.3

R [z]: Ring der Polynome in der Variablen z mit Koeffizienten im Ring R.
33

C[[z]]: Ring der formalen Potenzreihen tiber C in der Variablen z. 35

Q: Korper der rationalen Zahlen. 29
Qm: Menge der quadratischen Reste modulo m. 114

R: Korper der reellen Zahlen. 5
R*: Menge der nichtnegativen reellen Zahlen. 13

SL, (R): Spezielle Lineare Gruppe: n x n-Matrizen mit Eintragungen aus
R und Determinante 1. 1

SL, (R): Spezielle Lineare Gruppe: n x n-Matrizen mit Eintragungen aus
R und Determinante 1. 1

A B: Strecke, die Punkte A und B verbindet. 23

|: Teilbarkeitsrelation: kjn <= Id € Z n=k-d. 4
trace: Spur eines Operators. 13

|| ec]| g+ Vielfachheit einer Nullstelle « des Polynoms 4. 35
|| ]| g+ Vielfachheit einer Nullstelle « des Polynoms 4. 35

Z: Ring der ganzen Zahlen {...,—2,-2,-1,0,1,2,...}.4



