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Dieses Skriptum basiert grofiteils auf Vorlesungsskripten von Christian Krat-
tenthaler und Markus Fulmek sowie auf den Biichern von Martin Aigner [1]
und Peter Cameron [4]. Wir versuchen hier, eine (letztlich willkiirliche) Aus-
wahl aus grundlegenden Fragestellungen der abzdhlenden Kombinatorik und
der Graphentheorie zu bringen. Fiir diesen Stoff benétigt man wenig Vorausset-
zungen — eigentlich geniigen Schulwissen, Mengenlehre und eine Vertrautheit
mit der mathematischen Ausdrucksweise —, aber Vorkenntnisse im Umfang
der Vorlesungen Analysis I+II und Lineare Algebra I sind fiir das Verstdndnis
sicher hilfreich.

Die Ubungsaufgaben sind mit Sternchen versehen, die wie folgt zu interpretie-
ren sind:

*: Eine sehr einfache Aufgabe, die eine Definition oder Methode illustrie-
ren soll,
* *: Eine nicht zu schwere Aufgabe, meist durch direkte analoge Anwen-
dung einer Idee aus der Vorlesung zu l6sen,
* * * Schwierigere Aufgabe (meist mit Anleitung), die ein gewisses Maf3 an
Kreativitdat (und manchmal Zihigkeit) erfordert.

Was die Notation angeht, so haben wir uns bemiiht, den “Standard” (soweit sich
ein solcher etabliert hat) zu verwenden. Sicherheitshalber sind alle Notationen
auch in einem Glossar (Seite 130) zusammengefafst (z.B.: “:=" ist zu lesen als
“ist definiert als”).

Fiir alle Hinweise auf Fehler und Ungereimtheiten sind wir dankbar. (Einige
Fehler wurden durch Hinweise von Prof. Darij Grinberg bereits ausgemerzt.)

Markus Fulmek und Christian Krattenthaler, 27. Mai 2017.
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KAPITEL 1
Einleitung

1.1. Was ist das “Diskrete” an der Diskreten Mathematik?

Die Diskrete Mathematik ist ein Teilgebiet der Mathematik, das sich (iiberwiegend)
mit mathematischen Strukturen befaf3t, die endlich oder abzahlbar sind. Das Ge-
genstiick zu diskreter Mathematik ist also keineswegs “indiskrete Mathematik”,
sondern “kontinuierliche Mathematik”: Wahrend in der “kontinuierlichen Ma-
thematik” die reellen Zahlen R (oder die komplexen Zahlen C) und Eigenschaf-
ten wie Stetigkeit oder Differenzierbarkeit die Grundlage bilden, geht es in der
Diskreten Mathematik (in der Regel) um die natiirlichen Zahlen N = {1, 2, ...}
(oder die ganzen ZahlenZ = {...,-1,-2,0,1,2, ...}, oder die rationalen Zahlen
Q)'. In diesem Sinne wire also auch die Zahlentheorie zur Diskreten Mathema-
tik zu zdhlen; fiir die Zwecke dieses Skriptums werden wir aber unter Diskreter
Mathematik im wesentlichen Kombinatorik und Graphentheorie (und deren
Anwendungen) verstehen.

Damit ist freilich nicht erkldrt, was Diskrete Mathematik nun genau ist: Eine
exakte “Definition” dafiir anzugeben wire kaum moglich, den Begriff erfaft
man aber sehr gut durch typische Beispiele von Problemstellungen, die der Dis-
kreten Mathematik zuzurechnen sind. Dies wollen wir im folgenden versuchen
(und damit zugleich direkt ins Thema einsteigen).

1.2. Abzdhlung endlicher Mengen.

Das deutsche Wort “Abzdhlen” klingt vielleicht nicht nach hoherer Mathematik
(das englische Wort “Enumeration” erscheint da viel vornehmer), aber es sind
hier nattirlich nicht Fragestellungen gemeint, die man durch “Abzéhlen an einer
Hand” beantworten kann. Wir wollen die typische Fragestellung an zwei sehr
einfachen Beispielen illustrieren.

Beispier 1.2.1. In Osterreich gibt es ein staatliches Gliickspiel, das sogenannte Lotto
6 aus 45: Die Mitspieler versuchen jene 6 verschiedenen Zahlen zu erraten, die bei
den wochentlichen Ziehungen zufillig aus den Zahlen {1,2, .. .,45} ermittelt werden.
Wer einen sogenannten Sechser erzielt (d.h., alle 6 Zahlen richtig errit), gewinnt eine
hiibsche Summe (die ausbezahlten Gewinne werden durch die Wetteinsitze finanziert),
und die naheliegende Frage ist nun, wie wahrscheinlich es ist, einen Sechser zu
erzielen. Anders ausgedriickt: Wenn ein Mitspieler auf die Zahlen {iy, 1, .. ., ic} gesetzt
hat, wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit

P ({i1,1p,...,16}),

'Manchmal betrachtet man auch nur die nichtnegativen ganzen, rationalen oder reellen
Zahlen: Wir verwenden fiir die entsprechenden Zahlmengen die Notationen ZT:=1{0,1,2,...},
Qt bzw. RT.

Diskrete Ma-
thematik #
Mathematik
minus (Indiskrete
Mathematik)

Enumeration
von finiten

Strukturen?
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daf genau diese Kombination tatsichlich gezogen wird?

Unter der (iiblichen) Annahme, daf8 alle moglichen Ziehungen gleich wahrscheinlich
sind, d.h.

V{il,ig,...,i6} - [45] : P({il,iz,...,i(,}) = P({l,2,...,6}),
ist diese Wahrscheinlichkeit also
1

|Menge aller moglichen 6-er—Tipps aus [45] | '

Hier haben wir die abkiirzenden Notationen
n]:=1{1,2,...,n}

(mit dem “Grenzfall” [0] := 0) und

|X| := Anzahl (Kardinalitit, Michtigkeit) von X
eingefiihrt.
Die Fragestellung lduft also darauf hinaus, die Anzahl aller moglichen 6—elementigen
Teilmengen der Menge [45] zu bestimmen; bezeichnen wir diese Anzahl mit (465).
Der wahrscheinlich nichstliegende Zugang dazu widre wohl: Es gibt 45 Moglichkeiten,
das erste Element der Teilmenge zu wihlen, dann bleiben 44 Moglichkeiten fiir das

zweite, 43 fiir das dritte, 42 fiir das vierte, 41 fiir das fiinfte und 40 fiir das sechste
Element; insgesamt also

45-44-43-42-41-40 = 5864443200

Moglichkeiten. Das ist aber noch nicht die richtige Antwort auf unsere Frage, denn
damit haben wir die Anzahl der geordneten 6-Tupel aus [45] bestimmt; bei Teilmen-
gen kommt es aber nicht auf die Ordnung an. Z.B. haben wir ja (1,2,3,4,5,6) und
(6,5,4,3,2,1) als zwei verschiedene geordnete 6-Tupel gezihlt, obwohl sie dieselbe Teil-
menge bestimmen. Genauer besehen, haben wir jede Teilmenge genau so oft gezihlt,
wie sie als geordnetes 6-Tupel geschrieben werden kann. Die Anzahl aller solchen An-
ordnungen einer 6—elementigen Menge ist aber mit demselben einfachen Zugang zu
ermitteln — es gibt 6 Moglichkeiten, die erste Stelle eines 6-Tupels zu besetzen, dann
bleiben 5 Moglichkeiten fiir die zweite Stelle, 4 fiir die dritte, 3 fiir die vierte, 2 fiir die
fiinfte und nur mehr eine fiir die sechste Stelle, insgesamt also

1-2-3-4-5-6 =720
Moglichkeiten. Zusammenfassend erhalten wir:

45\ 5864443200
(6) =0 = 8145060, (1.1)
und die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist der Kehrwert dieser Anzahl, also etwa gleich

0.000000122774.

Aufgabe 1 (x): Berechne die Wahrscheinlichkeit, mit einem Tip beim Lotto “6 aus 45”

a: einen Flinfer zu tippen,
b: einen Vierer zu tippen.

Aufgabe 2 (x x): Im Parlament eines Landes gibt es 151 Sitze und drei Parteien. Wieviele
Méglichkeiten der Sitzverteilung gibt es, sodaf3 keine Partei eine absolute Mehrheit (d.h., mehr
als 75 Sitze) hat?
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Um auf den Bruch (1.1) zu kommen, haben wir ein simples Argument verwen-
det, dessen “abstrakten Kern” wir nun herausschilen wollen: Sei S die Familie
der 6—elementigen Teilmengen von [45], und sei T die Familie der geordneten
6-Tupel von [45]. Wir betrachten die Relation

‘“" 7
~

:s ~ t, wennsund t dieselben Zahlen (abgesehen von der Ordnung)
enthalten; firse Sund t € T.

Eine Relation ist (sehr abstrakt) eine Teilmenge des cartesischen Produkts, in

unserem Fall also eine Teilmenge R von S X T. Diese Teilmenge R kénnen wir

uns so vorstellen: Wir betrachten eine |S| X |T|-Matrix M, deren Zeilen mit den

Elementen von S “numeriert” sind, und deren Spalten mit den Elementen von

T “numeriert” sind. Der Eintrag in Position (s, t) in dieser Matrix sei 1, wenn

s ~ t, und 0 sonst:
1 fallss~t
M, = ’
o {O sonst.
Es ist klar: Die Kardinalitét |R| ist gleich der Anzahl der Einser in der Matrix M,
und die wiederum konnen wir auf zwei verschiedene Arten abzdhlen, nimlich

indem wir entweder “iiber die Zeilen” oder “iiber die Spalten” von M summie-
ren.

IR| = Z Anzahl Einser in Zeile s = Z Anzahl Einser in Spalte t.
seS teT

Allgemein konnen wir das so formulieren:

(GrRUNDREGEL 1.2.2. (Regel von der doppelten Abzdhlung) )

Seien zwei endliche Mengen S, T gegeben, und sei ~ eine Relation zwischen S und T.
Fiir jedes s € S bezeichne r (s) die Anzahl der Elemente t € T, fiir die s ~ t gilt; und
ebenso bezeichne 7 (t) fiir jedes t € T die Anzahl der Elemente s € S, fiir die s ~ t gilt.
Dann gilt (natiirlich):

In Beispiel 1.2.1 ist die Situation besonders einfach: Es gilt namlich r (s) = 720
tir alle Teilmengen s € S (“zu jeder 6-elementigen Teilmenge gibt es 720 Arten,
sie zu einem geordneten 6-Tupel zu machen”) und r () = 1 fiir alle 6-Tupel
t € T (“jedes 6-Tupel bestimmt — durch “Vergessen der Ordnung” — eine
eindeutige 6—elementige Teilmenge”), daher haben wir hier

IS|-720 = |T|- 1 = 5864443200.
Fiir die folgende Aufgabe benétigen wir noch eine Definition:

DerintTION 1.2.3. Die rationale Zahl
n

H”::Z%

i=1
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heifit harmonische Zahl. Aus der Analysis ist bekannt, dafd H, ungefihr gleich log (n)
ist:

1
anvlog(n)—l—y—l—%,

d.h.: limy—e (Hy —log (n)) = v (y = 0.5772156649 ... . ist die Euler-Mascheroni-
Konstante).

Weiters fithren wir die Notation | x| bzw. [x] fiir die ndchstkleinere bzw. ndchstgrofiere
ganze Zahl an die reelle Zahl x ein:

|x] :=max{zeZ:z<x},

[x]:=min{zeZ:z > x}.

Aufgabe 3 (x x): Die rationale Zahl
n
1
Hn = Z 7
i=1
heiBt harmonische Zahl. Aus der Analysis ist bekannt, daB3 H, ungeféhr gleich log (n) ist: H, ~
log (n).

Sei j € N und bezeichne t (j) die Anzahl der positiven Teiler von j. Bezeichne weiters t (n) die
durchschnittliche Anzahl der positiven Teiler der Zahlen von 1 bis n, also

F(n) = %Zt(i).
i=1

Zeige:
Fn) = 1 Z 3]
n ‘= 1
(Hinweis: Dies ist eine Anwendung der Regel von der doppelten Abzéhlung!)
Schétze die Differenz (Hn —t (n)) (ganz grob) ab und folgere:

Hn_lsz(n)SHn.

In Beispiel 1.2.1 haben wir adhoc eine Frage beantwortet — es liegt aber auf
der Hand, daff man die Problemstellung verallgemeinern kann. Insbesondere
werden wir die adhoc eingefiihrte Notation verallgemeinern: () bezeichne die
Anzahl aller k—elementigen Teilmengen einer n—elementigen Menge.

Beispier 1.2.4. Betrachten wir allgemein die Menge [n] der natiirlichen Zahlen von
1 bis n. Wir interessieren uns fiir die Potenzmenge von [n|, das ist die Familie aller

Teilmengen von [n]. Dafiir fiihren wir die Notation 21"} ein.

Nun fithren wir eine Gewichtsfunktion w auf 21" ein: Jeder Teilmenge A € 20"
ordnen wir das Gewicht w (A) := x¥ zu (d.h., eine k—elementige Teilmenge erhilt das
Gewicht x¥). Weiters betrachten wir die sogenannte erzeugende Funktion (englisch:
generating function) GF von 2" (in bezug auf das Gewicht w):

GF (2"):= Y w(4).

Ae2ln]
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Es ist klar, dafl GF (2[”]) ein Polynom in x vom Grad n ist. Fiir den Koeffizienten von
x*in GF (2[”}) fiihren wir die Bezeichnung c,, i ein, sodaf$ wir also (definitionsgemiif3)

schreiben konnen:
GF (2[”]) = Z cn,kxk.
k=0
Wir machen dazu eine einfache kombinatorische Uberlegung: Jede Teilmenge von [n]

e enthilt entweder das Element n nicht — dann kann man sie als Teilmenge
A € 201 quffassen,

e oder sie enthilt das Element n — dann kann man sie auffassen als Vereinigung
einer Teilmenge B € 21"=1 mit dem Singleton (einelementige Teilmenge) {n}.

Natiirlich gilt im letzteren Fall w (BU {n}) = x - w (B), sodaf wir also folgende Re-
kursion fiir die erzeugenden Funktionen erhalten:

67 (2") = 67 (2"1) +x- 67 (2"V) = (1 4 2) 67 (21"1).
Die folgende Graphik illustriert diese Rekursion fiir n = 3:

a 67 (2%) N
@] | [or@)] [ @) O
01 01 PU{B}={38}—>1-x
I} x {1} x {Hu{Bt={1,3} > x-x
2} x 2} x 2lu{8}={2,3} > x-x
{1,2) — 22 \{1,2} > x2) Ql,Z} U3} =1{1,2,3} - x -xj
= (1+x)° k:(1+x)2 =(1+x)7x Y

= (1+x)°

Zusammen mit der offensichtlichen Anfangsbedingung G¥ (2[0]) = 1 (die Potenz-
menge der leeren Menge () hat als einziges Element die leere Menge (0 selbst, und
w (0) = 2 = x0 = 1) erhalten wir also:

GF (2") = (1+x)".

Die Koeffizienten eines Polynoms p (x) = Y, _, cxxk kann man bekanntlich durch
Differenzieren und Auswerten bei 0 ermitteln, genauer gesagt:
1 d

Ck:E@P(x)x:O/

wobei k! (gesprochen: k Faktorielle oder k Fakultat) gleich dem Produkt 1-2-- -k ist.
Angewandt auf die Polynome GF (2 [”]) bedeutet dies gemiif$ (1.2):

(1.2)

Taylorscher Lehr-
satz: Fir Polyno-

me “trivial”.

Eine Anwendung
von Potenzregel

und Kettenregel.
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~n-(n=1)---(n-k+1)
Cnk = Kl A+ =T %
—_——————
=1

n—k

Hier haben wir wieder stillschweigend eine neue Notation eingefiihrt: Die sogenannten
fallenden Faktoriellen sind definiert als das Produkt

ke=n-n-1)---(n-k+1).

Natiirlich erkennen wir die direkte Verallgemeinerung der Aufgabenstellung aus Bei-
spiel 1.2.1: Die Koeffizienten c,, i sind nichts anderes als die Anzahlen der k-elementigen
Teilmengen einer n—elementigen Menge, fiir die wir die Bezeichnung (};) eingefiihrt ha-
ben. Da ersichtlich

n!

T (n—k)!
gilt, erhalten wir also die (wohlbekannte) Formel fiir die sogenannten Binomialkoeffi-

zienten:
AN n!
k] K (n—k)!

bzw. die wohlbekannte Entwicklung

1+x)" = i (Z)xk. (1.3)

k=0

Aufgabe 4 (x x): Zeige, daB fiir die Binomialkoeffizienten (}) gilt:

(g) ) (T) ss (Ln;;ZJ) - (m?ﬂ) T (Z)

(Diese Eigenschaft hei3t Unimodalitat der Binomialkoeffizienten.)

BeMERKUNG 1.2.5. Wir konnen nun das “Wesen” des typischen Abzihlungsproblems
beschreiben: Seien Mengen S (ny1,ny,...) definiert, die von ganzzahligen Parametern
ni,ny, ... abhingen (in Beispiel 1.2.4 sind das die Mengen der k—elementigen Teilmen-
gen einer n—elementigen Menge, also ny = n, np = k). “Abzihlung” bedeutet, fiir

|S (ny,ny,... )| eine “moglichst einfache” Formel zu finden.

Die kombinatorische Uberlegung, die wir in Beispiel 1.2.4 fiir die erzeugende
Funktion verwendet haben, fiihrt auch direkt auf die wohlbekannte Rekursion
fuir die Binomialkoeffizienten:

n n-1 n-1

=065 o
mit den Anfangsbedingungen (j) = (}) = 1. Diese Aussage iiber Zahlen
(die Mengen abzéhlen) haben wir aus einer geschickten “Zerlegung” der ab-
zuzdhlenden Mengen gewonnen — wieder konnen wir einen “abstrakten Kern”

herausschilen:
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DerINITION 1.2.6. Sei S eine Menge. Unter einer Partition © von S in m Blocke S;
verstehen wir eine Familie 1 = {Sy,. .., Sy} von Teilmengen von S mit den Eigenschaf-
ten

Si#0 Vi,
Siﬂsz(Z) Vi#],

m
U&:a
i=1

Fiir die disjunkte Vereinigung von Mengen fiihren wir die Notation U ein: AUB
meint “AU B, wobei AN B = 0”. Die letzten zwei der obigen Eigenschaften konnen
wir damit auch so schreiben: S =\ je[nSi-

BeispieL 1.2.7. Sei S = [8]. Eine Partition von S in 4 Blocke ist beispielsweise
n = {{1,4,5},{6},{2,8},{3,7}}.

(GrunDREGEL 1.2.8. (Summenregel) A

Sei S eine Menge, und Sy,...,Sy eine Partition von S in m Blocke. Dann gilt

(natiirlich):
m

S =Y Isi.

i=1
—

Aufgabe 5 (x x): Man gebe kombinatorische Beweise flir die folgenden Binomialidentitdten:

-1 ) . . ) ) . .
(a) n(z 3 1) = k(Z) (Anleitung: Wieviele Mdglichkeiten gibt es, aus einer n-elementigen

Menge eine k-elementige Teilmenge auszuwéhlen, und in dieser ein Element rot zu
farben?)

o) Y] =2

i=0

Aufgabe 6 (x x): Man gebe kombinatorische Beweise flir die folgenden Binomialidentitaten:
n+1 = (m
QWHJ_ZQ)
m=k
n\(k n\(n—m
St
BeEMERKUNG 1.2.9. Die Rekursion (1.4) begriindet das sogenannte Pascalsche Dreieck
der Binomialkoeffizienten:
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Jede Zahl darin ergibt sich als Summe der beiden unmittelbar dariiber liegenden Zahlen.

Die Bezeichnung “Binomialkoeffizient” wird verstdndlich, wenn wir uns vor
Augen halten, daff diese Koeffizienten beim Ausmultiplizieren des Binoms
(x+y)" auftreten; eine Tatsache, die unter dem Namen Binomischer Lehrsatz
wohlbekannt ist.
DerintTION 1.2.10. Sei S eine endliche Menge und T C S eine Teilmenge von S.
Die charakteristische Funktion x7 : S — {0, 1} der Teilmenge T ist dann wie folgt
definiert:

. 1 fallsieT,
xr () = {0 fallsi ¢ T.

Sarz 1.2.11 (Binomischer Lehrsatz). Es gilt:
n
n _
(x+y)" = Z (k)xky” k. (1.5)
k=0

Beweis. Wir konnten diese scheinbare Verallgemeinerung von (1.3) ganz leicht
aus (1.3) herleiten; stattdessen geben wir einen neuen “direkten” Beweis (und
illustrieren so eine weitere typische Idee).

Wenn wir das Produkt
(x+y)"=(+y) (x+y) - (x+y)

n Faktoren (x+y)

formal ausmultiplizieren wollten, dann miifiten wir aus jedem der n Faktoren
immer entweder x oder y auswéhlen. Jede solche Auswahl “codieren” wir wie
folgt durch eine Bindrzahl mit n Bits (also durch ein n-Tupel aus Nullen und
Einsern): Wenn wir aus dem j-ten Faktor x auswéhlen, setzen wir das j—te Bit
auf 1; wenn wir aus dem j-ten Faktor y auswéhlen, setzen wir das j—te Bit auf
0. Es ist klar, dafs diese “Codierung” eindeutig ist: Zwischen den Bindrzahlen
mit 7 Bits und den beim Ausmultiplizieren auftretenden Monomen gibt es eine
Bijektion.

Der Koeffizient von xky”_k (es ist klar, daff beim Ausmultiplizieren keine an-

deren Monome auftreten kénnen) ist also gleich der Anzahl der n—stelligen
Bindrzahlen, die genau k Einser enthalten.

Zwischen der Menge aller n—stelligen Bindrzahlen, die genau k Einser enthalten,
und der Familie der k—elementigen Teilmengen von [n] gibt es aber auch eine
offensichtliche Bijektion: Wir deuten die n—stellige Bindrzahl als charakteristische
Funktion x4 : [n] — {0,1} einer gewissen Teilmenge A C [n].

Die Anzahl der Monome der Gestalt x*y** ist daher gleich grof wie die Anzahl
der k-elementigen Teilmengen von [n]: (}). i

Im Beweis von Satz 1.2.11 haben wir implizit folgende Selbstverstandlichkeit
benutzt, die wir wieder allgemein—-abstrakt formulieren:
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(GrRUNDREGEL 1.2.12. (Bijektionsregel)

Wenn es zwischen zwei Mengen S und T eine Bijektion gibt, dann gilt (natiirlich)
|S5] = IT1.

—

Aufgabe 7 (x x): Zeige durch eine Bijektion: Fiir n > 1 ist die Anzahl der Teilmengen von [n]
mit gerader Méchtigkeit genauso gro3 wie die Anzahl der Teilmengen von [n] mit ungerader
Méchtigkeit

Aufgabe 8 (x x): Wieviele Lottotips gibt es bei “6 aus 45”, in denen keine zwei aufeinanderfol-
genden Zahlen vorkommen?

(Hinweis: Finde eine Bijektion der gesuchten Objekte auf die 6—elementigen Teilmengen aus
[40].)

Kororrar 1.2.13. Sei X eine endliche Menge mit |X| = n fiir ein n € IN. Dann gilt
fiir die Miichtigkeit der Potenzmenge 2%

[2X] = 2m.
(Dies motiviert nachtriiglich die Notation 2% := Potenzmenge von X.)

Beweis. Wir sind nun so gut vorbereitet, dafd wir dieses Korollar auf mehrere
Arten beweisen konnten. Um die letzte “Grundregel fiirs Abzédhlen” zu illu-
strieren, beschreiben wir jede Teilmenge von n durch ihre charakteristische
Funktion, interpretieren diese als n—stellige Bindrzahl, also als n-Tupel, bei der
jede Eintragung aus der Menge {0, 1} stammt. Insgesamt haben wir damit eine
Bijektion der Familie aller Teilmengen von [n] auf das cartesische Produkt {0, 1}"
beschrieben. |

(GruNDREGEL 1.2.14. (Produktregel) )

Fiir das cartesische Produkt der Mengen Sy, . .., Sy, gilt (natiirlich)

m
1S1x Sy -+ xSl = [ [ 1S
i=1

—

1.3. Strukturen und ihre Eigenschaften.

Betrachten wir ein sehr einfaches Computernetzwerk: Zur Visualisierung zeich-
nen wir fiir jeden Rechner einen Punkt; und fiir jedes Kabel, das zwei Rechner
verbindet, zeichnen wir eine Linie, die die zugehorigen Punkte verbindet.
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Es ist augenfillig, dafd der Rechner, der in der Skizze markiert wurde, eine
Sonderrolle einnimmt: Wenn er ausfallt, zerfallt das kleine Netzwerk in 2 Teile,
zwischen denen keine Verbindung mehr besteht. Vom Standpunkt der Betriebs-
sicherheit ist es sicher wiinschenswert, diese “Schwachstelle” zu beheben; im
vorliegenden Fall kann das durch ein einziges neues Kabel bewerkstelligt wer-
den:

Eine Figur wie in der obigen Skizze (Punkte und verbindende Linien) nennt
man Graph; die Punkte nennt man in diesem Zusammenhang Knoten (englisch:
Vertices; im Deutschen sagt man manchmal auch Ecken statt Knoten) und die
Linien Kanten (englisch: Edges). Graphen spielen fiir viele praktische Anwen-
dungen (insbesondere in der Computerwissenschaft) eine grofle Rolle, sodafs
sich die Graphentheorie als eigenstindige mathematische Teildisziplin etabliert
hat.

BeMmERKUNG 1.3.1. Wir werden hier nur Graphen mit endlichen Knoten— und Kan-
tenmengen behandeln, ohne dies immer ausdriicklich zu betonen.

Viele graphentheoretische Konzepte machen aber auch fiir unendliche Knotenmengen
Sinn und fiihren auf interessante Fragestellungen.

DerintTiON 1.3.2. Ein Graph G besteht aus einer (endlichen) Menge V von Knoten
(Vertices) und einer Teilmenge E C (‘2/) von Kanten (Edges).

(Hier haben wir die abkiirzende Notation (f) = {A € X : |A| = ki fiir die Familie der

k—elementigen Teilmengen von X eingefiihrt>.)
Manchmal schreibt man auch G (V, E) statt G, um die Knoten— und Kantenmengen
deutlich zu betonen, umgekehrt schreibt man auch V (G) und E (G) statt V und E, um
den zugehorigen Graphen deutlich zu betonen.
Der vollstandige Graph K, auf n Knoten ist dadurch definiert, dafs er alle Kanten

besitzt, die moglich sind; es gilt also E (K,,) =

1./_\.131@

Eine Wanderung der Lange nin G, die von einem Knoten p € V (G) zu einem Knoten
g € V (G) fiihrt, ist eine Folge von Knoten

(P =700,01,---,0n = Q),
sodaf {v;,viy1} € E(G) fiiri = 0,1,...,n— 1. Wir sagen: Die Wanderung enthiilt
die Kanten {v;, v, 1}. (Beachte: Die Kanten konnen sich wiederholen, eine Kante kann
also mehrfach in einer Wanderung enthalten sein). Im Spezialfall p = q sprechen wir
von einer geschlossenen Wanderung; ein besonders einfacher Fall ist die geschlossene

2”By abuse of notation”, denn dieselbe Notation verwenden wir auch fiir den Binomialko-
effizienten: Die Bedeutung sollte aber aus dem Zusammenhang immer klar sein.
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Wanderung der Linge n = 0, also die Folge (p = q = vy = vy,), die nur aus einem
einzigen Knoten besteht.

Wir schreiben abkiirzend p ~» q, wenn eine Wanderung von p nach q fiihrt. Klarerweise
definiert “~»" eine Relation auf V (G); es ist leicht zu sehen, daf es sich um eine
Aquivalenzrelation handelt.

Aufgabe 9 (x): Veranschauliche die Begriffe Graph und Wanderung durch eine Skizze.
Zeige, daf3 die Relation

p ~ q:= “Es gibt eine Wanderung, die von p nach q fiihrt”

auf der Knotenmenge V (G) eines Graphen G eine Aquivalenzrelation ist.

DerintTioN 1.3.3. Sei G (V,E) ein Graph. Eine Teilmenge Vi C V zusammen mit
einer Teilmenge Ey C E definiert einen Teilgraphen H = H (Vy, Eyy), wenn alle
Knoten, die zu Kanten aus Ey gehoren, in Vi enthalten sind; also wenn (UBGEH e) -
VH.

Sei e € E (G): Den Teilgraph H (Viy, Eg) mit Vg = V(G) und Eg = E(G) \ {e} (H
entsteht also aus G “durch Entfernen der Kante e”) bezeichnen wir mit G — e.

Wenn iiberdies alle Kanten in E (G), die beide Knoten in Vi haben, auch zu Ey
gehoren (also Ye € E(G) : e C Vg = e € Ey; Vy determiniert dann Ey
eindeutig), dann nennt man H einen (durch Vy) induzierten Teilgraphen.

Sei v € V(G): Den induzierten Teilgraph H (Vy, Ey) mit Vg = V (G) \ {v} (H
entsteht also aus G “durch Entfernen des Knotens v”) bezeichnen wir mit G —v.

BeispieL 1.3.4. Die folgende Graphik illustriert die Begriffe Teilgraph und induzierter
Teilgraph:

G-v G G-e

I"I € IIII

DerintTION 1.3.5. Ein Graph G heifit zusammenhangend, wenn je zwei Knoten von
G durch eine Wanderung verbunden sind.

Die von den Aquivalenzklassen der Relation “~»" induzierten Teilgraphen von G
heifien die Zusammenhangskomponenten von G.

Eine Zusammenhangskomponente, die nur aus einem einzigen Knoten besteht, heift
isolierter Knoten.

Ein Graph G heifst d—fach zusammenhingend (fiir d € IN), wenn
o V(G)|>d
e und fiirjede Teilmenge T C V (G) mit |T| < d der durch V (G) \ T induzierte
Teilgraph zusammenhingend ist.

Wenn G zusammenhingend ist, dann heifst die grofite ganze Zahl k, fiir die G k-
fach zusammenhéngend ist, der Zusammenhangsgrad von G (wenn G unzusam-
menhingend ist, ist der Zusammenhangsgrad von G als 0 definiert).

BeispieL 1.3.6. Die folgende Graphik zeigt zwei dreifach zusammenhiingende Graphen:
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(" Petersen Graph "\

-
- J 2

Aufgabe 10 (x): Zeige, daf3 alle vollstdndigen Graphen K,, (firn > 0) stets zusammenhéngend
sind.

Zeige, daf3 die Graphen

(]

Zusammenhangsgrad 1 bzw. 2 haben.

Zeige, daf3 ein Graph genau dann Zusammenhangsgrad 0 hat, wenn er entweder unzusam-
menhéngend ist oder gleich dem vollstdndigen Graphen Kj ist.

Zeige, da3 der Zusammenhangsgrad des vollstdndigen Graphen K,, gleich n —1 ist.

Zeige, daf3 jeder induzierte Teilgraph eines vollstdndigen Graphen wieder ein vollstdndiger
Graph ist.

Zeige, dalB ein Graph G (V,E) mit |V (G)| > 3 zweifach zusammenhéngend ist, wenn es fiir je

zwei Knoten v und w aus V einen Kreis (das ist eine geschlossene Wanderung vy, ...,v, in G,
wobei v; # v; fur alle i # j mit der einzigen Ausnahme vy = vy) gibt, der v und w enthalt.

Wiirfel )

)

1.4. Existenz/Nichtexistenz: Konstruktion von Losungen.

Ein altes unterhaltungsmathematisches Problem ist das Konigsberger Briickenproblem.
Zu Lebzeiten von Leonhard Euler sah der Verlauf des Flusses Pregel durch
Konigsberg so aus:
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In der Darstellung sind (leider nicht sehr gut) die 7 Briicken erkennbar. Die
Frage lautet nun:
Ist es moglich, einen Rundgang zu machen, bei dem jede Briicke genau
einmal tiberquert wird?
Es ist dies ganz offensichtlich eine graphentheoretische Fragestellung — wenn
man geeignet abstrahiert . ..

... erhdlt man folgenden Graphen (um mehrfache Kanten® zu vermeiden, haben
wir vier zusatzliche Knoten eingefiihrt):

Die Frage ist nun, ob es in diesem Graphen eine geschlossene Wanderung gibt,
in der jede der 11 Kanten genau einmal benutzt wird. Die Antwort ist nein,
denn fiir eine solche Wanderung v, vy,...,v11 = vp der Lange 11, die jede
der 11 Kanten genau einmal enthdlt, miifsite fiir jeden Knoten v die Anzahl der
Kanten, die v enthalten, immer gerade sein. (Denn fiir jede Kante {1, v}, iiber die
wir den Knoten v im Zuge der Wanderung “betreten”, muf es eine eindeutig
bestimmte weitere Kante {v, w} geben, tiber die wir den Knoten anschliefSend
wieder “verlassen”: u = v;_1,v = v;,w = v;;11, wobei der Index i modulo 11
gerechnet wird).

DeriniTiON 1.4.1. Sei G ein Graph. Man sagt, ein Knoten v € V (G) ist mit einer
Kante e € E (G) (bzw. die Kante e mit dem Knoten v) inzident (oder v inzidiert mit
e, bzw. e inzidiert mit v), wenn v € e ist (also: Der Knoten gehirt zur Kante; in der
graphischen Darstellung verbindet die Kante den Knoten mit einem andren Knoten).
Fiir jeden Knoten v ist der Grad deg (v) definiert als die Anzahl der Kanten, mit denen
v inzidiert.

3Mehrfache Kanten behandeln wir in Kapitel 3.
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ProrosritioN 1.4.2. Sei G (V,E) ein Gmph Dann gilt:
Z deg (v) =2-|E|. (1.6)

Insbesondere gilt: Die Anzahl der Knoten von G, die ungeraden Grad haben, ist
gerade.

Aufgabe 11 (x x): Beweise die Aussage: Sei G (V E) ein Graph. Dann gilt:
Z deg (v) =2-|E|.
veV (G

(Hinweis: Das ergibt sich durch die Regel von der doppelten Abzahlung!)

DerintTION 1.4.3. Ein Graph, in dem jeder Knoten geraden Grad hat, heift ein Euler-
scher Graph.

Eine geschlossene Wanderung in einem Graphen G, die jede Kante aus E (G) genau
einmal enthiilt, heifit Eulersche Wanderung.

Sarz 1.4.4 (Satz von Euler). In einem zusammenhingenden Graphen G gibt es genau
dann eine Eulersche Wanderung, wenn G ein Eulerscher Graph ist.

Bewers. Daf ein Graph, in dem es eine Eulerschen Wanderung gibt, notwendi-
gerweise ein Eulerscher Graph sein mu#, ist nach der obigen Uberlegung zum
Konigsberger Briickenproblem bereits klar.

Umgekehrt konstruieren wir nun “algorithmisch” fiir jeden zusammenhén-
genden Eulerschen Graphen G eine Eulersche Wanderung w.
/% Initialisierung: */
k < 0und H « G, wihle v beliebig aus V (H) und beginne mit der Wande-
rung w = (vp) der Lange k = 0.

/% Schleife: Wird wiederholt, solange die Bedingung erfiilllt ist. *

while (Bedingung: Der Graph H enthilt eine mit vy inzidente Kante.) do
Wihle von den mit v, inzidenten Kanten eine aus (bezeichne sie mit e =
{vk, vk11}), sodall der Teilgraph T=H-e:=T(V (H),E (H) \ {¢}) von H
e entweder wieder zusammenhédngend ist — setze in diesem Fall
H=T,
e oder in genau zwei Zusammenhangskomponenten zerfillt, von
denen eine das Singleton {vy} ist — setze in diesem Fall H gleich der
andren Zusammenhangskomponente (diese enthélt dann vy 1).

Verldngere die Wanderung w mit dem Knoten vy
k—k+1
end while

Wir miissen noch nachweisen, daff die Kante e im “Wiederholungsschritt”
tatsdchlich immer so gewéahlt werden kann, dafd die “Zusammenhangsbedin-
gungen” erfiillt sind — wenn wir dies aber fiir den Moment voraussetzen, dann
gilt in jedem Schritt des Algorithmus:

e H ist ein zusammenhédngender Graph, der jene Kanten von G enthilt,
die nicht in der Wanderung w vorkommen,
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e w ist eine Wanderung, in der jede Kante aus E (G) hochstens einmal
vorkommt,

e der Anfangspunkt vp und der aktuelle Endpunkt der Wanderung w,
vk, sind Knoten in H; der Grad dieser beiden Knoten in H ist immer
ungerade, aufler wenn vy, = v, insbesondere also zu Beginn (im Initiali-
sierungsschritt) und am Ende (wenn der Algorithmus stoppt).

Der Algorithmus stoppt erst dann, wenn wir mit der Wanderung w wieder den
Ausgangspunkt vy erreicht und alle Kanten in G “verbraucht” haben, er liefert
also die gesuchte Eulersche Wanderung.

Es bleibt noch zu zeigen, dafl immer eine geeignete Kante e fiir den “Wieder-
holungsschritt” existiert. Angenommen, dies wire nicht der Fall, dann wiirde
also die Entfernung jeder Kante, die mit vy inzident ist, zu zwei Zusammen-
hangskomponenten fiihren, sodaf$ aber vy kein isolierter Knoten ist. Der Graph
H sieht dann also schematisch so aus:

43

H:

Die Kreise symbolisieren hier zusammenhédngende Teilgraphen von H, nach
Annahme gibt es davon mindestens zwei. Einer dieser Teilgraphen enthilt da-
her vy nicht: Sei W seine Knotenmenge; wir betrachten nun den von W U {v}
induzierten Teilgraphen K von H. Nach Konstruktion hitten alle Knoten von K
geraden Grad, nur der einzige Knoten vy hat ungeraden Grad (ndmlich 1). Die
Summe der Grade der Knoten von K wire also ungerade, ein Widerspruch zu
Proposition 1.4.2. O

1.5. Optimierung: Konstruktion von bestmoglichen Losungen.

Fiir viele praktische Anwendung gentigt es nicht, die Existenz einer Losung
nachzuweisen — entscheidend ist die konkrete Konstruktion eines Losungswe-
ges, der zudem moglichst effizient sein soll. Das folgende unterhaltungsmathe-
matische Problem illustriert diesen Sachverhalt (daf8 eine Losung dafiir existiert,
ist trivial).

BeispieL 1.5.1. Gegeben seien 12 duflerlich villig gleiche Miinzen, wovon genau eine
falsch ist. Wir wissen zwar, daf8 die falsche Miinze ein anderes Gewicht hat als die
richtige, wir wissen aber nicht, ob sie schwerer oder leichter ist: Die echten Miinzen
wiegen alle 100 Gramm, die falsche wiegt entweder 95 Gramm oder 105 Gramm. Das
einzige Instrument, mit dem wir die falsche Miinze identifizieren konnen, ist eine
gewohnliche (aber aufs Gramm genaue) Balkenwaage. Die Aufgabe besteht darin, die
falsche Miinze mit moglichst wenigen Wigungen zu identifizieren und festzustellen,
ob sie schwerer oder leichter ist.

Gegeben seien
10 Séacke (nu-
meriert von 1 bis
10), jeder Sack
enthalt genau
63 auBerlich un-
unterscheidbare
Goldmiinzen.
Wir wissen,
daB 1 Sack
lauter geféalschte
Miinzen enthilt,
alle anderen
Miinzen sind
echt. Weiters
wissen wir,
daB jede echte
Miinze 10
Dekagramm
wiegt und jede
falsche 9 Deka-
gramm. Diesmal
haben wir eine
elektronische
Kichenwaage
gegeben  (also
keine Balken-
waage!), die das

Gewicht aufs
Gramm  genau
anzeigt.

Was ist hier die
geringste Anzahl
von Wagungen,
mit der wir in
jedem Fall die
falschen Mlnzen
identifizieren

kénnen?
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Wenn wir die Miinzen mit 1,2,...,9,a,b, c bezeichnen und den Sachverhalt “Miinze x
ist leichter bzw. schwerer als die anderen Miinzen” mit x bzw. X notieren, dann umfafst
der “Suchraum” (also die Menge der moglichen Sachverhalte) zu Beginn 24 Elemente

Bei jeder Wiigung werden wir k Miinzen in die linke und k Miinzen in die reche
Waagschale legen (denn andre Wiigungen bringen keinerlei Informationsgewinn); die
moglichen Ergebnisse der Wiigung sind

e Miinzen in linker Waagschale leichter,
e Miinzen in linker und rechter Waagschale sind gleich schwer,
e Miinzen in linker Waagschale sind schwerer.

Jedes Ergebnis einer (sinnvollen) Wiigung wird den Suchraum verkleinern, und wenn
der Suchraum nach etlichen Wiigungen nur mehr ein Element umfaf$t, sind wir fertig.

Wir wollen ein “System von Wiigungen” konzipieren, mit dem wir in jedem Fall*
nach hochstens m Wiigungen fertig sind, wobei m maglichst klein sein soll. Eine gute
Strategie wird darin bestehen, die Wiigungen so zu konzipieren, dafS der jeweils noch in
Frage kommende Suchraum in drei moglichst gleichgrofSe Teile zerfillt.

Wenn wir z.B. fiir die erste Wiigung die Miinzen 1,2, 3,4 in die linke Waagschale legen
und die Miinzen 5,6,7,8 in die rechte, dann zerfillt der Suchraum durch die Wiigung
wie folgt:

e [inks leichter — {1,2 3,4,5,6,7, §},
e links = rechts — {§

o links schwerer — {T

Ein System von Wiigungen, mit dem man in jedem Fall nach 3 Wiigungen zum Ziel
kommt, ist hier in Form eines Entscheidungsbaumes dargestellt: Ersichtlich haben wir
einen speziellen Graphen vor uns, der sich von oben nach unten baumartig “verzweigt”
(und zwar nach links, wenn die Miinzen in der linken Waagschale leichter sind, nach
rechts, wenn die Miinzen in der linken Waagschale schwerer sind, und nach unten,
wenn die Miinzen in den Waagschalen gleich schwer sind).

4Also unabhéingig vom tatsdchlichen Sachverhalt.
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Aufgabe 12 (x): Gegeben seien 3 duBerlich véllig gleiche Miinzen, wovon genau eine falsch
ist. Wir wissen zwar, daf3 die falsche Miinze ein anderes Gewicht hat als die richtige, wir wissen
aber nicht, ob sie schwerer oder leichter ist. Das einzige Instrument, mit dem wir die falsche
Miinze identifizieren kénnen, ist eine gewbhnliche Balkenwaage. Die Aufgabe besteht darin,
die falsche Miinze mit méglichst wenigen Wé&gungen zu identifizieren und festzustellen, ob sie
schwerer oder leichter ist.

Was ist hier die geringste Anzahl von Wégungen, mit der wir in jedem Fall die falsche Miinze
identifizieren und feststellen kénnen, ob sie leichter ist oder schwerer?

BEMERKUNG 1.5.2. Man kann den optimalen Algorithmus fiir das “allgemeine Miinz-
wigeproblem” (fiir n > 3) explizit angeben: Der Beweis ist “elementar, aber kompli-
ziert”; siehe Satz A.1.1 im Appendix.






KAPITEL 2
Abzihlende Kombinatorik

2.1. Elementares Abzahlen

In diesem Kapitel behandeln wir einige grundlegende kombinatorische Objekte
(Mengen, Teilmengen, geordnete n-Tupel, etc.) und ihre Abzdhlung.

2.1.1. Funktionen zwischen endlichen Mengen. Wir betrachten in der Fol-
ge Funktionen f : [k]| — [n] und formulieren damit einfache Abzdhlungsfragen.

Wieviele Funktionen f : [k] — [n] gibt es?

Wir bezeichnen die Menge solcher Funktionen mit abb (k, ) (allgemeiner fiir
Funktionen f : X — Y, fiir beliebige Mengen X und Y: abb (X, Y)).

Jede solche Funktion f kann eindeutig als (geordnetes) k-Tupel

(f),fQ@),....f (k)

“codiert” werden, wobei jede Eintragung beliebige Werte aus [n] annehmen
kann. Die Menge aller solchen Funktionen steht also in Bijektion mit dem k-

fachen cartesischen Produkt [n]k, ihre Kardinalitat ist also (geméfs Bijektionsre-
gel 1.2.12 und Produktregel 1.2.14):
|abb (k, n)| = n*. (2.1)

Aufgabe 13 (x x): Sei S eine Menge mit |S| = n. Wieviele k—Tupel
(Tl/ TZ/ ceey Tk)
von Teilmengen von S gibt es, sodal3

TH1CTry C---CTy?

Wieviele injektive Funktionen f : [k| — [n] gibt es?

Wir bezeichnen die Menge solcher Funktionen mit inj (k, ) (allgemeiner fiir
injektive Funktionen f : X — Y, fiir beliebige Mengen X und Y: inj (X, Y)).
Dazu verallgemeinern wir die Uberlegung, die wir bereits in Beispiel 1.2.1 an-
gestellt hatten: Fiir f (1) haben wir n Moglichkeiten, fiir f (2) bleiben dann
nur mehr n — 1 Moglichkeiten, und so fort — fiir f (k) haben wir noch n —k + 1
Moglichkeiten zur Auswahl. Insgesamt entspricht die gesuchte Anzahl also den
fallenden Faktoriellen

k
|inj(k,n)|:n’izn-(n—l)---(n—k—l-l) =1_[(n—i—|—1). (2.2)
i=1

19
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Aufgabe 14 (x): Wieviele Méglichkeiten gibt es, k einander nicht schlagende Tirme auf einem
n x n Schachbrett zu placieren?

Der Spezialfall k = n dieser Formel beantwortet die Frage:

Wieviele bijektive Funktionen f : [n] — [n] gibt es?

Solche Funktionen heifien auch Permutationen (von n Elementen), ihre Anzahl
ist also

t=n-(n-1)---2-1=nl

Aufgabe 15 (x x): Wieviele verschiedene Mdglichkeiten gibt es, n Personen um einen runden
Tisch zu setzen? (Zwei Anordnungen 1 und t betrachten wir in diesem Zusammenhang als
“gleich”, wenn alle Personen in 1t denselben linken und denselben rechten Nachbarn haben
wie int.)

Aufgabe 16 (x x): Auf wieviele verschiedene Arten kann man 2n Personen zun (ungeordneten)
Paaren zusammenfassen? Gib alle Méglichkeiten firn = 1,2,3 explizit an.

Aufgabe 17 (x x): An einem Bridgeturnier nehmen 4n Spieler teil, und das Turnier findet an
n Tischen statt. Jeder Spieler benétigt einen anderen Spieler als Partner, und jedes Paar von
Partnern benétigt ein anderes Paar als Gegner. Auf wieviele Arten kann die Wahl von Partner
und Gegner erfolgen?

Aufgabe 18 (x x): Auf wieviele Arten kénnen wir die Zahlen 1,2,...,n anordnen, sodal3 —
abgesehen vom ersten Element — die Zahl k nur dann placiert werden kann, falls k — 1 oder
k + 1 bereits placiert wurden (also links von k stehen)? (Zum Beispiel firn = 6:32451 6 oder
435216.)

Man beachte, dafl Formel (2.2) auch den richtigen Wert (ndmlich 0) liefert fiir den
Fall, da8 k > n ist — denn dann gibt es natiirlich keine injektiven Funktionen,
eine Tatsache, die unter der Bezeichnung Schubfachprinzip bekannt ist:

GRUNDREGEL 2.1.1. (Schubfachprinzip)

Wenn man k Elemente auf n Fiicher verteilt, wobei k > n, dann gibt es mindestens ein

Fach, das zwei Elemente enthiilt.

Aufgabe 19 (x): Zeige folgende Verschéarfung des Schubfachprinzips:

Sei f : [k| - [n] mitk > n, dann gibt es ein Element m € [n], fiir das gilt:

“la
n

2.1.1.1. Die Stirling—Zahlen der zweiten Art. Die ndchste naheliegende Frage
erfordert ein bifichen Vorarbeit:

DeriNiTION 2.1.2. Die Anzahl aller Partitionen von [n] mit k Blocken heifdt Stirling—
Zahl der zweiten Art, wir bezeichnen sie mit Sy, .
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Zum Beispiel ist:

Spx=0 firk>n,

Sn,() = [i’l = 0] ,
S?’l,l - ]-/
S?Z,Z = 27’1—1 - 1/
Sn,n = 1/

n
Sn,n—l - (2)

Hier haben wir Iversons Notation eingefiihrt:

leine Aussage A] = 1 wenn Aussage A wahr ist,
841710 wemn Aussage A falsch ist.
(Das ist eine Verallgemeinerung des bekannten Kronecker—Delta: 6y, := [x = y].)

Wir verschieben eine genauere Betrachtung der Stirling-Zahlen zweiter Art
zundchst und wenden uns der Frage zu:

Wieviele surjektive Funktionen f : [k] — [n] gibt es?

Wir bezeichnen die Menge solcher Funktionen mit surj (k, n) (allgemeiner fiir
surjektive Funktionen f : X — Y, fiir beliebige Mengen X und Y: surj (X, Y)).

Eine Funktion f ist surjektiv, wenn alle Urbilder f~! (1),..., f~! (n) nicht-leer
sind: Sie bilden also eine Partition von [k] mit n Blocken. Umgekehrt liefert
jede Partition von k mit n Blocken genau n! verschiedene surjektive Funktio-
nen; wir erhalten also (wenn man will: nach der Regel von der doppelten

Abzdhlung 1.2.2):

lsurj (k,n)| = n!- Sy . (2.3)
Jede Funktion f € abb (k, 1) hat ein eindeutiges Bild Y = f ([k]) € [n] und ist
“surjektiv aufs Bild Y” (d.h., wenn man f als Funktion [k| — Y auffalt, dann ist
diese Funktion natiirlich surjektiv). Wenn wir die Menge abb (k, 1) aller Funk-

tionen nach den jeweiligen Bildern Y partitionieren, dann liefert eine direkte
Anwendung der Summenregel folgenden interessanten Zusammenhang;:

nk = [abb (k,n)| = Y [surj (K], Y)]

YCln]
=Y. ) Jsui ([, )|
=0 |Y|=i
! n
= ;(Z)l' Sk,z
k
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In der letzen Zeile haben wir den oberen Summationsindex n durch k ersetzt
wegen Sy ; = 0 fiir i > k: Denn nattirlich ist |surj (k, z)| =0 furi> k.

Fiir beliebiges, aber festes k sind sowohl x* also auch x€ = [T¥2} (x — i) Polynome
in x. Die Rechnung, die wir soeben durchgefiihrt haben, besagt also:

k
= Z Skt (2.4)
i=0

ist richtig fiir alle n € IN. Ein bekannter Satz aus der Algebra besagt:

(GruNDREGEL 2.1.3. (Polynomargument) )

Wenn zwei Polynome p und q iiber C vom Grad < k an mehr als k verschiedenen Stellen
iibereinstimmen, dann sind sie iiberhaupt identisch; insbesondere also

VineN:p(n)=gq(n) = p=q.

—

Gleichung (2.4) ist also eine Polynomidentitiit! Wir konnen sie mit den Begrif-
fen der Linearen Algebra wie folgt deuten: Bekanntlich bilden die Polynome
mit komplexen Koeffizienten einen (unendlichdimensionalen) Vektorraum tiber
dem Korper C. In diesem Vektorraum bilden sowohl die Polynome (x"),", als
auch die Polynome (x%),”_, eine Basis. Gleichung (2.4) besagt, dafl die entspre-
chende Basistransformation durch die Stirling-Zahlen der zweiten Art beschrie-
ben wird.

2.1.2. Teilmengen und Multimengen; Kompositionen. Die folgende Fra-
ge wiederholen wir der Vollstandigkeit halber — wir haben sie bereits in der
Einleitung behandelt:

Wieviele k-elementige Teilmengen von [1] gibt es?

Die Antwort lautet bekanntlich (}) = Z—,k = (n—n—k')'k' Wir bemerken, daf} wir
den Binomialkoeffizienten fiir jedes feste k auch als Polynom auffassen kénnen:
;) = ]’i—]f Eine weitere Anwendung des Polynomarguments 2.1.3 liefert die

folgende wichtige Identitét:
Sarz 2.1.4 (Chu—Vandermonde Identitat).

Xty = (x Yy

= . 2.

(=200 2
I=0

Beweis. Wir zeigen “nur”, dafd dies immer richtig ist, wenn man fiir die Va-

riablen x und y nattirliche Zahlen m und n einsetzt: Auf der linken Seite steht

die Anzahl aller k-elementigen Teilmengen von [m + n]. Die Familie dieser Teil-

mengen partitionieren wir danach, wieviele ihrer k Elemente in [m] (sei I diese
Anzahl) und wieviele im Rest [m + n| \ [m] enthalten sind (das miissen dann
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k — I sein): Der entsprechende Block der Partition enthilt () - (,”,) Teilmengen,
und aus der Summenregel 1.2.8 folgt die Behauptung.
Daf3 es sich tatsdchlich um eine Polynomidentitit handelt, folgt aus dem Poly-
nomargumentl. O

BeEMERKUNG 2.1.5. Da zwei Polynome genau dann gleich sind, wenn alle ihre Ko-
effizienten identisch sind, konnen wir die Identitit (2.5) fiir x,y € IN auch durch
Koeffizientenvergleich aus der simplen Polynomidentitit

(142 =142"1+2)
ableiten.

DEeFINITION 2.1.6. Sei X eine Menge. Eine Multimenge? von X ist, salopp gesprochen,
eine Ansammlung von Elementen aus X, wobei aber Elemente mehrfach vorkommen
konnen. Mathematisch exakt kann man das definieren, indem man den Begriff der
charakteristischen Funktion y erweitert: Eine Multimenge M von X wird beschrieben
durch ihre charakteristische Funktion xp : X — Z* (Z™" bezeichnet die Menge der
nichtnegativen ganzen Zahlen),

xum (i) := Anzahl der Vorkommnisse von Element i in M.
xu (i) nennt man auch die Vielfachheit von i in M.
Beispier 2.1.7. Wenn wir z.B. die Menge [7] betrachten, dann wiire
M=1{1,2,2,5,55,7,7,7}

eine 9—elementige Multimenge von [7|. Die charakteristische Funktion (dargestellt als
7-Tupel) von M ist dann (1,2,0,0,3,0,3).

Wieviele k—elementige Multimengen von [1] gibt es?

Betrachten wir nochmals Beispiel 2.1.7. Die charakteristische Funktion yy =
(1,2,0,0,3,0,3) von M = {1,2,2,5,5,5,7,7,7} kénnten wir auch so “kodieren”:

olool]]oool]ooo

Wir sehen: Die charakteristische Funktion jeder 9—elementigen Multimenge von
7] kann bijektiv interpretiert werden als “Konfiguration” von 9 “Kugerln” und
7 —1 = 6 “Trennstrichen”. Jede solche “Konfiguration” denken wir uns wieder-
um so: Von 9 47 — 1 = 15 “Positionen” wihlen wir 9 aus, die wir mit “Kugerln”
besetzen, die restlichen besetzen wir mit “Trennstrichen”. Wenn wir diese Beob-
achtung verallgemeinern, erhalten wir also mit der Bijektionsregel: Die Anzahl

IGanz genau betrachtet, miissen wir das Polynomargument hier zweimal anwenden, fiir
die zwei Variablen x und y.

ingentlich miifste man “Multi-Teilmenge” sagen, aber das ist ein unhandliches Wortun-
getiim.
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der k—elementigen Multimengen einer n—elementigen Menge ist gleich der An-
zahl der k-elementigen Teilmengen einer k 4 (1 — 1)—elementigen Menge von
Objekten; die gesuchte Anzahl ist also

)

Wenn wir den Binomialkoeffizienten als Polynom % auffassen, konnen wir fiir
x insbesondere auch negative Zahlen einsetzen und das Ergebnis so schreiben:

k[—n n+k-1
-1 = :
)=
DeriNiTION 2.1.8. Eine Komposition von n ist eine Darstellung von n als Summe
natiirlicher Zahlen

n=a +ax+---+a
wobei es auf die Reihenfolge der Summanden ankommt (es sind also z.B. 10 = 3 +
2+ 5und 10 = 5 + 2 + 3 zwei verschiedene Kompositionen von 10).

BerspieL 2.1.9. Es gibt insgesamt 8 Kompositionen von n = 4:
4,3+1,1+43,2+1+1,1+2+1,14+1+2, 242, 14+14+1+1.

BemERkUNG 2.1.10. Kompositionen von n, “bei denen es nicht auf die Reihenfolge
der Summanden ankommt”, nennt man (Zahl-)Partitionen von n . Daher nennt man
Kompositionen manchmal auch geordnete (Zahl-)Partitionen.

l Wieviele Kompositionen von n mit genau k Summanden gibt es? I

Wir l6sen diese Abzdhlungsfrage bijektiv: Jeder Kompositionn = a; +ay +--- +
ax von n mit k Summanden ordnen wir die Menge ihrer ersten k — 1 Partialsum-
men zu, also

“Umkehrabbildung”
von “Partial-
summen bilden”
ist “Differenzen a+ay+---4ar— a0 +ay,...,a0+ay+ -+ a1}

piiden Diese Menge ist eine (k — 1)—elementige Teilmenge von [n — 1], denn aq + a, +

-4 a1 = n—a; < n. Die Bijektionsregel liefert also die Antwort auf unsere
Abzédhlungsfrage fiir (n > k > 0):

n-—1

k-1)

(Fir n = k = 0 gibt es “definitionsgemafs” genau eine Komposition.)
Die Antwort auf die folgende Frage gelingt nun ganz leicht (entweder bijektiv
oder unter Verwendung der Summenregel):

l Wieviele Kompositionen von n gibt es insgesamt? I

{1 firn =0,

2=l fiirn>0
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Aufgabe 20 (x x): Sei 1 < k < n. Zeige, daf3 unter allen 2"~' Kompositionen von n der Teil k
genau (n—k + 3)2"%=2 mal auftritt. Nimmt man zum Beispiel n = 4 und k = 2, dann tritt 2 in
24+141,1+2+1,14+ 1+ 2 je einmal, in2 + 2 zweimal auf, also insgesamt 5—-mal.

2.1.3. Permutationen.

DeriNiTION 2.1.11. Sei X eine endliche Menge: Eine Permutation von X ist eine
beliebige Anordnung der Elemente dieser Menge. Dies ist sichtlich dquivalent zu
unserer friiheren Definition (in Abschnitt 2.1.1): Eine Permutation ist eine Bijektion
X - X

Wir werden in der Regel Permutationen von [n] betrachten und diese meist in
einzeiliger Notation

a1ay...ay
anschreiben. Wenn wir den Aspekt der Bijektion [n] — [n] hervorheben wollen,
dann verwenden wir die zweizeilige Notation

1 2 ... n
aq ay ... ayl’
BerspieL 2.1.12. Fiir n = 5 ist z.B. 2 1 4 5 3 eine Permutation, die in zweizeiliger

Notation so aussieht:
1 2 3 45
21 4 5 3}

Alle Permutationen von [3] sind (in lexikographischer Ordnung?):
123, 132, 213, 231, 312, 321

DerintTION 2.1.13. Wenn wir die Permutationen als Bijektionen von [n] sehen, dann
ist eine natiirliche Verkniipfung durch Hintereinanderausfiihrung von zwei Permuta-
tionen 11y, Ty definiert:

(11 012) (i) 1= 1 (72 (1)) -
(Aus Bequemlichkeit werden wir das Verkniipfungssymbol “o” in der Folge oft weglas-
sen und einfach my 7, schreiben.)
Es ist wohlbekannt (und leicht nachzupriifen), daf die Permutationen von [n] beziiglich
dieser Verkniipfung eine (nichtkommutative) Gruppe bilden, die sogenannten symme-
trische Gruppe; wir bezeichnen sie mit S,,. Ihr Einheitselement ist die identische
Permutation €, die alle Elemente i auf sich selbst abbildet: € (i) = ifiri=1,...,n
(€ € S, hat also n Fixpunkte.)

Aus Abschnitt 2.1.1 wissen wir bereits:
|6n| — 1’1!.

Aufgabe 21 (x x): Finde eine méglichst einfache Methode, um die k—te Permutation der S, in
lexikographischer Ordnung zu finden. (Die “triviale Methode” — erzeuge alle n! Permutationen
der S,, ordne sie lexikographisch und wéhle das k—te Element — gilt hier natdrlich nicht als
“einfach”.)

3Das ist die tibliche “alphabetische” Ordnung in einem Lexikon (oder Telephonbuch) —
nur besteht unser Alphabet hier aus Zahlen.

Also NICHT

die  umgedreh-

te Notation

(i) (i)

ma (my (i)
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Aufgabe 22 (x x): Zeige: Jede natlirliche Zahl n besitzt eine (bis auf fiihrende Nullen) eindeutig
bestimmte Darstellung der Form

n=a;-U+a -2+ ---+a-kl, mit0<a <i.
Ist k die gréBte Zahl mit a; # 0, so schreibt mann = (ay,az, ..., ax).

Finde eine méglichst einfache Methode zur Berechnung der Ziffern a; und berechne die Dar-
stellung von 1,000.000. Wie erkennt man an den Ziffern, daB3 (ay, ..., a;) < (b, ..., by) gilt?

Aufgabe 23 (x): Die gréBte Zahl, die sich in der Darstellung aus Aufgabe 22 mit n Ziffern
schreiben 14Bt, ist einerseits (1,2,3, ...,n) und andererseits (n+ 1)! — 1. Daher gilt

1-1+2-21+---4n-nl=mn+1)-1.
Finde einen einfacheren Beweis fiir diese Formel!

2.1.3.1. Disjunkte Zyklenzerlequng von Permutationen. Eine andere Art, Per-
mutationen zu notieren, ist die disjunkte Zyklenzerlegung.

DeriNiTION 2.1.14. Eine zyklische Permutation (kurz: ein Zyklus) der Linge k ist
eine Permutation der Gestalt

M ay ... A1 4dg
a asz ... ap a1]’
Wir werden dafiir in der Folge die kiirzere Notation (ay ay ... ay) benutzen.
Ein Zyklus der Linge 1 heifst ein Fixpunkt.

Die Bezeichnung “Zyklus” wird klar, wenn man sich die zyklische Permuta-
tion 7t als Bijektion vorstellt — in der folgenden Graphik wird die Abbildung 7
durch kleine Pfeile symbolisiert:

I
(@ =)~

Fiir jede Permutation 7 € &, gehort jedes i € [n] zu einem eindeutig bestimmten
Zyklus. Denn die Folge

i, (i), (i) .= n(n (i), 73 @),...
muf sich einmal wiederholen — es gibt also ein minimales k mit 7 (i) = i.
Wenn wir m auf die Menge

S = {i,m (i), 7 (i),..., 77 (i)}

einschranken, so haben wir sichtlich eine zyklische Permutation von S vor uns.
Aus dieser “Konstruktion” der Zyklen kann niemals ein Zyklus der Lange 0
entstehen (aufier evtl. im wenig interessanten Fall &y; der Gruppe der Bijek-
tionen der leeren Menge). Zwei verschiedene Zyklen 1; und 7; kénnen wir als
Permutationen von disjunkten Teilmengen X; und X von [n] auffassen. Daher
kommutieren 71 und 75, wenn wir sie als Permutationen in S,, auffassen, die
alle Elemente in [n] \ Xy bzw. in [n] \ X; fixieren (d.h., 711 (x) = x fiir alle x ¢ X3
bzw. 1y (x) = x fiir alle x ¢ X»):

T(1 O Ttp = Tip O T(q.

Zusammenfassend:
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Kororrar 2.1.15. Sei n € IN. Jede Permutation 1 € &, lifit sich eindeutig (bis auf
die Reihenfolge) in paarweise disjunkte (und daher paarweise kommutierende)
Zyklen 11, my, . .. Ty zerlegen, d.h.:

e Jede Zahl i € [n] gehort genau einem Zyklus an,

e Jeder Zyklus m; hat Linge > 1,

o Zwei verschiedene Zyklen 1t;, 7; haben kein Element gemeinsam,

® T =T(10OT(p OO T

DeriniTION 2.1.16. Die Zerlequng einer Permutation Tt in ihre Zyklen entsprechend
Korollar 2.1.15 nennen wir die Zyklenzerlegung von .

BersrieL 2.1.17. Die folgende Permutation “zerfillt” in die Zyklen:

(123456789

7316542 9 8):(1723)(46)(5)(89).

Die Permutation hat einen Fixpunkt, nidmlich (5).

2.1.3.2. Stirling—Zahlen der ersten Art. Die Eigenschaften einer Zyklenzerle-
gung haben eine starke formale Ahnlichkeit mit den Eigenschaften einer Parti-
tion. Wir stellen eine dhnliche Frage wie bei den Partitionen:

l Wieviele Permutationen in S, mit k Zyklen gibt es? I

Wir bezeichnen diese Anzahl mit c(n, k). Einige spezielle Werte kénnen wir
sofort angeben:

c(n,k) =0 firk>n,
c(n,0) = [n=0],
c(n,n) =1,

c(n,1)=mn-1)!.
Um das Abzahlproblem zu l6sen, leiten wir zundchst einmal eine Rekursion her:
c(nk) =cn-1,k-1)+ (n—-1)c(n—-1,k). (2.6)

Dies ergibt sich aus der Summenregel, denn die Menge aller Zyklenzerlegungen
von [n] mit k Zyklen zerfllt in zwei disjunkte Teilmengen, ndmlich

e Jene Zyklenzerlegungen, bei denen (n) einen eigenen Zyklus bildet
(also einen Fixpunkt darstellt),

e und jene Zyklenzerlegungen, bei denen (1) keinen eigenen Zyklus bil-
det.

Im ersten Fall konnen wir den Zyklus (1) weglassen und erhalten eine Zyklen-
zerlegung von [n—1] in (k—1) Zyklen — die Anzahl dieser Zerlegungen ist
c(n—-1,k-1).

Im zweiten Fall kénnen wir das Element 1 aus seinem Zyklus entfernen: Ubrig
bleibt eine Zerlegung von [n — 1] in k Zyklen — die Anzahl dieser Zyklenzerle-
gungenistc (n — 1, k); und aus jeder solchen Zyklenzerlegung kénnen wir (n — 1)
verschiedene Zyklenzerlegungen von [n] machen, indem wir das Element # hin-
ter eines der vorhandenen (n —1) Elemente “dazustecken”. Insgesamt sehen
wir: Die Anzahl der Permutationen im zweiten Fall ist (n —1) - ¢ (n — 1, k).
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Im néchsten Schritt gewinnen wir aus der Rekursion (2.6) eine Gleichung fiir
erzeugende Funktionen. Dazu fiithren wir fiir eine Permutation n € &, das

Gewicht w (1) := xAnzahlder Zyklenvonm oipy ind betrachten:
=) ol Z (n, k) 2. (2.7)
neS, k=0

Wenn wir beide Seiten der Rekursion (2.6) mit x* multiplizieren und iiber alle k
von (0 bis n summieren, erhalten wir die Gleichung

GF (Gn) = (x+n-1)GF (S4-1).

Diese einfache Rekursion ist durch Iteration ganz leicht zu l6sen: Mit der of-
fensichtlichen Anfangsbedingung G¥ (S1) = x (oder GF (Sg) = 1) erhalten
wir

GF (S,)=(x+n-1)(x+n-2)---x. (2.8)
Das Produkt auf der rechten Seite nennt man steigende Faktorielle; wir verwenden
hier die Notation

Fi=x(x+1)--(x+k-1) (x+i-1

:|»

i=1

Fiir die steigenden Faktoriellen wird sehr hdufig die Notation (x), verwendet,
das sogenannte Pochhammer—Symbol. Setzt man in (2.8) x = 1, dann kommt
(nattirlich) gerade k! heraus.

Wir sehen also: Die gesuchten Zahlen treten als Koeffizienten auf, wenn wir
das Polynom x(x + 1) --- (x + n — 1) ausmultiplizieren, oder vornehmer ausge-
driickt: In der Basis (x");’_, entwickeln.

n

x(x+1)---(x+n—1)=Zc(n,k)xk

k=0

Wenn wir hier x durch —x ersetzen und beide Seiten mit (—1)" multiplizieren,
erhalten wir

n

Z(—l)”_kc(n,k)xk =x(x-1)---(x—n+1) =" (2.9)

k=0
(Denn es gilt ganz allgemein = (=) (=x)%)
DeriniTioN 2.1.18. Die in (2.9) auftretenden Koeffizienten (—1)"*c(n, k) werden

Stirling-Zahlen der ersten Art genannt und meist mit s, bezeichnet*.

4Die Koeffizienten ¢ (n, k) werden manchmal die vorzeichenlosen Stirling—Zahlen der ersten
Art genannt.
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Betrachten wir nun diese Gleichung (mit der neuen Notation) zusammen mit
der Gleichung (2.4) fiir die Stirling-Zahlen der zweiten Art:

n
xt = Z sn,kxk, (2.10)
k=0
n
- Z Sy 2k, (2.11)
k=0

Wir erkennen die enge Beziehung der Stirling-Zahlen erster und zweiter Art:
Die Stirling-Zahlen zweiter Art treten auf, wenn wir die Basis (x"),_, des Vektor-
raums aller Polynome in der Basis (xZ);°_, entwickeln, und die Stirling—Zahlen
erster Art treten auf, wenn wir das Umgekehrte tun! In den Begriffen der Li-
nearen Algebra haben wir es mit einer Basistransformation und ihrer Inversen
zu tun, konkret bedeutet dies, dafy die entsprechenden Koeffizientenmatrizen
(Sn,k)n,k2 0 und (Skfl)k,lz 0 invers sind.

Diese Tatsache sehen wir auch rechnerisch, wenn wir die Formel (2.10) fiir die
fallenden Faktoriellen in der Formel (2.11) einsetzen

n k
x” = Z Sn,k Z sk,lxl
k=0 0

1=

und den Koeffizienten von x/ vergleichen:

n
Z Snisk; = [n=1].
=0

2.1.3.3. Inversionen und Signum von Permutationen.

DeriNiTION 2.1.19. Eine Inversion einer Permutation 7t € S, ist ein Paar (i, j) mit
i < jund (i) > 7(j).
Die Anzahl aller Inversionen von 1t wird mit inv 1t bezeichnet.
Brispier 2.1.20. Wir betrachten die Permutation
(1 2 3 4 5 6 7 8) “Positionen” i
“\3 815 2 4 6 7]“Zahlen” 7 (i)

der Sg. Die Inversionen von 7t sind die “ Paare von Positionen, wo Zahlen in der falschen
Reihenfolge erscheinen”, also

(1,3), (1,5), (2,3), (2,4), (2,5),(2,6), (2,7), (2,8), (4,5), (4,6).

Aufgabe 24 (x x): Zeige: Fir alle n € N und jede Permutation = € S, gilt stets:

invm = invr L.

Wir wollen nun die erzeugende Funktionen der &, in bezug auf die Gewichts-
funktion w (1) := ¢"™'™ bestimmen. “By abuse of notation” verwenden wir
dieselbe Notation wie in (2.7) und schreiben also

gg_—(en) _ Z qinvn.

TES,



30 2. ABZAHLENDE KOMBINATORIK

Es ist leicht zu sehen, daf} diese erzeugende Funktion ein Polynom in g vom
Grad () ist, denn maxpeg, (invm) =142 +---+ (n-1) = (5).
BeisprieL 2.1.21. Betrachten wir den Fall n = 2:

Z qinvn _ qinv(lz) 4 qinv(Zl) _ qo + q1 =144

TEeS,

Im Fall n = 3 ergibt sich aus der Tabelle

n |invn| n |invm |

123 O 231 2
132 1 312 2
213 1 321 3

die erzeugende Funktion

Zqinvn:1+2q+2q2—|-q3:(1+Q)(1+q+q2)'

TES]

Wir erraten daraus die allgemeine Formel

GF (Gn) = ) ™" =(1+9)(1+q+¢) - (1+qg+-+q""), 12

neS,

die wir mit Induktion nach n nachweisen. Fiir den Induktionsschritt geniigt es,
die folgende Rekursion zu zeigen:

GF (Sy) =@ ' +q" 2+ +q+1)-GF (S,1).

Dazu tiberlegen wir, dafy das Element 7 in einer Permutation 7= genau dann
n —i zur Anzahl der Inversionen beitrdgt, wenn es in © an Position i steht.
Umgekehrt: Wenn wir in eine Permutation 7 € €,,_; das Element n an Stelle i
(i =1,...,n)einfligen, dann erhalten wir eine Permutationin &, mitinv 7 +n—i
Inversionen, also mit dem Gewicht g™V 7¢"~'. Damit ist die Behauptung gezeigt.

(2.12) reduziert sich fiir g = 1 (natiirlich) auf die Aussage, daf8 es n! Permuta-
tionen in S, gibt.

Aufgabe 25 (x x): Fir verschiedene Zwecke benétigt man eine Durchnumerierung aller Per-
mutationen von [n], sodal3 man m sofort angeben kann, ohne vorher die anderen Permutatio-
nen zu konstruieren.

In Aufgabe 21 war die Durchnumerierung der Permutationen durch die lexikographische Ord-
nung gegeben; eine weitere Méglichkeit besteht im Abzéhlen der Inversionen: Sei 1t eine Per-
mutation von [n]. Sei a; die Anzahl der Inversionen (k,1) mit n(l) = n—ifiri =1,2,...,n-1.
Zum Beispiel ist flirn = 7, 1 =53 7 2 1 6 4 die entsprechende Folge durch (ay,a5,...,as) =
(1,0,3,1,3,4) gegeben.

Zeige: Esgilt0<a; <i,i=1,2,...,n—1.

Jede solche Folge, kurz Inversionsfolge genannt, definiert eine eindeutig bestimmte Permuta-
tion . Man kann also jeder Zahl k mit 0 < k < n! —1 eine eindeutig bestimmte Permutation ©
zuordnen: Schreibe einfach k in der Gestalt

k=a;-1'+ay-2!+---+a,1-(n—1)!
(siehe Aufgabe 22) und interpretiere (ay1,4as, ...,a,-1) als Inversionsfolge.

Finde eine mdglichst einfache Methode, um aus der Inversionsfolge die Permutation = zu kon-
struieren.
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BEMERKUNG 2.1.22 (Delta-Operator). Aus der Linearen Algebra wissen wir, daf$ die
Menge aller Polynome mit reellen (oder komplexen oder rationalen) Koeffizienten ein
Vektorraum iiber R (oder iiber C oder iiber Q) ist (mit den “normalen” Operationen
Addition und Skalarmultiplikation).

Auf diesem Vektorraum ist (natiirlich) die Identitit 1

(L(p)) (x) :=p (%)

ein (invertierbarer) linearer Operator, ebenso auch der Verschiebungsoperator E

(E(p)) (x) :==p(x+1),

dessen inverser Operator (natiirlich) durch

(B () @) =p(x-1)
gegeben ist.
Die Differenz dieser Operatoren
A=E-I
hat eine niitzliche Eigenschaft: Die fallenden Faktoriellen xk bilden eine Basis fiir den
Vektorraum aller Polynome, und die Wirkung von A auf diese Basis sieht der Wirkung

des Differentialoperators auf die Standardbasis x" zum Verwechseln dhnlich. Eine
einfache Rechnung zeigt niamlich, dafl

Axt = - 2221

Aufgabe 26 (x x x): Sei I(n,k) die Anzahl der Permutationen = € &, mit k Inversionen
(I(n,k) = 0 flrk < 0).
(1) Zeige, daf3
In+1,k) =I(nk)+I(n+1,k-1)
gilt.

(2) Folgere mittels der obigen Rekursion, dal3 die Zahl 1(n, k) ein Polynom in n vom
Grad k und fiihrendem Koeffizienten 1/k! ist. Flir n > 2 gilt beispielsweise I(n,2) =
1(n+1)(n-2). Berechne das Polynom fiir I(n,3). (Hinweis: Induktion nach k unter
Verwendung von Bemerkung 2.1.22])

DerintTiON 2.1.23. Ein Zyklus einer Permutation t € S,, der Linge 2 heifit Trans-
position: Eine Transposition vertauscht also genau zwei Elemente.

Einen beliebigen Zyklus (i1, . .., i) einer Permutation m € S, konnen wir, wie gesagt,
selbst als Permutation o in S, auffassen, wenn wir uns denken, dafS o alle anderen
Elemente (aufier iy, . .., i) fixiert. So gesehen ist also jede Transposition T = (i, j) € S,
eine Involution (also eine selbstinverse Permutation) in S, d.h., 11 = 1.

Eine Transposition heif$t kanonisch, wenn es eine Transposition der Form (i,i+ 1) ist,
i=1,...,n—1,also wenn zwei aufeinanderfolgende Elemente vertauscht werden.

BEMERKUNG 2.1.24. Sei = (71,...,7,) € Sy. Dann sieht man sofort
o (i,i+1) = (m;, 1) o,

d.h., die “Rechtsmultiplikation” mit der kanonischen Permutation (i, i + 1) bewirkt eine
Vertauschung der nebeneinander stehenden Elemente (1, ;1) in der Permutation
1t. Daraus erkennt man sofort

inv(mo (i,i+1)) =inv (n) £ 1. (2.13)
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ProrositioN 2.1.25. Jede Permutation i € S, kann als Produkt von inv 1t kanoni-
schen Transpositionen geschrieben werden.

inv 1 ist dabei die minimale Anzahl an kanonischen Transpositionen in einer solchen
Produktdarstellung.

Beweis. Die Beweisidee ist die: Wir iiberlegen uns (anhand eines Beispiels),
dafl man jede Permutation 7= durch kanonische Transpositionen in die Identitét
“umformen” kann, genauer gesagt:
€E=TLO (il,i1—|—1)0 (iz,iz—l—l)o---o (ik,ik—|—1),
Dann folgt “rein algebraisch” (denn Transpositionen sind Involutionen):
m = (il ix+1)0---o (i, ip+1)o(ir,i1+1).

Gemafs (2.13) verandert jede solche Operation die Anzahl der Inversionen um +1:
Um auf inv e = 0 zu kommen, braucht man also zumindest inv  Operationen.

— Nun also das illustrierende Beispiel: Betrachten wir die Permutation

1 2 3 4

4 3 1 2)
Wir bringen zundchst den Einser (in der unteren Zeile) “sukzessive nach vor-
ne”; dazu sollten wir ihn zuerst mit dem Dreier vertauschen. Das kann durch

Aufmultiplizieren mit einer geeigneten kanonischen Transposition von rechts
erreicht werden:

(1234)_}?211_(1234)0(23)
113277 a7 les 2

Dann sollten wir ihn mit dem Vierer vertauschen:

(1234)_1?211_(1234)0(12)
143277 L0732

Jetzt steht der Einser an der “richtigen” Stelle; wir machen mit dem Zweier

weiter:
(1234)2132‘?%:(1234)0(34)
142 3 14 2 3 1 432 P
(1 234):}§211:(1 234)0(23)
12 4 3 1 2 4 3 1423 s
Zum Schlufd kommt noch der Dreier nach vorne:
RS Ee i](; 23 Yo
1 2 3 4

“Rein algebraisch” erhalten wir also:

(3,4)0(213)0(3,4)0(1,2)0(2,3)2(1 2 3 4)

4 3 1 2/



2.1. ELEMENTARES ABZAHLEN 33

Es ist klar, dafs der hier skizzierte “Algorithmus” auch im allgemeinen funk-
tioniert: Man bewegt der Reihe nach 1,2,...n -1 in die richtige Position. Of-
fensichtlich senkt jeder dieser Schritte die Anzahl der Inversionen um 1, sodaf3
insgesamt genau inv 1t Schritte benotigt werden. m|

Eine Darstellung als Produkt von kanonischen Transpositionen ist keineswegs
eindeutig. Es gilt beispielsweise:

(1,3) =(2,3)(1,2)(2,3) = (1,2) (2,3) (1,2).
Es gilt aber immerhin:

KoroLrLAR 2.1.26. Sei 1t € S,,. Die Anzahl der Faktoren in einer (beliebigen) Produkt-
darstellung von 1 durch kanonische Transpositionen ist modulo 2 eindeutig (d.h., sie
ist immer entweder gerade oder ungerade).

Beweis. Betrachten wir zwei beliebige Darstellungen von n € €, als Produkt
von kanonischen Transpositionen

TT="T1T2* T = 0102 --0].
Dann folgt
T1T2 - Tx0]0]—1""-01 — €.

Gemaf3 (2.13) ist die Anzahl der Inversionen auf der linken Seite modulo 2 gleich
k + 1, auf der rechten Seite aber einfach 0 (denn € hat keine Inversionen). Somit
erhalten wirk+/=0 mod 2 <= k =[ mod 2, wie behauptet. O

DeriNiTION 2.1.27. Das Vorzeichen oder Signum einer Permutation m € ©,, ist
durch (=1)"™" definiert und wird mit sgn 1 bezeichnet.

Eine Permutation 1 mit sgnn = +1 wird gerade Permutation genannt, eine Per-
mutation © mit sgn = —1 wird ungerade Permutation genannt.

BEMERKUNG 2.1.28. Es ist leicht zu sehen: Der Zyklus
(aq,a2,...,0r2, A1, 4x),
ist darstellbar durch das Produkt der k — 1 Transpositionen
(a1,a2) - (az,a3) - - - (a2, k1) - (-1, a) -

ProrosiTION 2.1.29. Seien 1, p € S,,. Fiir das Signum gelten die folgenden Tatsachen:

(1) sgn(m o p) = sgn(m) - sgn(p).

(2) Sei w = (i, ]) (i # j) eine beliebige Transposition. Dann gilt sgnt = —1.

(8) Wenn 1t = 1172 - - Ty eine Darstellung von 1 durch beliebige Transpositio-
nen t; ist, dann gilt sgnm = (=1)™.

(4) Fiir einen Zyklus (ay,ay, ..., an) der Lange m gilt

sgn(ay,az, ..., an) = (-1)"1.

(5) Sei z(mt) die Anzahl der Zyklen in der disjunkten Zyklenzerlequng von Tt.
Dann gilt sgnt = (—1)"2(),
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Bewers. Fiir (1) schreiben wir 7w und p als Produkte von kanonischen Transposi-
tionen gemafs Proposition 2.1.25:

Tt = 0102 "0k, P = T1T2 " T].

Aus Korollar 2.1.26 erhalten wir sofort da8 sgnt = (=1)k, sgnp = (~1)! und
sgn (10 p) = (-1 = (sgnm) - (sgnp).
(2) Sei € S, beliebig: Wenn wir

(_1)inv(n0(i,j)) _ _ (_1)invn
zeigen konnen, dann folgt die Behauptung aus (1). Betrachten wir dazu den

“Graphen” der Permutation 7 (also {(1,71), ..., (n,7,)} € IN?) und iiberlegen,
welchen Effekt die Vertauschung der Elemente an den Positionen i und j auf die

Anzahl der Inversionen hat. Sei 0.B.d.A. i < j. Setze S := {711'+1/ ceey 71]'_1}, m:.=
min (ni, n]-), M := max (7’(1-, nj). SeiA:=|lxeS:x>M}|, C:=|{xeS:x<mj
und B := |S| — A — C. Die folgende Graphik . ..

il (@) . il (@) .
TIATTITO A IO
il (@) I 1L (@)

M= 0O O = M
il IR (@) IR (@)
TIrOl® 1O B

(@) I IENO)
m {1 o m
O] . TO0 N |
cLTOTLIr 1 O
@] Il (@)
i ] i ]

... fithrt uns klar vor Augen:

e Fiir ; < mi ist inv (10 (4, f))
)

inv(m) +1+4 2B,
e Fiir r1; > m;istinv (1o (i, j)) = in

inv(n) —1-2B.
(3) folgt sofort aus (1) und (2).

Fiir (4) schreiben wir den Zyklus geméfs Bemerkung 2.1.28 als Produkt vonm — 1
Transpositionen:
(a]./ an, .. -/am) = (a1/a2) (a2/ 613) toe (am—ll am)-
Aus (3) folgt nun sgn(ay, ay, ..., ay) = (-1)"1.
Fir (5) betrachten wir die eindeutige Zerlegung von 7 in k = z(n) disjunkte
ZyKlen z; der Lange € (z;):
T = Z1Zp - - * Zk.

Aus (1) und (4) zusammen mit Zle ¢ (z;) = n folgt die Behauptung:
sgn T = (_1)5(21)—1(_1)5(22)—1 ... (_1)5(Zk)—1 _ (_1)11—2(71).
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2.1.3.4. Eine spielerische Anwendung. Ein Spiel aus dem vorigen Jahrhundert
besteht aus einem quadratischen Rahmen mit 15 beweglichen quadratischen
Plattchen, die mit den Zahlen von 1 bis 15 bedruckt sind. Die Pldttchen lassen
sich nach rechts/links/oben/unten verschieben (sofern die entsprechende Positi-
on frei ist), und die Aufgabe besteht darin, die Plattchen in die “Grundstellung”

112|134
51678
9110(11|12
13|14(15

zu bringen.

Esistleicht zu sehen, dafi die folgende Konstellation nicht (jedenfalls nicht durch
zuldssige Spielziige) in obige Grundstellung gebracht werden kann:

15(14(13|12
11{10|9 |8
71654
3121

Denn wenn wir das leere Feld mit 16 bezeichnen, dann kénnen wir eine beliebige
Konstellation der Plattchen als Permutation von 1,2, ..., 16 auffassen; und die
“zuldssigen Spielziige” sind samtlich Transpositionen — stets mit dem Element
16, das bei jedem Zug “bewegt” wird. Wenn wir mit der obigen Konstellation
starten, ist 16 in Position rechts unten; ebenso wie in der “Grundstellung” —d.h.,
wir miissen eine gerade Anzahl von “zuldssigen Ziigen” machen. Dies bedeutet
aber, dafs die obige Konstellation einer geraden Permutation entsprechen mdtifte
— dies ist aber nicht der Fall, denn die entsprechende Permutation kann als
Produkt von 7 Transpositionen

(1,15) (2,14) (3,13) (4,12) (5,11) (6,10) (7,9)

geschrieben werden, ist also ungerade.

2.1.4. Inklusion-Exklusion. Wir haben die Frage nach der Anzahl der sur-
jektive Funktionen von [k] nach [n] zunédchst “ausweichend” beantwortet (durch
adhoc-Einfiihrung der Stirling-Zahlen der zweiten Art). Nun wollen wir die
Sache mit einer einfachen Idee erneut angreifen, die wir zuerst anhand eines
einfachen Beispiels aus der Zahlentheorie illustrieren.

Beispier 2.1.30. Wir wollen in der Menge [60] = {1,2,...,59,60} jene Zahlen be-
stimmen, die relativ prim zu 60 sind. Dazu betrachten wir die Primfaktoren von 60
(das sind die Zahlen 2, 3 und 5) und bilden die Mengen der entsprechenden Vielfachen
zwischen 1 und 60, also

M; = {2,4,6,...,58,60},

Mz = {3,6,9...,57,60},

M;s = {5,10,15,...,55,60}.

Denn fur jede
Bewegung nach
links oder nach
oben missen wir
eine Bewegung
nach rechts
oder nach unten

machen ...

Vornehmer
ausgedrickt:
Bestimme

die primen
Restklassen in
Zo-



Genau wie in
Beispiel 2.16
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Die Menge S der gesuchten Zahlen ergibt sich dann als

S = [60] \ (MzUM3UM5) =
{1,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,49,53,59}.

Wenn wir nur an der Kardinalitit |S| = 16 von S interessiert sind, konnten wir wie
folgt beginnen:

???
S| = |[60] \ (M2 UM3 UMs)| = 60 — [Ma] — IM3] — [M5].

Das Fragezeichen iiber dem zweiten Gleichheitszeichen deutet an, dafl das so nicht
stimmt: Denn fiir jeden Teiler d von 60 gilt

Myl = 60/4d,

und
60-60/2-60/3-60/5=-2.
Der Fehler riihrt daher, dafs ja z.B. die Zahl 6 in My und M3 enthalten ist: Alle Zahlen in

M), N M3 = Mg (und ebenso alle Zahlen in My N Ms = My und in Mz N Ms = Mjs)
sind also zweimal weggezihlt worden. Wir miifSten obiges daher wie folgt korrigieren:

72?
IS| = 60 — [Mz| — [M3| — [Ms| + [Mg| + [M1g| + [M5]
=60-60/2-60/3-60/5+60/6+60/10+60/15 = 18.

Das ist noch immer falsch: Denn die Zahlen 30 und 60 sind ja urspriinglich dreimal
weggezihlt worden, nun aber dreimal wieder dazugezihlt worden! Richtig lautet die
Rechnung also:

S| = 60 — [M2| — [M3] — [Ms]| + [Me| + [Mio| 4- [Mi5] — [M30|
=60-60/2—-60/3-60/5+60/6+60/10+ 60/15—60/30
= 16.

Nun versuchen wir, die Idee aus diesem konkreten Beispiel auf unsere Fra-
gestellung zu tibertragen: Natiirlich konnen wir die Anzahl der surjektiven

Funktionen |surj (k,n)| auch dadurch bestimmen, dafl wir von der Anzahl al-
ler Funktionen |abb (k, n)| = nf die Anzahl der “nicht-surjektiven” Funktionen
abziehen. Eine “nicht-surjektive” Funktion nimmt (mindestens) ein Element

i € [n] nicht als Wert an, und jede solche Funktion kénnen wir als Element
in abb ([k], [n] \ {i}) deuten. Fiir die Anzahl solcher Funktionen gilt natiirlich

(unabhéngig von 1) |abb ([k], [n] \ {i})| = |abb (k,n— 1)| = (n—-1)". Als ersten
Schritt in diese Richtung erhalten wir also

n

nk =Y [abb ([K], [1] \ (i})] = nF = n- (n=1)F.

i=1

Klarerweise ist das nicht die richtige Antwort — der Fehler, den wir gemacht
haben, liegt darin, daf8 wir ja jene Funktionen, die zwei verschiedene Elemente
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{i, j} € [n] nicht als Wert annehmen, doppelt weggezéhlt haben. Wir miifiten also
im zweiten Schritt

Y fabb (1, b\ ] = () (n-2)°
{i.j}eln]

wieder dazuzdhlen. Das Problem ist nun wiederum, dafs wir damit jene Funk-
tionen, die drei verschiedene Elemente {i, j, I} nicht als Wert annehmen, dreimal
dazuzdhlen (ndmlich je einmal fiir {i, j}, {i,I} und {j,[}) — diese wurden aber
schon im ersten Schritt dreimal weggezahlt (ndmlich je einmal fiir 7, j und [); sie
sind also “netto” in

nk—n-(n—l)k—l—(;l)-(n—Z)k

wieder vorhanden und miifiten im dritten Schritt nach derselben Logik neuer-
lich weggezahlt werden:

e

Die Sache wird also einerseits uniibersichtlich; andrerseits legen unsere bis-
herigen Uberlegungen folgende Vermutung nahe: Die Anzahl der surjektiven
Funktionen von [k| nach [n] ist fiir k > n

|surj (k, n)| = Z (-1’ (’:) (n—i)f = Z (-1)"" (’:)zk (2.14)

i=0 i=0

(Fir k < n ist die Anzahl natiirlich 0.) Wenn wir k und n vertauschen, so folgt
daraus gemafs (2.3) eine Formel fiir die Stirling—Zahlen zweiter Art:

k
Sk = %Z (-1)F (k)z” (2.15)

Statt den speziellen Fall (2.14) zu beweisen, schilen wir ein allgemeineres Prin-
zip heraus: Unsere Idee bestand ja darin, dal wir von der Menge abb (k, 1) aller
Funktionen von [k] nach [n] die Vereinigungsmenge | J;'_, abb ([k], [n] \ {i}) aller
Funktionen, die ein Element i € [n] nicht als Wert annehmen, abziehen wollen,
also die Kardinalitdt der Menge

abb (k,n) \ [0 abb ([k], [n] \ {i}))

i=1

bestimmen wollten. Unsere Probleme ergaben sich daraus, daf§ die Mengen
abb ([k], [n] \ {i}) nicht disjunkt sind (sonst hitten wir gemifl der Summenregel
schon im ersten Schritte die richtige Losung gehabt). Das folgende “Mengen-
diagramm” illustriert die allgemeine Situation:

Genau wie in
Beispiel 2.16

Indextransformation

i>n—i
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)
&

Sarz 2.1.31 (Inklusion—-Exklusion). Sei S eine Menge, sei T+, ..., Ty, eine Familie von
Teilmengen (nicht notwendig disjunkt!) von S. Dann gilt:

S\(Lmj Ti] — 151+ ki'; (—1)"AZ[‘]

i=1 Clm
|Al=k

N

i€A

. (2.16)

Diese Aussage wird das Prinzip der Inklusion—Exklusion genannt.

BeEMERKUNG 2.1.32. Die Gleichung (2.16) ist sehr “kompakt” hingeschrieben. Zur
besseren Verstindlichkeit halten wir fest, dafS auf der linken Seite von (2.16) die Anzahl
aller Elemente von S steht, die in keiner einzigen Menge T; enthalten sind; die rechte
Seite von (2.16) konnen wir “ausfiihrlicher” so schreiben:

IS

— |1l =1Tal =+ = |Tm| k=1
+|T1NT+|ThNT3|+--+|T1NTy| +|ToNTs|+ - k=2
—|TiNTyNT3| =Ty NTyN Ty —--+ k=3

+T1NToNT3NTy+[T1NToNT3NT5| 4 -+ k=4

Oder unter Verwendung der Summennotation:

Sl= Y ITal+ Y, ITanTol- ), |[TunTynTyf+-

1<i1<m 1<ii<ipa<m 1<ij<ip<iz<m

k=1 k=2 k=3

Oder in Worten: Von der Kardinalitit von S werden die Kardinalititen der k—fachen
Durchschnitte der Mengen T; alternierend subtrahiert/addiert.
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Beweis. Uberlegen wir uns, wie oft ein Element x € S in der rechten Seite von
(2.16) gezdhlt wird.

Esistklar, dafsjedes Elementim Komplement S \ (U;”:l Ti) genau einmal (ndmlich
durch den ersten Summanden [S|) gezadhlt wird.

Sei nun ein x genau in den k > 1 Teilmengen T;, T}, ..., T; enthalten (also in
keinem anderen T ). Dann wird x durch den ersten Term (S) einmal dazugezéhlt,
dann k-mal abgezogen (je einmal fiir T;,, T;,, . . ., T}, ), dann (s)—mal dazugezahlt
(je einmal fiir T;, N T, T;; N Ty, ..., T; , NTj,), und so weiter. Insgesamt wird

x also genau
e

mal gezadhlt. O

Die Richtigkeit von (2.14) ergibt sich also aus dem Prinzip der Inklusion-
Exklusion und der Beobachtung, daf8 die Durchschnitte von [/ verschiedenen
Mengen T;; = abb ([k] L[]\ {ij}) immer Kardinalitit (n —I)* haben; unabhiingig
von den konkreten Indizes iy, ..., 1.

DeriniTION 2.1.33. Ein Fixpunkt einer Permutation Tt ist ein Element x € X mit
7 (x) = x. Eine Permutation, die keine Fixpunkte enthilt, heifit fixpunktfreie Per-
mutation.

Aufgabe 27 (x x): Zeige: Die Anzahl aller fixpunktfreien Permutationen von [n] ist gleich
1 1

n!(l—l'—i——'——i----—k(—l)"a).

Aufgabe 28 (x x): Sei n eine natirliche Zahl. Die Eulersche ¢—Funktion von n ist die Anzahl
der zu n relativ primen Zahlen k, 1 < k < n. Verwende das Prinzip der Inklusion—Exklusion, um
die aus der Zahlentheorie bekannte Formel

ows{-3)-f-3

zu beweisen (wobei p1, ..., p; die Primteiler von n sind).

2.1.5. Rekursionen. Unter einer rekursiven Definition einer Zahlenfolge c,
versteht man allgemein, daf§ die Folgenglieder jeweils durch eine Formel ge-
geben sind, in der die vorangegangenen Folgenglieder vorkommen, also etwas
der Art

cn = “Formel” (c1,¢2,...,Cn-1)

(zBicy = 1”:_11 ¢;), zusammen mit Anfangsbedingungen, also etwas der Art

c1=a,c=0>b,...,c, =m
(z.B.:cp =1).

Viele Abzdhlungsfragen fithren auf Rekursionen, wir betrachten hier zwei ty-
pische Beispiele.
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2.1.5.1. Fibonacci—Zahlen. Die folgende Fragestellung fithrt auf die beriihmten
Fibonacci—Zahlen.

Gegeben sei ein 2 X n Rechteck. Wieviele verschiedene Zerlegungen dieses
Rechtecks gibt es in 2 X 1 Dominos?

Betrachten wir etwa n = 3. Da gibt es die folgenden drei Moglichkeiten:

Fiir n = 4 gibt es die fiinf Moglichkeiten:

Bezeichne f (1) die gesuchte Anzahl. Die Menge aller Zerlegungen des Recht-
ecks zerféllt in 2 disjunkte Teilmengen:

e Am rechten Ende finden wir entweder ein vertikales Domino,
e oder zwei tibereinander liegende horizontale Dominos.

Entfernt man diese Dominos, dann bleibt im ersten Fall eine Zerlegung des
2 x (n — 1) Rechtecks in Dominos tibrig, wofiir es f(n — 1) Moglichkeiten gibt,
und im zweiten Fall eine Zerlegung des 2 X (1 — 2) Rechtecks in Dominos, wofiir
es f(n —2) Moglichkeiten gibt. Insgesamt erhalten wir also die Rekursion

fn)=fn-1)+f(n-2) (2.17)
mit der Anfangsbedingung f (0) = f (1) = 1.
Die Zahlen f (n) heilen Fibonacci-Zahlen und werden meistens mit F,, bezeich-
net.

Aufgabe 29 (x x): Zeige, daB fiir die Fibonacci—Zahlen F,, fiir n > 2 die Matrixidentitét
Fro Fua)_ (0 1)
F,.1 F,) \1 1

FuFyp—F2 | = (-1)".

gilt, und folgere daraus

Aufgabe 30 (x x): Driicke die folgenden Zahlen durch Fibonaccizahlen aus:

(a) Anzahl aller Kompositionen von n, deren Teile entweder gleich 1 oder 2 sind,
(b) Anzahl aller Kompositionen von n, deren Teile alle gréBer oder gleich 2 sind,
(c) Anzahl aller Kompositionen von n in ungerade Teile.

Wir kénnen durch einen adhoc gewéhlten Ansatz eine einfache Formel fiir die
Fibonacci-Zahlen finden: Wenn wir einmal auf die Anfangsbedingungen ver-
gessen und annehmen, dafs die Losung der Rekursion die Gestalt z"* hat, dann
tiahrt (2.17) auf die Gleichung

2Z2=z+1
mit den beiden Losungen zp = # und z; = % Es ist leicht zu sehen,
daf jede Linearkombination g (1) := a -z} + f-z] (@ und B seien beliebige,

aber feste komplexe Zahlen) dieselbe Rekursionsgleichung (2.17) erfiillt wie die
Fibonacci—Zahlen, also ¢ (n) = g(n—-1) + g(n—2).
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Damit die Anfangsbedingungen fiir die Fibonacci-Zahlen erfiillt werden, miissen
wir also das Gleichungssystem

g0)=a+p=f(0)=
1-+5 1+\/—

g) =2 gt — 1) =
16sen. Daraus ergibt sich a = —% und f = 1;\/\[ Die n—te Fibonacci—Zahl ist
also gleich
n— = - : :
N 2

Die Folge der Fibonacci-Zahlen (F,),,., beginnt so:
(1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, ...)

Aus unserer Formel (2.18) erkennt man, daf3 sich die Fibonaccizahlen asympto-

tisch wie )
1 (1+ \/3)”+
\5 2

verhalten, denn 1= \/_ —0.618034 ist dem Betrag nach kleiner als 1.
2.1.5.2. Die Catalan—Zahlen.

DerINtTION 2.1.34. Fiir n > 0 definieren wir

2n 2n 1 (2n
oo ()2~ ) -

Die Zahlen Cy, heifien die Catalan—Zahlen; die Folge (Cy,),,~q beginnt so:
(1,1,2,5,14,42,132,429, 1430, 4862, 16796, 58786, . .. )

DeriniTION 2.1.35. Unter einer Triangulierung eines n-Ecks verstehen wir eine
vollstindige Zerlegung des n-Ecks in Dreiecke durch Diagonalen, die Ecken verbinden.

Wieviele verschiedene Triangulierungen des n-Ecks gibt es?

Betrachten wir etwa n = 4. Dann gibt es die folgenden zwei Moglichkeiten:

Fiir n = 5 gibt es schon fiinf Moglichkeiten:

=N,
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Sei die gesuchte Anzahl f (n). Wieder wollen wir eine Rekursion fiir die Folge
f (n) herleiten. Wir stellen uns dazu das n-Eck auf einer fixierten Seite ruhend
vor. In einer vorgegebenen Triangulierung gehort diese fixierte Seite zu einem
eindeutig bestimmten Dreieck. Dieses zerteilt das n-Eck in einen Teil “links
davon” und einen Teil “rechts davon”.

.« (n—k+1)-Eck

k-Eck — :

Beide Teile sind ebenfalls Triangulierungen, und zwar eines k-Ecks und eines
(n —k + 1)-Ecks. Dies ergibt die Rekursion

n—1
f(n) =Y fk)f(n-k+1) firn>3 (2.20)
k=2

mit der Anfangsbedingung f (2) = 1.
Die Folge der Zahlen (f (n +2)),5 beginnt so:

(1,1,2,5,14,42,132,429,1430, 4862, 16796, 58786, . . .)

Diese Glieder stimmen augenscheinlich genau mit den Catalan—Zahlen iberein.

2.2. Erzeugende Funktionen und Formale Potenzreihen

Ein sehr méchtiges Hilfsmittel bei Abzdhlproblemen, aber auch allgemeineren
Situationen (z.B. bei Rekursionen), sind erzeugende Funktionen. Einen kleinen
Vorgeschmack haben wir ja schon in Beispiel 1.2.4 im einleitenden Kapitel er-
halten (dort hatten wir die erzeugende Funktion aller Teilmengen der Menge [#]
betrachtet, ein Polynom vom Grad 1), nun wollen wir dieses Konzept wesentlich
erweitern.

DerintTION 2.2.1. Das “typische Abzihlproblem”, mit dem wir es bisher zu tun hatten,
sah so aus: Gegeben sei eine Familie von “kombinatorischen Objekten” O (z.B. Kompo-
sitionen von n, Anzahl der Zerlegungen eines 2 X n—Rechtecks in Dominos, etc.) wobei
jedes einzelne Objekt eine offensichtliche (ganze, in unseren bisherigen Beispielen stets
nicht-negative) “Kennzahl” (in den meisten obigen Beispielen: n; manchmal k) besitzt.
Wir fragten immer nach der Anzahl aller derartigen Objekte mit fester “Kennzahl”.

Wie in Beispiel 1.2.4 betrachten wir eine Gewichtsfunktion w, die jedem Objekt o € O
das Gewicht

W (0) — Z"Kennzahl” von o

zuordnet, und definieren die erzeugende Funktion von O als die (formale) Summe

GF (0):=) w (o).

0e0
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Wie gesagt, sind wir in der Regel “nur” an den Anzahlen aller Objekte mit “Kennzahl”
n interessiert. Wenn wir fiir diese Anzahlen die Notation c, wihlen, konnen wir die

erzeugende Funktion auch in Form einer Potenzreihe® schreiben:
G¥F (0) := Z cnz".

n=0

Wenn wir uns “nur” mit der Folge (c,),._, konfrontiert sehen, verwenden wir fiir
dieselbe Potenzreihe ebenfalls die Bezeichnung erzeugende Funktion von (cy),_,
schreiben dann aber meist einfacher

[o¢]

c(z):= Z cnz".

n=0

Die Zahlen ¢, erscheinen als die Koeffizienten von z" in GF (O). Allgemein
fithren wir fiir den Koeffizienten von z" in einer Potenzreihe f (z) die Notation
[z"] f(z) ein. Im folgenden werden wir auch oft davon ausgehen, dafl “die
Potenzreihe genauso bezeichnet ist wie ihre Koeffizienten”, d.h., wenn wir eine
Potenzreihe ¢ betrachten (und sonst nichts dazusagen), dann bezeichnen wir
oft “stillschweigend” den Koeffizenten [z ] ¢ mit g, sehen die Potenzreihe also

gegeben als g (z) = Y7 ; gnz".

2.2.1. Nochmals die Fibonacci-Zahlen. Alsmotivierendes Beispiel betrach-
ten wir noch einmal die Rekursion (2.17) fiir die Fibonaccizahlen F,: Ganz naiv
und formal (d.h., ohne Fragen wie Konvergenz etc. zu betrachten) multiplizie-

ren wir beide Seiten in (2.17) mit z”* und summieren (formal®) iiber alle n > 2.

Das ergibt
Z F,z" = Z F,_17" + Z F,_»7".
n=2 n=2 n=2

Mit der erzeugenden Funktion F (z) = ).7° , F,z" der Fibonacci-Zahlen kénnen
wir das nun so schreiben:

F(z) —Fiz—Fy =z (F (z) = Fg) + z°F (z) .
Da Fy = F; = 1, kénnen wir die erzeugende Funktion F (z) “ausrechnen”:
1
1-z-22
Um aus dieser Darstellung eine Formel fiir die Koeffizienten F,, zu extrahieren,
bestimmen wir die sogenannte Partialbruchzerlegung

Foy— 1 (21 20 )

oz —zg\l—-2z1z 1-2pz

F(z) =

SFiir unsere “formalen” Zwecke kénnen wir eine Potenzreihe einfach als “Polynom von
unendlichem Grad” ansehen.

®D.h.: Die unendliche Summe ist zunéchst nur eine Schreibweise fiir die Gleichungen (2.17)!
Die Gleichung fiir die Reihen besagt einfach, daf$ die Koeffizienten von z"* der linken und der
rechten Seite fiir alle n > 2 gleich sind.
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wobei zp = 1_2—\/5 und z; = 1+T\/§ (wie zuvor) die Losungen der Gleichung

x? —x—1 = 0sind.” Auf der rechten Seite stehen geometrische Reihen®, die man

entwickelt:
1
F(z) = Z ZgH—lzn _ Z Zg+lzn
21720 n>0 n>0

_ Z (1+ \/’)"+1 (1—2\/5)"“.

n>0

Durch Koeffizientenvergleich (d.h.: Gleichsetzen der Koeffizienten von z" auf bei-
den Seiten der Gleichung) erhédlt man wieder unser fritheres Ergebnis (2.18).

2.2.2. Formale Potenzreihen. Es ist nun an der Zeit, den Kalkiil der formalen
Potenzreihen einzufithren und zu begriinden, warum er (nicht nur in unserem
motivierenden Beispiel mit den Fibonacci-Zahlen) “funktioniert”.

DeriniTION 2.2.2. Eine formale Potenzreihe iiber dem Korper der komplexen Zahlen’
C ist eine Folge (ag,a1,ay, ...) mit a; € C fiir alle i. Wir bezeichnen die Menge aller
solchen formalen Potenzreihen mit C|[[z]].

Auf C[[z]] definieren wir eine komponentenweise Addition “+” durch
(ao,al,az,. .. ) + (bo,bl,bz,. . ) = (ao +by,a1 +bi,a2 + by, ... ) .
Fiir ein A € C definieren wir eine komponentenweise Skalarmultiplikation “-” durch

A- (ao,al,az,. . ) = (/\ao,/\al,/\az,. . ) .

Weiters definieren wir eine Multiplikation (die wir ebenfalls mit - notieren') zweier
formalen Potenzreihen durch

(ﬂo,ﬂl,ﬂz,...) : (bOIblleI"') = (C0/C1/C2/"')/

n
Cp = Z akbn_k
k=0

ist. (Dieses Produkt heifSt auch Konvolutionsprodukt.)

wobei

’Auch wenn man nicht — aus der Analysis — weif3, wie diese Partialbruchzerlegung
zustandegekommen ist, kann man ihre Richtigkeit leicht durch direkte Rechnung —auf gleichen
Nenner bringen und vereinfachen — nachpriifen.

8Wieder etwas, das man aus der Analysis mitbringt: Y77 ;2" =
kleiner 1.

1 —, gliltig fiir z vom Betrag
9Man kénnte C auch durch einen beliebigen anderen Korper ersetzen. Fiir manche Eigen-
schaften gentigt es, nur einen Ring (z.B. einen Polynomring) vorzugeben.
10”By abuse of notation” — aus dem Kontext wird aber immer klar sein, welche der beiden
Multiplikationen gemeint sind



2.2. ERZEUGENDE FUNKTIONEN UND FORMALE POTENZREIHEN 45

Die folgenden speziellen Potenzreihen werden sehr oft vorkommen und erhalten deshalb
abkiirzende Symbole:

0:=(0,0,0,...),
1:=(1,0,0,...),
—a:=(-1)-a.

Diese Definition ist so formal, dafd zunidchst vielleicht nicht klar ist, warum wir
hier von Potenzreihen sprechen: Aus der Analysis ist aber bekannt'!, daf diese
formalen Operationen genau der Addition und Multiplikation von Potenzrei-
hen entsprechen; daher schreibt man formale Potenzreihen (ag, a1, . . . ) praktisch
immer in der Form

ap +az +apz> + - = Zanz”.
n=0

Wir gehen die Sache hier deshalb so formalistisch an, um klar herauszuarbeiten,
daf fiir unsere Zwecke Potenzreihen keine analytischen Funktionen sind, sondern
“nur” zweckmafig-intuitive “Schreibweisen” fiir die Folgen der Koeffizienten
(ﬂo,ﬂl, e )

2.2.2.1. Algebraische Struktur der formalen Potenzreihen. Es ist leicht nach-
zurechnen, daf8 fiir (formale) Potenzreihen a = (ag,a1,...), b = (bg,b1,...),
¢ = (co,c1,...)und A, u € C die folgenden Gesetze erfiillt sind:

a+ (b+c) = (a+b)+c (Assoziativitit der Addition) (2.21)
a+0=0+a=a (neutrales Element der Addition) (2.22)
a+ (—a) =0 (inverses Element der Addition) (2.23)
a+b=>b+a (Kommutativitit der Addition) (2.24)
l-a=a (2.25)

Mua) = (A) -a (2.26)
Ala+b)=Aa+ Ab (2.27)
(A+wp)a=Aa+ pa (2.28)
a-(b-c)=(a-b)-c (Assoziativitit der Multiplikation) (2.29)
a-1=1-a (neutrales Element der Multiplikation) (2.30)
a-b=>b-a (Kommutativitit der Multiplikation) (2.31)
a-(b+c)=a-b+a-c (Distributivitit) (2.32)

In der Sprache der Algebra besagen die Gesetze (2.21)—(2.28), dafl C[[z]] mit
Addition und Skalarmultiplikation ein Vektorraum iiber C ist. Alle Gesetze
(2.21)—(2.32) zusammen besagen, da8 C[[z]] mit der Addition, Multiplikation
und Skalarmultiplikation eine kommutative Algebra mit Einselement tiber C ist.

Ein multiplikatives Inverses existiert hingegen nicht in allen Fallen:

Man kann die Sache auch so sehen: Addition und Multiplikation “funktionieren” genau
wie bei Polynomen — nur daf$ wir hier “Polynome von unendlichem Grad” betrachten.
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Satz 2.2.3. Die Potenzreihe a (z) = ag + a1z + axz? + - -+ besitzt genau dann eine
beziiglich der Multiplikation inverse Potenzreihe, wenn ag # 0. Die inverse Reihe ist
in diesem Fall eindeutig bestimmt.

‘“”

Beweis. “="Angenommen 4 (z) besitzt eine inverse Reihe b (z) = by + b1z +
byz? + - - -. Per Definition gilt dann a (z) b (z) = 1. Insbesondere gilt apby = 1:
Das ist nur moglich, wenn ag # 0.

&"Sei ag # 0. Wir geben die Koeffizienten einer inversen Reihe b (z) = by +
b1z + bpz? + - - - durch direkte Rechnung an. Es gilt ja

aobo =1
und fiirn > 1
n n
Z arb,_x = aoby + Z axby— = 0.
k=0 k=1
Daraus lassen sich die Koeffizienten b,, in eindeutiger Weise rekursiv berechnen,
denn aus der ersten Gleichung erhalten wir by = %, und aus der zweiten
Gleichung erhalten wir rekursiv b, = —% Zzzl ab, . O

BrispieL 2.2.4. (1) Seia(z) = 1-z =1-z+0-2>2+0-2°% + ---. Der konstante
Koeffizient von a (z) ist 1 # 0, daher existiert die inverse Reihe (1 —z)~'. Wie leicht
nachzurechnen ist, ist dies die geometrische Reihe 1 +z + 22 +--- = Y, ., 2".

(2) Allgemeiner, seia (z) = 1 — az fiir ein a € C. Dann gilt

(1-az)t=14az+a%?+-- = Za”z”.
n>0
(3) Die erzeugende Funktion der Fibonaccizahlen etfiillte die Gleichung F (z) (1 -z —
z%) = 1. Sie ist daher die multiplikativ inverse Reihe zu (1 — z — z2), und diese ist wohl
definiert,da 1 # 0.

BEMERKUNG 2.2.5. Wir werden in der Folge oft statt (1 —z)™! die Schreibweise T

verwenden.

Eine weitere wichtige Reihe ist die Exponentialreihe

exp(az) Z —z"

n>0

fiir ein @ € C. exp(az) ist fiir uns nur eine Schreibweise fiir die formale Potenz-
reihe; nattirlich erwarten wir aber, dafs wesentliche Eigenschaften der Exponen-
tialfunktion der Analysis auch “formal” gelten. Zum Beispiel haben wir

exp(az) exp(Bz) = exp((a + B)z).
Denn zwei (formale) Potenzreihen sind genau dann gleich, wenn ihre Koeffi-

zienten iibereinstimmen. Wenn wir also die Koeffizienten von z" auf beiden
Seiten vergleichen, erhalten wir:

Z 5" , _ (a+p)"
k! ( !

- n!




2.2. ERZEUGENDE FUNKTIONEN UND FORMALE POTENZREIHEN 47

oder dquivalent

Zn: (Z)akﬁ”_k = (a+B)".

k=0
Das ist aber genau der Binomische Lehrsatz 1.2.11!

Insbesondere gilt:
(exp(az))™! = exp(—az).

BEMERKUNG 2.2.6. Wir werden in der Folge oft statt exp(az) die Schreibweise e
verwenden'?.

2.2.2.2. Zusammensetzung von Potenzreihen. Wir fiihren fiir Potenzreihen noch
eine weitere Verkniipfung ein, die Zusammensetzung oder Komposition von Po-
tenzreihen:

DEerINITION 2.2.7. Gegeben seien zwei Potenzreihen a (z) und b (z), wobei b (z) ver-
schwindenden konstanten Koeffizienten hat (also by = 0: b(z) = biz + bpz> +...).
Die Zusammensetzung (a o b) (z) von a und b ist definiert durch

@ob) (2)i= ) (b ().

i>0

Diese Definition erscheint zundchst problematisch: Zwar kénnen wir alle Pro-

dukte (b(z))' (im Prinzip . ..) ausrechnen, aber beim Zusammenzihlen dieser
unendlich vielen Produkte konnten unendliche Summen komplexer Zahlen fiir die
Koeffizienten von z" auftreten, mit denen wir in der Diskreten Mathematik
“nichts anfangen konnen”. Wegen der Bedingung by = 0 “fangt aber die Po-

tenzreihe (b (z))' frithestens mit z* an” (d.h., alle Koeffizienten von z* mit k < i
sind 0). Daher benétigen wir fiir den Koeffizienten von z" in (aob) (z) nur
die endlich vielen Potenzen (b(z))', i = 0,...,n. Ganz konkret kénnen wir die
Koeffizienten der Zusammensetzung

(aob)(z) = Z cnz"

n>0
wie folgt anschreiben:

n

co =ap,und firn >1:¢, = Zai Z by, by, -+ by, (2.33)
i=0 vitvot-tvi=n

die ¢, sind also sichtlich durch endliche Summen gegeben. Fiir die Summations-
indices v; konnen wir v; > 1 annehmen, da ja by = 0 ist: Der Summationsbereich
der inneren Summe entspricht dann der Menge aller Kompositionen von n mit
i Teilen.

12 steht hier fiir die Eulersche Zahl — aber diese “analytische Bedeutung” ist fiir uns

irrelevant.
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BeispieL 2.2.8. Die erzeugende Funktion der Fibonaccizahlen,

-1
F(z) = (1 —z—zz)
kann auch als Zusammensetzung

F(z) = ((1 —z)_l) o (z + zz)

geschrieben werden. Daher konnen wir wie folgt rechnen:

F(z) = Z(z +22)i = Zzi(l +z)!

i>0 i>0

i .
_ i Nk _ )itk
T2l
i>0 k=0 0<k<i
_ " n—k
gy

n=0 k>0
Koeffizientenvergleich liefert somit folgende Darstellung der Fibonaccizahlen als Sum-

. Fnzz(n;k)‘

k>0

Sarz 2.2.9. Die Zusammensetzung ist assoziativ. Das heifst, fiir Potenzreihen a (z),
b (z) und ¢ (z), wobei b (z) und c (z) verschwindenden konstanten Term haben, gilt

ao(boc)=(aob)oc.
Beweis. Wir miissen zeigen, daf3 die Koeffizienten von z" auf beiden Seiten

gleich sind: Die einzige Schwierigkeit liegt hier in der umstidndlichen Notation.
Gemaif (2.33) ist der konstante Term (also der Koeffizient von z°) auf beiden
Seiten ay.
Nun vergleichen wir die Koeffizienten von z", n > 1; wieder gemaf3 (2.33).
Fiir die linke Seite berechnen wir [z""]] (a0 (boc)) (beachte, das der Koeffizient
(boc)y := l[zo]l (boc) =by =0ist):

n

a; Z (boc)y (boc)y, - (boc), (gemar(233)
0

i= V1+Vo+-+v;=n

n i Vi
=Zai Z H bek Z Cuy *** Cpj, | (gemaR (233))
i=0 viteAviEnk=1ji=1 et =
i

n
:Zai Z b, b Z H Z Cun " Cuy

i=0  jitjisn vitvatetvi=n k=1 \ g+ =
V12]1,-ViZ i

n
=/ % Z bj, -+ bj, Z Cur ™" Cus-
0 J

= '1+---+ji£n U+t us=n
=i+t
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Von der zweiten auf die dritte Zeile haben wir einfach ausmultipliziert und die
Summation vertauscht. Von der dritten auf die vierte Zeile haben wir benutzt,
dafl wegen uy + -+ pj, = v (und p, > 1 fiir alle ¢) die Bedingung vy > ji
automatisch gilt und somit weggelassen werden kann.

Fiir die rechte Seite berechnen wir [z"] ((aob) oc):

n

Z(a ob); Z CyyCyy * * * Cy; (gemaB (2.33))

i=0 V1+Vvyt-Fvi=n
n i
= Z aj Z qu1 . -byj Z Cyy *** Cy; (geméR (2.33))
i=0 =0 u1+pptotu=i Vit tv=n
n n
= a] Z b[-ll...b[-l]' Z Cvl...cvi
]‘: 1:] #1+#2++H]:l V1+...+Vi:7’l
n
= a]- Z b[-llb[-l] Z Cvl"'cvi/
]‘: #1++‘U]S7’1 V1+"'+V1':n
was (abgesehen von Umbenennungen) genau dasselbe ist. m|

Die néchste Frage ist die nach einem Inversen.

Sarz 2.2.10. Sei a(z) = a1z + axz> + -+ eine Potenzreihe mit verschwindendem
konstanten Term. Dann gibt es genau dann eine zusammensetzungsinoverse Potenzreihe
b(z) = b1z + bpz? + - -+, das heifit eine Reihe mit

(a0b)(z) = (boa)(z) =z
wenn ay # 0.

Bewers. Es ist klar, dafs a; # 0 sein muf3, wenn eine zusammensetzungsinverse
Potenzreihe zu a(z) existiert, denn sonst wére [z] (aob) = 0 # 1 fiir jede
Potenzreihe b mit by = 0.

Wenn aber a; # 0 gilt, dann kann man aus der Gleichung
(boa)(z) =z
die b, durch Koeffizientenvergleich gemafs (2.33) rekursiv berechnen.
Denn zunichst erhilt man bja; = 1, also by = 1/a;.
Fiirn > 1 gilt

n

[z"] (boa)= Z bi Z Ayy Ay, -y, = 0,

i=1 vit+vot-+tvi=n
also lautet die Rekursion fiir by;:

1
bn = —a—nzbl Z aylaVZ"‘avi.
1i=1 wvit+vp+-+vi=n

Somit ist gezeigt, dafi es eine eindeutig bestimmte Reihe b (z) mit (b o a) (z) gibt.
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Es ist nun eine einfache algebraische Tatsache, dafs daraus auch umgekehrt
(aob) (z) = z folgt. Denn fiir b (z) gibt es ja dann ebenfalls eine eindeutig be-
stimmte Reihe ¢ (z), soda8l (cob) (z) = z ist. Dann folgt:

¢(z) = (co(boa)) (z) = ((cob) oa) (z) =a(z).

O

BEMERKUNG 2.2.11. Zum praktischen Berechnen der zusammensetzungsinversen Reihe
gibt es die sogenannte Lagrangesche Inversionsformel, die in vielen Fiillen schnell
zum Ziel fiihrt; siehe Korollar A.3.5 im Appendix.

o 2 y
BEispieL 2.2.12. Betrachten wir die Reihe ¢* —1 = z+ 5 + -+ -. Gemidf§ Satz 2.2.10
miisste eine zusammensetzungsinverse Reihe existieren. Wenn wir die Koeffizienten
dieser Inversen der Reihe nach ausrechnen, erhalten wir

22 5

S I R

Vom Standpunkt der Analysis ist das wenig iiberraschend, da die inverse Funktion von
e* — 1 eben log(1 + z) ist — und die hat genau die obige Potenzreihenentwicklung.

Wir fiihren also die Schreibweise ein:

log(1+2) := ¥ (-1)" 1

n
n>1

Noch ist aber eigentlich nicht klar, ob diese formale Potenzreihe tatsichlich zusammen-
setzungsinvers zu e* — 1 ist, also ob

208042 _1 = log(1+ (e7 - 1)) =z

eine Identitdt fiir formale Potenzreihen ist. Es wire ziemlich umstindlich, dies direkt
durch Koeffizientenvergleich zu beweisen.

Fiir einen einfachen Beweis haben wir zwei Moglichkeiten:

(1) Wir konnen nachweisen, dafl Identititen aus der Analysis, sofern sie auch
fiir formale Potenzreihen sinnvoll sind (also z.B. keine unendlichen Sum-
men fiir Koeffizienten implizieren), auch automatisch Identititen fiir die ent-
sprechenden formalen Potenzreihen sind. (Diesen Gedanken werden wir in
Abschnitt 2.2.2.4 ausfiihren.)

(2) Wir konnen mit dem Differentiationsoperator rechnen.

2.2.2.3. Der Differentiationsoperator fiir formale Potenzreihen. Als letzte Defini-
tion im Zusammenhang mit formalen Potenzreihen fithren wir den Differentia-
tionsoperator D ein, wiederum in Analogie zur Analysis.

DerINITION 2.2.13. Sei a(z) = ag + a1z + axz? + -+ = Y.,50 2" eine formale
Potenzreihe. Der Differentiationsoperator D ist durch

Da:=ay +2ayz 4+ 3a32> + - = Z‘nanz”_1

n>1

definiert.
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Wie in der Analysis tiblich werden wir oft 4’ statt Da schreiben.

Die folgenden Rechenregeln fiir den Differentationsoperator sind leicht nach-
zurechnen.

Sarz 2.2.14. Fiir Potenzreihena = a(z), b ="b(z),n € Z und A € C gilt:
D (a+b) = Da+ Db
D(Aa) = A Da
D(ab (Da)b +a(DD)
a’ 1(Da) (wir setzen ag # 0 voraus, falls n < 0)

a)

) =

)

b(” - a(Db)
S

an

fiir bo # 0
_ (De)ob)- (D)

Aufgabe 31 (x x): Man zeige fiir die Fibonaccizahlen F,, die Identitat

n n
Y FeFuoe = Y (k+1)Fepr (-2)"
k=0 k=0

DerintTION 2.2.15. Die Binomialreihe ist fiir eine beliebige komplexe Zahl a definiert

y ()

n>0

(Hier betrachten wir den Binomialkoeffizienten (}) als Polynom in x; fiir x kinnen wir
also beliebige Zahlen einsetzen.)

Analog zur Analysis bezeichnen wir diese Potenzreihe mit (1 + z)“.
BeispieL 2.2.16. (1) Es gilt D &* = ¢*.

(2)Esgilt D(1+2)" = a(l +2)% 1 (dennn- (%) = a- (“71)).

(3) Es gilt Dlog(1+2z) = 1+Z

(4) Es gilt D (e“log(1+z)) = @alog(1+2)1;j_z.

Es ist leicht zu sehen, daf3 die Differentialgleichung
a

Df(z) = 7o=f (2

tir formale Potenzreihen nur eine Losung (abgesehen von konstanten Vielfa-
chen) haben kann. Die beiden Lésungen, die wir eben in Beispiel 2.2.16(2) bzw.
(4) gesehen haben, miissen also tibereinstimmen:

ealog(H—z) _ (1 —|—Z)a.

Wenn wir a = 1 setzen, dann folgt insbesondere

elog(l—&—z) — 1=z

d.h., log(1 + z) ist tatsdchlich die zusammensetzungsinverse Reihe zu e* — 1.
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Aufgabe 32 (x x): Mit Hilfe des Differenzenoperators A, definiert durch

Ap(x) :=p(x+1) —p(x),

kann man die Koeffizienten in Reihenentwicklungen der Gestalt

a(x) = ) et

k
berechnen (xX = x(x—1) --- (x —k +1)): Es gilt ndmlich
1
Ck = EAkQ(xﬂx:O-

(Siehe auch Bemerkung 2.1.22.) Benutze dies, um fiir n > 0 die Formel

n
7 nln-1
n - :E sl k
M=x(x+1)---(x+n-1) L o (k—l)x

zu beweisen.

2.2.2.4. Potenzreihen inder Analysis/in der Diskreten Mathematik. Esisttatsdchlich
so, dafl wegen der Eindeutigkeit der Reihenentwicklung (die in der Analysis be-
wiesen wird) eine analytische Identitét fiir Potenzreihen “automatisch” eine
Identitdt fiir formale Potenzreihen ist und umgekehrt — sofern die Identitat
sowohl als analytische Identitét als auch als formale Identitit sinnvoll ist.

Die Einschrankung ist hier nicht leer: Zum Beispiel gilt als analytische Identitiit
elog(2+z) — o 4z

tir alle z vom Betrag kleiner 2; fiir formale Potenzreihen ist die Zusammenset-
zung exp(log(2 + z)) aber einfach nicht definiert. Umgekehrt ist

] g

n>1 n>1
natiirlich eine Identitdt fiir formale Potenzreihen; in der Analysis ist das aber
sinnlos, da die Reihen nur fiir z = 0 konvergieren.
Wir halten also fest:

(GrUNDREGEL 2.2.17. Ubertragungsprinzip )

Wenn eine Identitit fiir analytische Funktionen auch fiir die entsprechenden formalen
Potenzreihen sinnvoll ist, dann ist sie automatisch auch eine Identitit fiir formale
Potenzreihen.

Umgekehrt: Wenn eine Identitit fiir formale Potenzreihen auch fiir die entsprechenden
analytischen Funktionen sinnvoll ist (das heif$t, dafs es einen nichttrivialen gemeinsa-
men Konvergenzradius fiir alle involvierten Reihen gibt), dann ist sie automatisch auch
eine Identitit fiir analytische Funktionen.

—_——

BeispieL 2.2.18. In der Analysis gilt

eMZpbr — (B(a—&-,B)z'

Die Identitiit ist sinnvoll fiir formale Potenzreihen, daher gilt sie automatisch auch fiir
formale Potenzreihen.
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Umgekehrt haben wir fiir formale Potenzreihen die Identitiit (1 — z)_1 =1+z+22+
-+ bewiesen. Diese Identitiit ist fiir z vom Betrag kleiner 1 (1 ist der Konvergenzradius
der rechten Seite) auch fiir analytische Funktionen sinnvoll, daher gilt sie automatisch
auch im Sinn der Analysis.

Aufgabe 33 (x x): Sei F(z) = }.;> on!z".

(1) Eine Permutation ajay .. .a, von [n] heiB3t unzerlegbar, falls n die kleinste nattrliche Zahl
j ist, fir die {ay,az,...,a;} = {1,2,...,j} gilt. Sei f(n) die Anzahl aller unzerlegbaren
Permutationen von [n]. Zeige:

Y fm =1-F@z)7".
n=1

(2) In einer Permutation ajay ...a, von [n] heiBBt a; ein starker Fixpunkt, falls (1) j < i =
aj <aj, und (2) j >i= a; > a;. Sei g(n) die Anzahl aller Permutationen von [n], die
keinen starken Fixpunkt besitzen. Zeige:

Y g(m)2" = F(z)(1+2F(z)) ™.
n=0

2.2.3. Lineare Rekursionen mit konstanten Koeffizienten.

DerintTiON 2.2.19. Eine Folge (ay),,_ komplexer Zahlen wird durch eine lineare
Rekursion mit konstanten Koeffizienten beschrieben, wenn fiir ein festes k € N und
feste komplexe Zahlen cy, . . . cy gilt:

Ap = €1 A1+ C2 Ay + -+ Cx - Ay flir n > k.
Der Parameter k heif$t in diesem Zusammenhang die Ordnung der Rekursion.

(an),,_q ist aber nicht die einzige Lisung dieser Rekursionsgleichung: Die “allgemeine
Losung” (dy),_q hingt von k frei wiihlbaren Parametern ab und wird erst eindeutig
durch die Vorgabe der Anfangsbedingungen

do =ap, d1 = ay,...,dk-1 = 1.
Anhand der Fibonacci-Rekursion hatten wir gesehen, wie erzeugende Funk-
tionen zu einer expliziten Formel fiir die Fibonacci-Zahlen gefiihrt haben. Dafs

dieses Verfahren fiir lineare Rekursionen “immer funktioniert”, wollen wir nun
anhand eines weiteren Beispiels demonstrieren.

BerspieL 2.2.20. Betrachten wir die Rekursionsgleichung
ay, = 5a,_1—8ay—p +4a,-3, n=3,
mit den Anfangsbedingungen
ap=-1,a1 =1,ap =7.

Wir multiplizieren beide Seiten der Rekursion mit z"" und summieren iiber alle n > 3
(im allgemeinen Fall summiert man iiber n > k, wenn k die Ordnung der Rekursion
ist).

Wenn man die erzeugende Funktion der Folge (ay)’_, mit a (z) bezeichnet, also

a(z) = Zanzn,

n>0
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dann kann man das so schreiben:
a(z) -7z —z+1=>5z(a(z) —z+1)-82%(a(z) +1) +4z%a (z).

Daraus rechnet man a (z) aus:
—62% + 62— 1

1) =5, a2 as

Es ist klar, daf8 das auch im allgemeinen funktioniert — als Ergebnis wird man die
erzeugende Funktion immer als rationale Funktion erhalten, also als Quotienten von
pz)

Polynomen: f (z) = )

Mit dem Taylorschen Lehrsatz der Analysis konnten wir nun direkt die Reihen-
entwicklung bestimmen; wir konnen aber zweckmafliger wie folgt vorgehen.
Bekanntlich besagt der Fundamentalsatz der Algebra, dafs man ein Polynom mit
komplexen Koeffizienten immer in Linearfaktoren zerlegen kann. Aus der Ana-
lysis kennen wir die Partialbruchzerlegung, die fiir die Integration rationaler
Funktionen gebraucht wird.

Sarz 2.2.21 (Partialbruchzerlegung). Sei f (z) = % eine rationale Funktion, sei d,,

der Grad von p und d, der Grad von q, und sei die Zerlegung in Linearfaktoren fiir g
bekannt:

q (Z) = (1 — 0(12)31 (1 — azz)ez - (1 _ afz)e,g.
Dann kann man f in der Form

Ci1 Ci2 Cie,
—R ’ ’ oo — 1
f(z) =R(z) + 1= o) - a2 4t o)
Cer Ceo Cee,
’ ’ R S O R Y
Tt A T T T T e Y

schreiben, mit gewissen eindeutig bestimmten Koeffizienten C;; € C und einem ein-
deutig bestimmten Polynom R vom Grad dy — dy; falls dy > d,, ist R = 0.

In jedem konkreten Fall ist die Partialbruchzerlegung immer “leicht” durch-
zufiithren (wenn man einmal das Nennerpolynom faktorisiert hat): Zunéchst
bestimmen wir (falls notwendig, d.h., falls d,, > d;) das Polynom R durch Divi-
sion mit Rest, und lesen dann (2.34) als “unbestimmten Ansatz” tiir die gesuchten
Koeffizienten C; ;. Wenn wir dann die rechte Seite von (2.34) auf gleichen Nenner
bringen, erhalten wir durch Koeffizientenvergleich ein lineares Gleichungssystem,
das wir mit den bekannten Methoden der Linearen Algebra l6sen konnen.

BeispieL 2.2.22. Wir fiihren unser obiges Beispiel fort und bestimmen zunichst die
Faktorisierung fiir das Nennerpolynom:

=622+ 6z-1
"2 = Aoz

Das Polynom R ist hier 0, da der Grad des Zihlerpolynoms (2) kleiner ist als der Grad
des Nennerpolynoms (3).
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Als niichstes bestimmen wir die Partialbruchzerlegung mit dem unbestimmten An-

satz:
-6z +62z—1 A B C

(1-222(1-2) 1-2z (1-222 1-2'
Wir bringen die rechte Seite auf gleichen Nenner und kiirzen:
62 +6z-1=A(1-22)(1-2) +B(1-2z)+C(1-22)>
Wir multiplizieren die rechte Seite aus und erhalten
—62° +6z-1= (2A4+4C)z> -~ (BA+B+4C)z+ (A+B+C).

Koeffizientenvergleich fiir z°, z! und 22 liefert drei Gleichungen in den drei Unbekannten
A,B,C:

-6 =2A+4C
6 =-3A-B-4C

-1=A+B+C
Als Losung erhalten wir A = =1, B = 1 und C = —1. Somit ldsst sich unsere
erzeugende Funktion als

1 1 1
7(2) = 122 (1-22)2 1-z

schreiben.
Alle Briiche auf der rechten Seite haben die Gestalt L (es ist Klar, daf$ das auch

(1+az)"
auch im allgemeinen gilt!) und sind somit Binomialreihen, die wir explizit hinschreiben

konnen:
a(z) =- Z 2"z" 4 Z(n +1)2"z" — Z Z".
n>0 n>0 n>0
Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir die Formel
a, =n2" —1.

Wir kénnen diese Methode zur Losung linearer Rekursionen wie folgt zusam-
menfassen:

(1) Gewinne aus der Rekursion eine Gleichung fiir die erzeugende Funktion: Mul-
tipliziere beide Seiten mit z", summiere tiber alle 7.

(2) Lose die Gleichung fiir die erzeugende Funktion: Man erhilt in jedem Fall
eine rationale Funktion.

(3) Fiihre die Partialbruchzerlequng durch.

(4) Entwickle die entstandenen Briiche in Binomialreihen.

(5) Lies die Koeffizienten ab.

Aus unseren Uberlegungen kénnen wir das folgende Korollar ableiten:
Kororrar 2.2.23. Gegeben sei die Rekursion
Ay = C1ay—1 + C2ap—2 + -+ Crly—i, N2k

Wir nehmen weiters an, daf$ das zugehorige charakteristische Polynom die Faktori-
sierung

T—cx—cox® — =l = (1= )1 (1 — apx)®2 -+ (1 — ap)
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besitzt.

Dann hat jede Losung der Rekursion die Gestalt

a, = Pl(n)ag’ +Py(n)ag +--- + Pg(n)ag,
wo P;(n) ein Polynom in n vom Grad e; — 1%
Folge (ay,) eine Losung der Rekursion.

ist. Umgekehrt ist jede derart gegebene

Aufgabe 34 (x x): Finde einen geschlossenen Ausdruck fiir die Glieder der Folge (an)nen,, die
der Rekursion a, = a,—1 + 2a,— + (—=1)" mit den Anfangsbedingungen ay = a; = 1 genligt.

Aufgabe 35 (x x): Finde einen geschlossenen Ausdruck fiir die Glieder der Folge (a.)neN,,
die der Rekursion a,, = —a,_1 + 5a,,—p — 3a,—3 mit den Anfangsbedingungen ay = 7, a; = —12,
a, = 49 genligt.

Aufgabe 36 (x x): Finde einen geschlossenen Ausdruck fiir die Glieder der Folge (a,)nenN,, die
der Rekursion a, = 6a,_1 —4a,_, mit den Anfangsbedingungen ag = 1, a1 = 3 genligt. Zeige,

daBa, = [0

Aufgabe 37 (x x): Ldse die Rekursion a, = 3a,,_1 —a,—p mit den Anfangsbedingungen ag = 1,
1 = 2. Hat das etwas mit Fibonaccizahlen zu tun?

Aufgabe 38 (x x x): Auf wieviele Arten kann ein Pfeiler, der die Form eines 2 x 2 x n-Quaders
besitzt, aus 2 x 1 x 1-Ziegeln aufgebaut werden?

Anleitung: Sei a,, die gesuchte Zahl und b,, die entsprechende Anzahl, einen 2 x 2 x n-Pfeiler,
dem in der obersten Ebene ein Ziegel fehlt, aus solchen Ziegeln zusammenzusetzen. Zeige
zunéchst die Rekurrenzen

an = 2a,1 +4b,_1 +ay2 +[n=0],
by =ap-1+0by-1 .

Leite daraus 2 Gleichungen fiir die entsprechenden erzeugenden Funktionen her und gewinne
daraus die gesuchte erzeugende Funktion.

2.2.4. Nochmals die Catalan-Zahlen. Wir betrachten noch einmal die Re-
kursion (2.20) fiir die Triangulierungen des (1 + 2)-Ecks. Wieder multiplizieren
wir beide Seiten mit z" in (2.20) und summieren tiber alle n > 3 auf. Diesmal de-
tinieren wir (aus rein “technischen Griinden”) die erzeugende Funktion “etwas
verschoben”:

F(z)=)Y f(n+2)z"
n>0

Wir erhalten die Funktionalgleichung
2F (z) - 22 = 2°F (2)?,
oder dquivalent
zF(z)*=F(z)+1=0.
Das ist eine quadratische Gleichung in F, die wir 16sen konnen:

1+ V1-4z
Fla)=—73—

13penn (7,) ist ein Polynom in # vom Grad e — 1.
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Nur eine dieser Losungen ist eine Potenzreihenlésung (ndmlich die mit dem
Minuszeichen'#):
F(z) = 1- \/1—42:.
2z
Benutzt man wieder die Binomialreihenentwicklung, dann erhélt man:

— (1= 1/2
F(2) = 1 (12242)

n=0 (TZ+1)'
@m)!t
;‘) (n+1)!n!

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir also wieder die Catalan-Zahlen aus
(2.19) als Koeffizienten; es gilt also f (1 +2) = C,.

Aufgabe 39 (x x): Bestimme jene eindeutig bestimmte Folge (a,)nenN,, fir die ag = 1 und

n

Z Ay — 1

k=0
far alle n € IN gilt.

2.2.5. Nochmals die Stirling-Zahlen der zweiten Art. Wir wollen nun er-
zeugende Funktionen fiir die Stirling—Zahlen zweiter Art finden. Ganz analog
zu den bisherigen Beispielen beginnen wir mit einer Rekursion:

Sn,k - Sn—l,k—l +k- Sn—l,k-
Dies ergibt sich im wesentlichen aus der Summenregel, denn die Menge aller
Partitionen von [n] zerfallt in zwei disjunkte Teilmengen, ndmlich

e Jene Partitionen, bei denen 1 einen eigenen Block bildet,

¢ und jene Partitionen, bei denen 7 keinen eigenen Block bildet.
Im ersten Fall konnen wir den Singleton-Block {n} weglassen und erhalten eine
Partition von von [n —1] in (k—1) Blocke — die Anzahl dieser Partitionen ist
Sn-1j-1-
Im zweiten Fall konnen wir das Element n aus seinem Block entfernen: Ubrig
bleibt eine Partition von [n — 1] in k Blocke — die Anzahl dieser Partitionen ist
Sy-1); und aus jeder solchen Partition kénnen wir k verschiedene Partitionen

Wiy Analytiker: Die andere Losung hat einen Pol bei 0.
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von [1n] machen, indem wir das Element 7 in einen der k Blocke “dazustecken”.
Insgesamt sehen wir: Die Anzahl der Partitionen im zweiten Fall ist k- S,,_ .

Zn—l

Nun multiplizieren wir beide Seiten der Rekursion mit =] (diese Modifikation

stellt sich als bequem heraus) und summieren {iiber alle n > 1. Betrachten wir
die “modifizierte erzeugende Funktion”

Zn
Sk (z) == Z Sn,ka

n>0

(man nennt diese Form auch die exponentiell erzeugende Funktion). Dann erhalten
wir fiir alle k

D S (z) = Sk-1(2) + k- Sk (2),
also ein unendliches System von Differentialgleichungen.

Als Anfangsbedingung haben wir Sg (z) = 1, also haben wir fir k = 1 die
Differentialgleichung:

DSi(z) =S0(z) +S1(z) =1+ 51 (2).

Diese lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten 1af3t sich (mit Me-
thoden aus der Vorlesung “Differentialgleichungen”. . .) leicht 16sen; wir geben
hier die Losung einfach an (dafs sie richtig ist, ist sehr leicht zu sehen):

51 (Z) = -1
Fiir k = 2 haben wir dann die Differentialgleichung;:
DSy (z) =51 (2) +25(z) =& =14 25, (z).

Wieder borgen wir uns die Losung von der Theorie der Differentialgleichungen
(die Richtigkeit ist sofort leicht nachpriifbar):

(e -1p?
52 (Z) = ) .
Etwas kithn vermuten wir schon an dieser Stelle die allgemeine Losung
(e ~1)¢
Sk (z) = o (2.35)

deren Richtigkeit wir ohne Schwierigkeiten durch Induktion nach k nachrech-
nen kénnen.

Aus dem Binomischen Lehrsatz folgt nun

&@zﬁiQwa,

i=0
und durch Koeffizientenvergleich erhalten wir

k

S(n, k) = %Z (I;)(—l)k‘ii”; (2.36)
T =0

dasselbe Ergebnis wie in (2.15).
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2.2.6. Nochmals die Stirling-Zahlen der ersten Art. Nun wollen wir auch
noch die exponentiell erzeugende Funktionen
n

Z
sk (z) := an,kﬁ

n>0

tir die Stirling—Zahlen der ersten Art ausrechnen; analog zu (2.35).
Wir ersetzen zuerst in der Rekursion (2.6) ¢ (1, k) durch (—1)n_k Sn:
Snk = Sn-1h-1— (M —1)8y 1
Zn—l
(n-1)!
alle n. Dadurch erhalten wir fiir alle k die Differentialgleichung

Dsy (z) = sg-1(z) =z Dsi (z),

Dann multiplizieren wir wieder beide Seiten mit und summieren tiiber

oder dquivalent
(1+2)Dsg (z) = 51 (2).-

Die Anfangsbedingung lautet sy (z) = 1. Es ist wieder nicht schwer'®, die allge-
meine Losung zu erraten:

k
5 (2) = W. (2.37)

Die Richtigkeit dieser Losung ist leicht (durch Induktion nach k) nachpriifbar.

BEMERKUNG 2.2.24. Wenn man die Gestalt der erzeugenden Funktionen fiir die Stirling—
Zahlen erster und zweiter Art (also Gleichungen (2.37) und (2.35)) vergleicht, dann
sieht man, dafs erstere durch log(1 + z) “erzeugt” werden, wihrend letztere durch
e* — 1 “erzeugt” werden. Diese beiden Reihen sind zueinander (beziiglich der Zusam-
mensetzung) invers. Es ist kein Zufall, daf$ auch die Matrizen der Stirling—Zahlen der
ersten und zweiten Art zueinander invers sind (wie wir zuvor gesehen haben): Es gibt
eine ganze Theorie, die sich um diesen Sachverhalt (und andere) rankt, den sogenannten
Umbralen Kalkl, siehe dazu [6].

2.2.7. (Zahl-)Partitionen. Eine (Zahl-)Partition einer natiirlichen Zahl » ist
“eine Komposition von 7, bei der es auf die Reihenfolge nicht ankommt”:

DerINITION 2.2.25. Eine (Zahl-)Partition von n € Z* (mit k Teilen) ist eine Darstel-
lung von n als Summe natiirlicher Zahlen

n=ay+ax+---+ag,

wobei es auf die Reihenfolge der Summanden nicht ankommt — daher konnen wir
annehmen, dafS die Teile (also die Summanden) in absteigender Grofie numeriert sind,
alsoay > ay > --- > ay.

Die Anzahl aller (Zahl-)Partitionen von n bezeichnen wir mit p (n).

Speziell setzen wir p (0) = 1 — wenn man will, kann man das so sehen, dafl die einzige
Partition von 0 die leere Summe Z?Zl a; ist.

15 wenn man Kenntnisse aus Differentialgleichungen hat . ..
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BEMERKUNG 2.2.26. In der Regel nennt man diese Objekte einfach Partitionen; wir
verwenden hier die Bezeichnung (Zahl-)Partitionen, um eine Verwechslung mit den
Mengen-Partitionen zu vermeiden.

BeispieL 2.2.27. Die ersten 5 Werte von p (n) lauten:

i=1
p()=1:1=(1),
p(2)=2:2=(2)=(1+1)
p(3)=3:3=03)=02+1)=(1+1+1),
p(4)=5:4=(4)=0B+1)=02+2)=2+1+1) =(1+1+1+1).

Die niichsten Werte lauten p (5) = 7 und p (6) = 11. Die Folge wiichst sehr schnell,
2.B. ist p (100) = 190569292.

Fiir die Zahlenfolge (p (1)), gibt es keine so einfache Formel wie fiir die Folge
der Kompositionen; aber die erzeugende Funktion dieser Folge konnen wir sehr

kompakt als unendliches Produkt!® schreiben.

Sarz 2.2.28. Sei H € IN, und sei p (H,n) die Anzahl aller (Zahl-)Partitionen von n,
deren Teile simtlich Elemente aus H sind. (Die “normale Funktion” p (n) ist also gleich
p (N, n).) Dann gilt fiir die erzeugende Funktion

Beweis. Der ganze Beweis besteht lediglich in simplem Ausmultiplizieren!

Hl—z” —H (1+2" 422+ + )

neH

:(1+Zh1+zzh1+23h1+m)
X(1+th+22h2+23h2+m)
X(1+Zh3+22h3+z3h3_|_...)

X
= Z Z Z . gt ik Fighs+--
B 7

i1201>01i3>0

und den Exponenten von z deuten wir als die Partition

i+ +h+th++ht+h++ha+--|,

i1—mal ip—mal iz—mal

16Eigentlich haben wir unendliche Produkte noch nicht “formal eingefiihrt”, aber nach
unseren guten Erfahrungen mit formalen Potenzreihen sind wir wohl gut vorbereitet.
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die natiirlich nur Teile i; € H enthilt. Die Potenz z" kommt also in der Entwick-
lung so oft vor, wie es Partitionen von n mit Teilen aus H gibt. O

Aufgabe 40 (x x): Sei p* (n) die Anzahl aller Partitionen von n, bei denen

der Teil 1 beliebig oft vorkommen kann,

der Teil 3 héchstens 4—mal vorkommen darf,

der Teil 7 entweder gar nicht oder genau 2—mal vorkommen darf,
und sonst keine andren Teile vorkommen dlirfen.

Wie sieht die erzeugende Funktion der Folge (p* (n)),,_, aus?

Aufgabe 41 (x x): Beweise, daf3 die Anzahl der (Zahl-)Partitionen von n, deren Summanden
alle nicht durch 3 teilbar sind, gleich ist der Anzahl der Partitionen, in denen kein Summand
mehr als zweimal erscheint.

Beispiel: 4 =4,2+2,2+1+1, 1+ 1+ 1+ 1 beziehungsweise4 =4, 3+1,2+2,24+1+1.
(Anleitung: Driicke beide Anzahlen unter Verwendung des Prinzipes der Inklusion—Exklusion
durch die Partitionsfunktion p(.) aus, wobei p(n) alle Partitionen von n bezeichnet.)

Wir konnen hier nicht weiter auf (Zahl-)Partitionen eingehen: Eine Fiille an
Material zu diesem Thema findet man in [2].






KAPITEL 3
Graphen und Netzwerke

3.1. Graphen und Digraphen

Den Begriff Graph haben wir bereits im einleitenden Kapitel kennengelernt. Fiir
manche Zwecke ist es aber notwendig, die Definition 1.3.2, die wir dort gegeben
haben, zu erweitern. (Wir betrachten hier nur endliche Graphen.)

DeriNiTION 3.1.1. Ein Graph G ist gegeben durch eine (endliche) Menge V von Knoten
und eine (endliche) Multimenge E von Kanten. In Erweiterung von Definition 1.3.2
lassen wir als Kanten nun auch zu:

e Schlingen: Unter einer Schlinge verstehen wir eine Kante, die einen Knoten v
mit sich selbst verbindet; eine Schlinge entspricht also der Multimenge {v, v}.

Abstrakt: Fiir einen Graphen mit Schlingen ist E gegeben durch eine Teilmenge
der Familie der 2—elementigen Multimengen von V.

o mehrfache Kanten: Von einer mehrfachen Kante sprechen wir, wenn ein und
dasselbe Paar von Knoten durch mehrere Kanten verbunden ist. (Falls ein
und derselbe Knoten durch mehrere Schlingen mit sich selbst verbunden ist,
sprechen wir von mehrfachen Schlingen.)

Abstrakt: Fiir einen Graphen mit mehrfachen Kanten und Schlingen ist E
gegeben durch eine Multimenge der Familie der 2—elementigen Multimengen
von V.

Einen Graphen ohne Schlingen und ohne mehrfache Kanten bezeichnen wir ab jetzt als
einfachen Graphen.

Die folgende Graphik illustriert diesen Begrift:

BemerkuNG 3.1.2. Eine Schlinge {v, v} trigt 2 zum Grad (siehe Definition 1.4.1) von
v bei; sie wird als mit v inzidente Kante also “doppelt gezihlt”.

Weiters brauchen wir eine Spezialisierung des Begriffs Wanderung (siehe Defi-
nition 1.3.2).

DerintTiON 3.1.3. Sei G ein Graph. Eine Wanderung v, vy, ...,v, in G mit der
Eigenschaft, daf3

63
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e alle Knoten (aufSer eventuell der erste und der letzte) verschieden sind (d.h.:
fir0<i<j<mn, (i,j) # (0,n) gilt v; # v}),
e und alle Kanten {v;_1, v;} verschieden sind’,

nennen wir

o cinen Weg von vy nach v, wenn vy # vy,
e cinen Kreis, wenn vy = vy,.

BeMERKUNG 3.1.4. Eine Schlinge ist ein Spezialfall eines Kreises. Die scheinbar iiberfliissige
Bedingung, daf$ alle Kanten verschieden sein sollen, spielt nur in einem weiteren Spe-
zialfall eine Rolle: (vy, v1,vo) kann ein Kreis sein — aber nur dann, wenn {vg, v1} eine
mehrfache Kante ist.

Fiir Fragen des Zusammenhangs (siehe Definition 1.3.5) in Graphen ist es egal,
ob wir Wanderungen oder Wege betrachten:

ProrositioN 3.1.5. Sei G ein Graph. Zwei Knoten v, u in G sind genau dann durch
einen Weg verbunden, wenn sie durch eine Wanderung verbunden sind.

Beweis. Jeder Weg ist eine Wanderung, daher ist die eine Richtung klar.

Umgekehrt tiberlegen wir, daf$ jede Wanderung v = vy, vy, ...,v; = u zu einem
Weg “verkiirzt” werden kann: Solange es einen Knoten w in der Wanderung
gibt, der mehrfach vorkommt, schneiden wir das Stiick zwischen dem ersten
und letzten Vorkommnis von w heraus:

Vs y Uy WyeeoyW ,0pyen,On|— (00,0, 00, W, 0m,...,04).
————
ausschneiden!

Wenn es keinen solchen Knoten (mehr) gibt, haben wir einen Weg vor uns, der
v mit u verbindet. m|

Aufgabe 42 (x x): Sei G ein einfacher Graph mit n Knoten; und sei fir je zwei Knoten v1, vy,
die nicht durch eine Kante verbunden sind, die Summe ihrer Grade mindestens n — 1. Zeige: G
ist zusammenhéngend.

DeriNtTION 3.1.6. Sei G (V, E) ein Graph. Die Adjazenzmatrix von G ist eine |V| X
|V| Matrix A (G), deren Zeilen und Spalten wir uns durch die Knoten aus V bezeichnet
denken, und deren Eintrag in Zeile v;, Spalte v; gleich der Vielfachheit von {v,-, v]-} inE
ist.

Aufgabe 43 (x x): Sei G ein Graph mit Adjazenzmatrix A = A (G). Zeige: Der Eintrag in Zeile
v;, Spalte v; in A™ ist gleich der Anzahl der Wanderungen der Lange m von v; nach v;.

BeMERKUNG 3.1.7. Klarerweise ist A (G) eine reelle symmetrische Matrix und daher
diagonalisierbar: Die Untersuchung ihrer Eigenwerte kann interessante Aussagen iiber
den zugrundeliegenden Graphen liefern, siehe etwa das Lehrbuch von N. Biggs [3].

Diese Bedingung wird nur fiir einen Spezialfall benétigt: (vo, v1,v9) kann nur dann ein
Kreis sein, wenn es zwei verschiedene Kanten von vy nach v, gibt!
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3.2. Baume und Wailder

DeriNiTION 3.2.1. Ein Wald ist ein Graph, der keinen Kreis enthiilt.
Ein Baum ist ein zusammenhingender Wald.
Ein Knoten vom Grad 1 in einem Wald heifit ein Blatt.

Diese vom botanischen Standpunkt abwegige Definition wird etwas plausibler,
wenn man sich vor Augen hélt, daf8 die Zusammenhangskomponenten (siehe De-
tinition 1.3.5) eines Waldes Badume sind. Die folgende Graphik zeigt einen Wald
mit drei Baumen; seine Blétter sind hier als Rhomben gezeichnet:

Ein Wald besteht

aus Baumen!

Bdume haben wir bereits (in Form von Entscheidungsbiumen) in Abschnitt 1.5
kennengelernt: Das “Wesen” eines Baumes ist, daf8 sich seine Aste “immer
weiter verzweigen” konnen, aber niemals “zusammenwachsen” (was einen
Kreis ergeben wiirde).

LemMA 3.2.2. Ein Baum T mit n > 1 Knoten hat (mindestens) ein Blatt.

Beweis. Angenommen, es gidbe keinen Knoten vom Grad 1. Da ein Baum zu-
sammenhdngend ist, gibt es (aufler fiir n = 1) keinen isolierten Knoten (das
ist ein Knoten vom Grad 0, der eine eigene Zusammenhangskomponente dar-
stellt). Daher miifite also jeder Knoten Grad mindestens 2 haben. Dies wiederum
wiirde bedeuten, daf es beliebig lange Wanderungen in T gibt, bei denen nie-
mals eine Kante zweimal unmittelbar hintereinander durchlaufen wird. Es wiirde
also eine solche Wanderung w geben, deren Lange grofier ist als n: Darin muf3
es dann aber notwendigerweise (mindestens) einen Knoten geben, der (min-
destens) zweimal vorkommt. Ein minimaler Abschnitt in w? von einem solchen
Knoten v zu dem néchsten Auftreten von v in der Wanderung

.., v,...,0 L
N——
geschlossener Weg = Kreis!

wiirde einen Kreis bilden (denn der Abschnitt kann nicht vom Typ (v, x, v) sein,
da niemals eine Kante unmittelbar hintereinander zweimal durchlaufen wird);
ein Widerspruch. O

2Genauer: Sei w = (v1,v2,...,04). Ordne die Menge aller Paare (i,j) mit1 <i < j<n
und v; = v, durch (i,j) < (k1) :© i > kund j < | (“Intervall-Inklusion”): In dieser teilweise
geordneten Menge gibt es minimale Elemente.
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Ein zusammenhiingender Graph hat “relativ viele Kanten”, ein Graph ohne Kreise
hat “relativ wenige Kanten”: Fiir einen Baum mit n Knoten ist die Anzahl seiner
Kanten eindeutig festgelegt, wie das nédchste Resultat zeigt.

Lemma 3.2.3. Ein Baum T mit genau n Knoten hat genau n — 1 Kanten.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung mit Induktion. Die Sache ist klar fiir n = 1
(denn die einzigen moglichen Kanten in diesem Fall waren Schlingen, die bilden
aber Kreise).

Fiir den Induktionsschritt von n — 1 auf n wahlen wir ein Blatt, also einen Knoten
vvom Grad 1 in T (den es nach Lemma 3.2.2 geben muf3) und betrachten den
Graphen T — v, der aus T entsteht, wenn wir den Knoten v zusammen mit der
(einzigen) inzidenten Kante entfernen. T — v hat n — 1 Knoten, enthélt keinen
Kreis und ist zusammenhéingend (denn kein Weg in T, der zwei Knoten x, y # v
verbindet, kann den Knoten v enthalten): T — v ist also ein Baum und hat nach
Induktionsvoraussetzung n — 2 Kanten, T hat also n — 1 Kanten. m|

KoroLrLAR 3.2.4. Ein Baum T mit n > 1 Knoten hat (mindestens) zwei Bliitter.

Beweis. Wir erinnern uns an Proposition 1.4.2:

Y deg(v) =2:|E(T)| =2 (n-1).

veV(T)

Angenommen, es gédbe nur ein Blatt b, dann wiére

Y deg(v)=1+ ) deg(v)2 1+2-(n-1),

0eV(T) 0eV (T)\{b} "“’2""
>

ein Widerspruch. O

Kororrar 3.2.5. Ein Wald mit n Knoten und m Zusammenhangskomponenten hat
n —m Kanten; insbesondere hat er also hochstens n — 1 Kanten (mit Gleichheit dann
und nur dann, wenn er ein Baum ist).

Beweis. Fiir einen Wald F mit n Knoten und mit m Komponenten Ty, ..., T, die
jeweils ay, ..., a, Knoten enthalten, gilt 27’:1 a; = n. Jede Komponente T; ist ein
Baum und hat nach Lemma 3.2.3 also 4; — 1 Kanten. Also hat F
m
Z (ai—1)=n-m
i=1
Kanten. m|

Kororrar 3.2.6. Ein zusammenhdngender Graph mit n Knoten hat mindestens
n —1 Kanten; er hat genau n — 1 Kanten dann und nur dann, wenn er ein Baum ist.

Beweis. Wir betrachten einen beliebigen zusammenhédngenden Graphen G, der
kein Baum ist. Dann gibt es also einen Kreis C in G. Sei e eine Kante in C,
und sei G — e der Graph, der aus G durch das Entfernen von e entsteht. G — e
ist noch immer zusammenhidngend (denn in jeder Wanderung in G, die die
Kante e benutzt, kann e durch den Weg C — e ersetzt werden). Dieses “Zerstoren
von Kreisen” konnen wir solange wiederholen, bis ein Baum entstanden ist:
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Angenommen, wir brauchen dafiir r Schritte, dann enthélt der urspriingliche
Graph G also n — 1 4 r Kanten, r > 0. |

DeriNiTION 3.2.7. Sei G = G (V, E) ein Graph. Ein Teilgraph H = H (Vy, Eg) von
G heifit spannender Teilgraph, wenn Vg = V.

Ein spannender Teilgraph von G, der ein Wald bzw. ein Baum ist, heif§t spannender
Wald bzw. spannender Baum von G.

KororraRr 3.2.8. Jeder zusammenhingende Graph hat einen spannenden Baum.

Beweis. Das folgt an sich sofort aus dem Beweis fiir Korollar 3.2.6. Wir geben
hier aber einen zweiten “algorithmischen” Beweis.
Sei G (V, E) ein zusammenhingender Graph.

/% Initialisierung: */
S(—(Z),T<—T(V,S)

/% Schleife: Wird wiederholt, solange die Bedingung erfiillt ist. *

while (Bedingung: Der T ist nicht zusammenhéngend.) do
Wihle eine beliebige Kante e € E, die Knoten in verschiedenen Zusammen-
hangskomponenten von T verbindet,
S « SU e}
T«T(V,S)
end while

1: Man findet in jedem Schritt eine geeignete Kante e: Denn sei Z eine Zusam-
menhangskomponente von T und Y der “restliche Graph” (also die tibrigen
Zusammenhangskomponenten). Seien z bzw. y zwei Knoten aus Zbzw. Y. In G
gibt es einen Weg, der z mit y verbindet — der muf$ eine Kante e enthalten, die
“Z mit Y verbindet” (d.h., einen Knoten aus Z und einen aus Y enthilt). Diese
Kante e ist eine geeignete Wahl im Wiederholungsschritt.

2: Der Graph T enthilt keine Kreise: Denn im Initialisierungsschritt ist das
klar. Und durch das Hinzuftigen der Kanten e (deren Existenz wir eben gezeigt
haben) zu einem Graphen ohne Kreise kann kein Kreis C entstehen, denn dieser
miifite die Kante e enthalten — diese verbindet aber nach Konstruktion zwei
verschiedene Zusammenhangskomponenten Z; und Z,. (C miifite ja die Kante
e “benutzen”, um von Z; nach Z, zu gelangen — aber fiir die “Riickkehr” von
Z, nach Z; steht ja wieder nur dieselbe Kante ¢ zur Verfiigung.) m|

3.3. Minimale spannende Baume

Angenommen, wir miifiten n Stadte durch Glasfaserkabel verbinden, sodafs ein
zusammenhdngendes Computernetzwerk entsteht. Die Kosten fiir die Verle-
gung eines Verbindungskabels seien fiir jedes Paar von Stadten gegeben. Die
Frage ist, wie diese Verkabelung am billigsten geschehen kann. Diese Problem-
stellung konnen wir wie folgt formalisieren:

DeriNiTION 3.3.1. Sei G ein zusammenhiingender Graph mit einer Gewichtsfunk-
tion w : E — R\ {0} auf der Menge seiner Kanten. In der Familie aller zusam-
menhingenden spannenden Teilgraphen von G betrachten wir jenen, K, fiir den das
Gesamtgewicht der Kanten von K minimal ist: Dieser Graph ist notwendigerweise ein
Baum und wird minimaler spannender Baum genannt.

“Spannend” nicht
im  Sinne von
“aufregend”,

sondern von

“aufspannend”.
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Einen minimalen spannenden Baum kann man mit einem sehr einfachen Algo-
rithmus finden, der den Algorithmus aus dem Beweis von Korollorar 3.2.8 zur
Konstruktion eines (normalen) spannenden Baumes spezialisiert. Das Verfahren
wurde zuerst von Kruskal beschrieben und heifst daher Kruskals Algorithmus; es

ist ein Beispiel fiir einen Greedy Algorithm (also “gierigen Algorithmus”?).

Prorosrrion 3.3.2 (Kruskals Greedy Algorithmus). Sei G (V, E) ein zusammenhin-
gender Graph mit einer Gewichtsfunktion w : E — R auf der Menge seiner Kanten.
Der folgende “greedy algorithm™ liefert einen minimalen spannenden Baum:

/% Initialisierung: */

S—0,T<T(V(G),S).

/% Schleife: Wird wiederholt, solange die Bedingung erfiillt ist.

while (Bedingung: Der T ist nicht zusammenhingend.) do
Wiihle unter den Kanten in E (G), die Knoten in verschiedenen Zusammenhangs-
komponenten von T verbinden, eine von minimalem Gewicht (deshalb heifst das
Verfahren “gieriger” Algorithmus), e,

S «—=SUle}
T—=T(V(G),S).
end while

BersrieL 3.3.3. Das linke Bild in der folgenden Graphik zeigt einen zusammenhingenden
Graphen mit 4 Knoten; die Gewichte der Kanten sind in kleine Kistchen eingetragen.

Das rechte Bild zeigt den (in diesem Fall eindeutigen) minimalen spannenden Baum,
der aus den drei Kanten mit den kleinsten Gewichten besteht: Es ist offensichtlich, daf3
der Greedy Algorithm hier das richtige Ergebnis liefert.

Beweis. Dafs der Algorithmus einen spannenden Baum liefert, wissen wir be-
reits: Zu zeigen ist also, dafs das Resultat ein minimaler spannender Baum ist.

Sei n die Anzahl der Knoten von G, und seiey, .. ., e,-1 die Folge der Kanten von
T in der Reihenfolge, wie sie vom greedy algorithm gewéhlt werden. Es gilt:

w(e) <~ <wley).

Angenommen, es gibe einen spannenden Baum mit Kanten fi,..., f,—1, die
auch nach dem Gewicht geordnet seien, also

w(fi) < <@ (fu),

3Denn in “gierigiger” Weise wird immer die unmittelbar giinstigste Kante gewéhlt; siehe
auch http://en.wikipedia.org/wiki/Greedy_algorithm.
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der ein kleineres Gesamtgewicht der Kanten hat, also

n-1 n-1
Y o(f)<) o).
i=1 i=1

Nun wihle k minimal, sodafs

k k
Yo(f) <Y wle).
i=1 i=1

Esistsicher k > 1, denn der greedy algorithm w&hlt im ersten Schritt eine Kante
von minimalem Gewicht. Es gilt also nach Wahl von k

k-1 k-1
Y o(f) =) wle),
i=1 i=1

w(fi) < <o(fi) <wl(er).
Das wiederum heifst: Der greedy algorithm wahlt im k-ten Schritt Kante e, und
keine der Kanten fi, ..., fi, die kleineres Gewicht haben.
Also kann keine der Kanten fi, ..., fy verschiedene Zusammenhangskompo-
nenten im Graphen

daher mufs gelten:

T°=T(V,{er,...,ex_1})
verbinden.

Das bedeutet aber, dafs die Knotenmenge jeder Zusammenhangskomponente
von
T =T(V,{fi,-- fi)

in der Knotenmengen einer Zusammenhangskomponente von T¢ enthalten ist,
insbesondere hat also T/ mindestens so viele Zusammenhangskomponenten
wie T°.

Dies ist aber ein Widerspruch, denn T¢ und T/ sind Wilder, und die Anzahl
ihrer Komponenten istn — (k—1) > n —k. |

3.4. Travelling Salesman Problem

Angenommen, wir miifiten eine Rundreise durch n Stadte planen und dabei jede
Stadt genau einmal aufsuchen. Wie im vorigen Abschnitt sind die Kosten fiir
die Reise fiir jedes Paar von Stdadten gegeben. Die Frage ist, wie diese Rundreise
am billigsten geschehen kann. Diese Problemstellung konnen wir wie folgt
formalisieren:

DerintTION 3.4.1. Ein Kreis in einem Graphen G, der alle Knoten von G enthiilt, heifst
Hamiltonscher Kreis.

Sei K, der vollstindige Graph mit n Knoten, und sei eine Gewichtsfunktion w : E —
R auf der Menge seiner Kanten gegeben. In der Familie aller Hamiltonschen Kreise
des Ky, betrachten wir jenen, H, fiir den das Gesamtgewicht seiner Kanten minimal
ist: Dieser Kreis ist eine Losung fiir das mit K,, und Gewichtsfunktion w verbundene
Travelling Salesman Problem (die Lisung des Problems ist also ein minimaler
Hamiltonscher Kreis).

Kurz

ken!

nachden-
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Das Travelling Salesman Problem ist eine viel komplexere Aufgabe als die Kon-
struktion eines minimalen spannenden Baumes: Es ist bis heute nicht klar, ob
die Losung im allgemeinen “wesentlich effizienter” gefunden werden kann
als durch das Durchprobieren aller moglichen zyklischen Permutationen der n
Knoten (dieser “triviale Algorithmus” braucht (1 — 1)! Schritte*). Es gibt aber in
speziellen Fillen immerhin ndherungsweise Resultate.

DeriNiTION 3.4.2. Sei K, der vollstindige Graph mit n Knoten, und sei eine Ge-
wichtsfunktion @ : E — R auf der Menge seiner Kanten gegeben. Wir sagen,
die Gewichtsfunktion erfiillt die Dreiecksungleichung, wenn fiir je drei paarweise
verschiedene Knoten a, b und c gilt:

w ({a,b}) + @ ({b,c}) = w ({a,c})

Sarz 3.4.3. Sei K, der vollstindige Graph mit n Knoten, und sei eine Gewichtsfunk-
tion w : E — R auf der Menge seiner Kanten gegeben, die die Dreiecksungleichung
erfiillt. Sei m bzw. M das Gesamtgewicht der Kanten eines minimalen spannenden
Baumes bzw. eines minimalen Hamiltonschen Kreises. Dann gilt:

m<M<2m.

Bewers. Dafs m < M ist, folgt einfach daraus, daff ein Hamiltonscher Kreis

natiirlich zusammenhdngend ist (und ein minimaler spannender Baum ist ein
zusammenhdngender Graph mit minimalem Gesamtgewicht der Kanten).

Die zweite Ungleichung sieht man wie folgt: Zunéchst konstruieren wir einen
minimalen spannenden Baum T in Kj,. Diesen Baum machen wir zu einem
Eulerschen Graphen (mit mehrfachen Kanten), indem wir alle seine Kanten
“verdoppeln”. In diesem Eulerschen Graphen konstruieren wir eine Eulersche
Wanderung. Um nun einen Hamiltonschen Kreis zu konstruieren, folgen wir
dieser Wanderung — aber immer, wenn wir einen Knoten erreichen, den wir
schon besucht hatten, setzen wir mit dem nichsten Knoten auf der Wanderung
fort, der noch nicht besucht wurde.

Es ist klar, daf3 so ein Hamiltonscher Kreis C entsteht — die Frage ist, wie
grofs das Gewicht der Kanten von C ist. Nach Konstruktion haben wir immer
“Abkiirzungen gemacht”, also Abschnitte v;,v;11,...,v; der Eulerschen Wan-

derung durch einfache Kanten (vi, v j) ersetzt: Wegen der Dreiecksungleichung®
ist aber

o ({vj,vi41}) +- -+ w ({v]-_l, U]‘}) > w ({vi, v]-}) ,
daher ist das Gewicht der Kanten von C < dem Gewicht der Kanten der Euler-
schen Wanderung, also < 2m. |

3.5. Digraphen und Netzwerke

Fiir verschiedene Anwendungen bendtigen wir eine weitere Variation des Be-
griffs Graph:

4Fiir nur 50 Stidte bréauchte man ja schon 6.082818640342675 x 1062 Schritte — das ist in der

Praxis nattirlich undurchfiihrbar.

5 .. und Induktion.
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DeriNiTION 3.5.1. Ein gerichteter Graph (englisch: directed graph, oder kurz Di-
graph) D = D (V, E) (mit mehrfachen Kanten) ist gegeben durch eine Menge V von
Knoten und eine Multimenge E der Familie der geordneten Paare von V.

Die Kanten eines gerichteten Graphen D besitzen also eine Orientierung, d.h., eine
Kante e = (v, u) verbindet nicht einfach Knoten v mit Knoten u, sondern fiihrt von
v nach u: v ist der Anfangsknoten der Kante, bezeichnet mit i(e), und u ist der
Endknoten der Kante, bezeichnet mit t (e). Der Eingangsgrad (englisch: in—degree)
eines Knoten v ist die Anzahl der Kanten e mit t (e) = v (die also nach v fiihren), und
der Ausgangsgrad (englisch: out-degree) ist die Anzahl der Kanten e mit i (e) = v
(die also von v zu anderen Knoten fiihren).

Wanderungen und Wege in gerichteten Graphen sind genauso definiert wie fiir “nor-
male” Graphen — nur daf$ die Kanten “in der richtigen Richtung benutzt” werden
miissen. D.h., wenn

00,01,+--,0n

eine Wanderung in D ist, dann miissen die geordneten Paare (v;_1,v;) fiiri =1,...,n
Kanten aus E sein.

Wenn man in einem Digraphen D die Orientierung “vergifit”, also jede gerichtete Kante
(v, w) durch eine “normale” Kante {v, w} ersetzt, dann erhilt man einen “normalen”
Graphen G (um den Gegensatz zu einem gerichteten Graphen zu betonen, spricht man
auch von einem ungerichteten Graphen): Dieser wird der zugrundeliegende Graph
von D genannt.

In der folgenden Graphik wird die Orientierung der Kanten durch Pfeile ange-
deutet, und fiirjeden Knoten sind in einem kleinen Késtchen Eingangsgrad|Aus-
gangsgrad angegeben. Vom Knoten c fiihrt eine orientierte Wanderung zum
Knoten a, und vom Knoten a fiihrt eine orientierte Wanderung zum Knoten b
— aber nicht in die Gegenrichtung!

2
af

Ell} ge]

22

C

b
Aufgabe 44 (x x): Sei G (V,E) ein Graph, in dem jeder Knoten geraden Grad hat. Zeige, daf3

man den Kanten von G eine Orientierung aufprdgen kann, sodaf flir jeden Knoten der Aus-
gangsgrad gleich dem Eingangsgrad ist.

Aufgabe 45 (x x): Beweise die folgende Variante des Satzes von Euler:

Ein Digraph D ohne isolierte Knoten hat eine (orientierte) geschlossene Eulersche Wande-
rung genau dann, wenn sein zugrundeliegender Graph G zusammenhéngend ist und flr jeden
Knoten der Eingangsgrad gleich dem Ausgangsgrad ist.
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DeriNtTION 3.5.2. Ein Netzwerk ist ein Digraph N (V, E) mit zwei ausgezeichneten
Knoten, einer Quelle q und einer Senke s, q # s, und mit einer Gewichtsfunktion
¢ : E - R™ (die also nur nichtnegative Werte annimmt) und die in diesem Zusam-
menhang Kapazitat heifst.

Die Idee hinter dieser Definition ist ein Netzwerk von miteinander verbunde-
nen Rohren: In der Quelle q wird Wasser eingepumpt, das in der Senke s das
Netzwerk wieder verldfit; die Kapazitdt ¢ entspricht dem maximal moglichen
Durchflufs durch die einzelnen Rohren.

DerintTiON 3.5.3. Ein FluB (englisch: Flow) in einem Netzwerk N (V, E) (mit Quelle
q, Senke s und Kapazitit c) ist eine Funktion f : E — R mit den Eigenschaften

e 0< f(e) <c(e) fiiralle Kanten e € E,

) Z fe) = Z f (e) fiir alle Knoten # q, s.

ie)=v tle)=v
Die Starke val (f) eines Flusses f ist definiert als
val (f) = Y fle)= ). fle).
i(e)=q t(e)=q

Die folgende Graphik zeigt ein kleines Netzwerk mit Quelle q und Senke s,
Fluf|Kapazitdt der Kanten sind in kleinen Késtchen eingetragen: Ersichtlich hat
der Flufs Starke 4.

(a2 51
12

=

Fiir eine beliebige Teilmenge S € V von Knoten eines Netzwerks N (V, E) fithren
wir folgende Notation ein:

e S7:={ecE:i(e) €S, t(e) ¢S} (“Netto-Output”),
e ST :=lecE:t(e)eS,i(e) ¢S} (“Netto-Input”).

Lemma 3.5.4. Sei f ein Flufl in einem Netzwerk N (V, E) mit Quelle q und Senke s.
Sei S eine beliebige Teilmenge von V, die q enthiilt, aber nicht s. Dann gilt:

Y fle)= ) fle) =val(f).
eesS™ eeSe

Beweis. Wir betrachten
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Einerseits ergibt diese Summe val (f), denn alle Summanden fiir v # q sind Null
nach Definition eines Flusses, und der Summand v = q liefert genau val (f).

Andrerseits konnen wir die Summe auch als Summe iiber Kanten interpretieren:
Sei e = (v, w) eine Kante. Wenn v € S, dann kommt +f (e) in der Summe
vor; wenn auch w € S, dann kommt —f (e) in der Summe vor — diese Terme
heben sich also gegenseitig auf. Daher tragen nur solche Kanten etwas zur
Summe bei, die genau einen Knoten in S haben, das sind genau jene in 5™ (die
entsprechenden Terme werden addiert) bzw. in ST (die entsprechenden Terme
werden subtrahiert). O

Nattirlich ist die Frage, die man stellen wird: “Was ist die maximale Starke eines
Flusses in einem gegebenen Netzwerk?”

DeriniTiON 3.5.5. Ein Schnitt (englisch: Cut) C in einem Netzwerk N (V,E) ist
eine Teilmenge C C E von Kanten, sodaf$ jeder Weg von der Quelle q zur Senke s
mindestens eine Kante aus C enthiilt. Die Kapazitit ¢ (C) des Schnitts ist die Summe
der Kapazititen der Kanten in C, also

Das folgende ist “intuitiv klar”:

Lemma 3.5.6. Sei N (V, E) ein Netzwerk mit Quelle q, Senke s und Kapazititsfunktion
c. Dann ist die Stirke eines beliebigen Flusses kleiner oder gleich der Kapazitiit eines
beliebigen Schnitts.

Beweis. Sei C ein Schnitt, und sei S die Menge der Knoten in N, die von der
Quelle q aus durch Wege erreichbar sind, die keine Kanten aus C enthalten. Dann
ist S C C.

Nach Lemma 3.5.4 gilt fiir einen beliebigen Flufs f:

val (f) = Y fle)= ), fle)< ) cle)<) cle)=c(C).

eeS™ eeS— eeS™ eeC
O

Aufgabe 46 (x): Betrachte das folgende Netzwerk: q bezeichnet die Quelle, s die Senke, die
Kapazitdten der gerichteten Kanten sind in die kleinen Kreise eingetragen.

Finde einen maximalen Flu3 in diesem Netzwerk und begrinde (kurz), warum dieser maximal
ist.

Es gilt aber stdrker der folgende Satz:
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Sarz 3.5.7 (Max-Flow-Min-Cut-Theorem, Satz von Ford—Fulkerson). SeiN (V, E)
ein Netzwerk mit Quelle q, Senke s und Kapazititsfunktion c. Dann ist die maximale
Stiirke eines Flusses gleich der minimalen Kapazitiit eines Schnitts.

Wir verschieben den allgemeinen Beweis dieses Satzes und beweisen zunéchst:

Lemma 3.5.8. Sei N (V, E) ein Netzwerk mit Quelle q, Senke s und Kapazititsfunktion
c: E — Z7" (d.h., alle Kapazitiiten sind ganze nichinegative Zahlen). Dann gibt es
einen Fluf3 f in N, der in jeder Kante ganzzahlig ist (d.h., f (e) € Z™ fiir alle e € E:
Wir sagen, f ist ein ganzzahliger Fluf3), und einen Schnitt C, sodafs

val (f) =c(C).

Insbesondere ist f ein Flufs maximaler Stirke und C ein Schnitt minimaler
Kapazitit. (Satz 3.5.7 ist damit also fiir ganzzahlige Kapazitatsfunktionen gezeigt)

Beweis. Das Kernstiick unseres Beweises ist die Behauptung: Fiir einen ganz-
zahligen Fluf3 f gibt es

e entweder einen ganzzahligen Fluf /' mit val (f') = val (f) +1
e oder einen Schnitt C mit ¢ (C) = val (f).

Wenn wir das zeigen konnen, konnen wir algorithmisch vorgehen und mit dem
“NullfluB” f = 0 starten, den wir sukzessive “verstiarken” (solange die erste
Alternative der Behauptung zutrifft), bis die zweite Alternative der Behauptung
zutrifft und wir einen maximalen Fluf konstruiert haben.

Zum Beweis dieser Behauptung konstruieren wir algorithmisch zwei Mengen
SCVund Es CE:

/* Initialisierung: */

S« {q}/ Es « 0.
/% Schleife: Wird wiederholt, solange die Bedingung erfiillt ist. */
while (Bedingung: s ¢ S und es existiert eine Kante e = (v, w), fiir die entweder
f(e)<c(e)undveS aberw ¢ S (ie:eeS”)oder f(e) >0und v ¢ S, aber
weS(ie:e€S7)) do
S « SU{v,w} (i.e.: gib den Knoten von ¢, der noch nicht in S enthalten ist
(also v oder w), zu S dazu.)
Es < Es U {¢} (i.e.: gib die Kante e zu Eg dazu.)
end while

Die so konstruierte Knotenmenge S ergibt zusammen mit der Kantenmenge Eg
einen (gerichteten) Teilgraphen N’ von N, dessen zugrundeliegender (ungerich-
teter) Graph (in dem man also “die Orientierung der Kanten vergifst”) ein Baum
ist.

Es gibt nun zwei Moglichkeiten:
Fall 1: s € S. Dann gibt es eine Folge von paarweise verschiedenen Knoten q =
00,01,...,0y = s,sodafs furallei =1,...,n

(@) entweder (vj_1,v;) =: ¢; € Eg ist eine der Kanten mit f (e;) < c (¢;),
(b) oder (v;,vi_1) =: ¢; € Eg ist eine der Kanten mit f (¢;) > 0
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gﬂt6. Die Menge dieser Kanten {e;: 1 <i < n} zerféllt also in zwei disjunkte
Teilmengen

e A C Eg: fiir e; € A trifft Alternative (a) zu,
e B C Eg: fiir ¢; € B trifft Alternative (b) zu.

Nun definieren wir einen Flufs f” wie folgt:

f(e)+1 fallseeA,
f'(e)=4f(e)—1 fallseeB,
f(e) sonst.

Esist leicht zu sehen, daB 0 < f’ (e) < ¢ (e) fiir alle Kanten e € E gilt, und dag fiir
alle Knoten v;,i = 1,...,n -1 (andere Knoten — aufler q und s — sind von der
Anderung ja gar nicht betroffen!) nach wie vor Yy, f' (6) = Li(e)=o; f (€)
gilt: f’ ist also tatsdchlich ein Fluf. Ebenso ist leicht zu sehen, daf8 val (f’) =
val (f) + 1.

BersrieL 3.5.9. Die folgende Graphik zeigt eine Menge S (grau unterlegt), die sich mit
diesem Schritt ergeben wiirde: Die Senke s gehort zu S, daher lifst sich der Flufs um 1
erhohen.

Fall 2: s ¢ S. Dann ist aber S™ ein Schnitt, und nach Konstruktion von S gilt fiir
jede Kante e € S7: f(e) = c(e), und es gilt fiir jede Kante e € S7: f (¢) = 0.
Daher ist

val (f) = ) fle)= ) fle)=) c(e)=c(57).

eeS™ eeS— eesS™

BersrieL 3.5.10. Die folgende Graphik zeigt die Situation, die sich nach der Erhohung
des Flusses aus der vorigen Graphik ergibt: Die Menge S (wieder grau unterlegt) enthiilt
nun die Senke s nicht, und die beiden aus S herausfiihrenden Kanten (die strichlierten

Kanten links oben und links unten’) bilden einen Schnitt.

OIm zugrundeliegenden Graphen von N’ (wo also “auf die Orientierung der Kanten vergessen
wird”) entspricht diese Folge dem eindeutigen Weg von q nach s.
“In der farbigen Version dieses Skriptums: Die roten Kanten.
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t
w

] -I--I-

Damit ist die obige Behauptung (und unser Lemma) gezeigt. m|

Beweis von Sarz 3.5.7. Nach Lemma 3.5.8 ist die Behauptung fiir ganzzahlige
Kapazitiatsfunktionen richtig. Dann gilt sie aber auch fiir Kapazitdtsfunktionen
¢ : E — Q7: Dazu multiplizieren wir alle Kapazititen c (¢) mit dem gemein-
samen Nenner m und erhalten so ein Netzwerk mit ganzzahligen Kapazitaten,
tiir dieses gilt der Satz, und durch “Division aller Kapazitdten und Fliisse durch
m” sehen wir die Giiltigkeit des Satzes im urspriinglichen Netzwerk N.

Fiir reellwertige Kapazitdtsfunktionen konnen wir alle Kapazititen c (e) belie-
big genau von unten durch rationale Zahlen approximieren, und durch An-
wendung unseres Satzes fiir rational-wertige Kapazitatsfunktionen finden wir
Fliisse, die der Kapazitat eines minimalen Schnittes beliebig nahe kommen: Die

Aussage folgt dann durch Ubergang zum Grenzwert® m|

3.6. Die Sdtze von Menger, Kénig und Hall

Aus dem Max-Flow-Min—-Cut-Theorem kann man verschiedene wichtige Re-
sultate herleiten. Wir geben hier drei prominente Beispiele.

3.6.1. Der Satz von Menger.

DeriNtTION 3.6.1. Sei D (V, E) ein Digraph, und seien s, t zwei verschiedene Knoten
in D. Dann heif$t eine Teilmenge C C E von Kanten mit der Eigenschaft, daf$ jeder Weg
von s nach t (mindestens) eine Kante aus C enthiilt, eine s—t—trennende Kantenmenge.

Sarz 3.6.2 (Satz von Menger). Sei D ein Digraph und seien s, t zwei verschiedene
Knoten in D. Dann ist die maximale Anzahl von paarweise kantendisjunkten
Wegen (d.h., keine zwei Wege haben eine Kante gemeinsam) von s nach t gleich der
minimalen Kardinalitiit einer s—t—trennenden Kantenmenge.

8Strenggenommen ist dieses Argument noch nicht ausreichend — wir miissen ja “konver-
gente Fliisse und Schnitte” haben, nicht nur konvergente Starken und Kapazititen. Dazu miifiten
wir folgendermafSen vorgehen: Unsere Konstruktion liefert ja eine Folge von Fliissen/Schnitten,
deren Stirken/Kapazititen konvergieren. Nun betrachten wir eine Kante kq: Die Flu-Werte
auf dieser Kante miissen nicht konvergieren, da sie aber beschrinkt sind, muf§ es einen
Héufungspunkt und somit eine konvergente Teilfolge von Fliissen/Schnitten geben. Danach
wendet man dasselbe Argument fiir diese Teilfolge und Kante k; an, u.s.w: Da wir einen endli-
chen Graphen haben, bricht dieses Verfahren ab.
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Beweis. Wir machen aus dem Digraphen ein Netzwerk, indem wir s und ¢
als Quelle und Senke auffassen und fiir die Kanten die ganzzahlige Kapa-
zitatsfunktion ¢ = 1 wihlen.

Eine s—t-trennende Kantenmenge ist dann ein Schnitt in diesem Netzwerk,
und die Kapazitit eines solchen Schnittes ist gleich seiner Kardinalitat. Sei m
also die Kapazitit eines minimalen Schnittes = die minimale Anzahl einer s—t-
trennenden Kantenmenge.

Es gibt also einen maximalen Flufs f der Starke m in diesem Netzwerk. Der Flufs
f ist ganzzahlig (nach Lemma 3.5.8), er nimmt also nur die Werte 0 oder 1 an’.
Wenn es aber einen Fluf$ der Starke m gibt, dann gibt es auch m kantendiskjunkte
Wege von s nach t, die nur Kanten e mit f (¢) = 1 benutzen: Dies zeigen wir mit
Induktion nach m.

Fiir m = 0 ist die Behauptung klar.

Fiir den Schritt m — 1 auf m konstruieren wir mithilfe von f zundchst einen
Weg von s nach t: Dazu starten wir in s, verwenden nur Kanten e mit f (e) =
1, ohne jemals eine Kante zweimal zu benutzen, und gelangen so schliefSlich
nach t. Damit haben wir zunédchst eine Wanderung erhalten, in der Knoten
wiederholt auftreten konnten: Zwischen je zwei wiederholten Knoten schneiden
wir die dazwischenliegende geschlossene Wanderung heraus und erhalten so
schliefilich einen Weg p. Fiir alle Kanten von p reduzieren wir den Flufs um
1, damit reduziert sich die Stiarke des verbleibenden Flusses auf m — 1. Nach
Induktion finden wir nun m — 1 kantendisjunkte Wege, und der Weg p hat nach
Konstruktion keine Kante mit diesen Wegen gemeinsam. |

3.6.2. Der Satz von Konig.

DeriNiTION 3.6.3. Sei G (V, E) ein Graph. Ein Matching in G ist eine Familie von
paarweise disjunkten Kanten (d.h., keine zwei Kanten im Matching haben einen Knoten
gemeinsam).

Ein Edge—Cover (eine Kanteniiberdeckung) in G ist eine Menge von Knoten mit
der Eigenschaft, daf$ jede Kante in G einen Knoten aus dem Edge—Cover enthiilt.

Ein Graph G (V, E) heifdt bipartiter Graph, wenn seine Knotenmenge in zwei disjunkte
Teilmengen A und B zerfillt (eine sogenannte Bipartition: V = AUB, alsoV = AUB
und AN B = 0), sodaf} jede Kante einen Knoten aus A und einen Knoten aus B enthiilt.

Aufgabe 47 (x): Zeige: Ein Graph G ist genau dann bipartit, wenn jede geschlossene Wande-
rung in G gerade Lénge hat.

Sarz 3.6.4 (Satz von Konig). Sei G (AUB, E) ein bipartiter Graph. Die maximale
Kardinalitit eines Matchings in G ist gleich der minimalen Kardinalitit eines Edge—
Cover in G.

Beweis. Wir konstruieren aus G einen Digraphen D: Die Knoten von D seien
AUBU {s, t}, und die gerichteten Kanten von D seien

e alle Paare (s,a) fiira € A,

e alle Paare (4,b) mit {a,b} €e E,a€ Aund b € B,

YWenn wir f als charakteristische Funktion deuten, dann entspricht er einfach einer Teil-
menge von Kanten (ndmlich jenen mit f (e) = 1).

Das geht wegen
der “FluBeigen-

schaft”!
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e alle Paare (b,t) fiir b € B.

A B

Jeder Weg in D von s nach ¢ ist von der Form (s,a,b,t), wobeia € A, b € B und
{a, b} € E. Daher entspricht eine Familie von kantendisjunkten Wegen (s, a;, b;, t)
in D eindeutig einem Matching in G, das aus den Kanten {a;, b;} besteht.

Jedem Edge—Cover S in G entspricht eine s—t-trennende Kantenmenge in D,
die aus den Kanten (s,a) fiira € AN S und aus den Kanten (b,¢t) firb € BN S
besteht, und umgekehrt entspricht jeder s—ft—trennenden Kantenmenge, die nur
Kanten enthilt, die entweder mit s oder mit t inzident sind, ein Edge—Cover.
Es kann zwar klarerweise noch andere s—t-trennende Kantenmenge in D ge-
ben, aber keine davon kann weniger Kanten enthalten als eine minimale s—
t—trennende Kantenmenge von obigem Typ (denn wenn eine s—f—trennende
Kantenmenge die Kante (g, b) enthélt, konnen wir sie durch (s, a) ersetzen).
Die Behauptung folgt also aus dem Satz von Menger. m|

3.6.3. Der Satz von Hall.

DErINITION 3.6.5. Seien Ay, . .., A, Mengen. Ein Reprdsentantensystemvon Ay, ..., Ay
ist ein n—Tupel (x1, . ..,x,) mit den Eigenschaften

e x; €A fiiri=1,...,n,
® X; # Xjfilri#j.

Eine anschauliche Interpretation ware die folgende: Es seien n Frauen gegeben,
die jeweils eine gewisse Menge von Mannern fiir heiratsfihig erachten; sei A;
die Menge der Ménner, die von der i—ten Frau als heiratsfahig erachtet werden.
Ein Reprasentantensystem entspricht dann einer Wahl von Madnnern, mit denen
eine n—fache Heirat (ohne Bigamie) moglich wire: Darum heifst der folgende
Satz auch Heiratssatz.

Sarz 3.6.6 (Satz von Hall). Seien Aj,..., Ay endliche Mengen. Es existiert genau
dann ein Reprisentantensystem von As, ..., A,, wenn fiir alle Indexmengen | C [n]

gilt:

SLIEYE

jel
Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar — in der anschaulichen
Interpretation: Jede Menge ] von Frauen muf3 insgesamt zumindest |/| Mdnner
als heiratsfahig erachten, sonst kann es keine n—fache Heirat geben.
Wir konstruieren einen bipartiten Graphen G, dessen Knotenmenge V in A und
B zerfillt, wobei B = [n] und A = | J!_; A;, und dessen Kanten Knoten i € A und
j € B genau dann verbinden, wenni € A;.
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Ein Matching in G ist eine Menge paarweise disjunkter Kanten {7, j}, d.h.,
jeder Knoten i liegt in A;, und die Knoten i sind alle verschieden. Ein Re-
prasentantensystem entspricht also einem Matching der Grofe n in G.
Die Menge B ist (natiirlich) ein Edge—Cover mit |B| = n. Wir wollen zeigen: Jedes
Edge—Cover S hat mindestens n Elemente.
Sei also S irgendein Edge—Cover; und sei | := B\ S. Jeder Knoten in A (]) :=
Ujes Aj ist mit einem Knoten von ] durch eine Kante verbunden, daher mufs
A(J) C S gelten (sonst wire S ja kein Edge—Cover). Daher gilt nach Vorausset-
zung;:
512 1BI =Yl +|A ()] = n.
—_—
[l
Die Behauptung folgt also aus dem Satz von Konig. m|

BerspieL 3.6.7. Die folgende Graphik zeigt die Situation fiir die Mengen Ay = {1,5},
Ay =1{4,5}, A3 = {2,3}, Ay = (3,4}, und As = {3,4,5}. Die Kanten eines Matchings
der GrofSe 5 sind grau unterlegt.

As 5
Ay 4
As 3
A 2
Aq O 1

3.7. Planare Graphen, Polyedersatz und 5-Farbensatz

Die abstrakt-mengentheoretische Definition von Graphen ist sehr niitzlich, um
MifSverstandnisse auszuschlieffen — in der Praxis wird man sich Graphen aber
meist als “Punkte, die durch Kurven verbunden sind” vorstellen (die in der
“Zeichenebene” liegen).

Unter “Kurve” wollen wir hier eine stiickweise stetig differenzierbare Abbil-
dung von [0,1] — M verstehen, wobei M der Raum ist, in dem wir unseren
Graphen “zeichnen” (meist die Ebene IR?, aber auch andere Mannigfaltigkeiten
wadren hier denkbar).

DEerFINITION 3.7.1. Sei M eine Mannigfaltigkeit'® und G ein Graph. Eine Abbildung
u, die jedem Knoten v injektiv einen Punkt p (v) in M zurordnet, und jeder Kante
e = {v,w} eine Kurve y : [0,1] - M mit y (0) = u(v), y (1) = u (w), sodaf die
zwei verschiedenen Kanten eq, e zugeordneten Kurven y1, y, hochstens Anfangs— oder
Endpunkte gemeinsam haben, heifit eine Einbettung von G in M.

10gin Begriff der Differentialgeometrie: Fiir unsere Zwecke brauchen wir nur die Ebene R?,
den Raum RR? sowie die Oberfliche einer Kugel im Raum (Sphire) und die Oberfléche eines
Fahrradschlauchs (Torus).
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Etwas weniger kompliziert'! ausgedriickt: Wenn wir den Graphen G in M so
zeichnen konnen, dafs sich Kanten hochstens in ihren Endpunkten schneiden,
dann ist diese Zeichnung des Graphen eine Einbettung.

ProrosiTioN 3.7.2. Jeder Graph G kann in R® eingebettet werden.

Beweis. Wir betrachen eine beliebige Gerade g in R? und stellen die Knoten von
G als verschiedene Punkte auf ¢ dar. Fiir jede Kante wéhlen wir eine Ebene e,
die durch g geht (die Ebenen sollen paarweise verschieden sein), und stellen
die Kante durch einen Halbkreis in der Ebene dar. m|

Aufgabe 48 (x * x): Zeige: Jeder Graph G kann in R® so eingebettet werden, dafi3 jeder Kante
ein Geradenstuck entspricht.

(Hinweis: Ordne den Knoten von G Punkte auf der Kurve (t, t2, t3) zu.)
In der Ebene IR? ist die Situation nicht so einfach.

DerintTion 3.7.3. Ein Graph G, der in die Ebene R? eingebettet werden kann, heifit
planarer Graph.

BeEMERKUNG 3.7.4. Einbettung in die Ebene ist iibrigens dquivalent mit Einbettung in
die Sphire (Kugeloberfliche)

{(x,y,z) eR: 2+ +2% = 1},

Denn die stereographische Projektion liefert eine differenzierbare Bijektion zwischen
der Sphiire ohne den “Nordpol” (0,0, 1) und dem R2.

DeriniTION 3.7.5. Sei AUB eine Bipartition von V mit |A] = n, |B| = m. Der
vollstandige bipartite Graph K, ,, ist der einfache bipartite Graph auf V. = AUB,
der dadurch definiert ist, daf$ er alle Kanten besitzt, die moglich sind; es gilt also
E(Kym) =1{{a,b}:ae A beB}.

Nach ein bifichen Herumprobieren hat man sich schnell tiberzeugt: Der vollstandige
Graph K5 und der vollstandige bipartite Graph K3 3 sind nicht planar (siehe dazu
auch Korollar 3.7.11).

K5 K3/3

DerintTION 3.7.6. Wenn man in einem Graphen G beliebig oft Kanten durch einen
neuen Knoten unterteilt (d.h., aus der urspriinglichen Kante {v1, vo} werden zwei neue
{01, Vneul, {Uneu, v2}; alles andre bleibt unverindert), so nennt man das Ergebnis eine
Unterteilung (englisch: Subdivision) von G.

Klarerweise ist jede Unterteilung eines Graphen G genau dann planar, wenn G
selbst planar ist.

1. aber nicht ganz exakt.



3.7. PLANARE GRAPHEN, POLYEDERSATZ UND 5-FARBENSATZ 81

Sarz 3.7.7 (Satz von Kuratowski). Ein Graph ist genau dann planar ist, wenn er
keine Unterteilung von Ks oder K3 3 als Teilgraph hat.

DeriNITION 3.7.8. Sei G ein zusammenhingender planarer Graph mit einer Einbettung
u in die Ebene R?: Wenn diese Einbettung aus der Ebene entfernt wird (d.h., man
betrachtet R? \ u (G)), bleibt eine endliche Menge von zusammenhiingenden “Stiicken”
iiber; eines davon ist unbeschriinkt, alle anderen sind topologisch dquivalent zu einer
Kreisscheibe: Diese “Stiicke” werden Flachen genannt.

Die folgende Graphik zeigt die Einbettung eines Graphs mit 8 Knoten und
12 Kanten; die Einbettung hat 6 Flachen (die unbeschrdnkte Flache ist “alles
auflerhalb des duferen Quadrats”).

Sarz3.7.9 (Eulerscher Polyedersatz). Sei G (V, E) ein zusammenhingender planarer
Graph, und sei eine Einbettung von G in die Ebene mit genau F Flichen gegeben. Dann
gQilt:

V|- |E|+F = 2. (3.1)

Beweis. Wir zeigen die Behauptung mit Induktion nach n := |E|. Ein zusam-
menhiingender Graph mit n = 0 Kanten hat 1 Knoten und 1 Fldche, die Aussage
ist also fiir n = 0 richtig.

Beim Induktionsschritt (7 — 1) — n unterscheiden wir zwei Félle:

Fall 1: Es gibt eine Kante ¢, sodafs der Graph G — e noch immer zusammenhdngend
ist. Dann hat G — e noch immer |V| Knoten, aber um eine Kante weniger (also
n —1 Kanten) und um eine Fliche weniger (weil die beiden Flachen “links und
rechts” von e zu einer Flache verschmolzen sind) als G.

Fall 2: Wenn es keine solche Kante gibt, ist G ein Baum, hat also |E| 4+ 1 Knoten
und eine Flache. O

BeMERKUNG 3.7.10. Wir haben den Beweis hier sehr glatt und “effizient” gefiihrt: Allen
philosophisch Interessierten sei das ausgezeichnete Buch “Proofs and Refutations” [5]
von Imre Lakatos wirmstens empfohlen, das anhand des Eulerschen Polyedersatzes die
Schwierigkeiten mathematischer Intuition und ihrer Prizisierung darstellt.

Aufgabe 49 (x x): Finde einen Eulerschen Polyedersatz fiir unzusammenhédngende planare
Graphen.

(Hinweis: In der entsprechenden Gleichung wird die Anzahl der Komponenten des Graphen
eine Rolle spielen.)
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Aufgabe 50 (x x *): Angenommen, sdmtliche Fldchen eines (endlichen) zusammenhéngen-
den planaren Graphen G sind durch Kreise (also geschlossene Wege) mit derselben Anzahl n
von Kanten begrenzt, und alle Knoten haben denselben Grad d.

Driicke die Anzahl der Fldchen von G durch d und n aus. Wieviele Graphen mit diesen Eigen-
schaften gibt es? (Hinweis: Platonische Kérper!)

Kororrar 3.7.11. Die Graphen Ks und K3 3 sind nicht planar.

Bewers. Ks hat 5 Knoten und 10 Kanten, eine Einbettung in die Ebene miifste
nach (3.1) also 7 Flachen haben. Jede Flache wird aber von mindestens 3 Kanten
begrenzt (denn wenn eine Fldche nur von einer bzw. nur von zwei Kanten be-
grenzt wiirde, hitten wir ja eine Schlinge bzw. eine mehrfache Kante), wahrend
jede Kante hochstens 2 Flachen begrenzt. Doppelte Abzahlung'? liefert fiir die
Anzahl F der Flachen daher

10x 2 2
= 6=,

3F<2|E| = F<
< 2|E| < 3

ein Widerspruch.

K33 hat 6 Knoten und 9 Kanten, also miifite eine Einbettung in die Ebene nach
(3.1) 5 Flachen haben. Hier wird aber jede Fldche von mindestens 4 Kanten be-
grenzt, denn in einem bipartiten Graphen gibt es keine geschlossene Wanderung
ungerader Lange. Mit doppelter Abzahlung wie zuvor erhalten wir also fiir die
Anzahl F der Flachen

9x%x2 1
4F <?2|E| = F<— =4,
< 2|E| < >
ein Widerspruch. O

Aufgabe 51 (x x): Zeige: K5 und K3 3 kann man auf dem Torus — das ist die 2—dimensionale
Mannigfaltigkeit, die duch die Gleichung

2
(C— \/x2+y2) +22 =4

mit ¢ > a beschrieben ist — einbetten.
Hinweis: Den Torus kann man sich als “Fahrradschlauch” (ohne Ventiléffnung) vorstellen.

In der Topologie stellt man sich das auch so vor: Durch zwei kreisférmige Schnitte wird der To-
rus zu einem Rechteck — um ihn wieder zusammenzusetzen, miiBte man gegendberliegende
Seiten des Rechtecks “gleichsinnig” miteinander verkleben (also so, dal3 die verklebten Pfeile
in der folgenden Graphik in dieselbe Richtung zeigen). Die hier gezeichnete Kante ist durch
den “waagrechten” Schnitt durchtrennt; im zusammengeklebten Torus verbindet sie die beiden
Knoten.

2y, )Kanten, die F begrenzen) =2E |Fléichen, die E begrenzt|.
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DeriNtTION 3.7.12. Sei G (V, E) ein Graph. Zwei Knoten vy, vy heiflen benachbart,
wenn sie durch eine Kante verbunden sind (also wenn {v1,v2} € E). Die Menge aller
Knoten, die mit einem fixen Knoten v benachbart sind, nennen wir die Nachbarn von
v.

Wir stellen uns vor, daf$ wir die Knoten von G mit (endlich vielen) verschiedenen Farben
fiirben: Wir sprechen von einer Knotenfarbung, wenn keine zwei benachbarten Knoten
mit derselben Farbe gefiirbt sind.

(Wenn wir die Farben der Einfachheit halber mit den Zahlen 1,2,...,n bezeichnen,
dann ist eine Knotenfiirbung also eine Funktion c : V (G) — [n] mit der Eigenschaft
¢ (v1) # c (v2), falls {v1,v2} € E(G).)

Sarz 3.7.13. Jeder planare Graph ohne Schlingen hat eine Knotenfiarbung mit 5 Farben.

Beweis. Wir zeigen das mit Induktion nach der Anzahl der Knoten n = |V|. Die
Aussage ist nattirlich klar fiir n < 5.

Sei die Behauptung also fiir alle Graphen mit weniger als n Knoten gezeigt.
Sei G (V,E) ein Graph mit n Knoten; 0.B.d.A. kdnnen wir annehmen, daf G
keine mehrfachen Kanten hat (denn das spielt fiir eine zuldssige Firbung ja
keine Rolle). Wir stellen uns G eingebettet in die Ebene vor. Sei n; die Anzahl
der Knoten von G, die Grad i haben (also n = }_;51 n;), bezeichne F die Anzahl
der Flachen (der Einbettung) von G. Wie im Beweis von Korollar 3.7.11 sehen
wir 2 -|E| > 3 - F. Durch doppelte Abzdhlung erhalten wir ) i-n; = 2 - |E| (siehe
Proposition 1.4.2). Fassen wir dies und (3.1) nochmal zusammen:

Y mi=1vl,
Y ioni=2-]E,

4-E|>6-F,
6|V| - 6|E| + 6F = 12.

Daraus folgern wir:
6[VI-2[El>12 = ) (6—i)n; > 12

Da mindestens ein Summand der linken Seite positiv sein muf}, kénnen wir
folgern, dafd ein n; > 0 sein muf3 fiir i < 6: G enthilt also einen Knoten vom Grad
< 5. Seiv ein solcher Knoten. Wir betrachten den Teilgraphen H = G — v, der von
den Knoten V' \ {v} induziert wird. Nach Induktion hat H eine Knotenfarbung
mit 5 Farben 1,2, 3,4,5: Wenn fiir die Nachbarn (in G) von v nicht alle Farben
aufgebraucht wurden, konnen wir die “freie” Farbe fiir v verwenden und sind
fertig. Also konnen wir annehmen: v hat Grad 5, und alle Nachbarn von v haben
verschiedene Farben. Seien diese Nachbarn zy, . . ., zs im Gegenuhrzeigersinn (in
der Einbettung von G) numeriert; 0.B.d.A. sei i die Farbe von z;.
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Z4

Z5 Z3

21 ¥4

Sei S die Menge aller Knoten, die von z; durch Wege erreicht werden kénnen,
die nur Knoten der Farben 1 oder 3 enthalten. In der Menge S kénnen wir
die Farben 1 und 3 vertauschen, ohne daf$ zwei Knoten, die durch eine Kante
verbunden sind, die gleiche Farbe erhalten.

Wenn z3 ¢ S, dann vertauschen wir die Farben in S: Danach hat kein Nachbar
von v mehr die Farbe 1 (z; hat ja nun Farbe 3), daher konnen wir Farbe 1 fiir v
verwenden.

Also miissen wirannehmen, daf$ z3 € S. Es gibt dann also einen Weg z, x1, . . ., Xk, 23,

der nur Knoten mit Farben 1 oder 3 enthilt; wenn wir den Knoten v dazugeben,
wird daraus ein Kreis C.

Z4
25 Z3
“
% .
.
|}
-
u
%1 Z2 =
L 3
Y |
* [ ]
. . C
. N
*
* L 4
‘0 0.
®aunsn®

Nach dem Jordanschen Kurvensatz zerlegt C die Ebene in zwei Teile, klarerweise
liegen die Knoten z; und z4 nicht im selben Teil. O.B.d.A. soll z; im Inneren von
C liegen. Sei T die Menge der Knoten, die von z; durch Wege erreicht werden
konnen, die nur Knoten der Farben 2 oder 4 enthalten. Kein solcher Weg kann

den Kreis C kreuzen, also ist z4 ¢ T. Also konnen wir in der Menge T die Farben
2 und 4 vertauschen, wodurch Farbe 2 fiir v “frei wird”. O

BemerkuNG 3.7.14. Tatsiichlich gilt: Jeder planare Graph hat eine Knotenfirbung mit
4 Farben. Dieser beriihmte “Vier—Farben—Satz” ist aber sehr viel schwerer zu beweisen.



KAPITEL 4

Suchen und Sortieren

4.1. Analyse von Algorithmen: Wurzelbaume

Das Wort Algorithmus kommt aus dem Arabischen! und bedeutet allgemein eine
genau definierte Handlungsvorschrift zur Losung einer Problemstellung. Fiir
Mathematiker gentigt es meist, daf es iiberhaupt einen Algorithmus zur Lésung
gibt — wir hatten ja in einigen Beweise “Konstruktionsalgorithmen” angegeben
—, fiir praktische Anwendungen, wie sie z.B. bei der Programmierung von
Computern laufend auftreten, ist aber natiirlich auch entscheidend, dafy der
Algorithmus

e schnell
¢ und platzsparend

ist, also z.B. in der Sprache der Computerprogramme

e moglichst wenig Rechenschritte
¢ und moglichst wenig Speicherplatz

braucht.

Wir werden uns im folgenden nur mit dem “Effizienzkriterium Geschwindig-
keit” befassen. Dabei kann man untersuchen,

e wielange der Algorithmus im schlechtest moglichen Fall dauert (englisch:
Worst case analysis),

e oder wie lange der Algorithmus im Durchschnitt dauert (englisch: Ave-
rage case analysis).

Anstatt an einer exakten allgemeinen Definition von “Algorithmus”, “Worst
Case” und “Average Case” zu scheitern, betrachten wir im folgenden typische
Beispiele, die alle in der Programmierung von Computern eine Rolle spielen.

Beispier 4.1.1. Sei der Suchbereich S = [7] gegeben. Die Aufgabe lautet, eine unbe-
kannte Zahl x € S durch (moglichst wenige) Fragen des Typs “x < i?” fiir irgendein
i € [7] zu erraten. Einen Algorithmus zur Bestimmung der gesuchten Zahl x kann man
sehr einfach durch einen Entscheidungsbaum beschreiben:

IDas Wort ist tatsichlich die Verballhornung eines Namens: Muhammed Al Chwarizmi
war ein arabischer Mathematiker des 8. Jahrhunderts nach Christus, dessen Lehrbuch in der
lateinischen Ubersetzung mit den Worten “Dixit Algorismi” begann. Das Wort hat also nichts
mit den Wortern “Arithmetik” oder “Rhythmus” zu tun, die griechischen Ursprungs sind.

85
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Es ist offensichtlich: Im schlechtesten Fall (Worst case) fiihrt dieser Algorithmus in
3 Schritten zum Ziel (im besten Fall braucht man 2 Schritte), und im Durchschnitt
(Average case) braucht man % = 2 Schritte.

Unser Beispiel zeigt zweierlei:

¢ Ein (Such-)Algorithmus 146t sich zweckmaéfiig durch einen (Entscheidungs—
)Baum beschreiben,

e Die Effizienz eines (Such—)Algorithmus kann man durch Analyse des ent-
sprechenden (Entscheidungs—)Baumes ermitteln.

DerintTION 4.1.2. Ein Wurzelbaum ist ein Baum mit einem ausgezeichneten Knoten,
der sogenannten Wurzel. (In einem Entscheidungsbaum ist die Wurzel der Knoten
“ganz oben”, von dem aus sich alles verzweigt.)

In einem Wurzelbaum gibt es eine implizite Orientierung der Kanten “von der Wurzel
weg”, in folgendem Sinn: Sei w die Wurzel und sei e = {vy, vy} eine Kante. Wenn die
Linge des Weges von w nach vy k ist, dann ist die Linge des Weges von w nach vy k + 1
— 0.B.d.A. nehmen wir k + 1 an und orientieren die Kante dann: € := (v1,v;).

In einem Wurzelbaum (mit der impliziten Orientierung) unterscheiden wir dann die
sogenannten

¢ inneren Knoten, die Ausgangsgrad > 0 haben,

e und die Blatter (manchmal auch Endknoten oder dufiere Knoten genannt),
die Ausgangsgrad = 0 haben. (Die Wurzel kann selbst ein Blatt sein — wenn
der Wurzelbaum nur aus einem einzigen Knoten besteht.)

Im folgenden Wurzelbaum sind die inneren Knoten als schwarze Punkte und
die Bldtter durch weifle Kreis markiert; die Wurzel ist etwas dicker gezeichnet
und die implizite Orientierung der Kanten ist durch Pfeile angedeutet.
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Im Entscheidungsbaum eines Suchalgorithmus bedeutet

e ein Blatt, dafl der Algorithmus zu einem Ergebnis gekommen ist,
e und der maximale Ausgangsgrad eines inneren Knotens die grofite
Anzahl der Teile, in die der Suchraum nach einer Frage zerfallen kann.

Dies motiviert die folgende Definition:

DEeriNITION 4.1.3. Sei W ein Wurzelbaum mit Wurzel w, und sei v ein Knoten in W.
Die Liinge des (eindeutigen!) Weges von der Wurzel w zum Knoten v heifit Lange des
Knotens und wird mit € (v) bezeichnet. Die Menge der Knoten der Linge k nennen wir
das Niveau k in W.

Wenn der maximale Ausgangsgrad eines inneren Knotens von W kleinergleich q ist,
dann nennen wir W einen g-Baum. W heifit ein vollstandiger g-Baum, wenn jeder
innere Knoten von W Ausgangsgrad q hat.

Ein innerer Knoten in einem q—Baum W heifit gesittigt, wenn sein Ausgangsgrad
gleich q ist. (Ein vollstindiger g—Baum hat also nur gesittigte innere Knoten.)

Z.B. ist der obige Wurzelbaum ein nicht-vollstandiger 3-Baum (aber auch ein
4-Baum, 5-Baum, etc.); sein rechtestes Blatt hat die Lange 3, sein linkestes Blatt
hat die Lange 2. Der folgende Wurzelbaum ist ein vollstindiger 2-Baum:

LeEmMma 4.1.4. Sei q > 2, und sei W ein vollstindiger g—Baum mit genau n Blittern.
Dann gilt die folgende Teilbarkeitsrelation:

(g-1)1(n—-1) (4.1)

Beweis. Das sieht man leicht mit Induktion nach der Blattanzahl n: Fiir den
(einzigen) g—Baum mit nur einem Blatt (das dann zugleich die Wurzel ist!) ist
die Behauptung richtig.

In einem beliebigen vollstandigen g-Baum mit n > 1 Bléttern gibt es also einen
inneren Knoten v, an dem g Blatter by, ..., b, ”héingen”z. Wenn wir diese Blatter
entfernen (also den Teilgraphen betrachten, der durch V (W) \ {bl, el bq} indu-
ziert wird), dann hat der entstehende Wurzelbaum genau n — g + 1 Bldtter (vistja

nun zu einem Blatt geworden), und er ist wieder ein vollstandiger g-Baum: Nach
Induktionsvoraussetzung gilt (7 —1) | (n —g); daraus folgt (3 —1) | (n—1). O

Aufgabe 52 (x): Sei T ein vollstdndiger 2—Baum mit n Bléttern, e(T) bezeichne die Summe der
Langen der Blétter, i(T) die Summe der Ldngen der inneren Knoten. Zeige:

e(T) = i(T) +2(n-1).

2y kann als ein innerer Knoten maximaler Lange gewdhlt werden.
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4.2. Suchalgorithmen

Wir wollen nun das “allgemeine Suchproblem” beschreiben, fiir das wir schon
zwei Beispiele (Beispiele 1.5.1 und 4.2.3) gesehen haben.

Gegeben sei eine gewisser Suchraum, also eine Menge S von moglichen Ereig-
nissen (im Wageproblem aus Beispiel 1.5.1 war das {1, 1,...,¢ E} ;in Beispiel 4.2.3
war das [7]). Weiters seien gewisse “Tests” gegeben, mit denen der Suchraum in
Teilmengen partitioniert wird (im Wageproblem waren die Tests die Wagungen,
und im Beispiel 4.2.3 waren das die Fragen “x < i?”): Das allgemeine Suchpro-
blem besteht darin, ein bestimmtes (aber zundchst unbekanntes) Elementinx € S
durch eine Kombination der verfiigbaren Tests zu identifizieren. Unter einem
Suchalgorithmus verstehen wir eine derartige “Kombination der verfiigbaren
Tests”, die in jedem Fall (d.h., unabhdngig vom Element x) zum Ziel fiihrt. Es ist
klar, dafy wir einen Suchalgorithmus durch einen Entscheidungsbaum beschrei-
ben konnen: Das ist ein g-Baum, wobei g die gréfite Anzahl von Blocken ist, in
die ein Test den Suchraum partitioniert.

Aufgabe 53 (x x): Lése das Wégeproblem fiir n Miinzen, wenn bekannt ist, daf3 die falsche
Miinze schwerer ist.

4.2.1. Worst—-Case Analyse: Informationstheoretische Schranke. Die Worst-
Case Analyse eines Algorithmus stellt fest, wie lange der Algorithmus im schlech-
testen Fall braucht. Fiir Suchalgorithmen ist das also die maximale Lange eines
Blattes im entsprechenden Entscheidungsbaum W; wir nennen dies die Linge
des Wurzelbaumes W und bezeichnen sie mit L (W):

L (W) := £(b).
(W)= max  ((0)

Sarz 4.2.1. Seiq > 2 und W ein qg-Baum mit n Blittern. Dann gilt
L(W)> I_logq n-| ,

wo log, n der Logarithmus von n zur Basis q ist.

Beweis. Die Behauptung ist klarerweise dquivalent zu L := L (W) > log, n oder

gt = qL(W) > n. Letzteres zeigen wir durch Induktion nach L.
Ist L = 0, dann besteht der Baum nur aus der Wurzel, die dann gleichzeitig das
einzige Blatt ist, und wir haben in diesem Fall g° > 1.

Fiir den Induktionsschritt bemerken wir, dafs ein typischer g-Baum W folgen-
dermafsen aussieht:

Wi W W; Wi
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Von der Wurzel w weg fiihren k < g Kanten; an den anderen Enden dieser
Kanten hingt ein Teilgraph W;, der wieder die Struktur eines g-Baumes hat
(symbolisiert durch die Dreiecke im obigen Bild). Wegen L > 0 befinden sich
alle n Blatter in diesen Teilbiumen, einer dieser Teilbiume mufs daher min-
destens n/k > n/q Blétter enthalten. Bezeichnen wir diesen Teilbaum mit W’.
Klarerweise gilt L (W’) < L (W) — 1, somit kénnen wir auf W’ die Induktions-
voraussetzung anwenden:

qL(W') > Anzahl der Blitter in W > —.

)

Somit folgt:

(W),

=qW).g>

O

Der Wert |_logq n-| heif$t informationstheoretische Schranke. Es ist klar, dafs wir
fiir unser zuvor beschriebenes “allgemeines Suchproblem” keinen Algorithmus
angeben konnen, der immer (also auch im worst case) weniger Tests benétigt als
[logq n]

Als “Faustregel” fiir die Konstruktion eines Suchalgorithmus kann man offen-

bar ansehen: “Zerlege den Suchraum mit jedem Test in moglichst gleich grofle
Teile”. Diese simple Heuristik hatten wir auch in Beispiel 1.5.1 verwendet: Dort
haben wir tatsdchlich einen Algorithmus gefunden, der immer in 3 = I-log3 24-|
zum Ziel fithrt. Es ist aber keineswegs immer moglich, einen Algorithmus zu
konstruieren, der mit der theoretisch moglichen unteren Schranke fiir die An-
zahl der Tests auskommt: Typischerweise gelingt das nicht, wenn die Tests die
Suchrdume nicht “hinreichend gleichformig” partitionieren kénnen. Das fol-
gende Beispiel illustriert diesen Sachverhalt.

BeisrieL 4.2.2. Betrachten wir nochmals das Wiigeproblem aus Beispiel 1.5.1 — diesmal
aber mit 13 statt mit 12 Miinzen: Hier ist wieder ¢ = 3, aber fiir den Suchraum S gilt

nun |S| = n = 26. Die informationstheoretische Schranke ist I_log3 26-| = 3. Es ist aber
unmaglich, diese Schranke tatsiichlich zu erreichen:

Bei der ersten Wiigung miissen wir ja sowohl in die rechte als auch die linke Waagschale
je k Miinzen legen. Durch diese Wigung wird der Suchraum in 3 Blocke partitioniert:

e linke Waagschale leichter: Restlicher Suchraum hat 2k Elemente,
e rechte Waagschale leichter: Restlicher Suchraum hat 2k Elemente,
e beide Waagschalen gleich schwer: Restlicher Suchraum hat 26 — 4k Elemente.

Mindestens einer dieser neuen Suchriume mufl also mindestens % Elemente haben
(denn 2k + 2k + (26 — 4k) = 26): Diese Zahl mufS aber (natiirlich) ganz sein, al-
so > 9, und iiberdies gerade, also > 10. Insbesondere kann es also nicht gelingen, die
“moglichst gleichformige Partitionierung” des Suchraumes in Blocke der Grofie 9,9 und
8 zu erreichen, und deshalb wird hier die informationstheoretische Schranke verfehlt:
Denn der in einem (oder zwei, falls k = 5) Fillen nach der ersten Wiigung verblei-
bende Suchraum hat (mindestens) 10 Elemente, und wir brauchen dafiir mindestens

weitere |-log3 10-| = 3 weitere Wiigungen; insgesamt benotigen wir also mindestens 4
Wiigungen.



90 4. SUCHEN UND SORTIEREN

Wie in Satz A.1.1 im Appendix ausgefiihrt ist, bendtigt ein optimaler Algorithmus fiir
das “allgemeine Miinzwigeproblem” mit n > 3 Miinzen |-log3(2n + 2)-| Wiigungen.

BeispieL 4.2.3 (Binary search). Der klassische Algorithmus fiir das Einordnen eines
neuen Elements x in eine bereits geordnete Liste a; < ap < --- < a, ist Binary Search:
Der Suchraum ist hier die Menge der moglichen Stellen, wo x eingeordnet werden
konnte, er umfafSt also n 4+ 1 Elemente. Der Algorithmus funktioniert so:

Sei L= (m,ay,...,a,) eine der GroRe nach geordnete Liste von

n reellen Zahlen (entspricht einem Suchraum von n-+1 moéglichen
Stellen), bei der wir moglicherweise bereits die Relation x <
a, kennen (entspricht einem Suchraum von nur mehr n moglichen
Stellen).

Wenn der der Liste L entsprechende Suchraum nur mehr ein Element
enthdlt, sind wir fertig; d.h.: Wenn n = 0 oder wenn n = 1

ist und wir die Relation ap = a,,1 < 4, = a7 bereits kennen,

dann schreiben wir 4,,7 an die erste Stelle.

Ansonsten vergleichen wir 4,,1 mit jenem Element x der Liste,
das den Suchraum S moglichst gleichmaRig zerteilt (fir m =
IS| ist x =afy 27) . Gilt a,41 > x, dann setzen wir L = (ﬂrm/21+11---,ﬂn);
gilt 4,41 <x, dann setzen wir L = (01/---10(;11/21) (hier kennen
wir nun die Relation x < 4p;/21); in jedem Fall beginnen wir
wieder von vorne.
Die informationstheoretische Schranke besagt, daf$ wir im worst case mindestens |-1og2 (n+ 1)-|
Tests “a,41 > x?” brauchen. Und mit Induktion sehen wir, daf$ der obige Algorithmus
diese Schranke tatsiichlich erreicht:
Fiir n = 0 brauchen wir 0 = log, (1) Tests.

Falls n > 0, brauchen wir einen ersten Test und haben dann einen Liste vor uns,
deren entsprechender Suchraum maximal [(n+1)/2] Elemente enthilt (denn der
urspriingliche Suchraum ist in zwei Blocken +1 = [(n + 1) /2| + [ (n + 1) /2] parti-

tioniert worden). Nach Induktion brauchen wir dafiir [log2 ([(n+1)/ 2])1 Tests. Die
Anzahl der benotigten Tests ist also tatsichlich

1+[log,[(n+1) /2]1 = -1 + log, nzj +log, (1 + Mﬂ

- n+1
g1, [n=0 (2)

= |log, (n +1) + log, (1 + Wﬂ

= [logy (n+1+ [ =0 (2))]

= [log, (n+1)]. (4.2)

n=2-2mer,

n—=2-10r (Dieletzte Gleichung folgt aus einer Betrachtung der Sprungstellen von |-log2 (x)-|
n=2"rHr+1. be12m,m:0,1,)
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4.2.2. Average—Case Analyse: Hauptsatz der Informationstheorie. Fiir prak-
tische Anwendungen ist es meist von grofierer Bedeutung, die durchschnittliche
Dauer eines Algorithmus zu bestimmen: Im Fachjargon heifst das Average—Case
Analyse eines Algorithmus.

Ubersetzt in die “Sprache der Entscheidungsbdume” stehen wir also vor fol-
gender Situation: Gegeben ist ein g-Baum W mit n Bléttern, die mit 1,2,...,n
numeriert sind. Jedem Blatt 7 ist eine bestimmte Wahrscheinlichkeit P (i) zuge-
ordnet; mit 0 < P (i) < 1und Y7 ; P (i) = 1. Sei € (i) die Lénge des Blattes i,
dann interessiert uns die erwartete Linge der Blatter des Baumes W, die wir mit

L (W) bezeichnen:
n
=Y P(i)eli
i=1

Unsere Frage lautet also: Wie klein kann L (W) werden, wenn W alle méglichen
g-Baume mit n Bldttern durchlauft?

Aufgabe 54 (x): Es seien m - n Leute in einem m x n-Rechteck angeordnet. Wir sollen die
unbekannte Person X durch Fragen der Art ,,Ist X in der i-ten Zeile?*, beziehungsweise ,,Ist X
in der j-ten Spalte?” finden. Wieviele Fragen benétigen wir im Durchschnitt?

Sarz 4.2.4 (Kraftsche Ungleichung). (1) Sei W ein g—Baum mit n Blittern1,2,...,n,
deren Lingen durch € (1),€(2),...,¢ (n) gegeben sind. Dann ist

Zn: g0 <1,
i=1

und Gleichheit gilt genau dann, wenn W ein vollstandiger g—Baum ist.

(2) Seien € (1),£(2),...,€(n) in Z* gegeben mit }.7_, g~‘") < 1. Dann existiert ein
g—Baum W mit n Blittern, deren Lingen € (1), ...,€ (n) sind.

Beweis. Fiir g = 1 sind alle diese Aussagen trivial. Sei also g > 2.

ad (1): Wenn wir einen g—-Baum W gegeben haben, der nicht vollstdndig sein soll-
te, dann konnen wir ihn durch Anhédngen von weiteren Bldttern an ungeséttigte
innere Knoten zu einem vollstindigen Baum W’ machen. Dieser hat dann »’

Blatter mit n” > n. Da die Summe }_,, g~ dabei sicher zunimmt, geniigt es
zu zeigen, daf fiir einen vollstindigen g-Baum die Gleichheit gilt.
Das beweisen wir mit Induktion nach der Anzahl der Blitter n.

Falls n = 1 ist, dann besteht der g-Baum nur aus der Wurzel, die gleichzeitig
ein Blatt ist (denn ¢ > 2); fiir diesen Baum gilt Y ;g7 = g0 = 1.

Fiir den Induktionsschritt sei W ein vollstindiger g-Baum mit n Blattern. Wir
betrachten einen Knoten in v € W, an dem nur Blitter hingen (einen solchen

Knoten mufs es geben: Wihle z.B. einen inneren Knoten maximaler Lange). Da
W vollstindig ist, hdangen an v g Blitter vy, .. ., v,, die wir alle entfernen; d.h., wir

betrachten den Teilgraphen W’, der durch V (W) \ {01, cee, vq} induziert wird.
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q Blatter, die an v hdngen

W’ ist wieder ein vollstdndiger g-Baum, in dem der Knoten v nun ein Blatt ist;
er hatalson —g+ 1 Bldtter.Sei{ = {(v1) =--- = ¢ (Uq) die Lange der entfernten
Blétter in W. Dann gilt in W:

Z q—f(i) _ Z q—f(i) +q- q—f. 4.3)
i=1

ie[n]\{vl,...,vq}
Die rechte Summe in (4.3) ist aber einfach die Summe tiber die n — g + 1 Bléatter
von W/, also gleich 1 nach Induktion.

ad (2): Der gesuchte g-Baum kann sukzessive konstruiert werden: Wir illustrie-
ren die Vorgangsweise anhand eines Beispiels. Sei g = 2, n = 6, {(1) = 1,
£(2) =2,¢((3) =3,£(4) =€(5) =5, £(6) = 6. Es gilt in der Tat

274272423 42.27° 4270 = % <1.
Wir beginnen mit einer Wurzel und zeichnen g = 2 Kanten nach unten, an
denen jeweils ein Knoten hidngt. Da eines der Blitter die Liange 1 haben soll,
machen wir einen dieser Knoten zu einem Blatt:

N

Beim anderen Knoten kénnen wir weiter verzweigen. Da ein Blatt die Lange
zwei haben soll, machen wir einen der neuen Knoten zu einem Blatt:

Beim anderen Knoten kénnen wir wieder verzweigen. Ein Blatt soll die Lange
3 haben, also machen wir einen der neuen Knoten zu einem Blatt:

Beim anderen Knoten konnen wir wieder verzweigen. Da es kein Blatt der
Lange 4 geben soll, belassen wir die beiden neuen Knoten als innere Knoten:



4.2. SUCHALGORITHMEN 93

Wir kénnen nun bei beiden noch Knoten verzweigen. Es soll zwei Blitter der
Léange 5 geben, daher machen wir die ersten beiden durch die Verzweigungen
entstandenen Knoten zu Blattern:

Wir miissen jetzt nur noch ein Blatt der Linge 6 realisieren: Wir hdngen es an
einen der freien Knoten an; eine Verzweigung ist nun {iiberfliissig und kann
wieder entfernt werden:

Die Vorgangsweise ist an sich klar. Die einzige Frage ist: Kénnte es nicht pas-
sieren, daf3 an irgendeiner Stelle mehr Bldtter einer bestimmten Lange erzeugt
werden miissen als “freie” Knoten zur Verfiigung stehen?

Wenn wir die Anzahl der Bldtter mit Lange k mit w (k) bezeichnen (d.h., wir
wollen einen g-Baum mit w (k) Blittern der Lange k konstruieren, mit k =
0,1,...,L, wobei L die maximale Linge eines Blatts ist), dann konnen wir die
Voraussetzung )" , g0 <1 so schreiben:

L
Y wk)g*<,
k=0
oder dquivalent

w(0) gt +w(1)g" + - +w(L-1)g+w (L) < g~ (4.4)

Angenommen, wir sind mit der oben illustrierten Vorgangsweise soweit ge-
kommen, daf3 alle Bldtter der Langen O, 1,...,k bereits erzeugt wurden; nun
miiten wir also w (k + 1) Blatter der Lange k + 1 anhédngen.
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Durch “vollstandiges Verzweigen” von der Wurzel aus bis zum “Niveau” k + 1
wiren an sich gk*! “freie” Knoten vorhanden. Einige dieser Aste stehen aber
nicht mehr zur Verfiigung, denn wir haben bereits Blitter kiirzerer Linge ein-
getragen; genauer gesagt: Wenn ein Blatt der Lange m eingetragen wurde, dann
verringert dies die Anzahl der “freien” Knoten auf Niveau k + 1 um g*+1-.
Insgesamt stehen uns also nur mehr

1w (0) ! —w (1) g = —w (k) g

freie Knoten auf Niveau k 4 1 zur Verfiigung, und wenn wir mit unserer Proze-
dur fortfahren wollen, miifste

w(k+1) <g T -w(0) g —w(1) g = —w (k) g
gelten. Dies ist aber dquivalent mit
w(0) g +w ) g" 4w k) w (k+1) gt < gh,
und diese Ungleichung ist nach Voraussetzung (4.4) richtig. m|
Wir benétigen noch einen Hilfssatz aus der Analysis:

Lemma 4.2.5. Es seien s1,52,...,5q und yi,Y2,...,Yn positive reelle Zahlen mit
iq18i < Xy yi. Fiir g > 1 gilt dann

n
oo Ji
; Yi 1ogq S; >0,

und Gleichheit gilt genau dann, wenn s; = y; fiir alle i gilt.

Beweis. Wegen log, x = % geniigt es, die Behauptung fiir den natiirlichen
Logarithmus log zu zeigen.
Aus der Analysis kennen wir die folgende Ungleichung fiir den Logarithmus

logx < x—1fiirx >0,

wobei Gleichheit nur fiir x = 1 gilt. Daraus folgt zunachst

1 . n , n n

nach Voraussetzung. Wegen log % = —log S—j folgt dann die behauptete Unglei-
chung.

Gleichheit kann nur gelten, wenn log(s;/y;) = (s;/y; — 1) fiir alle i gilt. Dies gilt
aber nur fiir s;/y; = 1, also fiir s; = y;. O

Damit konnen wir nun den Hauptsatz der Informationstheorie beweisen.

Sarz4.2.6 (Hauptsatz der Informationstheorie). Sein > 1,9 > 2, undsei (p1,p2,...,Pn)
mit p; < 1 fiir alle i eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf den Blittern von g—Bdumen
W mit n Blittern. Dann gilt

n _ n
- Z pilog, pi < m“i]n L(W) < — Z pilog,pi+1,
=1 =1

1 1=
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wobei 0log, 0 als 0 zu interpretieren ist.

Beweis. Wir nehmen zundchst 1 > p; > 0 fiir alle i an. Sei W irgendein g-
Baum mit n Bléttern, und seien die Blattldngen ¢ (1),€(2),...,¢(n). Aus der
Kraftschen Ungleichung wissen wir, daf3

Y O <1 =pi4prte+pa
i=1

gilt. Wir wahlen nun in Lemma 4.2.5 s; = q_f(i) und y; = p;. Das liefert

n p;
pilog, —; = 20
; s

oder nach Umformung

n

Y pi(log, pi + £(i)) > 0.

i=1
Das impliziert L (W) = Y1 pil(i) > =Y, p; log, pi- Damit ist die linke Un-
gleichung bewiesen.

Um die rechte Ungleichung zu beweisen, miissen wir einen g—-Baum W mit n
Blattern finden, der

n
L(W) < —Zpilogqp,--l— 1
i=1
erfiillt.
Dazu definieren wir natiirliche Zahlen ¢ (i) durch - log, p; < £ (i) < —log, p; + 1.
(Diese sind wegen 0 < p; < 1 tatsdchlich wohldefiniert.)
Es gilt also g~ < p; fiir alle i und somit Yy g0 < Yipi=1
Nach dem zweiten Teil der Kraftschen Ungleichung wissen wir, daff es dann

einen g-Baum W mit#n Blittern geben muf3, dessen Blitter die Langen £ (1) ,£(2), ..

haben. Fiir diesen Baum gilt dann:

L(W) =) pit (i) < ) pi(~log,pi+1)
i=1 i=1
= —Zpilogqpi-i-zpi
i=1 i=1

= —Zpilogqpi-l— 1.
i=1

Schliefllich kann man tiberlegen, daf mit der Konvention 0log, 0 = 0 die obigen

Argumente auch fiir den Fall modifiziert werden konnen, dafi eine oder mehrere
Wahrscheinlichkeiten gleich 0 sind. O

., €(n)
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Der Satz besagt, daf3 die minimal mogliche durchschnittliche Laufzeit eines
Suchalgorithmus, der durch einen g-Baum beschrieben werden kann, ziemlich
genau gleich - Y. | p; log, pi ist: Diese Grofle ist daher sehr wichtig fiir die
Analyse von Suchalgorithmen. Im Fall der Gleichverteilung (also fiir py = p2 =
-+ = py = 1/n) erhalten wir

S 101 1
- El ;long = —logqa = log, n.
=

Das ist “im wesentlichen” derselbe Wert wie in Satz 4.2.1: Im Fall der Gleich-
verteilung gibt es also “praktisch keinen” Unterschied zwischen der worst case
analysis und der average case analysis.

Fiir ¢ = 2 nennt man die Grofe

n
- pilog, pi,
i=1

die Entropie der Wahrscheinlichkeitsverteilung (p1, pa, - . ., pn): Sie gibt die durch-
schnittliche Anzahl an Ja/Nein-Fragen an, die man stellen muf3, um die volle
Information zu erhalten.

4.2.3. Der Huffman-Algorithmus. Der Hauptsatz der Informationstheorie
gibt eine untere Schranke fiir die erwartete Laufzeit eines Suchalgorithmus; nun
wollen wir noch den eleganten Huffman—Algorithmus kennenlernen, mit dem
ein g-Baum konstruiert wird, der einem Suchalgorithmus mit der minimalen
erwarteten Laufzeit entspricht. Bevor wir ihn beschreiben, stellen wir einige
Hilfstiberlegungen an.

Sei (p1, p2, - - -, pn) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, wobei ohne Beschrankung
der Allgemeinheit p1 > p» > --- 2 py 2 0 sei. Bezeichnen wir das Minimum
tiber alle moglichen g—-Baume W mit n Bldttern, die die Wahrscheinlichkeiten

p1, P2, - ., Pn haben, mit f(pl,pz, ...,Pn),also
L(p1,pa, ... pn) i= m“i]nf(W).

Wir suchen einen g-Baum W, der dieses Minimum erreicht, das heifst

L(Wo) = Y pit (i) = L(p1,pa, -, pn)-
i=1

Wir sagen dann, dal Wy optimal fir (p1,p2, ..., pn) ist.

(1) Wir kénnen uns auf den Fall beschranken, dal (g —1) | (n—1) gilt: Denn
wennn—1 =k(g—1)—aist 1 <a < g-1, dann hdngt man a Bldtter, denen
die Wahrscheinlichkeit 0 zugeordnet ist, an innere Knoten des Baumes Wy an.
Das ist moglich, denn wenn (g —1) 4 (n —1) gilt, dann kann gemaf (4.1) der
g-Baum nicht vollstandig sein, und es gibt also ungeséttigte innere Knoten, wo
die Blatter angehdngt werden konnen. (Der so entstehende erweiterte g—-Baum
Wi muf$ aber keineswegs schon vollstandig sein.)
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Esist Wy genau dann optimal fiir (p1, pa, . . ., pn), wenn Wy optimal fiir (p1, p2, ..., Pn,0,...,0)
~——

a Nullen
ist. Denn sei Wy optimal fiir (p1,p2, ..., pn). Dann gilt einerseits:

f(pl,pz,...,pn) = Z(WO) = Z(Wl) > f(pl,pz,...,pn,O,...,O).

Nun sei W3 ein Baum, der optimal fiir (p1,p2,...,Pn,0,...,0) sei. Sei W3 der
Baum, der aus W» durch Entfernen der a Blitter mit Wahrscheinlichkeit 0 ent-
steht. Dann gilt also andrerseits

f(pl,pz,...,pn, 0,...,0)= Z(Wz) = Z(Wg) > f(pl,pz,...,pn).
Die beiden Ungleichungen besagen zusammen

L(p1,p2---,pn) = L(pL,p2, -+, pn,0,...,0), (4.5)
d.h., Wy ist optimal fiir (p1,p2,-.-,Pn,0,...,0).
Falls nun umgekehrt Wj optimal fiir (p1,p2,...,Pn,0,...,0) ist, dann gilt

L(p1,p2,---,pn,0,...,0) = L(Wy1) = L(Wq) > L(p1,p2,- -, Pn)-
Wegen (4.5) folgt aber dann, dafl Wy optimal fiir (p1,p2, ..., pn) ist.
(2) Sei € (i) die Lange des Blattes, das Wahrscheinlichkeit p; hat. Wenn W)
optimal ist, dann muB8 € (1) < €(2) < --- < £ (n) gelten. Denn wenn es Indices
i < j gibt mit £ (i) > £(j) und p; > p;, dann betrachten wir den g-Baum Wy, der
genauso wie W aussieht, wo aber die Wahrscheinlichkeiten p; und p; vertauscht
wurden. Dann gilt

Z(Wl) =pit +P] ) + Zpkf

k#z /]

= —pit (i) =pit (j) +pil (j) + pit ( +Zpk€

— L(Wp) — (Pi —Pj) (€ (@) =£(j))
< Z(Wo),

und somit wire Wy nicht optimal, ein Widerspruch.

(3) Wir konnen uns darauf beschranken, dafs Wy vollstandig ist. Denn sei L die
maximale Blattlange in Wy.

Angenommen, es gibt in Wy einen inneren Knoten u mit £(u) < L -2, von
dem weniger als g Kanten “nach unten” verzweigen. Dann kdnnen wir irgendein
Blatt mit Lange L samt der zugehorigen Kante nehmen und an u anhdngen. Wir
erhalten so einen Baum W; mit L(W;) < L(Wp).

Also konnen wir voraussetzen, dafd alle inneren Knoten in Niveaux < L —2
gesattigt sind. Sei I die Menge der (sdamtlich gesittigten) inneren Knoten 1 mit
£(u) <L -2, und sei ] die Menge der inneren Knoten u mit £(u) = L — 1.

Die Gesamtzahl der Knoten ist dann einerseits |I| + |]| + 7.

Andrerseits konnen wir die Anzahl der Knoten auch so bestimmen: Alle Knoten
in I haben je ¢ unmittelbare “Nachfolger” (das sind die anderen Endknoten der
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q Kanten, die nach unten verzweigen), fiir die Knoten j € | bezeichne n; die
Anzahl der entsprechenden Nachfolger. Die Gesamtzahl der Knoten ist daher
auch 1+q|I|+ ). jeg M- (Der Term 1 zahlt die Wurzel.)

Wenn wir die beiden Abzdhlformeln gleichsetzen erhalten wir

(n=1) =M (g=1) =Y (n;=1).

i€l
Aus (g—-1)| (n—1) folgt
(a-1)| Y (n-1), (4.6)

jel
Wir verteilen nun die Blétter der Lange L so um, dafi mdglichst viele innere
Knoten im Niveau L — 1 geséttigt sind. Das heifst, wir nehmen Blatter der Lange
L von ungesittigten inneren Knoten der Linge L —1 weg und héngen sie an
andere solche Knoten an (ohne allerdings neue Blitter zu erzeugen; d.h., jeder
innere Knoten vom Niveau L — 1 muf$ mindestens ein Blatt behalten). Es ist klar,
daf wir so folgende Situation erreichen kénnen: Im Niveau L — 1 gibt es

e eine gewisse Anzahl von gesittigten inneren Knoten,
e moglicherweise einen inneren Knoten, an dem a Blétter hiangen; 2 <a <

q,

¢ und an allen weiteren inneren Knoten hangt genau ein Blatt.

Aus der Teilbarkeitsrelation (4.6) folgt aber sofort, daf$ es keinen inneren Knoten
im Nivau L — 1 geben kann, an dem 2 < a < g Bldtter hdangen.

Somit hangen an allen inneren Knoten im Niveau L — 1 entweder genau q Blatter
oder genau ein Blatt.

Nun entfernen wir fiir jeden inneren Knoten im Niveau L — 1, an dem nur ein
Blatt hdngt, eben dieses Blatt, und machen ihn dadurch selbst zu einem neuen
Blatt, dem wir dieselbe Wahrscheinlichkeit geben wie dem gerade entfernten
Blatt: Entweder sinkt die durchschnittliche Blattlange oder sie bleibt gleich (falls
die zugehorigen Wahrscheinlichkeit gleich 0). Der neue, nunmehr vollstindige
g-Baum ist daher mindestens ebenso “gut” wie der urspriingliche Wy.

Unsere Zwischenbilanz sieht also so aus: Bei der Suche nach einem optimalen
g-Baum fiir (p1,p2,...,Pn)

e konnen wir uns auf vollstindige g-Baume beschrianken;
e wenn wir die Wahrscheinlichkeiten absteigend anordnen,

pr=p2=--2pn 20,

und das Blatt mit Wahrscheinlichkeit p; mit b; bezeichnen, dann gilt in
einem optimalen Baum

£(by) < b(by) < -~ < £(by).

Insbesondere miissen die “letzten” Blétter b,—41,...,by-1, b, allesamt
die maximale Blattlange L haben.
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Nach diesen Vorarbeiten konnen wir nun den Reduktionsschritt formulieren,
der die Grundlage fiir den Huffman—Algorithmus ist: Sei Wy ein vollstandiger
Baum, der optimal fir (p1,p2,...,pn) ist, und sei v der Knoten, an dem die
“letzten” Blatter by, 411, . .., by-1, by (Mit maximaler Ldnge L) hdngen. Wir bilden
nun den neuen Baum Wy, der aus Wy durch Entfernen dieser g Blétter entsteht.
Durch das Entfernen der g Bldtter wird v zu einem neuen Blatt in Wy; wir teilen
diesem die Wahrscheinlichkeit p = pp—g11+++ + pu-1 + pn zu.

bu-g+1 bn—g+2 b,
Pn—g+1 Pn—g+2 Pn

Es gilt
L(p1,p2, - o Pn—q,P) < L(Wy)

= L(Wp) —pL+p(L-1)
=L(p1,p2 - Pn) — - (4.7)

Sei umgekehrt U; ein vollstindiger g-Baum mit n — g 4 1 Bldttern, der optimal
fir (p1,p2,...,Pn—gq,p) ist. Sei u das Blatt, dessen Wahrscheinlichkeit p ist. Wir
héngen an dieses g neue Knoten an und geben ihnen die Wahrscheinlichkei-
ten py—g41,---,Pn-1,Pn- Dadurch entsteht der neue Baum Up. (Wir lesen also
gewissermafien die obige Graphik “von rechts nach links”.)

Wenn wir die Lange von u in Uy mit £ (1) bezeichnen, dann gilt
L(p1,pa,--.,pu) < L(Up)
= L(U1) =p € (u) +p(€(u) +1)
=L(p1,p2, - Pu-q/P) +P- (4.8)
Durch Kombination von (4.7) und (4.8) folgt

Z(Pll P2/ e /Pn) = Z(Plz PZI e /P?Z—QI P) + P/

auflerdem gilt in den obigen Ungleichungen tiberall Gleichheit. Insbesondere ist
Wy genau dann optimal fiir (py, pa, . . ., pn), wenn Wy optimal fiir (p1, p2, . .., Pu—q, P)
ist.

Der Algorithmus von Huffman funktioniert nun so: Gegeben ist die Wahrschein-
lichkeitsverteilung (p1,p2,...,pn); 0.B.d.A. kbnnen wir p; > - -+ > p, annehmen.
Wenn 7 — 1 nicht durch g — 1 teilbar ist, alson—1 = (g—1)k+rfirl <r <g,
dann ergdnzen wir g —r — 1 Wahrscheinlichkeiten 0 und konnen also ab jetzt
(g—1) | (n—1) annehmen. Nun fassen wir die g kleinsten Wahrscheinlichkeiten
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Pr-g+1s- -+ Pn-1,Pn ZUP = Py—g+1 + *** + Pu-1 + pn zusammen und erhalten so
die neue Wahrscheinlichkeitsverteilung (p1,p2, ..., pn-q,p), die wir absteigend
ordnen. Diesen Schritt wiederholen wir solange, bis “alles zusammengefaf3t”
ist (d.h., wir sind bei der trivialen Wahrscheinlichkeitsverteilung (p; = 1) ange-
langt). Wenn wir die Schritte in umgekehrter Reihenfolge ansehen, ergibt sich
ein g-Baum. Jene Blitter, die den moglicherweise am Anfang hinzugefiigten
Wahrscheinlichkeiten 0 entsprechen, werden zum Schlufs wieder entfernt. Der
so erhaltene Baum ist ein optimaler Baum fiir (p1,p2, ..., pn)-

An Hand eines Beispiels wird der Algorithmus sofort klar werden.
BersrieL 4.2.7. Essein = 8, q = 3, und die Wahrscheinlichkeitsverteilung sei

(ﬁ 22 17 16 15 3 3 L)
1007 1007 1007 100” 100” 100~ 100~ 100/ *

Wir werden der Einfachheit halber die Nenner meist nicht anschreiben.

Zundichst iiberpriifen wir, ob die Bedingung (g — 1) | (n — 1) erfiillt ist: 2 teilt 7 nicht,
daher erginzen wir eine 0, sodaf$ die neue Verteilung (22,22,17,16,15,3,3,2,0) ist.

Die q = 3 kleinsten Wahrscheinlichkeiten werden nun zusammengefasst. Ihre Summe
ist0+2+3=>5.

Die reduzierte Verteilung (wieder absteigend geordnet) ist also

(22,22,17,16,15,5,3).
Wir fassen wieder die drei kleinsten Wahrscheinlichkeiten zusammen. Ihre Summe ist
3+5+15 =23
Die reduzierte Verteilung ist dann (23,22,22,17,16).
Die niichste Reduktion ergibt (55,23,22).

Nun bleibt nur noch eine Reduktion, die zu der trivialen Verteilung (100) fiihrt.

22 22 p>»23 55 100
22 22 22 23 |-I
17 17 22 22

16 16 17

15 15 16
ey
3

3
2
0

Liest man diese Graphik von rechts nach links, dann baut sich der folgende Baum auf:
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Die minimal maogliche erwartete Blattlinge ist daher im vorliegenden Fall

1 183
o5 (12242 (22417 +16+15+3) +3-(3+2)) = 7= = 1.83.

Die untere Schranke aus dem Hauptsatz der Informationstheorie ist dagegen

_2210 22_2210 22_1710 17_1610 16
100 083700 100 °837100 100 237100 100 837100
_1510 15_3103_3103_2102~
100 83700 100 °837100 100 83100 100 3100
Man beachte weiters, daf$ die Linge des 3-Baumes, den wir eben ermittelt haben, gleich
3 ist — der 3—Baum ist also nicht optimal im Sinne der worst case analysis, denn

[log3 8] =2

Aufgabe 55 (x): Gegeben ist die Verteilung (3%, &%, £, 15, 45, 1) fir die Blétter 1,2, ..., 6.

Zeige, daf3 die folgenden bindren Suchbdume (2—Bdume) optimal sind. Nur einer ist ein Huffman—
Baum, welcher?

m m
3 4 5 6 6 4 5 3

BeEMERKUNG 4.2.8. Beim “Aufbau des Baumes” kann im Huffman—Algorithmus die
Situation eintreten, daf fiir einen Teilbaum zwei oder mehr Moglichkeiten bestehen, ihn
“einzuhingen”: In solchen Fillen konnen wir den Teilbaum “moglichst nahe bei der
Wurzel” einhiingen. Die folgende Ubungsaufgabe illustriert diesen Fall.

L

1.67....

Aufgabe 56 (x): Gegeben sei der Suchraum {1,2,...,10}, in dem ein (zundchst unbekanntes)
Element zu suchen ist. Fir die Suche stehen Tests zur Verfligung, die den Suchraum immer
in drei beliebige Teile zerlegen kénnen. Weiters ist von vornherein bekannt, da3 Element i mit
Wahrscheinlichkeit p; das Gesuchte ist:

i|1]2]3]4]
pi (in%) | 30 22| 14| 12|
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Konstruiere in dieser Situation einen optimalen Suchalgorithmus (Suchbaum) im Sinne der
Average—Case—Analysis. Achtung beim Aufbauen des Baumes: Siehe die Bemerkung dazu in
der Vorlesung!

4.3. Sortieralgorithmen

Eine wichtige Anwendung unserer theoretischen Resultate ist die folgende all-
gemeine Aufgabe, die fiir die Programmierung von Computern grofse Bedeu-
tung hat:

Gegeben sei eine Liste von 1 verschiedene reellen Zahlen

(a1,a2,...,a,) .

Man ordne diese Zahlen der Grofie nach auf moglichst effiziente Weise,
und zwar unter Verwendung der Tests “a; > a;?”.

Wenn wir die der Grofie nach geordnete Liste mit (%(1)1 Ar(2)r+- s an(n)) bezeich-
nen, dann wird klar, dafd das Sortieren der Liste gleichbedeutend damit ist, die
Permutation 71! (also die Anordnung der urspriinglichen Liste (a1, as, .. .,a,))
zu bestimmen. Wir nehmen der Einfachheit halber an, daf§ alle moglichen An-
ordnungen der Elemente a1, 4, .. ., a, gleich wahrscheinlich sind.

Der Suchraum umfafst hier alle n! Permutationen von ay, ay, . . ., a,, und g ist hier
2.Nach Satz 4.2.1 ist die Anzahl der notwendigen Tests durch die informations-
theoretische Schranke

[log2 n!]

nach unten begrenzt. Um eine Vorstellung von der Grofienordnung zu erhalten,
verwenden wir die aus der Analysis bekannte Stirlingsche Formel

n
n! ~ (E) 21n

und erhalten damit

" 1
|-log2 n!-l ~ log, ((Z) 2nn) = nlog, n—nlog, e+ 5 log, (2mn).
Fiir unsere Zwecke ignorieren wir den letzten Term und schreiben also

|-log2 n!-| ~ nlog, n —nlog,e. (4.9)

BeispieL 4.3.1. Sein = 4. Die informationstheoretische Schranke liefert I_log2 24-| =5
Theoretisch ist es also moglich, einen Algorithmus zu finden, der immer nach 5 Fragen
die Reihenfolge der vier Elemente ay,ay, a3, as herausgefunden hat.

Am Anfang ist es sicherlich egal, welche zwei Elemente wir vergleichen; beginnen wir
also mit ay und ap: O.B.d.A. kbnnen wir a1 < ap annehmen (der andere Fall ist symme-
trisch). Wir notieren diese Information in einem sogenannten Hasse-Diagramm, das
die bisher bekannten Ordnungsrelationen in einem (von oben nach unten orientierten)
Wald zeigt: Ein Element x im Hasse—Diagramm ist grofSer als ein anderes Element y,
wenn x mit y durch einen Weg “von oben nach unten” verbunden ist.

@)
@)
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Nun vergleichen wir az und ay, wieder nehmen wir 0.B.d.A. a3 > a4 an (der andere Fall

ist symmetrisch):
@)
QD @

Nun vergleichen wir ay und as, sei 0.B.d.A. ay < a3 (der andere Fall ist symmetrisch):

(23)
@) 49
@)

Wenn wir jetzt ay und a, vergleichen, dann gibt es zwei (nicht—symmetrische) Moglichkeiten:
Falls ay < ay ist, dann kennen wir bereits die vollstindige Ordnung

a1 <dp <dag <das.

Andernfalls sieht unser Informationsstand im Hasse—Diagramm so aus:

@3)
(1)
@) 9

Wenn wir jetzt noch a; und ay vergleichen, sind wir fertig: Tatsichlich haben wir
héchstens 5 Tests gebraucht.

Der entsprechende Entscheidungsbaum sieht so aus:

symmetrisch

symmetrisch

symmetrisch

|a1<a4<a2<a3 ag <ay <ap <as
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Fiir n = 5 ergibt die informationstheoretische Schranke [log2 120-| = 7:Esist gar
nicht so einfach, einen Algorithmus zu konstruieren, der tatsachlich immer nach
hochstens 7 Vergleichen die richtige Ordnung ermittelt (siehe Abschnitt A.4 im
Anhang).

Aufgabe 57 (x x x): Bestimme die optimalen Sortieralgorithmen fiirn = 6,7,8. (Hinweis: Set-
ze voraus, daf3 es einen Sortieralgorithmus fiir n = 5 gibt, der immer mit héchstens 7 Verglei-
chen auskommt.) Was sind die optimalen Suchldngen?

Nun wollen wir drei gdngige Algorithmen zum Sortieren einer Liste betrachten.

4.3.1. Sortieren durch Einfiigen. Sortieren durch Einfiigen ist wohl die ndchstliegende
Methode: Wir beginnen mit dem ersten Element der Liste, das (natiirlich) eine
geordnete Liste (a1) darstellt. Wenn wir die ersten i Elemente in die richtige
Ordnung

by <by <---<b;
gebracht haben, dann fiigen wir im folgenden Schritt a; | mit binary search (siehe
Beispiel 4.2.3) in die richtige Stelle ein.

Im schlechtesten Fall ist also die Gesamtzahl B(n) der bendétigten Vergleiche
gemafs (4.2)

n

B(n) = Z [log2 i].

=2
Diese Summe kann man explizit ausrechnen: Schreiben wir n als n = 2" + r fiir
nattirliche Zahlen m und r, sodas 0 < r < 2. Es gilt
[log,i| =k e 2" <i<2k

Wir partitionieren also den Summationsbereich, den i durchlduft, in die Blocke
(2}, 3,4}, {5,6,7,8), ..., {2" + 1,...,n}. Im Bereich {21 4+1,...,2"} ist [log, i|
konstant gleich k. Der Beitrag den dieser Bereich fiir die Summe liefert ist daher
k-1 k. Insgesamt erhalten wir

B(n) = ik-zk‘l +(n=2")(m +1).
k=1

Wenn wir die (abbrechende) geometrischen Reihe

m 1 — xm+1

) =

k=0
differenzieren, erhalten wir

Zm: - 1— (m+1)x"™ + mxm+
- X = .
k=0 (1-x)7

Wenn wir in dieser Formel x = 2 setzen, erhalten wir also zunichst

m
Y k2l =14 (m-1)2",
k=1
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und damit schlieSlich fiir B (n)
B(n) =n(m+1) -2 41
oder, wenn wir m wieder durch n ausdriicken,

B(n) =n [log2 n] _pllogpn] 4 1.

Im Vergleich mit der (Gréfienordnung der) informationstheoretischen Schranke
(4.9) ist das nicht schlecht: Der fiihrende Term n I_log2 n-l ist gleich, nur der

nichste Term ist kleiner, denn —2/182"1 jst ungefdhr —n, wihrend -nlog,e
ungefdhr —1.44 n ist.

4.3.2. Mergesort. Eine andere Idee besteht darin, das Sortieren rekursiv auf-
zubauen: Wir teilen die n Elemente a1, 4y, ..., a4, in zwei ungefdhr gleich grofie
Halften, sortieren beide Halften (rekursiv) nach derselben Methode, und fiigen
am Schlufs die beiden (dann geordneten) Listen zusammen. Dieser Algorithmus
heifdt Sortieren durch Zusammenlegen (englisch: Merge-Sort).

Das Zusammenlegen erfordert aber einige Vergleiche: Seien die Listen b; < by <
- <bpund c; < cx < --- < ¢y gegeben, die wir in der richtigen Reihenfolge
zusammenfiigen sollen. Das Zusammenfiigen konnen wir “reifSverschluflartig”
durchfiihren, also durch folgenden Algorithmus:

/* Initialisierung: */

b« (by,by,...,by),c— (c1,c2,...,c) und ] « () (I ist die leere Liste).
/% Schleife: Wird wiederholt, solange die Bedingung erfiillt ist. *
while (Bedingung: Beide Listen b und c sind nicht leer.) do
Vergleiche die ersten Elemente b’ und ¢’ von b und ¢; sei x das kleinere der
beiden.
Fiige x hintenan die Liste/an /* Bemerke, daR | stets richtig geordnet
ist! */
Entferne x aus seiner “alten” Liste (d.h., wenn x = b/, dann setze b < b \ x.
end while/* Zum SchluR */
Falls eine der Listen b, c nicht leer ist, flige sie an [ hinten an: / ist dann die aus
den urspriinglichen Listen b und c zusammengefiigte geordnete Liste.

Es ist klar, dafs wir fiir dieses Zusammenfiigen im schlechtesten Fall m + k —1
Vergleiche brauchen.

Bezeichnen wir nun die Gesamtzahl der Vergleiche, die Mergesort im schlech-
testen Fall fuir die Liste (a1, 4y, . . ., 4,) benotigt, mit M(n). Dann erhalten wir die

Rekursion®
M(n) = M([n/2]) + M([n/2]) + n—1.

(Denn wir miissen zuerst die beiden Halften mit |n/2] und [n/2] Elementen
ordnen und brauchen dann schlimmstenfalls noch weitere n — 1 Vergleiche, um
die beiden geordneten Halften zusammenzufiigen.)

3Kurzes Nachdenken zeigt: Das ist nicht “nur” eine obere Schranke fiir den worst-case,
sondern der “echte” worst—case!
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BEMERKUNG 4.3.2. Man kann mit Induktion leicht nachweisen, daf§ M(n) = B(n) fiir
alle n gilt. Die folgende Tabelle gibt die ersten Werte von M(n) = B(n) wieder und

vergleicht sie mit der informationstheoretischen Schranke [log2 n!]:

n 2345 6 7 8 9 10 11 12
[log,n!| |1 357 10 13 16 19 22 26 29
B(n)=M(n) |1 3 5 8 11 14 17 21 25 29 33

Fiir n <11 kann man tatsichlich Algorithmen konstruieren, die mit |-log2 n!-| Verglei-

chen auskommen. Fiir n = 12 hat eine Computer—Suche ergeben, daf$ die Minimalzahl
30 ist, also um 1 grofSer als die informationstheoretische Schranke.

4.3.3. Quicksort. Die wahrscheinlich gdngigste Sortiermethode ist der so-
genannte Quicksort—Algorithmus, der ebenfalls rekursiv vorgeht. Dabei teilen
wir die n Elemente wieder in zwei Teile, diesmal aber so, daf$ die Elemente
in einem Teil alle kleiner sind als die Elemente im anderen Teil; ordnen jeden
der Teile (rekursiv) nach derselben Methode; und fiigen die Teile dann (ohne
zusétzliche Arbeit wie bei Mergesort) wieder aneinander.

Wenn wir annehmen, daf die Liste im Computer als Vektor
a=(ay,...,a)

gespeichert ist (das wir also insbesondere zwei Komponenten des Vektors ver-
tauschen konnen und zu jeder Komponente des Vektors den linken bzw. rechten
Nachbarn — sofern vorhanden — bestimmen konnen), dann konnen wir diese
Aufteilung algorithmisch so vornehmen, daf} kein zusitzlicher Speicherplatz
tir die zwei Teile benétigt wird:

/* Initialisierung: */

Markiere die letzte Koordinate (i.e.: a,)) des Vektors..

/% Schleife: Wird wiederholt, solange die Bedingung erfiilllt ist. *

while (Bedingung: Die Koordinate a1 ist nicht markiert.) do
Sei x das markierte Element.
if (a1 steht links von x UND a; > x) ODER (a; steht rechts von x UNDa; < x
then
vertausche a; und x (die Markierung “wandert dabei mit”)
end if
Bewege die Markierung um eine Stelle in Richtung von Element a; (nach
rechts, wenn a; rechts von x steht, sonst nach links).
end while

Wir verdeutlichen uns dieses Verfahren an einem Beispiel mit n = 9; a4y = 4
wird hier graphisch durch einen Kreis gekennzeichnet, die Markierung durch
ein kleines Dreieck:
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Es ist klar, dafd dieser Algorithmus nach n — 1 Schritten abbricht. Wenn wir a;
und das markierte Element x als “Grenzen” (also als erstes/letztes Element) eines
“Intervalls” (oder Teilvektors) I von a betrachten, dann ist klar, dafs nach jedem
Schritt des Algorithmus links von I nur Elemente kleiner a; stehen und rechts von
I nur Elemente grofiergleich a; (denn zu Beginn ist dies leererweise richtig, und
in jedem Wiederholungsschritt wird dieser Zustand aufrechterhalten). Damit
ist weiters klar, dafs nach Abbruch des Algorithmus

e alle Elemente, die links von a; stehen, kleiner sind als a; — diese bilden
also den einen Teil der Liste,

e alle Elemente, die rechts von a; stehen, grosergleich sind als a; — diese
bilden also den anderen Teil der Liste).

Auf diese beiden Teil-Listen wird dann dasselbe Verfahren rekursiv angewen-
det (wenn sie mehr als ein Element beinhalten), bis die ganze Liste richtig
geordnet ist.

Die worst case analysis von Quicksort féllt sehr schlecht aus: Wenn die Liste a
zufélligerweise bereits total geordnet sein sollte, also

a <dp) <---<dy,
dann wird die Liste in jedem rekursiven Schritt stets
e in die [eere Liste (die Teil-Liste der Elemente kleiner als das erste Ele-
ment),
e und in die urspriingliche Liste ohne ihr erstes Element (die Teil-Liste

der Elemente grofiergleich dem ersten Element, ohne das erste Element
selbst)

zerlegt. In diesem Fall bendtigen wir also
(n=1)+ (n-2)+-+1= (’;)

Vergleiche — das sind alle Vergleiche von 2 Elementen aus a!

Die average case analysis ist hingegen sehr viel freundlicher: Sei Q (n) die
durchschnittliche Anzahl von Vergleichen, die Quicksort fiir eine Liste a der
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Lange n benoétigt. Das erste Element a; ist jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/n
das kleinste, das zweitkleinste, ..., oder das grofite Element. Wenn a; das s—
kleinste Element in a ist, dann erhalten wir eine Aufteilung in s — 1 (die kleineren)
und n — s (die grofSeren) Elemente; fiir jeden der Teile wiederholen wir rekursiv
die Prozedur. Zusammen mit den n — 1 Vergleichen mit a; erhalten wir also die
Rekursion

1 n
Q(n)=n—1+;;<g<s—1>+g<n—s>>

mit dem Anfangswert Q (0) = 0. Die rechte Seite kénnen wir vereinfachen:

Qm =n-1+-Y QK.

n

Wir multiplizieren beide Seiten mit# . ..

n—1
nQ(n) =n(n-1)+2) QK
k=0

... und schreiben dieselbe Gleichung mit n — 1 statt n nochmals an:

n—2
(n=1)Q(n-1)=(n=1)(n-2)+2) QK.
k=0

Nun subtrahieren wir die beiden obigen Gleichungen und erhalten
nQ(n)-(n-1)Qn-1)=2(m-1)+2Q1n-1),

oder vereinfacht . .
n-+ n-—
Q(n) = ——Q(n-1) +2——.
Das ist eine lineare Rekursion, die aber keine konstanten Koeffizienten hat.
Durch Iteration erraten wir eine Summendarstellung fiir Q (1),

n-1 k
Q(n) :2(”“),;) i+ 1)(k12)

die man mit Induktion nach 7 leicht nachpriifen kann.
Wenn wir die folgende “Partialbruchzerlegung”

k _ k+2-2
k+1)(k+2)  (k+1)(k+2)
1 2

k41 (k+1)(k+2)

1 ( 22 )
Ck+1 k41 k42
verwenden, dann vereinfacht sich die obige Summe (Teleskopsumme!) zu

Q(n):2(n+1)[2%—2+nz?).
k=1
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Die Summe auf der rechten Seite ist die harmonische Zahl H, := Y.,;_, 1/k (siehe
auch Definition 1.2.3); wir erhalten also

Q(n)=2(n+1)H,—4n.
Da H,, ~ logn, gelangen wir schlieSlich zu
Q (n) ~2nlogn = 2nlog, n/ log, e ~ 1.38 nlog, n.

Wenn wir dieses Resultat wieder mit der informationstheoretischen Schranke
I-log2 n!-l vergleichen, dann sehen wir aus (4.9): Die Grofienordnung 1 log, n ist

“optimal”, nur haben wir hier noch die multiplikative Konstante von =~ 1.38.

BeEMERKUNG 4.3.3. Wir halten abschliefSend fest, daf$ die “Effizienz” eines Algorithmus
in der Praxis der Computerprogrammierung nicht allein mit der Anzahl der bendtigten
(abstrakten) Schritte (Tests) gemessen wird.

Es ist z.B. ein Nacheil des Sortierens durch Einfiigen, dafS man jedes Mal, wenn man
den richtigen Platz fiir das neue Element a; 1 in der bereits geordneten Liste gefunden
hat, alle grifSeren Elemente verschieben mufs, um fiir a; 1 Platz zu schaffen.

Das Sortieren durch Zusammenlegen hat einen anderen Nachteil: Die Teillisten miissen
der rekursiv aufgerufenen Funktion immer als Arqument iibergeben werden, dafiir muf
also stets neuer Speicherplatz verwendet werden. Insgesamt entsteht dadurch ein sehr
grofSer Speicherbedarf.






ANHANG A
Ausgewdihlte Zusatzinformationen

Dieser Anhang enthélt zusétzliches Material zum Thema, das in der zwei-
stiindigen Vorlesung keinen Platz mehr fand.

A.1. Das allgemeine Miinzwiageproblem

Sarz A.1.1. Sein > 3. Gegeben seien n Miinzen, von denen eine schwerer oder leichter
ist. Dann gibt es einen Algorithmus, der immer nach [log3(2n —1—2)] Wiigungen

herausfindet, welche der Miinzen falsch ist, und ob sie schwerer oder leichter ist. Diese
Zahl von Wiigungen ist optimal.

Beweis. Esist klar, dafs man n > 3 voraussetzen mulfs.
Die Zahl [log3 (2n + 2)] erfassen wir durch eine Fallunterscheidung:

_ ||logs(2n)
[log3 (2n + 2)] = {Logz(ZVl)

+1 falls2n =3°—1fiireine € N,

sonst.

In anderen Worten: Die Zahl [log3 (2n + 2)-| ist immer gleich der informations-
theoretischen Schranke; auSer wenn n = (3° —1)/2 fiir ein e ist — dann ist sie
um 1 grofer.

Es sind daher zwei Dinge zu zeigen:

(1) Es gibt keinen Algorithmus, der immer nach héchstens
[log3 (2n + 2)1 -1

Wagungen fertig wird.
(2) Wir miissen hingegen einen Algorithmus angeben, der tatsdchlich im-
mer nach hochstens
|-log3(2n + 2)-|

Waégungen fertig wird.

Punkt (1) haben wir uns im wesentlichen bereits tiberlegt: Unter die informati-
onstheoretische Schranke |-log3 (Zn)-| kommen wir keinesfalls, damitist Punkt (1)
furn # (3°-1)/2 Klar.

Falls n = (3°—1)/2 fiir ein e € N ist, argumentieren wir so wie im Fall n = 13:
Angenommen, wir legen bei der ersten Wagung jeweils £ Miinzen in die beiden
Waagschalen. Abhdngig vom Ausgang der Wagung bleiben uns dann 2¢, 2¢
oder 2n — 4€ Moglichkeiten. Eine dieser Grofsen mufd mindestens 27/3 sein, und
daher — da es sich um natiirliche Zahlen handelt — mindestens (2n + 1) /3.

Andrerseits sind alle diese Grofien auch gerade, aber (21 + 1) /3 ist eine ungera-
de Zahl. Daher mus eine dieser Grofien mindestens (21 + 2) /3 sein. (Sogar min-

111

Denn n = (3°—
1)/2.
Fir n = (3 -

1)/2 ist (2n +
1)/3 =31, also
ungerade.
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destens (2n + 4)/3, aber das brauchen wir gar nicht.) Einer der verbleibenden
Suchrdume enthélt also mindestens (21 + 2) /3 Moglichkeiten. Gemég informa-

tionstheoretischer Schranke brauchen wir dann noch mindestens [log3 (2n+2)/ 3)] =
I-log3 (2n + 2)-| — 1 weitere Wagungen (in zumindest einem Fall). Zusammen mit
der ersten Wagung sind das [log3(2n + 2)] Wigungen.

Fiir Punkt (2) miissen wir einen Algorithmus konstruieren, der das Wéageproblem
in der angegebenen Anzahl von Wagungen erledigt. Wir behaupten, daf die
folgende Strategie zum Ziel fiihrt:

(A) Falls zu irgendeinem Zeitpunkt der Suchraum gleich
{1,2,...,N,1,2,...,N}
ist, dann fithrt man die Wagung
L2, 8] R+ LA 42 28] (A1)

durch. Sollte jedoch N = (3°—1)/2 fiir ein e € IN sein, und eine andere Miinze,
sagen wir R, schon als richtig identifiziert sein, dann fithrt man die Wagung

L2, 5] R+ L8] +2. 28] R (A2)

durch.
(B) Falls zu irgendeinem Zeitpunkt der Suchraum gleich

{1,2,...,mym+1,...,N}

ist, dann fithrt man im Falle m > 2 [%] die Wagung
L2, 8] (R L [E 422 8] (A3)
durch, und im Falle m < 2 [%1 die Wagung
1,2,....5m+1,...,m+ % : %—I—l,...,x,m—l—%-l—l,...,m—i—y, (A4)

m talls m gerade,
X =

m—1 falls m ungerade,
und y = 2[N/3]—x.
Zundchst tiberlegen wir uns, dafd das tiberhaupt ein wohldefinierter Algorith-
mus ist. Was zu zeigen ist, dafs man sich nach jeder Wagung wieder in einem
der beiden Fille (A) oder (B), fiir irgendein N befindet. Dies ist in der Tat leicht
tiir jeden einzelnen Fall nachzupriifen. Fiihren wir im Fall (B) etwa die Wagung

(A.4) durch, dann ist im Falle, dafs die linke Seite leichter gewesen sein sollte,
der neue Suchraum gleich

{T,E,...,g,m—i— % +1,...,.m+yj,
im Falle, dafs die rechte Seite leichter gewesen sein sollte, gleich

m+1,...m+45,3+1,..,7%,
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im Falle, dafs beide Seiten gleich schwer gewesen sein sollten, gleich

x+1,....mm+y+1,...,N}L

Somit ergibt sich in jedem der drei Falle ein Suchraum vom Typ (B), und der Al-
gorithmus kann fortgesetzt werden. Fiir die anderen Wagungen gelten analoge
Uberlegungen.

Dass dieser Algorithmus tatsdchlich zum Ziel fiithrt, beweisen wir nun mit
Induktion nach N. Die Induktionsvoraussetzung sei, daf$ wir im Fall (A) immer
inlog, (2N + 2) Wagungen die falsche Miinze aufspiiren, falls jedoch schon eine
Miinze als richtig indentifiziert wurde, dann sogar in log,(2N) Wagungen, und
dafs wir im Fall (B) immer in log, N Wagungen die falsche Miinze aufspiiren.
Wir kommen zum Induktionsschritt. Wir beginnen mit Fall (A). Falls wir die
Wégung (A.1) durchfiihren, dann bleibt nach erfolgter Wagung entweder der
Suchraum

L2 [N A+ L8]+ 2. 2[¥)

oder

{112,...,[%1,[%]+1’- -

w|Z
+
N
N
—
w|Z
—

oder

2[¥]+1,... N2[¥]+1,...,N)

In den ersten beiden Féllen handelt es sich um Suchrdume vom Typ (B) der
Grofse 2|_N -|, im dritten Fall um einen Suchraum vom Typ (A) der Grofie

2N -4 [—] <2 [M] Gemafs Induktionsvoraussetzung brauchen wir also in allen

Fallen noch (hochstens) |_10g3( I_ -|)-| weitere Wagungen. Zweckmafiigerweise

schreiben wir 2N = 3°—g, mit 0 < a < 3¢ =31 und a ungerade. Zusam-
men mit der eingangs durchgefiihrten Wagung (A.1) ist die Gesamtanzahl der
Waégungen im betrachteten Fall gleich

1+ [logy(2[¥])] =1+ [logy(2[%2])].
Falls a > 3, dann gilt

1+ [log3(2 [387_“])] <1+ [log3(2 [367_3])]

Ist hingegen a = 1, dann ergibt sich

1-|—|-10g3(|- -|-|—1-|-|_10g3 I_ -|-|
<1+ flogs 2 %3]
<1+ [logs (31 +1)]
<1+e=[log;(2N +2)]|.
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Falls wir hingegen die Wagung (A.2) durchfiihren (und das kann nur dann
der Fall sein, wenn N = (3° —1)/2), dann bleibt uns nach dieser Wagung
entweder ein Suchraum vom Typ (B) der GroBe [2N /3] = 3¢ oder ein Such-
raum vom Typ (A) der Groe 2N —2- 371 = 3¢71 -1 < 371, Gema Induk-
tionsvoraussetzung brauchen wir noch (héchstens) [log3 3"_1-| = e — 1 weitere
Wiagungen. Zusammen mit der eingangs ausgefiihrten Wagung (A.2) ergibt das
1+(—-1)=e= [log3 ZN] Wigungen.

Zusammenfassend: Falls N nicht die Form (3¢ — 1) /2 hat, dann wird man im-
mer in |-log3 2N -| Waégungen fertig, und ebenso wenn schon eine richtige Miinze
identifiziert wurde. Nur wenn N = (3¢ — 1) /2 fiir ein e ist und noch keine rich-
tige Miinze identifiziert wurde (das kann aber nur ganz am Anfang passieren,
das heifit wenn N = n und n = (3° - 1)/2), dann benétigt man (hochstens)
|-log3 (2N + 2)-| Wagungen. Dies ist exakt das, was fiir Fall (A) behauptet wurde.
Nun wenden wir uns Fall (B) zu. Egal ob wir die Wagung (A.3) oder (A.4) durch-

fiithren, es bleibt uns nach der Wagung ein Suchraum vom Typ (B) der Grofse
[N/3] oder der Grofie N —2[N /3] < [N/3]. Gemafs Induktionsvoraussetzung

brauchen wir (hochstens) noch |-10g3 [N/ 3]-| weitere Wagungen. Wenn wir N =

3¢—a,mit0 < a < 3¢ — 3¢ ! schreiben, dann sind das zusammen mit der eingangs
durchgefiihrten Wagung (A.4)

1+ [logy[N/31] <1+ [log; 3| =1+ (e—1) = e = [log; N|

Wagungen, wie behauptet. m|

A.2. Diskrete Wahrscheinlichkeitsrechnung

Viele Abzdhlungsfragen stammen urspriinglich von wahrscheinlichkeitstheo-
retischen Fragestellungen.

Wir geben hier nur eine ganz kurze Skizze (Wahrscheinlichkeitstheorie ist ein
eigenes, sehr interessantes Gebiet!) und mischen die relevanten abstrakten De-
finitionen mit (einfachen) illustrierenden Beispielen:

DeriniTION A.2.1. Sei Q) eine endliche Menge und P eine Abbildung Q) — [0, 1], die
jedem w € Q) eine Wahrscheinlichkeit P (w) zwischen 0 und 1 zuordnet, sodaf3 gilt:

Y Plw)=1. (A.5)
we)
Das Paar (Q), P) nennt man Wahrscheinlichkeitsraum; die Elemente von w werden
auch als Elementarereignisse bezeichnet; P heif$t die Verteilung auf (). Ist P konstant
auf Q) (d.h., alle Elemente aus Q) haben dieselbe Wahrscheinlichkeit, gemdfs (A.5) also

P(w) = |15| fiir alle w € Q)), dann spricht man von Gleichverteilung.

BeispieL A.2.2. Beim Werfen eines normalen Spielwiirfels gibt es 6 mogliche Ausgiinge,
die wir naheliegenderweise mit den entsprechenden Augenzahlen bezeichnen. In diesem
Fall ist also 3 = {1,2,3,4,5, 6}, und P (w) ist die Wahrscheinlichkeit, daf§ Augenzahl
w erreicht wird. Einen Wiirfel werden wir genau dann als fair ansehen, wenn die
Augenzahlen gleichverteilt sind, also P (w) = 1 fiir alle w € Q.
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DeriNiTioN A.2.3. Sei (Q), P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine beliebige Teilmenge
E C ) heifst ein Ereignis. Die Wahrscheinlichkeit von Ereignis E definieren wir als

P(E):=) P(w). (A.6)
w€E
BeispieL A.2.4. Beim Wiirfeln konnte man auch nach der Wahrscheinlichkeit fragen,
daf$ eine gerade Augenzahl gewiirfelt wird: Das entsprechende Ereignis wire dann
{2,4, 6}, und die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses ist bei einem fairen Wiirfel %

DerINITION A.2.5. Sei (Q), P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine (beliebige) Funktion
X : O — R heifit Zufallsvariable. Auf dem Bild X (Q)) C R von X existiert die von
X induzierte Verteilung Py,

Px(x):= Y P(w) (A7)

BerspieL A.2.6. Beim zweimaligen Wiirfeln ist der Raum der Elementarereignisse die
Menge [6] x [6] aller Paare von Zahlen aus [6); fiir ein Wiirfelspiel ist aber vielleicht
nur die Summe der Augenzahlen relevant: Die entsprechende Zufallsvariable X ist
dann die Abbildung

X: [6]x[6] = {2,3,...,12}, X((i,])) :==i+].
Die induzierte Verteilung auf (2,3, ...,12} ist
(12345654321)

36”36”36 36" 36" 36" 36" 36" 36" 36" 36
DeriNiTION A.2.7. Sei (Q, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zwei Ereignisse E1, Ep
aus ) heiflen unabhéangig, wenn P (E; NEy) = P (Ep) - P (Ep) gilt.
Seien X : O - Rund Y : QO — R zwei Zufallsvariable mit den induzierten Ver-
teilungen Px auf T := X (Q)) und Py auf U := Y (Q). Die gemeinsame Verteilung
auf T x U ist dann gegeben durch

Pixy):= Y  Pa). (A.8)

X(w)=x,Y(w)=y
X und Y heiflfen unabhangig, wenn fiir die gemeinsame Verteilung gilt:
Va,y: P(x,y) =Px (x) Py (y). (A9)

Unabhiingigkeit von zwei Ereignissen bzw. von zwei Zufallsvariablen kann man in
offensichtlicher Weise auf m Ereignisse bzw. m Zufallsvariablen verallgemeinern.

Beispier A.2.8. Beim zweimaligen Wiirfeln sind die Ereignisse (i, .) (d.h., beim ersten
Wiirfeln kommt Augenzahl i) und (., j) (d.h., beim zweiten Wiirfeln kommt Augenzahl
j) unabhingig; die Zufallsvariablen X : (i,j) v iund Y : (i,j) v j sind es daher
auch.

Nicht unabhéngig sind hingegen die Zufallsvariablen U : (i,j) » i+ jund V :
(i,j) ¥ i- ], denn z.B. gilt fiir die gemeinsame Verteilung

P(2,1):31—6>Pu(2)-PV(1):@.
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DEerINITION A.2.9. Sei (Q), P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsvariable.
Der Erwartungswert E (X) ist definiert als

E(X):= ) P(w) X (@), (A.10)

we)

Ersichtlich ist der Erwartungswert E (.) ein lineares Funktional auf dem Raum aller
Zufallsvariablen:

E(A-X4+u-Y)=A-E(X)+u-E(Y) (A.11)
fiir beliebige Zufallsvariable X, Y und Skalare A, .
Die Varianz var (X) ist definiert als

var (X) := E((X-E(X))?). (A.12)

Es ist leicht zu sehen:
var (X) = E(X?)-E(X). (A.13)

Beispier A.2.10. Sei Q) die Menge aller Permutation von [n], und sei die Gleichver-
teilung auf Q) gegeben. Wir fragen uns, wieviele Fixpunkte eine Permutation von n
Elementen im Erwartungswert hat, d.h., uns interessiert der Erwartungswert der
Zufallsvariable F, die jeder Permutation die Anzahl ihrer Fixpunkte zuordnet.

Dazu betrachten wir die n Zufallsvariablen F; : Q — {0,1;; F; (1) =1 & n (i) =i.
Ersichtlich ist E (F;) = (n=1)

n!

| .
- = %, also erhalten wir

— Zn"E (F;) = 1.
i=1

Fiir die Varianz von F miissen wir gemdfs (A.13) nur E (FZ) ausrechnen:

5]

i=1

:lE(Ff)Jrz Z E(F;-Fj).

1<i<j<n

n

E(F):E[ZF,-

i=1

Es ist aber FZZ = F; und daher E (FZZ) = %, auflerdem ist

E(roE)= Y 1_(m-2 1

v v 1)
s )= n! n(n-1)

Also ist E (PZ) =1+() n(nz_l) = 2 und daher

var (F) =E(F?)-E(F)* = 1.

Aufgabe 58 (x): Betrachte die Gleichverteilung auf S, und bestimme die Wahrscheinlichkeit,
daf3 eine Permutation = € S,, genau k < n Fixpunkte hat.
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DeriniTION A.2.11. Sei (Q), P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsva-
riable. Dann ist die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion EPx von X definiert
als

we) xeX

EPx (z) := ) P ()2 = Py (x) 2. (A.14)
@)

ProrositioNn A.2.12. Sei (Q), P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufalls-
variable. Dann gilt fiir die fallenden Faktoriellen von X, also fiir die Zufallsvariable
Xt=X-(X-1)-(X=-n+1):

d?’l

E(X%) = EP Al
(X5 = EPx G| _ (A15)
Insbesondere ist
E(X) = LEpy ()] wndB(x) = LEpx (o)) +E(X).  (als)
dz -1 dz2 a1
Beweis. Ergibt sich durch einfache Rechnung. m|

BeispieL A.2.13 (Binomialverteilung). Wir betrachten eine Miinze, deren Wurf mit
Wahrscheinlichkeit p Kopf liefert und mit Wahrscheinlichkeite g = (1 —p) Zahl. (Ab-
strakt also: Q) = {Kopf, Zahl} mit P (Kopf) = p, P (Zahl) =q=1-p.)

Weiters betrachten wir die Zufallsvariable X: X (Kopf) = 1, X (Zahl) = 0. Wenn wir
den Wurf der Miinze n mal wiederholen, dann sind die entsprechenden Zufallsvariablen
X1, ... Xy unabhingig, und die Zufallsvariable S = X1 + - - - + X, (sie ist definiert auf
dem Raum der n—fachen Miinzwiirfe {Kopf, Zahl}" und ziihlt die Anzahl des Auftretens
von Kopf) hat die sogenannte Binomialverteilung;:

P(S=k) = (Z)pkq”_k. (A.17)

Wir sehen auf einen Blick: Die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion der binomi-
alverteilten Zufallsvariable S ist EPs (z) = (pz+q)". Die Ableitung £ EPs (z) =

np (pz + )", also ist gemift (A.16)"
E (S) = np.
Weiters ist C{‘—;EPS (z) = n(n—1)p? (pz + )", also ist gemifi(A.16)
var (S) =E (Sz) —E(S)* =n(n-1)p*+np-n*p® =n (p —pz) = npq.
A.2.1. Gitterpunktwege.

DeriNiTiON A.2.14. Wir betrachten das Gitter Z? der Punkte mit ganzzahligen Ko-
ordinaten in der Ebene R? und dazu “zuliissige Schritte”, die Punkt (i, ) entwe-
der mit (i+1,j+ 1) verbinden (ein “Aufwirtsschritt”) oder mit (i+1,j—1) (ein
“Abwiirtsschritt”).

Eine Folge von Gitterpunkten (po, p1, - .., Pn) heifst Gitterpunktweg der Liinge n, der
in po beginnt und in p, endet, wenn fiir i = 1,...,n immer p;_; mit p; durch einen
zulissigen Schritte verbunden ist. (Abbildung 1 illustriert diesen Begriff.)

IEsistjap4q=1.
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AssiLpunG 1. Ein Gitterpunktweg, der in (-7,3) startet und in
(Z,-1) endet

4
3
2
1
0

-1

-2
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Jedem Aufwiirtsschritt ordnen wir die Wahrscheinichkeit p zu, jedem Abwirtsschritt
die Wahrscheinlichkeit g = 1 — p; die Wahrscheinlichkeit eines Gitterpunktweges sei
dann das Produkt der Wahrscheinlichkeiten seiner Schritte.

BeispieL A.2.15. Sei Q) die Familie aller Gitterpunktwege der Linge n, die im Ur-
sprung (0, 0) starten. Sei X die Zufallsvariable, die jedem Gitterpunktweg aus Q) die y—
Koordinate seines Endpunktes zuordnet (X nimmt also Werteaus {-n,-n+2,...,n—2,n}
an).

Es ist offensichtlich, dafs fiir die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion gilt:

1 n
EPx (Z) = (PZ—l-qE) .
Analog zu Beispiel A.2.13 erhalten wir:
E(X)=n(p-q), var (X) = 4npq.

A.2.2. Dyck-Pfade: Das Spiegelungsprinzip und die Catalan-Zahlen. Sei
Q) die Familie aller Gitterpunktwege der Lange 2n, die in (0,0) beginnen und

in (2n,0) enden. Ersichtlich ist [Q)] = (2: ) und alle Gitterpunktwege in Q) sind
gleich wahrscheinlich. Wir stellen die Frage:

Wie wahrscheinlich ist es, daf$ ein
Gitterpunktweg von (0,0) nach (21,0) niemals unter die x—~Achse gerit (dafl
also die y—Koordinaten aller seiner Punkte stets > 0 sind)?

Klarerweise ist die Frage dquivalent zu einem Abzdhlungsproblem:

DeriNiTION A.2.16. Ein Gitterpunktweg, der in (0,0) beginnt und in (2n,0) endet,
und der niemals unter die x—Achse geriit, heifit Dyck-Pfad der Linge 2n.

Sarz A.2.17 (Spiegelungsprinzip). Die Anzahl der Dyck—Pfade der Linge 2n ist

2n 2n 1 (2n
o))~ ) s
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3 ABBILDUNG 2. [llustration zum Spiegelungsprizip
2

1

0

1 Q

29

-3

-4

-5
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Beweis. Die gesuchte Anzahlist natiirlich die Anzahl (277 ) aller Gitterpunktwege

von (0,0) nach (2n,0) minus der Anzahl jener “schlechten” Gitterpunktwege
von (0,0) nach (21,0), die unter die x—Achse geraten.

Ein “schlechter” Gitterpunktweg p mufi notwendigerweise ein erstes Mal die

Gerade y = -1 treffen, nenne diesen ersten Treffpunkt Q. Spiegle nun den

Anfangsabschnitt von p, der in (0,0) beginnt und in Q endet, an der Geraden
= —1, und setze ab dem Punkt Q mit dem Endabschnitt von p fort: Es entsteht

ein Gitterpunktweg, der in (0, —2) beginnt und in (2#,0) endet. (Abbildung 2

illustriert das Verfahren.)

Diese “Spiegelungsabbildung” definiert aber eine Bijektion zwischen der Familie

der “schlechten” Gitterpunktwege und der Familie aller Gitterpunktwege, die
in (0, -2) beginnen und in (21, 0) enden: Deren Anzahl ist ( n2+n1)' |

Aufgabe 59 (x x): Zeige, dal3 die Anzahlen

e der Dyck—Pfade der Lange 2n
e und der Triangulierungen des (n + 2)—Ecks

dieselbe Rekursion erflillen.

Aufgabe 60 (x x): Flir zwei ganze Zahlen hy > h, betrachten wir die Familie aller Paare von Git-
terpunktwegen (P1, P,), wo P; in (0, 2h;) beginnt und in (2n,2h;) endet, und wo P1 und P, keinen
Gitterpunkt gemeinsam haben (man nennt das nichtiiberschneidende Gitterpunktwege). Zeige,
daf3 die Anzahl dieser nichtliberschneidenden Gitterpunktwege durch die 2 x 2—Determinante

(Zn) ( 2n )
n n—hy+hy
det 2n 2n

n+h—hy n
gegeben ist.
(Hinweis: Versuche die Idee des Spiegelungsprinzips geeignet zu adaptieren!)

Aufgabe 61 (x x x): Seien i, j und h ganze Zahlen, sodaf3 0 < 2i,2j < h. Zeige: Die Anzahl
aller Gitterpunktwege von (0, 2i) nach (2n,2j), die zwischen den Geradeny =0 undy =h >0
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liegen (d.h., diese Gitterpunktwege gehen nie unter die x—Achse und nie (ber die “Hbhe” h), ist

R N

(Hinweis: Kombiniere das Spiegelungsprinzip mit dem Prinzip der Inklusion—Exklusion.)

A.3. Die Lagrangesche Inversionsformel

Gegeben sei eine formale Potenzreihe f (z) mit verschwindendem konstanten
Term: Dann existiert, wie wir aus Satz 2.2.10 wissen, die zusammensetzungsin-
verse Reihe F (z); fiir die Koeffizienten von F (z) wollen wir nun eine allgemeine
Formel angeben. Dazu ist es niitzlich, ein etwas allgemeineres Problem zu be-
trachten.

Zundchst brauchen wir aber eine Erweiterung unseres Kalkiils der formalen
Potenzreihen.

DeriniTioN A.3.1. Eine (formale) Laurentreihe ist eine formale Reihe

e

n>N

fiir ein N € Z (N kann kleiner Null sein, d.h., es konnen negative Potenzen von z
auftreten); die a,, sind hier irgendwelche Koeffizienten in C.

Wir bezeichnen die Menge aller formalen Laurentreihen mit C((z)).

Man kann nun auch fiir Laurentreihen Addition, Multiplikation, Skalarmul-
tiplikation und Zusammensetzung genau wie bei den formalen Potenzreihen
definieren. Es bleiben auch alle Sdtze (mit geringfiigigen Modifikationen) giiltig.
Ein wesentlicher Unterschied besteht darin, dafs der Satz tiber das multiplikative
Inverse fiir Laurentreihen einfacher lautet:

Satz A.3.2. Eine formale Laurentreihe a(z) besitzt genau dann eine beziiglich der
Multiplikation inverse Laurentreihe, wenn a(z) # 0. Die inverse Reihe ist in diesem
Fall eindeutig bestimmit.

Das bedeutet, daf die formalen Laurentreihen sogar einen Korper bilden.

In der Folge werden wir nur den Fall betrachten, daf$ die formale Potenzreihe
f (z) “mit z! beginnt”, also von der Gestalt

f@)=h2+h2+

ist mit f; # 0 (der allgemeinere Fall f = f;, - 2 4 - -+ fiir m > 1 laft sich darauf
leicht zuriickfithren.) Wir beweisen zuerst ein vorbereitendes Lemma.

Lemma A.3.3. Gegeben sei die formale Potenzreihe f(z) = fiz+ frz% +- -+ mit f; # 0.
Dann gilt fiir alle ganzen Zahlen n die Gleichung

7] @) f ) = n=10].
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Beweis. Esist klar, daf8 der Koeffizient von z™! in jeder abgeleiteten Reihe gleich
0 ist, also insbesondere in Df"(z). Das bedeutet, dafl nl[z‘lll 7l 2)f'(z) =0
Somit ist die Behauptung bereits fiir alle n # 0 gezeigt. Fiir n = 0 wiederum
kann man das direkt nachrechnen:

At [ S 2
oo =1 oy

g LAranee

B | fit+ ozt

ol 142824

Satz A.3.4. Sei g(z) eine formale Laurentreihe und f(z) = fiz + foz> + - mit
f1 # 0. Angenommen, es gibt eine Entwicklung von g(z) in Potenzen von f(z), also

3(z) =Y aff(2).

k
Dann sind die Koeffizienten c,, gegeben durch

= —l[z_lll 9 (z ) fiirn#0, (A.19)

oder alternativ durch

=[] s@f @ f ") (A20)

Beweis. Fiir die erste Behauptung differenzieren wir die Voraussetzung;:

ch fkl )

Nun multiplizieren wir beide Seiten mit f~"(z):

= ) keef (2)f " (2).
k

Wenn wir nun auf beiden Seiten den Koeffizienten von z~! ablesen, dann er-
halten wir gemafs Lemma A.3.3 auf der rechten Seite nc,. Also ergibt sich die
Behauptung durch Koeffizientenvergleich (nach Division durch n).

Fiir die zweite Behauptung multiplizieren wir die Voraussetzung mit ' (z) f 1 (z),
sodafd wir

3@ @) = ) af R ()

k
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erhalten, und argumentieren genau wie zuvor. m|
Die Lagrangesche Inversionsformel ergibt sich nun als Spezialfall.

Kororrar A.3.5 (Lagrangesche Inversionsformel). Sei f(z) eine formale Potzenz-
reihe der Gestalt f(z) = fiz+ foz? + -+ mit fi # 0, sei F(z) die beziiglich der
Zusammensetzung inverse Reihe. Dann gilt

'] F(z) [[ @ firnzo, (A.21)

oder

[Z'1F ) =[] £ (. (A22)

Bewers. Wenn F(z) zusammensetzungsinvers zu f(z) ist, dann gilt insbesondere
FF(f(z)) = Z*. Ausfiihrlich geschrieben bedeutet das

Y B f2) =

wobei F¥(z) = ZnF z". Wenn wir nun (A.19) aus Satz A.3.4 auf ¢(z) = Z*
anwenden, erhalten wir

— et = ]
und wenn wir (A.20) anwenden, erhalten wir die zweite Behauptung. O

BeispieL A.3.6. Wir hatten bei der Aufgabe, die Triangulierungen eines n—Ecks zu
zithlen, die folgende Gleichung fiir die erzeugende Funktion der gesuchten Zahlen
hergeleitet:

zF(z)*—F(z) +1 = 0.
Wenn wir beide Seiten mit z multiplizieren und die Schreibweise G(z) := zF(z) ein-
fiihren, dann schreibt sich die Gleichung in der Form

z = G(z) - G*(2).

Mit anderen Worten: G(z) ist die beziiglich der Zusammensetzung inverse Reihe zu
z —z2. Wenn wir nun die Lagrangesche Inversionsformel in der Form (A.21) auf
f(z) = z — 2% (mit k = 1) anwenden, dann erhalten wir:

[z"] G(z) = z—l]l (z-22)7™"

1]Izn —Z -n

:Zn—l]] (1 _ Z)—n
2;:12)’

was mit unserem friiheren Ergebnis dquivalent ist.

S| SI)—\SIb—\SIb—\SI)—\
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A.4. Optimaler Sortieralgorithmus fiirn =5

Es ist eine ganz unterhaltsame Tiiftelei, den optimalen Sortieralgorithmus fiir
n = 5 zu konstruieren. Die folgende Graphik illustriert die ersten fiinf Ver-
gleiche und die daraus schrittweise gewonnenen Informationen (in Form von
Hasse-Diagrammen): Die zwei Elemente, die jeweils verglichen werden, sind

als ausgefiillte Kreise® dargestellt.

0 Vergleiche: @ ® O OO
1 Vergleich: i @ ® O
2 Vergleiche: ! ! O O
3 Vergleiche: o

4 Vergleiche: >A} /@)
5 Vergleich/% /%

Nach fiinf Vergleichen bleiben (bis auf Isomorphie) zwei Hasse-Diagramme
{iber; bei beiden kann man die richtige Position des mit einem dicken Kreis®
markierten Elements durch Binary Search ermitteln: Dies bedeutet zwei weitere
Vergleiche, sodafs die Ordnung der 5 Element immer mit 7 Vergleichen ermittelt
werden kann. Das ist optimal, weil

[log, (5!)] = [log, (120) | = log, (128) = 7.

%In der farbigen Version dieses Skriptums: als rote Kreise.
3In der farbigen Version dieses Skriptums: mit einem griinen Kreis.






Literaturverzeichnis

[1] M. Aigner. Diskrete Mathematik. Vieweg, 4. edition, 2001.

[2] G. Andrews. The Theory of Partitions. Cambridge University Press, 1984.

[3] N. Biggs. Algebraic Graph Theory. Cambridge University Press, 2nd edition, 1993.

[4] PJ. Cameron. Combinatorics — Topics, Techniques, Algorithms. Cambridge University Press,
1994.

[5] I Lakatos. Beweise und Widerlegungen. Friedr. Vieweg & Sohn Verlagsges.m.b.H., 1979.

[6] S. Roman. The Umbral Calculus. Dover Publications Inc., 2005.

125






Index

Adjazenzmatrix, 64 Ecken
Algorithmus, 85 in Graphen: Synonym Knoten, 10
Algorithmus von Huffman, 99 Edge—Cover, 77
Anfangsbedingung, 5 Edges, 10

einer Rekursion, 53 Effizienz eines (Such—)Algorithmus, 86
Anfangsknoten, 71 Einbettung, 79
duflerer Knoten einfacher Graph, 63

in einem Wurzelbaum, 86 Eingangsgrad, 71
Ausgangsgrad, 71 Elementarereignisse, 114
Average case Endknoten, 71

eines Algorithmus, 86 in einem Wurzelbaum, 86
Average case analysis, 85 Entropie, 96
Average—Case Analyse, 91 Entscheidungsbaum, 16, 85

Ereignis, 115

Baum, 65 L erwartete Lange, 91
benachbarte Knoten (in einem Graphen), Erwartungswert, 116

. 82 erzeugende Funktion, 4, 42
B.1]ekt1on, 8 Euler-Mascheroni—-Konstante, 4
bl.nary.search,.l(-)ll Eulersche ¢—Funktion, 39
B{nom%alko.efflzlent, 6 Eulersche Wanderung, 14
B%nom%alr elhe,- 51 Eulersche Zahl, 47
B%nom%alvertellung, 117 Eulerscher Graph, 14
B_mom-lscher Lehrsatz, 8 Eulerscher Polyedersatz, 81
bipartiter Graph, 77 Ex tialreihe. 46

. . ponentialreihe,
Bipartition, 77 exponentiell erzeugende Funktion, 58
Blatt, 65 '

in einem Wurzelbaum, 86 Faktorielle, 5
Block Fakultit. 5

. o\ akultit,

einer Partition, 7 fallende Faktorielle, 6
Catalan—Zahlen, 41, 42 F%bonacci—Zahlen, 40
charakteristische Funktion, 8 F}Xpunkt, 2,6’ 39 ,
charakteristisches Polynom fixpunktfreie Permutation, 39

einer linearen Rekursion, 55 Flache
Chu-Vandermonde Identitat, 22 eines planaren Graphen, 80
Cut, 73 PIOW, 72

Fluss, 72

Differentiationsoperator, 50 formale Potenzreihe, 44
Digraph, 71 Fundamentalsatz der Algebra, 54
directed graph, 71
disjunkte Zyklenzerlegung, 26 ganzzahliger Flufs, 74
Diskrete Mathematik, 1 gemeinsame Verteilung, 115
Dreiecksungleichung, 70 generating function, 4
Dyck-Pfad, 118 geometrische Reihe, 44, 46

127



128

geordnete (Zahl-)Partitionen, 24
gerade Permutation, 33
gerichteter Graph, 71
gesdttigter Knoten, 87
geschlossene Wanderung, 11
Gewichtsfunktion, 4, 42
Gitter, 117
Gitterpunktweg, 117
Grad

eines Knotens in einem Graphen, 13
Graph, 10, 63
Graphentheorie, 10
Greedy Algorithm, 68

Hamiltonscher Kreis, 69

minimaler, 69
harmonische Zahl, 4, 109
Hasse-Diagramm, 102
Hauptsatz der Informationstheorie, 94
Heiratssatz, 78
Huffman-Algorithmus, 96

identische Permutation, 25
implizite Orientierung

in einem Wurzelbaum, 86
in-degree, 71
induzierter Teilgraph, 11
informationstheoretische Schranke, 89
innerer Knoten

in einem Wurzelbaum, 86
Inversion einer Permutation, 29
Inversionsformel von Lagrange, 50, 120
Involution, 31
isolierter Knoten, 11, 65
Iteration, 28
Iversons Notation, 21

Jordanscher Kurvensatz, 84

k-Tupel

geordnetes, 19
Konigsberger Briickenproblem, 12
Korper

der formalen Laurentreihen, 120
kanonische Transposition, 31
Kanten, 10
Kapazitit, 72

eines Schnitts, 73
Knoten, 10
Knotenfarbung, 82
Koeffizientenvergleich, 23, 44
Komposition von Potenzreihen, 47
Konvolutionsprodukt, 44
Kraftsche Ungleichung, 91
Kreis, 64
Kronecker—Delta, 21

INDEX

Kruskals Algorithmus, 68

Lange eines Knotens, 87

Liange eines Wurzelbaumes, 88

Lagrangesche Inversionsformel, 50, 120,
122

Laurentreihe, 120

lexikographische Ordnung, 25

lineare Rekursion mit konstanten
Koeffizienten, 53

Lotto 6 aus 45, 1

Mannigfaltigkeit, 79

Matching, 77
Max—Flow—-Min-Cut-Theorem, 74
mehrfache Kante, 63

mehrfache Schlinge, 63
Mengen-Partition, 60

Merge-Sort, 105

minimaler spannender Baum, 67
Multimenge, 23

Nachbar
in einem Graphen, 82
Netzwerk, 72

Ordnung
einer Rekursion, 53
out-degree, 71

Partialbruchzerlegung, 43, 55
Partition, 7

einer natiirlichen Zahl, 24
Pascalsches Dreieck, 7
Permutation, 20, 25
planarer Graph, 80
Pochhammer-Symbol, 28
Polyedersatz

von Euler, 81
Potenzmenge, 4
Potenzreihe, 43
Prinzip der Inklusion-Exklusion, 38

g—-Baum, 87
Quelle, 72
Quicksort, 106

rationale Funktion, 54
Rekursion, 5, 27

Relation, 3
Représentantensystem, 78

Satz von Euler, 14

Satz von Hall, 78

Satz von Kénig, 77

Satz von Kuratowski, 80
Satz von Menger, 76



Schlinge, 63

als 2—elementige Multimenge, 63
Schnitt, 73
Schubfachprinzip, 20
Senke, 72
Signum einer Permutation, 33
Singleton, 5
Sortieren, 102
Sortieren durch Einftigen, 104
Sortieren durch Zusammenlegen, 105
spannender Baum, 67
spannender Teilgraph, 67
spannender Wald, 67
steigende Faktorielle, 28
stereographische Projektion, 80
Stirling—Zahl der zweiten Art, 20
Stirling—Zahlen der ersten Art, 28
Stirlingsche Formel, 102
Subdivision, 80

of a graph, 80
Suchalgorithmus, 88
Suchproblem, 88
symmetrische Gruppe, 25

Taylorscher Lehrsatz, 54
Teil

einer (Zahl-)Partition, 59
Teilgraph, 11

induzierter, 11
topologisch dquivalent, 80
Torus, 82
Transposition, 31
Travelling Salesman Problem, 69
trennende Kantenmenge, 76
Triangulierung eines n-Ecks, 41

Ubertragungsprinzip fiir formale
Potenzreihen, 52

Umbraler Kalkiil, 59
unabhéngige Ereignisse, 115
unabhéngige Zufallsvariable, 115
ungerade Permutation, 33
ungerichteter Graph, 71
Unimodalitét

der Binomialkoeffizienten, 6
Unterteilung

eines Graphen, 80

Varianz, 116
Verschiebungsoperator, 31
Verteilung, 114

von einer Zufallsvariable X induzierte,

115
Vertices, 10
Vielfachheit

eines Elementes in einer Multimenge, 23

INDEX 129

vollstandiger g-Baum, 87
vollstandiger bipartiter Graph, 80
vollstandiger Graph, 10
Vorzeichen, 33

Vorzeichen einer Permutation, 33

Wahrscheinlichkeit, 114
wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion,
117

Wahrscheinlichkeitsraum, 114
Wald, 65
Wanderung, 10
Weg, 64
Worst case

eines Algorithmus, 86
Worst case analysis, 85
Worst—Case Analyse, 88
Wurzel

in einem Wurzelbaum, 86
Wurzelbaum, 86

Zahl-Partition, 24, 59

Zufallsvariable, 115

zugrundeliegende Graph, 71
zusammenhingend, 11
Zusammenhangsgrad, 11
Zusammenhangskomponente, 11
Zusammensetzung von Potenzreihen, 47
Zyklenzerlegung, 27

zyklische Permutation, 26

Zyklus, 26






Verzeichnis von Symbolen und Abkiirzungen

U: disjunkte Vereinigung. 7

C: Korper der komplexen Zahlen. 1
[x]: Néchstgrofiere ganze Zahl an x. 4
[z"] f (z): Koeffizient von z" in der Potenzreihe f (z). 43

deg: Grad des Polynoms p. 13
U: disjunkte Vereinigung. 7

E (X): Erwartungswert von X. 116

|x]: Néachstkleinere ganze Zahl an x. 4

IN: Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,3,...}. 1
Q: Korper der rationalen Zahlen. 1

R: Korper der reellen Zahlen. 1
[n]: Menge der ersten n natiirlichen Zahlen: {1,2,...,n}. 2

var (X): Varianz von X. 116
Z: Ring der ganzen Zahlen {...,-2,-2,-1,0,1,2,...}. 1
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