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Aufgabe 1: Betrachte folgende Partition der Menge [9] = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} c IN:
[9] = {1,4,7} U {2,5,8} U {3,6,9}.

Gib ein Reprisentantensystem fiir diese Partition an und versuche die Aquivalenzrelation “kompakt”
zu beschreiben, die diese Blécke als Aquivalenzklassen hat.

Hinweis: Betrachte die Differenzen von zwei beliebigen Elementen, die in einem Block liegen.
Aufgabe 2: Seien A := {—1,2,—4} und B := {—1, -2} zwei Teilmengen ganzer Zahlen, also A c
Z und B c Z. Betrachte die “ganz normalen” zweistelligen Verkniipfungen + (Addition) und -
(Multiplikation) auf Z und bilde die Mengen A+2-B und2+ A - B.

Aufgabe 3: Seien m,n € N. Wieviele Vielfache von m (also Zahlen der Gestalt k - m mit k € Z.) gibt
es in der Menge der Zahlen [n] := {1,2,...,n}?

Aufgabe 4: Zeige (a — D) | (a" —b") fiir alle a,b € Z und alle n € N.

Aufgabe 5: Zeige: Wenn m | n dann (a™ — b™) | (a" — b") (mita,be Z, m,ne N).
Aufgabe 6: Zeige: Wenn 2t n fiir ein n € N dann 8 | (n* 4 23).

Aufgabe 7: Zeige: Wenn 3 n fiir ein n € N dann 3 | (n* 4 23).

Aufgabe 8: Zeige: Wenn2ta und 21 b (mit a,b € Z) dann 2| (a*> + b*) aber 41 (a> + b?).
Aufgabe 9: Zeige: Wenn 7 | (a> + b%) (mit a,be Z) dann7 | a und 7 | b.

Aufgabe 10: Finde alle n € N, die (n + 1) | (n? + 1) erfiillen.

Aufgabe 11: Zeige 6 | (n® — n) fiir alle n € IN.

Aufgabe 12: Zeige 13 | (42" + 3"+2) fiir alle n € Np.

Hinweis: Induktion nach n.

Aufgabe 13: Zeige 169 | (33"+3 — 261 — 27) fiir alle n e N U {0}.

Aufgabe 14: Zeige n* | ((n +1)" — 1) fiir allen € N.

Aufgabe 15: Zeige (13 + 23 + - +1n3) | (3(1° +2° + - +n°)) fiir allen € N.

n nd 7-n
Aufgabe 16: Beweise, daB f (n) := T3t 5 € IN fiir alle n € IN.

Hinweis: Betrachte f (n+1) — f (n).

Aufgabe 17: Finde alle positiven Teiler von a) 1799 b) 997.
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Aufgabe 18: Es seien a,b,c € Z. Zeige: Wenn die lineare diophantische Gleichunga-x +b-y =c¢
6sbar ist, ist ihre Lésungsmenge durch {(xo - % -ty + % . t) : te Z} gegeben. Dabei ist (xq, o) €

Z? eine beliebige Losung der gegebenen linearen diophantischen Gleichung (d.h. a - xo + b - Yo=¢)
und d = ggT (a,b).

Hinweis: Was ist die Differenz (xo — x1, Yo — y1) zweier Lésungen (xo,Yo), (x1,y1) der diophanti-
schen Gleichung?

Aufgabe 19: Bestimme mit dem euklidischen Algorithmus:
a) ggT (7469,2464) b) ggT (2689,4001) c) ggT (2947,3997) d) ggT (1109,4999)

Aufgabe 20: Finde mit Hilfe des euklidischen Algorithmus x,y € Z derart, daf3
a)243-x+198-y=9 b)71-x—-50-y=1 c)43-x+64-y=1 d)93-x—-81l-y=3

Aufgabe 21: Zeige: Wenn ggT (a,4) = ggT (b,4) =2 (mita,be Z) dann ggT (a +b,4) = 4.
Aufgabe 22: Zeige: Wenn a,b € Z und ggT (a,b) =1 dann ggT (a+b,a —b) € {1,2}.
Aufgabe 23: Zeige: Fiir alleke Z gilt ggT (2-k+1,9-k+4) =1.

Aufgabe 24: Bestimme ggT (4-k+ 1,5 -k +2) fiir alle k € Z.

Aufgabe 25: Bestimme ggT (2-k—1,9-k +4) fiir alle k € Z.

Aufgabe 26: Bestimme ggT (56049, 14601, 43803).

Aufgabe 27: Finde x,y,z € Z sodaB
a)6-x+10-y+15-z=1, b)21-x+15-y+35-z=1

Aufgabe 28: Gegeben seien a,b,c,d € Z mit b,d # 0 und ggT (a,b) = ggT (c,d) = 1. Zeige:

a c
— 4+ =

2 deZ:be{d,—d}.

Aufgabe 29: Zeige fiira, by, ..., by € Z, daB
ggT(ﬂ,bl-bg---bk) =1 < ggT(ﬂ,bi) =1firl<i<k.

Aufgabe 30: Zeige: Wenn a-b = " (mit a,b,c,n € IN und ggT (a,b) = 1) dann sind a und b
ebenfalls n—te Potenzen natiirlicher Zahlen.

Aufgabe 31: Zeige: Sind ny,...,n € Z\{0} so gilt kgV (£ -nq,..., 0 -ng) = || -kgV (n1,...,ng)
fiir alle £ € Z\ {0}.

Aufgabe 32: Zeige: Ist k > 2 und ny, ..., ny € Z\{0} so gilt
kgV (kgV (7’[1, ey ﬂkfl) ,nk) = kgV (7’[1, ey ﬂk) .
Aufgabe 33: Zeige: Bezeichnet p (n) die n—te Primzahl, so ist p (n) < 22"

Hinweis: Verwende den Beweis des zweiten Euklidischen Satzes und Induktion.

Aufgabe 34: Zeige: Es gibt unendlich viele Primzahlen der Gestalt 3k +2 (mit k € Z).
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Aufgabe 35: Zeige: Es gibt unendlich viele Primzahlen der Gestalt 6k +5 (mit k € Z).
Aufgabe 36: Zeige: Sind a,k € IN, k > 1 und ist a* —1 Primzahl, so muB a = 2 sein.

Aufgabe 37: Zeige: Sind a,k € N\{1} und ist a“ + 1 Primzahl, so muB a gerade und k eine Potenz
von 2 sein.

Aufgabe 38: Es sei p eine Primzahl mit der Eigenschaft, daB 2V —1 ebenfalls Primzahl ist und
n:=2P~12P —1). Zeige, dass 2ajnd = 2n, d.h. die Summe der positiven Teiler von n (ohne n
selbst) ist genau n. (Zahlen mit dieser Eigenschaft werden vollkommen genannt. Man kann zeigen,
daB alle geraden vollkommenen Zahlen von dieser Gestalt sind.)

Aufgabe 39: Zeige: Ist p, p + 2 ein Primzahlzwilling und p > 3 so gilt 12| (p + (p + 2)).

Aufgabe 40: Finde simtliche Primzahldrillinge, d.h. alle Tripel p,p +2, p +4 von Primzahlen.
Aufgabe 41: Begriinde: Wenn jemand heuer an einem Montag (Dienstag, ..., Samstag, Sonntag)
Geburtstag hat, wird er oder sie nichstes Jahr an einem Dienstag (Mittwoch, ..., Sonntag, Montag)

Geburtstag haben (vorausgesetzt keines der beiden Jahre ist ein Schaltjahr).

Aufgabe 42: Zeige fiir alle a,b € Z und alle Primzahlen p: Wenn a> = b*> (mod p) gilt, dann gilt
p|(a—"D) oderp| (a+Db).

Aufgabe 43: Es sei f € Z[x], d.h.: f sei ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten. Zeige:
fla+t-m)=f(a) (mod m) fiirallemeIN und allea,t e Z.

Aufgabe 44: Zeige fiir alle a,b € Z und alle Primzahlen p € P, daB (a + b)Y = a? + b? (mod p).

Hinweis: Zeige p | (’f) firl<i<p-1

Aufgabe 45: a) Bestimme die letzten beiden Ziffern der Dezimaldarstellung von 7" fiir alle n € IN.
b) Bestimme die letzte Ziffer der Dezimaldarstellung von 2" fiir n € IN.

Aufgabe 46: Bestimme den Rest der folgenden Divisionen mit Rest mittels Kongruenzen:
a)23.30.73.13.17: 11 b)9%-11-37-41:7

Aufgabe 47: Fiir welche a € Z sind die folgenden linearen Kongruenzen Iésbar?
a)1lx=a (mod 80) b)12x=a (mod 16) ¢)3x =5 (mod a) d)ax =11 (mod 17)

Aufgabe 48: Lise die folgenden linearen Kongruenzen (soferne das méglich ist):
a)8-x=12 (mod 19) b)8-x =12 (mod 160) c)8-x =12 (mod 28)

Aufgabe 49: Lése die folgenden simultanen Kongruenzen:
a)x=1 (mod7), x=4 (mod9), x=3 (mod5),
b)x=1 (mod 20), x=9 (mod 21), x=20 (mod 23).

Aufgabe 50: Finde alle modulo 20 - 21 - 23 inkongruenten Lésungen des folgenden Systems:
7-x=8 (mod 20), 5-x=—6 (mod 21), 9-x=13 (mod 23).



Aufgabe 51: Zeige: Fiir jede Primzahl p # 2 gilt 12-32.52... (p —2) = (—1)(r’+1)/2 (mod p).
Aufgabe 52: Sei n € IN. Zeige: Wenn n > 4 keine Primzahl ist, dann gilt (n —1)! =0 (mod n).

Aufgabe 53: Eine unbewiesene Vermutung iiber die Eulersche @-Funktion besagt: Zu jedem m € IN
gibt es einn € N mit n # m und p(n) = ¢(m). Zeige diese Vermutung fiir ungerades m.

Aufgabe 54: Zeige: Zu jedem m € IN gibt es nur endlich viele n € N mit der Eigenschaft ¢(n) = m.
Aufgabe 55: Zeige fiir k,{ € N: Wenn k | £ dann (k) | ¢(£).

Aufgabe 56: Seien m,n € IN, sei d = ggT (m,n). Zeige:
1
(d)’

Aufgabe 57: Die Zahl n € N habe die Dezimaldarstellung n = ag + 10 - a3 + 10% - ay + - - - + 105 - a4
mit ag,aq,as,...,a; € {0,1,2,...,9}.

@ (m-n)=¢@(m) ¢n)

a) Beweise die folgenden Teilbarkeitsregel fiir 7: Die Zahl n ist genau dann durch 7 teilbar, wenn der
folgende Ausdruck durch 7 teilbar ist:

(ag+10-a; +100-ap) — (a3 + 10-a4 + 100 - as) + (ag + 10-ay + 100 -ag) — + - - - .
b) Zeige, daB eine véllig analoge Teilbarkeitsregel fiir die Teilbarkeit durch 13 gilt.
Verwende Teil a), um 7 | 194618851 zu (iberpriifen.

Aufgabe 58: Die Zahl n € N habe die Dezimaldarstellung n = ag +10-aq + 102 - ap + - - - + 10X - a;
mit ag,ay,4az,...,a; € {0,1,2,...,9}. Beweise die folgenden Teilbarkeitsregeln:

a)13|n < 13| (4-a0+(a1+10-a2+102-a3+---+1Ok_1-ak))
b)17 | n — 17| ((75-a0+ (a1+1o.a2+102a3+-~-+10k*1ak))
)19 |n — 19| (2-a0+(a1+10-a2+102-a3+---+10’<—1ak))

Verwende Teil a), um 13 | 112697 zu iiberpriifen.

Aufgabe 59: Finde und beweise Teilbarkeitsregeln fiir Zahlen, die im heptadischen System (das ist
das Zahlensystem zur Basis 7, also mit 7 Ziffern) dargestellt sind, fiir Teilbarkeit durch 3, 8 und 9.

Hinweis: Siehe den entsprechenden Satz in der Vorlesung fiir Teilbarkeitsregeln im dekadischen Sy-
stem!

Aufgabe 60: Es seien a,b € Z und p € IP. Zeige: Wenn aP = bP (mod p), dann gilt auch a? = bP
(mod p?).

Aufgabe 61: Leite den ersten Ergdnzungssatz aus dem GauBschen Lemma ab.

Aufgabe 62: Berechne a) (3—11) b) (]—;) o (&) d) (&)

Aufgabe 63: Zeige: Es gibt unendlich viele Primzahlen der Gestalt 8 -k + 7.

Hinweis: Angenommen, p1, ..., ps waren alle solchen Primzahlen: Betrachte N := (4 - py - - - ps)2 -2
und verwende den zweiten Erginzungssatz.

Aufgabe 64: Welche der folgenden Kongruenzen sind Isbar?
a) x2 =59 (mod 79) b) x? =17 (mod 41) x> =29 (mod 101)
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Aufgabe 65: Es sei p € IP\ {2,3}. Zeige, daB die Kongruenz x> = —3 (mod p) genau dann I6sbar

ist, wenn p =1 (mod 6).
-3 -3
(6k+1> und <6k+5)'

Aufgabe 66: Entwickle % und 16—617 in regelmaBige Kettenbriiche.

Hinweis: Berechne

Aufgabe 67: Finde fiir 0 < n < 4 die Teilnenner a, und Naherungsbriiche Z—: der Zahl 7.



