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Banach-Semikategorien I 

Von 

P. Michor 

(Vorgelegt in del' Sitzung del' math.·nat. Klasse am 5. Marz 1976 durch das 
w. J\l. E. Hlawka) 

§ 1 Semikategorien 
§ 2 Die einseitigen Zentralisator-Kategorien 
§ 3 Die Doppel-Zentralisator-Kategorien 
§ 4 Wesentliehe Funktoren und deren Erweiterungen 
§ 5 Koenden von Bifunktoren auf Semikategorien 
§ 6 Enden von Bifunktoren auf Semikategorien 
§ 7 Vermischtes 
§ 8 Semikategorien und deren Banachalgebren 
§ 9 Adjungiertheitsrelationen und Zentralisatoren 

Das ist die erste in einer Folge von drei Arbeiten und enthiiIt 
§ 1-§ 4 der obigen Liste. 

Banach-Semikategorien sind eine gemeinsame Verallgemeinerung 
von Banachalgebra, Banach-Operatorideal und Kategorie von Banach
raumen. Grtinde fUr ihre Einftihrung und exakte Definitionen werden 
in § 1 gegeben. § 2 und § 3 beschiiftigen sich mit Methoden, Banaeh
Semikategorien in Banaeh-Kategorien einzubetten, die vor aHem der 
Theorie der Banaehalgebren entnommen sind. § 4 besehaftigt sieh damit, 
gewisse Funktoren auf die Erweiterungen von § 2 und § 3 fortzusetzen. 
§ 5 und § 6 bringen Koenden und Enden von Bifunktoren auf Banach· 
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Semikategorien, vor aHem das wiehtige Tensorprodukt von Funktoren. 
§ 7 besehaftigt sieh mit totalen und starken Funktoren auf Banaeh
Semikategorien und bringt das semidirekte Produkt einer Banaeh··Semi
kategorie mit einem Bifunktor darauf. § 8 und § 9 besehaftigen sleh mit 
Methoden, Banaeh-Semikategorien zu Banaehalgebren von (unendliehen) 
Matrizen zu maehen und Funktoren zu Banaehmoduln. 

§ 1 Semikate~orien 

Das einfaehste Beispiel einer additiven Kategorie ist ein Ring mit 
Eins, also kann cine additive Kategorie als Verallgemeinerung eines 
Ringes betraehtet werden; Mitchell [14] nennt daher cine additive 
Kategorie aueh einen lokalen Ring, weil die Ringoperationen nur lokal 
definiert sind. Da aber derBegriff lokaler Ring schon mit fester Be
deutung in die Literatur eingegangen ist, ist vielleieht der Begriff 
Pseudoring in Analogie zu den Pseudogruppen der Differentialgeometrie 
vorzuziehen. Hier interessieren uns vor aHem Kategorien von Banaeh
raumen (Cigler [2, 3]). Das einfaehste Beispiel einer solchen ist wohl 
eine Kategorie mit nur einem Objekt, daher isomorph zur Banach
algebra aller besehrankten linearen Operatoren auf dem betreffenden 
Banachraum, enthalt also eine Identitat. 

Es gibt jedoch Banaehalgebren, die nicht als Algebren von Opera
toren darstellbar sind, und die interessantesten Banaehalgebren besitzen 
keine Einheit. Die Situation, in die wir uns gestellt sehen, namlieh die 
'rheorie der Banaehmoduln mit der der Kategorien von Banaehraumcn 
zu vereinen, ist also nieht so einfach wic die, die :Mitchell [14J be
trachtete, wenn wir die interessanten Objekte der Funktionalanalysis 
mit einsehlieaen. 

Dariiber hinaus gibt es noch eine weite Literatur und hochent
wickelte Theorie der Banachoperatorideale, die ebenfaHs der von uns 
gewunsehten Verallgemeinerung der Banachalgebren zur Kategorien
theorie ahnliehsieht: Man betrachte etwa die folgende "Kategorie", 
deren Objekte Banachraumc sind und deren Morphismen die kompakten 
oder die nuklearen Operatoren zwischen diesen Raumen sind. Aus nahe
liegenden GrUnden wollen wir aueh solehe Begriffsbildungen in unsere 
Theorie einschHeBen. Aus diesen Grunden sind wir zur Ansicht gekom. 
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men, daB fiir unser Ziel der Begriff der Kategorie zu eng gefaBt ist 
und wir ihn daher verallgemeinern wollten, und der geeignete Name 
dafiir ist wahl Semikategarie, in Analogie zum Begriff Semigruppe. 

Da wir var aHem an Banach-Semikategarien interessiert sind, setzen 
wir varaus, daB die Hom-Mengen immer Iineare Raume tiber IR oder C 
sind oder nur eines von beiden. Wir bezeichnen den Grundraum mit 

(= IR oder C). 

1.1. Definition: Eine Semikategorie C besteht aus einer Klasse 
von Objekten X, Y, ... und je einem Iinearen Raum C (X, Y) fiir 
jedes Paar von Objekten, der der Raum der Morphismen von X nach 
Y, X -?- Y, heiBen mage. 

Es sei eine Komposition C (X, Y) x C (X, Z) -?- C (Z, Y) gegeben, 
geschrieben als (I, g) -J>o log, die bilinear sei und assoziativ, wenn immer 
sic definiert ist. Wenn nicht ausdriickIich anders betont, setzen 'Nir 
weiter voraus, daB aIle Raume C (X, Y) Banachraume seien, mit einer 
Norm 1I'lie (manchmal auch nur normierte Raurne), und daB die Kom
position durch 1 beschrankt ist als biIineare AbbiIdung, d. h. 1110 gllo ~ 
~ 1l/ llollglle· 

Der einzige Unterschied zur tibIichen Kategorientheorie ist also, 
daB wir auf Einheiten verzichtet haben, wenn man vom uns hier speziell 
interessierenden Zusammenhang mit Banachraumen absieht. 

Ein Funktor zwischen Semikategorien ist dasselbe wie zwischen 
Kategorien; hier setzen wir noch zusatzIich voraus, daB er linear und 
kontraktiv auf den Morphismenraumcn wirken mage; Bifunktoren wer
den also bilinear usw. Wir haben daher nur auf die Regel der Identitats
erhaltung verzichtet. 

'Venn eine Semikategorie C als Semikategorie von Operatoren 
zwischen Banachraumen dargestelIt werden kann, d. h. wenn ein treuer, 
kontraktiver Funktor C -?- Ban existiert, dann nennen wir C eine 
Operatoralgebra. 

Wenn C eine Operatoralgebra ist und der Hom-]'unktor von C die 
Einschrankung eines Bifunktors auf Ban ist, der ein Teilfunktor von 
H ist, dann nennen wir C ein Operatorideal, d. h. wenn fiir aIle 
IEC(X, Y), fl1EH(X1,X), g2€H(Y, Y1) gilt: Y2o/og1€C(X, Y) 
und IIY2 0 10 glllc ~ lig21111/1io IlgIIi. Dabei ist H (X, Y) der Raum aller 

12* 
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beschrankten Unearen Operatoren wie etwa in Cig ler [2, 3] oder 
Michor [12, 13]. 

Nun wollen wir noch einige Beispiele aufzahlen: 

1.2. Beispiel: Ist A cine Banachalgebra, dann betrachten wir A 
als Semikategorie, die aus nur einem Objekt besteht (A selbst) und 
deren Morphismen die Elemente von A sind und deren Komposition 
die Multiplikation in A. Die duale Semikategorie A op ist dann gerade 
die entgegengesetzte Banachalgebra. Funktoren A --;.. Ban sind genau 
die linken (kontraktiven) Banach-A-Moduln, Funktoren AQP --;.. Ban 
geradc die rechten Banach-A-Moduln. Die nattirlichen Transformatio
nen zwischen zwei Funktoren sind gerade die A-Modul-Homomorphis
men. Das Tensorprodnkt von Moduln entspricht gerade dem Tensor
produkt der Funktoren (siehe Cigler [3]). Wir werden spater auf diese 
Ideen zuriickkommen. 

1.3. Beispiel: Zu jeder Kategorie von Banachraumen und jedem 
Banachoperatorideal (im allgemeinen Sinn, siehe Pietsch [15] oder 
Michar (13]) konnen wir ein Operatorideal in unserem Sinn zuordnen, 
gerade das erstere beschrankt auf die Objekte der Kategorie. 

1.4. Definition: Man sagt, daB eine Semikategorie Clinks approxi
mierende Einheiten besitze, wenn ftir jedes X E C ein Netz von Mor
phismen (U() in C (X, X) existiert, wonach U(' t tllc --;.. 0 £tir aIle 
tEe (X, Y) gilt und lIutlic ~ 1 ftir aIle Uf. Analog sind rechts und 
beidseitig approximierende Einheiten definiert. 

Beispiel: Die Semikategorie K aller kompakten Operatoren zwi
schen Banachraumen mit der metrischen Approximationseigenschaft 
besitzt linksapproximierende Einheiten, beschrankt durch 1. 

1.5. Definition: Sind F, 0: C --;.. D Funktoren zwischen zwei 
Semikategorien, so ist der Raum Dc (F, 0) aller nattirlichen Trans
formationen zwischen Fund 0 definiert als der Raum aller ("tJx)x€c, 

"tJxED(F(X),O(X)) mit :i"tJll=supll"tJxiD<oo und O(/)o"tJx 
'1]1" 0 F (I) ftir alle tEe (X, Y). 


Ftir kontravariante Funktoren ist die Definition analog. 


1.6. Bifunktoren: Ein Bifunktor 0: C D -+ E zwischen Semi
kategorien ist ein System von Komponentenfunktoren in der eraten 
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und in der zweiten Variablen, so daB die Wirkung auf Morphismen in 
der einen Variablen jeweils naturlich ist in der anderen, d. h., G (X, .): 
D -+ E und G (', Y) : C -+ E sollen als Funktoren auch existieren. In 
dieser umstiindlichen Formulierung zeigt sieh der Nachteil des Fehlens 
der Identitiit. 

1.7. Bemerkung: Die Theorie, die wir hier entwickeln wollen, 
kann leicht in ein Gewand gepaBt werden, das analog dem der relativen 
Kategorientheorie geschneidert ist, vgl. etwa J. Fischer-Palmquist 
und D. C. Newell [6] oder Dubuc [5]. Die Kategorie Ban aller 
Banachraume wurde sich als Basiskategorie eignen, und wir hatten 
Begriffe ,lie Ban-Semikategorien und Banfunktoren. Da wir nicht die 
Absicht haben, die Basiskategorie zu wechseln, wurde das aber nur die 
Notation belasten, und wir verzichten daher darauf. 

Moglicherweise auftretende, mengentheoretisehe Sehwierigkeiten 
ignorieren wir einfaeh; wer dazu zu vorsiehtig ist, moge an kritischen 
Stellen voraussetzen, daB gewisse Semikategorien klein sind bezuglieh 
Ban. 

§ 2 Die einseitigen Zentralisator-Kategorien 

Wir wollen nun verschiedene Moglichkeiten studieren; eine gegcbene 
Semikategorie C in cine Kategorie einzubetten. Die einfachste ist sicher
Heh, cine Identitiit 1x zu jedem C (X, X) zu adjungieren [d. h., man 
bilde C (X, X) Ef.) 1] und ihre Wirkung als identisch zu erkliiren. 

Wir wahlen den Fall einer Banaehalgebra A als Modell und wollen 
die Konstruktion von B. E. Johnson [8,9], wie sie in Cigler [2] aus
gefiihrt ist, verallgemeinern. 

2.1. Definition: Es sei C cine Semikategorie. Wir definieren die 
rechte Zentralisatorkategorie H C wie folgt: 

Objekte yom HC sind die von C. 
Fur X E C ist CX: Y -+ C ( Y, X) ein kontravarianter Funktor 

C -+ Ban. Wir definieren H C (X, Y) als den Raum aller C-natiirlichen 
Transformationen CX -+ CY, d. h. 

Damit ist HC die volle Teilkategoric der Kategorie Bancop aller 
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kontravarianten (Ban- ) Funktoren cop -+ Ban, die aus allen Funktoren 
ex, x E e besteht. 

Daher ist es klar, daB HO tatsachlich eine Ban-Kategorie (im Sinne 
relativer Kategorientheorie) ist, d. h., die Hom-Riiume sind Banach
raume und die Komposition ist bilinear und kontraktiv. 

2.2. Definition: 1st eine Semikategorie e gegeben und ist HO ihre 
rechte Zentralisator-Kategorie, dann definieren wir die strikte Topologie 
in HO (X, Y): 

HO (X, Y) = Nat (CX, CY) C II H (C (Z, X), C (Z, Y), 

wobei II das Produkt in BanI ist. 
Wir betrachten das Tychonov-Produkt der starken Operator-Topo

logien auf H (C (Z, X), C (Z, Y» am Produktraum und die Spur davon 
am Teilraum H O (X, Y). Das ist die (rechts-)strikte Topologie auf 
H C (X, Y). 

Ein Netz 1)(i) konvergiert daher gegen 1) in ~ (X, Y) in del' strik
ten Topologie genau dann, wenn II1)z(O (f) - 1)z (f) Ilc -+ 0 flir aIle 
f E C (Z, X), Z E C. Die strikte Topologie 1st eine lokalkonvexe Topo
logie auf He (X, Y). 

2.3. Proposition: Wenn die Semikategorie Clinks approximierende 
Einheiten besitzt, dann ist He (X, Y) Nat (CX, CY) vollstandig in 
del' strikten Topologie. 

Beweis: Es sei 1)(i) ein Oauchy-Netz in He (X, Y) flir die strikte 
Topologie, dann ist flir jedes f E C (Z, X) das Netz 'f)z(i) (f) ein Oauchy
Netz in C (Z, Y) in del' Norm Topologie und konvergiert daher dort 
gegen ein r,z (f) E C (Z, Y). Klarerweise ist die Abbildung f r+ f)z (f) 
linear und erfiillt C (h, Y) 'f)Z (f) = f)Zl C (h, X) (f) flir jedes hE C (Zl, Z). 

Es bleibt also zu daB 1)z beschrankt ist ffir jedes Z und 

sup lIf)zll < 00. 
z 

Wenn fn eine Nullfolge in C (Z, X) ist, d. h. IIfn -+ 0, dann ist 
(/n) E Co (C (Z, X». Del' Raum C (X, X) ist eine Banachalgebra mit 
beschrankter, Iinks.approximierender Einheit und C (Z, X) ist ein 
wesentlicher linker Banach-C (X, X)-Modul, daher ist Co (C (Z, X» es 
auoh mit komponentenweiser '\Virkung. Nach dem Faktorisierungssatz 
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von Cohen-Hewitt (z. B. Cigler [2]) existieren ein hE C (X, X) und 
ein (fln) E Co (C (Z, X»), so daE Un) (h 0 Yn) gilt. Also: "'IJz (fn) = 

"'IJz (h 0 Yn) "'IJZ C (Yn, X) (h) C (fln, Y) "'IJX (h) "'IJx (h) 0 Yn, da
her ist aueh 

lI"'IJz (fn)lie = II"'IJx (h) 0 Unlle ~ li"'IJx (h) lie ilUnl1 ~ 0, d. h. II"'IJzlI < 00. 

Nun sei (Uj) eine links-approximierende Einheit in C (X, X). Fur 
t E C (Z, X) gilt wie obcn 

"I]Z (Uj f) = "'IJX (Uj) 0 t, 
duher auah 

II"'IJz (Uj I) !ie = i:"'IJx (Uj) 0 liie ~ il1Jx'i lillie· 

Da liujo/~/lle~;'O, folgt, dan li'fjz(f);e ~ li"'IJxli iii lie' d. h. 
II "'IJzii ~ il-I]x qed. 

2.4. Proposition: Es sei der Funktor J . C ~ He definiert dureh 
J (X) = X und J (I) = Cf =~ C (', f) fUr / E C (X, Y). Wenn C reehts 
approximierende Einheiten besitzt, dunn ist J cine Isometrie auf den 
Morphismcnraumen von C, also cine Einbettung von C in He. 

Beweis: Wenn f E C (X, Y), dann ist 

J(I)x(Uj) =C(X,f)Uj =/OU.i in 1I'lle' 

duher ist I!J (f)x:1 ~ 1:1 lie und alles bewiesen. 

2.5. Proposition: Wenn Clinks approximierende Einheiten be
sitzt, dann ist J (C) strikt dieht in He, d. h., J (C (X, Y» ist strikt 
dicht in He (X, Y) fUr aBe X, Y E C. 

Beweis; Sci (Uj) links approximicrende Einheit in C (X, X) und 
"'IJ E He (X, Y) = Nat (CX, CY). Fur aIle Z E C und IE C (Z, X) ist 
J (1Jx (Uj»z (f) = "'IJz (Uj 0 f), wie cine kurze Rcehnung zeigt, also ist 

;!J (1Jx (Uj»z (I) -"'IJz (f) lie i; -I]z (Uj (; f) -1jz (f) lie ~ 0, 

daher J ("'IJX (Uj» ~ 1J strikt. 

Bemerkung: Wenn also C beidseitig approximierende Einheiten 
besitzt, dann ist He die "strikte V ervollstii.ndigung" von C. 
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Wir entwickeln nun eine analoge Theorie fUr die linke Zentralisator
Kategorie, wobei wir auf Beweise verzichten. 

2.6. Definition: Es sci C cine Semikategorie. Wir definieren die 
Hnke Zentralisator-Kategorie He von C: Ihre Objekte seien wieder 
die von C, und fUr X, YEC definieren wir He (X, Y) Nat (Cx , Cy), 
den Raum aller nattirlichen Transformationen C (X, .) -+ C (Y, .). 

He ist dabei wieder die volle Teilkategorie von BanG, die aus allen 
Funktoren C -+ Ban der Gestalt C (X, .) besteht. 

Die (links- )strikte Topologie in He (X, Y) ist wieder die Spur der 
Tychonov-Topologie via der Einbettung 

He (X, Y) = Nat (Cx, Cy) -f: IT H (C (X, Z), C (Y, Z)). 
zee 

2.7. Proposition: Wenn die Semikategorie C rechts approximie
rende Einheiten besitzt, dann ist He (X, Y) = Nat (Cx , Cy ) vollstan
dig in der strikten Topologie fiir aIle X, Y E C. 

2.8. Proposition: Der Funktor J: Cop -+ He sci definiert durch 
J (X) = X, J (f) = Cr C (f, '). 

Wenn Clinks approximierende Einheiten besitzt, dann ist J eine 
Isometrie auf den Morphismenraumen und somit eine Einbettung 
Cop -+ He' 

2.9. Proposition: 'Venn C rechts approximierende Einheiten be
sitzt, dann ist J (COP) strikt dicht in He. 

Bemerkung: 'Venn C beidseitig approximierende Einheiten be
sitzt, dttnn ist H 0 die ,,(links-)strikte Vervollstandigung" von C. Einige 
der folgenden Beispiele zeigen, daB die Existenz von approximierenden 
Einheiten nicht notwendig ist fUr diese Eigenschaft von He, He. Man 
konsultiere auch Grosser [7], der die Situation bei Banachmoduln 
durchleuchtet hat. 

2.10. Beispiel: 1st C = A, €line Banachalgebra mit approximi€l
renden Einheiten, dann haben wir die Theorie, die in Cigler [2] ent
,..ickelt wurde, wiedergewonnen. 

2.11. Beispiel: Es sei C das Operatorideal "NormabschluB der 
endlichdimensionalen Operatoren zwischen Banachraumen", d. h. 
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<> 

C (X, Y) X' ® Y. Dann ist die rechte Zentralisator.Kategorie He 

gerade Ban, weil H C (X, Y) = Nat ((-') 0 x, (-') .. Y) = H (X, Y) ist, 

wobei YJ E H C (X, Y) in YJI € H (X, Y) iibergehen moge und f E H (X, Y) 
'" in (.') ® f. Damit wird J gerade zur Einbettung des Operatorideals in 

Ban und die strikte Topologie wird erzeugt durch die Seminormen 

I ~ 11/ 0 11 ii, g E C (Z, X), Z E C. 

Sie stimmt nicht mit der starken Operatortopologie auf H (X, Y) 
i.iberein, wohl aber auf jeder heschrankten Teilmenge davon nach 
Schaefer [16] III, 4.5, denn sie ist die Topologie der gleichmiWigen 
Konvergenz auf den kompakten Teilmengen von X: J cde kompakte 
Menge von X ist enthalten in der abgeschlossenen konvexen Hulle 111 
einer Nullfolge (XII) in X nach Schaefer [16J III, 9. 4. Nun wahle 
Z = 11 und definiere 11: 11 ~X durch 11 (en) = Xn, wobei en (Onlc)k€N Ell. 

Dann ist 11 (11) }If, g E C (11, X), da 11 kompakt ist und 11 die 
metrisehe Approximationseigensehaft hat. 

Da X als metrischer Raum kompakt erzeugt ist, ist H (X, Y) voll· 
standig in der strikten Topologie. 

2.3 und 2.4 gel ten also, obwohl C im allgemeinen keine approxi
mierenden Einheiten besitzt. 

C (X, Y) ist genau dann strikt dieht i.n H (X, Y), wenn X' oder Y 
die Approximationseigensehaft haben. 

2.12. Beispiel: Nun sei C das Operatorideal K aller kompakten 
Operatoren in Ban. Dann gilt wiederum H C = Ban, da H C (X, Y) = 
="' Nat (KX, KY) = H (X, Y) via 'fJ -'>- YJI und I t-+ KI K (-, fl. Die 
strikte Topologie ist wieder die der kompakten Konvergcnz auf X. 

2.13. Beispiel: Es sei C wieder das Operatorideal "NormabschluB 
der endliehdimensionalen Operatoren" in Ban, aber nun wollenwir die 
linke Zentralisator.Kategorie H C bestimmen. Es gilt H C (X, Y) = 

Nat (Ox, Oy) = H (X', yl). He ist also die volle Teilkategorie von 
Ban, die aus allen dualen Banachriiumen besteht. Damit wird J: C -'>- Hc 
gerade zu '; J (hh C (h, J) = h'. 

Die strikte Topologie wird durch die Halbnormen der Gestalt 
1-+ 11/ 0 11' II, 11 E C (X, Z), IE H (X', yl), erzeugt. Sie stimmt wieder 
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mit der Topologie der kompakten Konvergenz uberein, was man mit 
einer Methode ahnlich der in 2.11 einsieht, wobei statt II der reflexive 
Raum l2 genommen wird. 

2.14. Bemerkung: Genau dieselben Dberlegungen wie in 2.11 und 
2.13 zeigen, daB fur jedes beliebige Operatorideal C gilt: He (X, Y) = 

H 	(X, Y), He (X, Y) = H (X', Y'). 

Nur mit der strikten Topologie muB man etwas achtgeben. 


§ 3 Die Doppel-Zentralisator-Kategorie und der Funktor Ll 

Hier stellen wir eine Verallgemeinerung der DoppeI-Zentralisator
Algebra Ll (A) von B. E. Johnson [8,9] vor. Wir geben die Konstruk
tion zunachst fUr einen beliebigen Bifunktor. Es sei also C eine Semi
kategorie und G: Cop X C -)- Ban ein Bifunktor. Da wir viel rechnen 
mussen, wollen wir zunachst die Notation vereinfachen. 

3.1. Bezeichnungsvereinbarung 
Elemente von C (X, }') bezeichnen wir mit fyx und solche von 

G (X, Y) mit r/ wir schreiben also den kontravarianten Index oben 
und den kovarianten unten. Weiter schreiben wir: 

!xIX r/xY : = G (Y, /XIX) r/xY 

r/xx fyYl : = G (fyYl, X) r/xY . 

Wir benlitzen also die Schreibweise, die fUr Bimoduln ublich ist. 
Analog werden wit dieselben Vereinbarungen fiir Funktoren nur einer 
Variablen verwenden. 

3.2. Sind C und G wie oben gegeben, dann definieren wir einen 
Bifunktor Ll G : Cop X C -)- Ban wie folgt: Fiir X, Y C sei Ll G (X, Y) 

der Raum aller 

(<p, rp) € Nat (C (', X), G (-, Y» X Nat (C (Y, .), G (X, .», 
die fur aIle 

/XZl € C (Zl, X), /zY E C (Y, Z) 

die Bedingung 

/zY q1(Zl (fxZl» = ((pz (fzY» !xZl € G (Zl. Z) (i) 
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erfiillen. Dabei haben wir die Vereinbarung 3.1 verwendet, In traditio. 
neller Schreibweise wurde die Bedingung (i) so aussehen: 

Da die Bedingung (i) noch nicht so symmetri,;ch ist, wie wir sic gerne 
haben wollen, fiihren wir noch eine weitere Bezeichnungsvereinbarung 
fUr die Wirkung von rp = (;p, qi) E Ll G (X, Y) ein: 

(rpfXZl): = ?Zl (fxZ1 ) 

(fzY rp) : CPZ (fxY). (ii) 

In dieser Schreibweise sieht die Xatiirlichkeit von rp = (cp, cp) so aus: 

('P (fxZ1 fZlZ2» = ('P fxZl) fZ1Z2 

«(fzlZ fzY) 'P) fz1
Z (fzY 'P), (iii) 

und die Bedingung (i) wird zu 

(i) 

Diese drei Gleichungen sehen den Bedingungen, die man fUr einen 
Bimodul fordert, schr iiJmlich. Da (i) eine stetige linearc Gleichung fUr 
'P ist, ist Ll G (X, Y) ein abgeschlossener linearer Teilraum von 
Nat (CX, GY) xXat (Cy, Gx ) und daher ein Banachraum mit der 
induzierten Norm II'P q= max (ilq; II, rp II)· 

Wir definieren die Wirkung des Bifunktors Ll G auf Morphismen 
von Cinder naheliegenden Weise, sie ist niimlich die vom Bifunktor 
.Nat (CX, GY) xXat (Cy, Gx) induzierte Wirkung: 

(iv)' 
ist induziert von 

Nat (C (-, UXX1), G (', Y» x Nat (C (Y, .), 0 (uxX1, 0» 

und Ll G (X, uY1Y) ist induziert von 

Nat (C h X), G (', UY1Y» x.Nat (C (uyIY, .), G (X, .», 
Man tiberzeugt sich leicht, daB Nat (CX, OY)xNat (Cy, Ox) damit 
wirklich ein Bifunktor ist, d. h., daB er bilinear und kontraktiv auf 
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Morphismen wirkt und daJ3 diese Wirkung den Teilraum ~ a (X, Y) 

in den Teilraum Ll a (Xl, Yl ) uberfuhrt. 
Wir verwenden die Schreibweise 3.1 auch fur den Bifunktor Ll a: 

cp • UXX1 = Ll a (UXX1' Y) cp 

UYlY. cp = ~ a (X, UY1Y) cpo (v) 

Wir schreiben hier . fUr die Bifunktorenwirkung von Ll a, um sie von 
der cp·Wirkung (ii) auf Morphismen zu unterscheiden. Damit entspricht 
(iv)' der clementweisen Definition: 

((cp • UXXl ) tXlZl = (cp (uxXl tXlZl)) = (cp UXXI tXlZl) 

(fzY (cp • uxXl )) = (fzY cp) uxXl = tzY (cp uxXl) 

((uYlY. cp) txZl) = ?tY1Y (cp txZl) = (UYIY cp) txZl (iv) 

(fZYl (UYIY' cp)) = ((fZYl uYlY) cp) = (fZYl uYlY cp), 

wobei wir (ii) und 3.1 fur a verwendet haben. In dieser Form ist es klar, 
daB Ll a wieder ein Bifunktor ist. 

3.3. 1st "1] : a-+ a1 eine naturliche Bifunktortransformation, dann 
ist es auch Ll"1] : Ll a -+ Ll aI, gegeben durch Ll"1] (cp) = ("1] 0 ql, "1] 0 ql'), 
da die definierende Gleichung (i) fur Ll G (X, Y) wegen der Naturlich
keit mit "1] vertauscht. Aus naheliegenden Grunden verzichten wir 
darauf, auch Ll "1] in unser Notationsschema einzubauen. 

Klarerweise wird Ll: Bancop x C -+ BancoP x C damit zum Funktor. 

3.4. Fur cp Ella (X, Y) und uxXl E C (Xl, X) gilt 

cp . uxX1 Ella (X, Y), (cp UXX1 ) E a (Xl, X), 

und es erhebt sich die Frage, wann diese beiden Elemente uberein
stimmen. Man wird also dazu gefUhrt, eine Abbildung A: G (X, Y)-+ 
-+ ~ G (X, Y) zu betrachten, die klarerweise durch 

(gyX txZl) = gyX txZ1 

(fzY gyX) = tzY gyX (vi) 

fur gyX E G (X, Y) de£iniert ist. 
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In traditioneller Schreibweise sieht das so aus: 

(gyX)-ZI (/xZl) G (fxZI, Y) gyX 

"" (gyX)=z (fzY) G (X, fzY) gyX. 

""" Um nachzuprufen, daB gyX E Ll G (X, Y) ist, haben WIT (i) und 

(iii) zu verifizieren: 

""" (gyX (fxZI fZlZ2» gyX (/XZI fZlZ2) = (gyX fXZI) fZ1Z2 = 
/'-. 

«gyX fxZI) fZlZ2) 
/'.. 

((fZ1z fzY) gyX) = (fz1Z fzY) gyX = IzIz (fzY gyX) 
'" 

= (fZl Z (fzY gyX» 

'" fzy (gyX fXZl) = fzy (gyX fXZI) = (fzy gyX) fXZl = 

Dabei haben wir nur die Funktoreigenschaft von G verwendet. Daher 
ist A: G (X, Y) -+ Ll G (X, Y) eine kontraktive lineare Abbildung. A ist 
aber auch eine natiirliche Bifunktortransformation, was man aus 

/'-. 

= «UYlY' gyX) IxXI) 

und ahnlichen Rechnungen sieht. Wir haben (iv) verwendet. GenausD 
einfach ist es, nachzuprtifen, daB A auch natiirlich in G iat. 

Wir haben die nattirliche Transformation in der Hoffnung ein.A 

geftihrt, damit cp • uXXI mit (9 UX X1 ) und iUmliche Ausdriicke identi· 
fiziert werden konnen. Und das ist auch moglich: 

(9 UXXI(' = <p • uxXI 

(vii) 

Wir beweisen die erate dieser Gleiehungen: 

«<p uxXI(' fXIZl) = (cp uxXI ) fx1zI = (cp UXXI fxlZI) 

«cp' UXX1 ) IXIZI) nach (iv). 

(fzy (cp UXXI(') = fzy (<p UX X1 ) = (/zy (cp' 'uxX1 » nach (iv). 
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Wir konnen also den Punkt in der ~ G-Wirkung auf Morphismen 
wieder vergessen, wenn wir Gals Subfunktor von ~ G auffassen konnen. 
Das ist dann der Fall, wenn A injektiv oder gar isometrisch ist. Klarer

weise ist A genau dann injektiv, wenn G die folgende Bedingung erfuIlt: 

1st 0 =p gyX E G (X, Y), dann existiert ein /XZl E C (Zl. X) oder 
ein /zy E C (Y, Z), so daB /zY gyX =p 0 oder gyX /XZl =p 0 gilt. 

1m § 7 werden wir dann sagen: Gist C-total, d. h., G wird durch 
seine Wirkung auf C-Morphismen separiert. 

A ist genau dann eine Isometrie, wenn fur aIle gyX E G (X, Y) gilt: 

1m § 7 werden wir dann sagen: Gist C-stark. 
3.5. Wir haben auch hier eine strikte Topologie auf ~ G (X, Y), 

die offensiehtlieh die Spur auf ~ G (X, Y) des Tyehonov-Produktes der 
starken Operator-Topologien auf 

H (C (Z, X), G (Z, Y)) X H (C (Y, Z), G (X, Z)) 

via der Einbettung 

~G(X, Y) C:Nat (CX, GX)xNat (Cy,Gx ) c 

c: II H (C (Z, X), G (Z, Y)x II H (C (Y, Z), G (X, Z)) ist. 
ZeC ZeC 

qJ(t) konvergiert daher strikt gegen qJ in ~ G (X, Y), wenn 

IlIzy (qJ(i) - qJ) IIG -+ 0 und II (qJ(i) - qJ) /xzllG -+ 0 

fUr aIle /zy, / XZ gilt. 

3.6. Proposition: Wenn C beidseitig approximierende Einheiten 
besitzt, dann ist ~ G (X, Y) voIlstandig in der strikten Topologie, und 
A (G. (X, Y)) ist dieht. 

Beweis: Es sei qJ<n ein Cauchy-Netz in ~ G (X, Y) fur die strikte 
Topologie. Dann sind (fzy qJ(i») und (qJ(i) /XZl) Cauchy-Netze in G (X, Z) 

bzw. G (Zl' Y) in der Norm und konvergieren daher gegen Elemente 
(fzy qJ) und (qJ /XZl) fur aIle /zY, /XZ1 . Die dadureh festgelegte Abbil
dung qJ ist definiert als punktweiser Limes von Elementen qJ(i) in 
~ G (X, Y), daher sind die Abbildungen /zy -+ (qJ /XZl) aIle linear, und 
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die punktweisen Gleichungen (i) und (iH) geltcn, da sic fiir aIle rp(t) 
gelten. Also hat rp formal aIle Eigenschaften cines Elements von 
Ll G (X, Y), es fehlt nur die Stetigkeit. Dosh die folgt, wenn man 
tp (~, schreibt und den Beweis von 2.3 auf "9 und einen ahnlichen 
auf rp anwendet. 

Es sci nun tp E Ll G (X, Y) gegeben, es sei nun (e(tlxX) cine beid
seitig approximierende Einheit in C (X, X) und (e(j)YY) cine solehe in 
C (Y, Y). Dann behaupten wir, daB tp ein strikter Haufungspunkt der 
Menge {(eUlYY tp(', (tp e(t)xx)"} ist. Denn flir aIle fzY ist 

ii (fzY tp) - (fzY (e(j}YY rp(') II = II (fzY - fzY e(j)YY) tp Ii -7 0, 

und fiir aIle fXZ1 ist 

II (tp fxZl) - «tp e(tlxX(fxZl) Ii = II rp (fxZ1 - e(i)Xx fXZl) 11-7 O. 

3.7. Die Doppel-Zentralisator-Kategorie Ll C von C 
Wir setzen G = C, den Hom-Funktor der Semikategorie C, und 

erkliiren Ll C als den Hom-Funktor unserer neuen Kategorie, die die
selben Objektc hat wie C. 

Wir miissen uns nur noeh eine geeignete Komposition konstruieren: 
Es sei rpyX E Ll C (X, Y), rpxz E Ll C (Z, X). Dann setzen wir fUr 
fuY E C (Y, U), fzv E C (V, Z): 

fuY (rpyx 0 rpxZ): = (fuY rpyX) tpxz 

(viii) 

Dann ist tpyx 0 tpxz E Ll C (Z, Y), da es klarerweise beschrankt ist, 
und (i) und (iii) gelten: 

fuY (tpyX 0 tpXZ» fzv = ((fuY tpyX ) tpXZ) fzv = 

(fuY tpyX ) (tpxz fzV) = fuY (tpyX (tpyX (tpxz fzV» = 

fuY «tpyX 0 tpXZ) fzV), 

«tpyX 0 rpxZ) (fzv fvU» = tpyX (tpxz (fzv fvU» 

tpyx «tpxz fzV) fvU) = (tpyx (tpxz fzV» fvu = 

= «tpyX 0 rpXZ) fzV) fv u, 

und der zweite Teil von (iii) kann auf analoge Weise bestatigt werden. 
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In traditioneller Schreibweise haben wir: Fur cp (q>, ~), q; = (IIJ,;) 
ist cp 0 q; = (~ 0 IIJ, ; 0 ;). Diese Komposition ist klarerweise bilinear 
und kontraktiv; die Identitat in t1 C (X, X) ist gerade lx (1ex, lex). 

Auch die Assoziativitat der Komposition ist leicht nachzupriifen, und 
damit ist Ll C eine Kategorie. Man nennt sie die Doppel-Zentralisator
Kategorie von C. A: C (X, Y) -+ t1 C (X, Y) wird zur Abbildung 
A 

j (Cf, Cf ). 

3.8. Proposition: A: C -+ Ll C ist die Morphismenabbildung cines 
Funktors C -+ Ll C. der auf den Objekten identisch wirkt. 

Beweis: Klarerweise gilt (fyZ jzX)A. = /;i 0 j;K. 

3.9. Beispiel: Es sei C ein beliebiges Operatorideal in Ban. Dann 
hehaupten wir, daB Ll C = Ban ist. 

Sei cp = (q;, 'Cp) Ell C (X, Y) C Nat (CX, cY) X Nat (Cy, Cx); dann 
c c 

ist cpI E H (X, Y), cpI EH (Y', X') llnd fur x EX, y' E Y', d. h. xE C (I, X), 

y' E C (Y, gilt nach (i): y' (cp xl (y' !p) x oder C (X, y') rpI (x) = 
= C (x, Y) !pI (y'). Somit haben wir y' 0 !pI (x) q;I (y') 0 X, d. h. 
q;l = (q;I)" .Jedem t E H (X, Y) ordnen wir (Cf, Cf) E Ll C (X, Y) zu; 

fur t E C (X, Y) ist t 
A 

= (Cf, Cf ). Die dazll inverse Abbildung 1St 
cp (~, ;p) r cpT, llnd dadurch wird Ll C mit Ban identifiziert. 

3.10. Beispiel: 1st C = A, eine Banachalgebra mit approximie
renden Einheiten, dann haben wir die Theorie fUr t1 (A), wie sie etwa 
in Cigler [2] entwickelt wurde, wiedergewonnen. 

3.11. Es sei C die folgende Semikategorie uber Ban: C (X, Y) 

K (X, Y) A, wobei K ein Operatorideal und A eine Banach
algebra ist, mit der offensichtlichen Komposition. Die Vermutung liegt 

A 

nahe, daB t1 C = Ll K t1 (A) = Ban ® Ll (A) ist. 

§ 4 Wesentliche Funktoren und deren Erweiterungen 

Rier verallgcmcinern WIT den Begriff des Funktors vom Typ :E 
(siehe Cigler [3] oder Michor [13]) auf den Fall von Funktoren, die 
auf Semikategorien definiert sind, und wir untersuchen die Moglich
keiten, diese ]'unktoren auf die verschiedenen Zentralisator-Kategorien 
auszudehnen. 
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4.1. Definition: Es sei C eine Semikategorie. Ein Funktor 
Jj': C -J>- Ban heiBt (C-)wesentlich, wenn fUr jP,des X E C der lineare 
Teilraum von F (X), der dureh aIle Elemente der Form F (f) Iz, 
t E C (Z, X), tz E F (Z), Z E C aufgespannt wird, dicht ist in F (X). 

Analog heiBt ein kontravarianter Funktor (C-)wesentlich, wenn 
der Teilraum, der von den Elementen G (f) yZ, t E C (X, Z), gZ E G (Z), 

Z E C aufgespannt "''ird, dieht ist in G (X) fUr aIle X E C. 
Ein Bifunktor G: Cop X C -J>- Ban heiBt (C.) wesentlieh, wenn der 

Teilraum, der von allen Elementen G (lux, fyY) w: yyU erzeugt wird, in 
G (X, Y) dieht ist fUr aile X, Y E C. 

FUr jeden beliebigen Funktor definiert der AbschluB des entspre
ehenden linearen Teilraumes einen isometrisehen Teilfunktor, der aueh 
der (C. )wesentliehe Teil genannt "''ird. 

Wenn C = Ko ist, das Operatorideal "NormabsehluB der endlieh
dimensionalen Operatoren", dann sind die Einschrankungen auf Ko 
von Funktoren Ban -J>- Ban vom Typ :E Ko-wesentlieh. Wir werden 
zeigen, daB bei Voraussetzung der Approximationsbedingung aueh die 
Umkehrung stimmt: jeder Funktor vom Typ :E auf Ban ist Erweiterung 
eines Ko-wesentlichen, und die Zuordnung ist bijektiv. 

4.2. Satz: Es sei C eine Operatoralgebra (vgl. 1.1), fur die die 
endlichdimensionalen Operatoren X -J>- Y dieht sind in C (X, Y) fur 
alle X, Y E C, Dann gilt: 

(a) F: C -J>- Ban ist genau dann C-wesentlieh, wenn der Teilraum, 
der von allen Elementen F (x) a, x E X, a E F (I) erzeugt wird, dieht 
ist in F (X) fUr jedes X C. 

(b) G: Cop -J>- Ban ist genau dann C-wesentlieh, wenn der Teil. 
raum, der von allen Elementen G (x') b, x' E X', bEG (I) erzeugt wird, 
in G (X) dieht ist fUr jedes X E C. 

(c) G: COP C -J>- Ban ist genau dann C.wesentlieh, wenn der Teil· 
raum, der von allen G (x', y) a, x' E X', Y E Y, a E G (I, I) erzeugt wird, 
in G (X, Y) dieht ist fur alle X, Y E C. 

Da fUr eine Operatoralgebra C stets 11/11 t;;; lillie gilt, sind die 
Einsehrankungen von Funktoren Ban -J>- Ban stets Funktoren C -J>- Ban. 
Der Satz besagt nun, daB eine solehe Einschrankung genau dann 
C-wescntlieh ist, wenn der Funktor auf Ban vom Typ :I: ist. 

Sitzungsberichte der mathem.-naturIV. Xl.. Abt. II, IS5. Bd •• 4.-7. Heft. 13 
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Beweis: Wir zeigen nur (a), die anderen Aussagen konnen analog 
bewiesen werden. 'Venn der Teilraum, der von den fl (x) a erzeugt 
""TId, dieht ist, dann ist es aueh der von den fl (f) Iz erzeugte, da er 
den ersteren enthiilt. 1st umgekehrt fl C-wesentlich, dann gibt es flir 

jedes Ix E If' (X) und e: > 0 Elemente Ii E C (Y~, X) und fyi' i = 1, .. " n, 

so daB IlL fl (Ii) fyi - IxIIF(x} ~ e/2. Da die endliehdimensionalen 
mi 

Operatoren dieht sind in C (Yi , X), gibt es ~ Xji 0 Yjl : Y j ~ X, so daB 
j=1 

II~ Xii 0 Yi~' Me ~ e/(2 n lifyiIIF(Yi» gilt. Doch dann erhalten wir 
j 

ii/x - ~ ~ fl (Xl~) (fl (Yil) fyi)lp(x) ~ Illx ~ fl (h) fyiIF(x) + 
i j i 

+ I~ fl (h) IYi ~ fl (Xji) fl (Yj/) fyiiiF(X) ~ 

i t, j 


~ e/2 + ~ II Ii - ~ Xi~ 0 Yji'e II II fyi IIJi'(Yi) ...:; e. qed. 
i j 

4.3. Definition: Es sei C eine Semikategorie. Ein Funktor von 
einer Zentralisator-Kategorie von C naeh Ban heiBt strikt, wenn er 
stetig ist als Morphismenabbildung in der entspreehenden strikten Topo
logie auf dem Definitionsraum und in der starken Operatortopologie 
auf dem Bildbereich. Wir betrachten dieselbe Begriffsbildung fiir Bi
funktoren, wobei wir getrennte Stetigkeit verlangen. 

4.4. Proposition: Es sei C eine Semikategorie mit links-approxi
mierenden Einheiten, und es sei fl: C -;> Ban C-wesentlich. Dann ist 
Fs: He ~ Ban ein strikter Funktor, wobei fl8 definiert ist durch 
Fs (X) P (X), fl8 (1) Ix = lim fl (1)X (Uj» Ix in II'IIF(X), (Uj) eine 
links-approximierende Einheit in C (X, X). 

Bewels: 1. Der Limes existiert: Sei Ix fl (X). Da C (X, X) eine 
Banachalgebra mit links-approximierenden Einheiten ist und F (X) 
ein wesentlicher linker Banaeh-C (X, X)-Madul, gibt es naeh dem Fak
torisierungssatz von Cohen-Hewitt ein g E C (X, X) und lx' E P (X) 

mit Ix fl (g) Ix'. Dann gilt aber: 

pS (1) Ix lim fl (1)X (Uj» F (g) lx' = lim F (1)x (Uj) 0 g) Ix' 
j 

lim F (1)X (Uj 0 g» lx' fl (1)X (g» Ix', 
j 

da 1111,j g - gie ~ O. 
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2. Fs ('1) IXj hangt nicht von der speziellen Wahl der approximie
renden Einheit in C (X, X) ab: Es sei (Vk) eine weitere. 

Fs ('1) Ix = lim F ('1)x (Uj» Ix = lim F ('1)x (Uj» lim F (Vk) Ix) 
i i l 

= lim lim F ('1)x CUj) 0 Vk) Ix = lim lim F ('1)x (Uj 0 Vk» Ix = 
i k k j 

= lim F (r,x (vd) Ix. 

k 


Wir mussen nur noch das Vertauschen der Limiten reehtfertigen. 
Fur jedes e > 0 gibt es ein jo und ein ko mit 

Ill's ('1) Ix F ('Yjx (Uj) IxIIF(Y) < e fUr j ~ jo und 

Illx - F (Vk) IxIIF(x) < e fUr k ~ ko. 

FUr diese j und k gilt: 

IIF8('1)/x-F('1)x('uj»F(vk)/xII1"(Y) ~ IIF8('I)lx- F ('I)x(uj»/xll + 
+ IIF ('1jx (Uj» Ix - F ('1jX (Uj» F (Vk) Ix!! ~ 

~ e+ IIF ('I)X (Uj) II Illx - F (Vk) Ixll ~ e+ 11'1j II' e. 

Daher existiert der Doppellimes, und wir konnen naeh Belieben vcr
tauschen. 

3. F8 ('1) : F (X) -+ F (Y) ist linear, da der Limes (in der starken 
Operatortopologie) von linearen Operatoren ",'ieder linear ist. Fs ('1) ist 
beschrankt, da 

II Fs ('I) IxIIF(Y) = lilim F ('I)X (Uj» Ixll ~ 
j 

~ sup [I F ('Yjx (Uj)) Ixll ~ '!'tjxlllllxll, 
j 

also gilt sogar II Fs ('1j) il ~ Ii '1j:l. Klarerweise ist auch die Abbildung 
'YJ -+ F8 ('I) linear. 

4. Es sei '1) E He (X, Y), 9 E He (Y, Z) und (Vk) cine links-approxi. 
mierende Einheit in C (Y, Y). Dann ist: 

Fs (9) Fs ('1j) Ix = lim F (9Y (Vk» lim F ('1)X (Uj» Ix = 

k j 


lim lim F (9X (Vk 0 'Yjx (Uj))) Ix = lim F (9x ('tjx (Uj») Ix = 
j It j 

= F8 (cp 0 'YJ) Ix. 

13* 
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Das Vertauschen der Limiten rechtfertigt man dabei wie oben. Da F 
C-wesentlich ist, gilt auch 

j 

5. Es bleibt noch zu zeigen, da13 Fs strikt ist. Wir betrachten 
zunachst den Funktor J aus 2.4 und behaupten, daD folgendes gilt: 
Tst J (f) = 0 in H C (X, Y) fUr IE C (X, Y), dann iet auch F (f) 0 
auf F (X). J (f) ct = C h f) 0 heiDt, daD 10 h = 0 ist fiir aHe 
hE e (Z, X). lst Ix E F (X), dann gibt es nach dem Faktorisierungs
satz ein g E C (X, X) und ein lx' E F (X) mit F (g) Ix' = Ix. Doch 
dann 1st F (f) Ix = F (f) F (g) fx' = F (log) Ix' = F (0) fx' = O. Da
mit faktorisiert also die F-Wirkung von C (X, Y) auf J (C (X, Y» in 
H C (X, Y). I!'iir jedes Ix E F (X) ist nun die Abbildung J (I) -7- F (f) Ix 
von J(e(X, Y» nach F(Y) strikt-Norm-stetig, da J(Il) -7-J(f) 
strikt in J(C(X, Y)) besagt, daa fiir aIle hEC(Z,X) gilt: Illioh
-fo hi!c-7-0, somit fur fx = F (g) Ix' "ie oben: IIF (fi)fx- F (f) Ixll = 

= II F (M F (g) Ix' - F (I) F (g) fx';1 ~ 11ft a g 10 gllcltx'il -7- O. 
Aus der Definition von Fs sieht man, da13 die Abbildung 1] -7- Fs (-I]) Ix 
gerade die eindeutige lineare stetige Fortsetzung von J (f) -7- F (f) Ix 
auf ganz H C (X, Y) ist [J (C (X, Y» ist ja strikt dicht in H C (X, Y) 
nach 2.5], und sic ist somit auch strikt-Norm-stetig. Das aber heiSt 
gerade, daB Fs strikt ist. qed. 

4.5. Satz: Es sei e eine Semikategorie mit links-approximierenden 
Einheiten. Es sei J : e -7- H C der Funktor von 2.4. Dann definieren die 
Zuordnungen F f+. Fs und Fl 1-+ Fl a J, die zueinander invers sind, 
cine Bijektion zwischen strikten Funktoren F 1 : H C -7- Ban, die sogar 
ein invertierharer Funktor zwischen den beiden Funktorkategorien ist. 

Beweis: Es sei l!ll: H C -7- Ban ein strikter Funktor. Dann ist 
FlO J C-wesentlich, da J (e) strikt dicht ist in H C (nach (2.5) und 
dariiber hinaus J (ui) strikt gegen lcx konvergiert (siehe den Beweis 
von 2.5), daher II FlO J (Uj) Ix IXF(x) -7- O. Woiters ist (Fl J)s = Fl 
wogen des Arguments zu 5. im Boweis von 4.4. 

lst umgekehrt F: C -7- Ban C-wesentlich, dann existiert nach 4.4 
der Funktor Fs: HC -7- Ban und ist strikt. Da die F-Wirkung auf dem 
Kern von J vcrschwindet (siehe wieder 5. zu 4.4), ist Fs 0 J = F. Da 
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FI 1+ Fl 0 Jain Funktor ist, ist es auoh F 1+ F8, somit existiert ins
besondere '1js: F8 ~ P2s fiir 1) natiirlich F ~ 1'2 (was direkt trivial 
nachgerechnet werden kann) und '1)xB = '1)x als Abbildung. qed. 

Wir stellen nun die Resultate ffir die linke Zentralisator-Kategorie 
und kontravariante Funktoren zusammen, aber wir verzichten darauf, 
Beweise anzugeben. 

4.6. Proposition: Es sei C eine Semikategorie mit rechts-approxi
mierenden Einheiten und G: Cop ~ Ban ein C-wesentlicher }1'unktor. 
Es sei Gs: He -0>0 Ban duroh Gs (X) = 0 (X) und Os (1)) gX = 

= lim 0 (1)x (Uj» gX in Ii 'I!G(x) fur gX E Os (X) und "fJ E He (X, Y) 
j 

gegeben, wobei (Uj) eine rechts-approximierende Einheit in C (X, X) 
ist. Dann ist 0 8 ein strikter kovarianter Funktor lIe ~ Ban. 

4.7. Satz: Es sei C eine Semikategorie mit rechts-approximieren
den Einheiten und J: COP -0>0 He der kontravariante Funktor von 2.8. 
Dann definieren die Zuordnungen 0 1+ Os und F 1+ F 0 J, die zuein
ander invers sind, eine Bijektion zwischen strikten kovarianten :Funk
toren F: He -0>0 Ban und C-wesentlichen kontravarianten Funktoren 
COP -0>0 Ban, die sogar einen invertierbaren Funktor zwischen den bei
den Fnnktorkategorien beschreibt. 

4.8. Beispiel: Kombiniert man 2.11, 4.2 und 4.5, wobei man fiir 
C das Operatorideal KAder kompakten Operatoren iiber der Kate
gorie A aller Banachraume mit metrischer Approximationseigenschaft 
setzt, dann erhiilt man: Die Funktoren A ~ Ban vom Typ L sind 
gerade die K A -wesentlichen Funktoren K A ~ Ban, und die sind 
wiederum genau die strikten Funktoren A -0>0 Ban, d. h. die, deren 
Morphismenabbildungen stetig sind von del' Topologie der kompakten 
Konvergenz in die starke Operator-Topologie. Das nachste Ergebnis 
zeigt, welche Resultate man erwarten darf, wenn man damuf verziehtet, 
die metrische Approximationsbedingung vorauszusetzen. 

4.9. Proposition: Sei F: Ban ~ Ban ein }1'unktor. rst F als 
Morphismenabbildung stetig in den starken Operatortopologien, dann 
ist F yom Typ L. 

Ein analoger Satz gilt naturlich fiir kontravariante ]unktoren. 
l\fan bemerke, daB ein 1<~unktor yom Typ L nicht stetig sein muB fur 
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A 

die starken Operatortopologien: X ® . ist ein Beispiel dafiir, wenn X 
die Approximationseigensehaft nicht hat. Wohl aber ist ein Funktor 
vom Typ ~ stetig auf den Einheitskugeln in den starken Operator
topologien, also auch in der gemischten Topologie von Cooper [4]. 

Beweis: Fur jeden Banaehraum X und jeden endlichdimensiona
len Teilraum Y gibt es einen endlichdimensionalen Operator u: X -1>- X, 
der auf Y identisch wirkf,: U (y) = y fUr aIle Y E Y. 1st (Yi), i = 1, ... , n 

eine Basis von Y, dann wahle Y/ E Y' mit (Yi, Y/) = 'Stj • u l; Yi 0 Y/ 
i 

erfullt dann alles. Es gibt also ein Netz (Uj) von endliehdimensionalen 
Abbildungen X -1>- X, das in der starken Operatortopologie gegen 1x 
konvergiert. Da F in diesen Topologien nach V oraussetzung stetig ist, 
gilt II F (Uj) Ix - Ix II -1>- 0, und das Argument aus dem Beweis von 4.2 
ist auch hier anwendbar. qed. 

Nun stollen wir noeh die ResuIt.ate fUr die Doppel-Zentralisator
Kategorie und Bifunkf,oren zusammen. Wir verzichten wieder auf 
Beweise, die aus den schon gegebenen leicht zusammengestellt werden 
konnen. 

4.10. Proposition: Es sei C eine Semikategorie und 0: Cop X C 
-1>- Ban ein C-wesentlichcr Bifunktor (4.1). C besitze beidseitig approxi. 
mierende Einheiten. Definiere 0 8 : 6 COP X 6 C -1>- Ban durch Os (X, Y) = 

G (X, Y), (gZX 'PyX) lim IJzY (e(j)YY 'PyX) und ('PyX IJxZ) 
j 

= lim ('PyX e(t)xX ) {/xz in II-liG fur 'Pyx E 6 C (X, Y), gyX E 0 (X, Y), 
i 

wobei (e(j)YY) und (e(i}XX) approximierende Einheiten in C (Y, Y) und 
C (X, X) sind (dabei haben wir die Vereinbarung 3.1 benuf,zf,). Dann 
ist 0 8 ein strikter Bifunktor auf 6 C. 

4.11. Satz: Es sei C cine Semikatogorie mif, beidseif,ig approximie
renden Einheiten. Weiters sci A; C -1>- 6 C die isometrische Einbettung 
von 3.4. Dann dcfinieren die Zuordnungen 01+08 und 0 1 H>- 01 ("",A), 
die zueillander invers sind, eine Bijektion zwischen C-wesentliehen 
Bifunkf,oren 0: Cop C -1>- Ban und strikten Bifunktoren G1: 6 COP X 

6 C -1>- Ban, die sogar ein invertierbarer Funktor zwischen den cnt
spreehenden Funktorkategoricn ist. 
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4.12. Bemerkungen: (a) Klarerweise kann man auch C-wesent
liehe ko- bzw. kontravariante Funktoren von C in Ban zu strikten 
Funktoren auf A C erweitern, auch die Bijektion aus den Satzen 4.5, 
4.7, 4.11 bleibt erhalten. 

(b) Beginnt man mit einem beliobigen Funktor G: A Cop X A C -.>

-.>- Ban und ordnet ihm der Reihe nach die folgenden Bifunktoren zu: 
G C, ~) : COP X C -.>- Ban, G (', "")e: cop X C -.>- Ban (vgl. 4.1), 
(G C, "" lel8 : A COP X A C -.>- Ban, dann erhalt man einen Bifunktor, der 
mit Fug und Recht der strikte Teilfunktor von G genannt werden 
konnte. Da man durch Limesiibergang leicht sieht, daB 'f) E Nat (GI , ( 2 ) 

OO!)xo 

auch ein Element von Nat (GIs, G2 S) ist und die Umkehrung offen-
ACOPxAC 

sichtlieh gilt, und da jede A C-natiirliche Transformation strikte Teile 
in strikte Teile abbildet, sieht man, daB fur G, GI : A Cop X A C -;>- Ban 
mit G strikt gilt: Nat (0, GI ) = Nat (G, (Ol C,"")e)"). Diese Gleichung 

400P x 4C AOO!) x.:l.O 

ist klarerweise natiirlich in G und GI, daher definiert Ol -.>- (G1 C,~)e)S 

einen Reehtsadjungierten zur Einbettung der strikten Bifunktoren in 
die Kategorie aller zulassigen Bifunktoren. 

Dieselbe Bemerkung gilt aueh fUr die anderen Erweiterungstheorien, 
die wir vorgestellt haben (4.4 und 4.5 sowie 4.0 und 4.7). 
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