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Banach-Semikategorien I

Von

P. Michor

{Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 5. Mérz 1976 durch das
w. M. E, Hlawka)

§ 1 Semikategorien

§ 2 Die einseitigen Zentralisator-Kategorien

§ 3 Die Doppel-Zentralisator-Kategorien

§ 4 Wesentliche Funktoren und deren Erweiterungen
§ 5 Koenden von Bifunktoren auf Semikategorien

§ 6 IEnden von Bifunktoren auf Semikategorien

§ 7 Vermischtes *

§ 8 Semikategorien und deren Banachalgebren

§ 9 Adjungiertheitsrelationen und Zentralisatoren

Das ist die erste in einer Folge von drei Arbeiten und enthilt
§ 1—§ 4 der obigen Liste.

Banach-Semikategorien sind eine gemeinsame Verallgemeinerung
von Banachalgebra, Banach-Operatorideal und Kategorie von Banach-
rdumen. Grinde fir ihre Einfiihrung und exakte Definitionen werden
in §1 gegeben. § 2 und §3 beschaftigen sich mit Methoden, Banach-
Semikategorien in Banach-Kategorien einzubetten, die vor allem der
Theorie der Banachalgebren entnommen sind. § 4 beschaftigt sich damit,
gewisse Funktoren auf die Erweiterungen von § 2 und § 3 fortzusetzen.
§5 und § 6 bringen Koenden und Enden von Bifunktoren auf Banach-
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Semikategorien, vor allem das wichtige Tensorprodukt von Funktoren.
§ 7 beschaftigt sich mit totalen und starken Funktoren auf Banach-
Semikategorien und bringt das semidirekte Produkt einer Banach--Semi-
kategorie mit einem Bifunktor daraui. § 8 und § 9 heschiftigen sich mit
Methoden, Banach-Semikategorien zu Banachalgebren von (unendlichen)
Matrizen zu machen und Funktoren zu Banachmoduln.

§1 Semikategorien

Das einfachste Beispiel einer additiven Kategorie ist ein Ring mit
Eins, also kann eine additive Kategorie als Verallgemeinerung eines
Ringes betrachtet werden; Mitehell [14] nennt daher eine additive
Kategorie auch einen lokalen Ring, weil die Ringoperationen nur lokal
definiert sind., Da aber der Begriff lokaler Ring schon mit fester Be-
deutung in die Literatur eingegangen ist, ist vielleicht der Begriff
Pseudoring in Analogie zu den Pseudogruppen der Differentialgeometrie
vorzuziehen. Hier interessieren uns vor allem Kategorien von Banach-
riumen (Cigler [2, 3]). Das einfachste Beigpiel einer solchen ist wohl
eine Kategorie mit nur einem Objekt, daher isomorph zur Banach-
algebra aller beschrankten linearen Operatoren auf dem betreffenden
Banachraum, enthilt also eine Identitat.

Es gibt jedoch Banachalgebren, die nicht als Algebren von Opera-
toren darstellbar sind, und die interessantesten Banachalgebren besitzen
keine Einheit. Die Situation, in die wir uns gestellt sehen, namlich die
Theorie der Banachmoduln mit der der Kategorien von Banachriumen
zu vereinen, ist also nicht so einfach wie die, die Mitchell [14] be-
trachtete, wenn wir die interessanten Objekte der Funktionalanalysis
mit einschlieBen.

Dariiber hinaus gibt es noch eine weite Literatur und hochent-
wickelte Theorie der Banachoperatorideale, die ebenfalls der von uns
gewiinschten Verallgemeinerung der Banachalgebren zur Kategorien-
theorie #dhnlichsieht: Man betrachte etwa die folgende ,,Kategorie®,
deren Objekte Banachriume sind und deren Morphismen die kompakten
oder die nuklearen Operatoren zwischen diesen Riumen sind. Aus nahe-
liegenden Griinden wollen wir auch solche Begriffsbildungen in unsere
Theorie einschlielen. Aus diesen Griinden sind wir zur Ansicht gekom-
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men, daf} fiir unser Ziel der Begriff der Kategorie zu eng gefafit ist
und wir ihn daher verallgemeinern wollten, und der geeignete Name
dafiir ist wohl Semikategorie, in Analogie zum Begriff Semigruppe.

Da wir vor allem an Banach-Semikategorien interessiert sind, setzen
wir voraus, dall die Hom-Mengen immer lineare Rdume iiber R oder C
sind oder nur eines von beiden. Wir bezeichnen den Grundraum mit
I (=R oder C),

1.1. Definition: Eine Semikategorie C besteht aus einer Klasse
von Objekten X, Y, ... und je einem linearen Raum C (X, ¥) fiir
jedes Paar von Objekten, der der Raum der Morphismen von X nach
Y, X -» Y, heillen moge.

Es sei eine Komposition C (X, Y)x G (X, Z) - G (Z, Y) gegeben,
geschrieben als (f, g) — f 0 g, die bilinear sei und assoziativ, wenn immer
sie definiert ist. Wenn nicht ausdriicklich anders betont, setzen wir
weiter voraus, daf alle Riume C (X, ¥) Banachriume seien, mit einer
Norm [|-}lg (manchmal auch nur normierte Rdume), und daB die Kom-
position durch 1 beschrinkt ist als bilineare Abbildung, d. h. ||fo gl <
< Il gl

Der einzige Unterschied zur iiblichen Kategorientheorie ist also,
dal} wir auf Einheiten verzichtet haben, wenn man vom uns hier speziell
interessierenden Zusammenhang mit Banachraumen absieht.

Ein Funktor zwischen Semikategorien ist dasselbe wie zwischen
Kategorien; hier setzen wir noch zusitzlich voraus, dall er linear und
kontraktiv auf den Morphismenrdumen wirken mége; Bifunktoren wer-
den also bilinear usw. Wir haben daher nur auf die Regel der Identitéits-
erhaltung verzichtet.

Wenn eine Semikategorie C als Semikategorie von Operatoren
zwischen Banachriumen dargestellt werden kann, d. h. wenn ein treuer,
kontraktiver Funktor C — Ban existiert, dann nennen wir C eine
Operatoralgebra.

Wenn C eine Operatoralgebra ist und der Hom-Funktor von G die
Einschrinkung eines Bifunktors auf Ban ist, der ein Teilfunktor von
H jst, dann nennen wir C ein Operatorideal, d.h. wenn fiir alle
FeCX,Y), uelH (X1,X), goc H(Y, Y)) gilt: g20fomneCG(X,Y)
und [|ge 0 fogillg < |92l IIflic Ilg1ll- Dabei ist I (X, ¥) der Raum aller

12*
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beschrinkten linecaren Operatoren wie etwa in Cigler [2, 3] oder
Michor [12, 13].
Nun wollen wir noch einige Beispicle aufzahlen:

1.2. Beispiel: Ist 4 eine Banachalgebra, dann betrachten wir 4
als Semikategorie, die aus nur einem Objekt besteht (4 selbst) und
deren Morphismen die Elemente von A sind und deren Komposition
die Multiplikation in 4. Die duale Semikategorie 49 ist dann gerade
die entgegengesetzte Banachalgebra, Funktoren A4 - Ban sind genau
die linken (kontraktiven) Banach-4-Moduln, Funktoren A4° — Ban
gerade die rechten Banach-4-Moduln. Die natiirlichen Transformatio-
nen zwischen zwei Funktoren sind gerade die A4-Modul-Homomorphis-
men. Das Tensorprodukt von Moduln entspricht gerade dem Tensor-
produkt der Funktoren (siehe Cigler [3]). Wir werden spéter auf diese
Ideen zuriickkommen.

1.3. Beispiel: Zu jeder Kategorie von Banachriumen und jedem
Banachoperatorideal (im allgemeinen Sinn, siehe Pietsch [15] oder
Michor [13]) kénnen wir ein Operatorideal in unserem Sinn zuordnen,
gerade das erstere beschrankt auf die Objekte der Kategorie.

1.4. Definition: Man sagt, daB eine Semikategorie C links approxi-
mierende Einheiten besitze, wenn fiir jedes X € C ein Netz von Mor-
phismen (w) in G (X, X) existiert, wonach [u;-f— f|lg = 0 fiir alle
feC(X, Y) gilt und {jusflg < 1 fiir alle ug. Analog sind rechts und
beidseitig approximierende Einheiten definiert.

Beispiel: Die Semikategorie K aller kompakten Operatoren zwi-
schen Banachriumen mit der metrischen Approximationseigenschaft
besitzt linksapproximierende KEinheiten, beschrankt durch 1.

1.5. Definition: Sind ¥, ¢:C — D Funktoren zwischen zwei
Semikategorien, so ist der Raum Dg (F, ¢) aller natiirlichen Trans-
formationen zwischen F und & definiert als der Raum aller (nx)xec,
nx €D (F (X), @ (X)) mit [ —sup [nx|p < oo und G (f) o1y —
=qyo F(f) fir alle fe C (X, T).

Fiir kontravariante Funktoren ist die Definition analog.

1.6. Bifunktoren: Ein Bifunktor G: CxD - E zwischen Semi-
kategorien ist ein System von Komponentenfunktoren in der ersten
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und in der zweiten Variablen, so daf die Wirkung auf Morphismen in
der einen Variablen jeweils natiirlich ist in der anderen, d.h., & (X, *):
D—-E und G, ¥):C— E gollen als Funktoren auch existieren. Tn
dieser umstindlichen Formulierung zeigt sich der Nachteil des Fehlens
der Identitit.

1.7, Bemerkung: Die Theorie, die wir hier entwickeln wollen,
kann leicht in ein Gewand gepafit werden, das analog dem der relativen
Kategorientheorie geschuneidert ist, vgl. etwa J. Fischer-Palmquist
und D.C. Newell [6] oder Dubuc [5]. Die Kategorie Ban aller
Banachraume wiirde sich als Basiskategorie eignen, und wir hétten
Begriffe wie Ban-Semikategorien und Banfunktoren. Da wir nicht die
Absicht haben, die Basiskategorie zu wechseln, wiirde das aber nur die
Notation belasten, und wir verzichten daher darauf.

Moglicherweise auftretende, mengentheoretische Schwierigkeiten
ignorieren wir einfach; wer dazu zu vorsichtig ist, moge an kritischen
Stellen voraussetzen, dall gewisse Semikategorien klein sind beziiglich
Ban.

§ 2 Die einseitigen Zentralisator-Kategorien

Wir wollen nun verschiedene Méglichkeiten studieren; eine gegebene
Semikategorie C in eine Kategorie einzubetten. Die einfachste ist sicher-
lich, eine Identitit 1x zu jedem C (X, X) zu adjungieren [d. h., man
bilde C (X, X) @ J] und ihre Wirkung als identisch zu erkliren.

Wir wihlen den Fall einer Banachalgebra 4 als Modell und wollen
die Konstruktion von B. E. Johnson {8, 9], wie sie in Cigler [2] aus-
gefiithrt ist, verallgemeinern.

2.1. Definition: Es sei C ecine Semikategorie. Wir definieren die
rechte Zentralisatorkategorie HC wie folgt:

Obhjekte vom H® sind die von C.

Fir XeC ist CX: Y -»C(Y,X) ein kontravananter Funktor
C — Ban. Wir definieren H® (X, Y) als den Raum aller C-natiirlichen
Transformationen CX — C¥, d. h.

HC (X, Y) == Nat (C¥, CY).

Damit ist HC die volle Teilkategorie der Kategorie BanG® aller
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kontravarianten (Ban-)Funktoren Cor — Ban, die aus allen Funktoren
CX, X e C besteht.

Daher ist es klar, dal H® tatsiichlich eine Ban-Kategorie (im Sinne
relativer Kategorientheorie) ist, d. h., die Hom-Raume sind Banach-
riume und die Komposition ist bilinear und kontraktiv,

2.2. Definition: Ist eine Semikategorie C gegeben und ist H® ihre
rechte Zentralisator-Kategorie, dann definieren wir die strikte Topologie
in HE (X, Y):

HS (X, ¥) = Nat (CX, C¥) € I1 H (C (Z, X), C (Z, Y),

wohei 11 das Produkt in Ban; ist.

Wir hetrachten das Tychonov-Produkt der starken Operator-Topo-
logien auf H (C (Z, X), C(Z, Y)) am Produktraum und die Spur davon
am Teilraum H® (X, Y). Das ist die (rechts-)strikte Topologie auf
HC (X, Y).

Ein Netz %@ konvergiert daher gegen v in H® (X, Y) in der strik-
ten Topologie genau dann, wenn |7nz® (f) — 9z (f)ljc—> 0 fiir alle
feC (Z, X), Z e C. Die strikte Topologie ist eine lokalkonvexe Topo-
logie auf H® (X, Y).

2.3. Proposition : Wenn die Semikategorie C links approximierende
Einheiten besitzt, dann ist H® (X, Y) = Nat (CX, CY) vollstindig in
der strikten Topologie.

Beweis: Es sei %@ ein Cauchy-Netz in H® (X, Y) fiir die strikte
Topologie, dann ist fiir jedes f e C (Z, X) das Netz 1z® (f) ein Cauchy-
Netz in C(Z, Y) in der Norm Topologie und konvergiert daher dort
gegen ein 7z (f) e C(Z, Y). Klarerweise ist die Abbildung f — vz (f)
linear und erfillt C (&, ¥) 0z (f) =7z, C(k, X) (f) fiir jedes ke C (Z1, Z).

Es bleibt also zu zeigen, dall vz beschrinkt ist fiir jedes Z und
sup |z < oo.

z

Wenn f, eine Nullfolge in C(Z, X) ist, d. h. ||fp1 —> 0, dann ist
(fu) € co (C (2, X)). Der Raum C (X, X) ist eine Banachalgebra mit
beschrinkter, links-approximierender Einheit und C (Z, X) ist ein
wesentlicher linker Banach-C (X, X)-Modul, daher ist ¢q (C (Z, X)) es
auch mit komponentenweiser Wirkung. Nach dem Faktorisierungssatz
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von Cohen-Hewitt (z. B. Cigler [2]) existieren ein » € G (X, X) und
ein (g,) €co (C(Z, X)), so daB (fs) = (R0 gn) gilt. Also: nz (fs) ==
w17 (h 0 ga) =1z G (gn X) (B) = C (g, ¥) 1x () = nx (B) © gy, da-
her ist auch

Iz (fa)lic = lnx (B) © gallc < linx (W)lg lgnli = 0, d. h. |imz] < co.
Nun sei (u;) eine links-approximierende Einheit in C (X, X). Fir
fe C{Z, X) gilt wie oben

nz (U0 f) = nx (u) O f,
daher auch
Inz (4 ¢ fllg = linx (w) < flig < x| [fle

Da fuscf—flg->0, folgt, daB |z (g < Inxh Ifle d. b.
Inzii < lmx!.  ged.

2.4. Proposition: Es sei der Funktor J: C — H® definiert durch
JX)=X und J (/) = Ct = C (-, f) tir fe CG(X, Y). Wenn C rechts
approximierende Finheiten besitzt, dann ist J eine Isometrie auf den
Morphismenridumen von G, also eine Einbettung von C in H€,

Beweis: Wenn f e C (X, Y), dann ist
JHx(w) =C&X, fluyy =fou in |ji-jig
daher ist [|[J (x| = i|fllc und alles bewicsen.

2.5. Proposition: Wenn C links approximierende Kinheiten be-
sitzt, dann ist J (C) strikt dicht in H®, d.h.,J (C (X, ¥)) ist strikt
dicht in H¢ (X, Y) fir alle X, Y e C.

Beweis: Sei (u;) links approximierende Einheit in C (X, X) und
v, e HS (X, ¥Y) = Nat (CX, C¥). Fiir alle ZeC und feC (Z X) ist
J (nx (u)z (f) = nz (u; o f), wie eine kurze Rechnung zeigt, also ist

W (nx (u)z () — 1z (Dlle =z (@ ¢ /) — 0z (Hlle >0,
daher J (nx (us)) = ¥ strikt.

Bemerkung: Wenn also G beidseitig approximierende Einheiten
besitzt, dann ist HE die ,,strikte Vervollstindigung™ von C.
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Wir entwickeln nun eine analoge Theorie fiir die linke Zentralisator-
Kategorie, wobel wir auf Beweise verzichten.

2.6, Definition: Es sel C eine Semikategorie. Wir definieren die
linke Zentralisator-Kategoriec H von C: Ihre Objekte seien wieder
die von C, und fiir X, ¥eC definieren wir H; (X, Y) =Nat (Cx, Cy),
den Raum aller natiirlichen Transformationen C (X, ) - C (Y, ).
H ist dabei wieder die volle Teilkategorie von Ban®, die aus allen
Funktoren C— Ban der Gestalt C (X, -) besteht.

Die (links-)strikte Topologie in Hg (X, Y) ist wieder die Spur der
Tychonov-Topologie via der Einbettung

ZeG
2.7. Proposition: Wenn die Semikategorie C rechts approximie-
rende Einheiten besitzt, dann ist H (X, ¥) = Nat (Cx, Cy) vollstin-
dig in der strikten Topologie fir alle X, ¥ & C.

2.8. Proposition: Der Funktor J: CoP — H sei definiert durch
J(X)=XJH=0C=C().

Wenn C links approximierende Einheiten besitzt, dann ist J eine
Isometrie auf den Morphismenrdumen und somit eine Einhettung
Cor > H.

2.9. Proposition: Wenn C rechts approximierende Einheiten be-
sitzt, dann ist J (Gop) strikt dicht in H.

Bemerkung: Wenn C beidseitig approximierende Einheiten be-
sitzt, dann ist Hg die ,,(links-)strikte Vervollstindipung*® von C. Einige
der folgenden Beispiele zeigen, dall die Existenz von approximierenden
Einheiten nicht notwendig ist fiir diese Eigenschaft von H®, Hg. Man
konsultiere auch Grosser [7], der die Situation bei Banachmoduln
durchleuchtet hat.

2.10. Beispiel: Ist C = A4, eine Banachalgebra mit approximie-
renden Einheiten, dann haben wir die Theorie, die in Cigler [2] ent-
wickelt wurde, wiedergewonnen.

2.11. Beispiel: Es sei C das Operatorideal ,,NormabschluB der
endlichdimensionalen  Operatoren zwischen Banachréumen®, d. h.
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CX,IN=X &j Y. Dann ist die rechte Zentralisator-Kategorie H©

gerade Ban, weil HE (X, ¥) = Nat () ® X, () ® ¥) = H (X, ¥) ist,
wobei 7€ HS (X, ¥) in 77 € H (X, Y) iibergehen mége und f ¢ H (X, T)

in (+) ® f. Damit wird J gerade zur Einbettung des Operatorideals in
Ban und die strikte Topologie wird erzeugt durch die Seminormen

1> fogh gcC(Z X), ZeC.

Sie stimmt nicht mit der starken Operatortopologie auf H (X, Y)
iiberein, wohl aber auf jeder beschrankten Teilmenge davon mach
Schaefer [16] III, 4.5, denn sie ist die Topologie der gleichmiBigen
Konvergenz auf den kompakten Teilmengen von X: Jede kompakte
Menge von X ist enthalten in der abgeschlossenen konvexen Hiille M
einer Nullfolge (z,) in X nach Schaefer [16] ITI, 9. 4. Nun wihle
Z =1 und definiere g: ! > X durch g (e,) == z,, wobei ¢, = (Snr)re y €l

Dann ist g (c 1) = M, g C(IL, X), da ¢ kompakt ist und /1 die
metrische Approximationseigenschaft hat.

Da X als metrischer Raum kompakt erzeugt ist, ist H (X, Y) voll-
standig in der strikten Topologie.

2.3 und 2.4 gelten also, obwohl C im allgemeinen keine approxi-
mierenden Einheiten besitzt.

C (X, Y) ist genau dann strikt dicht in H (X, ¥), wenn X’ oder ¥
die Approximationseigenschaft haben.

2.12. Beispiel: Nun sei G das Operatorideal K aller kompakten
Operatoren in Ban. Dann gilt wiederum H¢ = Ban, da H® (X, ¥) =
= Nat (K¥, K¥) = H(X, Y) via > 77 und f — Kf = K (-, f). Die
strikte Topologie ist wieder die der kompakten Konvergenz auf X.

2.13. Beispiel: Es sei C wieder das Operatorideal ,,NormabschluB
der endlichdimensionalen Operatoren in Ban, aber nun wollen wir die
linke Zentralisator-Kategorie Hg bestimmen., Hs gilt Hg (X, Y) =
= Nat (Cx, Cy) = H (X', Y’). H; ist also die volle Teilkategorie von
Ban, die aus allen dualen Banachriumen besteht. Damit wird J: C— H
gerade zu ": J (B} = C (h, I) =R

Die strikte Topologie wird durch die Halbnormen der Gestalt
f=>lfogl, geC(X,Z), feH (X', Y’), erzeugt. Sie stimmt wieder
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mit der Topologie der kompakten Konvergenz iiberein, was man mit
einer Methode ahnlich der in 2.11 einsieht, wobei statt I der reflexive
Raum 2 genommen wird.

2.14. Bemerkung : Genau dieselben Uberlegungen wie jn 2.11 und
2.13 zeigen, dafB fiir jedes beliebige Operatorideal C gilt: H® (X, ¥) =
=H(X,¥), Ho (X, Y) =H (X', T').

Nur mit der strikten Topologie mufl man etwas achtgeben.

§ 3 Die Doppel-Zentralisator-Kategorie und der Funktor A

Hier stellen wir eine Verallgemeinerung der Doppel-Zentralisator-
Algebra A (4) von B. E. Johnson [8, 9] vor. Wir geben die Konstruk-
tion zunichst fiir einen beliebigen Bifunktor. Es sei also G eine Semi-
kategorie und G': CoPx C— Ban ein Bifunktor. Da wir viel rechnen
miigsen, wollen wir zunichst die Notation vereinfachen.

3.1. Bezeichnungsvereinbarung

Elemente von C (X, Y) bezeichnen wir mit fyX und solche von
@ (X, Y) mit g y¥; wir schreiben also den kontravarianten Index oben
und den kovarianten unten. Weiter schreiben wir:

fnXoxY =G (Y, fx; %) gx¥
gx¥ fy¥1: =G (f¥¥1, X)gx¥.
Wir beniitzen also die Schreibweise, die fiir Bimoduln {iblich ist.

Analog werden wit dieselben Vereinbarungen fiir Funktoren nur einer
Variablen verwenden.

3.2, Sind C und ¢ wie oben gegeben, dann definieren wir einen
Bifunktor A G'; CoP x C — Ban wie folgt: Fir X, Y Csei AG (X, Y)
der Raum aller

(9, ) € Nat (C (-, X), G (-, ¥)) xNat (G (¥, ), ¢ (X, *)),

die fiir alle
fx#1e G (%, X), fz¥eC (Y, %)
die Bedingung

fz¥ 9(z; (fx2V) = (9z (fzY)) fx%i e G (Z1, Z) (i)
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erfiillen. Dabei haben wir die Vereinbarung 3.1 verwendet. In traditio-
neller Schreibweise wiirde die Bedingung (i) so aussehen:

G (Zy, 1zY) gz, (fx%1) = @ (fx7, Z) ¢z (fz7).

Da die Bedingung (i) noch nicht so symmetrisch ist, wie wir sie gerne
haben wollen, filhren wir noch eine weitere Bezeichnungsvereinbarung
fiir die Wirkung von ¢ = (9, p) e A G (X, ¥) ein:

(¢ fx%1): = @z, (fx%1)
(fz¥ 9): = oz (fx¥). (ii)
In dieser Schreibweise sieht die Natiirlichkeit von ¢ = (¢, §) so aus:

(o (71 f2,72)) = (¢ fx?1) [z, %2

((Fz1% f2Y) @) == [z, % (fzV o), (iii)
und die Bedingung (i) wird zu
fz¥ (@ fx71) = (fz¥ ¢) fx%1. (i)

Diese drei Gleichungen sehen den Bedingungen, die man fiir einen
Bimodul fordert, sehr dhnlich. Da (i) eine stetige lineare Gleichung fiir
p Ist, st AG (X,Y) ein abgeschlossener linearer Teilraum von
Nat (CX, GY) x Nat (Cy, Gx) und daher ein Banachraum mit der
induzierten Norm ||q | = max (|||, [@]).

Wir definieren die Wirkung des Bifunktors A # auf Morphismen
von C in der naheliegenden Weise, sie ist nimlich die vom Bifunktor
Nat (CX, GY) x Nat (Cy. Gx) induzierte Wirkung:

A G (uxX1, Y) (iv)
ist induziert von
Nat (C (v, uxX1), G (-, ¥)) xNat (G (¥, '), G (ux*1, -))
und A @ (X, uy,Y) ist induziert von
Nat (C (-, X), G (-, uy;¥)) X Nat (C (ur, ¥, -), ¢ (X, "))

Man iiberzeugt sich leicht, dafll Nat (CX, G¥)x Nat (Cy, Gx) damit
wirklich ein Bifunktor ist, d. h., dall er bilinear und kontraktiv auf
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Morphismen wirkt und dafl diese Wirkung den Teilraum A ¢ (X, Y)
in den Teilraum A G (X, Y;) iiberfiihrt.
Wir verwenden die Schreibweise 3.1 auch fiir den Bifunktor A G':
@ uxXl =AG (ux¥1, ¥Y) o
uy1Y = A G (X, uYIY) . (V)
Wir schreiben hier - fiir die Bifunktorenwirkung von A @, um sie von
der o-Wirkung (ii) auf Morphismen zu unterscheiden. Damit entspricht
(iv)" der elementweisen Definition:
(@ - ux1) fx, 21 = (¢ (ux*1 fx,21)) = (@ ux¥1 fx,7%1)
(fz¥ (@ - uxX1)) = (fz¥ ¢) ux¥1 = f2¥ (¢ ux*1)
((wy,¥ * @) [x1) = un ¥ (¢ fx%1) = (ur,¥ 9) fx%1 (iv)
(fz¥1 (uxy¥ - @) = (fz¥1 wur,¥) ¢) = (f2¥1 uy ¥ o),

wobei wir (i) und 3.1 fiir ¢ verwendet haben. In dieser Form ist es klar,
daB3 A G wieder ein Bifunktor ist.

3.3. Ist v: G — @ eine natiirliche Bifunktortransformation, dann
ist es auch An:A G~ A Gy, gegeben durch A7 (9) = (v 0 @, 10 @),
da die definierende Gleichung (i) fiir A G (X, Y) wegen der Natiirlich-
keit mit v vertauscht. Aus naheliegenden Griinden verzichten wir
darauf, auch A v in unser Notationsschema einzubauen.

Klarerweise wird A : BancopPxC . BanCopxC damit zum Funktor.

34. Fir ge AG (X, Y) und ux¥1e C (X3, X) gilt
o uxX1eAG (X, Y), (puxtl) el (X, X),

und es erhebt sich die Frage, wann diese beiden Elemente iiberein-
stimmen. Man wird also dazu gefiihrt, eine Abbildung ™ : @ (X, ¥) -
— A G (X, Y) zu betrachten, die klarerweise durch

(gv% fx?1) = gy fx?1
(f2¥ 97 %) = f27 gvX (vi)

fir gv¥ € G (X, Y) definiert ist.
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In traditioneller Schreibweise sieht das so aus:
(gr¥)z, ([x71) = G (fx%, ¥) gy ¥
(gy¥yz (fz¥) = G (X, [ZY) gv¥.
Um nachzupriifen, daB g;} eAG (X, Y) ist, haben wir (i) und
(iii) zu verifizieren:
(grX (fx% [2,%2)) = gv¥ (fx?1 [z,72) = (gv* [x%1) [z,%2 =

= ((gr ¥ }521) f2,72)

(2,2 129) g E) = (2,2 }2%) gv® = [z, (127 g¥¥) =
= (fz,% ({z¥ gv¥))
12¥ (GuX [x21) = [z¥ (gvX [x21) = ({27 gy ) fx?1 =

= (fz¥ gv¥) fx%1.
Dabei haben wir nur die Funktoreigenschaft von G verwendet. Daher
ist 7: G (X, ¥Y)=> A G (X, Y) eine kontraktive lineare Abbildung. " ist
aber auch eine natiirliche Bifunktortransformation, was man aus

((up, ¥ gvX)” fxX1) = (ur,¥ gv¥) fx¥1 = ((up,¥ gv¥) fxX1) ==

o~
= ((up,¥ - g¥X) fxX1)
und dhplichen Rechnungen sieht. Wir haben (iv) verwendet. Genauso
einfach izt es, nachzupriifen, daf ™ auch natiirlich in @ ist.

Wir haben die natiirliche Transformation ™ in der Hoffnung ein-
gefithrt, damit ¢ - uxX1 mit (¢ ux*1) und dhnliche Ausdriicke identi-
fiziert werden konnen. Und das ist auch maglich:

(¢ ux¥1)” =g - uxX1
(ux,¥ @)" =uy¥ - ¢. (vii)
Wir beweisen die erste dieser Gleichungen:
(¢ ux®1)” fx,21) = (p ux¥1) fx,71 = (g ux¥1 fx, 1) =
= ({¢ * ux*1) fx,#1) nach (iv).

(fz¥ (p ux*X1)") = fz¥ (9 ux¥1) = (fz¥ (¢ - ux¥1)) nach (iv).
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Wir kénnen also den Punkt in der A G-Wirkung auf Morphismen
wieder vergessen, wenn wir G als Subfunktor von A @ auffassen kénnen.
Das ist dann der Fall, wenn " injektiv oder gar isometrisch ist. Klarer-
weise ist ~ genau dann injektiv, wenn G die folgende Bedingung erfiillt:

Ist 0 # gy¥ e G (X, Y), dann existiert ein fyZ1 e G (Z1, X) oder
ein fz¥ € G (Y, Z), so dall fz¥ gy¥ 3 0 oder gy¥X fxZ1 5 0 gilt.

Im §7 werden wir dann sagen: @ ist C-total, d. h., @ wird durch
seine Wirkung auf G-Morphismen separiert.

” ist genau dann eine Tsometrie, wenn fiir alle gyX € G (X, Y) gilt:

lgr ¥l = sup {lIfz¥ g¥X|, ligx¥ fx2|I: If2%1 < 1, ifx#] < 1}.

Tm § 7 werden wir dann sagen: @ ist C-stark.

3.5. Wir haben auch hier eine strikte Topologie auf A G (X, Y),
die offensichtlich die Spur auf A G (X, Y) des Tychonov-Produktes der
starken Operator-Topologien auf

H(C(Z,X),G (2, Y)xH(G(Y, Z), G (X, 2)
via der Einbettung
A G (X, Y) € Nat (G, GX)xNat (Cy, Gx) €

CHOH(C(Z X),G(Z Y)xTTH(C(Y,2), G (X,Z) ist.
ZeQ ZeC

o™ konvergiert daher strikt gegen ¢ in A G (X, ¥), wenn
[fz¥ (¢® — ¢)[|¢ >0 wund [(¢® — ¢) fxZ||¢ >0
fir alle f2Y, fxZ gilt.

3.6. Proposition: Wenn C beidseitig approximierende Einheiten
besitzt, dann ist A G (X, Y) vollstindig in der strikten Topologie, und
~ (G- (X, Y)) ist dicht.

Beweis: Es sei ¢® ein Cauchy-Netz in A ¢ (X, Y) fiir die strikte
Topologie. Dann sind (fz¥ ¢®) und (¢® fx%1) Cauchy-Netze in G (X, Z)
bzw. G (Z1, Y) in der Norm und konvergieren daher gegen Elemente
(fz¥ @) und (¢ fxZ1) fir alle fz¥, fx%1. Die dadurch festgelegte Abbil-
dung ¢ ist definiert als punktweiser Limes von Elementen o® in
A G (X, Y), daher sind die Abbildungen fz¥ — (¢ fxZ1) alle linear, und
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die punktweisen Gleichungen (i) und (iii) gelten, da sie fiir alle ¢®
gelten, Also hat ¢ formal alle Eigenschaften eines Elements von
AG (X, Y), es fehlt nur die Stetigkeit. Doch die folgt, wenn man
¢ = (¢, @) schreibt und den Beweis von 2.3 auf g und einen #hnlichen
auf o anwendet.

Es sei nun ¢ € A G (X, Y) gegeben, es sei nun {gqxX) eine beid-
seitig approximierende Einheit in C (X, X) und (e y¥) eine solche in
C (Y, Y). Dann behaupten wir, daB ¢ ein strikter Haufungspunkt der
Menge {(e;yv¥ ©), (9 eyxX)”} ist. Denn fiir alle f,¥ ist

1(fz¥ @) — (f2¥ (eiyx® @) M = (fz¥ — fz¥ er¥) ¢f =0,
und fir alle fxZ1 ist
| (p fxZ1) — (¢ eyx®) " fxZ1)|| == || (fx?1 — ey x X [xZ1)|| > 0.

3.7. Die Doppel-Zentralisator-Kategorie A C von C
Wir setzen G = C, den Hom-Funktor der Semikategorie C, und
erkliren A C als den Hom-Funktor unserer neuen Kategorie, die die-
selben Objekte hat wie C.
Wir mﬁssen uns nur noch eine geeignete Komposition konstruieren :
Es sei YeACX,Y), ox2cAC(Z,X). Dann setzen wir fir
fv¥ eC(Y ), fz¥ e CG(V, Z):
fo¥ (9% 0 gx%): = (fu¥ or¥) ¢x”
(pr¥ © @x%) {2V : = ov¥ (pxZ [2V). (viii)
Dann ist ¢y¥ o ¢gx?2e AC(Z, ¥), da es klarerweise beschrinkt ist,
und (i) und (iii) gelten:
fu¥ (e 0 9x%) 12V = (fu¥ ¢x¥) 9x?) [z
“““ = (fu¥ ovX) (pxZ f2) = fv¥ (ov¥X (v (pxZ [2V)) =
= fo¥ ((pr¥ 0 9x%) 1),
(¥ 0 ¢x2) (f2V V) = ov¥ (pxZ (f27 7)) =
= or¥ (pxZ 12¥) ) = (er¥ (9x2 [2")) ¥V =

= ((o¥¥X 0 9x%) 1) Y,

und der zweite Teil von (i) kann auf analoge Weise bestétigt werden,
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In traditioneller Schreibweise haben wir: Fir ¢ = (g, ;), b= (¢, $)
ist po g =(poy, p o) Diese Komposition ist klarerweise bilinear
und kontraktiv; die Identltat in A C (X, X) ist gerade 1x = (1gx, 1g4)-
Auch die Assoziativitit der Komposition ist leicht nachzupriifen, und
damit ist A C eine Kategorie. Man nennt sie die Doppel-Zentralisator-
Kategorie von C. ":C(X,Y)—>AC(X,Y) wird zur Abbildung

fA: (Cf7 Cf)

3.8. Proposition: 7 : C— A G ist die Morphismenabbildung eines
Funktors C— A C, der auf den Objekten identisch wirkt.

Beweis: Klarerweise gilt (f¥% fz%X)" = f¥Z 0 fzX.
3.9. Beispiel: Es sei G ein beliebiges Operatorideal in Ban. Dann

behaupten wir, daf A G = Ban ist.
Sei ¢ = (cp ‘P) eAC(X,7Y) CNat (Gx, CY) Xl\at (Cy, Cx); dann

ist q;,—cH(X Y), ere H(Y', X’)undfura:eX Yy e Y' d.h.ZeC(, X),

y e G(Y,I) gilt nach (i): ¥ (9 %) = (¥ ¢)Z oder C(X y)q”( x) =

=C @, Y) ¢r(¥'). Somit haben wir ¥ o qJ]’( ) —cpr( Yoz, d. h.

or = (@1)'. Jedem fe H (X, Y) ordnen wir (Cf, Cf) e A C (X, Y) zu;

fiir fe C(X,Y) ist f=(C/,Cs). Die dazu inverse Abbildung ist
~~~~~~ (cp cp) > ‘PI’ und dadurch wird A C mit Ban identifiziert.

3.10. Beispiel: Ist G = 4, eine Banachalgebra mit approximie-
renden Einheiten, dann haben wir die Theorie fiir A (4), wie sie etwa
in Cigler [2] entwickelt wurde, wiedergewonnen.

3.11. Es sei C die folgende Semikategorie iiber Ban: C (X, ¥) =
=K (X,Y) ®.d4, wobei K ein Operatorideal und A eine Banach-
algebra ist, mit der offensichtlichen Komposition. Die Vermutung liegt

nahe, dal AC=AKX (5 A (A) = Ban Q/\b A (4) ist.

§ 4 Wesentliche Funktoren und deren Erweiterungen

Hier verallgemeinern wir den Begriff des Funktors vom Typ Z
(siehe Cigler [3] oder Michor [13]) auf den Fall von Funktoren, die
auf Semikategorien definiert sind, und wir untersuchen die Méglich-
keiten, diese Funktoren auf die verschiedenen Zentralisator-Kategorien
auszudehnen, )
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4.1. Definition: Es sei C e¢ine Semikategorie. Ein Funktor
£ :C— Ban heilit (C-)wesentlich, wenn fiir jedes X € C der lineare
Teilraum von F (X), der durch alle Elemente der Form F (f) fz,
feC(Z, X}, fze F(Z), Ze G aufgespannt wird, dicht ist in F (X).

Analog heillt ein kontravarianter Funktor (C-)wesentlich, wenn
der Teilraum, der von den Elementen G (f) g%, f e C (X, Z), 9% € G (Z),
Z € C aufgespannt wird, dicht ist in G (X) fiir alle X ¢ C.

Ein Bifunktor G : (P x G — Ban heilit {(C-)wesentlich, wenn der
Teilraum, der von allen Elementen G (fy¥, f¥¥)w: gV erzeugt wird, in
G (X, Y) dicht ist fiir alle X, Y e C.

Fiir jeden beliebigen Funktor definiert der Abschlull des entspre-
chenden linearen Teilraumes einen isometrischen Teilfunktor, der auch
der (C-)wesentliche Teil genannt wird.

Wenn G = K ist, das Operatorideal ,,Normabschlul} der endlich-
dimensionalen Operatoren, dann sind die Einschrankungen auf K
von Funktoren Ban — Ban vom Typ X Ky-wesentlich. Wir werden
zeigen, dall bei Voraussetzung der Approximationsbedingung auch die
Umbkehrung stimmt: jeder Funktor vom Typ X auf Ban ist Erweiterung
eines Ky-wesentlichen, und die Zuordnung ist bijektiv.

4.2, Satz: Es sei C eine Operatoralgebra (vgl. 1.1), fir die die
endlichdimensionalen Operatoren X — Y dicht sind in C (X, Y} fir
alle X, Y € G, Dann gilt:

(a) F:C— Ban ist genau dann C-wesentlich, wenn der Teilraumn,
der von allen Elementen F {x)a, ze X, a e F (I} erzeugt wird, dicht
ist in F (X) fiir jedes X € C.

(b) G:CoP — Ban ist genau dann C-wesentlich, wenn der Teil-
raum, der von allen Elementen G (z') b, ' € X', b € G (I) erzeugt wird,
in G (X) dicht ist fiir jedes X e C.

(¢} G:Corx G — Ban ist genau dann C-wesentlich, wenn der Teil-
raum, der von allen G («', 7)) e, ¥’ e X', ye ¥, a € G (I, I} erzeugt wird,
in ¢ (X, ¥) dicht ist fiir alle X, Y e C.

Da fir eine Operatoralgebra C stets [|f] < ||fjic gilt, sind die
Einschrinkungen von Funktoren Ban — Ban stets Funktoren C — Ban.
Der Satz besagt nun, daB eine solche Einschrinkung genau dann
C-wesentlich ist, wenn der Funktor auf Ban vom Typ X ist.

Sitzungsberichte der mathem.-naturw. Kl., Abt. II, 186, Bd., 4.7, Heft. 13
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Beweis: Wir zeigen nur (a), die anderen Aussagen kénnen analog
bewiesen werden. Wenn der Teilraum, der von den F (z)a erzeugt
wird, dicht ist, dann ist es auch der von den F (f)fz erzeugte, da er
den ersteren enthilt. Ist umgekehrt F C-wesentlich, dann gibt es fiir
jedes fx & F (X) und ¢ >> 0 Elemente f;c C (¥, X) und fy,, ¢ =1,.. ., n,
so daB {X F (f;) fyr;—fxlFx < ¢/2. Da die endlichdimensionalen

m;
Operatoren dicht sind in C (Y;, X), gibt es ¥ % 0 yj': ¥ > X, so daB
i=1
X Zp 0y’ — fille < ¢/(2nify;lirevy) gilt. Doch dann erhalten wir
j

ifx—XXF (@) (F (i) fr) Py < |ifx — ZF ) fvilrany +
i g i
+IZF ) fvi —ZF (@) F (yn) frilran <

Wi
<2+ Elfi—Zxnoyicl fvlrey < e qged.
i j

4.3, Definition: Es sei C eine Semikategorie. Ein Funktor von
einer Zentralisator-Kategorie von C nach Ban heiflt strikt, wenn er
stetig ist als Morphismenabbildung in der entsprechenden strikten Topo-
logie auf dem Definitionsraum und in der starken Operatortopologie
auf dem Bildbereich. Wir betrachten dieselbe Begriffshildung fiir Bi-
funktoren, wobei wir getrennte Stetigkeit verlangen.

4.4. Proposition: Es sei G eine Semikategorie mit links-approxi-
mierenden Einheiten, und es sei F: C - Ban C-wesentlich. Dann ist
Fs: HC > Ban ein strikter Funktor, wobei F# definiert ist durch
Fs(X) = F(X), F*(n)fx =lim F (nx (w))fx in |‘|lrax, (4) eine
links-approximierende Einheit in C (X, X).

Beweis: 1. Der Limes existiert: Sei fx ¢ F (X). Da C (X, X) eine
Banachalgebra mit links-approximierenden Finheiten ist und F (X)
ein wesentlicher linker Banach-G (X, X)-Modul, gibt es nach dem Fak-
torisierungssatz von Cohen-Hewitt ein ge C (X, X) und fx' e F (X)
mit fx == F (g) fx". Dann gilt aber:

Fs () fxr = lim F (nx () F (g) f' = lim F (nx () © 9) fx' =
J
=Tim F (nx (450 9)) fx' = F (nx (9)) f',

J
da Jlujg—g'lq 0.
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2. Fs(n) fx; hingt nicht von der speziellen Wahl der approximie-
renden Einheit in C (X, X) ab: Es sei (vx) eine weitere.

Fs () fx =lim F (nx (4)) fx = lim F (nx (w)) im F (v3) fx) =
x

i )

= lim lim F ('f]X (u].) o Q,ék) fX = lim hm F (ﬁX (HJ' 9] vk)) fj' —
P E g

=1lim F (nx (o)) fx-
k

Wir miissen nur noch das Vertauschen der Limiten rechtfertigen.
Fiir jedes = > 0 gibt es ein j¢ und ein kp mit

| #5 (n) fx — F (nx (w) fxiipany < fiir j 2 jo und
lfx — & (v) fxllpeny <= fiir k = ko.

Fiir diese j und % gilt:

| Fs(n)fx — F (nx (ug)) F (ve) fxllrery < | F5 ) fx — F (nx (w) fx| +
+ N F (nx () fx — F (nx (wy)) F (ve) fxil <
e+ | Finxw) ifx—F @) fxl e+«

Daher existiert der Doppellimes, und wir kénnen nach Belieben ver-
tauschen.

3. Fs(n): F(X)— F(Y) ist linear, da der Limes (in der starken
Operatortopologie) von linearen Operatoren wieder linear ist. Fs () ist
beschrankt, da

| #% (n) fxllpany = [ilim F (nx (w)) fxl <
bl
<sup || F (nx (w) fxli < Unx| ]l
i

also gilt sogar || F? (h)|l < j%!l. Klarerweise ist auch die Abbildung
n— F3 () linear.

4. Es sei ye HS (X, Y), 9 e HS (Y, Z) und (vx) eine links-approxi-
mierende EKinheit in G (Y, Y). Dann ist:

Feé (@) 5 (v) fx = lim F (gy (vx)) lim F (nx (u))) fx =

13 i

= 1ijm lim ¥ (ox (v © nx (¥) fx =1m F (¢x (nx (w))) fx =
& i

= Fs(pom)fx.
13%
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Das Vertauschen der Limiten rechtfertigt man dabei wie oben. Da F
C-wesentlich ist, gilt auch

Fs (1gx) fx = Tim F () fx = fx.
i

5. Es bleibt noch zu zeigen, dall Fs strikt ist. Wir betrachten
zunichst den Funktor J aus 2.4 und behaupten, dall folgendes gilt:
Ist J(f) =0 in H® (X, Y) fiir f e C (X, ¥), dann ist auch F (f) =0
auf F(X). J(f) =Cl=0C{(,f) =0 heillt, dall fo h =0 ist fiir alle
heC(Z, X). Ist fx e F (X), dann gibt es nach dem Faktorisierungs-
satz ein g C (X, X) und ein fx' € F (X) mit F (g) fx' = fx. Doch
dann ist F(f)fx = F () F(g) fx' = F (fog)fx = F (0) fx' = 0. Da-
mit faktorisiert also die F-Wirkung von C (X, Y) auf J (C (X, Y)) i
H€ (X, Y). Fiir jedes fx ¢ F (X) ist nun die Abbildung J ( f Fhix
von J (G(X, Y)) nach F (Y) strikt-Norm-stetig, da J (f;) - J (f)
strikt in J (G (X, Y)) besagt, dal} fiir alle e C (Z, X) gilt: |fiok —
—-thj!C—>0, somit fir fy = ¥ (g)fx’ wie ohen: [|[F(f)fxr— F () fxl| =
= F() F@)fx — F() Fg) tx'| < Ifcog — fogle Ifxll 0.
Aus der Deflmtlon von Fs swht man, dall die Abbildung v -> Fs (n) fx
gerade die eindeutige lineare stetige Fortsetzung von J (f - F () fx
auf ganz HC (X, Y) ist [J (C (X, Y)) ist ja strikt dicht in HC (X, ¥)
nach 2.5], und sie ist somit auch strikt-Norm-stetig. Das aber heillt
gerade, dall F's strikt ist. qed.

4.5. Satz: Es sei C eine Semikategorie mit links-approximierenden
Einheiten, Es sei J : C — H® der Funktor von 2.4. Dann definieren die
Zuordnungen F p Fs und F; = Fy0J, die zueinander invers sind,
eine Bijektion zwischen strikten Funktoren F;: H® - Ban, die sogar
ein invertierbarer Funktor zwischen den beiden Funktorkategorien ist.

Beweis: Es sei Fy:H® > Ban ein strikter Funktor. Dann ist
Fy 0J C-wesentlich, da J (C) strikt dicht ist in H® (nach (2.5) und
dariiber hinaus J (u;) strikt gegen 1.x konvergiert (siche den Beweis
von 2.5), daher | #1 o J (%) fx — fxiirx) = 0. Weiters ist (F, J)s = F
wegen des Arguments zu 5. im Beweis von 4.4.

Ist wingekehrt F: C — Ban C-wesentlich, dann existiert nach 4.4
der Funktor #¢: H® — Ban und ist strikt. Da die F-Wirkung auf dem
Kern von J verschwindet (siehe wieder 5. zu 4.4), ist 4o J = F. Da
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Fi » Fro0dJ ein Funktor ist, ist es auch ¥ & F5, somit existiert ins-
besondere vf: k'S — Fo8 fiir v natiirlich F — Fa (was direkt trivial
nachgerechnet werden kann) und nx® = yx als Abbildung. ged.

Wir stellen nun die Resultate fiir die linke Zentralisator-Kategorie
und kontravariante Funktoren zusammen, aber wir verzichten darauf,
Beweise anzugeben.

4.6. Proposition: Es sei G eine Semikategorie mit rechts-approxi-
mierenden Einheiten und G: GoP - Ban ein C-wesentlicher Funktor,
Es sei G*:Hg— Ban durch G4 (X) =G (X) und & (n)g¥ =
=lim & (vx (4;)) ¢¥ in j-llgux fir gfe6s(X) und neH (X, )

7
gegeben, wobei (¥;) eine rechts-approximierende Einheit in G (X, X)
ist. Dann ist ¥ ein strikter kovarianter Punktor Hg — Ban,

4.7. Satz: Es sei C eine Semikategorie mit rechts-approximieren-
den Einheiten und J: Gop — H, der kontravariante Ifunktor von 2.8.
Dann definieren die Zuordnungen & (> G5 und F > F o J, die zuein-
ander invers sind, eine Bijektion zwischen strikten kovarianten Funk-
toren F:Hg— Ban und C-wesentlichen kontravarianten Funktoren
Cor — Ban, die sogar einen invertierbaren T'unktor zwischen den bei-
den Funktorkategorien beschreibt.

4.8, Beispiel: Kombiniert man 2.11, 4.2 und 4.5, wobei man fiir
G das Operatorideal K A der kompakten Operatoren iiber der Kate-
gorie A aller Banachriume mit metrischer Approximationseigenschaft
setzt, dann erhilt man: Die Funktoren A — Ban vom Typ % sind
gerade die K A-wesentlichen Funktoren K A4 — Ban, und die sind
wiedernm genau die strikten Funktoren A — Ban, d. h. die, deren
Morphismenabbildungen stetig sind von der Topologie der kompakten
Konvergenz in die starke Operator-Topologie. Das niachste Ergebnis
zeigt, welche Resultate man erwarten darf, wenn man darauf verzichtet,
die metrische Approximationsbedingung vorauszusetzen.

4.9, Proposition: Sei F :Ban > Ban ein Funktor. Ist # als
Morphismenabbildung stetig in den starken Operatortopologien, dann
ist F vom Typ X.

Ein analoger Satz gilt natiirlich fiir kontravariante Funktoren.
Man bemerke, daf ein Funktor vom Typ X nicht stetig sein mul fiir
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i

die starken Operatortopologien: X (;5 » ist ein Beispiel dafiir, wenn X
die Approximationseigenschaft nicht hat. Wohl aber ist ein Funktor
vom Typ 2 stetig auf den Einheitskugeln in den starken Operator-
topologien, also auch in der gemisehten Topologie von Cooper {4],

Beweis: Fir jeden Banachraum X und jeden endlichdimensiona-
len Teilraum Y gibt es einen endlichdimensionalen Operator u: X — X,
der auf Y identisch wirkt: u (y) =y firalle y e Y. Ist (y4),2 =1, .

cine Basis von Y, dann withle gy’ € ¥’ mit (yy, ) = 8. u = E .7/1 Oy

erfiilllt dann alles. Es gibt also ein Netz (u;) von endhchd_lmensmnalen
Abbildungen X — X, das in der starken Operatortopologie gegen 1y
konvergiert. Da F in diesen Topologien nach Voraussetzung stetig ist,
gilt | F (u;) fx — fx!l >0, und das Argument aus dem Beweis von 4.2
ist auch hier anwendbar. qed.

Nun stellen wir noch die Resultate fiir die Doppel-Zentralisator-
Kategoriec und Bifunktoren zusammen. Wir verzichten wieder auf
Beweise, die aus den schon gegebenen leicht zusammengestellt werden
kénnen.

4.10. Proposition: Es sei C eine Semikategorie und G : Cop x C —
— Ban ein G-wesentlicher Bifunktor (4.1). C besitze beidseitig approxi-
mierende Einheiten. Definiere (76 : A Gor x A C — Ban durech G5 (X, ¥) =
=G (X, Y), (9z% ¢v¥) = lim gz¥ (eqv” ov¥) und (pr¥gx?) =

1
= lim (pv¥ eyx¥) gxZ in [|[l¢ fir gy¥ e AC(X, Y), gy¥e G (X, ¥),

wobei (egyY) und (e x¥) approximierende Einheiten in C (Y, Y) und
C (X, X) sind (dabei haben wir die Vereinbarung 3.1 benutzt). Dann
ist G# ein strikter Bifunktor auf A C.

4.11. Satz: Es sei G eine Semikategorie mit heidseitig approximie-
renden Einheiten. Weiters sei ~ : G — A G die isometrische Einbettung
von 3.4. Dann definieren die Zuordnungen @ = G* und Gy &> Gy (7,7,
die zueinander invers sind, eine Bijektion zwischen C-wesentlichen
Bifunktoren : Corx C— Ban und strikten Bifunktoren Gqp: A Copx
x A G-> Ban, die sogar ein invertierbarer Funktor zwischen den ent-
sprechenden Funktorkategorien ist.
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4.12. Bemerkungen: (a) Klarerweise kann man auch C-wesent-
liche ko- bhzw. kontravariante Funktoren von C in Ban zu strikten
Funktoren auf A C erweitern, auch die Bijektion aus den Sitzen 4.5,
4.7, 4.11 bleibt erhalten.

(b) Beginnt man mit einem beliehigen Funktor ¢/: A CoPx A C —»
-> Ban und ordnet ihm der Reihe nach die folgenden Bifunktoren zu:
G (", 7): CPxC -> Ban, G (7, 7)e: CoPx C - Ban (vel. 4.1),
(G (", 7)e)?: A CoPx A C— Ban, dann erhilt man einen Bifunktor, der
mit Fug und Recht der strikte Teilfunktor von & genannt werden
konnte. Da man durch Limesiibergang leicht sieht, daB + € Nat (G, ()

cop
auch ein Element von Nat (15, (/g%) ist und die Umkehruxncg offen-
ACOPx AC
sichtlich gilt, und da jede A C-natiirliche Transformation strikte Teile
in strikte Teile abbildet, siecht man, dafB fiir G, G1: A CoP»x A G -> Ban
mit @ strikt gilt: Nat (@, () = Nat (G, (¢4 (A,A)e)ﬁ). Diese Gleichung
ACOP x AG ACYP xAC

ist klarerweise natiirlich in ¢ und Gy, daher definiert Gy — (G (7,7 )e)®
einen Rechtsadjungierten zur Einbettung der strikten Bifunktoren in
die Kategorie aller zulissigen Bifunktoren.

Dieselbe Bemerkung gilt auch fiir die anderen Erweiterungstheorien,
die wir vorgestellt haben (4.4 und 4.5 sowie 4.6 und 4.7).
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