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Banach-Semikategorien III
Yon
P. Michor

(Vorgelegi in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 18, Mirz 1976 durch das
w, M. E. Hlawka)

Dieser Artikel ist die Fortsetzung der gleichlautenden Arbeiten[17]
und [18]; die Numerierung der Abschnitte und des Literaturverzeich-

nisses werden fortgefiihrt.

§ 8 Semikategorien und deren Banachalgebren

Wir haben den Begriff Semikategorien eingefiihrt als eine gemein-
same Verallgemeinerung von Banachalgebren, Banach-Operator-Idealen
und Kategorien von Banachriumen: Wir konnen Banachalgebren als
einen Spezialfall von Semikategorien auffassen und Banachmoduln als
Funktoren.

Es erhebt sich die Frage: kanm man diesen Vorgang umkehren,
kann man jede Semikategorie in gewisser Weise als Banachalgebra auf-
fassen? Das Prinzip der Antwort stammt von Mitchell [14], der den
algebraischen Fall von additiven Kategorien behandelte und jeder
solchen einen Ring von unendlichen Matrizen zuordnete. In diesem
Paragraphen wenden wir Mitchells Idee auf Semikategorien an und
erhalten tiefere und sperziellere Ergebnisse als Mitchell, da wir mehr
Struktur und Maschinerie (Normen und Stetigkeit) zur Hand haben.

Wir entwickeln hier die Funktoren 11, II, ¢, ['], [[-]], die Funkto-
ren, Bifunktoren und Semikategorien in Moduln und Banachalgebren
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iiberfilhren. Wir haben die Methode gewihlt, die am schnellsten zu
typischen Resultaten fithrt, und dabei manchmal den natirlichen Zu-
gang peopfert. Wir versuchen, das mit motivierenden und erklirenden
Bemerkungen auszugleichen.

8.1. Der Funktor [[-]]: Es sei C eine Semikategorie und G : GoP X G —
— Ban ein Bifunktor. Will man mengentheoretisch sauber bleiben, so
moge man annehmen, dafl G klein ist beziiglich Ban. Mit | C] bezeich-
nen wir die Menge aller Objekte von G. Der Banachraum [[(]] ist dann
der Raum aller |G| x| G|-Matrizen der Form [gy¥]x,veia, wobei X der
Zeilenindex und ¥ der Spaltenindex ist, jedes gy¥ e @ (X, ¥) und
folgendes gilt:

Ilgr¥]| =sup { Z|gzY(, Z llgr?|]} < oo, (1)

Z €|Q) U elq) Velql
und wir statten diesen Raum mit ebendieser Norm aus. Die lineare
Struktur auf [[(]] ist die elementweise. Nachzupriifen, daf [[¢]] damit
ein Banachraum ist, ist Routinesache, die wir dem Leser iiberlassen.

Ist eine natiirliche Transformation 5 : & — G4 von Bifunktoren auf
C gegeben, dann liegt es nahe, eine Abbildung [[¢]]: [[G]]— [[(1]]
elementweise zu definieren, und zwar durch [[e]] [gp%] = [9 g¥¥]
(wobei wir der Einfachheit halber die Indizes von ¢ unterdriickt haben).
Es ist klar, daB [[-]]: Bant’® x€— Ban damit zum Funktor wird. Es
ist leicht einzusehen, daf} der Teilraum aller spalten- und zeilenendlichen
Matrizen [¢gyX] (d. h. fiir festes X ist gyX # O nur fiir endlich viele ¥
und fiir festes ¥ nur fiir endlich viele X) von [[(]] dicht ist.

Um die Wahl der Norm (i) zu begriinden, bemerken wir noch, daf}
sie am Raum der nxmn-Matrizen gerade das Maximum der Normen
|-lg@,l b und || |& ¢,®,1,®) ist; sie hat also ein giinstiges Verhiiltnis
zu Produkten und Koprodukten in Banj.

8.2, Der Funktor [-]: Sind wieder C und @ wie in 8.1, dann be-
trachten wir den Normabschluf} des Teilraumes aller Matrizen [gyX],
fiir die gy¥ # O nur fiir endlich viele (X, Y) gilt (spiter gemeinhin
endliche Matrizen genannt), in [[(¥]] und nennen ihn [¢].

Klarerweise definiert [-]: Ban€®?x¢ — Ban einen Teilfunktor von
{[*]] mit der induzierten Wirkung auf Morphismen.
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Proposition: [(¢] ist der Raum aller Matrizen [gyd] mit
gr¥ e G (X, Y), die folgendes erfiillen:

(@) [gxX]] < co.
(b) Fiir jedes £ > 0 existiert eine endliche Teilmenge 4, C G, so
daB sup{ X jgr¥|, X |gx¥|}<¢
Yecd YelChde Y e |Cn4de
und sup { X [igy¥ || igx¥ |} < ¢ gelten.
XelChde YelC eiC|
Beweis : Eine kurze Rechnung zeigt, dall der Raum aller Matrizen
[¢grX], die (a)y und (b) erfiillen, abgeschlossen ist in [[¢]], und aus (b)
ersicht man leicht, daB der Raum der endlichen Matrizen darin dicht ist.
ged.

Bemerkung: Es ist durchaus méglich, noch weitere Teilfunktoren
von [[]] zu finden, etwa durch die folgende Bedingung: Die Michtig-
keit aller gy ¥ # 0 in einer Matrix sei kleiner oder gleich einer gegebenen

Kardinalzahl o, € |Gl
Wir begniigen uns damit, [[-]] und [-] zu studicren.

8.3. Die Banachalgebren [[C]] und [C]: Wir spezialisieren 8.1 und
8.2 auf den Fall, daB G gerade der Homfunktor von C ist, den wir

wieder mit G bezeichnen.
Das Produkt von § = [fyX] mit g = [gyX] in [[C]] ist dureh for-
male Matrixmultiplikation gegeben:

frg =Ur%]lgr¥l = [E fr? o gz*]v¥X. (1i)
Fiir feste X und Y konvergiert die Reihe X fyZ 0 gzX absolut in
z
C(X, ¥):

I £ frécgz¥ic < z'WY llg lgz%lg <
Z e |C

< sup [[f¥Uic- Zllgz¥llc < [U/+X1 - lilgr 211,
z
und definiert daher ein Element X fy-% © g,¥ € G (X, ¥). Die folgenden
z

Rechnungen zeigen, dafl ||/ - gl < ||f]l lgi, daB also f-g e [[C]] ist und
daher [[C]] eine Banachalgebra, da die Multiplikation (als Verallge-
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meinerung der Matrizenmultiplikation) klarerweise assoziativ und bi-

linear ist.
S Efriogz¥l] < ZEfyZ)) g% <
Y z Y z
< sup X |\feY) - 2 lgzX | < NfeX]) - ilgr X))
vy z
HrZlillgzX <

Iy X1 iillgr X1

L ZfyfogzX| < 2
X Z

[\
A M4

< Z{ifyZ| - sup Z[|gUX||
z v X

8.4. Satz: [C] ist ein abgeschlossenes zweiseitiges Ideal in der
Banachalgebra [[C]], inshesondere daher selbst eine Banachalgebra.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dal f - g, g - f € [C] fiir jede spalten-
und zeilenendliche Matrix f == [fyX] und jede endliche Matrix ¢ = [gy <],
der Rest folgt dann aus der Stetigkeit des Produkts und der Dichtheit
der entsprechenden Teilriume. Es sei 4 ={X e |G : es gibt Y | C|
mit gy # O oder gx¥ # 0}. Dann ist 4 eine endliche Teilmenge von

|G| und gy& =0, wenn X ¢ 4 oder ¥ ¢ 4. Weiters sei B = U {¥ e ,G|:
Xed
: fy¥ # 0}. Dann ist auch B eine endliche Teilmenge von |G|, da f

spaltenendlich ist. Wenn X ¢ A, dann ist X fyZ0 gz¥ =0, da alle
zZ
gzX =0, und wenn Y ¢ B, dann ist X fyZ gz¥ = 0, da fy% = 0, wann
z

immer ¢zX % 0, daher ist f-g¢ eine endliche Matrix. Ein &hnliches
Argument trifft fic ¢ - f zu. qed.

8.5. Die Banachalgebra [G] ist in folgendem Sinn gefiltert: Ist
B CiC|x|G|, dann sei [C]p der abgeschlossene lineare Teilraum aller

[gv¥], so daB gy¥ = 0 fiir (X, Y) ¢ B. Klarerweise ist [G]g C [G]p fiir
es gibt ein Z e C mit (X, Z) e B, (Z, Y) e D} ist. Wenn B alle endlichen
Teilmengen von | C|x |G| durchlduft, dann ist U [G]p dicht in [C], und
b

auf diese Weise erhéilt man eine Filtrierung von [G] durch Matrix-
Teilalgebren. Nimmt man an, daf} alle B von der Form G x4, 4 C|C|
sind, dann erhidlt man eine Filtrierung durch abgeschlossene Rechts-
ideale [C]| gy 4» oder auch durch abgeschlossene Linksideale [C],, g
Wir werden diese Tatsache nicht beniitzen.
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8.6. Definition: Es sel ¥ ein ko- oder kontravarianter Funktor
von C in Ban und & ein kontra-kovarianter Bifunktor C° x C — Ban.

Wir definieren die folgenden Banachriume: [ F = Il F (X), wobei II
XeC
das Produkt in Bany ist, JI # = II F (X), wobei I das Koprodukt in
XeC
Ban; ist. ¢o F, der Abschlufl des Raumes der endlichen Folgen in 11 .

Hé=NGX, YY) II @=11G(X,¥), co ¢, wiederum der Abschluli
xy X, ¥
des Raumes der endlichen Folgen in [T 6.

Die Wirkung von II, II, ¢y auf natiirliche Transformationen ist

klarerweise komponentenweise gegeben, z.B. Il 7 (fx)x = {7 [x)x.
Dadurch sind Funktoren definiert: ¢o, II, J[: Ban® bzw, Banc°F
bzw. Banc®?*C 5 Ban.

8.7. Proposition: Es seien F:C— Ban, ¥:C » Ban und
G:C®xC— Ban Funktoren. Dann sind [ F, II F, ¢y F linke
Banach-[[C]]-Moduln, [J ¥, II F, cp # rechte Banach-[[C]]-Moduln
und 11 @, 11 G, ¢ G, [, [[G¢]] sind Banach-[[C]]-Bimoduln. I1, II, ¢o
‘1, [[-1] {die beiden letzteren nur fiir Bifunktoren) sind Funktoren:

Ban® — Banll®l
Banc®? > Banlt€1™”

BanC®? x ¢ _» Banl[C1°P x (€.

Dieselben Aussagen gelten natiirlich auch fiir die Teilalgebra [C].

Beweis: Die Modulwirkung ist immer dadurch gegeben, dafl man
die Wirkung einer Matrix auf einen Vektor (oder auf eine andere Matrix)
imitiert. Bevor wir sie niederschreiben, erinnern wir den Leser an die
Bezeichnungsvereinbarung 3.1, die wir hier der Einfachheit halber
wieder verwenden :

uyX e C(X, Y), Jxe F(X), [¥Ye F(Y), gv¥X c G(X, Y), dann sei
upX fx = F (uyX) fx, [¥ uy® = F (uy¥) [¥, uy¥ gx% = G (Z,uy¥) gx%,
gz¥ uyX = G (uyX, Z2) gz¥.

Ein oberer Index ist also immer kontravariant und ein Spalten-
index, ein unterer ist kovariant und ein Zeilenindex.
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Il ¥, IT F, co F kénnen daher als Riume von Spaltenvektoren
(nur Zeilenindizes) aufgefaBt werden und I1 F, ] F, ¢y F als Réume
von Zeilenvektoren,

Nun sei u = [uyX] e [[C]]. Dann sind die verschiedenen Wirkun-
gen von u gegeben durch:

u-f =[uy¥]-[fx] = %7 uy® fxly fir f =[fx]lell F, I F, co F;
fru =7 lu¥] = (7 up X fiir = (FlelLF L F, o F.
u+g = [uy¥] - [gr¥] = [? uy¥ gx%]v%,

g-u=[gy¥]- [uy¥] = [§ gz¥ uyX]z%,

fiir ¢ = [gyr¥] 1l G, 116G, c G, [&], [[G]].

DafB alle diese Wirkungen bilinear und Modulwirkungen sind, ist
klar durch ihre Ahnlichkeit mit Matrix- und Vektormanipulationen,
Wir haben noch die Normungleichungen nachzupriifen :

[ fiigp =sup || Zuy¥ fxlp@) < sup T llupX|e- |fxll <
¥ X Y X
< sup X juyX|lg - sup lIfz]| < gy - il p-
Y X z
- fllew =S Zuy® fxllre) < 2 (Ejur¥le) |fx] <
Y X Xy

< sup Z luy ¥l Xifzl < % llegy ~ 11l e
X v z

Um das Resultat fiir ¢ F zu zeigen, geniigt es, nachzuweisen, dall
u - f eine endliche Folge ist, wenn u zeilen- und spaltenendlich ist und
f eine endliche Folge, denn dann kann man die Stetigkeit der Wirkung
in II ¥ verwenden. Diese Tatsache wieder ist leicht einzusehen durch
ein Argument dhnlich dem im Beweis von 8.4. Die Normungleichun-
gen fiir [l F, [ F, ¢y F kinnen analog abgeleitet werden, und zusammen
mit den eben gezeigten ergeben sie auch die fir Il G, [ &, ¢ G. Die
Rechnungen fiir [¢] und [{¢]] haben wir im Prinzip schon in 8.3 durch-
gefiihrt.
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Ist : F — Fy cine natiirliche Transformation, dann sind 11 4,
LI v und ¢ v [[C]]-Modulhomomorphismen wegen:

Hnu-f) =1 q[Zuy¥ fxly = [n ZurX fxly =
X X
= [§ uy¥ (q fx)]y = u - (1L % ().

Ahnlich zeigt man das fiir # und Q. ged.

8.8. Bemerkung: Wenn C eine Semikategorie mit approximieren-
den Einheiten irgendeiner Art (1.5) ist, dann hat [C] eine approximie-
rende Einheit derselben Art: Man verteile approximierende Einheiten
auf endlich viele Stellen der Hauptdiagonale einer Matrix. Das gilt
nicht fiir [[C]], wenn C unendlich ist. Ist C eine Kategorie, dann besitzt
[C] approximiersnde Einheiten jeder Art, und [[C]] ist eine Banach-
algebra mit Identitat.

8.9. Der Funktor T: Wir entwickeln nun eine Methode, Funkto-
ren aus gegebenen [[C]]- und [C]-Moduln zu konstruieren. Da jeder
[[C]]-Modul auch ein [C]-Modul ist, geniigt es, das fiir [C]-Moduln
durchzufiithren. Zunichst etwas Notation: ist uy¥ € G (X, ¥) gegeben,
dann kann man diesen Morphismus auch als Element von [C] auf-
fagsen, ndamlich als die Matrix, deren einziges nichtverschwindendes
Element gerade uyX an der Stelle (X, ¥) ist. Wir bezeichnen diese
Matrix mit demselben Symbol uyX (ochne Klammer). Es sei V, V7
jeweils ein rechter bzw. linker Banach-[C]-Modul und W ein Banach-
[C]-Bimodul. Wir werden folgende Funktoren konstruieren: 7' V': G —
— Ban, T V : Gov > Ban, T W : Gor x C — Ban.

{a) Ist X € G, dann definieren wir 7 ¥V (X) als den abgeschlosse-
nen linearen Teilraum von V, der von allen Elementen der ¥orm
ux?-v, ux2e G(Z,X), ZeC, veV erzengt wird, d. h., 7'V (X) ist
die abgesehlossene lineare Hiille von [CJy, g V (Bezeichnung aus
8.5). Dazu gibt es eine isometrische Einbettung ix7: 7 V (X)—~> V.

T ¥V (X) ist definiert als die abgeschlossene lineare Hiille von
Elementen der ¥orm »-uz¥, uz¥e C(X,Z), ZeC, veV erzeugt
wird. Auch hier bezeichnen wir die isometrische Einbettung mit
iy TV (X)=>T.
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T W (X, Y) ist die abgeschlossene lineare Hiille von [Cliy,, ¢ -
* W+ [Cl g« (xp und dieisometrische Einbettung ist ixy : T W (X, ¥)—> W.

(b) Ist fyX e G (X, ¥), dann ist die Abbildung 7' V (fyX): T V (X)—>
— T V (Y) gegeben durch ihre Wirkung auf die erzeugenden Elemente
von TV(X):TV(frX) (ux®-v) =fyX-uxf-oeTV(Y), d h,
T V (fy¥) ist die Wirkung der einpunktigen Matrix fy& auf V, einge-
schrinkt auf den Teilraum 7' ¥V (X), und fithrt diesen iiber in den
Teilraum 7'V (Y), da fyX das Rechtsideal [C]y,, ¢ in das Rechts-
ideal [C]{r}xlc‘ {iberfithrt. Formal schreiben wir

iy oIV (fyX) = fr¥oix?.

In genau derselben Art seien die Abbildungen TV (fyX): T V (Y) -~
>TV(X) und T W (fyX,hy2): T W(Y,Z)>T W (X, U) definiert.

(¢} TV, TV, TW sind Funktoren, da sie Restriktionen der
Modul-Wirkungen sind, daher assoziativ, wenn definiert, und linear
und kontraktiv auf den Morphismenriumen.

(dy Ist £:V—>V¥; ein [C]-Modulhomomorphismus, dann sei
Te:TV->TVy gegeben durch (T'¢)x (uxZ-v) =c¢ (ux?-v) == uxZ-
ce(v)eT V1 (X) fiir ein erzeugendes Element von 7'V (X). (T e)x ist
also die Restriktion von g auf den Teilraum 7' V (X) und bildet diesen
in den Teilraum 7 Vi (X) von ¥ ab. Dadurch ist eine natiirliche
Transformation T ¢: T V— T ¥; bestimmt, wie man leicht nachrech-
net. Ebenso ist klar, daB T (e o) =T € 0 T 7 ist. Dieselben Uber-
legungen gelten fiir ¥ und W.

8.10. Bemerkung: Ist C eine Kategorie (hat Einheiten), dann hat
Mitchell [14] eine einfachere Methode angegeben, T' V zu konstruieren,
die aunch in unserem Fall funktioniert und auf dem folgenden Lemma
beruht.

Lemma: Ist X ein Banachraum und « ¢ H (X, X) ein idempoten-
ter Morphismus, d. h. «? == a, dann konnen wir « wie folgt faktorisie-

[e 4 k14 L
ren: (X > X) = (X - U — X), wobei mo 1 = 1y gilt, © eine Quotien-
tenabbildung ist und ||| < ]|
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Beweis: Es sei U == X/a-1(0). Wir betrachten die kanonische
Faktorisierung von « in Ban; (vgl. Buchwalter [1] oder Cigler [2]):

a im x

(X—O;X) = (X—T; X/a1(0) > a(X) » X).

Dabei ist T = coim « und & injektiv mit dichtem Bild (e¢in Bimorphis-
mus). Da «? = «, gilt auch

Imeofomoimaodom =IMma O & O T,
also

~

oimoaoa =& und TOMxO& =1g,— 1,

o)

A

gomoima =13y d.h. &!=mncim«,
somit ist inshesondere a (X) abgeschlossen in X. Weiters gilt
o (macd) =& toa=1g,—14.

Definieren wir « — im o O &, so erhalten wirw 0o v = ly und t 0 ™ = a.
ged.

Beniitzt man dieses Lemma, so sicht man leicht, dal man 7'V
in 8.9 wie folgt definieren kann:
14 7
1 b (3
TS -7 STV IS,
wobei 1x die idempotente Einpunktmatrix in [C] ist. Fir T V (fyX)
haben wir den weiteren Ausdruck 7'V (fy¥) 0 nx¥ = ny¥ 0 f+%, und
fiir einen Modulhomomorphismus €: V= ¥ gilt (Te)yonx? =
= mx¥! 0 ¢, wie man leicht nachpriift. 7' V (X) ist ein direkter Sum-
mand in V.

8.11. Wir geben nun einige Eigenschaften der Funktoren an, die
wir konstruiert haben. Wir verwenden die in 8.7 und 8.9 verwendeten
Bezeichnungen. |G| sei unendlich, um triviale Fille auszuschlielen.

{a) PV, TV, T W sind immer G-wesentliche Funktoren (vgl. 4.1)
nach Konstruktion.

F ist genau dann CG-wesentlich, wenn IT F oder co ' [C]-wesent-
lich ist, oder wenn dquivalent dazu I[I ¥ oder II ¥ oder ¢y £ [[C]]-
wesentlich ist. Dieselben Aussagen gelten fiir F. & ist genau dann
C-wesentlich, wenn II G oder ¢y G oder [(] [Cl-wesentlich ist, oder

Sitzungsherichte der mathem.-naturw. Kl., Abt. IT, 185. Bd., 4-—7. Heft. 15
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wenn dquivalent dazu eines (und damit alle) von 11 &, 11 &, ¢ G, [*],
[[¢]] ein [[C]]-wesentlicher Modul ist.

(b) Alle Funktoren 7', I, I1, ¢q, ['], [[-]] sind exakt, d. h., sie fithren
kurze exakte Folgen in ebensolche iiber. Es gibt zwei Moglichkeiten,
Exaktheit in Ban zu interpretieren: das Bild eines Morphismus ist
dicht im Kern des niichsten; oder das Bild stimmt mit dem Kern iiber-
ein. Die Aussage gilt flir beide Interpretationen. Der Beweis ist fiir I
etwas umstandlich, fur die anderen Funktoren nahezu trivial. Wir
verzichten aus Platzgriinden darauf, ihn vorzufiihren.

(¢) Fir die Begriffe, die in 7.1 vorgestellt wurden, gilt: II triv F =
= triv IT ¥ und I tot F == tot I1 F, dasselbe gilt fiir II, co, [-], [[-]]
und fiir F und G.

Fiir triv F ist das klar, wegen (b) folgt es dann auch fiir tot F.

(d) V ist genau dann C-trivial, wenn 7' ¥ = (0) ist.

§9 Adjungiertheitsrelationen

9.1. Satz: Die Gleichung Ban!® (IT F, V) == Ban® (F, T V) gilt
natiirlich fir ¥ e Ban® und G-wesentliche F:C->Ban; d.h. der
Funktor I : (Ban®)es — Ban(® ist linksadjungiert zum Funktor
T : Banl® . (Ban®)ss. T o 11 ist die Identitit auf (Ban®)ess, und 7
und [] sind beide vollig treu.

Genau dieselben Resultate gelten fir Rechtsmoduln V' bzw. Bi-
moduln W und kontravariante C-wesentliche Funktoren hzw. C-wesent-
liche Bifunktoren ¢ und auch, wenn man [C] durch [[C]] ersetzt. Die
Beweise dafiir sind analog dem folgenden.

Beweis: Da F C.wesentlich ist, gilt T [I F = F nach Konstruk-
tion von 7', und man iiberlegt sich auch leicht, dal auf den Morphismen-
raumen T und [I véllig treu wirken.

Nun definieren wir Abbildungen

(a) Banl® ([ F, V) = Ban® (F, T V).
0
Ist peBan®(II F, V) und jxF:F (X)- 11 F die kanonische
Injektion, dann behaupten wir, daB im (pojxf) €T ¥ (X): Da F
C-wesentlich ist, existieren fiir jedes fx ¢ F (X) Abbildungen wxZie
EC(Z{,X) und fziEF(Zg), i = 1,.. . 7, BO daf3 ” Euxzéfzi—-fx“fv(x) < E.
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(Wir haben die Konvention 3.1 verwendet.) Dann gilt ¢ (X uxZi fz) =
=XuxZio(fz)e TV (X) und |o (ZuxZfz)— o (fx)llvr < [lof ¢,
also ist o (fx) ein Hiufungspunkt und damit ein Element von 7' ¥ (X).
Die folgende Definition ist daher sinnvoll:

B i oV (p)xr =9o0jx": F(X)>TV (X).

¥ (@) definiert eine natiirliche Transformation F— T V, da fiir
fr¥eC(X, Y) gilt:

i o TV (fyX)oW(plx =fr¥oixV oV (plx =fy¥ 00 ojxf =

und da i¢¥ ein Monomorphismus ist. Dariiber hinaus gilt
¥ (@)]] = sup |'¥ (p)x|| < sup ol [7x7] < [lgll
x X
Sei nun umgekehrt e Ban® (F, T V). Dann definieren wir

O 1TF=>V
durch

() @) =11 6x¥ o) FX)=11 F—V, wobei wir die
x x

universelle Eigenschaft des Koprodukts in Ban; verwenden. Es gilt
also ||® 1| < sup [|Tx| = |i7], und @ 7 ist charakterisiert durch

(d) (@1)oixfF =ix¥ 0 1x.
Wir behaupten, dafl ® 1 ein [C]-Modulhomomorphismus ist: Sei
U = [uyX] e[C]l und f = [fx] e Il ¥, dann ist

@1)(u-f) =(©1) [(E ux? fz)x] =

=OnZjxFEF (wx?)fz2) =ZXiyYorxo l (upX) fz =
X z Iz
=22ixV oV (ux?) vz (fz) =u- (i vz (fz)) =
Xz z

=u (X (0 71)jzF (fz)) = w- (O 1) ().

z
Nun zeigen wir, dal ¥'-1 = @ ist: Sei ¢ e Ban!® (I] #, V), dann ist
OV (p)ojxf =ix¥ o ¥ (¢)x = p o jxF, und aus der universellen
Eigenschaft des Koproduktes folgt, dall ® Y (p) = . Ist umgekehrt
15
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teBanC(F,T V), dann ist ix¥ 0 P O (1)x = (O t)x 0jx¥ =1ix" O 7x,
also (V' ® 1)y = 1x, da ix" ein Monomorphismus ist.

Nun zeigen wir noch, dal3 ¥ natiirlich in # und Vist. Seie: V> V)
ein [C]-Modulhomomorphismus und 7: F; — F eine natiirliche Trans-
formation C-wesentlicher Funktoren. Wir haben nachzuweisen, dafB fiir
¢ € Banl® (II P, V) gilt: Ban® (n, T ) ¥ (p) = ¥ (Banl® (I v, ¢) (¢)).

ix"10 (Ban® (n, Te) ¥ (p))x = ix"10 (L e)x o ¥V (p)x 0 mx =
=czoix* oV (plxonx =cogpojxFonr=cogpollnojxfl =
=ixto¥ (zogpo Tl Ny =ix"1 0 ¥ (Ban!® (IT v, ¢) o) x.

und da ixV1 mono ist, ist ¥ natiirlich. qed.

9.2. Satz: Es sei C eine Semikategorie. Dann gilt die Gleichung
Banl® (V, [T F) == Ban® (T' V, F) natiirlich fir C-wesentliche linke
Banach-[C]-Moduln und # : C — Ban.

Bemerkung : Diese Gleichung gilt auch fiir Rechtsmoduln bzw.
Bimoduln und die entsprechenden Funktoren und wenn man [G] durch
[[C]] ersetzt. Da Ban!® (V,II F) = Banl® (V, (Il F),) ist und
(IT F)IC_, 2 ¢y (Fg—e), ist also der Funktor F ->co(Fg-¢) rechts-
adjungiert zum TFunktor 7' :(Ban'®)egs — (Ban®eq. Es gibt noch
andere Moglichkeiten, Adjunktionen aus der obigen Gleichung herzu-
stellen. Die Situation ist hier unsymmetrisch und komplizierter als in
9.1, da Il F nicht automatisch [C]-wesentlich ist.

Beweis: Wir definieren wieder die folgenden Abbildungen:
¥
Ban!®(V, I1 F) % Ban® (T' V, F),
9

Sei zuniichst v e Ban® (7' V, F). Dann definieren wir @ n: V11 F
auf Elementen der Gestalt w-veV, u = [uyrX]e[C], »e V durch
(@m) (u-v) =[ny Bur¥ v)]y.cell F ()

x ¥

Da nach Voraussetzung endliche Linearkombinationen solcher Ele-

mente dicht sind in V, die Summe 2 upX-v in T V (¥) absolut kon-
X

vergiert und ||® n|| <€ ||| ist, kann & v auf ganz V fortgesetzt werden.
Man kann diese Konstruktion auch so ausdriicken: Durch
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nyY (u-v) =ZupyX-vel V(YY) ist vermittels stetigen Fortsetzens
x
eine Projektion wy¥: V> T V (¥) definiert, und nun ist

On=IH(qrory"): V1 F.
Y

® 7 ist also charakterisiert durch pxf o (%) = nx o nx¥, wobei
pxF 1l F — F (X) die kanonische Projektion ist.

Man iiberlegt sich leicht, dall die Projektion wwxV alle Eigenschaf-
ten der gleichnamigen Projektion aus 8.10 hat: T V (upX) o nx¥ =
=nyY o uy¥, nx¥ 0ix" = 1lpy g); ix 0 7xV ist aber nicht durch
eine Wirkung aus [C] gegeben, denn diese wire ja 1x.

Wir behaupten nun, daBl @ v ein [C]-Modulhomomorphismus ist.
Sei v = [uyX] e [C]. Dann ist fiir ve V:

pxF (u-(©@n)v) =Z F (ux?) pzF (@) v =
Z

=X F (ux®)nznz" (v) =Z0x TV (ux?) =gV (v) =

z z

=X nxmx’ ux? v =nx nx¥ (u-v) =pxF (O 7) (u-v).
z

Ist umgekehrt ¢ Ban® (V, I1 F), dann sei
v (p)x =pxFoeoixV: TV (X)—~»F (X).

Klarerweise gilt |V ¢| < |l¢]|, und firr fyX e G (X, Y) errechnen wir:
(To)yoTV(fyX) =pyFogow’oT V(fyX) =prFogofr¥oixV =
=pyFofyrX¥ogoixV = F (frX)opxFogeoix¥ = F (frX) o (¥ ¢)x.
Daher ist V' ¢ eine natiirliche Transformation 7' ¥V - F. Nun zeigen
wir, daB @ und ¥ zueinander invers sind: Sei ¢ € Ban!®l(V, Il F),
dann ist
O (@) (u-v) = k3 (P)y (ZuyX - Vlyec =
X
=[prFo oo iy (BuyX - v)ly.q =
x
= [pyF o ix™F o (T @)y (ZuyX - v)ly ¢ =
X

=[(T @)¥ (? uyX - v)]yec = @ (¥ - v).
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Fiir v & Ban® (T V, F) hingegen haben wir

(FOn)x =pxFo (@) oix” =nxonx’oixV =nx.
Es bleibt noch zu zeigen, dal © natiirlich ist in 7 und F. Sei also
neBan® (T V, F), ¢:V1—+V ein [C]-Modulhomomorphismus und

¢: F — F, eine natiirliche Transformation. Dann haben wir zu zeigen,
daB Ban!® (g, 1 £) (® ) = O (Ban® (T o, =) n) gilt:

pxF10 Banl® (o, ITe) (O ) =pxFio(le)o (@)oo =
=cexopxfo(@n)op=cxonxonxXo¢=
=(onxo T pxonx’l = (Ban® (To,e)nxony’l=
= pxF1 0 O (Ban® (T o, &) 7).
Die restlichen Aussagen des Satzes sind klar. ged.

9.3. Lemma: Es sei C eine Semikategorie und @: G?x G - Ban
ein Bifunktor, Z ein Banachraum.
(a) Ist G G-wesentlich, dann ist
Dinat (¢, Z) = Dinat (II &, Z) = Dinat (II &, Z)

c [q] fren
naturlich in Z und 4G.

(b) Ist @ G-total (7.1), dann ist

Dinat (Z, &) = Dinat (Z, 11 §) = Dinat (Z, Il Q)
G [C] [rcn

== Dinat (Z, [[&]]) = Dinat (Z, [[¢]]}
[C] [(G)]
natiirlich in Z und &.

Bemerkung: s geniigt, vorauszusetzen, dall ein Komponenten-
funktor von G C-wesentlich bzw. C-total ist, da. im Beweis nicht mehr
verwendet wird.

Beweis: Wir filhren den Beweis nur fir [C]; fir {[C]] kann er
wortwirtlich iibernommen werden,
(a) Ist o e Dinat (I ¢,Z) und j¢:GF > I ¢ die Injektion
[€]
ix¥: G (X, X) > I, so ist a0 j%: G->Z offensichtlich G-dinatiirlich,
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und es gilt {j¢ 0 j¢|| < lall. Der Abbildung « - o o j¢ ist auch sofort
anzusehen, dal} sie natiirlich in Z und @ ist.
Ist umgekehrt B € Dinat (¢, Z), so betrachten wir die Abbildung

~ c
B: 11 G — Z, definiert durch

By
Ne= 1 66X Y)-»> 11 ¢6X,X) > Z
X, YeG XeC

d. h. durch B ([g¥¥]) = 2 Bx (gx¥) € Z. Dann ist \E\' < |[Bll. Wir be-
x

haupten, daﬂﬁ [C]-dinatiirlich ist (manche Autoren, etwa Cigler [2],
nennen das [C]-balanziert), d.h., daB fiir alle g = [gyrX]e Il G und
u = [uyX] e [C] die Gleichung { (u-g) = B (g - w) gilt:

~

Bu-g) =B (X ur¥gxfly?) =X By (Rur¥gxY) =
x Yy x
=2 E By (ur¥ gx¥) =2 X Bx (9x¥ ur®) =
Y X Iyr ~
=X Bx (Zgx¥ur®) =8 (g u).
X v

Aus der Konstruktion ergibt sich, dal é\o j¢ =§ ist. Es bleibt also

nur noch zu zeigen, daBl fir « wie oben (x © j®)" == « ist, also

a(g) =X« (jxx (gxX)) fur alle g =[gr¥]ell @ Da klarerweise
x

% = X a0 jxy gilt, haben wir also zu zeigen, dafl fir X # ¥ in C

X, ¥
gilt: 20 jxy = 0. Fiir ein Element der Gestalt uy%gz¥ in ¢ (X, ¥)

gilt nun o (uyZ gz%) = a (gzX uyZ) = 2 (0) =0, da X # ¥, und da
Elemente dieser Form dicht sind in & (X, ¥), verschwindet o auf
Jxv (G (X, ).

(by Ist axeDinat(Z, 11 G und p¢:Il G- G die Projektion
px%: 11 =G (X, 2[;)], g0 ist p¥ o o offensichtlich C-dinatiirlich und
i1p6 o i < |«|, Auch der Abbildung o->p% o « sieht man an, daB
sie natiirlich in G und Z ist.

Ist umgekehrt B < Dinat (Z, (), so betrachten wir r';‘ Z 114,
TRy G
das durch Z - 11 G (X, X))~ 1l G (X, ¥) gegeben ist. Dann ist
~ T XY - ~
(18] < I8, und klarerweise ist p&o B == 8. B ist zudem [C]-dinatiir-
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lich, da u-8 () = [ur® Px ()IrX = [By (&) ur¥]y* =B (@) - gilt.

Es bleibt also noch zu zeigen, dai fir « wie oben (p¥ 0 a) = « ist,

und da ( IT p ;) 0 @ = a ist, geniigt es zu zeigen, daB fir X +# Y in
XY

C gilt: plx('i, 0 o« = 0. Fiir jedes beliebige up¥ ¢ C (Y, V) gilt nun fir
ze:
0 =up¥  a(z) —alz) wp¥ =

= [wp¥ [ (2)]y® - Sxw — [ (R)w" up¥ Syr]wh.
Setzt man darin B = X und W = Y, dann erhillt man
= ur¥ [a (2)]y¥ — [« @)yY wr¥ Sxy = uv? [a (2)]y¥.
Da @ C-total ist, kann man daraus schliefen, daf
(% @)r¥ =pfy a () =0

ist. Damit ist die Aussage (b) fiir [T @ bewiesen. Fiir [[¢]] bemerken
wir nur, daBl 11 ¢ (X, X) isometrisch in [[G]] eingebettet ist, also sind
alle vorgefiithrten Konstruktionen auch in diesem Kall anwendbar.

qed.

9.4. Satz: Es sei C eine Semikategorie und @ : C°? X C - Ban ein
Bifunktor.

(a) Ist G C-wesentlich, dann ist

XeC c] (ren

[eXX)=[Ue= [ 1¢

natiirlich in &.

(b) Ist @ C-total, dann ist natiirlich in ¢

| GEX) = [ MG = [ 16 =] [6]= [ 6]
xic el ren ia iwen
Beweis: Das folgt unmittelbar aus 9.3. Man verwende entweder
den Beweisgedanken von 5.6 bzw. 6.6 oder beniitze 9.3 zum Hin- und
Hertransportieren der universellen Eigenschaft. qed.

Bemerkung: Es geniigt wieder, G-wesentlich oder C-total von
nur einem Komponentenfunktor zu verlangen.
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9.5. Satz: Es sei C eine Kategorie (mit Identitdten). Dann ist
(a) H — H[C] = [[C]].
(b) A([C)) = [[C]].

Bemerkung: Vermutlich gilt sogar fiir eine Semikategorie mit
beidseitig approximierenden Einheiten H'Y = [[HC]], H, = [[H]}
und A ([G]) = [[A C]].

Beweis: (a) H ist der Raum der Rechtsmodulhomomorphismen
[C]—=[C] (vgl. 2.1). Ist we[[C]], dann ist v - u - v klarerweise ein
Element von H!% mit kleinerer Norm als ||« |. Ist umgekehrt ¢ e HIC,
dann ist ¢ festgelegt durch seine Wirkung auf endliche Matrizen, da
diese dicht sind in [C]. Sei also f eine endliche Matrix in [C], und es
sei 4 C |G| eine endliche Teilmenge, die so groB ist, dal fyX 7 0 nur
fir X, Y e A gilt. Dann ist ug-f =f, wobei [ug]x¥ =1y fir X e4d
und [u4]y¥ = 0 sonst (vgl. 8.8). Somit gilt:

ey =@maf)=¢@a) f=(2Z ¢(lx) -}
Xed

0=¢(0)=0(lx1ly)=19¢(1x)1y.

Daher ist [¢ (Lx)]y¥ = 0 fiir alle ¥ # X in C.
Also ist @(lx) nur in der Spalte mit Index X nicht identisch 0,
und diese Spalte ist summierbar. Wir betrachten jetzt die Matrix

2 ¢ (1x), deren X-te Spalte eben die X-te Spalte von ¢ (1x), und wir
XeC
bezeichnen diese Matrix mit ¢ (1). Dann ist jede Spalte von ¢ (1)

summierbar und
Zle 1x)z%ll = lle ) < llell 11x]l = @]l
x

also sup X ||[¢ (1x)]z¥]] < ||¢|l- Nun ist noch zu zeigen, daBl auch die
X z
Zeilensummen gleichméBig beschrinkt sind:

Fiir jede endliche Teilmenge 4 C|C| ist

Zlle (wa)lr?]| =22 [o (Ax)lr?ll =
Z Z Xed
= X ([o (Lx)]¥¥]|, da fir Z # X gilt [¢ (1x)]vZ = 0.
Xed
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Der letzte Ausdruck wiederum ist gerade die Summe der Normen
iber die Zeile Y von ¢ (u4) und ist daher kleiner oder gleich als
e (wa)ii < @] luall = @, und zwar unabhingig von Y oder von
der Wahl der endlichen Teilmenge 4 C {C|, also ist % {[¢ (1)]¥X || < || ¢

X

fiir alle Y, also ¢ (1) e [[C]] und {|¢ (1}{ < ||¢].
Nun sieht man leicht, daB fiir jede endhche Matrix f in [C] und 4

wie oben gilt: o (f) ==(Z @ (1x)) = Ecp (1)) f=rp() f und
Xed
zusammen mit der Uberlegung am Anfang des Beweises ergibt das

HIC — [[C]). Die Gleichung H;¢) == [[C]] beweist man genauso.

(b) Sei f f) eA[C]C HIC]XH[GJ (vgl. 3.2). Dann wissen wir
bereits, dal fe [[C]] via Linkstranslation ist und ;e [[C]] via Rechts-
translation nach (a), und wir miissen nur noch zeigen, daf} ]7: ; in

[[C]] gilt: Seien u, v e[C], dann ist « - (f v) = (% f} - v; setzt man
nun % =#4 aus der appro‘umlerenden }mnhelt (8.8) von [C], dann

folgt f v=limauy-(f v) =lm (us - f) v —f v fiir alle » € [C], also

f = f in [[C]] in den entsprechenden Identifizierungen. qed.
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