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Banach-Semikategorien III 

Von 

P. Michor 

(Vol'gelogt in del' Sitzung der math.-nat. Klasse am 18. Ma:r:z 1976 durch das 
w.1\1. E. Hlawka) 

Dieser Artikel ist die Fortsetzung der gleiehlautenden Arbeiten[17} 
und [18]; die Numerierung der Abschnitte und des Literaturverzeich
nisses werden fortgefiihrt. 

§ 8 Semikate~orien ond deren Banachalgebren 

Wir haben den Begriff Semikategorien eingefiihrt als eine gemein
same Verallgemeinerung von Banachalgebren, Banach-Operator-Idealen 
und Kategorien von Banaehraumen: Wir konnen Banachalgebren als 
einen Spezialfall von Semikategorien auffassen und Banaehmoduln als 
Funktoren. 

Es erhebt sich die Frage: kaml man diesen V organg umkehren, 
kann man jede Semikategorie in gewisser Weise als Banachalgebra auf
fassen? Das Prinzip der Antwort stammt von l-1itchell [14], der den 
algebraischen :Fall von additiven Kategorien behandelte und jeder 
solchen einen Ring von unendlichen Matrizen zuordnete. In diesem 
Paragraphen wenden wir Mitchells Idee auf Semikategorien an und 
erhalten tiefere und speziellere Ergebnisse als Mi tehell, da wir mehr 
Struktur und Maschinerie (Normen und Stetigkeit) zur Hand haben. 

Wir entwickeln hier die Funktoren II, IT, Co, [.], [Co]], die Funkto
ren, Bifunktoren und Semikategorien in Moduln und Banachalgebren 
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iiberfiihren. Wir haben die Methode gewahlt, die am schnellsten zu 
typisehen Resultaten fiihrt, und dabei manchma.l den natiirlichen Zu. 
gang geopfert. 'Vir versuchen, das mit motivierenden und erklarenden 
Bemerkungen auszugleichen. 

8.1. Der ]'unktor [[.]]: Es sei C eine Semikategorie und G: Cop X C--+ 
--+ Ban ein Bifunktor. Will man mengentheoretisch sauber bleiben, so 
mage man annehmen, daB C klein ist beziiglich Ban. Mit IC I bezeich· 
nen wir die Menge aller Objekte von C. Der Banachraum [[GJ] ist dann 
der Raum aller 1C I X I C I-Matrizen der Form [gyX]x,Ye 10, wobei X der 
Zeilenindex und Y der Spaltenindex ist, jedes gyX E G (X, Y) und 
folgendes gilt: 

II [gyX] I' = sup {~llgzUII, ~ IlgvZII} < 00, (i) 
z 6101 U 6101 V 61C1 

und wir statten diesen Raum mit ebendieser Norm aus. Die lineare 
Struktur auf [[G]] ist die elementweise. Naehzupriifen, daB [[G]] damit 
ein Banaehraum ist, ist Routinesache, die wir dem Leser iiberlassen. 

1st eine natiirliche Transformation rp : G....,.. G1 von Bifunktoren auf 
C gegeben, dann Iiegt es nahe, eine Abbildung [[rp]]: [[G]]....,.. [[Gl ]] 

elementweise zu definieren, und zwar durch [[rp]] [gyX] [rp gyX] 

(wobei wir der Einfaehheit halber die 1ndizes von rp unterdriickt haben). 
Es ist klar, daB [[.]]: BancoP x 0....,.. Ban damit zum Funktor wird. Es 
ist leicht einzusehen, daB der Teilraum aller spalten- und zeilenendliehen 
Matrizen [gyX] (d. h. flir festes X ist gyX "" 0 nur fiir endlieh viele Y 
und fiir festes Y nur ftir endlich viele X) von [[G]] dieht ist. 

Um die Wahl der Norm (i) zu begrtinden, bemerken wir noeh, daB 
sie am Raum der n X n-Matrizen gerade das 1\Iaximum der Normen 
II'IIH (Inl , In l ) und II'IIH (In ex), In (0) ist; sie hat also ein giinstiges Verhiiltnis 
zu Produkten und Koprodukten in BanI. 

8.2. Der Funktor [.]: Sind wieder C und G wie in 8.1, dann be
trachten wir den NormabsehluB des Teilraumes aller Matrizen [gyX], 

flir die gyX "" 0 nur flir endlich viele (X, Y) gilt (spater gemeinhin 
endliche Matrizen genannt), in [[G]] und nennen ihn [G]. 

Klarerweise definiert [.]: BanooP x 0 ....,.. Ban einen Teilfunktor von 
[[.J] mit der induzierten Wirkung auf Morphismen. 
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Proposition: [GJ ist der Raum aller Matrizen [gyxJ mit 
gyX E G (X, Y), die folgendes erfullen: 

(a) II [gyX] I < co. 

(b) Fur jedes e > 0 existiert eine endliche Teihnenge As s;. e, so 

daB sup { L IlgyXII, L IlgxYII} < s; 
X e.4 Y E ICI".48 Y E ICI".4s 

und sup { L IlgyXII, L IigxYII} < e geiten. 
X ICI".4s y E ICI Y E ICI 

Beweis: Eine kurze Reehnung zeigt, daB der Raum aller Matrizen 
[gyX), die (a) und (b) erfiillen, abgesehlossen ist in [[G]], und aus (b) 
ersieht man leicht, daB der Raum der endlichen Matrizen darin dieht ist. 

qed. 

Bemerkung: Es ist durchaus moglich, noch weitere Teilfunktoren 
von [E' JJ zu finden, etwa dureh die folgende Bedingung: Die Machtig
keit aller gyX :p 0 in einer Matrix sci kleiner oder gleich einer gegebenen 

Kardinalzahl IX ~ Ie I· 
Wir begniigen uns damit, [[.J] und [.] zu studieren. 

8.3. Die Banachalgebren [[e]] und [C]: Wir spezialisieren 8.1 und 
8.2 auf den Fall, daB G gerade der Homfunktor von C ist, den ",ir 
wieder mit C bezeichnen. 

Das Produkt von I = [IYX] mit g [gyX) in [[C]] ist durch for-
male Matrixmultiplikation gegeben: 

I' g [fyX] . [gyX] = [L fyz 0 gzx]yx. (ii) 
z 

Fur feste X und Y konvergiert die Reihe L fyz 0 gZX absolut in 
z 

C (X, Y): 

II L fyz 0 gzXilc ~ L Ijfyzllc IlgzXllc ~ 
ZEICI Z 

~ sup Ilfyul'c' L IlgzXllc ~ II[fyX]II'II[gyX]II, 
z 

und definiert daher ein Element L lyZ 0 gZX E C (X, Y). Die folgenden 
Z 

Rechnungen zeigen, daBli/'gll ~ 1I/IIIIg!, daB also l'gE[[e]] ist und 
daher [[C]] eine Banachalgebra, da die Multiplikation (als Verallge
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meinerung der Matrizenmultiplikation) klarerweise assoziativ und bi
linear ist. 

L II L fyz gZX!! ~ L L !fyzii !lgzX,1 ~ 
y z y z 

~ sup ~ Il/yu II •~ j! gzX II ~ lI[fyx]I: . II [gyX] 
U y Z 

~ II ~ fyz 0 gzXl1 ~ 2: L Il/yZII ilgzxq ~ 
x z z x 

~ 2: II fyz II -sup L II gUx:1 ~ II [fyX] Ii . Ii [gyX] ii_ 
z u x 

8.4. Satz: [C] ist ein abgesehlossenes zweiseitiges Ideal in der 
Banaehalgebra [[C]], insbesondere daher selbst eine Banaehalgebra. 

Beweis: Es geniigt zu zeigen, da.B I . g, g • I E [C] flir jede spalten
und zeilenendliehe Matrix I = [fyX] und jede endliehe Matrix g = [gyx], 
der Rest folgt dann aus der Stetigkeit des Produkts und del' Diehtheit 
der entspreehenden Teilraume. Es sei A = {X E i C!: es gibt Y E IC I 
mit gyX ¥- 0 odeI' gxY # a}. Dann ist A eine endliche Teilmenge von 
IC lund gyX 0, wenn X 1: A odeI' Y 1: A. Weiters sei B v {Y E i C I : 

X".d 
: lyX ¥- O}. Dann ist aueh Beine endliehe Teilmenge von IC I, da I 
spaltenendlieh ist. Wenn X if; A, daIm ist ~ /yZ 0 gzX = 0, da alle 

z 
gzX 0, uud wenn Y 1: B, dann 1St L fyz gzX 0, da /xz = 0, wann 

z 
immer gzX # 0, daher ist t· g eine endliehe Matrix. Ein iihnliehes 
Argument trifft flir g • t zu. qed. 

8.5. Die Banaehalgebra [C] ist in folgendem Sinn gefiltert: 1st 
B ~ IC IX IC I, dann sei [C]B del' abgesehlossene lineare Teilraum aller 
[gyx], so daB gyX = °fiir (X, Y) ¢ B. Klarerweise ist [C]l:i.~ [C]D £til' 
BCD.C;; ICI X ICJ und [C]B . [C]D C [C]B"D, wobei BoD {(X, Y): 
es gibt ein Z E C mit (X, Z) E B, (Z, Y) ED} ist. Wenn BaIle endlieheu 
Teilmeugen von .C IX IC I durehliiuft, dann ist v [CJB dieht in [C], und 

B 
auf diese 'Veise erhiHt man eine Filtrierung von [C] dureh Matrix-
Teilalgebren. Nimmt man an, da.B aIle B von der }'orm . C IX A, A ~ IC j 
sind, dann erhii"lt man eine Filtrierung durch abgesehlossene Reehts
ideale [C]liGlxA' odeI' aueh dureh abgesehlossene l~inksideale [CJlIXIGI
Wir werden diese Tatsaehe nicht benutzen. 
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8.6. Definition :Es sei J? ein ko- oder kontravarianter l!'unktor 
von C in Ban und G eiu kontra-kovarianter Bifunktor Cop X C -l>- Ban. 
Wir definieren die folgenden Banachraume: II F = II F (X), wobei II 

.YeG 

das Produkt in Ban! ist, II F = II F (X), wobei II das Koprodukt in 
XeO 

Ban! ist. Co F, der AbschluB des Raumes der endlichen Folgen in II F. 
II G = II G (X, Y). II G = II G (X, Y), Co G, wiederum der AbschluB 

.Y,Y x, Y 

des Raumes der endlichen Folgen in II G. 
Die \Virkung von II, II, Co auf nattirIiche 'l'ransformationen ist 

klarerweise komponentenweise gegeben, z. B. II 'f] (fxlx (1) Ix)x. 
Dadurch sind Funktoren definiert: Co, II, II: Bane bzw. Bancop 

bzw. Bancop x 0 -l>- Ban. 

8.7. Proposition: Es seien F: C -l>- Ban. ]Ii: coP -l>- Ban und 
G : cop X C -l>- Ban Funktoren. Dann sind II F, II J?, Co J? linke 
Banach-[[C]]-Moduln, II II]Ii, co]i' rechte Banach-[(C]]-Moduln 
und II G, II G, Co G, [G], [[G]] sind Banach-[[CJ]-Bimoduln. II, II, Co 
[.], [['1] (die beiden letzteren nur flir Bifunktoren) sind Funktoren: 

Bane -l>- Ban[[Cll 

BaneoP -l>- Ban[[elloP 

BaneoP x C -l>- Banfr cnop x[[ell. 

Dieselben Aussagen gelten naturlich auch fur die Teilalgebra [e]. 

Beweis: Die Modulwirkung ist immer dadurch gegeben, daB man 
die Wirkung einer Matrix auf einen Vektor (oder auf eine andere Matrix) 
imitiert. Bevor wir sie niederschreiben, erinnern wir den Leser an die 
Bezeichnungsvereinbarung 3.1, die wir hier der Einfachheit halber 
wieder verwenden: 

Uyx E C (X, Y), Ix E J? (X), IY E J? (Y), gyX E G (X, Y), dann sei 

uyX Ix = J? (l,tyX) Ix.ly 1.tyX = J? (1.tyJl') IY, uyX gXZ = G (Z, UyX) gxZ , 

gzY uyX = G (uyX, Z) gzY. 

Ein oberer Index 1St also immer kontravariant und ein Spalten
index, ein unterer ist kovariant und ein Zeilenindex. 
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n F, 1I F, Co F k6nnen daher als Raume von Spaltenvektoren 
(nur Zeilenindizes) aufgefaBt werden und n F, 1I F, Co 11' als Raume 
von Zeilenvektoren. 

Nun sei u = [uyX] E [[e]]. Dann sind die verschiedenen Wirkun
gen von u gegeben durch: 

u'l = [uyX] . [tx] = (L uyX Ix]y ffir I = [tx] E n F, 1I F, Co F; 
x 

I' u = [fY] • [uyX] = [L IY uyX]X fUr 1= [fY] En)', II p, Co p, 
'7 

U' g = [UyX] . [!lYX] = [L uyX gxZ]yZ, 
x 

g •u [gyX] . [1tyX] [L gzy uyX]zX, 
y 

flir 9 = [gyX] EnG, II 0, Co 0, [0], [[G]]. 

DaB aIle diese Wirkungen bilinear und Modulwirkungen sind, ist 
klar dureh ihre Ahnliehkeit mit Matrix:- und Vektormanipulationen. 
Wir haben noeh die Norrnungleiehungen nachzupriifen: 

Ilu' liirrP = sup II L uyX Ixllp(y) :( sup L j1uyxllc' Illxll :( 
y x Y X 

:( sup'E liuyXllc ' sup !llzll :( liu!l[[cll . UllrrF' 
y x z 

Ilu· f,/uF 'E II 2.: UyX IxIIF(Y) :( 'E ('E lIuyXPd II/xii :( 
y x x y 

:( sup'E ,1uyXllc . L Illzii :( Ilull[[c]]' jllilup. 
x y z 

Urn das Resultat ffir Co F zu zeigen, gentigt es, naehzuweisen, daB 
u . / eine endliche Folge ist, wenn u zeilen- und spaltenendlich ist und 
/ eine endliche Folge, denn dann hnn man die Stetigkeit der Wirkung 
in II F verwenden. Diese Tatsache wieder ist leicht einzusehen durch 
ein Argument ahnlieh dem im Beweis von 8.4. Die Normungleiehun. 
gen ftir n F, IIF, Co P k6nnen analog abgeleitet werden, und zusammen 
mit den eben gezeigten ergeben sie aueh die flir II G, II G, Co O. Die 
Rechnungen fUr [OJ und [[G]] haben wir im Prinzip schon in 8.3 dureh. 
geftihrt. 



Banaoh·Semikategorien III 227 

1st .~: F -+ Fl cine naturliche Transformation, dann sind II "I), 

II -~ und co'~ [[C]]-Modulhomomorphismen wegen: 

n "I) (u . f) = n 'tj [::E uyX tx]y = ["I) ::E uyX tx]y = 
X X 

= [::E uyX ('tj tx)]y = u . (II 'tj (/)). 
X 

Ahnlich zeigt man das fur Fund O. qed. 

8.8. Bemerkung: Wenn C eine Semikategorie mit approximieren
den Einheiten irgendeiner Art (1.5) ist, dann hat [C] eine approximie
rende Einheit derselben Art: Man verteile approximierende Einheiten 
auf endlich viele Stellen der Hauptdiagonale einer Matrix. Das gilt 
nicht fur [[C]], wenn C unendlich ist. 1st C eine Kategorie, dann besitzt 
[C] approximierende Einheiten jeder Art, und [[C]] ist eine Banach
algebra mit Identitltt. 

8.9. Der Funktor T: Wir entwickcln nun cine Methode, Funkto
ren aus gegebenen [[C]]- und [C]-Moduln zu konstruieren. Da jeder 
[[C]]-Modul auch ein [C).Modul ist, gcnugt es, das fur [C]-Moduln 
durchzufuhren. Zunachst etwas Notation: ist uyX E C (X, Y) gegeben, 
dann kann man diesen Morphismus auch als Element von [C] auf· 
fassen, niimlich aIrs die Matrix, deren einziges nichtverschwindendes 
Element gerade uyX an der Stelle (X, Y) 1st. Wir bezeichnen diese 
Matrix mit demselben Symbol uyX (ohne Klammer). Es sei V, V 
jeweils ein rechter bzw. linker Banach-[C)-Modul und W ein Banach
[C]-Bimodul. Wir werden folgende Funktoren konstruieren: TV: C -+ 

-+ Ban, TV: cop -+ Ban, T W : Cop X C -+ Ban. 

(a) 1st X E C, dann definieren wir T V (X) ala den abgeschlosse
nen linearen Teilraum von V, der von allen Elementen der Form 
uxz . v, uxz E C (Z, X), Z E C, V E V erzeugt wird, d. h., T V (X) 1st 
die abgeschlossene lineare Hulle von [C){X} x ICi • V (Bezeichnung aus 
8.5). Dazu gibt es eine isometrische Einbettung (yv: T V (Xl -+ V. 

T V (X) ist definiert ale die abgeschiossene lineare Rulle von 
V . [C]ICI x {X}- d. h. der abgesehlossene lineare Teilraum, der von allen 
Elementen der Form v' uzx , uzx E C (X, Z), Z E C, V E V erzeugt 
wird. Auch hier bezeichnen wir die isometriache Einbettung mit 

ix v :T '" (X) -+ V. 
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T W (X, Y) ist die abgesohlossene lineare Rtille von [CJ{y} x IC! . 
• W' [C]CI x {X}, und dieisometrische Einbettung ist (en: T W (X, Y)-l- W. 

(b) 1st fyx E C (X, Y), dann ist die Abbildung T V (fyX): T V (X)-l
-l- T V (Y) gegeben durch ihre Wirkung auf die erzeugenden Elemente 
von T V (X) : T V (fyX) (uxz . v) = fyx • uxz . 1) E T V (Y), d. h., 
T V (fyX) ist die Wirkung der einpunktigen Matrix fyx auf V, einge
sohritnkt auf den Teilraum T V (X), und ftihrt diesen tiber in den 
Teilraum T V (Y), da fyx das Rechtsideal [CJ{X} x ICI in das Rechts
ideal [CJ{y} x Ici tiberftihrt. Formal schreiben ,vir 

In genau derselben Art seien die Abbildungen T 11 (fyX) : T 11 (Y)-l
-l- T V (X) und T W (fyX, huZ) : T W (Y, Z) -l- T W (X, U) definiert. 

(0) TV, TV, T W sind Funktoren, da sie Restriktionen der 
Modul-Wirkungen sind, daher assoziativ, wenn definiert, und linoar 
und kontraktiv auf den Morphismenraumen. 

(d) 1st e: V -l- VI ein [C]-Modulhomomorphismus, dann sei 
T e : T V -l- T VI gegeben durch {T e)x (UXZ • v) e; (UXZ • v) UXZ • 

• e; (v) E T VI (X) fiir ein erzeugendes Element von T V (X). (T e)x 1St 
also die Restriktion von e auf den Teilraum T V (X) und bildet diesen 
in den Teilraum T VI (X) von VI abo Dadurch ist eine natiirliohe 
Transformation T e;: T V -l- T VI bestimmt, wie man leicht naohrech
net. Ebenso ist klar, daB T (e 0 'Il) = Teo T'll ist. Dieselben Uber
legungon gelten fUr 17 und W. 

8.10. Bemerkung: 1st C oine Kategorie (hat Einheiten), daun hat 
Mitchell [14J oine einfaohere Methode angegehen, T V zu konstruioren, 
die auoh in unsorem Fall funktioruerl und auf dem folgenden Lemma 
beruht. 

Lemma: 1st X ein Banachraum und oc E H (X, X) oin idempoten
ter Morphismus, d. h. oc2 = oc, dann konnen wir oc wie folgt faktorisie-

Gt 1t' L 

ren: (X -l- X) = (X -l- U -l- X), wobei TC 0 L = 1u gilt, TC eine Quotien
tenabbildung ist und IILII ~ Ilocll. 
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Beweis: Es sei U X/oc- l (0). Wir betrachten die kanonische 
Faktorisierung von oc in BanI (vgl. Buchwalter [1] odcr Cigler [2]): 

a '" a Ima 
(X --+ X) (X --+ X/oc-I (0) --+ oc (X) --+ X). 

Dabei ist 1': = coim oc und ii injektiv mit dichtem Bild (ein Bimorphis
mus). Da oc2 = oc, gilt auch 

im oc 0 ii 0 1': 0 im oc 0 ii 0 1': = im oc 0 ii 0 1':, 

also 
ii 0 1': 0 im oc 0 ii ii und 1': 0 im oc 0 ii 

ii 0 1': 0 im oc 1;X(X), d. h. ii-I 1': im oc, 

somit ist insbesondere oc (X) abgeschlossen in X. Weiters gilt 

1': 0 (im oc c ii) = ii-I 0 oc = I(O}' 

Definieren wir ~ im oc 0 oc, so erhalten wir 1': 0 ~ 1u und ~ 0 1': = oc, 
qed. 

Bentitzt man dieses Lemma, so sieht man leicht, daB man T V 
in 8.9 wie folgt definieren kann; 

v 
"'x

(V V) = (V -;;... T V (X) V), 

wobei 1x die idempotente Einpunktmatrix in [e] ist. FUr TV (fyX) 

haben wir den weit.ercn Ausdruck T V (fyX) 0 1':Xv = 1':yV 0 fyx, und 
fUr eincn Modulhomomorphismus E: V VI gilt (T e:)x 0 1':Xv 

= 1':XV1 0 E, wie man leicht nachprtift. T V (X) ist ein direkter Sum. 
mand in V. 

8.11. Wir geben nun einige Eigenschaften der ]'unktoren an, die 
wir konstruiert haben. Wir verwenden die in 8.7 und 8.9 vcrwendetcn 
Bezeichnungen. Ie I sci unendlich, um triviale FaIle auszuschlieBen. 

(a) T V, T '1' W sind immer e-wesentliche Funktoren (vgl. 4.1) 
nach Konstruktion. 

Fist genau dann C·wesentlich, wenn II F oder Co F [C}wesent
lich ist, oder wenn aquivalent dazu n F oder II F oder Co 11' [[e]]
wescntlich ist. Dicselben Aussagen gelten fUr F. Gist genau dann 
e-wesentlich, wenn n G oder Co G oder [0] [C]-wesentlich 1st, oder 

Sitzungsberichte der mathem.-naturw. XI., Abt. II, 185. Bd., 4.-7. Heft. 15 
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wenn aquivalent dazu eines (und damit aIle) von IT G, II G, Co G, [G], 
[[0]] ein [[C]]-wesentlicher Modul ist. 

(b) AIle Funktoren T, il, 11, Co, [,], [[.]] sind exakt, d. h., sie flihren 
kurze exakte Folgen in ebensolche tiber. Es gibt zwei Moglichkeiten, 
Exaktheit in Ban zu interpretieren: das BUd eines Morphismus ist 
dicht im Kern des nachsten; odeI' das Bild stimmt mit dem Kern tiber
ein. Die Aussage gilt flir beide Interpretationen. Der Beweis ist fUr T 
etwas umstandlich, fUr die anderen Funktoren nahezu trivial. Wir 
verziohten aus Platzgrtinden darauf, ihn vorzufUhren. 

(0) Fiir die Begriffe, die in 7.1 vorgestellt wurden, gilt: 11 triv F 
= triv II Fund II tot F tot II F, dasselbe gilt ftir 11, Co, [-J, [[.J] 
und fiir Fund G. 

Ftir triv Fist das klar, wegen (b) folgt es dann auch fUr tot F. 
(d) V 1st genau dann C-trivial, wenn '1' V (0) ist. 

§ 9 Adjungiertheitsrelationen 

9.1. Satz: Die Gleichung Ban[C] (LI F, V) BanG (F, T V) gilt 
nattirlieh fUr V E Ban[O] und C-wesentliehe F: C..,.. Ban; d. h. der 
Ji'unktor ll: (Banc)ess -)0 Ban[C] ist linksadjungiert zum Funktor 
T: Ban[O)..,.. (Bano)ess. Toll ist die Identitat auf (Banc)ess, und T 
und II sind beide vollig treu. 

Genau diesel ben Resultate gelten fiir Rechtsmoduln 17 bzw. Bi
moduln W und kontravariant~ C-wesentliehe Funktoren bzw. C-wesent
liche Bifunktoren G und auch, wenn man [C] durch [[Cn ersetzt. Die 
Beweise dafiir sind analog dem folgenden. 

Beweis: Da F C-wesentlich 1st, gilt T II F = F nach Konstruk
tion von T, und man iiberlegt sich auch leicht, daB auf den Morphismen
raumen T und II vollig treu wirken. 

Nun definieren wir Abbildungen 
¢ 

(a) Ban[O] (II F, V) ~ Bano (F, TV). 
o 

1st cp E Bano (II F, V) und jxF : F (X)..,.. II F die kanonische 
Injektion, dann behaupten wir, dall im (cp ojr) <:: 7.' V (X): Da F 
C-wesentlich ist, existieren fiir jedes Ix E F (X) Abbildungen UXZi E 

EC(Zt,X) undlzi F(Z,), i 1, ... , n, so daB III:uxz'lzi-lxIIF(X} < e. 
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(Wir haben die Konvention 3.1 verwendet.) Dann gilt 9 (~UxZi IZi) = 
= ~ UXZi 9 (fZi) e T V (X) und 119 (2: uxZi hi) 9 (Ix) Ilv ~ 11911 •S, 

also ist 9 (fx) ein Haufungspunkt und damit ein Element von T V (X), 
Die folgende Definition ist daher sinnvoll: 

(b) ixv 0 'Y (9)X = <P ojxl<': F (X) -+ T V (X). 
'1" (9) definiert eine natiirliche Transformation F -+ TV, da fiir 

fyx E C (X, Y) gilt: 

iyv 0 T V (fyX) 0 '1." (<p)x fyx 0 ixv 0 'Y (<p)x fyx 09 jxF = 
90 tyX 0 jxI" <p 0 jxI" 0 F (fyX) iyv 0 'Y (9)y 0 F (fyX), 

und da iyv ein Monomorphismus ist. Dariiber hinaus gilt 

11'1." (9)11 sup II'Y (9)xll ~ sup 1I<plllljxI"II ~ 11911. 
x x 

Sei nun umgekehrt ,E Bane (F, TV). Dann definieren wir 

(0 ,) : II F -+ V 
durch 

(c) (0,) = II (ixV 0 : II F (X) = II F -+ V, wobei wir die 
x x 

universelle Eigenschaft des Koprodukts in BanI verwendcn. Es gilt 
also 110 ,H ~ sup lI,xll li,ll, und 0, ist charakterisiert durch 

x 
(d) (0,) ojxI" = 0 'x. 
Wir behaupten, daB 0, ein [C)-Modulhomomorphismus ist: Sei 

u = [UyX] E [C] und t = [fx] E II F, dann ist 

(0 ,) (u . t) = (0 ,) [(~ uxz Iz)x] 
z 

= (0 ,) ~jxI" (L; F (uxZ) Iz) ~ L ixv 0 'x 0 F (~tyX) tz 
x z x z 

L L ixV 0 T V (UXZ) 'z (tz) = U . (~ izv 'z (fz» = 
xz z 

= U' (L (0 ,)jz!" (fz» U· ((01') (I)). 
z 

Nml zeigen wir, daB 'Y-I = 0 ist: Sci 9 Ban[C) (II F, V), dann ist 
0'Y (<p) ojxF ixv 0 '1." (<p)x = <p ojxF, und aus del' universellen 
Eigenschaft des Koproduktes folgt, daB €I 'Y (<p) = <po 1st umgekehrt 

16* 
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"t' E Banc (F, TV), dann ist ixv 0 '¥ 0 ("t')x (0 "t')x 0 jxF ixv 0 "t'x, 

also ('¥ 0 "t')x = "t'x, da ixv ein Monomorphismus ist. 
Nun zeigen wir noch, daB '¥ natlirlich in Fund V ist. Sei e:: V -?- VI 

ein [C]-Modulhomomorphismus und 7) : FI -?- F eine natlirliche Trans
formation C-wesentlicher Funktoren. Wir haben nachzuweisen, daB fUr 
<p E BanlO] (I1 F, V) gilt: Bano ('1j, T s:) '¥ (<p) = '¥ (Ban[C] (II 7), e) (tp». 

ixVlo (Banc ('1j, T e:) '¥ (tp»x = ixVl 0 ('1' e)x 0 '¥ (<p)x 0 '1jx = 

Fs: 0 i xV 0 '¥ (<p)x 0 '1jx = s: 0 'P 0 j x 0 '1jx s: 0 'P 0 II 7) 0 j rl = 

= ixVl 0 '¥ (s: 0 'P 0 II 7)x ixVl 0 '¥ (Ban[Cl (ll 7), s:) rp)x, 

und da ixVl mono ist, ist '¥ natiirlich. qed. 

9.2. Satz: Es sei C eine Semikategorie. Dann gilt die Gleichung 
BanlC] (V, fI Il) Banc (T V, F) natfulieh flir C-wesentliehe Hnke 
Banach-[C]-Moduln und F : C -?- Ban. 

Bemerkung: Diese Gleichung gilt aueh ftir Reehtsmoduln bzw-. 
Bimoduln und die entspreehenden Funktoren undwenn man [C] durch 
[[C]] ersetzt. Da Ban[e] (V, II F) = BaniC] (V, (H F)I!) ist und 
(fIF)ICl_e Co (FC-I!) , ist also der Funktor F -?- Co (Fc-e) reehts
adjungiert zum Funktor T: (Ban[C])eBs -?- (Banc)ess. Es gibt noeh 
andere Moglichkeiten, Adjunktionen aus der obigen Gleichung herzu
stellen. Die Situation ist hier unsymmetrisch und komplizierter als in 
9.1, da fI F nicht automatisch [C]-wesentlich ist. 

Beweis: Wir definieren wieder die folgenden Abbildungen: 

BaniC] (V, II 11') Banc (T V,F). 

Sei zunaehst '1j E Bano (T V, F). Dann definieren wir (1): V -+ H F 
auf Elementen der Gestalt U· v E V, U [UyX] E [C], v E V durch 
(0 '1j) (u· v) [7)Y (~uYx. v)]Ye a E H F (Y). 

x y 

Da naeh Voraussetzung endliche Linearkombinationen solcher Ele
mente dicht sind in V, die Summe ~ uyX • v in T V (Y) absolut kon

x 
vergiert und 1181)11 ~ 11'1j1i ist, kann €I 7) auf ganz V fortgesetzt werden. 

Man kann diese Konstruktion auch so ausdrlicken: Durch 
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7tyV (u . V) = ~ u yX . vET V (Y) ist vermittels stetigen Fortsetzens 
x 

eine Projektion 7tyV: V --i>- T V (Y) definiert, und nun ist 

o YJ = II (YJY 0 7tyV) : V --i>- II F. 
y 

o YJ ist also charakterisiert durch pxF 0 (0 YJ) = YJx 0 7tXv , wobei 
pxF : II F --i>- F (X) die kanonische Projektion ist. 

Man iiberlegt sich leicht, daB die Projektion 7tXv aIle Eigenschaf
ten der gleichnamigen Projektion aus 8.10 hat: T V (uyX) 0 7tXv = 
= 7tyv 0 uyX, 7tXv 0 ixv = IT v (X); ixv 0 7tXv ist aber nicht durch 
eine Wirkung aus [C] gegeben, denn diese ware ja Ix. 

Wir behaupten nun, daB 0 YJ ein [C]-Modulhomomorphismus ist. 
Sei u = [uyX] E [C]. Dann ist fiir v E V: 

pxF (u . (0 YJ) v) = ~ l' (UXZ) pzF (0 YJ) V = 
Z 

= ~ F (UXZ) YJZ 7tZv (v) = ~ YJx T V (UXZ) 7tZv (v) = 
z z 

= ~ YJx 7tXv uxz . V = YJx 7tXv (u . v) = pxF (0 YJ) (u . v). 
z 

1st umgekehrt cp Banc (V, n F), dann sei 

0/ (cp)x = pxF 0 cp 0 ixv : T V (X) --i>- F (X). 

Klarerweise gilt 110/ cp II ~ II cp II, und fUr fyx E C (X, Y) errechnen wir: 
(0/ cp)yO TV (fyX) = pyF 0 cpo iyVo TV (fyX) =pyF 0 cpo fyx 0 ixv = 

= pyF 0 fyx 0 cp 0 ixV = F (fyX) 0 pxF 0 cp 0 ixv = F (fyX) 0 (0/ cp)x. 

Daher ist 0/ cp eine natiirliche Transformation T V --i>- F. Nun zeigen 
wir, daB 0 und 0/ zueinander invers sind: Sei cp E Ban[C) (V, II F), 

dann ist 
00/ (cp) (u· v) = [0/ (cp)y (~uyx. V)]YEC = 

x 
= [pyF 0 cp 0 iyv (~Uyx. V)]YEC = 

X 

= [pyF 0 iy1tF 0 (T cp)y (~Uyx. v)]yec = 
x 

= [(T cp)y (~Uyx. V)]YEC = cp (u· v). 
x 
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}i'iir "fJ € Bano (T V, F) hingegen haben wir 

F('F 0 "fJ)x = px (0"fJ) 0 ixv = "fJX 0 

Es bleibt noch zu :zcigen, daB 0 natiirIich ist in V und F. Sei also 
"fJ € Bano (T V, F), rp: VI -+ Vein [C]-Modulhomomorphismus und 
0;: F -+ 1'1 eine natiirliche Transformation. Dann haben wir zu zeigen, 
daB Ban[O] (rp, II e) (0"fJ) = 0 (Bano (T rp, e;) "fJ) gilt: 

pxF1 0 BanlC] (rp, II 0;) (0 "fJ» = pXF1 0 (ll e;) 0 (0 "fJ) 0 rp 

= ex 0 pxF 0 (0 "fJ) 0 rp = e;x 0 "fJx 0 "ltXV 0 rp = 
(e: 0 1J)x 0 (T rp)x 0 "ltXVl = (BanO (T rp, e) "fJ)X 0 "ltxVl = 

= pr1 00 (Bane (T rp, 0;) "fJ). 

Die restlichen Aussagen des Satzes sind klar. qed. 

9.3. Lemma: Es sei C eine Semikategorie und G: Cop X C -+ Ban 
ein Bifunktor, Zein Banaehraum. 

(a) 1st G C-wesentlieh, dann ist 

Dinat (G, Z) Dinat (II G, Z) = Dinat (II G, Z) 
C [0] [[Cll 

natlirIich in Z und G. 

(b) 1st G C-total (7.1), dann ist 

Dinat (Z, G) Dinat (Z, II G) = Dinat (Z, II G) 
o (e] [[Cll 

= Dinat (Z, [[G]]) = Dinat (Z, [[GJJ) 
[C] [[eJJ 

natiirlich in Z und G. 

Bemerkung: Es geniigt, vorauszusetzen, daB em Komponenten
funktor von G C-wesentlich bzw. C-total ist, da im Beweis nicht mehr 
verwendet wird. 

Beweis: Wir fiihren den Beweis nur fur [C]; fUr [[C]J kann er 
wortwortlich iibernommen werden. 

(a) 1st oc € Dinat (II G, Z) und jG: G -+ II G die Injektion 
[C] 

jxG : G (X, X) -+ II G, so ist oc 0 jG : G -+ Z offensichtlieh C-dinatlirIich, 
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und es gilt ilaojGl1 ~ Iiali. Der Abbildung a-'.>-aojG ist auch sofort 
anzusehen, daB sic nattirlich in Z und Gist. 

1st umgekehrt ~ E Dinat (G, Z), so betrachten wir die Abbildung 
'" c 
~: U G -'.>- Z, definiert durch 

l!~X 

U G = U G (X, Y) -»- U G (X, X) -'.>- Z, 
X,YEC x C 

d. h. dureh 
'" 

~ ([gyX)) = l:: ~x (gXX) E Z. Dl~nn istl 
A 

~ II ~ II [311. Wir be-
A x 

haupten, daB [3 [C}dinattirlieh isjl (manehe Autoren, etwa Cigler [2], 
nennen das [C]-balanziert), d. h., daB fUr aIle g = [gyX] E U G und 

,-.. A 

U = [UyX] E [e] die Gleiehung ~ (u· g) ~ (g ·u) gilt: 
A A 

~ (u • g) = ~ ([l:: uyX gxZ]yZ) l:: ~y (l:: UyX gxY ) = 
x y x 

= l:: l:: ~y (uyX YxY ) = l:: 1:: ~x (gxY uyX) 
YX Xy 

l:: ~x (l:: gXY uyX) = [3 (g ·u). 
x y 

"-

Aus der Konstruktion ergibt sieh, daB ~ 0 jG = ~ ist. Es bleibt also 
nur noeh zu zeigen, daB fiir IX wie oben (a 0 jG)'" a ist, also 
0( (g) 1:: IX (jxx (gxX)) fUr aIle y = [gyX] E II G. Da klarerweise 

x 
0( = 1: IX jXY gilt, haben wir also zu zeigen, daB fiir X #- Y in C 

X,Y 

gilt: IX 0 jXY O. }!'iir ein Element der Gestalt uyZ gZX in G (X, Y) 

gilt nun IX (UyZ gzX) = 0( (YzXUyZ) a (0) = 0, da X #- Y, und da 
Elemente diesel' Form dieht sind in G (X, Y), versehwindet a auf 
jXY (G (X, Y)). 

(b) 1st a E Dinat (Z, n G) und pG: n G -lo- G die Projektion 
[C] 

p x G : n a -lo- G (X, X), so ist pG 0 IX offensiehtIieh C-dinatiirlieh und 
IIpG 0 IX ~ lIall. Aueh der Abbildung IX -»- pG 0 IX siaht man an, daB 
sie nattirlich in G und Z ist. 

A 

1st umgekehrt ~ E Dinat (Z, a), so batrachten wir ~: Z -lo- n G, 
cnf3x 

das durch Z -lo- n a (X, X) -'.>- n G (X, Y) gegeben ist. Dann 1st 
A X A~, Y A 

'" II ~ II ~ !! ~ ii, und klarerweise ist pG 0 [3 ~. ~ ist zudem [C]-dinatiir
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Hch, da U' ~ (z) [ur¥ ~x (z)]yx = [~y (z) UyX]yx = ~ (z) . u gilt. 
Es bleiht also noch zu zeigen, daB flir oc me oben (pG 0 IX) = IX ist, 
und da ( n p;y) 0 oc IX ist, geniigt es zu zeigen, daB fiir X =F Y in 

x.y 
yC gilt: ply 0 IX O. J!'iir jedes beliebige uv E C (Y, V) gilt nun fiir 

ZEZ: 
o = uvY • IX (z) IX (z) . uvY 

[UyY roc (z)]yR • ayW roc (z)WV uyY aYR]wR. 

Setzt man darin R = X und W = Y, dann erhiilt man 

Da G C·total ist, kann man darans schlieBen, daB 

roc (z)]yx =P;Y IX (z) = 0 

ist. Damit ist die Aussage (b) fiir IT G be wiesen. Fiir [[0]] bemerken 
wir nur, daB II G (X, X) isometrisch in [[0]] eingebettet ist, also sind 
aDe vorgefiihrten Konstruktionen auoh in diesem Fall anwendbar. 

qed. 

9.4. Satz: Es sei C eine Semikategorie und G: cop xC...;.. Ban ein 
Bifunktor. 

(a) Ist G C·wesentlich, dann ist 

X € C [C] [[Cl]

J G (X, X) = J li G = J II G 
natiirIich in G. 

(b) Ist G C·total, dann ist natiirlich in G 

r G (X, X) = r II G = r II G ( [[G]] = r [[G]]. 
x € 0 rO] [fc]] rO] [(0]] 

Beweis: Das folgt unmittelbar aus 9.3. Man verwende entweder 
den Beweisgedanken von 5.6 bzw. 6.6 oder beniitze 9.3 zum Hin· und 
Hertransportieren der universellen Eigensehaft. qed. 

Bemerkun/.l: Es geniigt wieder, C·wesentlich oder C·total von 
nur einem Komponentenfunktor zu verlangen. 
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9.5. Satz: Es sei C eine Kategorie (mit Identitaten). Dann ist 

(a) B[C] = B[C] = [[C]]. 

(b) ~ ([C]) = [[C]]. 

Bemerkung: Vermutlich gilt sogar fUr eine Semikategorie mit 

beidseitig approximierenden Einheiten B[C] = [[Bc ]], B[c] = [[HcJJ 
und ~ ([C]) = [[~ C]]. 

Beweis: (a) B[C] ist der Raum der Rechtsmodulhomomorphismen 

[C] -+ [C] (vgl. 2.1). 1st U E [[C]], dann ist v -+ U· v klarerweise ein 
Element von B(C] mit kleinerer Norm als Ilull. 1st umgekehrt cP E B[C], 

dann ist cp festgelegt durch seine Wirkung auf endliche Matrizen, da 
diese dicht sind in [C]. Sei also t eine endliche Matrix in [C], und es 
sei A s:: I C I eine endliche Teilmenge, die so groB ist, daB fyx i' 0 nur 

fiir X, YEA gilt. Dann ist UA . t = t, wobei [UA]XX = 1x fUr X E A 
und [UA]YX = 0 sonst (vgl. 8.8). Somit gilt: 

cp (I) = cp (UA • t) = cp (UA) . t = (L: cp (1x)) . t· 
XeA 

o = cp (0) = cp (1x 1y) = cp (1x) . ly. 

Daher ist [cp (1x)]uY = 0 fiir aIle Y -# X in C. 
Also ist cp (1x) nur in der Spalte mit Index X nicht identisch 0, 

und diese Spalte ist summierbar. Wir betrachten jetzt die Matrix 
L: cp (1x), deren X-te Spalte eben die X-te Spalte von cp (1x), und wir 

.reO 
bezeichnen diese Matrix mit cp (1). Dann ist jede Spalte von cp (1) 
summierbar und 

L: II[cp (lx)]zX II = Ilcp (1x}II ~ Ilcpllll1xll = Ilcpll, 
x 

also sup L: II [cp (1x)]zX II ~ II cp II· Nun ist noch zu zeigen, daB auch die 
x z 

Zeilensummen gleichmaBig beschrankt sind: 
Fiir jede endliche Teilmenge A C I C list 

L: II[cp (uA)]yZII = L II L: [cp (1x)]yZII = 
Z Z XEA 

= 	 L: II [cp (1x)]yXII, da fiir Z -# X gilt [cp (1x)]yZ = O. 
XEA 
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Der letzte Ausdruck wiederum ist gerade die Summe der Normen 
liber die Zeile Y von tp (UA) und ist daher kleiner oder gleich als 

II tp (uAh ~ II qll' il UA II = I: ql Ii, und zwar unabhangig von Yoder von 
der Wahl der endlichen Teilmcnge A ~ ICj, also ist 2: II[tp (l)]yXII ~ Iltpll 

x 
fur ane Y, also tp (1) E [[C]] und i! tp (1) II ~ II qlll· 

Nun sieht man leicht, daB fur jede endliche Matrix 1in [CJ und A 
wie oben gilt: ql (I) (2: tp (lx)) . 1= (2: tp (lx)) . 1 tp (1) . I, und 

IeA X 
zusammen mit der Uberlegung am Anfang des Beweises ergibt das 
H[a] = [[C)]. Die Gleichung H[CJ [[C]] beweist man genauso. 

(b) Sei {j, f) 6. [C] ~ wC] xH[C] (vgl. 3.2). Dann wissen wir 
-

bereits, daB 1E [[C]] via Linkstranslation ist und 1E [[C]] via Rechts· 

translation nach (a), und wir mussen nur noch zeigen, daB 1 t in 

[rC]] gilt; Seien u, v E [C], dann 1st U' (f. v) (u' I) 
.-

. v; setzt man 
nun U = UA aus der approximierenden Einheit (8.8) von [C], dann 

£olgt: I· v lim UA • (f. v) = lim (UA' I) . v = I' v fUr aHe v E [C), also 

1 
-
1in [[C]] in den entsprechenden Identifizierungen. qed. 
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