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PROLOG 

DER LATTENZAUN 


Es war einmal ein Lattenzaun, 

mit Zwischenraum, hindurchzuschaun. 


Ein Architekt, der dieses sah, 
stand eines Abends plotzlich da­

und nahm den Zwischenraum heraus 
und baute draus ein groBes Haus. 

Der Zaun indessen stand ganz dumm, 
mit Latten ohne was herum. 

Ein Anblick graBlich und gemein. 
drum zog ihn der Senat auch ein. 

Der Architekt jedoch entfloh 
nach Afri- od- Ameriko. 

Christian Morgenstern 
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VORWORT 

Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, eine Theorie der 
m-dimensionalen Mannigfaltigkeiten und VektorbUndeln zu 
entwickeln, die hauptsachlich zwei Forderungen erfUllen 
solI: (1) Die Kategorien der Mannigfaltigkeiten und 

VektorbUndel sollen abgeschlossen sein unter 
den Funktoren der Produktbildung ~ , dem 
Tangentialraum T und dem Funktionenraum S. 
Weiters solI das Exponentialgesetz gelten, 
d.h. S(N'Tr M,P) ~ S(N,S(M,P)) fUr Mannigfaltig= 

keiten N,M und P. 
(2) 1m endlich-dimensionalen Fall solI diese Theorie 

gerade die Ublichen Coo-Mannigfaltigkeiten und 
Coo-VektorbUndel liefern. 

U. Seip ist es gelungen,eine adaquate Theorie der 
Mannigfaltigkeiten zu entwickeln, die (1) erfUllt [Seip3J. 
Der entscheidende Gedanke dabei war, daB er Differenzier= 
barkeit Uber die Komposition mit Coo-Kurven definierte. 
Unter pra-Mannigfaltigkeiten versteht er dann Teilmengen 
von folgenvollstandigen lokalkonvexen Vektorraumen • Diese 
versieht er mit der Keneyfizierung der Spurtopologie und 
bekommt damit die kartesische Abgeschlossenheit der zuge= 
h5rigen Kategorie. Unter Mannigfaltigkeiten versteht er 
dann pra-Mannigfaltigkeiten, welche eine Art Exponential= 
abbildung besitzen. FUr die zugehorige Kategorie kann er 
die Abgeschlossenheit unter den gewUnschten Funktoren, und 
damit die kartesische Abgeschlossenheit beweisen. 

Leider ist diese Theorie nicht angepaBt an (2). Denn 
Beispiele wie der Graph einer nirgends differenzierbaren 
Kurve sind Mannigfaltigkeiten in seinem Sinn, mit faser= 
weise o-dim. Tangentialraum, aber keine klassischen Coo_ 
Mannigfaltigkeiten. Dies legt nun nahe, daB es daran liegt, 
daB Differenzierbarkeit und Topologie nicht genug zusammen= 
passen. Sozusagen wird die Topologie von den kompakten 
Mengen erzeugt und die Differenzierbarkeit von den Kurven. 
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Meine erste entscheidende Neuerung war nun, auch die 
Topologie mittels der Kurven zu erzeugen. Das liefert 
die von mir sogenannten Kurven-erzeugten Raume. 

Kapitel 1 behandelt die dazugehorige topoiogische 
Theorie. Es wird gezeigt, daB die Kategorie der Kurven­
erzeugten Raume bicoreflexiv (1.1.), Produkt-abgeschlossen 
(1.3J und kartesisch abgeschlossen (1.5.) in der Kategorie 
der KeTIey-Raume liegt. Wobei die Funktionenraume in Analogie 
zur kompakt-offenen-Topologie die Kurven-offene-Topologie 
tragen (1.4.). Es wird gezeigt, daB die Objekte Folgen­
erzeugt und lokal-wegzusammenhangend sind (1.2.). 
SchlieBlich wird die entsprechende Uniformitat. auf den 
Funktionenraumen behandelt (1.6.) 

Kapitel 2 stellt die notige Theorie der lokal-konvexen 
Vektorraume bereit. In (2.1.) werden die gebrauchten 
bekannten Tatsachen der Theorie der topologischen Vektor= 
raume aufgelistet. (2.2.) behandelt lokal-konvexe Vektor= 
raume,die zugleieh Kurven-erzeugt sind. In (2.3.) werden 
Coo-Kurven studiert, und das fUhrt. dazu,lokal-konvexe 
Vektorraume zu betrachten, deren Topologie von den Coo_ 
Kurven erzeugt wird (2.4.). SehlieBlieh werden noeh 
Kurvenintegrale behandelt (2.5.). 

In Kapitel 3 werden nun Teilmengen von folgenvollst. 
lokal-konvexen Vektorraumen betrachtet, von mir sogenannte 
Vektormengen~die das Analogon zu den Seip'sehen pra= 
Mannigfaltigkeiten sind. FUr diese laBt sieh Differenzier= 
barkeit und Topologie Uber die Coo-Kurven definieren 
( analog zu (Seip3J) und damit der Tangentialfunktor T 
(3.1.). In (3.2.) werden die Funktionenraume mit der 
Topologie der gleiehmaBigen Konvergenz in allenAbleitungen 
auf den Coo-Kurven versehen. (3.3.) fUhrt .die Whitneysumme 
und partielle Tangentiale ein. Und in (3.4.) wird mit den 
zu [Seip3J analogen Beweisen die kartesisehe Abgeschlossen= 
heit der Kategorie der Vektormengen gezeigt~ Damit erhalt 
man also eine Kategorie,die vollstandig (3.1.)und abgeschl. 
unter den gewUnschten Funktoren ist und fUr die das 
Exponentialgesetz gilt. 
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Das 4. Kapitel behandelt nun die zweite entscheidende 
Erweiterung der Seip'schen Theorie, namlich VektorbUndel. 
Klassisch sind VektorbUndel durch lokale Trivialisierungen 
definiert. D.h. lokal Uber jeden Basispunkt ist das Vektor= 
bUndel trivial. Da in meinem Fall die offenen Mengen gerade 
von den Kurven erzeugt werden, liegt es nahe, Trivialisier= 
ungen langs Kurven zu fordern. Verlangt man noch gewisse 
kanonische Vertraglichkeitsbedingungen, dann erhalt man 
die hier betrachteten VektorbUndel (4.1.).In (4.2.) werden 
dann Pullbacks von VektorbUndel, sogenannte induzierte 
BUndel und Whitneysummen, betrachtet.(4.3.) enthalt die 
Theorie der HomomorphismenbUndel und gipfelt in einem 
Darstellungssatz fUr das KurvenbUndel eines VektorbUndels. 
In (4.4)wetden schlieBlich das TangentialbUndel und seine 
kanonischen TeilbUndel - das vertikale BUndel und das 
horizontale Blindel - behandelt. 

Kapitel 5 enthalt nun die Theorie der Mannigfaltigkeiten. 
Und zwar wird in (5.1.) eine volle Teilkategorie der Vektor= 
mengen, namlich die Kategorie der pra-Mannigfaltigkeiten, 
behandelt, die im wesentlichen das Analogon zu den Seip'schen 
Mannigfaltigkeiten sind, wobei ich noch eine gewisse Homogen= 
itatseigenschaft fordere. Diese Kategorie ist dann abgeschl. 
unter den geforderten Funktoren, und diese kommutieren bis 
auf natUrliche Isomorphismen. AuBerdem werden VektorbUndel 
liber solchen pra-Mannigfaltigkeiten studiert. 

In (5.2.) sondere ieh schlieBlich eine weitere Teilkategorie, 
die der Mannigfaltigkeiten,aus. Objekte sind pra-Mannigfaltig= 
keiten, deren TangentialbUndel ein VektorbUndel ist. Diese 
Kategorie ist ebenfalls abgesehlossen unter den Funktoren 
und VektorbUndelbildung. In (5.3) wird dann gezeigt, daB 
diese Kategorie auch (2) erfUllt, d.h. im endlich dimensionalen 
Fall liefert sie gerade die Ublichen Mannigfaltigkeiten und 
VektorbUndel. AuBerdem werden noch Mannigfaltigkeiten Uber 
Banachraumen als Beispiele behandelt. 

http:4.1.).In
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KONVENT10NEN 

Diese Arbeit ist in Kapitel, Subkapitel, Absatze und Punkte 

gegliedert. Die Punkte numerieren fortlaufend die Bemerkungen, 
Definitionen und Satze eines Absatzes. Entsprechende Verweise 
erfolgen durch Angabe von 4 Zahlen in Klammern. Definitionen 
werden mit ".!lliI" angekUndigt. Die in Klammern stehenden 
AusdrUcke in den Definitionen sind die entsprechenden AbkUrz= 
ungen (z. B.: X he iBt Kurven-erzeugter Raum (Kurv. erz.) : * ... ) . 
AusdrUcke,die in Beweisen in Klammern stehen, sind nahere 
Erlauterungen der SchluBweise. Das Ende eines Beweises wird 
durch "0 " gekenntzeichnet."oBdA" heiBt"ohne Beschrankung der 
AIIgemeinheitl: Eine Aussage gilt "immer wieder" (i.w. ) genau 
dann,wenn zu jedem n ein groBeres m existiert, fUr das sie 
gilt. Eine Aussage gilt"schlieBlich"(schl.) genau dann, wenn 
ein n existiert, so daB sie fUr aIle groBeren m gilt. 
Kategorien werden durch Unterstreichen des entsprechenden 
!~adikat~ bezei_chnet (z.B.: T2R ist die Kate~,,-rie der T2-Raume). 
~ bezeichnet das kategorielle Produkt und II das kategorielle 

Co-Produkt (Summe) und wird auch fUr 2-fache (Co-)Produkte 
verwenc.et (XlT' Y , X.1L Y )."~" heiBt, daB das umgebende 
Polygon kommutiert. 1st ein Morphismus strichliert eingezeichnet, 
so bedeutet das, daB er existiert und das Diagramm kommutativ 
macht. A steht fUr den Allquantor,und V fUr den Existenz= 
quantor und ~ fUr die Negation. 

http:verwenc.et
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1. 	KURVEN-ERZEUGTE RAUME 

In diesem Kapitel moehte ieh solehe T2 (d.h. Hausdorff)­
Raume naher untersuehen, deren Topologie dureh die Kurven 
in Ihnen gegeben ist. Es seien im folgendem aIle Raume T2 • 

1.1. COREFLEXIVITAT: 

1.1.1. 	Kurvifizierung als Funktor: 
Analog zur K~lleyfizierung moehte ieh nun folgende 

Modifikation der Topologie betraehten : 
1.DEF: Sei X ein T 2-Raum, dann bezeiehne Kurv X (die Kurv= 
ifizierung von X) die selbe Punktmenge wie von X versehen 
mit der final-Topologie bzgl. der stetigen Kurven von I 
naeh X. Wobei I das Einheitsintervall 1st. 

Da die Topologle von Kurv X feiner ist als die ursprUng= 
liehe, ist tX: KurvX ... X , x ..... x stetig und somit ein B1= 
morphismus in der Kategorie T2R der T2-Raume. 

Als Mitteilungszeiehen fUr stetige Kurven von I naeh X 
verwende ieh in Zukunft immer den Buehstaben e. 

Die Kurv X -Topologie laBt sieh wie folgt besehreiben: 
2.LEMMA: 0 ist KurvX -offen (;::> ~ e-1 (0) ist I-offen 

A ist Kurv X -abg. ¢:;o ~ e-1 (A) ist I-abg. 
f : Kurv X - Y ist stetig <~ 0 foe: I -+ Y 1st stet1g 

Diese Aussagen s1nd vollig evident, da dies gerade 
eharakterisierende Eigensehaften der final-Topologie sind. 

Das naehste Lemma besagt, daB I eouniversell fUr Kurv= 
iflzierungen von T2-Raumen ist. 

3.LEMMA: Sei q: lL I ~ KurvX definiert dureh q(te ) :=e(t) 
c € C(I,X) 
dann 1st q eine Quotientenabbildung. 

lL bezeiehne das Co-Produkt (Summe) in der Kategorie 

T2R und C(X,Y) := {f: f: X .... Y 1st stet1g} • 

BEWEIS: q ist surj.: x € X ~ konst : I .... X ist stetig 


und q(konst )~x.t ~x 
x 


q ist Quotientenabb.: 0 sei Kurv X -off. ~ 


0q-1(0)n Ie = e-1 (0) ist I-off. ~ q-1(0) ist off. 

D. h. Kurv X = ( %I) /,.y wo t e IV t 'e' : ~ e ( t) = e I (t' ). 0 
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1.1.2. Kurven-erzeugte Raume als Kategorie: 
Mittels Kurv konnen wlr nun die gewUnschten Raume 

def inieren : 

1.DEF: X heiBt Kurven-erzeugter Raum (Kurv.erz.) :~ 
~ X = KurvX 

D.h. wegen 1.1.1.2.: 
bzw. 

0 ist off. 
A ist abg. 

~ 
~ 
~ c-1 (o)

-0 c-1 (A) 
ist off. 
ist abg. 

bzw. f: X ... Y ist stetig <=> 0 f 0 c ist stetig 
Das nachste Lemma liefert die Universalitat von tx : 

2.LEMMA: X sei Kurv.erz. => 
f : X -+ Y ist stetig 4=* f: X -+ Kurv Y ist stetig 

BEWEIS: Sei vorerst X: =I • Wegen der Definition d. 
Topologie von KurvY als final-Top. bzgl. C(I,Y) gilt: 
C(I,Y) = C(I ,Kurv Y) und somi t gilt das Lemma fUr X=I • 

Sei nun X beliebig Kurv.erz.(d.h. X=KurvX) danngilt: 
f:X=Kurv X -+ Y stetig ~ "2 foe: I ... Y stetig ~ 
~ 0 foe: I ....KurvY stetig * f:X=KurvX .. Y stetig 0 

Somit erhalten wir folgenden 
3.SATZ: (1) Kurv.erz. ist die bicoreflexive HUlle von I. 

(Kurv X ,tX) ist die Coreflexion von X. 
(2) 	Kurv.erz. 1st Quotienten-und Collmiten-abgeschl. 

und somit covollstandig. 
(3) 	Kurv: T2R -+ Kurv.erz. ist ein Funktor, der 

Limiten erhalt. Somit ist Kurv.erz. vollst., 
und die Limiten in Kurv.erz. sind die Kurv­
ifizierungen der Limiten in T2R • 

BEWEIS: (1) 'LX ist universeller Pfeil undBimorphismus 
nach obigemund somit eine Bicoreflexion. Kurv.erz. ist 
die bicoreflexive HUlle von I,da nach 1.1.1.3. sieh jeder 
Kurv.erz. Raum als Quotient einer Summe von I darstellen 
laBt.[Herrlich-Strecker:285] 

(2) Als monocoreflexive Teilkategorie ist Kurv.erz. 
abgeschlossen bzgl. Quotienten und Colimiten.[Herrlich­
Strecker: 282] 

(3) Kurv ist als Coreflektor ein Funktor und 
erhalt Limiten.[Herrlich-Strecker:280] 0 
BEMERKUNG: Die Kategorie Kurv.erz. ist in gewisser Weise 
dual zur Kategorie kpT2R der kompakten T2-Raume, denn 
diese ist die epireflexive HUlle von I. 
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1.2. TOPOLOGISCHE EINORDNUNG : 

In diesem Kapitel mochte ich die Zusammenhange zwischen 

Kurvenerzeugtheit und anderen topologischen Eigenschaften 

studieren. 
1.2.1. 	Eigenschaften,die aus Kurv.erz. fOlgen: 

Als erstes einen Satz,der den Zusammenhang zu anderen 
Erzeugtheitsbegriffen herstellt. 

1.SATZ: 	 Kurv.erz. ~ FIg.erz. (~ kp.erz. ) 
Wobei FIg.erz. heiBt, daB die abg. Mengen gerade die 
Folgen-abgeschl. sind.(D.h. der Raum tragt die final-Top. 
bzgl. der konvergenten Folgen.) 
Und kp.erz heiSt, daB die abg. Mengen gerade die kompakt­
abg. (d.h. der Durchschnitt mit kp. Mengen ist abg.) sind. 
(D.h. der Raum tragt die final-Top. bzgl. der kp. Teil= 

mengen. ) 

BEWEIS: A ist FIg-abg. z~·A ist abg.: Angenommen A ist 


,abg. => Y c-1 (A) ist ,abg. * t Yt tn -e e1(A),t -e c 1(A) ~ 

c(tn ) -+ c(t) ,c(tn ) € A,c(t) f- A .. n Widerspr. zu A FIg-abg.D 


2. 	Die ein wenig starkere&genschaft F-Raum (d.h. der FIg­
AbschluB stimmt mit dem Gewohnlichen Uberein) wird aber 
nicht mehr impliziert. 

Kurv.erz. '1 F-Raum ( ~ 1.Abz.A. ) 

Ein entsprechendes Gegenbeispiel bildet lim IN Rn. 
-ne 
(S.2.2.1.'+-.) 

Eine Beziehung zu den Zusammenhangseigenschaften stellt 
folgender Satz her: 

3.SATZ: Kurv.erz. ~ IOk.weg-zshg. ( ~ lok.zshg. ) 
BEWEIS: Sei x-eU offen, B:= f y: V c(I) = U, c(o)=x, c(1)=

c 
die Weg-Komponente von x in U. =y] 
Sei c: I .... X stetig, t -e c-1(B) ~ clcU) offen '* c verbindet 
c(t) mit c(s) fUr s nahe t • c(s) mit x Uber c(t) verbind= 
bar ~ s -e c-lcB) fUr s nahe t ~ c\B) ist offen .. B ist 
Kurven-off. ~ B ist offen. 0 

Als Folgerung ergibt sich, daB fUr Kurv.erz.Raume aIle 
Unzusammenhangseigenschaften zusammenfallen. 

4. FOLGERUNG: X sei Kurv.erz.* 
X erbl. unzhg. ~ X total unzhg. <=> X O-dim. # X diskret 



-8-	 1 • 2.1 • /2. 


Wobei X erbl.unzhg. heiSt, wenn die einzigen zusammen= 


hangenden Teilmengen die Punkte sind. 

Er heiSt total unzhg., wenn der Durchschnitt aller off­

abg. Umgebungen eines Punktes trivial ist. 

Und er heiBt a-dimensional, wenn eine Basis aus off -abg. 

Mengen existiert. 

BEWEIS: Bekanntlich gilt fUr T2-Raume: diskret * a.dim. ~ 


~ total unzhg. * erbl.unzhg •• Es bleibt somit nur z.z.: 

erbl.unzhg. * diskret. Sei U eine offene, oBdA wegzhg. 

(da X als Kurv.erz.Raum lok.weg-zshg. ist) Umgebung von x. 

~ U zhg. * U = {x} (da X erbl.unzhg.) ~ {xl off. ~ 


X diskret. 0 


1.2.2. 	Eigenschaften,aus denen Kurv.erz. folgt: 
Zuerst eine eher technische Charakterisierung der Kurv. 

erz. Raume : 
1.SATZ: X ist Kurv.erz. 4=> (1) X 1st FIg.erz. 

(2) x -+x ~ V c(o)=x 1\ n c 

c (2-n ) = xn immer wieder. 


Die Bedingung (2) bedeutet, daB sich jede konvergente 

Folge "homoomorph" durch eine Kurve verbinden laBt, wobei 

unter Umstanden eine Teilfolge zu wahlen ist. 

BEWE IS: (=» (1) s • 1 • 2 • 1 • 1 • 


(2) x -+X • Falls x =X i.w., reicht c:= konst •n n x 
Sonst gilt oBdA x :#x immer =t> X ...,abg. => x ...Kurv-abg. =9­V 	 n n n 
c,tk-+t c(tk ) e {xn , .•}, c(t) ~ {xn, •• J, c(tk ) -c(t) ~ 

=> c ( t k ) = ' -+ CD, c ( t) = X =t> oBdA tk~ a, nk / CD ~xnk nkk

~ oBdA tk = 2- (Parameterwechsel). 


(4=) Sei A Kurv-abg.,a -e A, a -x (~ Vc c(o)=x, 

n 	 1 n n

c(2- ) = an i.w. * 0 -e c- (A) (A Kurv-abg.) =+- x == c(o) € A =t' 

A FIg-abg. ::;.. A abg. eX FIg. erz. ). 0 

Verscharft man bel ,den in 1.2.1. hergeleiteten Eigen== 

schaften die FIg.erz.heit zu 1.Abz.A. dann gilt die Um= 

kehrung: 


2.SATZ: 1.Abz.A. n lok.weg-zhg. ~ Kurv.erz. 
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BEWElS: Z. z. ist nur (2) yom 1. SATZ. Sei xk -+x , { Uk 1 
eine Umgebungsbasis von x, oBdA + , weg-zhg. ~ 

• ~ n(() rCri(k) Xn € Uk ~xn laBt sich mit xn+1 

in Uk durch eine stetige Kurve verbinden. Sei nun
cn 


X fUr t' 0

{c (t) : = ck (2_2k+1t) 	 fUr 2-k- 1 , t ~ 2-k ., die Zusammen= 

setzung der Kurven ck,die immer mehr beschleunigt wird. 
c ist stetig, da c schlieBlich in Uk liegt, und c(o)=x, 
c(2-n )=cn (O)=Xn • 0 

3. Es ist mir nicht bekannt,ob sich das folgendermaBen 
verscharfen 	HiBt: F-Raum" lok.weg-zhg. <; Kurv.erz. 


01 

(Flg.erz.) 

nt 
Allerdings gilt: kp.erz.n lok.weg-zhg. ~ Kurv.erz. 
Ein Beispiel liefert X: = 1f I . Denn X ist als kp. T2-Raum 

liC", 
kp.erz. und als Produkt zhg.,lok.weg-zhg. Raume lok.weg= 
zhg •• Aber X ist nicht 	FIg.erz. und somit nicht Kurv.erz.: 
Sei namlich A:= { (xi): x i =1 bis auf hochstens abz. viele}, 
dann sieht man leicht, daB A FIg -abg. ist. Andererseits 
ist A -.abg., denn 0 € A" A .0 

Hingegen laBt sich alternativ auch die Zusammenhangs= 
eigenschaft verscharfen, urn die Umkehrung zu erreichen: 

4.SATZ: FIg.erz. n lok.kontrahierbar ~ Kurv.erz. 
BEWEIS: Es genUgt wieder (2) vom 1.SATZ zu zeigen. Sei 
xk ... x und U eine offene kontrahierbare Umgebung von x, d.h. 
H: UXI .. U stetig, H(.,o)=x, H(.,1)=., H(x,.)=x existiert. 
~ oBdA xk € U. Sei 1 : ] 0,1] - IR wie folgt definiert: 
1(2-n ):=1, 1(3.2-n- 1):=O und dazwischen linear. Und sei 

c(t):= [ x fUr t ~ 0 ::} c(2-n)=Xn • 
H(~,l(t)) fUr 2-n- 1 ~t'2-n 

c ist stetig in t: (t#O) H(xn,.),l sind stetig und passen. 
(t=O) Sei U' eine off. Umgebung von x, 

oBdA U' ~ U .Da H(x,. )=x gilt (x) X I C;;; H-1 (U') =!> ¥ 
W off.Umgebung von x, WxI C;;; H-1 (Uf) (weil I kp.) => 
~ H(~,t)eU' fUr xn€W,und das ist schlieBlich der Fall. 

=* c(t) oS U' schlieBlich. 0 
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5. 	Allerdings muG nicht jeder Kurv.erz.Raum lok.korlrahierb. 

sein. Kurv.erz. ~ lok.einf.zshg. ~ lok.kontrahierbar 
Ein Beispiel bildet X:= U n-1 .x1 ~ 1R2 wo X1 := 

n e IN = { x+ (1 ,0) : //x/4 = 1 J 

Denn X ist als 1.Abz.A. und 10k.weg-zshg. Raum Kurv.erz., 

aber wegen n-1 .X1 ~ S1 + 0 ist er nicht 10k. einf. zshg •• 0 


6. 	SchlieBlich stellt sich die Frage, ob fUr Kurv.erz. 
Raume irgendwelche Trennungseigenschaften zusammenfallen. 
DaB dem nicht so ist,sieht man an Hand von Beispielen, 
die 1.Abz.A.,10k.weg-zshg und somit Kurv.erz. sind. Die 
angegebenen Nummern beziehen sich auf [Steen/Seebach) 

T2~T3 Bsp. 74 ; T3~T4 Bsp. 82 ; kpT4 'i: metrisch Bsp.107. 

1 .2.3. Kurven mit anderer Domane : 
In diesem Absatz mochte ich die Frage behandeln, inwie= 


weit es bei der Kurv.erz.he.1it darauf ankommt, daB die 

Kurven I als Domane haben. Der folgende Satz zeigt, daB 

man I durch sehr viel ersetzen kann. 


1.SATZ: 	 Sei F Kurv.erz., T31;. , ..,diskret =* 
2 

=* final-Top. bzgl.C(F,X) = Tope"vcnKurvX. 
BEWEIS: (i?) Sei A Kurv-abg., f: F ....X stetig * c1(f-1(A))= 
=(foc)-\A) ist abg. fUr c: I ....F stetig ~ f-1 (A) ist abg. 
(F ist Kurv.erz.) ~ A ist final-Top.bzgl.C(F,X)-abg •• 

(C;;) Sei A final-Top. bzgl.C(F,X)-abg., c: I .. X 
stetig. Weil F lok.weg-zshg und ~diskret ist laBt sich I 
in F einbetten ~ oBdA I ~ F • Weil Fein T31;. -Raum und 

. 2I kp 1st laBt sich 1 I auf F 	fortsetzen, d.h.. I c) X 

,. cop: F -+ X 1st stetlg ,. m!~!c 

.. (cop)-1 (A) F-abg .... c-1 (A) = In (cop)-1 (A) ist abg. =* 

... A ist Kurv -abg.. 0 
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1 .3. PRODUKTE: 

In diesem Kapitel geht es darum eine genauere Vorstell= 
ung davon zu bekommen,wie das Produkt in der Kategorie 
Kurv.erz. aussieht, von dem wir ja wissen, daB es die 
Kurvifizierung des gewohnlichen Produkts in !2R ist. 

1.3.1. Topologische Produkt Kurv.erz.Raume: 
1. 	Zuerst einmal ein Beispiel, daB man sich das Kurvifizieren 

beim Produkt nicht schenken kann. D.h.:

'*'
Seien X, Y Kurv. erz. X x Y ist Kurv. erz •. 
FUr X:= loon Ck und Y:= lim 1N JRn -ne wird diese Aussage 
in 2.2.2.3. bewiesen. 

Daraus laBt sich nun leicht folgern, daB auch das Quadrat 
eines Kurv.erz. Raumes nicht Kurv.erz. sein muB. D.h.: 

Sei X Kurv.erz. ~ X x X ist Kurv.erz. 
Sei namlich Z:= X.u. Y => Z2 = X2 .JL. (X x Y) JL (Y)( X) .1L y2 und 
Z ist als Summe Kurv.erz. Raume wieder Kurv.erz •• Ware Z2 
Kurv.erz. dann auch der Summand Xx Y und dies ist ein 
Widerspruch zu obigen. 0 

Unter einer Kompaktheitsbedingung fUr einen Raum folgt 
aber doch die Entbehrlichkeit der Kurvifizierung : 

2.SATZ: X,Y seien Kurv.erz., X sei lok.Flg-kp. ~ 

* Xx Y ist Kurv.erz •. 
BEWEIS: Es genUgt die beiden Bedingungen in 1.2.2.1. zu 
verifizieren.(1) XxY ist Flg.erz. weil X,Y Flg.erz. und 
X lok.Flg-kp.[Engelking:271] 

(2) (xn'yn) .... (x,y) ~ xn-.x 
und c (2-n )=xn i.w•• Sei y' := Yk wo kn := 

x 	 -i n n 
: = max { i~n : c (2 ) =xi } => Y~ .... Y => v 

. cy
und c (2-n)=y~ i.w. ~ oBdA Cy(2-kn)=Ykn 1.W. 


c:= <c ,c >: I .. Xx Y ist stetig, c(2-n ) = (xn'Yn ) i.w. 

c(o)=(~,y) • a 


3. 	Es ware hier wohl noch zu erwahnen, daB fUr Flg.erz.Raume 
die lok.kp.heit die lok.Flg-kp.heit impliziert. Denn sei 
K eine kp. Umgebung von x=> Kist abg +K Flg.erz., 
abz.kp. => K Flg.kp [Engelking:266J • 0 
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1.3.2. Kompakt erz. Produkte: 

Obiges Gegenbeispiel und Satz waren nicht besonders 
Uberraschend, denn Ahnliches gilt ja auch fUr die Kategorie 
kp.erz •• Der folgende schone Satz besagt nun, daB das 
KeTIeyfizieren fUr das Produkt Kul"v. erz.. Raume schon aus= 
reicht um seine Kurv.erz.heit zu gewabcleisten.D.h.: 
X.Y seien Kurv.erz. * k(Xx Y) 1st Kurv.erz., oder da 

k(XxY) ja gerade das Produkt in kp.erz. 1st: 


1.SATZ: Kurv.erz. ist endl.Produkt abgeschl. in kp.erz. 
BEWE1S: Beim Kelleyfizieren k bleiben konvergente Folgen 
und stetige Kurven die gleichen, wegen dar universellen 
Eigenschaft bzgl. kp.(erz.)Raume und dar kp.heit von I 
und {1,1/2,1/3, •••• ,O}. Somit ist (2) von 1.2.2.1. er= 
fUllt (s.auch 1.3.1.2.). Nun zu (1) von 1.2.2.1.: 
Sei A in k(X x Y) Flg-abg. => A ist XxY-Flg-abg •• Angenom= 
men A .., kp-abg. => V A (l (KX XKy ) 1st ., a b g 1. 3~1 • 2 • 

KX ,Ky kp. 

KXx Ky Flg.erz. => y an €;Af) (KX x Ky), an -+a i A 

::t A .., Flg-abg. ~ n Wider~pruch. o. 


2.Dieser 	Satz laBt s1ch aber le1der nicht auf mviele 
Faktoren Ubertragen wie folgendes Beispiel zeigt. 
X:= lr{O,1J => X ist kp. ~ kX = X • Aber X 1st .,Kurv.erz.: 
x : =INc 0, •• •0,1 ,1 ,1 , ••• ) => .... 0 • Angenommen: V c (0) =0 n, xn c 

C(2-n )=Xn i~w. => cn:=prnoc :1 ~{O,1} stetig , Cn(o)=o
'* Cn (.) =0:+ c(.)=o '* Widerspruch zu c(2-n )"O i.w•• D 
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1.4. FUNKTIONENRAUME 

1.4.1. 	Homfunktor als Funktor: 
In diesem Kapitel geht es darum, auf C(X,Y) eine geeignet 

schone Topologie zu setzen, derart daB C : T 2RoPx T28. -+ T 28.. 

ein Funktor wird. 

1.DEF: CKurv(X,Y) := (C(X,Y), {Nc,uJc;u Y-off als Subbasis) 

wo Nc U : = {f : f ( c ( I)) = u 1 · 
Das definie~t also sozusagen die Kurven-offene - Topologie, 

die zwischen Pkt-off- und kp-off- Topologie liegt. 

2 SATZ: 	 C : T2RoP X T2R -'l>T2R ist ein Funktor.
• 	 Kurv - - - - -­

d.h.-: 	 f: Y ... Y' stetig '* f*: CKurv(X,Y) .....,.CKurv(X,Y') stetig 
wo f =CK (X,f) durch f*(g):= fog definiert ist.

* urv 
und go X' ~X stetig =-> g*: (X' ,Y) ",CK (X,Y) stetig. CKurv urv 

wo g* = CKurv(g,Y) durch g*(f):= gof definiert ist. 

BEWEIS: 	 (f*)-1 Nc ,u' = {g:fog-e Nc,u'} = Nc ,f-1 (U') off. 


(g*)-1 Nc ,u ... f f:fogeNc,u 1 == Ngoc,u off. CJ 


1.1j..u2~Zusammennarig zur kp --off :"'Topologie :­

1.SATZ: X,Z seien Kurv.erz., f: Z -..C(X,Y) '* 

fist stetig bzgl. der kp -off -Top. ~ 


~ fist stetig bzgl. der Kurv -off-Top. 


BEWEIS:Sei vorerst Z:==I ; f stetig bzgl. der Kurv -off­

Top •• Angenommen: f -,stetig bzgl der kp -off -Top. ~ t ~t 
f ( t n ) f. f ( t) ~ ¥ u t off. Umgebung von f ( t), f ( t n ) " f (t' i. w • 

~ oBdA 	 U'= NK,U ' f(tn)K ~ u, f(t)K <; u ~ k ~ K 
f(tn ) (kn ) "U '* oBdA k ..... k -e K (K Flg"kp.)n ~ 
V 	 -n n c c(o)=k, c(2 )=kn i.w. ::} f(t)oc: I ... Y (X Kurv.erz.) 

f(t) (c(o) )=f(t) (k) -e U ~ oBdA ( c Einschranken auf Teil= 

intervall) (f(t}ee)IC;;;U => f(t) -eN U => f(t ) eN U c, n c, 

schlieBlich ( f stetig ) => f(t ) (k ) -e U i.w. ~ 
n n 
Widerspr •• Die Umkehrung gilt klarerweise, da d1e 


kp -off -Top. feiner ist als d1e Kurv -off -Top •• 


Sei nun Z beliebig Kurv.erz.: ~ 


f 1st kp -off -Top. -stet1g ~ /\ foc ist bzgl. der 
c 

kp-off -Top. stetig # ~ foc ist bzgl. der Kurv-off-


Top. stetig ~ fist bzgl. der Kurv-off -Top. stetig. 0 
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2. FOLGERUNG: X sei Kurv.erz. * 
Kurv(C(X,Y) ,kp-off-Top) =Kurv CK ( X , Y) =: K(X , Y ) urv 

BEWEIS: Nach obigen Satz besitzen CKurv(X,Y) und 
(C(X,Y),kp-off-Top) die gleiehen stetigen Kurven und 
somit stimmen die final-Topologien bzgl. der stetigen 
Kurven Uberein, und das ist ja gerade die Kurvifizierung.O 

Es zeigt sich also, daB,falls man sieh auf Kurv.erz. 
Raume beschrankt,die ~p-off-Top. und die Kurv-off-Top 
das gleiche liefern. Der Vorteil der Letzteren besteht 
allerdings darin, daB sie den Kurv.erz. Raumen eher 
angepaBt ist, dies wird sieh in den Beweisen des nachsten 
Kapitels deutlich zeigen. FUr die praktischen und 
theoretischen Fragen ist es besser, eine grabere Topologie 
zu konstruieren, die dann universell zu einer sehanen 
Topologie verfeinert wird. 
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1.5. KARTESISCHE ABGESCHLOSSENHEIT : 

In diesem Kapitel seien X,Y,Z al~ Kurv.erz. Raume vor= 

ausgesetzt. FUr solche will ich das Exponentialgesetz 

Z"If Y Y)Z Y ( )
X ~ (X beweisen, wobei X synonym fUr K X, Y steht. 

Das besagt kategoriell ausgedrUckt, daB (.~ Y,k(Y,.» 

ein Paar adjungierter Funktoren ist. 

1 .5.1. Die Adjunktion : 

Als erstes beweise ich, daB diB Einheit ins der 

Adjunktion stetig ist : 

1 • SATZ: insx : X ..... CKurv (Y ,X "IT' Y) ist stetig 

wobei ins(x)(y):=(x,y) • 

BEWEIS: ins ist sinnvoll, denn ins(x): Y ... X x Y stetig ~ 

=* ins(x): Y -+XlT Y :=: Kurv(XXY) ist stetig. 

Sei nun X:=I ~ insX ist stetig: 

Es ist z.z. ins I : I-..Ckurv.(Y,IXY) ist stetig, denn 


I ist KUNerz. ,10k.Flg~kp. => I xY ist Kurv.erz. (1.3.1.2.). 


Sei also inset) € Nc,u' d.h.: ~ inset) (e(s»= (t,c(s» e U. 

~ V (t,c(s» eUsxVs C;; U, off. ::q. (c(I)kp) ~ 
U V 
s' s {Us'} ist endl.TeilUD ,. teU':= n Us' off. 

und t' e U' • ~ ins (t ' ) ( c (s» = (t ' , c (s» € U I X Vs' C; U 

~ ins(t') eN U =4> ins-1 (N U) <;; U' ~ t .. ins stetig.c, c, 
Sei schlieBlich X beliebig Kurv.erz. dann kommutiert 

folgendes Diagramm: 
X·___-=i:.::,:n=s:x:_---+-_ CKurv (Y , X 11' Y) 

t 
c # r(Kurv(c,,1 y »* 

I ___..;;;;;i=n.;:;:..sI._--"~ CKurv(Y' I 11' Y) 

:::> ~ insx 0 c stetig => inSX stetig. 

Als nachstes beweise ich, daB die Coeinheit ev der 

Adjunktion stetig ist. 

2.SATZ: evX : K(Y,X)'"JT' Y ..... X ist stetig 

wobei ev(f,y):= fey) 

BEWEIS: Sei wieder vorerst Y:=I. ~ ev ist stetig: 


Sei f(t)=ev(f,t)eU off. => tef-1 (U) off. ~ y 

Jist off. Intervall, t e J ~ J ~ f-1 (U) => 


~ (f, t) € U x J off. in CK . (I, X»( I ~NJ , ~v 1 
*NJ,UX' J off. in K(I,X)n-I und (f,t)eNJ,uxJC;ev(u). 

Sei nun wieder Y beliebig Kurv.erz., dann 

kommutiert folgendes Diagramm: 

http:i=n.;:;:..sI
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K(Y,x)TY--------------~e~v--------------------~~X 

c i * ev1 
I__...;;.,;C11i' 1±~~~K(Y ,X)"/T" I~2).1I' 1I-+K(I,X)T I 

stetig stetig 
weil 11"" funktoriell weil 1r, ( )* funktoriell 

wobei c1 ,c2 durch folgendes universelle Diagramm 
definiert sind: 

und somi t ist '6 ev 0 c stetig => ev ist stetig. 0 

Damit ist nun das folgende Theorem bewiesen, denndie 
~-Gleichungen 

X1r y __1Xll'Y_X 11" Y 

i"x.rT~~Y 

K(Y,X1tY)1I"Y 

der Adjunktion gelten trivialerweise, da sie fUr 

Abbildungen gelten. 


3. THEOREM: (. 1r Y ,K(Y , • ) , ins, ev) ist eine Adjunktion , 
und somit ist Kurv.erz. kartesisch abgeschlossen. 

1 .5.2. Folgerungen: 
Die 1. kategorielle Folgerung ist, daB der Isomorph= 

ismus beim Exponentialgesetz nicht nur ein solcher in der 
Kategorie Meng. ist,sondern sogar in der Kategorie 
Kurv. erz. • 

1.FOLGERUNG: K(Xlr Y ,Z) ~ K(X,K(Y ,Z)) wobei 
v 

f 1-+ f := K(1 ,f) 0 ins 
ev 0 (f TT 1) =: f 

".. 

4-4 f 


BEWEIS: Wie dem folgenden Diagramm zu entnehmen ist,er= 

fUllt K(X,K(Y,Z» die charakterisierende universelle 

Eigenschaft von K(X". Y,Z). 


Zoe ev K(Y,Z)1iYE evlT1 K(X,K(Y,Z))1TXlTY 

~ * . It f Y # ----~ 
f ~.: ~_---! f l 1r XltY 

U1TXlrY 
Und somit ist K(X,K(Y ,Z)) ~ K(Xn Y ,Z), wobei der Isomorph= 
ismus ()

1\ 

gegeben ist durch: 
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z (ev K(XTrY,Z)1r XlfY .. das ist K(1,.) 0 ins, 

evo(.~# jC}''''1 
K(X,K(Y ,Z))VXif Y 

1\ 

denn () = K(1 ,ev 0 (ev".. 1)) 0 ins als assozierter Pfeil 

" 
zu ev 0 (ev 1t 1 ), und somi t ist f = 


= (K(1,evo(ev11"1))oins)(f) = K(1,evo(ev lr 1))(f,.,:) :: 

= K(1 , ev) (f ( • ) , :) = f ( • ) ( :) = ev ( f ( • ) , :) = ev 0 (f 1T 1 ) 


v
und analog fUr () . 0 

2. FOLGERUNG: komp: K(Y ,Z) 1T K(X,Y) ~K(X,Z) ist stetig 
wobe i (f, g) ~ fog 

BEWEIS: Wegen der universellen Eigenschaft existiert 
ein eindeutiges F,das folgendes Diagramm kommutativ macht: 

Z. ev K (X, Z) 11" X Und wie man leicht nach= 

F1i 1 
.f. 
I rechnet, ist F = Komp • 
I 
I 

evl ~ 
IK(Y ,Z) ".. Y4 1 ll" ev K(Y ,Z) 1T K(X,Y)rrX 	 o 

3. 	Die Adjungiertheit hatte sich auch aus einer Arbeit 
von[Vogt] ergeben. Dazu mUBte man ~:= [In: n€ IN I 
setzen und damit ware sein k = Kurv.erz .• FUr die 
kartesische Abgeschlossenheit ware nur noch sein Axiom 2 
- ev: (C(In,X),kp-off) xIn -X ist stetig fUr X T2 ­
zu verifizieren, und dies ist eine etwas starkere Aussage 
als der wesentliche Teil meines Beweises, wobei man zu= 
satzlich noch darauf achten mUBte, daB wir verschiedene 
Funktionenraumtopologien verwenden. 

Eine andere Moglichkeit ware den klassischen Satz fUr 
kp.erz. Raume und der kp-off-Top. zu verwenden, denn 
das Kurv.erz.-Produkt stimmt mit den kp.erz.-Produkt nach 
1.3.2.1 Uberein, und nach 1.4.2.2. ist es in diesem Fall 
egal welche der beiden Topologien man auf dem Funktionen= 
raum betrachtet. Ich habe mich fUr meinen Beweis ent= 
schieden, da er mir kUrzer erscheint als der klassische 
(man hat ja auch mehr Struktur) und weil ich ahnliche 
Techniken auch bei der kartesischen Abgeschlossenheit 
der Vektor-Mengen verwenden werde. 
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1.6. UNIFORME RAUME : 

Da ich mich im nachsten Kapitel mit topologischen 

Vektorraumen beschaftigen werde, und diese in kanonischer 


Weise eine uniforme Struktur tragen, mochte ich jetzt 


uniforme Raume und deren Funktionen-Raume mit der Kurv­


off-Topologie behandeln. 


1.6.1. 	Homfunktor als Funktor: 

Zuerst mochte ich eine Uniformitat der glm. Konvergenz 

auf stetigen Kurven fUr die Funktionenraume definieren : 

1.DEF: Sei X ein T2-Raum und (Y, 'U.) ein UR (uniformer Raum) 

Cu(X,Y):= ( C(X,Y) ,{Mc,U} c;u e'U. als Subbasis d.Uniform. ) 


wobe i Mc ,U : = { (f, g) : It'- (f ( c ( t» , g ( c (t») e U } • 


Top(Y,U) sei der zu (Y,ll) gehorige topologische Raum. 


2.SATZ: X sei ein T2-Raum, (Y,U) ein UR => 
"* CKurv (X, Top Y) = Top Cu (X, Y) 

Als kommutatives Diagramm h.d.: 
T2ROP x UR Cu )UR 

1 x Top 1 # Topj 

T2RoP" T2R~Kurv_T2R 


BEWElS: Naeh Def. stimmen die zugrundeliegenden Mengen 


Uberein, es verbleibt somit die Gleiehheit der Top. z.z •• 


Sei also zuerst :f eN U => V 1\ Wf ( t) <; U (I kp) 

c, WeU tel e 

wobei Wx != {y: (x,y) eW} => fe (Mc,W)f C;; Nc,U 

Sei umgekehrt f e (Mc W):f '* 2V 
, U '= W 

Da I kp .. foe glm. stetig ~ V /t-t'/~o => (f(ct),f(et'»eU 
o 

Seien ti t , /ti+1-ti/~6 , si: l ..... [t i +1 'ti] stetig, 

C i 	: = e 0 si '* fen Ne U ~ (M W) f ' denn 
i' feet ) e, 


f(eit)=f(et') wo t'= sit i '* / t'-ti / ~ ~ "* 

=> (f(ctl),f(cti » eU. Und genN U ::¢o' 


c i ' feet ) 

~ (g ( ct ' ) , f ( cti) ) e U ~ (g ( ct ' ) , f ( ct I » ~ (g ( ct ' ) , f ( cti» 0 


o 	(f(et i ) ,f(et'» e U2 ~ W • 0 
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1.6.2. (Folgen-)Vollstandigkeit: 
Urn spater Integration betreiben zu konnen, werden wir 

Vollstandigkeit oder zumindest Folgen-Vollstandigkeit be= 
notigen. Sei also (Flg)yQE die epireflexive Teilkategorie 
von UR,die aus den (Flg-)vollstandigen Raurnen besteht. 

1.SATZ: X sei Kurv.erz., Y (Flg-)vollst.UR ~ 

* Cu(X,Y) ist (Flg-)vollst.UR 

Als komrnutatives Diagramm h.d.: 


Kurv.erz~px vUR------C~u~~~vUR 
[ - # repirefl. 

Kurv.erz~px FlgvUR 0u ~FlgvUR 
r # repirefl. 

Kurv. erz~P x UR Cu URI 

BEWEIS: Sei fi ein Cauchy-Netz ~ 


.... fi(x) ist Cauchy-Netz in Y ~ fi(x) ~ f(x) (Y vollst.) 

fi .. f , 1\ V V A A ( ) ( )
denn c,U W2~ U i i,it~1 t € I f1 (ct ,ff ct)e W 

o 0 

/\ V . 
t € I i = 1 (f (et) , f1 ( ct) ) € W

A tot 
~ t I (f(ct),f·,Cct)) = 

€ 1:. 2 
= (f(ct),fi(ct))o(fi(ct),fi,(ct))€w ~U 


t t 

und f stetig, denn f 0 c ist stetig, da 


(f ( ct) ,f ( ct' )) = 

= ( f ( ct), f i ( ct)) 0 (f i ( ct), f i ( ct ,)) 0 ( f i ( ct f), f ( ct t)) e v3 ~ U 

~ sehl. ~ t' nahe t ~ schl. 

f i ...,. f f i glm. stetig f i -. f a 

http:Flg-)vollst.UR
http:Flg-)vollst.UR
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2. LOKALKONVEXE TOPOLOGISCHE VEKTORRAUME 

2.1. KATEGORIELLE EIGENSCHAFTEN : 

In diesem Kapitel geht es darum, Eigenschaften der lokal= 
konvexen topologischen Vektorraume zwecks spateren Verweis 
aufzulisten. Da es sich dabei um wohlbekannte Sachverhalte 
handelt, erlibrigen sich die Beweise. 

2.1.1. 	Lok.konv.top.Vektorr. als Kategorie: 
1.DEF: 	E heiBt top.Vektorraum (TVR) :~ E ist Vektorr.(VR), 

E ist T2-Raum, Addition und Skalarmult. sind 
stetig. 

E heiBt lok.konv.TVR (lkv) :~ E ist TVR und 
{U : U ist konvexe o-Umgebung 1 ist eine 
o-Umgebungsbasis der Topologie. 

VR: lkv ~VR sei der VergiBfunktor, ebenso 
UR: lkv ~UR,wobei die natlirliche Uniformitat gegeben 

ist durch 'U.:= {{(x,y): x-y e U}: U ist o-Umgebung} • 
2.SATZ: lkv ist vollst., und VR und UR erhalten Limiten. 
(d.h. Limiten sind die Limiten der zugrunde liegenden VR 
zusammen 	mit der Limes-Uniformitat). 


lkv ist covollst., und VR erhalt Colimiten. 

~ ist additiv, und besitzt somit Biprodukte ® 


(d.h. 	 Abel. Gruppen und das Biprodukt ist 
,...,,...,,.,...K# ! gleichzeitig Summe und 

op""'''''' Homlkv x 	 lkv,.Meng Produkt.) 
R ist ein Separator und Coseparator (d.h. 

Hom( lR, 	. ) und Hom(., R) sind treu) oder genauer 
x e K konv. ,abg. '* V lex) ~ l(KT 

1 e Hom(E, lR)=: E' 
Siehe auch[Herrlich-Strecker:129J. 
AuBerdem genligt es, urn eine lkv - 'fopologie zu 

erhalten eine Filterbasis U v. absorbierenden (: ~ A V x n 

xenU) absolut konv.(:4* x,yeU, /t/+/s/'= 1 ~ tx+syeU) 

Mengen mit der Eigenschaft U e U =t 1/2.U eU vorzugeben. 

Diese erzeugt namlich eine eindeutige translationsinvar= 

iante lkv-Topologie. 
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3. 	Ein weiterer wichtiger Begriff ist der des strikten 

induktiven Limes: Ein induktiver Limes E der Ei heiBt strikt 
( E = str .lim E. ) : ~ E.-'- E" die i bilden eine gerichtete

- 1 1VR 

Menge, und i.l. j * Ei If{v Ej (d. h. tragt Spurtop.). 

Es gilt dann: UR erhalt str.induktive Lim. von Folgen 

[Schafer:5S]. 


2.1.2. Beschranktheit und Vollstandigkeit: 
1.DEF: B~Elkv => BheiBtbeschrankt:~ I\. V B<;nU 

Ue'll n 

wobei ich U sowohl fUr die Uniformitat als auch fUr den 

o-Umgebungs-Filter schreibe. 


2.LEMMA: 	 B ist Tr Ei-beschrankt 4=> 0 pri (B)=E i , beschrankt. 
B ist lLEi-beschrankt 4=> V B ~ Jl Ei,beschrankt. 

F endl. ieF 
B ist str.1.!m..Ei-beschr.~ 'r( B ~ En' beschrankt. 

FUr den Beweis s.[Schafer:27,56,59J. 
3.DEF: E heiBt (Flg- )v.lkv : # E ist lkv, UR E ist (Flg)vUR • 

4. LEMMA: v .lkv cepirefi. Flg-v .lkv cePirefl.. lkv 
und (Flg'v.lkv ist abgeschlossen unter Summen und 
str.induktiven Lim. von Folgen. 

Zum Beweis s.(Schafer:55,59J. 


FUr spater sind auch noch folgende Beispiele wichtig: 
5.DEF: X sei ein T2R .. C(X):= C(X,IR) 

Ck(X) := {f e C(X) : Trg fist kp.} 

Ilflloo:= sup If(x)1
x 

Cb(X) := {f € C(X) : Ilflloo £ CD ] 

U~ : = f f : 	II f. f lloo~ 1} wo €: X - IR 
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2.2. KURV.ERZ.LOK.KONV.TOPOLOG.VEKTORRAUME: 

2.2.1. Kurvifizierung eines lkv: 

In diesem Absatz mochte ich mich damit beschaftigen, wie 

man einen lkv Kurv.erz. machen kann. Dazu gleich folgender 

Satz, der besagt, daB es genugt zu Flg-ifizieren. 

1.SATZ: X sei lkv ~ FlgX (= KurvX) ist Kurv.erz. 

BEWE-IS: F: Xx I ... X, (x,t)....,.tx ist stetig ~ 

F: FIg X x I = Flg(X x I) _ FIg X ist stetig ~ FIg X ist 

lok.kontrahierbar, Flg.erz. 1.2.2.44> FlgX ist Kurv.erz •• o 

2. 	Leider muB die Folgifizierung und damit die Kurvifizier= 

ung eines lkv kein TVR mehr sein, wie folgendes Bsp. zeigt: 

X : = lkv- Jl IR , dann gilt fur A t;; X : 


2~o A FlgX- abg. ~ A Flg-abg. # 


# A f"I 11. JR ist J1 JR - abg., denn xn -+ x '* f xn1 beschr. 
F endl. F 

:::;> V xn € 11. R (2. 1 • 2. 2.) '* xn ~ x in Jl R und klarer= 
F endl F F 

weise auch umgekehrt. Das heiBt nun, daB die Abg.heit 

auf konverg. Folgen sich mitteJsder Abg.heit auf endl.dim. 

Teilraumen austesten laBt. 

Somi t tragt also FIg X die von den endl. dim. Te ilraumen 

induzierte Topologie, und das ist keine VR-Topologie: 

Angenommen FIg X ist TVR, oBdA ist die Indexmenge lNlN ~ 1N. 

e i seien die Basisvektoren, A:= l f(n)-1.(en+e;:nelN,f€1N1N 1 
:::;> A Flg-abg., 0" A • Sei U eine O-Umgebung =I> 

=#>- (\ rV ~ Ar'r re i e U , f (n) : = 1 + max fn, [ 1 / r J L 
~ i 0 ion 


Sei no so gewahlt, daB r f 1 L. fo(no)' dann ist 

f o (no )-1. ef -eU und wegen 0 r-1 Lf (n ) gilt 


-1 a . -1 no 0 0
fo(no ) .en e U ~ fo(no ) • ( + en ) -e (U+U) (\ A =»e f 

o 0 0 

=I> Addition ist ~ stetig. Widerspruch. 0 


Dieser letzte Teil findet sich in [Seip1: 32] • 


Das besagt also: X sei v.lkv r/:> FIg X = Kurv X ist TVR. 


3. 	Auch genugt es nicht bloB zu KeTIeyfizieren.um Kurv.erz.= 

heit zu erlangen,wie das nachste Beispiel zeigt: 

X:= IT ffi ist ein v.lkv., A:= f (xi)e 1T(O,1} : xi=O hochst. 
)1:1 

ahzahlbar oft.11 • 2. 2. 3~ A Flg-abg., -r kp-abg. ~ 
A ist Flg-abg in kX , -r abg in kX ~ kX -r Flg.erz. und damit 

.., Kurv.erz •. O D.h.: X ist v.lkv ~ kX istKurv.erz •• 

http:KeTIeyfizieren.um
http:1.2.2.44
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4. 	Auch mUssen Kurv.erz.Raume,die lkv sind,noch nicht 
F-Raume (im topologischen Sinn) sein.wie das kommende 

Bsp. zeigt. X:= Jl.IR ist v.lkv, Kurv.erz. (2.2.2.1.). 
IN 


Aber X ist ~ F-Raum: Sei namlich A:={(1/n,o, •• o,t,o, •• ): 

t ~ 0, n e IN 1, dann gilt 0 € A 'A • n 

1 


Denn eine O-Umgebungsbasis bilden die Mengen

ui := f (xn ) : L: /xn En/ L. 1 1 mit beliebigen , 

Wahle no' /2·eo/' to L. /2· eno /-1 , dann ist 


(1/no 'o, ••• o,to'o, •• ) € An ui. 

Aber 0 ist nicht im Flg-AbschluB von A, denn sei 


ak :=(1/nk ,o, .•• o,tk ,o, •• ) ~ 0 • nk1 ~ 0 • oBdA (Teil= 


folge) l' nk ! Q) •. f1/~ fUr i=nk
E • == 

~ ~ 	ak ~ ui Widerspr •. i' 0 sonst o 

D.h.: X sei Y .. l~v #-. X ist F-Raum . 

2.2.2. 	Abgeschlossenheit: 
In diesem Absatz mochte ich die Erblichkeitseigenschaften 

der Kurv.erz.lkv studieren, dazu folgendes 
1.LEMMA: Kurv.erz.lkv ist abgeschlossen unter 

abg.Teilraumen, Quotienten nach abg.Teilraumen und 
strikten induktiven Limiten von Folgen. 

BEWEIS: Weil in diesen Fallen die induzierte lkv-Topologie 

mit der Ublichen induzierten Topologie Ubereinstimmt, 

die entsprechenden Abgeschlossenheitseigenschaften fUr 

Flg.erz. Raume gelten und Flg.erz.heit mit Kurv.erz.heit 

fUr lkv Ubereinstimrnt,ist nichts rnehr z.z •• 


2. 	Nun ein Beispiel, daB Teilraurne Kurven.erz.lkv nicht 
Kurv.erz. zu sein brauchen. X:=(Cb(lN), {uc:'} c ..... o ) 
y : = Ck (1N) l~v X • 

·X 'Kurv.erz.: Dazu genUgt es z.z.,daB X FIg. erz. ist. 

Zu diesem Zweck rnochte ich zuerst die konvergenten Folgen 

charakterisieren : 


xn 	konverg. * xn konverg. pkw., //Jfi//mbeschr. <» ,,!l Cauchyflg.! 
(3.2) 	xn Cauchyflg." x~ Cauchyflg. ~ ~ -+ ~ ( IR vollst.) 


Annahrne: /Ixn 1~11> unbeschr. indukti~ 

/\ V .. - nN+1 nN 

N nN! m , kN IXkN I ~ Ilx ilOJ+ N 
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Ilxll ~ K 

n'.::..n 

~ 


o 
Damit laBt sich nun zeigen : 

A Flg-abg. :+ A abg.: Angenommen A" A 1= ¢ * Y. a € A' A 

'* oBdA a=O, Sei BN:= {x:llxlloo ~ Nl. Ich mochte nun 

zeigen: e.':to UE " A = ¢ , das ware ein Widerspruch zu 

o € A,. Dazu behaupte ich .lfolgendes: 
VV rJ./\
k N ' 00 E Ue " An BN "" 'P It kl.kN tk.N ~ 1 


(vollst.Induktion) (N=O) E k:= 11k, ko:=1 


\vi (N~O) Nach Ind.Annahme gilt: 


koL •• "'kN ("{o U£ ('\ A ('\ BN = ¢ 0\ tk.N '- 1
k0kN 

Annahme: E' 00 (k~kN tk = t k ) '* U £ I () A " BN+1 1= ¢ ::i> 

• rCN+1 arYA k~N la~ E. kl '- 1, Ilarll~ N+1 , R0r. la~/"N 
(z.B. durch Wahl von er r [1/N fUr nN+1Lk~r )

E 0­

k O
- Ek sonst. 

'* oBdA (Diagonalfolge) a~k-; a ,liarII '= N+1 =>­

ar* -+a => aeA,BN (r~k =>N~/a~/-+/akl )'UE 

(k'=kN • 1~/a~. E.kl ~ lak · e kl ; k:::"kN 9 1~N'€k ~ lak' €kl ). 
~ a e UE () A () BN = ¢ Widerspr. =+ V, €' w.o. 

-1 f
kN+1 : = max{k: € k ~ (N+1) } 


==- ¢ = ~ Uf " A "EN = Uc " A" ~ BN = Uc n A. 
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(Ck(lN), {U CD 1 	 Flg.erz.:£ ) ist .,
E .... O 

Se i A: = f (1 In, •• 1 In, n, 0 , ••• ): n € IN}, dann gilt 

E ~ o 	€ A'A: Sei E'" 0 ~ II E II ff N ~ if ~ N-1 ~ 
k 

( 1 	 ) <D 0 0=> N, •• ,N,o, •• €AnU£" 
, k 

ko n ~ 11­
A Flg-abg.: Se i a = (111- , ••• , m ,0, .. ) € A , -+ a ~ 

n n 1 
~ Ilan/l beschr. =t> mn bVchr. ~ mn == a~ schl. 

a e Ck => Trg a endl ... k' ak,=o ~ 
o 0 

a~, ~ 0 =I> L k~ schl. ~ an = a schl. =t> a-eA 0kn 
o 

3. 	Ebenso mUssen Summen und Produkte Kurv.erz.lkv nicht 

wieder Kurv.erz. seine Als Beispiel dient: 

X : = 1 <D {'\ L. 1 CD , y: = Jl 1Rck 
IN 


X ist als Teilraum eines metr.Raums (1 CD) wieder metrisch 


und damit Kurv.erz., und Y ist Kurv.erz. nach 1.LEMMA • 


X ED Y .., Flg.erz. (und somit .., Kurv.erz.): Sei 


A~= i.~~ 1 {f: II f 1- g~ II. '" ±I xf t 1 { j II und g ( k) : =~ 
o -e A, A: { U f.' )( Ur Jf'o:. 0, f beliebi ist o-Umgeb. basis 

=> V j-1 4:. i' =!>'}.j le(j )7.i-1 , 1 ~ 
J o 0 10 0 0.. . 

.. ( f, i -1 1 . ) € A wo f ( k) : = f 0 fur k. J 0 ~ i 0 
o £Jol (kj ) -1 sonst 
111 0II f - g. j II ~ I ' II f II ' j ~ f' 19 f oS 


1 0 1 02:' 1 0 


I·1{j }€ U£ ' da k II·l{jj(k) fkl = 

o 	 0 10 

=t> (f 
0
, 
1 
I.1 { j J) -e A " (U t ,x U ) 


. 0 . 1 

A 1st Flg-abg.: (fn 'I.l{j 1) ~ (f,h) ~ fn ~ f , 


1 n n . 

"T'.1{. }... h '* j ... j '* j =J oBdA (Teilflge.)
1n I n n CD n CD 


(1.Fall) i-1 -+ 0 ~ Ilf -g-l-II. ~ i-1 ~ 0 => f = gj1 
~ 
n n JCD n (I) 

Ck 

Widerspruch. 

(2.Fall) 
1 
I CD ' 
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2.2.3. Kurv.erz.lkv als induktive Limiten: 
In diesem Absatz mochte ich eine Beschreibung geben, wie 


sich die Kurv.erz.lkv aus kleineren Raumen zusammensetzen 


lassen. 

1 . SATZ: X ist Kurv. erz. ~ X = T2R-lim Y. und die Yi sind----... ~ 

separable Kurv.erz.Raume. 

BEWEIS: (<=) Y i Kurv.erz. => Y i Flg.erz. =:> X Flg.erz. ~ 


X Kurv.erz. 


(=»X = lim Y X Y b 1 Fl (z.B. edim)
VR --,100 .0::;., separa e, g. erz • 
A abg in T2R-lim Y e:=> AnY abg in Y BAh. 

A Flg-abg. A 	abg : xn .. x => <xn> =: Y4=$ 

Y L. X, seperabel, FIg. erz., da 

<x > G.) VR ~ Y und Y a bg . 0 
n - dicht 

2. 	Man kommt aber nicht mit Limiten von Folgen aus, denn 
dann waren aIle Kurv.erz.lkv separabel, und das stimmt z.B. 
fUr Hilbertraume offensichtlich nicht. 

3. 	Auch muB nicht jeder abz.dimensionale lkv Kurv.erz. 
sein, wie das Beispiel (Ck(IN), {U~l ("0) zeigt (2.2.2.2.). 

4. Summarisch kann man also folgende Beispiele fUr Kurv.erz. 
lkv 	aufzahlen: metrisierbare lkv ( z.B.: Banach-Raume, 


Frechet-Raume (im funktionalanalytischen 

Sinn), 1f IR, 1r iR ) , strikte induktive 


IN )1 

Limiten metrisierbarer lkv ( Testfunktionen, 
JlIR) 
IN 

5. Gegenbeispiele bilden: (JLlR ,Iu'?1" 0)' (Ck,////))(lilR,m ~~ 	 ~ rn 
li1R fUr /M/ ~ fo : Es gilt xn ~o ~ x;kW 0 , Trg xn beschr .• 
M Sei A: = f x : F endl. 1 F {o fUr i'" F , dann 

xi := /F/-2 sonst • 
ist A FIg-abg aber o -s A \ A: Sei E beliebig =t> 

M:= il'{i:/ fi/.o:::nJ ~ VHi:/ fi/.o::;.n 11~ it. =>­
no "0 0 

=to V /F/=no => MoF~M o 
F 1 

=> x -sAnU£ a 

lfJR fUr /M/ ~ ~ : Sei A:= {x e lI"{O, 1}: xi = 0 hochst.
M 

abz.oft.} 
A FIg-abg. aber o € A" A (siehe 1.~.2.3.) 0 
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2. 3. DIFFERENZ IERBARKEIT : 

E,F,G sollen im 	£olgenden immer Flg-v.1kv seine 

2.3.1. Differnzierbare Kurven: 
1.DEF: 	 c: ffi~E heiBt differenzierbar (diffb.) :~ 

:<=> ~ de:IR _ E, dC(s) = lim e(t+s):tC(s) 

e heiBt stetig diffb. (C1) :~ de ist 
t-o 

stetig 

Die grundlegenden Eigensehaften der diffb. Kurven sammelt 


die 

2. FOLGERUNG: (1) e diffb. ~ e stetig, de eindeutig 

(2) 	 e konst. ~ e diffb., de=o 
(3) 	 e diffb.,l stetig,lin. ~ 10 C diffb., 

d(loe)=lode 
(4) 	 (Fundamenta11emma) e diffb. ~ 

~ c(b)-c(a) € (b-a)·<dc(t) :a4 t-'b>'kv., abg. 
BEWEIS: (1) s ~ s ~ t :=s -s ~ a ~ e(s )=e(s+t ) - c(s)n n n n n 

(da dc(s) existiert) ~ c stetig. 
dc(s) ist a1s Limes in einemT2R eindeutig. 

(2) 	d c ( s) : = 0 ~ c d i f fb., dc=0 
(3) 	d(loc) (s):=o.adc) (s)= l(dc(s)) = 

=l(limc (t+s)tc (s))=liml(c(t+s)tc (s))= 

=11'm (IOC)(t+S)-t(10C)(S) 	 ( )~ loe diffb.,d loe = 
lodc 

(4) 	K:= <de(t) :a4 t 4 b>k b oBdA a£b v. , a ~. 
Angenommen (c(b)-c(a)) / (b-a) .,. K Hahn-Banae~ 

1YE ' 1 ( ( c ( b) - e ( a ) ) / ( b-a) ) ;, 1 (K ) => 

~ «lc)b-lc{a})/(b-a) ;, < l(de(t)) :a"'t"-b >kany.II 

d(lc)(t) 
Widerspruch zum Mitte1wertsatz fUr 1 0 c : ffi -JR 

2.3.2. Partielle Differenzierbarkeit : 

1.DEF: f:1R2~ E heiBt partiell diffb. :~A f(s,.),f(.,s)
s 


diffb. 

d1f(.,s):= d(f(.,s)), d2f(s,.):= d(f(s,.)) 


f heiSt stetig part.diffb. :«:> dif: m2 .. E stetig. 

Folgendes eher technisches Lemma wird spater fUr den 


Beweis des Expanentialgesetzes benotigt: 
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2.LEMMA: f: lR 1T I ~ E sei stetig, d1f existiere und sei stetig 

~ (f(t+s,.)-f(s,.»/t ... d1f(s,.) 
glrn. 

BEWEIS: Sei s fix, F(t,rl := f :(t+s,rltf(S,rl fUr t~o • 

sonst 

Urn das Lemma zu beweisen, genUgt es zu zeigen, daB 

F : 1R"If" 1-+ E stetig ist. 

Sei Ct,r(q):= [ fo(qt+Str)tf(st r ) - q.d1f(s,r) fUr t~Q 
sonst 

ct,r ist diffb., dCt,r(q) = d1f(qt+s,r)-d1f(s,r) =: C(t,r,q) 

~ C: IR 1T I 11" R - E stetig .... I\. /\
V K kv. ,abg. ,o-Umgebung r € I 
E;:'o /t/,/q/,/r'-r/Lf =>-C(t~r:q')-eK 

falls also /r'-r/LE. ,/q'/~1,/t'/'- e2 =l>C(t',r',q') = 
= C(t' /1\ t' I ' , r' ,q '-(ftiT )€ K Fundamentallemm~ 

= F(t',r') = c t ',r,(1) -Ct ',r,(0)€(dCt ',r,Cq'):OLq''';::1>kV.
I,

C(t',r',q')-eK 0 

3.LEMMA: f: JR2_ E stetig partieII diffb., b: lR ....m.2, t-Ct,t) ='> 

* f 06 stetig diffb., d(f o~ = (d1f+d2f) of:::. 
BEWEIS: 0 of- (f(s+t,s+t)-f(s,s) )/t - d1f(s,s) - d 2f(s,s) = z.z. 
= (f(s+t,s+t)-f(s,s+t»/t- d1f(s,s) + -+ 0 (*) 

+ (f(s,s+t)-f(s,s»/t - d 2f(s,s) ~ 0 (DefinEion von d 2f) 

(*) Aus 2.LEMMA folgt: (f(s+t,. )-f(s,.) )/t - d1f(s,.)
slm. 

und somit gilt (*), da s+t-.s. 0 

2.3.3. Glatte Kurven: 

1.DEF: c : m ~ E heiBt glatt (Coo) : ~ Y d oc = c , 
dnc diffb., d(dnc) = dn~1~ 

Coo( lR,E) := { c: c: lR - E ist COO 1 
Die grundlegenden Eigenschaften glatter Kurven sind: 

2. FOLGERUNG: (1) c sei COO ~ dnc eind., Coo, stetig 

(2) c konst ~ c ist COO 

(3) c sei COO , I stetig,lin. ~ lo c ist Coo, 

dn(loc)=lodnc 

(4) C(I)(lR,lrEi) ~ If Coo( R,E i ) via 

c ... (pr i 0 c) i 

<ci>:= (c i ) 0.6, (ci)i4-4 

wobe i 6: IR .... 1f 1Ri ' t ...... (t) i 

und pri : lfEi ~ Ei , (xi) i ..... xi 
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BEWEIS: (1),(2),(3) durch vollst. Induktion aus 2.3.1.2 •• 

(4) 	 C € e~1R,lrEi) ::!> prioc ist em, da pri stetig 

und linear. 

Andererseits sei c i € COO (1R,E~ '* 
~ (dnci ) o/:::' : IR ~ lfEi und dn «ci )o.1) = (d <1)06 (~ 

~ (c i ) Of) ist Coo) : 

Vollst.lnd.: (n=o) klar. 
(n~o) «dn+1ci)OA)(S)=(dn+1ci(s»=(d(dnci)(s»= 

=(lim(dnci(s+t)-dnci(s»)/t)=lim«dnci(s+t)-dnci(s»/t)= 

=lim«( dnc i ) 0,6) (s+t) -« dnc i ) o~) (s» /t = (Ind. Annahme) 

=lim (dn «c i )of))(s+t)-dn «c i )o,6) (s) )/t = d(dn «ci )o.1) (s) = 

=dn+1 «ci)o~)(s). [J 
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2.4. CW-KURVEN-ERZEUGTE LKV : 

In diesem Kapitel mochte ich also solche lkv studieren, 


deren Topologie durch die glatten Kurven in ihnen gegeben 

wird. Dazu seien alle auftretenden Raume Flg-v.lkv •• 


2.4.1. e OO_ Kurvifizierung : 
1.DEF: KurvOOE := (E,final-Topologie bzgl. COO(1R,E)) 

KurvOO heiBe COO-Kurvifizierung. 
Das nachste Theorem charakterisiert jene Raume, bei denen 

das Folgifizieren und somit das Kurvifizieren das Gleiche 
liefert wie das eOO-Kurvifizeren. 

2. THEOREM: FIg E ( = Kurv E) = Kurv(l) E ~ 

~ (~ -+ 0 in E => k~oo n. xk .. 0 in E) • 
n n 

Wie wir den Beweis entnehmen werden,besagt diese 
Bedingung, daB sich durch die Folge in geeigneter Weise 
eine e(J)-Kurve le.gen HiBt. Doch vorerst ein eher technisches 

3.LEMMA: V f:IR;> cOO, I, 2-n1Trgf', f(2-n ) paarw.versch., 
f f (I)-pla tt in 0 • 


BEWEIS: Sei g von folgender Gestalt: 


d.h.: g:IR;>(,e)oo,,,o,~O,Trgg" J2-1 ,1[ ("\& 

M := sup /g n (t)/ ~ 00 _---:1'"_~J~\_--.x 


n t 0° ":2.~ 

n _2n+1 2-n - 1 L_ t £_ 2-nh(t):= [ go(2 t).e fUr 

sonst. 


h ist em: Sei vorerst t"O. 

Falls t=2-n ~ h=O lok.um t, denn g=O lok.um 2-1 ,1 ­

~ h(k)(t)=o. 

Falls t"2-n ~ 2-n - 1~ t ~ 2-n 

Sei nun t=O. Mit vollst.Induktion beweise i,h: 
h(k) ist stetig, h(k)(0)=0rl+1 

(k=o) /h(t)/=/g(2nt)/./e-~. / +1)
M .. fUr t-+ 0 (=t n -+ 00 -of> _2n "'-co 

() 0 ( 0) (k)
(k+1) h k+1 (0)= lim (h k (t)-h(k)(o»~t = lim h t (t) 

/h(k)(t)/t/=/g(k)(2nt).2nk.~-2n+ / ~ 
.::. M 2n+12nk _2n+ f" t - k e -> 0 ur -+0 

• 
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Somit ist h:lR;>tCCD, platt in 0, ~ 0, 2-n~Trgh. 
Sei nun f(t):: ! h(s)ds, dann gilt: 

f: R+> ,cCD, f(n+1):h(n), f CD-pIatt-in 0, f! (f'=h~o), 
2-n~ Trgf' =Trgh, f(2-n ) paarw.versch. ( f(2-n ) = 

=f(2-n- 1 ) + f"h(s)ds ~ f(2-n- 1 ) ). 0 


1:"" 

Damit sind wir jetzt in der Lage das Theorem zu be= 

weisen: 

BEWEIS (des Theorems): (=*) xn .. x in E ~ oBdA {xn:n elN} 

.., abg. in E =!> Vc c ist CCD, c-1ix} ~ abg."* V n s ...s 
c ( sn) oS f x k : k-e IN}, c ( s) /J {xk : k-e IN I =b> n 

oBdA s=o,c'(s)=o (Translation, x3 als Parameterwechse1) 

~ 0 : c'(o) = lim (c(s)-c(o))/s : lim(c(sk)/sk) : 

= lim x / sk • sk~ 0 ~ 1\ ~ / sk / ' 1 /m ~ nk m m m 
~ (Xn osk1).sk.m .. 0 ~ xn ist die gewUnschte Teilflg•• 

k m m m k m 

(<c=) Sei A CCD-Kurven-abg.z'::f' 

=> A Flg-abg.: Sel also a -e A, a ~ x • oBdA x=o vWauss •n n .
V 2k+1-> sk.2 oan ..... 0 , wobei f wie 1m 3.LEMMA und 

nk... m k 1/sk :=min{/f(2-2k)_f(2-2k:!:1) /} 

Sei nun c( s) := f( s) - f(2-2k:!:1) 0 a fUr 2-2k ~ s ~2-2k:!:1 
n

f(2-2k)_f(2-2k:!:1) k 

1 
o sonst. ...,. 


c(r)(s) - f(r)(s) a fUr 2-2k ~ s ~ 2-2k:!:1 
- f(2-02k)-f(2-2k:!:1). n k 

Bonst : 

Falls s~ 0 ist dies klar, da fer) 10k. urn 2-k verschwindet. 
Falls s = 0: /«f(2-2k)_f(2-2k:!:1)) .sr"! t;; sko22k+1 und 

f ( r) (s) ~ f ( r) ( 0) = 0 fUr s .... 0 => 

(f (r) (s)/(f(2-2k)_f(2-2k:!:1)) . s-~an ~ 0 


II k 

c(r) (s) - c(r) (0) und somit ist c(r+1) (0) : 0 
S 
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Somit ist also ein e: R-E gefunden mit e(o)=o, e(4-k) = 

= an ' e e CD ".. 2-k ~ e-1 (A) ~ 0 € e-1 (A) ::;. 0 = e (0) ~ A 


k 
~ A ist Flg.abg. 0 

Wie man dem Beweis entnimmt,folgt die Bedingung aus der 


Existenz einer diffb. Kurve durch Xn ' somit fallt also 

die e1-Kurvifizierung mit der eCD-Kurvifizierung zusammen. 


4. 	Das andererseits die Bedingung nicht automatiseh erfUllt 
ist - d.h.: (Co_) Kurv E r) C1_Kurv E = eCD-Kurv E -, zeigt 

folgendes Beispiel: E= (Cb(lN), {U':'} £-0) ist ein FIg.v. 

lkv, Kurv.erz.(2.2.2.2.), l fn}- ° ( da l{njp~w 0, Hl{nil 
beschr.) n.lfnklt+ 0 (da II n. l {nll il = n unbeschr. ). 

2.4.2. Abgeschlossenheit : 
1.DEF: E heiBt (A1) : ~ xn -+ 0 ... kv~CD n. xk -+ 0 

n n 
2.LEMMA: E sei metrisierb.lkv (# E ist 1.Abz.A.) =t 

~ E ist (A1) • 

BEWEIS: Sei iUnl o-Umgebungsbasis , oBdA Un~ , Sei 

xn ... 0 ~ kXn ~ 0 fUr n ~ CD ~ ( indukt i v) 


~ Q) Uk '* k. xnk..,. 0 [JkXnke 

3. 	Man sollte vielleicht noch bemerken, daB die Eigenschaft 
(A1) nicht die der Flg.erz.heit(=Kurv.erz.heit) impliziert. 
Dies sieht man an dem Beispiel E: = .li R mit IMI ~ ~ , 

M 
denn E ist ~ Kurv.erz.(2.2.3.5.) und E ist (A1) (2.4.2.4.). 

Nun mochte ieh die Abgeschlossenheit der Kategorie 
(A1)-lkv studieren. 

4.LEMMA: (A1)-lkv ist Summen-abgesehlossen. 
BEWEIS: Sei xn -+ ° in J1 Ei => T~g xn C; F endl. => 
F= { i1 ' •.• , iN} ~ 1 V k. x~k ..,. ° (E. ist (A1) ) 

n k .... CD 1.1 1.1 

* (induktiv) . V k.x
n
i k 

j 
... ° (E i ist (A1) ) 


nk n~ -po CDnk j j 


~ 1\ k.x i k ..,.0 ~ k. x k .... 0 • 0 


j j 


---- --- ------=-----,-- -----.::......--------x----"'.....-------­
..,..,...-	 n -, , 
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5.LEMMA: (A1)-lkv 1st abg. unter str. 1ndukt1ven L1m1ten. 

BEWEIS: xn.,.o ~ xn~o 1n E '* V k.xnk.. 0 1n E ~ 
no nk.... CD 	 no 

nk 
~ k.x .. o1n str •.1..!aEn.O 

6.LEMMA: ~A1~-lkv 1st abg. unter abzahlb. Produkten. 
V n~BEWEIS: xn~ 0 • (E1 1st (A1» 1 k. x1 ..,. 0 = 


1+1 nk-.CD
nk'* (indukti~ V k.xi +1 ... 0 n 1+1 ist Te1lfolge'+1 n~ .... CD nk 
• 

nk 
kvon ni ,. k.x1 ~ 0 fUr k ... CD ~ k.x k "" 0 ' • 	 k ..... CD a 

7. 	Diese Aussage laBt sich aber nieht auf Uberabz. 

v1ele Faktoren Ubertragen, wie folgendes Beisp1el zeigt: 

X:= IT 1R • X ist nieht (A1): Sei namlieh x~ := fen) 
E: IN.,.1R ... E (n) = x~ .. 0 ... xn... 0 in Tf IR 


E.~o n 

Angenommen: n0CD k. x k.. 0 ... oBdA nk t (I) 

Se i €i : = min { 1 Ik: n k !6: i } .. 0 * 
nk

(kx )E =k.e = 1 Widerspruch. 0nk 
8.LEMMA: (A1)-lkv ist abg. unter Teilraumen. 

BEWEIS: ~ ... 0 in X t. Y • xn -+ 0 in Y => 

.. nk:{CD k.xnk .... 0 1n Y * k.Xnk"" 0 in X , tJ 

9. 	FUr spater ist noch folgende Bemerkung w1ehtig. 

E1n COO-Kurv-abg. Teilraum eines Flgv.lkv muE nieht Flg-abg. 

seine D.h. X1tvY, Coo-Kurv-abg, Y Flgv.lkv ~ X Flg-abg. inY. 

Sei namlich Y : = (Cb(lN), {U~} ) und X := C L Y, dann 1st 
.. £-0 	 0 

Y Flgv.lkv (2.2.2.2.) und X., Flg-abg (denn 1{1 ,2, •• n} - 1 IN ). 
Aber X 1st C<D-Kurv-abg.: Angenommen '( c: m -+ Y COO 

e-1 (X) .., abg. ::;. tVt e(t) eX, c(t) ~X ~ oBdA t= o. 
n.... n 


e COO '* de(o) = 11m (e(t )-c(o»/t '* 
. n n 

... II (e(tn)-c(o)-tnde(o»/tn lien ist beschrankt. Aber c(o) ~ CO 


=V le(o)kl ~f immer wieder ,. II(c(t )-e(o)-t dc(o)ll_f,
[')0 	 n n 

denn e(tn ) eCo ' dc(o) -eCb , tn""t • "*' 

II (e(tn)-e(o)-tnde(o»/tnll -+ (I) W1dersprueh. [J 
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2.5. INTEGRIERBARKE IT : 

2.5.1. Integral als Inverse zum Differential: 

In diesem Kapitel mochte ich die Umkehrung zum Differenz= 

ieren von Kurven behandeln. Dazu vorerst einmal ein Lemma, 

welches die fast Injektivitat von d ausdrUckt. 

1.LEMMA: 	 c: ffi. .... E diffb. ... c ist konst. <=> dc = a 
BEWEIS: ( ,*) (2 • 3 • 1 • 2. ) 

(*=) Fundamentallemma * c(t)-c(o) € t.<dc(s»kV. = 

= (OJ ~ c(t) = c(o). a 

Nun die Existenz und Eindeutigkeit der Integration: 

2.SATZ: c: IR. - E stetig ... W c1 : 1R. - E stetig diffb.c1 
dC1 = c, 	c1 (0) = 0 . 

BEWEIS: 	 Sei vorerst a~b, und c ein Polygonzug, d.h.: 

t\(' to=a,tn=b, C~t. t ] ist linear "'* 
~ b 	 ~, i+1 

Jc:= L c«ti +ti +1 )/2) (ti +1-ti ). 

a i 


Falls c1 ' c2 PolygonzUge sind und (c1 ' c2 ) € M [a bJ U ~ 
b D 	 'to' , 

~ ( I c 1 ' 	 f c 2 ) e (b-a) • U . Somit ist r glm. stetig auf 
a a a 

PolygonzUgen (~ Cu«(a,bJ,E), diese liegen aber dicht in 
'b 

Cu«(a,bJ,E) und somit laBt sich f eindeutig und glm. 
a 


stetig auf Cu(Ca,bJ,E) fortsetzen. 

s 

Definiere nun c 1 (s) := { {c fUr s~o 

l-r c s~ofUr 
s* ist diffb.,dc1=c, denn c1 (t+s)-c1 (s)-tc(s) =c1

S'..~ s~i 

= f c I c(s) = (*) • Weil c stetig ist,gilt fUr 
~ s 

hinreichend kleines t: c(s+t)-c(s) € U und damit 


(*) € (s+t-s) .U=t.U • Somit (c1 (t+s)-c1 (s) )/t - c(s) € U ... 


= lim (c1 (t+s)-c1 (s))/t -c(s) = 0 , d.h.: dC1 = c • 

Und die Eindeutigkeit ergibt sich aus : dC1 = c = dC2 ­

~ d(c1-c2 ) = 0 * c1-c2 konst ,c1 (o)=o=c2 (o) '* c1=c2 • 0 


3.DEF: 	 J c : = c1 fUr c: lR .. E stetig und c1 die nach 

o obigem Satz eindeutig assozierte Kurve. 

4. FOLGERUNG: c: 1R. -E stetig diffb ... J dc = c - c(o) 
o 


BEWEIS: dc ist eindeutig charakterisiert durch d( f dc)= 

o 

= dc und ( f dc) (0) = c (0) , c - c(o) erfUllt dies, also gilt: 
o 

f dc = c - c(o). a 
o 
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2.5.2. 	Folgerungen: 

FUr die Anwendungen benotige ich noch, daB fUr 2-dim. 

Flachen Diffe~iation nach einer Variable mit der 

Integration nach der anderen vertauscht. 

1 • SATZ: f: JR2 -to E stetig, d1f existiere und sei stetig => 
.. I f(s,.) ist stetig, d1 I f(s,.) exist. und ist stetig, 

o 	 0 

d1 r f (s, .) = I d1f (s, • ) • 

BEWEIS: d 1f stetig ~ d1f(s,.) stetig ~ ! d1f(s,.) exist. 

2.3.2.2~ (f(s+t,.)-f(a,.»/t ~m d1f(a,.) ~ 
,. ... g.l.I .,. 
... 1/t·( f f(a+t,.)- ff(a,.» = f (f(a+t,.)-f(s,.»/t ... 

,.. 0 	 0 .,. 0 T g.l.m. 
~ 1d1f(a,.) aber 1/t'( ! f(a+t,.)- ! f(a,.) = 

= 1 / t· « ! f ( a+ t, • ) ) (r) - ( ! f ( s , • ) ) (r) -+- d1 « l f ( s , • ) ) (r ) ). 0 

Als nachstes mochte ich ein Faktoriaierungslemma bewe1sen. 

2.LEMMA: c: lR .... E sei em, C1 (t) :=f(c(t)-c(o) )/t fUr t"o :, 
00 dC(o) sonst 

.. c1 : lR ~ E 1st Ct' 1 1 


BEWEIS: c(t)-c(o) = f dc = I tdc(t.) = t Jdc(t.) -­
., 0 0 	 0 

.. (c(t)-c(o»/t = f dc(t.) • 
., 1 Sa 1 0 	 1 S t -f 

d! ~c(t.),;. [diidC(t.) = 1tdc(t.) • a ~ 

dn 
 [ 	 dc(t.) = d existiert. 0C1 

o 

3.FOLGERUNG: (Taylorformel) c: 1R. ~ E sei em => 
11. i t ( )n 


.. c(t) = L~ d1 c(o) + st- i dn+1c 

iao 1 . 	 0 n. 

i 
BEWEIS: (vollst. Indukt1on) 	 (n=o) c(t)-c(o) = f dc (s.o.) 

(n~o) j (t_.)n-1/(n_1)! dnc = 
{ 	 ~ 0 n 

= 	f _«t_.)n)'/n!·dnc = f _d«t_.)ndnc/n!) + (t- j ) dn+1c = 
o " n. 


= - j (t_.)ndnc/n! + J(t_.)ndnc = 

o 	 t" 

= 	tndnc(o)/n! + r (t_.)ndnc/n! • a 
o 
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3. VEKTOR-MENGEN : 

In diesem Kapitel geht es darum, eine Klasse von 
Objekten zu betrachten - den Vektormengen -,fUr die sich 
Diffennzierbarkeit sinnvoll erklaren laBt. Dazu benotigt 
man eine lineare Struktur auf den Raumen, und diese laBt 
sich im wesentlichen auf zwei Arten einfUhren. Vblicher= 
weise geht man so vor, daB mittels Karten die lineare 
Struktur des IRn auf die Mannigfaltigkei t hochgeschossen 
wird, wobei durch die Diffennzierbarkeit der Karten= 
wechsel gewahrleistet wird, daB sie hinreichend unabhangig 
von den Karten ist. Die zweite M5glichkeit besteht nun 
darin, den Raum als ganzen in einen umgebenden Vektorraum 
einzubetten, und somit eine globale lineare Struktur zu 
bekommen, die allerdings aus dem Raum herausfUhrt. Der 
Einbettungssatz von Whitney besagt nun, daB sich die 1. 

Art auf die 2. zurUckfUhren laBt. Ich werde hier von 
vornherein den 2. Weg gehen. 

3.1. TANGENTIALFUNKTOR T : 

3.1 .1. Definitionen : 
1.DEF: ME heiBt Vektor-Menge (VMg) : ~ M <;; E Flgv.lkv • 

ME ist also eine Menge von Vektoren zusammen mit einem 
umgebenden Vektoraum E. 

cOO( lR,M1) := { c € e«>c lR,E) : c( IR) C; M } . 
D.h. die C -Kurven in M sollen gerade diejenigen Coo_ 
Kurven 	in E sein,deren Bilder in M liegen. 

KOO M := (M,final-Top. bzgl. C«>ClR,M)) 
D.h. KOOversieht die Menge M mit der feinsten Topologie, 
fUr· die die COO_KUrv8!l. g~rad~ n-oeh stetig sind. 

2.FOLGERUNG: (1) KurvM>---4KurvE~E 

! ! 
sind stetlg. 

KOO M~ KOO E = KurvCD E 

(2) KOO M ist Kurv-erz.(somit Flg-erz.,kp-erz.) 
(3) KCD Mist 10k.CCD-Kurven zshg. 

BEWEIS: (1) klar. 
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(2) Sei A Kurv-abg. in KooM * A COO-Kurv-abg. in M 


(da COO(IR,M) C;; C(IR,t" M)) => A abg. in KOO M (nach Def. der 


Topologie auf KOO M). Damit ist KID M Kurv-erz •• 


(3) Der Beweis ist vollig analog zu dem von (1.2.1.3.). 
Man muB nur beachten, daB die Relation "durch COO-Kurve 

verbindbar" transitiv ist (An den Ecken 00 stehen bleiben). 

3.DEF: 	 bE: C~1R,E) -+ EeE , c ...,. (c(o) ,dc(o)) ist jene Abb. 

die den Kurven ihre Tangentialvektoren in 0 zuordnet. 

TM : = 6E (C oo( ill. ,M)) c; TE = E E& E ist also der Tangential= 

raum von M. TOM:= M, Tn +1M:= T(T~). 
O-Schnitt OM und Projektion ~M sind nun als Ein= 

schrankungen linearer Abb. 

durch folgendes Diagramm E > inj1 ) E e E pr1 )} E 
UI 0 UI 1t UIdefiniert : M- - --M---~ TM----M--+M 

kons~ tb /evo 
Coo( R,M) 


Damit laBt sich nun die Glattheit von Abbildungen 


zwischen Vektormengen definieren: 


f : N ... M heiBt glatt (Coo) :.:=> 

c~m, TnN) (Tnf) * ~ Coo( JR, T~) ist sinnvoll und 

kommutiert.~TnN ! 	 !6T~ 
Tn+1N ____T_n_+_1~f~___+) Tn+1M 

SchlieBlich verstehe ich unter VMg die Kategorie 


(- daB es eine ist, ist erst zu zeigen -) der Vektor­


Mengen zusammen mit den Coo_ Abbildungen. 


3.1 .2. Folgerungen: 

1m folgenden seien E,F Flgv.lkv und ME,NF Vektor-Mengen. 

1.FOLGERUNG: (1) f sei COO ~ Tnf ist eind., Coo, KOO-stetig 

(d.h. 	zwischen den Koo-fizierungen stetig). 

(2) f: N - ME ist COO 0# f: N ... E ist COO"f(N)t;;;;M 


(damit stimmen die beiden COO-Begriffe fUr Kurven Uberein). 


(3) VMg ist Kategorie, T: VMg;::::> ist Funktor. 

(4) 	f: F .. E, f konst. ~ fist Coo, Tf= f"ITO 

f K~stetig,lin. * fist Coo, Tf = f-rr f . 

(5) ME 	 >-+ E Coo; M <;;;; El~vF * ME ~ MF 

(6) 1(: T-1 ,0: 1-T sind nat.Transf•• 

1\ 
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BEWEIS: (1) Tnf ist eindeutig wegen der Kommutativitat des 

definierenden Diagramms und der Surjektivitat von ~TnN. 

Tnf ist Coo, da Tm(Tnf)=Tm+nf. Dnd Tnf ist KOO-stetig, weil 


(Tnf)*: Coo(lR,TnN) ... eOO(IR,TnM) sinnvoll ist, d.h. Coo-Kurven 

wieder in solehe UberfUhrt. Damit ist aber Tnf : KCD TnN .... 


..... Koo TnM stetig. 


(2) (~) trivial, da CCD(lR,TnM) ~ CCD(lR,TnE) und 

Tn+1M c;. Tn+1E • 


(~) 	(vollst. Indukt.) 

(n) 	 (Tnf)*: e oo (1R,Tn N) ... eOO(JR,TnE) ~ 0 Tnf 0 e € CCD (1R,TnE) 

~ Tnf 0 e € e CD (IR, TnM) ( 1m Tnf <; TnM ) ~ 

=(Tnf)*: COO(lR,TnN) ... COO(lR,TnM) ist sinnvoll. 

und &TnE 0 (Tnf)* = Tn+1f 0 6TnN ~ Tn+1f:Tn+1N ~Tn+1M, 
c ( n) n+1f r n+1 ~surj. 
o TnM 0 T f * = TooTnN ' da 1m T f = 

= Im(Tn +1f 0 bTnN) = Im( 6 TnM 0 (Tnf)*) ~ Im( 0T~) = 

= Tn +1M, wie demfolgenden Diagramm zu entnehmen 
ist : _ e CD ( 1R , TnE ) 

~_---; n - t?­
cmcm, TnN")(T f) *--+ CCD (m, TnM) 

6 ~ b1 
Tn+1N , Tn+1M 

----_Tn+1f ~ -------=-... Tn+1E~ 
(3) VMg ist eine Kategorie, denn 1M ist Coo, da 

(1M)*=1 CCD(JR,M) und T1 M=1 TM , und f,g Coo:+fog ist Coo, 


da (fog)* = f*og* und T(fog)=TfoTg. Dies zeigt aueh: 


T: VMg ~ ist Funktor. 

(4) f konst.~ f*(e) konst. ~ f*(e) ist Coo, 


Tf( & e) = b (f*(e» = (fe(o) ,d(fe) (0» = (f(e(o», 0) = 


= (fTT 0)( be) ~ (induktiv) fist Coo. 


f KOO-stetig, lin. ~ f*(e)=foe ist Coound 

Tf( 6 c)= (f*(e» = (feCo) ,d(fc) (0»= (f(e(o» ,f(de(o») = 


= (fIT f) ( b e) ~ (induktiv) fist Coo. 


( 5) 	ME -+ E ist C00 ~) 1 : M -t Mist COO 

1M: ME ~ MF ist COO \2) 1M(ME ) <; MF und 

1M: 	 ME .... Fist CCD als Zusammensetzung ME .... E c..p. F • 

1M: MF ..... ME ist Coo, da (1 M)*: COO(JR,MF ) .... 


..... COO (1R,ME ) sinnvoll ist, denn wenn de(s) = 


= lim(e(s+t)-e(s»/t in F existiert so aueh in E( E ist 


als FIg-vollst Teilraum von F Flg-abg. ). 
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(6) lrM,OM sind eooals Einschrankungen stetig,lin.Abb. 

nach (2),(4) und (5). S1e s1nd nat.Transf. - d.h.: 

TN Tf ~ TM und TN Tf) TM kommut1eren - , da 

11: 1 i1t 01 flo 
lN f M N ~M 

Ir(Tf( b c)::: 1r( b (f*(c»))::: f*(c) (0)::: f(c(o)= f(1[ «(, c)) 


und Tf(O(n)) ::: Tf( 6 (konstn ))::: 6 (f*(konstn )) ::: 


::: ~ (konstf(n)) ::: (f(n) ,0) ::: O(f(n)) • 


2. 	 Wichtig 1st es hier zu bemerken, daB 1n (5) die FIg­

vollstand1gkeit von E entscheidend war. FUr nicht FIg­

vollst.lkv muB namlieh nieht gelten: c:~_E em, EI~vF ~ 
e : m. _ Fist e OO , wie das folgende Beispiel zeigt. 

F : ::: co: = ( { X € lRIN: x ( k) ~ 0 J , II 1100 ), E:::: ck Leo • 


Se i x € ~' Y € C 0 b~l iebig, c ( t) :::: X + (t i f ( tl t i) Y~) i wo 

f: lR;:> e , T r g f C;; [ -1 , 1 ], f ( 0 ) ::: 0 , f I (0) = 1 und Y 1 I t 1 .... 0 


(z.B.: ti:::: IlnYil-1 fUr i hinreichend groB ). ~ 

~ c: lR .. ck' denn c(o) = x € ek und t~o ~ t/t i .. CD =+­

t/ti ~ Trg f sehl. ,. tif(t/tt)Yi::: 0 sehl. * c(t) i ::: 0 sehl •. 

e ist e CD mit c(n) (t) = (tl-nf n) (t/t1 )Y1) w1e man m1t 


vollst.lnduktion s1eht: 


l(tl-nf(n)«t+s)/t1 ) ; tl-nf(n) (t/til _ tinf (n+1) (t/t1 »yil= 

() glm. in 1 
== l.:Li/. I fen) (t/ti +s/t1 ) - fen) (t/til - f n+1 (tit )1 ~ 0 

t:r: s/t i 	 i t-+co 
I1 	 T 

1~001 besehrankt (Faktorisierungslemma) 

'* 1)(dne(t+s)-dnC(t»/s -( tinf (n+1) (t/t1 )yi ) i 1100 	 .~ 0 • 


t .. oo
NatUrlieh gilt: dc(o)::: y, c(o)= x, und som1t 


ist c: lR .. ek nicht diffb •. 


leh habe dam1t sogar gezeigt: T (ck)c::: $ Co •
ck 
o 
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3.1.3. COO-Abbildungen in Vektorraumen: 

FUr Abbildungen zwischen Vektormengen, von denen 


mindestens eine ein lkv ist, mochte ieh die Glattheit 


naher bestimmen. 

1.DEF: Df: = pr2 0 Tf : TF .... E fUr f : F .... E COO 

2.LEMMA: f: F---E COO =- Tf= <folt,Df>: TF .... E2=TE 

und Df(x,v)=lim(f(x+tv)-f(x)Vt 
t-o 

BEWEIS: Tf = (pr1oTf ,pr2oTf)= (1[ oTf ,Df >= (fo Tr ,Df> 

und Tf( b c)= S(f*(c» fUr e: t ... x+tv Coo, ~e = (x,v) =* 
~ Df(x,v) = pr2 ( S (f*(c») = d(foe)(o) = lim(f(x+tv)-f(x»/t·o 

Den Zusammenhang zwischen d und T fUr Kurven beschreibt 

das folgende Y 
3 • LEMMA: e: IR .... E CCD =+ v. de ( s) = Dc ( s , v), Tnc 0 x = d n 0 c 

n+1 n 
wobei xn+1 :=<xn'x~> :rn. .... T2n+1IR , xo := 1IR 


und Y n + 1 : =(Yn ' Yn + 1) eN, yo: =° , 1 : = (1, •• 1) . 


BEWEIS: Dc(s,v) = lim(c(s+tv)-e(s»/t = 


= v.lim(e(s+tv)-c(s)Vtv = v.dc(s) 


(vollst. Induktion) 


(n=o) TOe 0 x = c = dYoc 

o 

(n~o) (Tn+1 COXn+1 )(t) = Tn+1 c(x +1(t» = Tn+1C«xn ,X f )(t»= 
= Tn+1 e(Tx (t,1»= (Tn+1eonTx )(t,1)= n 

= T ( Tn cox:) ( t , 1) = T ( d Yn e) ( t , ~ ) = ( d Y n c ( t) , d ( d Y n c) ( t» = 

= dYn+1 e(t) 

4.LEMMA: f: ffin .... E COO =* f stetig partiell diffb •• 

BEWEIS: Df(x,e i ) = lim(f(x+tei)-f(x»/t = i, 
= d(f(x1 , ••• ,xi + ., ..• ,xn)(o) =dif(x) wo e i= (° , .. , 1 , •• 0) • 

und d~f = pr2oTfo(. ,e i ) ist Ca;> undsonti t stetig, da der 


lRn C -Kurv-erz. ist. 


Als Folgerung ergibt sieh, daB oben definierte Glattheit 

fUr Funktionen mit endl.dim. Domane mit dem Ubliehen . 

Begriff 11m-oft diffb." Ubereinstimmt, da sieh obiges Lemma 

sukzessive auf die partiellen Ableitungen anwenden laBt. 

: : =+ . 05 •SATZ f E ....M f ~s t COO 4:0> 1\ JRn6 E COO f'g 1St COO 
n g: -.. 


BEWEIS: (*) klar, denn f.g COO ~ fog COO 


(4:) Gesueht 1st ein-Tf, COO (IR,E)~ COO (IR,M) 

das folgendes Diagramm kommutativ 
 t Tf* ~ 
macht : TE-------+TM 

BEMERKUNG: Nach Boman geniigt n= 1 in diesem Satz ! 
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Dazu ist zu zeigen, daB &(f*(c» fUr CoS CCD(lR,E) nur yom 

6 c abhangt. Sei also 6 c = (c(o) ,dc(o» =: (x,v) und 

._\x+tv+ s(c(t)-x-tv)/t2 fUr t#o 2 
g ( t , s) •-1 x + d 2 c ( 0) fUr t= 0 ~ g : ffi 1"4 E ist CCD 

(wegen des Faktorisierungslemmas)~ fog ist COO (nach 


Voraussetzung) q ~ (f*( c» = 6(foc) = 0 (fogoc1 ) = 


= 6«fog)*(c1 » =T(fog)( cS c1 ) =T(fog)(o,o;1,o) = 


= T(fog)( oinj1)= <5 «fog)*(inj1»= o(fogoinj1)= 


= c5 (fo(x+.v» nur von 0 c abhangig. Wo c1 (t) := (t,t2 ). 


Sei nun h : mn ~ TE COO ~ h = <h1 ,h2) =:> h(x)= ~ (~(x~·.» 
g: lRnlf.rn ~ E , g(x,t):= h1 (x) + t.h2 (x) ~ (Tf)*(h) (x) = 

=(Tfoh) (x) =Tf(h(x»=Tf( cS (g(x, ... »).., 6~f*C.~(~,.») ~ 
(Tf)*(h) = <(fo~(.,o),d2(fog)(.,o»ist COOnach Voraussetzung. 

Induktiv folgt nun die Existenz der Tnf, die die 

geforderten Diagramme kornmutativ machen. c 

6. SATZ: f: M... E => fist COO <=> V 
Tnf 

A cCD(ffi,T~) 

!b 
Tn+1M 

wo D(lR,E): = {c: c : lR ... E diffb.} 


BEWEIS: ( .. ) Diese Richtung entnirnmt man sofort folgendem 


Diagramm: 

COO ( R, T~) ----------------------~D( R , TnE) 

[& ------(~ CCD( R TnE~ I 
~ , '- 6 

n+1 ~ 
Tn+1M T f ~ Tn+1E 

Wichtig 	dabei ist nur, daB 6: D (m,TnE) _Tn+1E sinnvoll ist. 

(<=:) CoS COO(lR,N) z~z. f*(c) € COO(IR,E) : Nach Voraus= 

setzung ist f*(c) diffb., d(f*(c»(o) ;: pr2 ( ~ (foc» = 
prj.(T'ftJ,cS c» ~ (Translation) d(f*(c» =prt(T:C*(c,dc») diffb. 

(nach Voraussetzung) .. (induktiv) f*(c) ist CCD. 

Analog gilt fUr Tnf: (Tnf) * (c) ist Coo. 0 

http:lRnlf.rn
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3.1.4. Vollstandigkeit: 


1 • SATZ: (1) VMg ist Produkt-vollst., 1r Mi = Meng-lf Mi C;;; If Ei' 


IN : Tf TM1 {roT(TI M1) • 

(2) VMg ist vollst., lim ME = Meng-11m M~ "IT E • 

(3) VMg hat lR als Separator und Coseparator. 

(4) VMg ist covollst. 

BEWEIS: (1) Zuerst der Fall' Mi = Ei 

t: TfCCD(N"E~.~cCD(N;rrEi),(fi) ~<fi>:= (fi ) o~,c da 

(pr i ° f) +4 f 

f* = «prio f)* >i und Tf = w-1o<T(pri of»i ' wobei 

w: 	T(11 Ei ) ~ 11 TEi ' «xi)i,(vi)i) I-"> «xi,vi»i • 
/I II 

(1TEi)2~TlEl 
Somit hat also 1T Ei die universelle Eigenschaft bzgl. 


CCD-Abbildungen, und ist damit das Produkt in VMg. 


Seien nun Mi ~ Ei VMg , dann 


t": lICCD ( N,M i ) ~oo" e(J)(N,1TM i ) 


" 	 " 
{(ff): fie CCD(N,E i ) fi(N)~Mil ~ff: fe CmcN,TfEi) 1\I\. 

und das beweist (1). 	 feN) C;;; Tf Mi 1 
(2) Sei ME : ~ -+ VMg ein beliebiges Diagramm, 

M(CD) 	 := Meng-lim M, dann gilt: 

1T E ( i ) pr i >E ( i)


M(00) ist ein Kegel fUr ME : 
01 	 UI 

pri ist e OO als Einschrankung M ( CD ) - _P..r-4 _ M ( i) 

einer stetig,lin. Abb .. 


M(CD) ist der Limes, denn sei (N,Pi) ein anderer Kegel => 

"TrE(i) f existiert als Mengen-abb., wegen 
UI UI der Def. von M(CD),und ist CCD, da f 

M ( CD ) pr i ~ M ( i) 
in den umge benden VR IT E ( i) wegen

f",
N 
A f = <Pi> 1 e CD 1st nach (1). 

(3) lR ist Separator: Sei namlich fl:g; f,g: N~M ~ 

*~ f(x)l:g(x) 9' f ° konstx f. go konstx . 

IR ist Coseparator: Sei namlich fl:g; f, g : N -+ M = 

9X~ f(x)l:g(x) ~ V l(fx)l:l(gx):+ 11M 1st CCD und 

leE' -'­

l/Mof"'l/Mog • 
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(4) VMg ist covo11st.(~err1ich-Strecker:163] 

VMg ist vollst.,10k.k1ein und ein Coseparator existiert. 
Es verbleibt also nur noch zu zeigen: VMg ist 10k. klein: 
mist mono. ~m ist injektiv ( Man betrachte konst.Kurven). 

~ oBdA M= dom m~ cod m , <M)VR =: Eo ;I» ME ~ ME • Es 1aBt 
sich aber nur eine Menge von VR erzeugen durch Maund somit 
auch nur eine Menge von VR in denen das-Erzeugnis von M 
dicht liegt. Auf diese wiederum 1aBt sich nur eine Menge 
von Topologien setzen. Und so erreicht man eine 
reprasentative Menge fUr die Monomorphismen. Q 
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3.2. HOMFUNKTOR S : 

1ch mochte nun den Hom-Funktor Coo: VMgOPx VMg .... Meng zu 

einen Funktor S : VMgOP)( VMg .. VMg liften. 

3 • 2 • 1. Topolog i e auf COO (N ,E) : 

1.DEF: S(N,ME):= COO(N,M)~ S(N,E) und S(N,E) trage die von 

<Tn>: S(N,E) .... 1TCu(KooTnN,TnE) induzierte Topologie. 

2. LEMMA: f, f i € S (N , E) '* 
n 	 n=> f ... f ~ /\ A 00 n T fioC ..... T foc.1 n c: ffi -+ K T N stetig kp-off 

in Cu(KOO TnN, TnE) ~BEWE1S: f i -+ f «> 
n 	 n 

t tig T fioC .... T foc 
s e kp-off 0 

c13.LEMMA: c.:m-+E stetig diffb., c l ~ c, dCi .... 
1. 	 1 kp-off kp-off 

=> 	 c: rn. -E stetlg diffb., dc = c • 
- c diffb.BEWE1S: Sei s € IR fix, c l (t):= f dC l (s) fUr t=s ~ 

=>- c i : IR .... E ist stetig. .£i (i~;cihl sonst 

Ci ( t) - i c1 ( s) fUr t= s , da C i ..,. c, d c i ~ C • 


c(t)-c(s) 'sonst pkw pkw 

t-s 


1st kp-off-Cauchyfolge: Sel namllch s € I ~p. Intervall,
c i 

K eine konv.,abg. o-Umgebung in E * 

~ Y i /\J'~ 1 (del-dc j) ( I) £; K (we1Idei ..... c1 ) 


0' 0 


=lJ;fS )-dC j (s) €Sei t€ I • Ci (t)-cj (t) 	 K !~~srt 

(*) = 1.£l='£j)(t)- (ci='£j s e <d(c.-c )(1»- ~ K 
t-s 	 1 j konv 

nach dem Fundamentallemma. 

~ (Cl -Cj )(I)<;K. I c1 (s) fUr t=s 

c. k - ff C, c(t):= c(tt-c(s) sonst , da CU(ffi,E)
1 p-o -s 


FIg-vollst. 

und somit ist c diffb. in s, dc(s) = c1 (s), da 


Ci stetig , c l kp~off c ~ c 1st stetig • c(t) c(tt:~(s) 
t ... s 1~ 0 

c (s) 

Durch 	Induktion erhalt man daraus: 
c. : lR ~ E COO,d:t:tc . ---+- en,. co: m .... E ist coo, dnco = cn 

1 lkp-off 

Wegen 1.6.2.1. ist Cu(KooTnN,TnE) FIgv.lkv und damit 


auch 	 IT CuCKoo TnN,TnE) ein FIgv.lkv. 

n 
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Es 	last s1eh nun ze1gen, daB S(N,E) selbst aueh e1n 
Flgv.lkv ist: 


( ) C (Tn> 1f (Q) n n)

4.SATZ: S N,E Flgv.lk~ n eu K T N,T E • 

BEWEIS: Klarerwe1se 1st S(N,E) e1n Te11vektorraum. Es ble1bt 


also zu zeigen, daB S(N,E) Flg-abg. ist. Sei also f~ e S(N,E), 

Tnf 1 -+gn in. Cu(Kw TnN,TnE) z.z". gO:N ~E ist Coo, Tng =gn: 


f. 	1st COO ~ 

l COO(lR,N) (fi )* ~ COO (lR,E) 


~6 Tf. # ~ ~ 
TN 1 , TE 


Tnfi -+gn '* dn(fioe) = pr °Tn(fioe) 0 xn = 

= pr °Tnf. °Tne ox: IR .... KOO TnN -+ E =+ 


1 n 	 3LEMJIA'* dn (f10e) k~off prognoTneox •.. ". 
o p n ° nn 	 n'* g 0 e ist Co:>, d (g oe) = pr 0 goT co xn .. 


'* (go)* ist sinnvoll. 

Tf i ( E; c) g1( 6 c) cS (gO 0 c)
-t> 

II 	 II ~ 

b (fioe) = «fioe) (0) ,d(fioe)(o)) ..... (go(eo) ,d(gOoe) (0)) 
.. g1 (cS c) = cS (gOoe) = cS (go*(e)) ~ Tj= g1. 

Das gilt alles genauso fli~ gn, d.h.:(gn)* ist sinnvoll 
und Tgn = gn+1. => gO: N-E ist COO und Tngo=gn. 0 

3.2.2. 	T als natlirl. Transformation: 
Jetzt moehte ieh zeigen, daB T eine nat.Transf. ist. 

Dazu genligt es,die Glattheit von T zu beweisen. 
1.SATZ: T : S(N,M) ~S(TN,TM) 1st COO • 

BEWEIS: Sei vorerst M: =E . "'* T 
Wobei T 	als Mengen-Abb. S(N1'E)------------~S(TNf'TE) 


<Tn> :It <Tn)

nach Def. existiert. 

Weil pr ° <Tn> nach lTCu(KooTnN,TnE) pr IlTCu(KOOTn+1N,f1+1E) 


Def. von S(N,E) stetig und linear und damit COO ist, und 

T darliber faktorisiert, und S(TN,TE) die von 

IT Cu(KOOTnN,TnE) induzierte Topologie tragt, ist T auch 

stetig und linear und damit Coo. 


Sei nun ME <;; E beliebig. =* SeN ,E) ~OO-S(TN, TE) 
UI #Wobei T als Mengen-Abb. wieder 	 UI 

S(N,M)----!---~S(TN,TM)nach Definition existiert, und 

somit als Einschrankung einer COO-Abb. selbst COO ist.,D 
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3.2.3. 	S(N,.) kommutiert mit '"IT : 
Nun mochte ich zeigen, daB S(N,.) Produkte erhalt. 

1.SATZ: T :1T S (N,Mi ) ~ S(N,TrM i ) wobei (f1 ) 1-+ <fi '> 

BEWEIS: t: : 7f CU(KOON,Ei)~ CU(KOON,lfE i ) , denn Subbasen 
UI lkv UI 

sind •. )(M .. ,)(.. - M.. V· Wobei die• 

C,IJ '-', •• " '" , • 

Punkte bedeuten, daB-dort d.er ganzeRaum steht. ~ 


"[ :Jf Cu(KOO TnN,TnE i ) ~11 Cu(KOO TnN,TnUEi) 

1.~ Sl~ lkv l~Vn. (Wit) Sli lk': 


lr Cu(KOO TnN, TnE i ) ~ ~ TrCu(KOO TnN, Tf TnE.) 

~,i lkv "h i 't: l. 


Wobei T als Mengen-Abb. SeN, IT E i ) ~ 1\ S(N,E i ) 

VI # ~
existiert,weil der Hom­


SeN, 1f Mi)~-j:--- TTS(N,M i )
Funktor S(N,.) stetig 

ist; und ist somit ein Diffeomorphismus als Einschrankung 

eines linearen Homoomorphismus. 0 

2. FOLGERUNG: T: TS(N,E) ~S(N,TE) 
C 2 :s- 2

BEWEIS: -C: TS(N,E) = S(N,E) -=- S(N,E ) = S(N,TE) • 0 
COO 
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3.3. FASERPRODUKT T t::. T : 

In diesem Kapitel geht es darum, das Faserprodukt 

(die Whitney-Summe) des Tangentialraums zu behandeln. 

3.3.1. TAT als Pullback: 

1 • DEF: TM t::J. TM : = { (x, v, w) : (x, v) , (x,w) € TM} ~ TE A TE = E3 

pr1: TM A TM -+ TM , (x, v, w) =: (x, v ) A (x, w) '""" (x, v) 

pr2 : TM ~ TM -+ TM , (x, V)A (x, w) ..... (x, w) • 

2.SATZ: TM A TM P b' TM ist ein Pullback. 
lpr1 r2 l-rL 

TM ~ /100M 


BEWEIS: Klarerweise ist TMt::..TM das Meng-PB. Nach 3.1.4.1. 


ist der umgebende Vektorraum TE If TE 1T E = E5. Aber 


TMATM ~ E3 c....-+E5 , (x,v).o(x,w)-(x,v;x,w;x) und mit dieser 


Einbettung ist E3 ein abg. Teilraum in E5 und reicht nach 


3.1.2.1.(5) als Umgebender VR. 


3.DEF: [f1 ,f2) 	 bezeichne die wegen der PB-Eigenschaft 

eindeutig assozierte Abbildung zu f 1und f 2 • 

(d.h.: 	 f ____ TM~11: ). 

~] tpr: 	 ~ 
N--:!..t.;:i.~TMATM M 

~l"~ 
3.3.2. oc. 

A 
als nat.Transf. und partielle Tangentiale: 

1.DEF: ciA :TE .0 TE ~ TE , (x,v) A (x,w) ..... (x,v+w) heiBt die 

Faseraddition von TE. 

62 :S(IR2,M) -+TM ATM, ~2:= [60inj~, ooinj~l 
inj~: TM -"> TM TM , inj1: = [1,0 ° 1( JA 

inj2: TM -t TM A 	 TM , inj2: = [0 0 lt ,1] 

Seien schlieBlich f 1 : TN1 'iT N2 ~ TE , f 2 : N11T TN2 ... TE mit 


it: of1o(1nTt )o"t= ITof20(n 0 1 )0"",-1 


f1 ~ f2 := ckA o[f1o(1rr"Tr )ow~ f 2o(ll:fT 1 )0",-"'J 


(d.h.: (f1 ~f2) 	 (x1 ,x2 ;v1 ,v2 ) = (pr1f i (x1 ,x2 ;vi ) ,pr2f 1 (Xi ,v1 ;x2 )+ 

oder als Diagramm:. t~~ +pr2f2(x1;x2,v2))
T(N IT" N ) ------- --TE1 2 ....(,) t~ .... ... .... .... 101 " 

.......... 

TN11r TN2 TE il TE

!11f1t 	 ! p': 
TN1 "1T'" N2 f1 "TE ). 
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2.SATZ: f*: CCD (IR,N1 TT N2 ) ... CCD(IR,E) sei sinnvoll fUr 

f : N11T N2 ... E =* 
e CD (lR,N1 1T N2 ) f*.eCDClR,E) 4* 

~ ! # l! 
TCN1~ N2 ) Tf 'TE 

¢:> e(]) (lR,N1 ) 1T" N2 f"'1~CCD(rn.,E) N11T e CD (lR,N2 ) f*2~e(])(1R,E) 
4"1r1 ! =* 1, A 11 "-.5 * l' 
TN1ll" N2 T f J T'E N 1 IT" TN2 T f ~ TE 

1 2 

wobei f*1:= f*OTO (1,konst) ,f*2:= f*o"'(o (konst,1) 


Tf : = T 1 f + T2f mitT1 f : = Tf °£..J ° (1 -rr 0) 


Tl f : = Tf ow ° (0 1T 1) • 


BEWEIS: (~) Tf(cS<c1 ,c2'>'f~z. ~ (f*«c1 ,c2"'») = 

= <fo<c1,C2),d(fo<c1,c2~»(0) = 

=~ « fo(c1 ,c2 ) ,d1 (fo(c1 ,c2 ))>(0,0), ••• ) = 


= ~ ( < fo(c1 ,c2 (0)),d(fo(c1 ,c2 (0))»(0), ••• ) = 


= eX (T 1 f ( 6 c 1 ' c 2 ( 0)) , T 2f ( c 1 ( 0) , ~ c 2)) = T f (6 < c 1 ' c 2""> ). 

(~) T1f«b1r1)(c1 ,n)) z~z. 0 (f*1(c1 ,n)) = 


= 6 (f... ( r (c1 ,n))) = d (f*«C1 ,n'») = Tf(~<c1 ,n» = 

= Tf(e.> (b c 1 ' [, n)) = Tf(£..> (0 c1 ;n,o)) = 

= Tf(w (11T' o( (:, c 1 ,n))) = Tf(w «11rO)«~1T1)(c1,n)))) = 


= T1f«,s-;r1) (c1 ,n)). a 
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3.4. KARTESISCHE ABGESCHLOSSENHEIT : 

Der Zweck dieses Kapitels ist, die kartesische 


Abgeschlossenheit der Kategorie VMg zu zeigen. 


3.4.1. (Co-)Einheit ins, ev: 

1.LEMMA: ins: N -+ S(M,N"IT M) ist COO • 

BEWEIS: Sei zuerst N:=E => ins(.) =<.,0) + <0,1 M): E ... 

... S(M,ETrF) ist Coo, da der erste Summand stetig,lin. und 

der 2. konstant und somit COO ist. AuBerdem ist ins(n): 

m- (n,m) als Einschrankung einer stetig,lin. Abb. Coo, und 

somi t ist ins: E -.. S (M ,E 'IT M) Coo. 

Sei nun N ~ E .. ins: N -+S(M,Nrr M) ist COO als sinnv. 

Einschrankung einer COO Abb •• 

2.SATZ: ev: S(N,M)1T N ... M ist COO • 

BEWEIS: Sei wieder zuerst M:=E, dann gilt: 

ev:KOO(S(N,E)ll" N»~E ist stetig: ev: KOOCS(N,E)1J' N)-'> 

.... Kurv(KOO(S(N ,E»n- Koo N) -of> Kurv(KurvS(N ,E) 1r KOO N) -+ 

.... Kurv(Kurv Cu (KOON ,E) 1l" KID N) .... E ist wegen 1.5.1.2. stetig. 

ev*:COO(IR,S(N,E)1i N)-.. CCD(1R,E) ist sinnvoll: Sei c € 

t:Coo(lR,S(N,E)". N) =t c= (c1 ,c2>. Ich definiere d i (ev ° c) 

durch folgendes Diagramm : 

m2_____~~i~!2_21-----+ E ~-----~ai~!-~21-----lR2 

<C1 ' dc1>1r C2 
* TEIpr2 

# C11r<C2 , dc ~1 ev/~v
T S (N , E ) 1r N 1:" T 1, S (N , TE) IT N S ( TN , TE ) 11" TNJ rr 1 S (N , E) 1r TN 

~ di(evoc) ist stetig, denn aIle Abb. bis auf ev sind 

COO und somit KOO-stetig, und ev ist Koo-stetig. Weiters 

ist die Definition von di(evoc) sinnvoll, denn 

d 1 (evoc) (s,t) = (pr20evo(t If 1)0«c1 ,dc1,>vc2 »)(t,s) = 
= dc1 (s)(c2 (tD = d(c1 (·D(s)(c2 (tD = 


= d(c1 (.) (c2 (t») (s) = d«evoc)(. ,t»(s) und 


d 2 (evoc) (s, t) =(pr20evo(T 11'" 1) o( C1 1f < c 2 ,dc2'»)( s, t) = 

= pr2 (T(c1 (s»(c2 (t) ,dc2 (t») = pr2 (T(c1 (s»(Tc2 (t,1 ») = 

= pr2 (T(c1 (s)oc2 ) (t,1» = d(c1 (s)oc2 ) (t) = 
= d « evo c)( s, • »( t) • 2. 3.2. j ~ 

~ ev 0 	 c ist stetig diffb., d(evoc)=(d1 (evoc)+d2 (evoc»)ot. = 
( 1 2 1 

=: pr20 evoc +evoc ) wo c :=<t 0<c1 ,dc1>, c 2'> und 

C2 :=<Toc1 ,(C2 ,dC2» . 
~ (Induktiv) dn ( evoc) existiert '* evoc : ffi. .. E ist CCD • 
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T ev existiert: Se i namlich T i ev wie falgt definiert: 

T(S(N,E) 1T N)------!1~!----+TE~---!2~!----T(S(N,E) rr N) 

TS(N .E/i;~ '" evl\ev " TS(N .E~-~TN 

1110 01r11 1 \ 1 
TS ( N , E) "IT"" N r .". 1 • S (N , TE ) lr N S (TN, TE ) rrTN~ S (N , E ) 1r TN 


Damit gilt dann: 


T1ev(& c) =ev(Tlf 1«111"0)(.& c1 , '&c2 ») = 

= ev «-c 'II 1)( 6 c1 ; c 2 (a) , a» = 

= (evaCt 1T" 1)a <c1 ,dc1 ; c2 (a) ,0» (0) = 


= «evoe) (0) ,d1 (evoe) (0,0», analag ) 


T2ev( £> c) = «evae) (a) ,d2 (evae) (a,a» ~ 

T ev =~ a[T1ev,T2ev] , denn (& a[T1ev,T2ev]) ( 0 c) = 

= «evoe)(0),d1 (evoe)(0,0)+d2 (evae)(a,0» = 

= «evoe) (a) ,d(evoe) (0» = b (evoe) * (Induktiv) 

ev ist C<D. 

Se i nun MC; E • 

ev existiert klarer= UI ~ 


weise als Mengenabb., SeN ,M) 1r N---~!-- ...M 


und ist somit als Einschrankung einer C<D-Abb • selbst C~ Q 


3.4.2. '"'( als natUrl. Transformation: 

1 • FOLGERUNG: TS (N,E) 1: • S (N, TE) 
UI UI 

TS(N,M)---~-"'S(N,TM) existiert und ist C<D • 

BEWEIS: Es ist nur zu zeigen, daB T: TS(N,M)--.S(N,TM) als 

Mengenabb. existiert. Sei dazu e € CCD('lR,S(N,M» =t £c € TS(N,M). 

Z.z. ist: t:( b c) : N---..."TM ist COO 
If nl 

N- TE (ist COO naeh 3.2.3.2.) , somit 


bleibtz.z. -C(be)(n)-eTM. r(bc)(n)= 


= t(e(o) ,de(a»(n) = (c(o) (n) ,de(o) (n)~h. 

= (S(o,n) ,dea(. ,n»(o» = &(cav oins(n» e TM 


e:1R ... S(N,M) ist CCD => b=evo( c1I"1) :IRrrN ~ M COO 


... 8 ovo ins(n) : lR .... M Coo. de(o) (n) = 


=(lim(c(t)-e(o»)/t) (n) = ev(lim(e(t)-e(o»)/t,n) = 


= lim(ev( (e(t)-e(o»)/t,n» = lim(c(t) (n)-c(o) (n»/t = 


= lim(c(t,n)-~(a,n»/t = d(ce. ,n»(a) • 

v 

2.LEMMA: C) : S(lR.'lrN,M) ... S(1R,S(N,M» ist sinnvall. 
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BEWElS: Betrachten wie vorerst den vereinfachten Fall 

( )": S(lRTrN,E) .. S(rn.,Cu(KOON,E)) ist sinnvoll, dn ; = (d~fr: 
f(s) = f 0 inss ist COO und somit KOO stetig ~ f(s) ist sinnv •• 

Sei c: I ..... N stetig, g:= f 0 (1 Tr c): IR.v I ..... E ist stetig, 

d 1g=d1fo (1v c) existiert und ist stEtig 2.3.2.2~ 
=> (g(t+s,. )-g(s,. »/t rm. d1g(s,.) => 
=>«f(t+s)-f(s»/t)oc -+ rd1f) (s) 0 c '* 


glm 

~ (f(t+s)-f(s»/t .. (d1f) (s) in Cu(KOO N,E) ... 


v V' 

fist diffb., df = (d1f) •• (induktiv) 

(d~f :IRv N - E Cm =f» (d~fr :1R .. Cu(KOON,E) existiert, 

d I 'l+1 (f) = d(d~fr = (d1 (d~f)r = (d~+1fr • 

Nun der allgemeine Fall fUr M:=E 
v 

() : S('ffirrN,E) .. sCm ,S(N,E» ist sinnvoll: 

f (s) = f 0 ins ist em und somi t existiert f als Abb •• 
s v 

leh betraehte nun Tnof : 1R .... S (N ,E) ..... Cu(KmTnN, TnE). 

Dann gilt: Tnof = (T~fr wo T~f:IR -rr TnN -+ TnE folgende 

em-Abbildung ist : T f 
1R."1T TN---2----~TE 

0111 1 rTf 
'DR .". TN . W > T (1R. TN) 

\I " (vollst.Induktion) (n=1) (Tof)(s) =T(f(s» = 

=T ( f ( s , • ) = T(f 0 < s , 1 » = T f 0 T ( <s , 1 » = T f 0 t..) 0 <' Ts , T 1) = 

= TfoloJo<s,o;1'> = T2f(s,.) = (T 2f)v(s). 

(n+1) (Tn+Tof)(s) = Tn+1 Cf(s» = 

= T(Tn(f(s»)) = T«T~fr(S) = (To(T~fr) (s) = 

= (T2(T~:f)t(s) = (T~+1f)V (s) . 

Somit ist Tnof em und damit auch f , da S(N,E) in 

Cu(KmTnN,TnE) via <Tn> Flg-abg. ist (3.2.1.4.). 

Sei nun sehlieBlieh M~E, f€S(lR11"'N,M) • ., 

IR __f_> S (N ,E) ist Cro, und f 
v 

existiert als Mengen-Abb., 
II v UI da f( s) = f 0 inss COO, und istf1R. -----~ SeN ,M) somit Coo, 0 
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3.4.3. S als Funktor: 


1 • LEMMA: f: N -+ N' CCD ~ f*: S ( N' ,M) ... S (N , M ) CCD • 


BEWEIS: 	 f* ist sinnvoll, denn f*(g) = fog ist CCD • 


Se i nun wieder M: = E ::!> 


S(N',E)---~-+S(N,E) ist linear 


Tn J ~ Tn 1 

11" Cu(KCDTnN I, TnE) f! Treu(KOOTnN, TnE) 


prnl #- prnl 

eu(KOOTnN~TnE)-!~+eu(KOOTnN,TnE) ist linear, stetig, da 

(f*)-1 (Nc,u) = Nfoc,U • Somit ist auch das oberste f* 
stetig. 

Sei schlieBlieh M~ E ::!> f* ist als Einsehrankung 

einer stetig,linearen Abb. Coo. 
S ( N' , E ) f* ~ S (N ,E ) 

Uj :# UI 
S(N',M)-__f~_~S(N,M) o 

2.SATZ: f: M-+-M' COO ~ f*: S(N,M) ... S(N,M') Coo. 

BEWEIS: (f*)* existiert weil (f*)*(e)=(fo~r CCD nach 3.4.2.2. 

(f*)*(e) (t) (n) = (f* 0 e) (t) (n) = f*(c(t))(n) = f(e(t) (n)) = 
= f(~(t,n)) = (fo~) (t,n) = (foar (t) (n) .Und 


C = ev 0 (e 1T" 1) COO nach 3.4.1.2. • 


T(f*) existiert, T(f*) = "(-1 0 (Tf)* 0 -C ; wegen 


folgendem Diagramm: 


eOO( R,S(N,M)) 
t~ . 

TS(N,M)

!r 
S(N,TM) 

Dieses kommutiert, da: 

-C ( & (e))(n) = T (c(o) ,de(o))(n) = (c(o) (n) ,de(o) (n)) z~z. 

= <e(.)(n),d(c(.)(n» (0) = 6 (c(.)(n)) : 

d(e(.)(n))(o) = lim(e(t)(n)-c(o)(n))/t= 

""O-im(e(t)-c(o))/t)(n) = de(o) (n). 

und «Tf)*o-COb )(c)(n) = (Tf)*(T (b (c)))(n) = 

= (Tfol:( & (e)))(n) =Tf(1: (~(e))(n))= 

= Tf(l: (e(.) (n))) = ~ (f*(e(. )(n))) = cS «f*)*(e)(n)) = 

= 1: (c5 «f*)ie))) (n) = (l: 06 o(f*)* ) (e)(n) • 
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Es gilt somit: l 	 oT(f*)o 6 = (Tf)*o To 6 = to c5 o(f*)* 't)ij. 

T(f*)06 = [,o(f*)* wo T(f*): TS(N,M) ..... TS(N,E'), da aber 

Im(6 o(f*)*) <; TS(N,M') gilt T(f*): TS(N,M) .TS(N,M'). 0 

3.4.4. Folgerungen: 

1.FOLGERUNG: 	 (1) VMg ist kartesisch abg. via der 

Adjunktion ( .IT N , S (N, • ) ,ins, ev) • 
A v 

(2) S(M,S(N,P)) ~ 	S(MlTN,P) via () ,() • 

(3) komp: S(N,M)1J" S(P,N) ~ S(P,M) ist coo. 
(4) b: S(lR,.) ... T ist nat. Transf .• 

(5) b2 : S(lR2,.) ... T2 ist nat.Transf. 

wobei .s2(f):= <f,d1f;d 2f,d 2d1f> (0,0) 

BEWEIS: (1),(2),(3) folgen aus oben bewiesenen Satzen rein 

kategoriell, und dieser Beweis ist in 1.5.1.3.,1.5.2.1,2 

zu finden. 
~(4) S(rn.,M) 	 '10 TM , somit ist lJ COO • 

tT levo 
S(TIR,TM) ( 'V oins1t. S (1R, TM) 

l,2
(5) S (lR2,M) 	 , T2M somit ist i,2 COO • 

reS 

S(lR,S(IR,M)) cS* .S(R,TM) 0 

1 ( r 
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4. VEKTORBUNDEL : 

In diesem Kapi tel geht es darum, Vektorbtindel - das sind 
spezielle Projektionen, deren Fasern FIgv.lkv sind - tiber 
Vektormengen behandeln. Dazu seien aIle auftretenden Raume 
Vektormengen; E,F,G FIgv.lkv; und aIle Abbildungen Coo. 

4.1. DEFINITIONEN UND FOLGERUNGEN : 


4.1.1. Pullback: 

1.DEF: Seien fi : Ni ... M , dann bezeichne N11r N2 ,oder genauer 


~ M 
(N1 \r N2,f~ ,f2), das Pullback (PB) von f 1 ,f2 . D.h.: 

(f1 ,M,f2 ) 

4 

TM A TM ---E.!:2_ TM ein PB ist. Somit gilt: 

pr1i ln- (TM A TM, pr1' ' prZ) = (TM 1T" TM ,11:'\ rl) . 

(TC,M,n: ) 
TM----.M7C" 

kommutativ, und die beiden 
Trapeze PB. => 

~ Das Rechteck ist PB. 

3.LEMMA: (1) Sei 

(2) Sei kommutativ, und die beiden 

Trapeze PB. * 
-. Der strichlierte Pfeil 

ex1s't.1ert.-eind"f:ut1g und . 
macht das Rechteck zum PB. 

(3) Sei .-------------~ kommutativ und die seitl----... ~I , .• 
~~r 1 beiden Trapeze sowie1_____ .--+.~ das innere Rechteck PB.~ . .,. . 

~ Der strichlierte Pfeil existiert eindeutig 
und macht das auBere Rechteck zum PB. 

BEWEIS: (1),(2) Eine einfache Diagrammjagd beweist dies. 
(3) erhalt man durch Anwendung von (1) und (2).0 
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4.1.2. Vektorfaserung: 


1.DEF: V~M heiBt Vektorfaserung (VFas) :~ 


EeG ~r1>E x-eM ~Vx:= {g:(x,g)eV}Flgv~lkVG.A 

UI UI 
V P,. M 

Die 2. Bedingung bedeutet: 

Vx ist Flg-abg in V A 

(E $ G) E(E (9 a)-+ E 6) G , (x, g ; x, g , ) .... (x, g+g' ) 
UI # UI 

V Mv---~p-..v Ol = OIM= + heiBt Faseraddition. 
P M 

IR "TT" (E EB G)~E E& a , (t ; x, g) ..... (x, t g) 
01 ~ W 

IR 11"" V---t::p--+ v fA = t'M=' heiBt Fasermultipl •• 
P M 

Unter dem O-Schnitt der VFas versteht man: 

0p : M - V , m ..... (m,o) 

2.LEMMA: V-B+M sei VFas * S(N,V)~S(N,M) ist VFas • 

BEWE1S: SeN ,E) $ SeN ,a) pr1 )S(N ,E) 


r!ls ~ 

S (N , E E9 a) (pr1 ) * 


UI :I:t U 

S(N,V) p* , S(N,M) 


= {g-eS(N,a): <f,g>eS(N,V)} = 

= {g e S (N , a): x~N g ( x) € V f ( x)} , denn 
<f , g"> e S(N , V) <=> AN (f (x) , g ( x) e V t;:!>x-e 

~ l~N g(x) e V f(x) • 

Da die Vektorraumstruktur auf S(N,G) pkw. definiert ist, 

gilt somit S(N,V)f ltv S(N,G) • Das hatte man auch 

kategorieller bekommen, wenn man beachtet hatte, daB 

~ (bzw. fp ) bis auf nat. 150m. gleich ( ~)* (bzw.
p* * P 

(f'p)* ist. 

SchlieBlich ist S (N, V)f Flg-abg, denn sei gn - g, gn e S (N, V)f 

* gn (x) _g(x) , gn (x) e V f(x) und Vf(x) ist Flg-abg in G ~ 

g ( x) € V f ( x ) ~ g € S (N , V)f. CJ 
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3. DEF: Se ien V--4M, V~M' VFas, f: V ..... V' ...., 
f heist fasererhaltend :c1:* f(Vx ) ~ Vf(x) wobei 

f : = p' oFoO : M .... MI 
P , 

fx:: f/vx: Vx .... VI (x) 

( Als kommutatives Diagramm bedeutet das: V f ~V' ) 

pi # lp I 

M __Z.~Mt 

Falls zusatzlich f = 1M ' M = M ' gilt, heiSt f fasertreu • 

Sei Peine Eigenschaft fUr Abbildungen zwischen lkv * 

f heiSt faser-P :~ fist fasererhaltend , fx ist P • 

lR 1t V _1_lT_f_.. ffi 1TV ' 4.LEMMA: 
1~p # l J4p' 
V f ,v' 

f 
fist faserlin • .;:> fist faseradd. 4* fist faserhomogen 

BEWEIS: (*) fist faseradd. '* f( t": (t, v)) = t; I (t,f(v)) fUr 
ro ro p p

t € (1 , und weil f C und somit K -stetig ist, und t ... fA'p(t,v) 

eine Cro-Kurve ist, gilt es sogar fUr t € ffi • 

C<=) fist faserhomogen.* f(x,v): (fCx),f (v)) mit 
ro x

f : V· x .. G' C und homogen. ,. f (v) = d ( • f (v)) (0) = x x x 

= d(f (.v))(o) =Df (o,v) und Df (0,.) ist linear. CI 
x x x 

X 

5 • LEMMA: V~M sei VFas, f: N -M =eo NTr V~N ist VFas " 
M fX 

NMV- V ist faseriso. 

BEWEIS: N C F • pr FED G
lpx :tt 1 UI 

N"M V = { (x;y,g) :x€N, (y,g)eV ,f(x)=y} ~ {(x,g) :xeN,yeVf(x) l 
und ( N Pi V) x = { ( y , g) : (x; y , g) € NMV} ~ { g: (f ( x), g) € V1= V f ( x) • 

und f~ist faseriso, da fX(x;y,g) = (y,g). 0 

6.LEMMA: VrJ~-i..Mseien VFas '* V11!1 V2-.E.....,.M ist VFas, 

wobei p = P1 oP2 = P20P1 • 
BEWEIS: (E EJ3 G1 ) E (E ~ G2 ) = E E9 (G1 "T1" G2 ) pr ... E 

UI :# 1 UI 

V1~V2 P '11M 

und (V1 1!1 V2) x = { (g1 ' g 2) : (x, g i) € V i f = (V1 ) x ED (V2) x . 0 
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4.1.3. Definition von Vektorbtindel: 
1.DEF: V~M heiBt Vektorbtindel (VB) :~ 

(VB1) V~M ist VFas. 
(VB2) V'M S(IR,M) --p~-- S(lR,V) existiert als fasermono. 

pr2-------.. ll: /P* (pt he iBt II - Transport ) 
S(JR,M) 

(VB3) f: lR~ ~ VMS(lR,M)--E.!..S(lR, V) 


<evf( 0) opt ,1f*opr2> tt 1f* 

Vi!i+s (JR.,M )~S (lR, v) 


( 	D.h. der 11- Transport h!ngt nicht von der 

Parametrisierung der Kurve ab ) 


(VB4) VMTM --~~§-- TV existiert • 

1~ol 	 # [b (zus heiBt Zusammenhang ) 

VNi S (lR , M ) ~ S (1R ,V) 

Ublicherweise werden Vektorbtindel durch die Existenz 
eines Vektorbtindelatlases definiert. Das sind Karten des 
Basisraums,tiber denen das Vektorbtindel trivial ist. Hier 
stehen einem jedoch keine Karten zur Verftigung, und offene 
Mengen sind gerade die unter Coo-Kurven offenen Mengen. 
Somit erscheint es sinnvoll unter Vektorbtindel solche 
Vektorfaserungen zu verstehen, die langs Kurven trivial 
sind, d.h. ftir c-eC CD(1R.,M) existiert Vc(o)iTlR---+-V 

!P"a ~ !p
1R c -M 

und ist ein Faserisomorphismus. LaBt man diese Bedingung 
noch COO von der Kurve abhangen, dann bekommt man gerade 
den 11- Transport pt und die Eigenschaft (VB2). 

Die Vertraglichkeitsbedingung (VB3) mit Parameterwechsel 
der Kurven ist dann eine naheliegende Verscharfung. 

SchlieBlich mochte man noch, daB der 11- Transport 
infinitesimal von den Tangenten der Kurven allein abhangt. 
Das besagt gerade die Existenz des Zusammenhangs zus mit 
der Eigenschaft (VB4). 
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2.LEMMA: V.4M sei VB => VPij ~U~/IV kommutiert 

1v6 I)'r" ./V'tv" b 
,., .L ~ 

Vr4 S(IR,M) pt.S(IR.,V) 

( D. h. pt (v, c) (0) = v ). 

BEWEIS: pt(v,c)(o) = Pt(v,c)(o+o)(V~3) 

= pt (pt ( v , c) ( 0) , c ( • + 0 )( 0) =pt (pt ( c, v) ( 0) , c)( 0 ) =l>­

v = pt(v,c)(o) weil pt fasermono. Damit kommutiert 


das untere Dreieck und somit aIle, da 1~6 surj. ist. 


3. 	Da jedes f : IR~ sich schreiben laBt als f = (f-f(o»+f(o), 

ist (VB3) aquivalent zu (VB3') (VB3") • Wobei (VB3') (VB3)A 

ist, wenn man dort fUr f nur Additionen mit Konst. zulaBt. 


D • h • f = • +S und pt (v, c) (t+s) = pt (pt (v, c) (s) , c ( • + s »( t). Da s 


ist also eine FluBeigenschaft langs Kurven. (VB3") ist 


(VB3), wobei man nur solche f zulaBt, fUr die f(o) = 0 • 


Die Kommutativitat des Diagramms bedeutet dann: 


pt(v,c) (f(t) = pt(pt(v,c)(f(o» ,cof) (t) = pt(v,cof) (t) 

II 

o
'----vr------" 

v nach obigen Lemma 

# pt(v,c) of = pt(v,cof) ~ pt(v,.) : S(JR,M) ... S(lR,V) ist 


{f-eS(IR.,1R):f(o) = 01- aquivariant, wobei diese Halbgruppe 


auf S(IR,N) durch ( ) *= S(. ,N) wirkt. 0 


4. 	Es ware hier noch anzumerken, daB die yom //- Transport 

pt in (VB2) geforderte Eigenschaft ein Fasermono zu sein 

ganz entscheidend ist. WUrde man namlich nur Faserlinearitat 

und nicht Injektivitat verlangen, dann waren auch mit der 

trivialen Abbildung (Op)*opr2 : (v,c) (c(.),o) aIle1-+ 

Eigenschaften erfUllt. 


Anstatt der Fasermonomorphie kann man all.erdings pt (v, c) 0 =v 


verlangen ( siehe Lemma 2 ) 


5. 	 (VB3") besagt unter anderen, daB der Paralleltransport 

dUTCh pt(v,c)1 eindeutig bestimmt ist. 
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4.1.4. //- Transport: " 
1.SATZ: V~M sei VB ~ (V M	S (IR , M )rr 1R pt ~V 


pr2 1f 11 PB!P 

S(R,M) Tr lR--+~M ev 

BEWEIS: Sei g: S(lR,M)rrffi-S(1R,M)1T S(lR,lR)-S(IR.,M)1I'"IR • 

( c, t)... ( c , • +t) fo+ (c ( • + t) , -t) 
Wegen der Kommutativitat des folgenden Diagramms 

existiert eindeutig die strichlierte Abb.: 

S(IR,M)rr lR g , S(lR,M)rr 1R 

tpr 	 pr t~ 
V"M (S(IR,M)'II"lR)-----+- (VIJi S(IR.,M))-rr 1R M 


! pr pr j ~ 

V 1 	 ,.V/ P 

(c,t) - (c(.+t),-t) 
f. 1 ~ 

c(t)

(v,c,t) (v,ce .+t) ,-t)
1+ 	 II 

p(v)l 	 t 
v ... v ~ 

Aus (VB3) und der Anfangsbedingung folgt : (f:=.+t) 

VMS(IR,M) pt .S(IR,V). 

<ev~oPt,(+t~~V~ l(.+t)* 
V~ S(m,M) pt ' scm, V) Variiert man nun t ~ 

cv~ S(JR,M))rrlR pr 


<ev,gopr> 1 # 
 Durch Zusammensetzen 
erhalt man daraus:CV MS (JR,M ))TT m. <pt, pr> 

S (IR ,M) iT" IR • S (lR ,M) IT m. ~ S (lR ,M) 1T lR 

prt g :t:t- pr1 g '# pr t 


VM(s (lR, M) rr TIt) ~E!:l.g~E!:~(VMS (rn., M))"-1R ~~~l.g~E!:~(VMS (lR, M)) If lR 


pr! 	 #: pr! ~ pt t 
V 	 1 .V 1 .V 

Und da g2 = 1 ist, habe ich hiermit die Existenz des fUr 
die universeIIe Eigenschaft des PB geforderten Pfeils 
gezeigt. Die Eindeutigkeit ergibt sich daraus, daB pr 

1\
die beiden letzten Koordinaten festIegt und pt als Faser= 
mono die 1. Koordinate. 0 



JR 

S(IR,M)1r lR 
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2. FOLGERUNG: V-4M sei VB, c € CCD(IR,M) =+­

~ V 1T 1R pt(. ,c,.) V Faserisoc(o) ~ . 
pr2t PB tp 

IR ~ M c 

BEWEIS: Wegen 4.1.2.5. ist nur die PB-Eigenschaft zu 

beweisen. Dazu betrachte ich folgendes Diagramm: 

V 	 inj .. V Weil das auBere Recht=
c(o)~ #" ~ 

<ini.ko"5!,>~ ~pT eck ein PB ist, istI VMS(JR,M) auch das linke Trapez 
pc(o) ~pr PB p ein PB. Und somit das 

S(IR,M) linke Trapez des nachsten
kO!l~ ~ol0-----­ # c ~M Diagramms: 

" V 'Tr lR 	 pt ( • , e, · ) • V Und damit ist 
C(o)<i~# ~ das 8.uBere 

Vj!f ~ (IR ,M;:;!R) r-
Rechteck ein 

pr PB pr! PB p PB. o 

C~M 

3. 	Wie zu sehen war, hat die FluBeigenschaft eine entscheidende 
Rolle gespielt beim Beweis der PB-Eigenschaften. Man konnte 
andererseits statt der FluBeigenschaft die PB-Eigenschaft 
vom 1.SATZ fordern, und damit lieBe sich dann ziemlich alles, 
was hier Uber VB bewiesen wird noch immer beweisen. 

SchlieBlich laBt sich noch die Existenz eines #-Trans= 
ports ptn langs n-dimensionaler Flachen beweisen. Es ist 
hierbei jedoch darauf zu achten, daB dieser nicht unabhangig 
ist vom gewahlten Weg in der Flache. Das hatte ja zur Folge, 
daB das VektorbUndel trivial ist. n 

4.SATZ: V--4M sei VB ~ (V~ S(1R.n,M))TTffi~ -.E!.-~V Faseriso. 

pr2 11" 11 PB lp 
S (lRn ,M) 1r IRn .Mev 
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BEWEIS: Vollst. Induktion: (n=o) trivial. 
(n+1) Dazu betrachte ich vorerst 

folgendes kommutatives Diagramm: 

V):, S(lR,s(lRn ,M)) 1 ,!lj (e~MS(lR,M) 

~ pr
V 

pr PB tp PB pr 
M 

e%SCRn,M)~ ~ 

nS(lR,S(IRn,M)) . (ev )* ~S(lR,M)o

• Das auBere Rechteck ist ein PB ~ Das linke Trapez 
folgenden Diagramms ist ein PB: 

V"M S(IR,S(IRn ,M)) lr IR -----------------------------.... V MS(lRn ,M) 
~ 4*" .---­

1;!f(eYO>*1I'1 V 1r S(IR,M)n 1R.~V""----P" 

pr PB pr t PB lp PB pr 
S(lR,M)TTlR

~ ev ~M~ ~ 
~ev;.)*1\"'1

S(m,S(lRn ,M)) Ti lR 
# 
ev,. S(IRn ,M) 

• Der strichlierte Pfeil existiert eindeutig und macht 
das auBere Rechteck zu einen PB. Damit ist das innere 
Rechteck des nachsten Diagramms ein PB : 

A l1.-t-1

VIT S (Rn+1 ,M) lr 1Rn+1 ______________!~___________________.. V 

M ~ # ~ 
VMS(IR,S(RB ,M))trlR-rr 1R~VM S(JRn.M)rr mn :pt 

)Or #. pr t PB !1'1' PB p 

S(m.,s(JRn ,M) II" IR'If 1Rn , S(IRn ,M) IT 1Rn>--:: ev'Tl'" 1 ev 

S(IRn+1,M)lrlRn+1 ~ M 
ev 

Wegen der Induktionsannahme ist das reehte Trapez ein PB, 
und somit existiert der strichlierte Pfeil eindeutig und 
macht das Rechteck zu einen PB. 0 

NaturlLcher ware es ptn langs rad1aler Strahlen mittels 
pt zu definieren! 
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4. 1 .5. Zusammenhang: 
Das folgende Lemma besagt, daB zus eine Rechtsinverse 


zu <1t ,Tp'> ist und somit eine Einbettung. 


1.LEMMA: V-E.M sei VB '* V1r TM 1 ~ VPi TM 

Mz~ :it /<-n::,TP> 
TV 


BEWEIS: Dazu betrachte ich folgendes Diagramm: 


VTr TM 1 'V 1T TM • Daslinke Trapez kommutiert
M M 
~ ~ wegen (VB4). Das untere'i.us-----' <:ll""l1p>TV ' Dreieck kommutiert wegen 

1rr& # f& # 1 if S der Anfangsbedingung. Und 
S (lR., V)
~~ das rechte Trapez kommutiert 

V"TT S(lR,M) =** • ViT" S(lR,M) wegen der Definition von 

M 1 M und Tp. 


Da 1rr3 surjektiv ist,kommutiert somit das obere Dreieck.o 

2. FOLGERUNG: V~M sei VB ~ VM'TM zus .. TV faserlin . 

~#Ap
TM 


BEWEIS: Ich betrachte folgendes Diagramm: 


VTr TM zus • TV Weil 1~6 surj. ist,
M~ # ~ kommutiert das auBere 

V Pi S OR, M) ~ S (lR, V) Dreieck. Und zus ist 
pr pr~ #' /p* #" Tp faserlin., da pt 

# S(lR,M) faserlin. ist tibert, 
s(R,M). aTM 


3.FOLGERUNG: V~M sei VB ~ V-rr TM zus •TV fasertreu. 

M~#/ 

M 

BEWEIS: Das folgt sofort aus 2.FOLGERUNG durch Zusammensetzen 
mi t ltM: TM - M • 0 

1m Kapitel 4.-4. verde ieh den Zusammenhang und das von 

ihm induzierte Teilbtindel von TV weiter untersuchen. 

AbschlieBend nur noch folgende 


4.DEF: Da dar Zusammenhang fasertreu ist tiber V und TM, laBt 
er sich wie folgt schreiben : 

zus(x,v;x,w) =: (x,v,w, rx(v,w»). 



-63- 4.2.1. 


4.2. INDUZIERTE BtlNDEL : 

In diesem Kapitel geht es darum,PB von VB - sogenannte 


induzierte BUndel - zu betrachten. 


4.2.1. Pullback eines VB : 
x 

1.SATZ: V~ M sei VB, f: N -+M COO ~ VMN~N ist VB 
x 

VMN-LV VB-homo. 

!p"# !p 
N f t M 

BEWE IS: (VB1) ¢ 4 • 1 • 2 • 5 . 
(VB2) Es gilt (V MN) NS(lR,N) ~ VMS(lR,N), denn 

beide Raume machen die linke obere Ecke folgenden Diagramms 
zu einen PB : • ~ V 

~V"N~ 

M 
~ PB P 
N 

~~ 
S(lR,N) ~M 

Nun betrachte ich folgendes Diagramm: 

f(V Nt N) NS(lR,N) ------------------*-----------------.... VMS(m,M) 

~ ;r ~ 

VMN • V 

pr PB lpr PB pi PB pr 

N f • M 
evo~ ~ 


S(lR,N)-- ~ ~S(lR,M)
f* 


~ Der strichlierte Pfeil existiert eindeutig,und macht 

das auBere Rechteck zu einen PB. ~ 


Das folgende , Diagramm-kommutiert, und somi t existiert 

wegen der PB-Eigenschaft der strichlierte Pfeil eindeutig. 


S(m.,N) 


/?r* ~ 
(V MN) NS(lR,N)--ptT- S(lR,V MN) s; S(1R, V) S(K,M)S(JR,N) S(jR,M) 

!prrr f* ~r* PY 
V MS(:!R,M) pt • sCm, V) p* 

Somit existiert ein #-Transport fUr das induzierte BUndel, 
der klarerweise ein Fasermono ist. 
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(VB3) Einerseits kommutiert folgendes Diagramm: 

pt'(V 1Ji N) RS (lR, N) ------~------__ S (lR, V MN)lt' 

---- T\r 1T" f * ---­~ t ~pr* 

1 

VfJjS(lR,M) p :.S(IR,V) 

<evg(o)opt' ,g*> ! <evg(o)opt,g*> !g* g* 
VIJi s(IR,M)-pt .. s(IR, v) 

~Trf* ~* 

(VMN) NS (1R,N) pt' ~S(JR'VMN) 

wobei g: 1R~ beliebig ist. 


Andererseits kommutiert auch das Diagramm 


pt'

(V MN) NS(lR , N) ~S(lR ,V MN) • 

I 
 pr*_____ 

S(IR,N)~ 

<evg(o)opt',g*> !g* g* 
S(lR,N)1 pr~ """"--- pr* 

(V!Ji N) NS(lR,N) --- pt' ---- S(lR, VMN) 

Dnd darnit kommutiert auch das geforderte 


Diagramm, da S(lR,VMN) das PB von S(R,V) mit S(JR,N) tiber 


S(lR,M) ist. 


(VB4) Einerseits kommutiert folgendes Diagramm: 

Andererseits kommutiert auch das Diagramm 

pt'(V MN) NS(m, N) -------......-;....:....--------+0) S (IR, V MN) 

pr*-----l111"~ S(JR,N)------ 61 t& 
(V~N)NTN pr 10 TN ( Tpr T(V~N) 

Damit existiert der strichlierte Pfeil,der 

folgendes Diagramm kommutativ macht. 

zus'(V MN) N"TN ------~ TVTMTN~T(V M'N) • Dnd wegen der 

i 111"0 t cS Kommutativitat 
pt'(V MN) NS(1R,N) sOR, V"M N) faktorisiert erl 

sogar tiber T(VMN). CJ 
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4.2.2. Triviale Blindel : 


1.DEF: V~M sei VB ~ V~M heiBt trivial :~ 


:~ V --.... M1tF Faseriso. 

p\t./pr1 
M 

2.LEMMA: V--E.M -rrlR sei VB =+ 

,. V -.£::..... .. V1., n-IR wo V~ ... V 

Jp #- t pr ~ PB !p
M 1T IR-L.M1I" 1R M~M"II'ffi 

x, .(x,o) 


BEWEIS: Folgendes Diagramm kommutiert : 


V / ----------------+ V S (1R M1r IR) Somit existiert der"1T" 

M~V~ Mn-ffi ' strichlierte Pfeil 

und macht das Recht= 
pr PB !p PB pr eck zu einen PB. = 

Mrr1R Das linke Trapez des 
~~~o__ 

folgenden DiagrammsM l.ns ... S(IR,M Tr lR) 

1\ ist ein PB : 


V1., "IT JR V M ~IRS (rn. ,M1t rn.) 11" m. --E!.. V 

pr I Und somit ist dasipr PB ~ PB P
j S(IR,Mrr lR)"TT"1R. Rechteck ein PB, 


i~ # ~ und damit 1x ein 

Mlf-:IR ... Mrrffi. Isomorphismus. 0 


3.FOLGERUNG: V~M sei VB, f ,g : N -M seien CCD_ homotop =+ 
::} f -1 ( p) ~ g -1 ( p) • 

BEWEIS: f, g COO- homotop ~ 'ii' H: N 'IT lR ~M COO , H ° injo = f, 


H 0 inj1 = g wobei injt: N .... NltlR , Xfo+ (x,t) ~ 

'* [1 (V) = (injO,-1 (H-1(v) , g-1(V) =(inj1r1 (H- 1 (V) . Aber wegen 


2.LEMMA ist (iAAt )_1 (H-1(V))rrffi. ~ H-1(V), und somi t 

i-'(V)rr lRii--i- (V) 'IT lR tiber NrrlR. Da aber dieser -Isomorph= 


ismus die Fasern tiber R erhalt,ist f- 1 (V) ~ f-1(V)1f{01~ 

~ g-1 (V) 1r tol SE g-1 (V). 0 


4. FOLGERUNG: V~M sei VB, M C(D-kontrahierbar =+ VLM trivial. 

BEWEIS: M COO-kontrahierbar ~ 1M, 0 sind C(D-homotop.,.. 

'* V ~ 1M- 1 (V) ~ 0-1 (V):: M-rrVo • a 
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4.2.3. Pullback zweier VB : 

1 .SATZ: Vi-.E..i~M seien VB * V1 MV2-M ist VB • 

BEWEIS: (VB1) ¢: 4.1.2.6. 
(VB2) Da das folgende Diagramm kommutiert, existiert 

der strichlierte Pfeil eindeutig : 


(V1 MV2) ~ S(IR,M) _______E~_______... S(lR,V1 )S(lRTrM)S(JR,V2 ) 

~ , 

pr S(lR , V 1 MV 2 ) 

pr prit( pri) * 
S(lR,M)

y;:----- --- (pi) * 
V i ~ S (JR,M) 	 pt:l -------. S (JR, Vi) 

Und wegen der Faserlinearitat von pt i ist auch pt faserlin. 

(VB3) Wegen der Kommutativitat des Diagramms 

(V1 MV2) 1.1 S (]R,M) 	 pt .. S (lR, V1 ~ V2) , 

I -----.. 	 ~
pt
ViM S(JR,M)--i-+S(JR,Vi ) 

<evg(o)opt,g*> <evg(o)dpt,g*> !g* g*1____vi~ S(R,M) Pti_S(R,Vi) _______ 

(V1MV2) 1!i S OR ,M ) pt • S (tR , V1 Pi V 2 ) 

und weil S(R,V1 "MV2) das PB von S(R,Vi ) ist, macht pt 

das geforderte Diagramm kommutativ. 

(VB4) Folgendes Diagramm kommutiert : 

(V1 ~ V2) MS OR ,M ) pt ~ S OR ,V 1 MV 2 ) 

~ pt ~ 
ViM S(IR,M)-i-+S(lR, Vi) 

1 lr 6 t 11T"b ~ 6 ~ 
ViMTM ZUSi~TVi~ 

~ zus
(V1 MV2) MTM ----------------------------------+ T (V1 MV2) 

Somit existiert der stric~lierte Pfeil eindeutig nach 

TV1 TM TV2 und wegen der Kommutativi tat des au.Beren 

Rechtecks sogar nach T(V1 MV2) c..,. TV1 rM TV2. 0 

2. 	Beispiele sind VMV - M fUr ein VB VL M, und 

unter gewissen Zusatzvoraussetzungen VMTM - M , wie 

spater gezeigt wird. 
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4.3. HOMOMORPHISMENBUNDEL : 


4.3.1. S (N , .) e ine s VB : 


1.SATZ: V~M sei VB ~ S(N,V) p* ~ S(N,M) ist VB 


BEWEIS: (VB1) ~ 4.1.2.2. 

(VB2) Da das folgende Diagramm kommutiert, existiert 

eindeutig der strichlierte Pfeil als fasermono. 

S(N, V) S (N M) S(lR,S (N ,M» _________.1'.1:.:_______ -+ S (JR, S (N, V») 
, ~ ;Y' 

S(N, V) S(N~M)S(N,S(lR~S(N ,S(IR, V») 

Sl+~)t.J:lt",** 
S(N,VIJi S(lR,M) (p*)* (p*)* 

pr p~ 
S ( N , S (m. ,M ) 

tIS 
S (Ut, S (N , M» 

(VB3) Das folgt aus der Kommuativitat von: 

S(N,V)S(N M)S(JR,S(N,M» pt' ~ S(lR,S(N,V» 


'~ ~ 

S (N, VMS (IR ,M»~S (N, S OR, V» 

<evg(o) opt :g*> <evg(o~oPt ,g*> 19* g* 

H. S(N,VPi S(R,M»~S(N,S(lR,V» ~I ~ 	 Ptt~

S(N,V)sdf,M)S(lR,S(N,M» 	 ~S(lR,S(N,V» 

(VB4) Aua der Kommuativitat des folgenden Diagramms 

folgt die Existenz des strichlierten Pfeils. 

pt'
S(N,V)S(N M)S(lR,S(N,M» 	 - S(IR,S(N,V» 

'~ 	 ~ 
S(N,V MS(JR,M»~S(N,S(R,V» 


1110 1Tf~ ~ L' , 

S(N,VMTM) zus. S(N,TV) 

~ 	 ZUSI~ 

S(N,V)S(N,M)TS(N,M) -------------------------+ TS(N,V) • a 

2.DEF: V~M sei VB ,.,.. r (p) : = r (v) != SCM, V) 1 der Raum. 

der Schnitte von p. 

3.LEMMA: V....E..M sei VB ,.,.. r (p) Flg~lkV S(M,G) 

BEWEIS: 	 (VB1) ~ rep) = S(M,V)1 Fl~lkV S(M,G) , aa 

SCM,V)~S(M,M) VB. 0 




------- ------- -- --- --- ---
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4.3.2. S(IR, .) e ines VB : 
6'" 

1.SATZ: V~M sei VB * S (IR, V)* S(IR, V) S (nf,M) S (IR ,M) 

~ # /Pr 1 
scm, V) 

wobei die das PB definierende Abbildung von SOR,M)~ 

gegeben ist durch konst oevo: c H- konstc(o) • 
BEWEIS: Dazu betrachte ich folgendes kommutatives Diagramm: 

sOR,v) (~ )SOR,M)----------------!--------------~ SUR V)
S IR,M - ,,~ 

pr1---- r -l.-rr ins pt*
S(IR, V)~S (JR, V) S(nT,M) SOR, S(IR,M) TT IRY 

j 
 l'S /

PB p* PB S(lR, (~)i S(m,M)) 7t'" 1R ) PB 

(ev ,
k~IR,M)~ ~ 

e~~ns 


S (IR.,M) 0 1 

Somit existiert der strichlierte Pfeil,der das HuBere 

Rechteck zu einen PB Macht und als (p*)-~ (1) ein 

Isomorphismus ist. Und weil pt* faserlin. ist, ist er es 

auch. Cl 


~-

2. FOLGERUNG: V~M sei VB => S(lR, V) S (Il,M)S OR ,M) 6' ~ s(m,v) 

~ ~1f.6 l~ 
TV TM TM ----,---. TV 

o(c1 ,c2 ) = pt(c1(·),c2)(·) 

~ (x,v,o,w;x,y) == (x,v,y,w + rx(v,y)) (s.~.1.5.4.J, 
wobei die,das untere PB definierende Abbildung 
von TM ~;:> gegeben ist durch 0 ol[ : TM -10 M -+TM • 

BEWEIS: Ich definiere ~ durch folgendes Diagramm: 

pr~TV 
~ 

TVTMTM 


!1t1r1 


zusV MTM ,. TV 

Somi t ist y : TV.mTM .. Vir (E Ef) G) e(l) , 

( x , v , 0 , w ; x, y) 1-+ (x,v, 0 , w) , (x,v, y , rx (v, y)) = ( x , v, y , w+ ~ (v, y )). 

DaB ~ die angegebene Gestalt hat, sieht man sofort der im 

obigen Satz gegebenen Faktorisierung von 6'" an. 

Bei der Definition von ~ geht dar umgebende Vektorraum. des 


VB stark ein ! 


! 

, S (IR,M) 

'It' 

lpr 
---------. TV:y TV__CiV~V IT (E EaG).....:-_­

1pr 
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Das Rechteck kommutiert, denn 6 (6" (c1 ,c2 )) = 

= ~ (pt (c1 ( • ) ,c2 ) ( .)) = cS (pt (c1 (0) , c2 ) ( • )) V6(pt (c1 ( • ), c2 )( 0)) = 

= zus(c1 (0), bc2 ) + cS = zus(1[( ~c1)' &c2 ) + ~c1 =
c1 
= ~ ( ~ c1 ' b c2), V wobei die rechte untere Ec~e vorerst 

durch den umfassenden Raum V 'IT (E E& G) zu ersetzen ist. 

S(R,V)--~~>TV ist fasersurj. 

Da aber das Diagramm nun kommutiert, im ~ ~ TV, und 6~6 

surjektiv ist, gilt lm ~ <;;;, TV. 

SchlieBlich ist ~ auch surjektiv, da es Er und f:, sind.o 

3.FOLGERUNG: V~M sei VB ~ ~ 

p*l ITP 

S(JR,M) & 'TM 

BEWElS: Dazu betrachte ich folgendes kommutatives Diagramm • 

S(IR,V)S(m,M)S(lR,M) G" )os(1R,V) 

P~ )~
frr:J
S \Jfi,M 

1~b 1& ! 
TM 

pr~~ 
S (IR, v) S oR,~6"11""1 ~ TVTM TM f TV 

Sei nun (x,v,y,w) € TV und Co € S(1R,M) mit bco = (x,y) = 
= Tp (x, v, y , w). => (E" s sur j) cV & ( b (c1 ' c2 )) =(x, v, y , w),

l' c 2pr(c1 , 0 c2 ) = 6 c2 = (x,y) = 6 c1 => (11t"6 fasersurj) 

(c1 ,co ) €S(IR,V)S(JR-n:M)S(1R,M) .... S"(c1 'co ) €S(lR,V), 

p*( 0' (c1 ,co)) = pr2 (c1 ,co) = co' 6 (S" (c1 ,co)) :: 

== f « 6y 1 )(c1 ' 6 co)) = r «61r 1 )(c1 ' b c2 )) == & (6""" (c1 ,c2 )) = 

= (x,v,y,w). a 
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4.3.3. Produkte von VB : 

1. SATZ: VrRi... Mi seien VB '* 1r V 1 lTPi--+lTMi ist VB . 

BEWEIS: (VB1) IT(E1 E9 G1 ) :: lTE1 Ef) 11" G1 pr· lTE1 

~ ~ # W 
lfV1------...:...:------....• lfM1 

undweiters 1st (lTV1 )(x)::= 1f(V1 )x • 

1 1 


(VB2) Der //- Transport pt laBt sich wie folgt 


definieren: pt: ltV1 ,TM S(IR,TI M1 ) .=,. "TrV1 lTM 1f S(1R,M1 ) ..:., 

1 1 


.s.. IT(ViM S(lR,M1 )) lTpt ~ TrS(IR,V1 ) ~S(IR,lfVi)· 

1 i 


Es ist evident, daB pt das geforderte D1agramm kommutat1v 
macht und ein Fasermono 1st. 

(VB3) DaB er mit Parameterwechsel vertraglich ist, 

liegt genauso auf der Hand. 

(VB4) Der Zusammenhang zus laBt sich dann so 

definieren: zus:"IT Vi -ITM T(rr Mi ) ~ TrV i ITM IT TM1 -4 
1 i 


$.. 11" (V1 ~i TM1 ) TZUS i • 11" TV1 ~ T( Tr Vi). DaB wieder 


das geforderteDiagramm kommutativ wird, folgt daraus, daB 

E, mit den verwendetenIsomorphismen kommutiert. a 
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4.4. TANGENTIALBUNDEL: 

4.4.1. Vertikales BUndel : 

V~M sei ~m folgenden immer ein VB. 

1.DEF: Vert(p) := Im(pr1 ) das vertikale BUndel zu p, wobei 

pr1 : TV 1T M ..,. TV. 

(Tp,TM,O) 


2.LEMMA: (1) TViMM p~ ,Vert(p) 

tpr2 1 # !TP 
M 0 TM 

(2) Vert(p) = {(x,v,o,w) (x,v,o,w) e TV J = Ker Tp 

l(3) Vert(p) 1 Vert(p) (x,v,o,w) 

~#/pr /. 
TV (x,v,y,w) 

BEWE IS: TV.fMM = { (x, v , y , w ; x' ) ( x , v, y , w) € TV , x' eM, (x' , 0) = ( x , y ) I 
= { (x, v , 0 , w ; x) ( x , v , 0 , w) € TV 1 pr1 .. 

pr1.. t(x,v,o,w) : (x,v,o,w) € TV} = Vert(p) 

=+ (1),(2),(3).0 

3.DEF: vlift : V'MV • TV , (x,v;x,w)J ~(x,v,o,w) 

~#/~ ~/
s(1R,v) (x,v+.w) 

heiBt der vertikale Lift von p. 

4.LEMMA: V~ V l~ft" Vert(p), (vlift) -1 =<Tt 'vpr> 

pr~ ~ wobei vpr : Vert(p) ~ V • 
V (x,v,o,w) ... (x,w) 

BEWEIS: Es ist nur z.z., daB die vertikale Projektion vpr 


sinnvoll ist, d.h. wirklich nach V geht. Denn man sieht 


ihr an, daB sie zusammen mit 1T:V : (x,v,o,w) ..... (x,v) eine 


(die) Inverse zu vlift ist. 


Sei also (x,v,o,w) € TV. * Tp(x,v,o,w) = (x,o) = 6 (konstx ). 


Wegen der Fasersurjektivitat von 6 im folgenden Diagramm 


(4.3.2.2.) existiert ein c € cOOOR, V) /, 

S (lR, V) ----J> TVmit poe = konstx ' ~ c = (x, v, 0, w) • 

=f> c(.) = (x;-c(.)) mit p*! : Itrp
S(lR,M)-TMe: 1R - Vx ' Vx Flg-abg in V. 


~ de : IR -- V ~ de( 0) € V
X x 
6 c = (x,c(o) ,o,dc(o)) = (x,v,o,w) 

:::> (x,w) eV. a 
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4.4.2. 	Horizontales BUndel : 

Sei auch in diesem Abschnitt V~M ein VB. 

1.DEF: 	 Horiz(p) := Im(zus) heiBt horizontales BUndel zu p . 

2.LEMMA: Horiz(p)~Horiz(p) 

~#/ zus 0 (1t,Tp) 

TV 


BEWEIS: Da nach 4.1.5.1. folgendes Diagramm kommutiert, 


VTr TM 1,. V IT TM ,gilt : zus 0 (1[, Tp> 0 zus = zusM M 
~ zus 0 (7t,Tp> /Horiz(p) = 1,zu~ ~<~,TP> 

TV da zus : V MTM -+ Horiz(p) nach 

Definition surjektiv ist. a 

3.FOLGERUNG: VMTM z~s~ Horiz(p) , zus-1 = (Tt,TP>/Horiz(p)· 

pr~#/TP 
TM 

BEWEIS: Nach obigen Lemma gilt: zus 0 (1(, Tp '> /Horiz (p) = 1. 

Andererseits ist <n:,Tp>o zus = 1 nach 4.1.5.1 •• a 


4.4.3. 	Konnektor: 


Es sei wieder V~M als VB vorausgesetzt. 


1.LEMMA: TV_1 Vzus 0<1[. ,Tp) .. V "If" (E (9 G) 
I 

I 	 ~ W 

Vert(p)C~------------~. TV " 
BEWEIS: Dazu betrachte ich das folgende Diagramm. 

TV_1_V 	zus 0.(1[: , Tp> ., V Tf (E e G) 

ff 	 1 
TVTMTM pr1 .Vert(p). 


Dieses Rechteck kommutiert, denn 


(1 - zus o(lt,Tp» ( ~ (x,v,o,w;x,y)) = 

V 

= (1 	- zus 0 <n: , Tp> ) (x, v, y , w+ r (v, y)) = (x, v , y , w+ r (v, y)) ­
v 	 x x V 

-	 zus(x,v;x,y) = (x,v,y-y,w+r(v,y)-r(v,y))= (x,v,O,W).V 	 x x 
Und somit folgt aus der Surjektivitat von ~ , daB 


1m ( 1 - zus 0 (It,Tp>) <;, Vert(p). 0 

V 

2. DEF : konn: = 
v

pr 0 (1 
V 
- zus 0 <1[', Tp» : TV -+ V 


(x,v,y,w) 1+ (x,w- ~(v,y)) • 


konn heiBt der Konnektor von p. 

Auch in dieser Definition geht der umgebende Vektorraum ein 
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zus3.LEMMA: VMTM "TV 

l,Pr ~ lkonn 
M--"'""'------'>-'>V 

BEWEIS: konn 0 zus =vpr o( 1 v zus 0 <1t,Tp'» 0 zus = 

= vpr 0 ( zus V zus 0 <11: ,Tp) 0 zus ) = vpr 0 ( zus Vzus ) = 


= vpr 0 0 0 Tt 0 zus =vpr 0 0 0 pr1 = 0 0 pr • CJ 


4.4.4. T(.) eines VB : 

1.SATZ: VLM sei VB :+ TV~TVTMTM 


T~tt/pr2 
TM 


BEWEIS: ~ ist surj. und macht das Dreieck kommutativ. 

(4.3.2.2.). ~ besitzt eine Linksinverse, wie folgendem 

Diagramm zu entnehmen ist. TV 


pr1~t ~ pr1 
___ 1vw~o<1r,Tp> ~ 


TV iT" TM ' TV - - - - - - - ... TV T TM 

TM ~ !) ____ TM 

~~P~pr2 

2.LEMMA: V~M sei VB ~ TV.mTM = Vert(p) MTM 

BEWEIS: Da im folgenden Diagramm das rechte Rechteck ein 
PB ist, machen beide Raume fUr den Punkt eingesetzt alle 
Rechtecke zu PB und sind somit gleich • 

• Vert(p) , TV 
PB1 1 	 • ~Tp11:" 	 0TM ~.M 

3.F0LGERUNG.: V-LM sei VB =#> TV~TM ist VB . 
BEWEIS: Da nach obigemSatz folgendes Diagramm kommutiert, 
TV~; Vert(p) ~TM~ Vert(p), und Vert(p) == V"M v--v 

1 t PB 1 	 ! 1 
TM~ .., TM ) M V ~M 


ein PB ist, gilt nach 4.2.3.1. Vert(p) - Mist VB, und 

nach 4.2.1.1. Vert(p)~ TM -TM ist VB. Somit ist aber 

auch TV~TM ein VB. 


4 . DEF : c·:= <c , de"> : JR .. TM fUr c oS COO(IR , M) 
c • ( t) = b ( c ( t+ • » 

Sei 	nun c ~ COO (lR, V), dann heiBt c parallel (II) : # 

: #- c· = zus 0 <c , (p 0 c) •> 
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1m folgenden sei wieder V~M ein VB. 

5.LEMMA: c -€ Coo(1R, V) ~ c ist II ~ konn 0 c· = 00 p 0 c • 

BEWEIS: konnoc,=OoPOC ¢;> (da q bij) 


* 	 c· = ~ o <v11.ft o (II:'OC·, ltonno-cO),Tpo c·> 

= ~ o<vlifto<c,Oopoc),(poc)'> 


= zus 0 < c, (poc)·) + vlift o<c,Oopoc) = 

V I, 


= zuso <c,(poc)'> ( Ooc ) ~ 


# c 	 ist II. c 

6-..FOLGERUNG: pt(v,c) ist die eindeutige Losung der Diff.glg. 

pt (v, c) , = zus 0 <pt (v, c) , c' >, pt (v, c)( 0) = v • 

BEWEIS: ptev,c) ist eine Losung, denn ptev,c)'et) = 

= b (pt (v, c) (t+.» = ~ (pt (pt (v, c) (t) , c (t+. ») = 
= zus (pt (v, c) (t) , 0 (c ( t+. »)) = (zus 0 <pt (v, c) , c· ) ) (t) . 

Sei e eine beliebige Losung. ~ c e S(lR.,V)c ~ 

y c1 e S(lR,V)konst(c(o» 6"'(c1 ,c) = e ~ 

prJ(de(t») = pry (d (pt (cf .) , c) ( • »)( t» = 

=prv (d(pt(c1 (.),c)(t)(t» + prv (d(pt(c1 (t),c)(t») = 


=pt(dC1 (t) ,c) (t) + prV(pr2 (zus(e(t) ,c' (t»)) = (e ist Lasung ) 


= pt(dc1 (t) ,c) (t) + prv(dc(t» ~ Pt(dc1 (t) ,c) (t) = 0 


=*dc1 (t)=0 (pt(.,c)(t) ist fasermono) '* ist konstant ~
c1 
::}c1 = konstv ( 01 (0) = v ) .. e(t) = 0 (c1 ,c) (t) = 

=pt(c1 (t),c)(t) =pt(v,c)(t). a 

Als Folgerung ergibt sieh, daB fUr ein VB (VB3) nicht 


notwendig in dieser starken Fassung zu fordern ist. 


7. FOLGERUNG: Sei V-E.M eine VFas, die (VB2),(VB3'),(VB4) 

erfUllt, und zus sei faserhomogen. :::} V--E...M ist VB . 

BEWEIS: Es ist nur (VB3") naehzuweisen. Sei also f : IR;> COO, 

f(o) = o. ~ konn 0 (pt(v,c) 0 f)' = konn 0 «pt(v,c)·o f) ,f') = 

::: (konn 0 (pt (v, c) '0 f» • f' = (0 0 p 0 c 0 f) • f' = a 0 p ~ c 0 f => 
=> (pt(v, c) 0 f) • = zus oJ1,t(v, e) of, (cof)' > M und 

(pt(v,e) 0 f) (0) = v => (Eindeutigkeit der Lasung) pt(v,e) 0 f = 

= pt (v, c 0 f). IJ 

8. 	Umgekehrtfolgt aus (VB3"), daB zus faserhomogen ist. 

Denn zus (v; t • 6 c) = 6 (pt (v, e ( t,» = 6 (pt (v, c) (t.» = 
M 

= t • zus (v; 6 c) • 
V 



__ 
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V 

9. FOLGERUNG: V-4M sei VB, f: N+M COO ~ T(f-\p));: (Tfr1 (Tp) 

oder anders ausgedrUckt: T(V Iii N) 9i: TVTMTN • 
D.h. T erhalt induzierte BUndel. 

BEWEIS: Dazu betrachte ich folgendes kommutatives Diagramm: 


(V MN) N(V MN) -------------------------------..... VMV 

---Vl!i N • V ------­
PB ! PB 1 PB 

~N 
PB 

VMN 


Und somit existiert der strichlierte Pfeil eindeutig, der 

das auBere Rechteck zu einen PB macht, damit ist nun aber 

das innere Rechteck des nachsten kommutativen Diagramms 

ein PB : 

(V 11 N) IT" (V 1T" N) 11 TN ----_______________________+ V 1r V 1r 'I'M 


M ~M
N M N_____.... 
(V Pi N) N(V MN) , V MV 

PB ! PB I pB 
N------~~M 

~ -------­TN----------------------~~ TM 
Damit existiert also der strichlierte Pfeil eindeutig, der 
das auBere Rechteck zu einen PB macht. Es ist also das 
untere Trapez des folgenden Diagramms ein PB : 

T(V ~N) • TV 

~ ~l
T(P"Jl (V MN) N(V MN) NTN~VMVMTM Tp 


~ PB ~ 

TN T£ • TM 


~ Das auBere Rechteck ist ein PB, und d.h. 

T(V rJi N) ~ TVmTN. [J 
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5. MANNIGFALTIGKEITEN: 

In diesem Kapitel geht es nun darum, eine volle Teil= 
kategorie von ~g auszusondern, die unter den Funktoren 
~ , S, T sowie unter VB-Bildung abgesehlossen ist. Und 
diejenigen ihrer Objekte, deren umgebender Vektorraum 
endlieh dimensional ist, sollen gerade die Ubliehen 
endl. dimensionalen Coo-Mannigfaltigkeiten sein. Es seien 
also in diesem Kapitel aIle Raume VMg und aIle Abbildungen 
Coo. E,F,G stehen fUr umgebende Flgv.lkv . 

5.1. 	PRAMANNIGFALTIGKElTEN: 
1m Folgenden moehte ieh erst eine volle Teilkategorie 

von VMg aussondern, die schon die erwUnschten Abgeschlossen= 
heitsbedingungen aufweist und deren·Objekte Tangentialraume 
besitzen, welehelkv als Fasern haben. Allerdings liefert 
diese Kategorie im endl. dimensionalen (wahrschein11ch) 
nieht die Ublichen Coo-Mannigfaltigkeiten. 

5.1.1. Definition und Folgerungen: 

1.DEF: 	 Sei ME eine VMg * 
M heiBt pra-Mannigfaltigkeit (pMF) : ~ 

(1) TxM (:= (TM)x) fR E 

( 2) TM -----.M TM 1 ) TMexp , 
ge~ ~ /f.'

S(1R,M) 
wobei geo durch folgendes Diagramm definiert 

ist : TM 1T m _ei~~_ M 

SI1"V :tt. i exp 
1R TT TM f'lr. TM 

(D. h. ge 0 ( x, v) ( t) : = e xp (x, tv) ) 
exp heiBt Exponentialabb. der pMF . 
geo heiBt Geodatenabb. zu exp . 
geo(x,v) hei~Geodate mit Anfangswert (x,v). 

pMF sind also im wesentlichen solche VMg, deren 
Tangentialraum nicht nur ein surj. Bild des Raumes 
der Kurven, sondern sogar ein Retrakt davon ist. 



-77-	 5.1.1. 


Als erstes mochte ich nun die beiden pMF definierenden 

Bedingungen ein wenig aquivalent umformen. 
1 • LEMMA : (1) <=r> TxM ist abg. unter der Addition. 

(2) ~ TM 1 'TM A m7f"TM11J'geo~lR'TT"S(lR,M) 3 (t,c) 

ge~ # /& ftr 1 # 1 I 
S (R , M ) TM g eo , S (lR , M ) 3 C ( t. ) 

(D.h. geo ist homogen). 
BEWEIS: FUr (1) Q:!> ••• ist nur z.z. das TxM unter der 
Skalarmultiplikation automatisch abgeschlossen ist. Das 
entnimmt man aber sofort folgendem kommutativen Diagramm : 

f'LJt" m	rr 'I'M -----~TM 


t # t 

ffi.1TS(lR,M)-S(IR,M) , (t,c) ...,.c(t.) 


Nun zu (2) ~ ..• : geo(x,tv) (s) = exp(x,stv) = 


= ge 0 ( X '"v ) ( t s ) • 

schlieBlich (2)<= ••• : exp(x,v):= geo(x,v)(1) '* 


::p exp(x,tv) = geo(x,tv) (1) = geo(x,v) (t) • 0 


Die Homogenitat von geo bedeutet also, daB die 
Geodate zum t-fachen Tangentialvektor gerade die Geodate 
zum gewohnlichen Tangentialvektor ist, allerdings t-mal 
so schnell durchlaufen. 

Und nun noch eine aquivalente Bedingung, die sogar die 
Vektorstruktur der Fasern impliziert. 

2.LEMMA: Mist pMF ~ TM A TM 1 .. TM ATM A 

ge~ # ~2 
S (1R2 ,M) 

1\ JRn- 'I'ML). TM 1 0" ffilT" S(ffi2 ,M).3 (t,f) 
fL7LA1 "IT" ge 21 # ! 	 I 

TM ~ TM ge02_ S(R2 ,M) 3 f( t. , .. ) 

(D.h. ge02 ist homogen ) 

BEWEIS: (~) ge02 «x,v).o.(x,v'»(t,t') :- exp(x,tv+t'v') => 

.. ge02 «x,V)A(X,V'»(st,t') - exp(s,stv+t'v') = 


= ge O2 « x , sv )A (x, v' » ( t , t ' ) . 
Und ge02 macht das verlangte Diagramm kommutativ, denn 
b (ge02«x,v)A (x,v'» (. ,0» = (;, (exp(x, .v+o»= &(geo(x,v» = 

= (x,v) • 
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(.~) Es ist vorerst zu zeigen, daB TxM abgesehl. 


ist unter der Addition. Dazu behaupte ieh die Kommutativit~t 


folgenden Diagramms: TM A TM 0(" "TM 


ge02 t j ~ 

S (m.2 , M ) d*. S (JR ,M ) 


(x,v) t::J. (x,v') f ? ) (f(o,o) ,d(f o~) (0)) 


1 t 
ge02«x,v)~(x,v')) =:f~ f o~· 


Nun ist aber d(f 0 A) (0) = (d1f + d 2f) (0,0) = v + v', wegen 


der Kommutativit~t des 1. Diagramms fUr ge02 • Und somit 


steht reehts oben wirklieh (x,v + v'). Das heiBt also, 


die Faseraddition c<.1:.: TM A TM ... TM existiert. 


AuBerdem ist die Existenz einer Abbildung geo 


zu zeigen, die die beiden Diagramme des obigen Lemmas 


kommutativ maeht. Sei also geo dureh folgendes Diagramm 


definiert: TM --geo~ SCR,M), d.h.: geo(x,v) = 

inj 11 # i inj1* = ge02 «x,V)A(X,0))(. ,0). 

TM A TM~2+S(lR2 ,M) Damit ist dann 

geo(x,sv) = ge02 «x, sv)~ (x,o)) (. ,0) = ge02«x,v)~(x,o)) (s. ,0) = 

= geo(x,v) (s.), und 

.5 geo(x,v) = 6 (ge02 «x,V)A(X,O)) (. ,0))= pr1 (6 2(geo«x,v)A(X,0))))= 

= pr1 «X,V)A(X,O)) = (x, v). 0 

3 • FOLGERUNG: E Flgv. lkv =+ E ist pMF • 

BEWEIS: geo2 «x,V)A(X,V'))(t,tt):= x+tv+t'v' stetig,lin,*C(]) 

(,oder: exp(x,v):= x + v , geo(x,v) (t) := x+tv) • 

4.FOLGERUNG: M sei pMF ~ (1)-S(N,&) ist Retraktion. 

(2) b n: S (:Rn ,M) -+ TnM ist Retrakt. 


wobei b n durch folgendes Diagramm definiert ist : 

~l'\."'1 

S(lRn+1, M) ----- ..... Tn+1M

( r 1 # i & 
s(lR,S(lRn,M)) (bn)*"S(1R,T~) 


BEWEIS: (1) S(N,'&) 0 S(N,geo) = SeN, &0 geo)=S(N,1) = 1 • 


(2) vollst. Ind.: (n=1) nach Definition. 

(n+1) Sei geon eine Reehtsinv. 


zu &n, dann gilt: bn 0 ( )0 (geon)*o geo = &0 ( Sn)* 0 ( ro 

o ( f ° (geon )* 0 geo = 1 , wobei geo a:D..erdings die Inverse 

zu 6TnM ist, deren Existenz erst in 5.1.3.5. bewiesenwird.O 
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5.1 .2. L als Isomorphismus : 

1.SATZ: 	M sei pMF ~ 1:: TS(N,M) !!!.S(N,TM) 

BEWEIS: Sei "":= ( ro 'Y* 0 ( f: S(N,S(lR,M)) .. S(IR,S(N,M)). => 
Das folgende Diagramm ist kommutativ : 

S (N , S (lR ,M)) 	 1 ,. S (N , S (IR ,M )) 

geo* ~S(lR,S~N,M))~1 6*1 
r 1 S(N,M) 

S(N,TM) ----------... TS(N,M) 1: , S(N,TM) 

Wobei ~, so definiert wird,daB das linke Trapez kommutiert. 

=+ "( 0 't '= 0* 0 1 0 geo* = 1 und somit ist r Retraktion. 


Andererseits ist L als Einschrankung des Isomorphismuses 


"(: TS(N,E)~ S(N,TE) ein mono, und somit Isomorphismus. CJ 


Als nachstes mochte ich die Existenz einer Flipabb. A 


beweisen, die die beiden Faserstrukturen via "TrTM und T1[M 


auf T2M ineinander UberfUhrt. 


2 • SATZ: M s e i pMF =t S OR2 , M) 'V * , S (lR2 , M ) 
t &~ # })~t 

T2M _~__~__ -+ T2M 

1LTM~ #/T1[M 
TM 

BEWEIS: Sei vorerst M= E: A (x,v,w,u) := (x,w,v,u) ~ 

1\ macht das Rechteck kommutativ, weil d1d 2f = d 2d1 ! . 

AuBerdem ist A ein Isomorphismus, denn A 2 = 1 • 

Sein nun Meine pMF. => Das folgende Diagramm kommutiert : 

Und somi t existiert S (IR2 ,M) 'Y* >- S(lR2 ,M) 


das strichlierte ~ ,~ ~ 

da Im( &20 "V*) ~ T2M S(lR2 ,E)~S(IR2 ,E) ~2


2
und 0 2 surj. ist. cS	 1~2 11)2 

T2E ~ ~ T2E


DaB auch das Dreieck 
4;-	 ~ 

kommutiert, entnimmt T2M ____________~___________• T2M 

man folgendem Diagramm: 

S(JR2,M) * ~ S(1R2 ,M) 

~ # inj1~ 

2. S(1R,M)~ 
~ # ~6 ~ 

TM 

2~T~2 oT M 	 T M 

" 
p 
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5.1.3. Abgesehlossenheit : 
In diesem Absatz moehte ieh die Abgeschlossenheit der 

Kategorie pMF unter den Funktoren S(N,.), 1T ,T ,T AT 
beweisen. Eine Moglichkeit dies zu tun besteht darin, 

von der Faktorisierung von 1TM 6 TM Uber ( £> 2)M auszugehen, 
indem man den jeweiligen Funktor F darauf anwendet. Mittels 
kanonischer Flipabbildungen laBt sieh dieses Dreieek dann 
umformen zu einer Faktorisierung von 1TFMA TFM Uber (6 2)FM. 

Bei den ersten beiden Funktoren werde ieh diesen Weg 
gehen. FUr die restliehen jedoch werde ieh einen allgemein= 
eren Satz beweisen, aus dem die Abgeschlossenheit von pMF 
unter ihnen folgt als aueh die kanonischen Isomorphismen. 

1.SATZ: 	 M sei pMF ~ S(N,M) ist pMF. 
BEWE IS : Mist pMF .. TM A. TM 1 >- TM A. TM • Wendet man 

geo~ U ~¢2 
S(JR2,M) 


darauf S(N,.) an so folgt die Kommutativitat des inneren 

Dreieeks des naehsten Diagramms. 


TS(N,M)ATS(N,M) 1 , TS(N,M)~TS(N,M) 
'~ # ~ 
", S(N,TM6 TM)~S(N,TMA TM) 

",# (geo,)~:# /tbl.)* 
ge02,', S (N, S (JR2 ,M» 

"~ Sf! 1( 

S(JR2 ,S(N,M») 
Dabei ist 

-v 
r der kanonisehe Isomorphismus 

--'I [ -1. A -1 . ~ 1 ( ) ( ) ( )"(:= 1: epr1*, '( opr2*,: S N,TM ATM ~TS N,M A TS N,M ,der 
wegen der kartesisehen Abgesehlossenheit von VMg und somit 
Stetigkeit von S(N,.) existiert. 

Das reehte Trapez kommutiert wegen der Kommutativitat 
folgenden Diagramms: (Ff~(N,TM) ~ ~ TS(N,M) 

!> f~* 	 f b 
S(N,TMA. TM) S(N,S(JR,M».!..S(lR,S(N,M» 

(&1\ i ~i\*. ~nji)" 
SeN ,S(1R2 ,M»-S(lR2 ,SeN ,M»

1(. 

Und die Homogenitat von (geo2)S(N,M) folgt klarerweise 
aus der von (geo2)M. 0 
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,.., 

2.LEMMA: 1T (TMi A TMi)-~"" T(1f Mi ) 6 T(1T Mi ) 


1r~~ t # tb? 
lTS(R2 ,M i ) 1:' .S(rn.2 ,TrM i ) 

::; = [ kJ olf pr1" '" °lTpr2] 
W : «Xi'Vi)~(Xi,vj))i t-+ «Xi)i,(Vi)i)c.«Xi)i,(VI)i) 

(D.h. 1f , TAT kommutieren via w) 
BEWEI8: Da bekanntlich Limiten kommutieren, und da w ein 

Isomorphismus ist, sind die Pfeile in der oberen Reihe des 

folgenden Diagramms Isomorphismen: 

IT(TMiM TMi)--~- (TrTMi ) TfM (TfTM1 )--=-+TlTM i 1M T1fM1 

11" prj! 1 1 :t:t- pr j t 1 1* prj J i 
IT TM1 I lTTMi (.0) , TTrMi 

Sei also w :=[w o1Tpr1" fA) o1Tpr2l Da das auBere Rechteck 

des folgenden Diagramms kommutiert und weil ~b2 surj. ist, 

kommutiert auch das obere Trapez, und das war zu zeigen. 

If 8 (rR2 , M 1) _______""t=--____~) 8 OR2 , 1fMi)

I ~&~ ~ ~ 

Tfoo(injjJ* :# VTM i J:). TM1 w. TlTMi c. TTrMi * &Q(inj/~ 


~pr; # ~ 
lTTMi TTf Mi W • 

3. FOLGERUNG: Mi seien pMF =+ If Mi ist pMF . 


BEWEI8: Mi sind pMF => ™i A ™i 1 )0 TMi Do TMi • Wendet 


ge02~ n ~2 
8 (JR2 ,Mi ) 

man darauf 1r an, so folgt die Kommutativitat des inneren 

Dreiecks des nachsten Diagramms. 

1
TlTMi A TTrMi ~ TITMi c. T7rMi 

',~" -# ~ 
',,IT (TM i A TM i ) 1 ,IT(TM i c. TM1) 


, , "'""T,eoz. #" ./" #­',# ~ / 1TSl. ( 

geoa " 1T 8 (R2 ,Mi ) °L 
", !-r: 

....80R2 
,lfM i ) 

Und der Rest kommutiert nach obigen Lemma. Die Homogenitat 

von (geo2 )1fM folgt auch sofort wieder aus der von (geo2 )M' 
i i 

o 



-82-	 5.1.3. 


4.SATZ: M sei pMF, N ein Retrakt von M ~ Mist pMF • 

BEWEIS: N ist ein Retrakt von M heiBt : N IN • 

Nun betrachte ich folgendes Diagramm: ~t/p 

TN A TN _____1____-+. TN A TN M 


Wobei das innere DreieckTPY 
-1 -TM4 TM kommutiert, weil M pMF ist. 

"6eo\. # { Das obere Trapez kommutiert,
" 0 '2\ 2 / 6l. 

geoa\. # s(1R ,M) :It- weil pot. = 1 , und das rechte 

Trapez kommutiert, da &2 : " ip* 
\S(IR2,N) 	 S(R2 , .) -+ TAT eine nat. Transf. 

ist. 


geo2 ist homogen, denn geo2 «x,v) (x,vt))(st,tt) = 


= p(geo2 (T't (X,V)A T 1. (x,vt))(st,tt))) = (Tt faserlin) 


= p(geo2 (T1. (X,SV)A T'1. (x,vt))(t,tt))) = 


= geo2 «x,SV)A(X,V'))(t,tt). 0 

5.FOLGERUNG: M sei pMF .. TM, TM A TM sind pMF. 

BEWEIS: Da M pMF ist, sind &: SQR,M) -..., TM und 

&2 : S (JR2 ,M) - TM A TM Retraktionen (Inverse sind geo, geo2 ) • 

AuBerdem sind S(R,M) und SOR2 ,M) pMF und damit nach obigen 

Satz aueh TM und TM ATM. D 

Und nun mochte ich noch die beiden ausstandigen natUrl. 

Isomorphismen behandeln. 

6.SATZ: T(TMA TM)-~~-+ T2M A T2M fUr jede pMF M . 

T&a.l iI # 162­
TS(IR2,M) 7: • S(m2 ,TM) 


'V 

A = [~ 0 Tpr';, " 0 Tpr2 ] 
~: «x, v) A (x, v' ),( x; w) A (x: w t ) 1-+ (x, x: v, w) A (x, x: v: wn . 

BEWEIS: Die Kommutativitat des obigen Reehteeks entnimmt 

man sofort folgendem kommutativen Diagramm wegen der 

PB-Eigenschaft von T2M A T2M. 
"'" 

T(TM A 	 TM) ---=~----. T2M A T2M 


~ri 
 Pr 
T(TM) 	 A ~T2M 

T&l 16 

TS(JR,M) "C .s(m,TM) 


~inj *) inj ~ 

TS(lR2 ,M) i r i,. S(1R2 ,TM) 

"-

Eine Rechtsinveree zu ~ laBt sieh durch folgendes 


kommutatives Diagramm definieren : 
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'" 
T(TM) A T(TM) -----+ T(TM A TM)--~-T(TM) A T(TM) 


19.eolt 1T&z.. t~ 

2 r1 2 2

S OR ,TM) -----"'--~ T S (lR ,M ) • S (IR , TM) 

'" Und da A klarerweise inj. ist, ist er ein Isomorphismus.o 

7.SATZ: M sei pMF ~ 

T(TMA TM) A T(TM A TM) --::-~ T(TM A TM) A T(TM A TM)I T6 2 ATo 2 ~ # t 62 
TS(IR2 ,M) A TS(IR2 ,M)------+~ S(1R2 ,TM A TM);: 
~ = [~-1o(Tpr1 A Tpr1) , ~-1o(Tpr2 A Tpr2) 
~: «X, X ,) A (X, XIt),( Y , y ') A (y ,y "))A«X, X ') A (X, XIf),( z , z ,) A ( Z , z ,,)) t+ 

... « X, Y)A (X, z), (x:y ')A (X! z '))4« x, y) A(X, z), (X ':y ")~(x ': zit)) • 
BEWEIS: Die Kommutativitat des obigen Rechtecks entnimmt 

man sofort folgendem kommutativen Diagramm wegen der 

PB-Eigenschaft von T(TMA TM) t:l T(TM A TM) • 

T(TMA TM) A T(TM A TM) !, ,T(TM A TM) A T(TM A TM) 

~Tpri A Tpri pr~ 


T MAT M ~_"l. T(TM A 1§1) 

T62 A T 6, t T £> A. T I; f Ii. &'2. 


TS(1R,M) A TS(R,M)l'.S(1R,TM A TM) 


2 2~TinjfATinjf inj:~

T S (IR , M) A T S (R , M ) ~ S (IR. , TM A TM)..J 

~~ 

Wobei das innere Rechteck wegen der Kommutativitat des 


folgenden Diagramms kommutiert . 

T2M--------------------------------~.T2M


Tbt ~i :x ~ t~ 

TS(lR,M) T2M Co T2M ~-1. T(TM A TM) S(IR,TM) 


6 1~ fTJATJ _ f& ~ f A* 
s(R,S(1R,M)) TS(IR,M)~TS(lR,M)"C .S(lR,TM A TM) S(lR,S(lR,M)) 

(inj~ f6~ (~11* f 2~~lt 
S(!R2 ,S(IR,M)) 1< • s(m,s(1R ,M)) 

Und da ~ selbstinvers 1st, wie man sofort sieht, ist 


er ein Isomorphismus. 0 




-84-	 5.1.4. 


5.1 .4. Diffenmzierbarkeit: 
An dieser Stelle mochte ich fUr eine Abbildung von einer 

pMF irgendwohin eine aquivalente Bedingung dafUr, daB sie 
CCD ist, angeben. Diese besagt in etwa, daB die Einschrankung 
auf aIle endlich dim. Teilmannigfaltigkeiten CCD ist. 

1.SATZ: M sei pMF, f: M.. E eine Abbildung =+ 
:f ist CCD ¢;:::). CD n f CD n

.C (lR ,M)----*-.... c (ffi ,E) 

!~n tt l~n 
n Tnf n

T M -----------+ T E 

BEWEIS: (*) DaB f* existiert ist klar, da f*(g) =fog CCD 

ist fUr CCD-Flachen g • Die Kommutativi tat entnimmt man 
induktiv folgendem kommutativen Diagramm. 

cmORn+1,M)-----v------------~--------------+·cmORn+1,E) 

~ f* ()~ 


CCDClR,S(JRn ,M» (f.). ~ cCD(JR,s(IRn ,E» 


lc 6 n). lC ~ n)* hn+1 
CCD(IR ,T~ ) (Tnf) * .. CCD(.IR , TnE ) 

----	 1 ____b
n+1 ~ ~ Tn+ f 	 ---.. n+1

T M 	 ~ T E 

(~) Dazu betrachte ich folgendes Diagramm, mit 

kommutativen Trapezen an den beiden Seiten. 


C~,TnM) ---------________?________________~ C~,TnE) 


~ (*1 	 ~)

(S)* CCDClR,S(1Rn ,M» __f* *~ CCD(lR,SQRn ,E» (0 * 

b 1 ( )" 	 1 ( )" 6 
eDt n+1) f* eDt< n+1 )

~ ~R,M 	 ~ C ~lR Z ni-1b

Tn+1M 	 Tn+1f ~Tn+1E 

Das untere Trapez kommutiert nach Voraussetzung. 


(f*). ist sinnvoll, da (f*)*(c) = (f*(6»" oS cCD(lR,S(lRn,E» 

( denn c e c~n+1,M». (Tnf)* ist sinnvoll, denn 

Tnf 0 bn = bn 0 f •• Aus der Surjektivitat von (b n) * 

folgt somit schlieBlich die Kommutativitat des auBeren 

Rechtecks. 0 


2. 	Es ware hier eine interessante Frage ob man den unteren 
Teil des Rechtecks wie bei FIgv.lkv weglassen kann . 
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5.1.5. VektorbUndel: 
1.DEF: Sei Meine pMF, dann verstehe ieh unter einemVB 
V~M tiber M ein VB im Sinn von Kapitel 4, wobei ieh 
zusatzlich noch fordere: V'M 'I'M zus. TV ist faserlin. 

( 	 Nachtrag: Das folgt pr~ ~v 

aus Faserhomog. v. zus ) V 


2. 	Es ist hier anzumerken, daB es gentigt die Existenz von 
zus als Abbildung zu verlangen, die VMS(lR,M) pt· S(lR,V) 
kommutativ maeht. Denn dann gilt : ~ 1rr~ 16 

zus == & 0 pt 0 (1 lr geo) , da VIJi TM ---!:~!-... TV 
.~. (e) = ~(geo( [, (c») • 

1m folgenden seien M,Mi immer pMF. 
3.THEOREM: (1) Vi~+Mi seien VB '* 1f Vi IT"Pi-+lrMi ist VB • 

(2) V p .M sei VB ~ S(N,V) p* ,S(N,M) ist VB. 
(3) V p ,M sei VB ~ TV TP. 'I'M is t VB • 
(4) V P tM sei VB, f: N -+ M CCD , N pMF ,. 

.. V"MN...E.-N ist VB 4 

VB lQo V1MV2-M ist VB. 

BEWEIS: Das einzige, was zu zeigen verbleibt,ist die 

Faserlinearitat von zus. Das entnimmt man aber sofort 

den jeweiligen kanonisehen Faktorisierungen von zus in 

4.3.3.1.,4.3.1.1.,4.4.4.2.,4.2.1.1. und 4.2.3.1 •• c 


4. 	Klarerweise sind ftir ein VB tiber einer pMF die 
angegebenen Isomorphismen von Vert(p), Horiz(p) und TV 
aueh faserlin tiber V, da sie mittels zus konstruiert wurden. 

5. SATZ: V---E.......M sei VB => V ist pMF . 
BEWEIS: TV ist faserweise ein VR, da TV;' V'M VM'I'M • 

Und die geforderte Abbildung geo laBt ~ /,'r1 
sieh dureh folgendes Diagramm definieren. V 

TV -----geo------ SOR,v) 
~IS t15 (J 

VMVMTM --+ S(lR, V) S(R,M) S (JR,M) , (x, v; x,w; x,y) ,.... (x, v+.w; geo (x, y». 
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5.2. MANN lGFALTlGKE lTEN : 

In diesem Kapitel geht es nun endlich darum eine volle 

Teilkategorie von P!:1E auszusondern, deren Objekte - die 

Mannigfaltigkeiten - im endlich dim. Fall gerade die 

gewohnlichen klassischen Coo-MF sind. 


5.2.1. Definition und Folgerungen : 
1.DEF: M heiGt Mannigfaltigkeit (MF) :~ 

:# Mist pMF TM~M-M ist VB.A 

2. 	Es ist hier wichtig anzumerken, daB TM-+M fUr eine 
pMF M nicht einmal VFas sein muG. Denn T Mist wohl x 

Coo-Kurv-abg Teilraum von E, da TxM ~ 1'[-1 (x) und It' 


KOO-stetig ist. Aber TxM muG nicht Kurv-abg sein und damit 

nicht Flg-vollstandig, wie man folgendem Beispiel entnimmt. 

M:= C L. (Cb(IN), {U<!'} ) =: E FIgv.lkv. Der Tangential=
o ... f ~o 


raum von M TM = Co E9 Co' denn sei 0 : ffi ~ Co C(I). "* 

c1 (.):= (o(.)-c(o))/(.) ist COO (Faktorisierungslemma), 


01 ( rn. \to})" Co • 01 (0) = dc(o) -e Co ' da Co Coo-Kurv-abg 

ist (2.4.2.90)' Und somit ist Co eine pMF mit 

exp:C eC ~C , (x,y) .... x+y. T C =C ist aber nioht


000 x 0 0 

Flg-abg. (2.4.2.9.) und somit nicht Flg-vollst und nioht 

Kurv-abg • in E. 

3. Zusammenfassend verlangt man also die Existenz folgender 
CCD-Abbildungen 	fUr eine MF M : 


Eine Exponentialabb. exp: TM ... M , die 

eine Geodatenabb. geo : TM ... S(1R.,M) liefert. 

Einen II-Transport pt : TM'M S(1R.,M) SOR,TM) (+TS(1R,M) ) 
1 

der Uber 	 1111"6 # ~~ *" ~TcS 
~ 	 2 ~ 2

einen Zusammenhang zus : TM MTM • T M (~T M ) 

faktorisiert. 


Man konnte fUr MF nooh folgende verscharfende Vertrag= 
-- . 

lichkeitsbedingung zusatzlich fordern: 
4.DEF: Der #-Transport pt heiGt vertraglich mit der Exponential= 

abbildung exp :# pt(v,geo(v)) = geo(v)· • 
D.h. langs Geodaten wird der Tangentialvektor in den 
Tangentialvektor transportiert. 

DaB diese Eigenscheft unter den diversen Konstruktionen 

erhalten bleibt, ist leicht einzusehen. FUr weitergehende 

Aussagen siehe 5.2.3 •• 


http:2.4.2.90
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5.2.2. 	Abgeschlossenheit : 
In diesem Absatz mochte ich als erstes zeigen, daB die 

Kategorie ~ abgeschlossen ist unter den Funktoren ~ , 

S(N , .) und T . 
1.SATZ: M,Mi seienMF ~ (1) lTMi istMF 

(2) S(N,M) ist MF 
(3 ) TM ist MF . 

BEWEIS: rrM i pMF (5.1.3.3.), S(N,M) pMF (5.1.3.1.) und 
TM ist pMF (5.1.3.5.). Es verbleibt also nur noch zu zeigen, 
daB die zugehorigen TangentialbUndel VB sind. 
Nun ist aber TIT Mi ~ IT TMi und letzteres ein VB nach 

~ =It: ~~ 5.1 .5.3. ( 1 ) • 

lTMi 


Analog gilt TS(N,M) ~ S(N,TM) und letzteres ist ein VB 

L 

1t "" #" ~(N.ltHI na ch 5. 1 • 5. 3. (2) •S(N.n)'.... / .:> I 

S(N,M) 

SchlieBlich ist T 2 M ~ T 2 M und letzteres nach 


1t ~~/Tl[M 5.1.5.3. (3) ein VB. 0 

TM 

Es ware noch moglich folgende verscharfende Bedingung an 
Mannigfaltigkeiten zustellen : 

2.DEF: M heiSt MFTl ( MF mit Translationseigenschaft) :~ 
Mist MF A 

to. (Tl) geo( & (geo(x,v) (s+.))) =geo(x,v)(s+.) 
D.h.:Die Geodate an den Tangentialvektor einer Geodate, 

lllfert die gleiche Kurve nur verschoben. 
3. 	Die klassischen endl.dim. Cm-MF haben die Eigenschaft (TI). 

Denn nach [Nomitzu-Ozeki] existiert eine vollstandige 
Riemannsche Metrik auf der CCD-MF M. Sei geo : TM ... S (JR,M) die 
Abbildung,die jedem Tangentialvektor die zugehorige 
CD-lange ( da die Metrik vollst. ) Geodate zuordnet. Dann 
erfUllt geo (Tl), da die Geodaten eindeutig sind. 

4.SATZ: M,Mi seien MFTl ~ (1) ~Mi ist MFTI 
(2) S(N,M) ist MFTl 
(3) TM ist MFTI • 

BEWEIS: Da die entsprechenden ~ und geo auf natUrliche 

Weise mit denen der ursprUnglichen MFTI M,Mi zusammen= 

hangen,ist es eine einfache Rechnung dieses "Distributiv"­

Gesetz (TI) nachzuweisen. 0 
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5.2.3. 	Sprays: 

In diesem Absatz mochte ich auf den Zusammenhang zwischen 

Paralleltransport und Exponentialabbildung naher eingehen. 

1.DEF: Eine COO-Abb. spr: TM ... T2M heiBt Spray fUr M :<=:!> 

:~ 1tTM o spr= 1, AO spr= spr, spr(s. v) = s. T(s •• )(spr(v)). 
irH '1£2l't irM 

D.h.: spr(x,v) = (x,v,v, ~(v)) mit ~(sv) = s r;(v) • 

2.LEMMA: M sei pMF ,. spr:= geo(.)·· (0) ist ein Spray ( der 

geodatische Spray ) • 


BEWEIS: geo(v)··(o) = (geo(v)·(o),d(geo(v)·)(o» = 


= (geo(v)(0),d(geo(v~(0),d(geo(v~(0),d2(geo(v~(0~ = 


= (x,v,v,d2 (geo(v» (0» • 


~(sv) = d2 (geo(sv»)(0) = d 2 (geoev) (s. )(0) = 


== s2d2(geoev»es.o) = s2~ev). 0 


3. FOLGERUNG: M sei MFTI * geo(v)·· = spr 0 geo(v)· , 

geoev)·eo)=v. 


BEWEIS: geoev)··es) = (geo(v)·)·Cs) = (geoev)·es+.»·eo) = 


= (geo(v) (s+.»·· (0) ;tgeo(geo(v)· (s»·· (0) = spr(geo(v)· (s». 


geoev)' (0) = ~ (geoev» = v . 0 

4.DEF: Eine COO-Abb. zus :TMATM ... T2M heiBt Zusammenhang ftirM:~ 
:~ 	zus ist Faser-linear bzgl. beider BUndelstrukturen tiber TM • 

zus heiBt symetrisch : ¢::> zus O'Y = A 0 zus . 

zus heiBt vertraglich mit spr : 4* spr = zus 0 ~ • 

5.LEMMA: M sei MFTl* pt ist vertraglich mit exp ~ 

4=} zus ist vertraglich mit spr • 

BEWE IS: (,*) (zus 0 A ) (v) = zus (v, v) = 6 (pt (v, geo (v» = 

= 6" 	 (geo (v) .) = geo (v) .. (0) = spr (v) • 

(~) geo(v)" (s) ';,~ spr(geo(v)· (s» == zus(L~ (geo(v)· (s») = 

= zus(geo(v)·(s),geo(v)·Cs» und geo(v)·Co) = 6(geo(v»=v '* 
~ geo(v)' = pt(v,geo(v». 0 

6.DEF: Eine Coo-Abb. tors: TMATM - TM heiBt Torsion ftir M : e:b­

:~ tors ist Faser-treu, -bilinear, -schiefsymetrisch tiber TJVI • 

7.LEMr-'lA: zus sei ein Zusammenhang ftir TM * 
'* tors:= pr o(~ ozus .:: zus ov) ist eine Torsion fUr M. v 	 '.'I'M" 

BEWEIS: Da zus bilinear ist auf den Fasern, gilt das gleiche 

fUr tors. Die Faser-schiefsymetrie sieht man auch sofort ein. [J 
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8 oSATZ: Sei Meine pMF, spr der geodatische Spray, tors eine 

Torsion fUr M. + Es existiert ein eindeutiger mit spr 

vertraglicher Zusammenhang mit Torsion tors. Er ist gegeben 

durch zus = b%geo26'Y ':711~ v1ift 0 <pr1 ' tors> • 

BEWEIS: Sei vorerst tors(x,v;x,w) = (x,o) und zus = 62 0 geo 2 • ~ 
~ (zus o~) (v) = 6 2(geo2 (v,v») = ~ 2(geo(v) 0 ex ) = geo(v) "(0) = 

= spr(v) , doh. zus ist vertraglich mit spr 0 &2(geo2 (v,w» = 
= ~ A. ( +2(geo2 (w,v) ov) = ~ 2(geo2 (w,v»). ist symetrisch.zus 

~ Die Torsion von zus 1st tors. o2(geo2 (v,rw» = 

= 62(ge02(v,w)(.,r.o» = r. ~2(geo2(v,w». ~ zus ist 
1tTH 

faserhornogen und damit nach (4.1.2.4.) faserlinear. 

Sei nun tors(x,v;x,w) = (x,T (v,w» eine beliebige Torsion,x 
und zus wie im Satz definiert. ~ zus(x,v;x,w) = 

= (x,v,w, ~(v,w) +; Tx(v,w», wobei r;(v,w) die Koeffizienten 

des oben definierten symetrischen Zusammenhangs sind. * 
~ zus ist ein Zusammenhang, zus(x,v;x,v) = (x,v,v, rev) + 0 ) x 
(d.h. zus 1st vertraglich), und die Torsion von zus ist 

( X , V ; x, w) ~ (x , r ( v, w) + ~ T (v, w) - r ( w , v ) - ~ T ( w , v» = x ~ x x ~ x 
= (x, '\:(v,w» = tors(x,v;x,w) • 

Sei schlieBlich zus(x,v;x,w) ::: (x,v,w,C (v,w» ein x 
beliebiger Zusammenhang,der die im Satz geforderten Eigenschaften 

erfUllt. => C - l T ist eine symetrische Bilinearform und
1 x ~ x 1 

C (v,v) - ~ T (v,v) = r (v) 0 ~ C - ~ T = r. 0 x ~x x x ~ x x 

Nachtrag: Der so gewonnene Zusammenhang ist relativ 

uninteressant, da nicht klar ist ob II -Transport dazu existiert. 
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5.2.4. Vektorblindel: 
1. 	Klarerweise gelten aIle Aussagen fUr VB Uber MF, die 

fUr VB Uber pMF erfUllt sind, genauso. 1m Speziellen 
ist das die Abgeschlossenheit unter den Konstrukt1onen 
1f, S (N, • ), T und PB , sowie die natUrlichen lsomorphismen 
fUr S(lR,p), Horiz(p), Vert(p) und Tp • 

2. SATZ: V-4M sei VB, M sei MF ~ V ist MF • 
BEWEIS: V ist pMF nach 5.1.5.5.• Es bleibt also z.z., 
daB TV~V ein VB ist. Nun kommutieren aber die folgenden 

Diagramme. TV ~ Vrr VTr TM ~V 1T'" TM V~TM-TM 
M 1M M1 1 PB 1 ! PB L1& 

V P ~ MV .. v • M 

S~mi t ist nach 5.1-.5.3. (5) VMTM ----"'M ein VB, und nach 
5.1.5.3. (4) V'M VMTM----+V ein VB, und damit also auch 

TV-V. Q 


3. 	AuBerdem entnimmt man dem obigen rechten PB, daB 
(Horiz(p) ~) VNi'I'M fUr eine MF M ein VB Uber V ist. 

Zusammenfassendliegen bei einem VB Uber einer MF M 

fUr das horizontale-und das vertikale BUndel folgende 

BUndelstrukturen und BUndelhomomorphismen vor : 


(x,v,y,w) (x,v,o,w;x) (x,v,o,w) (x,v;x,w) 

m • j '" fI\ I . ft ttl


TV" In '""TV1T" M P! .Vert (p)....v l V7r VTM 	 MN 	 ,.., 

~ vpr. ~r11 ~Pl"1 vF / I~ Fl/ I,<1 

(:.:)~/_j_l1 1';_j_t1 1; II 
(X,Wl ~ jP A jf 1 ~ I r 

M 1 'M~ 	 M 
III 

:x: 

(x, V; X, y) (x, V, y , rx (v, y» (x, V, y , rx (v, y» 
In mi' m

VMTM z,:s. Horiz (p) c nJ , TV 

( ~r. - Tp/I~ Tp/ ~1 

:_ -j;V 1 1' j -if "~ :~~J 
1t"M p 1 ~M p (:'y) 

III 

X 
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5.3. BEZIEHUNGEN ZUR UBLICHEN THEORIE : 

In diesem Kapitel geht es nun schlieBlich darum, die 

Verbindung zu der Theorie der COO-Mannigfaltigkeiten, 

welche auf Banach-Raurnen und noch spezieller am mn 


modellieren, herzustellen. 


5.3.1. MF mit endl. dim. umgebenden VR : 

Ziel dieses Absatzes ist es, MF und VB mit endl. dim. 


umgebenden Vektorraum als klassische Coo-MF und Coo-VB zu 


erweisen. 


1.SATZ: ME sei MF, dimE' 00 • ME ist Coo-MF im klass. Sinn. 

BEWEIS: Weil E endl.dim.lkv ist ... E ~ m.n , d.h. oBdA E =1Rn. 


Es ist also die Existenz einer COO-Struktur fUr M zu be= 


weisen, d.h. einen COO-Atlas. Dazu definiere ich fUr x-eM 


Karten fx: =exPx : TxM ... M • FUr diese gilt: 


fx ist Immersion in Ox: Da TxM ..fR E =IRn "* oBdA TxM = IRk. 


~v/v = 0 fx = d(exp(x, .v))(o) = d(geo(x,v))(o) = v * 
V Tofx = 1T M ~ fist Immersion in 0 • ~ 

VxVx off. ,zshg., Umgebang von ~ , fx: Vx ... (M~ )1RrfC ist 

Einbettung. 

c(o) = x => CoS fxeVx) 10k. urn 0: Sei dazu F : TxM xIR ~ M , 


F(v,t) := exp(pt(v,c) (t)) • ~ F(v,o) = fx(V) , 


F(o,t) = c(t). Da fx eine Immersion in 0 ist. "* 

Rang F ~ k 10k. urn (0,0). Angenommen Vt Rang F ~ k+1
v, 
in (v,t) => dim T (v,t)M ~ k • Da aber F( .v, .t) x 

mit F(v,t) verbindet und wegen pt die Dimension 

des Tangentialraums langs Kurven konstant ist =>Widerspruch. 

,.. RangF=klok. um (0,0) + (Rangsatz) Es existieren 

Diffeomorphismen, derart daB folgendes Diagramm lokal urn 

(0,0) kommutiert. T M =1Rk

f ~xinj1 
T M x lR F .M GlRn 

x 	 I I 

I~ IU 

mkJ 1R •-rAn , (x, t) I-'> (x, 0) 

Und somit ist F(v,t) -e f (V ) 10k. urn (0,0), da f 10k. x x x 

eine Immersion ist. Dami t ist auch c = F( 0, .) oS f (V )
x x 

10k. urn o. 
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Y € f (V ) '* f ~ f (V ) 10k. urn 0 : Angenommen, das ist 
x x Y x x V-1 

nicht der Fall. =* (fx ist immersiv) v € V vn ..... f x (y), 

fx(vn ) ~ fy(Vy ) ~ ~2.4.1.2.) n x -1 

~ c: lR-TxM C , tri .... o , c(tn ) =vn ' c(o) =fx (y) 
n ( dureh Wahl einer Teilfolge) ~ 

• fxo e: 1R .. M Coo, (fxo c)(tn ) = fx(vn ) -i fy(Vy)' 


(f 0 c)(o) = y. Widersprueh zu obiger Eigenschaft.

x 

c(o) ~f (V ) .. c~f (V ) 10k. um 0: c(o) ~fx(Vx) =+ x x x x 
• fc(o) .e fxeVx) 10k. urn 0, c.e fe(o) (Vc(o)) 10k. urn 0 '* 
~ c e fx(Vx ) 10k. urn o. 


~ f (V )<;M,off. ( c(t) ef (V ) ~ cef (V ) 10k. urn t =:}
x x x x x x 

.. c-1 (f (V)) off.. f (V ) ist eOO-Kurv-off. )
x x x x 


=+ f : V -+ f (V ) ist Homoomorphismus auf offene Teilmenge
x x x x 
von M. Und da wegen des Rangsatzes Diffeomorphismen ~o/ 

existieren die folgendes Diagramm 10k. kommutativ machen 
( ) c c n -1 c.-I 

Q 

cu I 
~x f' f x V x - M - ~ is t :fx == 1 T f (V) und 

cP ItS X .5" IfJ somi t em. x x 
~k {.n

lR am , X 1-+ (x,o) 


Damit ist aber der Kartenwechsel eOOund deshalb 


{(fx'Vx )} ein em-Atlas. c 

2.FOLGERUNG: V $ G P ,..M sei VB, dim(E $ G) "m =+ 

V~M ist et-VB im klassischen Sinn, zus ist Zusammenhang 

und pt der zugehorige I~Transport im klass. Sinn. 

BEWEIS: Folgendes Diagramm kommutiert nach Voraussetzung: 

JRkx!Rm ~ V )( T M p"tn (. ,fx~V Faseriso.

1 1x Ipx 
]Rm S T M--_~fx___• M 

1\ x 
~ {(ptn(.,:f ,.),fx (Vx »l ist ein VB-Atlas, und somit ist 

V~M ein e~-VB im klass. Sinn. Da zus ein BUndelhomo 

von VMTM nach TV tiber V und TM ist, erftillt er gerade 

die definierende Eigenschaft eines klass. Zusammenhangs. 

SchlieBlich ist der klassische I~Transport zu zus durch 

folgende Eigenschaften charakterisiert : 

pt : VMS(IR,M) ... S(lR,V) ist faseriso tiber S(lR,M), 

pt (v, c) (0) =v, pt (v, c) II (d. h.: konn 0 pt (v, c)· =°c (t) ) 
Es ist nur die 3. Eigenschaft z.z. : 

Wegen (VB3') und (VB4) ist pt(v,c)·(t) = zus(pt(v,c)(t), bC(t+.)) 

und damit wegen 4.4.3.3. (konnopt(v,c)·)(t) =Oc(t). c 
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5.3.2. Endl. dim. C([)-MF: 

In diesem Absatz mochte ich die Umkehrung zu den beiden 


Satzen des vorigen Absatzes beweisen, namlich daB jede 


endl. dim Coo-MF ( resp. Coo-VB) im klass. Sinn eine MF 


( resp. VB ) im Sinne dieser Arbei t ist. 

1.LEMMA: M sei COO-MF im klass. Sinn ~ Mist pMF. 

BEWEIS: M sei Coo-MF * (Einbettungssatz von Whitney) 

V M'-lRn ~ MlRn ist VMg , KCDM = M ( da M 10k. Diffeom. 
n k 

zu einenR ist). Sei nun rein Spray auf M und Exp 


die dazugehorige Exponentialabb •• ~ Exp : TM ~ U _ M Coo, 


wobei U eine Umgebung des O-Schnitts ist, Exp(O ) = x, 

d 	 . CD x

dt/t=oExp(x,tv) =v. Sel nun F: TM-U C , F= 1 10k. urn OM' 
exp : = Exp 0 F : TM ... M • "* exp ist die fUr pMF geforderte 

Exponentialabb., wie man leicht nachrechnet. a 
---- --------- - ------ - -- """-- -- ­

2.SATZ: V~M sei Coo-VB im klass.Sinn => V-4M ist VB • 

BEWEIS: (VB1) Sei {Ui,filiEn ein VB-Atlas, d.h. 
f

viU . ~;- Ui 11" lRk, und Pie ine 	untergeordnete Partition der 

- k)n
1'-.... */pr 1. f:= '" 

L. Pifi wo -f i : V U I ------+ (JR • 
p U 1 f 1 i =II: i inj
iii 

Ui'lf" JRk pr2_JRk 

Dann ist f : V _ 	 lRkn COO und yc <p,f> • MTr ]R.kn eine Einbet= 

tung. 	 ~#hr1 
M 

Sei nun C ein Zusammenhang auf p und pt der 

dazugehorige 11- Transport, d.h. pt(. ,c) 
".. 

: Y c(o)"II' lR--+V , 

pt(v,c) (0) = v , und pt(v,c) ist II . prb lp 
(VB3) Es ist z.z. pt(v,c) 0 f =: m. c ~M 

= pt(pt(v,c)f(o),c 0 f). Es gilt: 

(pt (v, c) 0 f) (0) = pt (v, c) f ( 0) und (pt (v, c) 0 f) • ( t) = 


= pt (v, c) • (f ( t)) • f' (t) = C (pt (v, c) f ( t) , c· (f ( t )) • f ' (t) = 

V V 

= C(pt(v,c)f(t) ,c· (f(t)). f' (t)) = C(pt(v,c)f(t), (c 0 f)· (t)). 

SOlut erfUllt pt(v,c) 0 f die pt(pt(v,c)f(o),c 0 f) charakter= 

isierende Differentialgleichung. D.h. sie stimmen Uberein. 

(VB4) f>(pt(v,c)) 	= pt(v,c)·Co) =CCpt(v,c)(o),c·(o)) = 

= C(v, £. c). 
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(VB2) Es bleibt nur noch z.z., daB 


pt: V'MS(IR,M) .... s(1R,V) COO ist. Sei dazu <c1 ,c£>oS 


e CW(JR,VISi S(m,M)), dann gilt pt(c1 (s) ,c2 (s))·(t) = 


= C(pt (c1 (s) , c2 (s ))( t) , c2 (s ).( t)) und pt (c1 (s) , c 2 (s ))( 0) =c1 (s) • 


Sei nun f :v-rrm2 ..... TV definiert durch f(Yis,t):= 

(p,M,c'2) := C(y, 0 (c2 (s) (t+.», und y(s,t):= 

:= pt(c1 (s) ,c2 (s» (t) = (pt 0 <C1 ,c2> ) (s,t). Damit ist y 

eine Lasung der zeitabhangigen (t) und parameterabhangigen (s) 

Differentialgleichung y(s,.)·(t)=F(y,s,t) Ul"ldy(.,o) = c1 , und 

als solche Cw• D.h. pt*: cOOCIR'VM S(1R,M) .. cCD{lR,S(JR,V)) ist 
sinnvoll. 

Sei ein Zusammenhang auf T2y definiert durch :CT 

TVTMT2M LT(Y'M TM)~ T2V .£.T2V, und ptT der zugehorige 


#-Transport. Dann kommutiert das folgende Diagramm: 


TV.rnS (lR, TM) ptT > S OR, TV) 

~ ~ 
T (V MS(R,M)) ---------+ TS(lR, V)

1T(1r& ) IT~ 
T (V"1r TM) TC. T2V 

~M ~ 
TVTT2M T2VCTTM 

t 

Somit existiert die strichlierte Abbildung, von der ich 


behaupte, daB s1e Tpt 1st. D.h. die Kommutativita.t des 


nachsten Diagramms ist nachzuweisen. 


T(V MS(IR,M» -------~ TS(lR, Y) Sei dazu <:c1 , c2,> € 

i b lb e COOC1R, V"M S(IR,M), dann ist 
CQ)(JR,VMS(lR,M») pt* .COOClR,S(1R,V» z.z. ptT ( l, C1 ''to c2 ) = 

= "C ( 6 (pt* <C1 ,c2 '> )) • 
Es gilt 1: ( 6 (pt* < c1 ' c2 '>))( 0) = 6 (ev00 pt 0 <c1 ' c2 '» = 6 (c1 ) , 

sowie "C ( 6 (pt* < c1 ' c2 '>».( 0) = 6 ( r ( &, (pt* <c1 ' c 2 '> ») = 

= A(T& (~(Pt*<c1,c2'») = ~(& (6*(pt*<c1 ,c2 ,> ))) = 


= CT ( w1 ( b « 1rr & ) * < c1 ' c 2 '> ») = CT (11l'" ¢ ( S c1 ;C¢ c2 )) = 

= CT(T (cS (pt* <c1 ,c2 > »(o),(ro c2)-(0», 


und schlieBlich 1: ( 0 (pt* <c1 ' c2 ,,> ». (t) = 
= eSC"C'( ~ (pt*<c1 ,c2,»)(t+.» = 

= b (& (evt+ _ 0 pt 0 <c1 ' c2,») = (VB3 t ) 

= ~(r(&(pto<eVtopt o <c1 ,c2 ,> ,evt +.oc2 ,»))= (obigen) 

= CT ( c5 (evt 0 pt 0 < c1 ' c2 '> ), h ("t:b (evt+. 0 c2») = 


= CT(-C (b (pt 0<c1 ,c2 ,> »(t) , ~ (evt +. 01:5 c2 ») = 


= (CTo("( S(pto(c1 ,c2 ,»), (1:6c2)-> )(t). 
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D.h. -C ( 6 (pt*<C1 ,C£») erfUllt die ptT( ~c1 ;t~ c2) 

definierende Differentialgleichung,und somit stimmen diese 

beiden Kurven Uberein. Indem man diesen Schritt iteriert 

bekommt man also pt ist Coo. 0 


3.FOLGERUNG: 	 M sei CCD-MF im klass.Sinn => Mist MF • 
BEWEIS: Nach 1.LEMMA ist Meine pMF. Es verbleibt also z.z., 
daB TM ~M ein VB ist. Dies ist aber nach 2.SATZ sicher= 
gestellt, denn TM ~M ist natUlich ein Coo_VB im klass.Sinn.O 
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5.3.3. CCD-MF, die auf Banaehraumen modellieren : 

1.LEMMA: E Flgv.lkv, M~ E, off. • TM-+M ist VB • 

BEWEIS: Da M offen ist, sind die Geraden dureh jeden Punkt 

aus M 10k. in M, und somit ist TM=ME&E. D.h. TM-+M ist 

ein triviales BUndel. Sei V~M irgend ein triviales BUndel, 

und definiert man pt : V MS(1R,M) ... S(lR, V) dureh 

pt (v, e) : = <e, konstv ) und zus: V MTM ... TV dureh 


zus(x,v;x,y) := (x,v,y,o) so wird V-+M damit klarerweise zu 


einem VB. CJ 


2.SATZ: 	E sei BR, //// sei CCD auf E 'foJ => oE lsi;. MF, 

wobei oE := {x : fix/I' 11 • 
BEWE IS: Se i g : TIl ., CCD mit g ( t) ~ t " t ~ ~ ~ g ( t) : 1, und 

h : IR ~ COO mit h ( t) L. 1 - t " t" ; ~ h (t) = ; 1\ t L. 1 '* h (t) ~ 0 • 

Definiere 	ieh exp : T(oE) ... E dureh exp(x,v):= 


:= x + v/g(//v// .h(//x//)-1) • Dann ist exp COO , da h 0 // // 


COO ist ( h ist um die kritisehe Stelle 0 konst ) und ~ 0 


( //x//~1 ) und somit g(//. //.h(//•.//r1 ) eCDist (g ist 


um die kritisehe Stelle ebenfalls konst ) und 1= 0 • 


1m exp ~ oE, denn // exp(x,v)// ~ //x // + //v//.g(//v//.h(//x//f1)-1, 

~ 1. Es ist namlieh g(//V//.h(//x//)-1) ~ //v//.h(//x//)-1~ 

~ //v//. (1_//x//)-1. Und sehlieBlieh ist exp eine geeignete 


Exponential-abb., denn fUr //v// ~ he/Ix/I) -1/ 2 ist 

g(//v//.h(//x//)-1) =1 __~nd damit exp(x,v) =x+v. 


--~----------------

Ieh habe also gezeigt, daB oE eine pMF ist. Wegen dem 


obigen Lemma ist oE nun aber sogar eine MF. a 

3. 	Es ist hier anzumerken, daB fUr Hilbertraume diese 

Differenzierbarkeitsbedingung an die Norm klarerweise 

erfUllt ist. 
4.SATZ: E sei ein Banaehraum mit CCD-Zerlegungen der 1, 

M ~ E, offen ,. Mist MF • 


BEWEIS: Es ist wieder nur die Existenz einer Exponential: 


abbildung z.z •• Dazu konstruiere ieh mir in Analogie zum 


Beweis obigen Satzes wieder zwei Funktionen g und h : 


e CDg : E .... lR , g(v) ~ //v//, //v//' 1/2 =* g(v) = 1 : Sei dazu 


Vt := {v : t/2 ~ //v// ~ t} fUr t ~ 1 und V0:= {v: //v// ~ 11, 


dann bildet tvt } eine off. Uberdeekung von E. Sei qt 


die zugehorige CCD-Zerlegung der 1 und g:= qo + t~itqt • 
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Somit gilt: g =qo + L qt· t ~ qo + L qt =1, und falls 

//vll' 12 ~ v .f- V t fUr t ~ 1 .. g (v) = qo (v) = 1, und 

fUr /Iv II ~ 1 ist g(v) = L. tqt = //Ji;~t tqt ~ I/vl/ :~= qt = 
= /Ivl/. 

h: M-.JR coo, hex) ~ d(x) := . inf{//x-yl/: y~M} • Hierzu ist 

vorerst zu bemerken, daB M als offene Teilmenge von E 

selbst CCD-Zerlegungen der 1 besitzt [Vaisman:1461. 

Sei n~n Ut := {x: t ~ d(x) , 2t 1, dann bildet {Ut l eine 

off. Uberdeckung von M. Sei Pt die zugehorige C -

Zerlegung der 1 und h:= ~tPt ~ 0, dann gilt 


hex) = x~ U t.Pt = t ~ dTx) "2t t.Pt ~ ~ d(x) .Pt = d(x), 
da nicht alte Pt = 0 sind gilt (~). 


exp definiere ich nun als exp(x,v) := x + g(~7h(X)) • Der Rest 

geht nungenauso wie im obigen Satz. a 


5. 	Dieser Satz liefert eine groBe Menge von Beispielen, denn 
nach [Henderson] ist jede zusammenhangende CCD-MF mit Modell 
E offen in E einbettbar, falls E homoomorph zu Em ist. 

Den Zusammenhang zwischen den obigen beiden Satzen bildet 
der Satz, daB,falls E sepdrabel ist,die Glattheit der 
Norm auf E'~o} die Existenz von CCD-Zerlegvngen der 1 impliziert 
[Vaisman: 146]. 

Als Folgerung ergibt sich, daB aIle CCD-MF,die auf einen 

seperablen Hilbertraum modellieren,MF sind. 
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AN HAN G ( NATURLICHE TRANSFORMATIONEN ) 

DIFFERENT IALE : 

S(1R,.) ~S(JR,.) dC(s) = lim c(S+t):tc(s) ( nur fUr VR )
t ... o 

s(m,.)!..T bC= <c,dc'> (0) 

S (IRn , • ) ~ Tn 	 S(IRn,M) -------~~----- T~ 
1& 

E,2f = <f,d2f;d1f,d1d 2f'> (0) ~ 
I()v 

(n-1 
S(IR,S(lRn - 1 ,M) 0* • S(lR,Tn-1M) 

C 2 ) 6 S m , • ...!2_TAT s(lR2 ,M) -------~2---.. TM~TM 
injl'2f = [ f , d 1f ; f, d 2f] (0,0) ! 1pr i 

S(R,M) 6 • TM 

s(JR,.) 
( ). 

~S(1R,T.) S (lR,M) ------(1·------+ S(1R, TM) 

c· = < c,dc> Lx* 1[,*
( ) v 

S(lR2 ,M) 	 .. S(IR,S(lR,M)) 

TfS(.,:) !S(T.,T:) 	 TN ---------------+ TM 

1~ 	 i~ 
S(JR,N) f* • S(R,M) 

S (N , • ) 8. S (TN, .) ( nur fUr VR ) Df 
TN ---------------. E 
T~~ 

TE 


ADJUNKTION : 


ins (
._SN,.1TN) ins(m) (n) = (m,n) 

S(N, • ) "If" N~ • ev ( f , n) = f ( n) 

.) evSeN,. --n_. eVn (f) = fen) S(N,M) ---~~n--~ M
1 ins(n) lev 

N1I'S(N,M)~S(N,M)1r N 

• kons t • S(N , • ) konst(m) (n) = m 	 M -----~~~~~-------~ S(N,M) 

in~ ~* 
S(N.M1T" N) ... " 

S(.,S(N,:») ()~.S(.1\" N,:) M 11 N ----- ~----+ P 
A f11'"1 ~ / evf(m,n) = f(m) (n) S(N,P)1rN 

S ( • 1T N, :) (r!ll, S ( • ,S (N , : ») M------
fV 
- ---"'S(N ,p) 

.., 
f(m) (n) = f(m,n) 	 ins~ /f*

S (N,M 1(" N) 

S(N,P)TS(M,N) komP.S(M,P) komp(f ,g) = fog 



-99­

EINSCHRANKUNGEN LINEARER : 

If Mr--E::j_Mj 

E j in j o_ 1f Ei x ~ ( •• ,o,x,o, •• ) E j -!gj j ---+1rE i , 
j 

..... x 

(x,o) 

(x,v) 

x ... 

••A 

T lnJi_TAT 

ex
VMV-p-V 

VlI'1R-~p-V 

oM--p-V 

(x,v;x,w) .... (x,v+w) 

( x , v ; t) t+ ( X , tv) 

x - (x,o) 

vMV_vlift • Vert(p) (x,v;x,w) 

(x,v;x,w) -(x,v,o,w) I 
(x,v+.w) 

Vert (p)-v2E-v 

(x,v;o,w) .... (x,w) 

~i~~pri 

Ei 

TM ----M--M 

'i ~ 
S({R,M) / ev0 

M --_QM- .... TM 

kO~ ji. 
s(JR,M) 

nrO 
TMATM -.o;-i--TM 


i OJ. r£> 


S(lR2 ,M) injl.. S(lR,M) 

TM -_-iIl.ii- .... TMATM 

1b 1&,. 
S (lR,M)- pr!_s(lR2 ,M) 

1T' .lifte V MV --v------- Vert (p) 

t & f 
e sOR, v) , TV 
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KANONISCHE FLIPS 

(n,n') -en' ,n) 

S(N,lf.) 4 1:" 1TS(N,.) S(N,lrM i ) 

iJlr* 
(f i ) .... <fi> := (lffi)OA S(N,M i ) 

S(N,S(N',.))~ 1< S(N',S(N,.)) S(N',S(N,M)) -~ .. S(N,S(N',M))
L()" f ()v 

(1( f) (n ' )( n) = f ( n)(n ' ) S(N'1T"N,M) 'V* S(N-rrN',M) 

1r ™i -------~----.. TTrMi 
f~& f& 

1fS(R,M i ) r • S(R,lTM i ) 

-1T
TS(N,.)--' S(N,T.) S(N,TM) ----~---~TS(N,M)

f seN, €i) f b 
(f,g) .... <f,g) S(N,S(R,M)) 1>C) S(R,S(N,M)) 

TT • A. TT TTM ---------~------~TTM 
jTb fb

(x,v,w,u) +I (x,w,v,u) TS(R,M) T , SCR,M) 

(ToT)lT .. w 
-- 1rCT~T) 1rTMi6TMi ___0_-,>- T 1rMi ~ TlTMi 

tlT62 fba
((Xi)'(~))~ ((xi),h~i)} +-i ((Xi ,V!} Il (Xit"'iH 

lfS(R2 ,M i ) "C • S(R2,lrMi) 

--1 
(ToT)o S(N,.) :r • S(N,T~T) S(N,TM TM) -.E.--+TS(N,M) TS(N,M)

1seN, 6z1 t '1 
(f,g)'" [Tf, Tg ] S (N , S ( R 2, M)) 1( • S (R2, S (N , M)) 

~ -

(T.oT) T 4 A. T (TAT) T(TMATM) ---~--"T(TM)6T(TM) 

bc,x"v,W"L:l (x,x//v;",' J+-i ((x,v)Alx(v'J,(x,W)II(iw'~Sl~~l.,M) S (R2!~)"C , 

(T Il T) (T 6 T)..2... (T AT) (T 6 T) T(TM6TM)6 T (TM6TM) -~.. T (TMATM)A T(TMATM) 
+-I «(x,x.' lA (X,x" J. (y,y')A (y,y'IJA L., ('1,'l,'IA h"i'll i TbzAT5z. f ~l. 

«(X'Y)A(X;?',(x',y'141x:q,I)Jl)l...,tx~y"Jl)fx~iJI ~ TS (R2,M)6 TS(R2,M) ~. S CR2, TMATM) 

Zusammenfassung: S T 10C 

T &.J T-1 A­
OF ,..., to FO 

TilT 
.., 
w ~-~ ~ ~ 

F/o If S T TAT 
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pt tS(IR, v) 

(v;c) .... <c,p-t(v,c» 

n 
V1.\iS(ffi.n,M) pt IoS(1Rn,V) 

Ptn+1 (v,f) (t,x) = 
= p~n(pt(v, f(.,OIICU ,ict,.» (xl 

zus 1r zusV "IT TM TV V M TM ---------. TVM 

f1W& 1~
(x,v;x,y) fo+ (x,v,y, ~(V,y)) 


VMS(lR,M) pt • s(lR, V) 

A. 

S (lR , V ) S (ffi:M ) S (lR ,M ) (; • S OR, V) s(lR, V)S (R:M) S(IR,M)rr"ffi ~ V 
<evopT',pr> ~ _____ p-E(C1 'C2 ) ~ pt(C1 (·),C2)(·) 

V M S(lR.,M)rr lR 

TV TM TM ~) TV TV TM TM ---- ~ ----+ TV 

(x,v,o,w;x,y) I-+(x,v,y,w+r(v,y)) i &1l'& t~ 
x s OR, V) S OR':M ) S (IR. ,M ) G". S (lR, V) 

konnTV konn ..V TV ------------+- V 

( x , v , y , w ) ,... (x, w - rx (v, y )) if ivpr 
TV ~ TM pr1--+Vert(p) 

TM exp 10M (x,v) .... geo(x,v) (1) ~ x+v 

TM geo ~S(1R.,M) geo(x,v)(t) = exp(x,tv) TMlflR __~~2__ M 

~ /exp 
TM 

A 

TM A TM geo2__ S (lR2,M) TM A TM lfffi2 --~~22--- M 

geo2 (x,v;x,w) (t,s) = exp(x,tv+sw) lIS clo(""tr AI fexp 
TM'II"mMTM1tJR f4 f'" • TM 

spr 2TM spr .T2M TM ---- ---- T M 
geo~ /c) ..

( x, v) 1-+ (x, V , V , ~ ( v)) S(R,M) 

TMATM tors. TM (x,v;x,w) .... (x, r;(v,w)- r;Cw,v)) 
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SACHWORTVERZEICHNIS 

SYMBOLE UND ABKURZUNGEN : 

1.1.1. 
1.1.2. 
1.2.1. 
1.2.2. 
1.2.3. 
1.4.1. 
1.4.2. 
1.5.1. 
1.5.2. 
1.6.1. 
1.6.2. 
2.1.1. 
2.1.2. 
2.2.1. 
2.3.1. 
2.3.2. 
2.3.3. 
2.4.1. 
2.4.2. 
2.5.1. 
3.1.1. 
3.1.2. 
3.1.3. 
3.1.4. 
3.2.1. 
3.2.3. 
3.3.1. 
3.3.2. 
3.4.1. 
3.4.2. 
3.4.3. 
3.4.4. 
4.1.1. 
4.1.2. 
4.1.3. 
4.1.4. 
4.3.1. 
4.3.2. 
4.4.1. 
4.4.2. 
4.4.3. 
4.4.4. 
5.1.1. 
5.1.2. 
5.1.3. 
5.2.1. 
5.2.2. 
5.2.3. 

DEF ,Of 0 BdA , i • w. , s chI. , # , 1f , lL 
T2R, Kurv X, t x' I, C, qx' konst 
Kurv.erz. 

Flg.erz., kp.erz., F-Raum, lok.weg-zshg., lok.zshg.

erbl.unzshg., total unzshg, lok.kontrahierbar 

lok.einf.zshg. 

CKU1"V t Nc..u , Pkt-off-Top., kp-off-Top., Kurv-off-Top. ,f*, f* 

K(X,Y)

ins, ev 

( )V, (), komp 

UR, Top, Mc,u , Cu(X,Y)

(FIg)v DR 

TVR, VR, lkv, VR, UR, E', E9 

str.~, (Flg)v-Ikv, C(X), Ck(X), 

FIg 1 

diffb., dc, C (m,E) 

dt~ dn 
Kurvoo 
(A1 ) 

s.. 
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erbl. unzshg. 8 
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Faser V 55 


-adthtiv 56 
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-linear 56 

-Multiplikation f 55 

-Produkt TAT, M P47, 54 

-treu 56 
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-ifizierung FIg 22 

-vollstandig 19 


F-Raum 7 

Fundamentallemma 27 


Geodate&r-Abb.) geo 76 

glatt C 28,37 

glm.konvg. 18 
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horizont.BUndel Horiz(p) 72 


Induziert. BUndel f-1(p) 54 
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immer wieder i.w. 4 
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Konnektor konn 72 
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kp-abg. 7 


-erz. 7 

-ifizierung k 5,12 

-off-Topologie 13 


Kurv-abg. 8 

-erz. 6 

-ifizierung Kurv 5 


CD -off-Topologie 13 

K -fizierung (stetig) KCD 37 


lok-e~f.zshg. 10 

-C -Kurv-zshg. 36 

-Flg-kp. 11 

-klein 43 

-kontrahierbar 9 

-konvexer TVR lkv 20 

-kp. 11 

-trivial 57 

-weg-zshg. 7 

-zshg. 7 


Mannigfaltigkeit MF 86 


ohne Beschr.d. Allgem. oBdA 4 

o-dimensional 8 

-Schnitt Op 37,55 


parallel II 73 

-Transport pt 57 


partiell diffb. 27 

-Differentiale d. 27 

-Tangentiale T 1 48 


Pkt-off-Topologie 131 

pra-Mannigfaltigkeit pMF 76 

Produkt 1r 4 

Pullback PB 47,54 


Reflektor 6 


schlieBlich schl. 4 

Schn1tte rep) 67 

Separator 20 

Spray spr 88 


C1stetig diffb. 27 

stetig partiell diffb. 27 

strikter limes str.lim 21
-Tangentiale Tn 37 

Tangentialraum T 37 

Taylorformel 35 

Topologisierung Top 19 

top.Vektorr. TVR 20 

Torsion tors 88 

total unzshg. 8 

Translationseigenschaft Tl 87 

triviales BUndel 65 


uniformer Raum UR 18 

Uniformisierung UR 18 

universeller Pfeil 5,6 


VektorbUndel VB 57 

-faserung VFas 55 

-menge VMg 36 

-raumifizierung VR 20 


vertikales BUndel Vert(p) 71 

vertikaler Lift vlift 71 

vertikale Projektion vpr 71 

vertraglich 86,88 

vollstandig vollst.,v 6 


Whitneysumme TAT, M 47,54 

Zusammenhang zus 57,88 
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