Summe von unabhiingigen Normalverteilungen

Hier soll gezeigt werden, dass Summen von unabhingigen normalverteil-
ten Zufallsvariablen wieder normalverteilt sind. Zuerst wird dies fiir zwei
unabhdngige normalverteilte Zufallsvariable bewiesen.

Satz 1. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien X und 'Y un-
abhdngige Zufallsvariable auf (2, A, P). Weiters sei X normalverteilt mit den
Parametern py und oy, und'Y normalverteilt mit den Parametern ps und os.
Dann ist X +Y normalverteilt mit den Parametern p -+ jio und /1% + 022,
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Beweis. Die Dichte von X ist fi(x) = \/%016 21" und die Dichte von Y
_(z=pp)?
ist fo(z) = \/%026 22 Da X und Y unabhingig sind, ist die Dichte g(x)

gleich der Faltung (f; * f2)(z) von f; und fy. Damit ist
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Jetzt betrachten wir den Exponenten von e in diesem Integral (ohne das
Minus-Zeichen). Mittels ,Quadratisch Erganzen“ erhilt man
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durch Vereinfachen und Herausheben von 02052, dass

(x — p1)?02° + po’or® ((35 — m)o2* + ﬂ2‘712)2 =

012+022 012+022
_ oo (@ — ) — 2z — m)pe + ) 01’097 (@ — i — po)”
(0'12 + 0'22)2 (012 + 022>2

gilt. Daraus ergibt sich

(z —t — ) N (t—p2)®
20.12 2 -

20'2
_ 1o’ 40y’ <t— (z —M1)022+M2012)2+ (x — py — po)?

— 5 )
2 0'120'22 012+022 2(0’12—|—0'22>
2
_((zftfu1)2+(t7lt2)2) _ (e—p1—po)? _10124-022 (t_(z—u1)022+u2012)
woraus wir e 201 2037 = ¢ AnP+e?) o 2 10,2 017 +o2?

erhalten. Somit ist
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Jetzt substituieren wir in dem Integral s = Y oion P

v/ 0124022 . . ..
woraus sich ds = \/%T;;dt ergibt (beachte, dass sich fiir t = —oo auch

s = —oo und fiir t = +o00 auch s = 400 ergibt). Deshalb erhalten wir
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Wegen — V2no102  — 1 ergibt sich wegen (2) daraus, dass
g 2mo109 \/0'124-0'22 /727r\/012+022 g g ( ) 3
oo [ (z=t—py)? (t—u2)2) _(e—py—p9)?
(3) ;/ e ( 2012 20y? dt = 1 e 20017+027%)
20109 J_o V2 012 + 052



SUMME UNABHANGIGER NORMALVERTEILUNGEN 3

_ (z—p1—po)?

gilt. Aus (1) ergibt sich daraus, dass g(z) = —A——e 2"+2%  Nach-
\/ﬂ\/012+022

dem das die Dichte einer normalverteilten Zufallsvariablen mit den Parame-
tern p1; + p1o und /012 + 092 ist und ¢ die Dichte von X + Y ist, ist damit

X + Y normalverteilt mit den Parametern ju; + po und /012 + 092 O

Satz 2. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei n € N und seien
X1, Xo, ..., X,, unabhingige Zufallsvariable auf (Q, A, P). Weiters sei fir je-
des k € {1,2,...,n} die Zufallsvariable Xy normalverteiltl mit den Para-
metern p und op. Dann ist 22:1 X; normalverteilt mit den Parametern

Z?:l pj und \/ Z;L:1 o

Beweis. Wir fithren diesen Beweis durch Induktion nach n. Fir n = 1 ist
offensichtlich X; normalverteilt mit den Parametern p; = 2}21 p; und oy =

1
Zj:l 0-]2'
Schlieflich sei n > 1. Nach Induktionsvoraussetzung ist Z?;ll X normal-
verteilt mit den Parametern Z;:ll pj und Z?:_ll ;2. Weiters sind Z;:ll X;

und X,, unabhéingig. Nach Satz 1 ist deshalb auch > 7| X; = Z?:_ll X;+X,
normalverteilt mit den Parametern

n—1 n
Zﬂj + pn = Zﬂj und
j=1 J=1

womit das Resultat bewiesen ist. O

Entscheidend im Beweis von Satz 1 war der Beweis der Formel (3). Man
konnte diese Formel auch mit Computeralgebraprogrammen nachrechnen.
Wir wollen jetzt angeben, welche Befehle dabei einzugeben wiren. Mit dem
Programm wxMaxima wiirde das etwa folgendermafien aussehen.

(%i1) assume(s1>0,82>0);

(%01) [s1 > 0,52 > 0]

(%12)  integrate(1/(2xY%pi*si*s2)*Je” (- ((x-t-m1)~2/(2%s1"2)+
(t-m2)~2/(2%s272))), t, -inf, inf);
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(%13) factor(x~2+(-2*m2-2+ml) *x+m2~2+2*m1*m2+m1~2) ;
(%03)  (x —m2—m1)?

In Mathematica kénnte man
Integrate[1/(2*Pi*s1*s2)*E~ (- ((x-t-m1) ~2/(2*s1~2)+(t-m2) ~2/
(2%82~2))) ,{t,-Infinity,Infinity},Assumptions->{s1>0,s2>0}]
eingeben. Arbeitet man mit Maple, so gibt man
simplify (int (1/(2*Pi*s1*s2)*exp(-((x-t-m1)~2/(2%s1°2)+(t-m2) "2/
(2%¢s272))) ,t=-infinity...infinity) assuming s1>0,s2>0);
ein.



