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                               Introducere 

 
 În aceast� lucrare vom prezenta un principiu foarte important în studiul 

problemelor de optimizare convex�, numit principiul dualit��ii. El a fost introdus de 

W.Fenchel �i R.T.Rockafellar �i prevede ata�area la o problem� de optimizare dat� a unei 

noi probleme, numit� duala acesteia. Determinarea solu�iilor problemei duale permite în 

anumite condi�ii rezolvarea problemei ini�iale. 

Lucrarea de fa�� este structurat� pe �apte sec�iuni ale c�ror con�inut este prezentat 

pe scurt în cele ce urmeaz�. 

Având un caracter preliminar, prima sec�iune con�ine no�iunile �i rezultatele de baz� 

care intervin frecvent în lucrare. Se define�te no�iunea de inferior semicontinuitate a unei 

func�ii �i se precizeaz�  terminologia utilizat�. 

Cea de-a doua sec�iune examineaz� unele propriet��i importante ale func�iilor 

convexe �i inferior semicontinue. Se demonstreaz� teorema privind continuitatea unei 

func�ii convexe pe interiorul domeniului s�u efectiv �i cea de caracterizare a învelitorii 

superioare a unei familii de  func�ii  afin continue. În final se define�te regularizata inferior 

semicontinu� �i Γ-regularizata  unei func�ii �i se stabile�te leg�tura dintre acestea. 

În cea de-a treia sec�iune se introduce no�iunea de conjugat� a unei func�ii �i se 

demonstreaz� propriet��ile acesteia. Se definesc conjugatele de ordin superior �i se prezint� 

condi�iile necesare �i suficiente în care o func�ie coincide cu conjugata sa. 

Sec�iunea a patra este destinat� subdiferen�iabilit��ii unei func�ii într-un punct. Sunt 

eviden�iate leg�turile dintre subdiferen�iala unei func�ii într-un punct �i conjugata acelei 

func�ii. În finalul acestei sec�iuni este demonstrat� teorema de subdiferen�iabilitate a unei 

func�ii convexe �i continue într-un punct. 

În cadrul sec�iunii a cincea se define�te problema dual� a unei probleme de 

optimizare precum �i no�iunile de dualitate slab� �i tare. Se prezint� de asemenea criterii de 

existen�� a dualit��ii tari �i leg�turile dintre caracteristicile de stabilitate �i normalitate  
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ale problemei  primale. În cazul existen�ei dualit��ii tari sunt stabilite rela�iile de 

extremalitate dintre solu�iile celor dou� probleme, primal� �i dual�. 

Prin definirea Lagrangeanului unei probleme de optimizare relativ la func�ia 

perturbatoare se sugereaz�, în sec�iunea a �asea,  existen�a unei leg�turi dintre no�iunea de 

dualitate �i problemele de teorie a jocurilor. 

Sec�iunea a �aptea con�ine dou� aplica�ii ale teoriei dualit��ii. În cadrul primeia,  

pornind de la o problem� de optimizare convex� �i demonstrând existen�a dualit��ii tari 

între aceast� problem� �i duala ei, suntem condu�i la binecunoscuta Teorem� a lui Farkas. 

Pe baza acestui procedeu se pot demonstra �i alte teoreme cunoscute de alternativ� �i se  

pot ob�ine altele noi. 

În cea de-a doua aplica�ie se trateaz� dualitatea problemelor de aproximare, 

analizându-se �i cazuri particulare ale acestora, problema de cea mai bun� aproximare 

convex�, problema de loca�ie �i cea de programare liniar�. Studiindu-se rela�iile de 

extremalitate se ob�in condi�iile Kolmogorov de existen�� a solu�iilor în cazurile problemei 

de cea mai bun� aproximare convex� �i problemei de loca�ie. 

Doresc s� adresez sincere mul�umiri domnului prof. dr. Wolfgang Breckner pentru 

materialul pus la dispozi�ie, îndrum�rile �i sugestiile oferite în elaborarea acestei lucr�ri.  
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1. No�iuni introductive              

 
Fie V un spa�iu vectorial real. Vom defini în cele ce urmeaz� câteva no�iuni care vor 

interveni  pe parcursul acestei lucr�ri. 

Defini�ie. Fie u, v ∈ V. Se nume�te segment de extremit��i u �i v mul�imea 

urm�toare: 

                             [u,v] = { λu + (1-λ)v | λ ∈ [0 ,1] } 

Mul�imea   { λu + (1-λ)v | λ ∈ [0 ,∞) } o vom numi semidreapta care pleac� din u �i 

trece prin v. 

Defini�ie. O submul�ime Α a lui V se nume�te convex� dac� pentru orice u, v ∈ A 

segmentul [u,v] este inclus în A. 

Pentru o mul�ime oarecare A ⊆ V se nume�te învelitoare convex� închis� a lui A �i 

se noteaz� co A intersec�ia tuturor mul�imilor convexe închise din V care con�in pe A. 

Presupunând, în cele ce urmeaz�, c� V este un spa�iu vectorial topologic vom defini 

inferior semicontinuitatea a unei func�ii F : V → ℜ   într-un punct u ∈ V.  

Fie U={ Uα}α ∈ I filtrul vecin�t��ilor lui u în V. Se nume�te limita inferioar� a lui F  

în u , num�rul 

(1.1)                     lim
v u→

 F(v)  = sup inf
U U v U

α α∈ ∈
F(v). 

Defini�ie. Func�ia F : V → ℜ  se nume�te inferior semicontinu� în u ∈ V  dac� 

(1.2)                     lim
v u→

 F(v)  ≥   F(u). 

Având în vedere echivalen�a defini�iei cu filtre cu defini�ia cu �iruri generalizate 

avem �i urm�toarea defini�ie pentru inferior semicontinuitatea  unei func�ii într-un punct. 

Defini�ie. Func�ia   F : V → ℜ  se nume�te inferior semicontinu�  în u ∈ V  dac� 

are loc 

           (1.3)                     lim
x uα →

  F(xα) ≥   F(u)    
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pentru orice �ir generalizat (xα)α∈I , xα → u.  

În  [11]  este dat� urm�toarea caracterizare a inferior semicontinuit��ii unei func�ii 

într-un punct. 

Propozi�ia 1.1. Func�ia  F : V → ℜ   este inferior semicontinu� în u ∈ V dac� �i 

numai dac� pntru fiecare γ ∈ ℜ  care verific� γ < F(u) exist� o vecin�tate deschis� U a lui u 

astfel încât  γ < F(v),  oricare ar fi v ∈ U. 

 Defini�ie. Func�ia   F : V → ℜ  se nume�te superior semicontinu�  în u ∈ V  dac�  

-F este inferior semicontinu� în u ∈ V. 

Defini�ie. Func�ia   F : V → ℜ  se nume�te inferior (respectiv superior) 

semicontinu� pe A ⊆ V dac� este inferior (respectiv superior) semicontinu� în fiecare 

punct din A. 

Defini�ie. Hiperplanul H = { u ∈ V |  � (u) = α }, unde α ∈ ℜ �i �  este o 

func�ional� nenul� din V*,  separ� mul�imile U1 �i U2 din V dac�  

(1.4)                     ∀ u ∈ U1,  � (u) ≤ α    �i   ∀ v ∈ U2 ,    � (u)  ≥ α  

�i separ� strict mul�imile U1 �i U2 din V dac� 

(1.5)                     ∀ u ∈ U1,  � (u) < α    �i   ∀ v ∈ U2 ,    � (u)  > α. 

În continuare vom reaminti dou� bine cunoscute teoreme de separare a mul�imilor 

convexe. Demonstra�iile lor se g�sesc în [14]. 

Teorema 1.2. Dac� V este un spa�iu vectorial topologic real, U1 este o submul�ime 

deschis�, convex� �i nevid� a lui V, iar U2 este o submul�ime convex� a lui V astfel încât     

U1 ∩ U2 = ∅, atunci  U1  �i  U2 pot fi separate printr-un hiperplan închis din V. 

Teorema 1.3. Dac� V este un spa�iu local convex real, U1 �i U2 sunt dou� 

submul�imi disjuncte �i convexe ale lui V, astfel încât una s� fie închis� �i cealalt� 

compact�, atunci exist� un hiperplan închis din V care le separ� strict. 

Dac� V este un spa�iu local convex Hausdorff, Teorema 1.3 ne asigur� existen�a 

unei func�ionale liniare �i continue, nenule, definit� pe V cu valori în ℜ. 

Vom nota cu V* dualul algebrico-topologic al spa�iului vectorial topologic real V, 

reprezentând spa�iul func�ionalelor  liniare �i continue definite pe V. Dac� u ∈ V �i u* ∈ V*  

valoarea func�ionalei u* în u se va nota <u*, u>. 
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Putem defini o func�ional� biliniar� pe V × V* , de forma (u,u*) |→ <u, u*>. 

Aceast� func�ie biliniar� poate reprezenta o familie de func�ionale  liniare depinzând de 

parametrul u* ∈ V* definite V sau o familie de func�ionale liniare depinzând de parametrul 

u ∈ V  definite pe V*. Ultima remarc� ne arat� c� V �i V* joac� roluri simetrice fa�� de 

func�ionala biliniar� <⋅,⋅>. 

Putem considera V* ca spa�iu vectorial al func�ionalelor liniare definite pe V �i 

punctul u*∈ V*  îl putem identifica cu func�ia u |→  <u,u*>, respectiv, putem considera V 

ca spa�iu vectorial al func�ionalelor definite pe V* iar punctul u ∈ V îl putem identifica cu 

func�ia u* |→ <u, u*>. 

Se va numi topologie slab� pe V, topologia indus� de V* �i notat� σ(V,V*) iar 

topologie slab� pe V* , topologia indus� de V �i notat� σ(V*,V). 

Dac� V este un spa�iu local convex Hausdorff, topologia slab� σ(V,V*) este o 

topolgie de spa�iu local convex separat fiind cea mai fin� topologie pe V cu aceast� 

proprietate.  

Dac� pe parcursul lucr�rii V va fi considerat spa�iu local convex se va presupune c� 

este �i Hausdorff. 
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2. Func�ii convexe 

 
În cele ce urmeaz� vom considera V un spa�iu vectorial real, A ⊆ V o submul�ime 

nevid� �i func�ii definite pe mul�imea A cu valori în  ℜ , unde ℜ = ℜ ∪ { −∞, +∞ }. 

Defini�ie. Fie A ⊆ V o submul�ime nevid�, convex� �i  F : A → ℜ . Func�ia F se 

nume�te convex� dac� pentru fiecare u, v ∈ A �i fiecare λ ∈  (0,1) are loc  

(2.1)                     F( λu + (1-λ)v )≤  λF(u) + (1-λ)F(v),                                                                            

atunci când expresia din membrul drept este definit�. 

F se nume�te concav� dac� -F este convex�. 

Observa�ia 2.1. Rela�ia (2.1) nu are expresia din membrul drept definit� atunci 

când  F(u)= -F(v) = ± ∞.  

Pentru caracterizarea unei func�ii convexe s-a dat urm�toarea teorem� [8].  

Teorema 2.1. Fie A ⊆ V o submul�ime nevid�, convex� �i  F : A → ℜ . Func�ia F 

este convex� dac� �i numai dac� oricare ar fi n num�r natural, oricare ar fi u1,u2,...,un ∈ A 

�i oricare ar fi λ1, λ2,...,λn ∈ ℜ+ astfel încât 
i

n

=1
Σ λi = 1 are loc  

(2.2)                      F(
i

n

=1
Σ λiui)   ≤  

i

n

=1
Σ λiF(ui),                                                                                              

atunci când expresia din membrul drept este definit�. 

Dac�  F : V → ℜ  este o func�ie convex�, atunci pentru fiecare a ∈ ℜ   mul�imile  { 

u  F(u) ≤ a } �i { u F(u) < a}  sunt mul�imi convexe. 

Observa�ia 2.2.  Consider�m  func�ia F : ℜ → ℜ , definit� prin F(u) = u3 . Pentru  

fiecare a ∈ ℜ, mul�imile  { u ∈ℜ  F(u) ≤ a } �i { u  ∈ ℜF(u) < a}  sunt convexe, dar 

func�ia F nu e convex�. A�adar, reciproca afirma�iei anterioare nu este adev�rat�.  

Defini�ie. Pentru orice func�ie  F : V → ℜ   mul�imea  

(2.3) domF = { u ∈ V F(u) < + ∞ }  
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se nume�te domeniul efectiv al lui F.  

Domeniul efectiv al unei func�ii convexe F : V → ℜ  este o mul�ime convex�. 

Considerând o func�ie F : A → ℜ, unde A ⊆ V este nevid�, îi putem asocia func�ia 
~F : V→ ℜ , definit� prin 

(2.4)                     ~F (u) = 
F( ),

,
u daca u A

daca u A
∈

+ ∞ ∉
�
�
�

 

Propozi�ia 2.2. Func�ia  ~F :V→ ℜ  este convex� dac� �i numai dac� A ⊆ V este 

mul�ime convex�  �i  F : A → ℜ  este func�ie convex�. 

Demonstra�ie. Necesitatea. Fie u, v ∈ A �i λ ∈ (0,1). ~F  fiind convex� rezult� c� 
~F ( λu + (1-λ)v)≤  λ ~F (u) + (1-λ) ~F (v) = λ F(u) + (1-λ) F(v).  

Dac�  λu + (1-λ)v ∉ A rezult� c� ~F ( λu + (1-λ)v) = + ∞ ceea ce contrazice rela�ia 

anterioar�. Trebuie a�adar ca pentru fiecare u, v ∈ A �i fiecare λ ∈ (0,1) s� aib� loc         λu 

+ (1-λ)v ∈ A, ceea ce înseamn� c� A este mul�ime convex�. 

Pentru u, v ∈ A �i λ ∈ (0,1)  rezult� c�  λu + (1-λ)v ∈ A �i are loc rela�ia 

F( λu + (1-λ)v) = ~F ( λu + (1-λ)v)  ≤  λ ~F (u) + (1-λ) ~F (v) = λ F(u) + (1-λ) F(v), 

ceea ce înseamn� c� F este func�ie convex�. 

Suficien�a. Fie u, v ∈ V �i λ ∈ (0,1). Dac� u �i v apar�in lui A atunci                      

λu +(1-λ)v ∈ A �i are loc ~F (λu + (1-λ)v) = F( λu + (1-λ)v) ≤ λF(u) + (1-λ)F(v) =         

λ ~F (u) + (1-λ) ~F (v). 

Dac� cel pu�in unul din punctele u �i v nu apar�ine lui A atunci                        

λ ~F (u) + (1-λ) ~F (v) = + ∞ �i are loc rela�ia  ~F ( λu + (1-λ)v)  ≤  λ ~F (u) + (1-λ) ~F (v) ceea 

ce ne asigur� c� ~F  este func�ie convex�.                                                                            n 

Pe baza propozi�iei anterioare putem considera func�iile convexe definite pe tot 

spa�iul V. 

Defini�ie. Numim func�ie indicatoare a mul�imii A ⊆ V func�ia χA : V →  ℜ   

definit� prin 

(2.5)                    χA(u) =  
0,

,
daca u A
daca u A

∈
+ ∞ ∉
�
�
�
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Propozi�ia 2.3. Mul�imea A este convex� dac� �i numai dac� χA  este o func�ie 

convex�. 

Demonstra�ie. Necesitatea. Pe baza rela�iei (2.1) va trebui s� ar�t�m c� oricare ar fi 

u, v ∈ V �i oricare ar fi λ ∈ (0,1) are loc : χA( λu + (1-λ)v) ≤  λχA(u) + (1-λ)χA(v). Dac�   

u ∈ A �i v ∈ A atunci λu + (1-λ)v ∈ A �i   χA( λu + (1-λ)v) = 0. Datorit� faptului c�    

χA(u) = 0  �i χA(v) = 0, rela�ia are loc. 

Dac� cel pu�in unul dintre punctele u �i v nu apar�ine lui A, atunci                   

λχA(u) + (1-λ) χA(v) = + ∞  iar rela�ia are loc �i în acest caz, ceea ce ne asigur� c� χA este 

func�ie convex�. 

Suficien�a. Fie u, v ∈ A �i λ ∈ (0,1). Din faptul c� χA este func�ie convex� rezult� 

c�  χA( λu + (1-λ)v) ≤  λχA(u)  +  (1-λ)χA(v) = 0 ceea ce implic�  c� χA( λu + (1-λ)v) = 0, 

echivalent cu λu + (1-λ)v ∈ A. A�adar mul�imea A este o mul�ime convex�.                     n    

Pe baza propozi�iei anterioare, studiul mul�imilor convexe se reduce la studiul 

func�iilor convexe. 

În continuare vom analiza func�iile convexe care pot lua valoarea - ∞.  

Propozi�ia 2.4. Fie  F : V → ℜ  o func�ie convex�. Dac� exist� u ∈ V astfel încât 

F(u) = - ∞, atunci pe orice semidreapt� din V care pleac� din u func�ia F este identic� + ∞ 

sau exist� un punct v pe acea semidreapt� astfel încât între u �i v func�ia F s� ia valoarea    

- ∞ iar de la v încolo s� ia valoarea + ∞.  

Demonstra�ie. Consider�m o semidreapt� oarecare din V care pleac� din u �i 

presupunem c� exist� pe aceast� semidreapt� un punct v astfel încât F(v) > - ∞.  

Alegem un punct arbitrar w ∈ [u, v], w ≠ u �i w ≠ v. Exist� atunci λ ∈(0,1) astfel 

încât w = (1-λ)u + λv. Pe baza rela�iei (2.1) ob�inem c�                                                  F(w) 

= F( λv + (1-λ)u )  ≤    λF(v) + (1-λ)F(u) = - ∞  ceea ce implic� c� F(w) = - ∞ . 

Alegem acum un punct arbitrar w’ pe semidreapta care pleac� din u �i trece prin v 

astfel încât w’ ∉ [u, v ]. Presupunem c� F(w’) < + ∞. Rezult� în acest caz c� v ∈ [u, w’] �i 

exist�, a�adar, λ ∈ (0, 1) astfel înc�t v = (1- λ)u + λw’. Pe baza rela�iei (2.1) are loc      

F(v) = F( λw’ + (1-λ)u )≤  λF(w’) + (1-λ)F(u) = - ∞. Punctul v a fost ales astfel înc�t   

F(v) > - ∞, ceea ce ne conduce la contradic�ie. Pentru fiecare punct w’ ales în modul de 

mai sus are loc F(w’) = + ∞.                                        n 
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Defini�ie. Despre o func�ie convex� F : V → ℜ  spunem c� este proprie dac� nu ia 

în nici un punct valoarea - ∞ �i nu este identic� + ∞ . 

Defini�ie. Numim epigraf al unei func�ii F : V → ℜ  mul�imea 

(2.6)                     epiF = { ( u, a) ∈ V × ℜ  F(u) ≤  a } 

Observa�ia 2.3. Epigraful reprezint� mul�imea punctelor din V × ℜ situate 

deasupra graficului lui F. Proiec�ia mul�imii epiF pe V este domF. Importan�a epigrafului 

în studiul func�iilor convexe este dat� de urm�torul rezultat. 

Teorema 2.5. Func�ia  F : V → ℜ  este convex� dac� �i numai dac� epiF este o 

mul�ime convex�. 

Demonstra�ie. Necesitatea. Fie (u, a) �i (v, b)  dou� puncte arbitrare din epiF �i λ 

arbitrar din (0, 1). Se ob�ine atunci F( λu + (1-λ)v )≤  λF(u) + (1-λ)F(v) ≤ λa + (1-λ)b ceea 

ce implic� c� ( λu + (1-λ)v, λa + (1-λ)b ) ∈ epiF  echivalent cu λ(u,a) + (1-λ)(v,b) ∈ epiF. 

A�adar, epiF este mul�ime convex�. 

Suficien�a. Consider�m u �i v arbitrare din V �i λ ∈ (0, 1). Vom ar�ta c� are loc 

rela�ia (2.1). Dac� cel pu�in unul dintre punctele u �i v nu apar�in lui domF, rela�ia (2.1) 

este adev�rat�. 

Fie acum u, v ∈ domF . Exist� a�adar a, b ∈ ℜ astfel încât F(u) ≤ a �i F(v) ≤ b, 

echivalent cu (u, a) , (v, b) ∈ epiF . Din faptul c� epiF este mul�ime convex� rezult� c�   

λ(u,a) + (1-λ)(v,b) ∈ epiF  ⇔  ( λu + (1-λ)v, λa + (1-λ)b ) ∈ epiF . Se ob�ine prin urmare 

c� F( λu + (1-λ)v) ≤ λa + (1-λ)b. 

Dac� F(u) �i F(v) sunt finite putem considera a = F(u) �i b = F(v) ceea ce ne asigur� 

c� rela�ia (2.1) are loc. 

Dac� cel pu�in una din valorile F(u) �i F(v) este - ∞,  în rela�ia anterioar� putem 

face pe a sau pe b s� tind� la -∞ �i rezult� atunci c� F( λu + (1-λ)v) = - ∞. Acest lucru face 

ca rela�ia (2.1) s� fie adev�rat�.                                                                                             n 

Urm�toarea propozi�ie ne ofer� câteva propriet��i importante ale func�iilor convexe, 

primele dou� afirma�ii ar�tând c� mul�imea  func�iilor convexe este un con convex. 

Demonstra�ia acestei propozi�ii se g�se�te în [6]. 
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Propozi�ia 2.6. Sunt adev�rate urm�toarele afirma�ii: 

(i) Dac� func�ia  F : V → ℜ  este convex� �i α ≥ 0, atunci func�ia αF este de 

asemenea func�ie convex�. 

(ii) Dac� func�iile F : V → ℜ  �i G : V → ℜ  sunt convexe, atunci func�ia F + G 

este de asemenea o func�ie convex�.  

În cazul în care F(u) = −G(u) = ± ∞ definim (F + G )(u) = + ∞. 

(iii) Dac� (Fi)i∈ I este o familie de func�ii convexe, Fi : V → ℜ  (i ∈ I), atunci  

func�ia F : V → ℜ  definit� prin F(u) = sup { Fi(u)  i∈ I } este, de asemenea, o func�ie 

convex�. 

Defini�ie. Fie A ⊆ V o submul�ime nevid�, convex� �i  F : A → ℜ . Func�ia F se 

nume�te strict convex� dac�, pentru fiecare u, v ∈ A, u ≠ v �i fiecare λ ∈  (0,1), are loc  

(2.7)                     F( λu + (1-λ)v ) < λF(u) + (1-λ)F(v).      

În continuare vom studia câteva propriet��i ale func�iilor inferior semicontinue 

consider�nd V un spa�iu vectorial topologic.  

Propozi�ia 2.7. Func�ia  F : V → ℜ  este inferior semicontinu� pe V dac� �i numai 

dac� oricare ar fi a ∈ ℜ mul�imea { u ∈ V F(u) ≤ a } este închis�. 

Demonstra�ie. Necesitatea. Fie a ∈ ℜ. Vom ar�ta c� mul�imea                               G 

= {u ∈ V F(u) > a } este deschis�. Consider�m u0 un punct arbitrar din G. Din Propozi�ia 

1.1 rezult� c� exist� o vecin�tate deschis� U a lui u0 în V astfel încât pentru fiecare v ∈ U 

are loc F(v) > a. Se ob�ine a�adar o vecin�tate deschis� a lui u0 inclus� în G, ceea ce 

înseamn� c� mul�imea G este deschis�.      

Suficien�a. Vom ar�ta c� F este inferior semicontinu� în fiecare punct din V. 

Alegem u0 arbitrar din V �i a un num�r real astfel încât F(u0) > a. Rezult� atunci  c�         u0 

∈ { u ∈ V F(u) > a } care pe baza ipotezei este mul�ime deschis�. Exist�  o vecin�tate 

deschis� U a lui u0 astfel încât U ⊆ { u ∈ V F(u) > a }. Oricare ar fi atunci u ∈ U are loc 

F(u) > a ceea ce conform Propozi�iei 1.1 implic� c� func�ia F este inferior semicontinu� în 

u0 .                                  n 
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Observa�ia 2.4 . Considerând func�ia indicatoare a unei mul�imi oarecare A ⊆ V, 

pe baza Propozi�iei 2.7, rezult� c� χA este inferior semicontinu� dac� �i numai dac� oricare 

ar fi a ∈ ℜ mul�imea { u ∈ V χA(u) ≤ a } este închis�. Mul�imea                                       { 

u ∈ V χA(u) ≤ a } este mul�imea ∅ dac� a < 0 �i este mul�imea A dac� a ≥ 0. Rezult� c�  

χA este inferior semicontinu� dac� �i numai dac�  mul�imea A este închis�. 

Observa�ia 2.5. Pe baza Propozi�iei 2.7 mai rezult� c� χA este superior 

semicontinu� dac� �i numai dac�   mul�imea A este deschis�. 

Teorema 2.8 . Func�ia  F : V → ℜ  este inferior semicontinu� pe V dac� �i numai 

dac� epigraful s�u este o mul�ime închis�. 

Demonstra�ie. Consider�m func�ia Φ : V × ℜ → ℜ, definit� prin                       

Φ(u, a) = F(u) - a. Vom ar�ta pentru început c�  F este inferior semicontinu� pe V dac� �i 

numai dac� Φ este inferior semicontinu� pe V × ℜ.  

Presupunem c� F este inferior semicontinu� pe V �i alegem arbitrar (u0, a0) ∈ V×ℜ 

�i γ ∈ ℜ astfel încât Φ(u0, a0) > γ, echivalent cu F(u0) > a0 + γ. Exist� atunci   ε > 0 astfel 

încât F(u0) > a0 + γ  + ε > a0 + γ. F fiind  inferior semicontinu� în u0 rezult� c�  exist� o 

vecin�tate deschis� U a lui u0 astfel încât oricare ar fi u ∈ U,  F(u) > a0 + γ  + ε. Mul�imea 

W= U × ( a0 - ε, a0 + ε ) este o vecin�tate deschis� a lui (u0 , a0)  în V × ℜ �i  pentru orice 

(u, a) ∈ W are loc Φ(u,a) = F(u) - a > a0 + γ  + ε - a  > γ,  ceea ce conform Propozi�iei 1.1 

implic� c� Φ este inferior semicontinu� în (u0 , a0). Cum (u0 , a0) a fost ales arbitrar rezult� 

c� Φ este inferior semicontinu� pe V × ℜ. 

S� presupunem, acum, c� Φ este inferior semicontinu� pe V × ℜ �i s� consider�m, 

arbitrar, u0 ∈ V �i γ0 ∈ ℜ astfel încât F(u0) > γ0, echivalent cu Φ(u0 , γ0) = F(u0) - γ0 > 0.  Φ 

fiind inferior semicontinu� în (u0, γ0) rezult� c� exist� W o vecin�tate deschis� a lui   (u0, 

γ0)  în  V × ℜ astfel încât oricare ar fi (u, γ)∈ W, Φ(u, γ) > 0. Exist� atunci U o vecin�tate 

deschis� a lui u0 în V �i U’ o vecin�tate deschis� a lui γ0 în ℜ astfel încât          U × U’ ⊆ V. 

În consecin��, pentru fiecare u ∈ U �i pentru fiecare γ ∈ U’ are loc Φ(u, γ) >0. Alegând  γ = 

γ0 ob�inem, pentru fiecare u ∈ U,  F(u) - γ0 = Φ(u, γ0) >0, echivalent cu faptul c�, oricare ar 

fi u ∈ U, F(u) > γ0. Conform Propozi�iei 1.1 acest lucru implic� c� F este inferior  
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semicontinu� în  u0 iar din faptul c� u0 a fost ales arbitrar rezult� c� F este inferior 

semicontinu� pe V.             

Revenim acum la demonstra�ia propriu-zis� a teoremei. 

Necesitatea. Dac� F este inferior semicontinu� rezult� c� �i Φ este inferior 

semicontinu� iar conform Propozi�iei 2.7 pentru fiecare r ∈ ℜ mul�imea              

{(u,a)∈V×ℜ  Φ(u, a)  ≤ r} este închis�. Pentru r = 0 se ob�ine c� mul�imea                  

epiF = {(u,a)∈V×ℜ F(u) ≤ a} = {(u,a)∈V×ℜ Φ(u, a) ≤ 0 } este închis�. 

Suficien�a.  Vom ar�ta c� pentru fiecare r ∈ℜ mul�imea {(u,a)∈V×ℜ Φ(u,a) ≤  r} 

este închis� ceea ce pe baza Propozi�iei 2.7 este echivalent cu faptul c� Φ este inferior 

semicontinu�. Are loc urm�toarea rela�ie  

{ (u, a) ∈ V × ℜ Φ(u, a) ≤ r } = { (u, a) ∈ V × ℜ F(u)≤ a + r } =                         

{(u , q)∈ V × ℜF(u)  ≤  q} + {(0, -r)}. 

Mul�imea epiF fiind închis� rezult� c� �i epiF + {(0, -r)} este închis� [14], de unde 

rezult� c� mul�imea {(u,a)∈V×ℜ Φ(u, a) ≤ r } este închis�.                                             n  

Propozi�ia 2.9. Orice func�ie F : V → ℜ  convex� �i inferior semicontinu� r�mâne 

inferior semicontinu� atunci când topologia lui V este înlocuit� cu topologia slab� 

σ(V,V*). 

Demonstra�ie. Conform Teoremei 2.5 �i Teoremei 2.8 rezult� c� epiF este o 

mul�ime convex� �i închis�. În [8] se arat� c� o mul�ime convex� �i închis� este slab 

închis�. Rezult� a�adar pe baza Teoremei 2.8 c� func�ia F este inferior semicontinu� în 

topologia slab� σ(V, V*).                     n 

Rezultatul urm�tor este unul foarte important în cazul func�iilor improprii. 

Propozi�ia 2.10. Dac� V este un spa�iu local convex real iar F : V → ℜ  o func�ie 

convex� �i inferior semicontinu� astfel încât F s� ia valoarea - ∞ atunci F nu poate lua alt� 

valoare finit�. 

Demonstra�ie. S� presupunem c� exist� u0 ∈ V astfel înc�t F(u0) ∈ ℜ �i s� alegem 

pe a0 ∈ℜ astfel încât a0 < F(u0). În acest caz, (u0, a0) ∉ epiF care pe baza Teoremelor 2.5 �i 

2.8 este o mul�ime convex� �i închis�.  Aplicând Teorema 1.3  rezult� c� exist� o 

func�ional� liniar� �i continu� v* ∈ ( V × ℜ )* \ {0} astfel încât v*(u0, a0) < v*(u, a),  
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oricare ar fi (u,a) ∈ epiF. Exist�, a�adar, u* ∈ V* �i r ∈ ℜ, u* ≠ 0, astfel încât          

v*(u,a) = u*(u) + ra. Acest lucru ne conduce la faptul c�, pentru fiecare (u,a ) ∈ epiF, are 

loc rela�ia 

                                        u*(u0) + ra0< u*(u) + ra. 

 Din (u0, F(u0)) ∈ epiF se ob�ine c� r(F(u0)-a0) > 0, ceea ce conform alegerii lui a0 

implic� c� r > 0. Se ob�ine, pentru fiecare  (u, a) ∈ epi F,  

                            
1
r

 u*(u0 - u) + a0 < a.   

Pentru fiecare u ∈ V, (u, F(u)) ∈ epiF �i rezult�  

                            
1

r
 u*(u0 - u) + a0 < F(u). 

Aceast� ultim� rela�ie nu poate fi adev�rat� deoarece membrul stâng este peste tot 

finit în timp ce membrul drept ia în cel pu�in un punct valoarea - ∞.                                   n 

Urm�toarele propozi�ii studiaz� continuitatea func�iilor convexe. 

Propozi�ia 2.11. Dac� func�ia convex�  F : V → ℜ  este m�rginit� superior de o 

constant� finit�  pe o vecin�tate deschis� a unui punct u0 ∈ V atunci F este continu� în u0. 

Demonstra�ie. Vom trata întîi cazul u0 = 0 �i F(0) = 0. Fie a ∈ ℜ �i U o vecin�tate 

deschis� a lui 0 astfel încât oricare ar fi u ∈ U, F(u) ≤ a < + ∞.  

Fie ε > 0. F�r� a restrânge generalitatea putem considera ε ∈ (0, 2a). Not�m             

W = U ∩ (-U) �i W’= 
ε

2a
W, care este tot o vecin�tate deschis� a lui 0. 

Dac� v ∈ W’ implic� c�  
2a
ε

v ∈ U �i �inând cont de faptul c� 0 < 
ε

2a
 < 1 �i c� F 

este convex�  are loc rela�ia 

                             F(v) = F( ( 1- 
ε

2a
)0 + 

ε
2a

( 
2a
ε

v)) ≤ ( 1- 
ε

2a
)F(0) + 

ε
2a

F( 
2a
ε

v) 

F fiind m�rginit� superior rezult� c� 

                             F(v) ≤ 
ε

2a
 a = 

ε
2

 < ε. 

Alegând din nou v ∈ W’ implic� c�  
2a
ε

v ∈ -U ⇔ -
2a
ε

v ∈ U �i �inând cont de 

faptul c� F este o func�ie convex� se ob�ine 
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                      F(0) = F(
1

1
2

+
ε
a

v + 

ε

ε
2

1
2

a

a
+

(-
2a
ε

v)) ≤  
1

1
2

+
ε
a

F(v) + 

ε

ε
2

1
2

a

a
+

F(-
2a
ε

v). 

Aplicând din nou faptul c� F este m�rginit� superior rezult� 

                              F(v) ≥ (1 + 
ε

2a
)F(0) - 

ε
2a

 F(-
2a
ε

v) ≥ - 
ε
2

 > - ε. 

S-a ob�inut, deci, o vecin�tate deschis� W’ a lui 0 astfel încât oricare ar fi v ∈ W’ s� 

aib� loc F(v)  < ε, ceea ce asigur� continuitatea lui F în 0. 

Consider�m  cazul u0 = 0 �i F(0) = c, c∈ ℜ. Fie a ∈ ℜ �i U o vecin�tate deschis� a 

lui 0 astfel încât oricare ar fi u ∈ U, F(u) ≤ a < + ∞. Definim func�ia G : V → ℜ ,                 

G(u) = F(u) - c.   

Func�ia G este convex� �i verific� G(0) = 0. De asemenea oricare ar fi u ∈ U,    

G(u) = F(u) - c ≤ a - c. Conform etapei anterioare func�ia G este continu� în 0, ceea ce face 

ca �i F s� fie continu� în 0. 

 Consider�m cazul cel mai general când u0 ∈ V este oarecare �i fie a ∈ ℜ �i U o 

vecin�tate deschis� a lui u0 astfel încât oricare ar fi u ∈ U, F(u) ≤ a < + ∞. Definim func�ia 

G : V → ℜ , G(v) = F(v + u0) �i consider�m mul�imea U’ = U - u0 care este o vecin�tate 

deschis� a lui 0. G este o func�ie convex� �i pentru fiecare u’ ∈ U’ , u’= u - u0 , unde u ∈ U 

are loc rela�ia 

                             G(u’) = F(u) < a.   

Func�ia G este m�rginit� superior pe o vecin�tate deschis� a originii �i conform 

etapei anterioare G este continu� în origine.Având în vedere faptul c� G(0) = F(u0) rezult� 

c� F este continu� în u0.                                                     n  

Teorema 2.12. Fie  F : V → ℜ  o func�ie convex�. Urm�toarele afirma�ii sunt 

echivalente: 

(i)  exist� o mul�ime deschis�, nevid� O ⊆ V astfel încât func�ia F s� nu fie constant�  

- ∞ pe O �i s� fie m�rginit� superior pe O de o constant� a < +∞. 

(ii)  F este o func�ie proprie �i continu� pe interiorul domeniului s�u efectiv care este 

o mul�ime nevid�. 
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Demonstra�ie. (i)�(ii) Oricare ar fi u ∈ O, F(u) ≤ a, ceea ce implic� c� O ⊆ domF. 

Rezult� atunci c� O ⊆ int O ⊆ int domF iar din faptul c� O ≠ ∅ se ob�ine c�                    int 

domF ≠ ∅. 

Vom ar�ta c� func�ia F este proprie. Din ipotez� rezult� c� exist� u0 ∈ O astfel încât 

F(u0) > - ∞. Mul�imea O este o vecin�tate deschis� a lui u0 �i, oricare ar fi u ∈ O, F(u) ≤ a. 

Din Propozi�ia 2.11 rezult� c� F este continu� în u0. Exist� atunci o vecin�tate deschis� U a 

lui u0  astfel încât, oricare ar fi u ∈ U,  

                              F(u) > - ∞.    

Presupunem c� exist� un punct v0 ∈ V astfel încât F(v0) = - ∞. Conform Propozi�iei 

2.4 se ob�ine c�, pentru fiecare w ∈ [v0, u0), F(w) = - ∞. Îns�, [v0, u0) ∩ U ≠ ∅ �i exist� 

a�adar un punct w’∈ [v0, u0) ∩ U. Înseamn� c� F(w’) = - ∞, ceea ce este contradic�ie cu 

faptul c� w’∈ U. 

Am ob�inut c� pentru fiecare v ∈ V, F(v) > - ∞ �i datorit� faptului c�, oricare ar fi  u 

∈ O, F(u) < a rezult� c� F este func�ie proprie. 

Vom ar�ta acum c� F este continu� pe int domF. Consider�m v0 ∈ int dom F, un 

punct arbitrar. Datorit� faptului c� u0 ∈ O ⊆ int domF rezult� c� exist� un num�r real         

λ > 1 astfel încât w0 = (1- λ)u0 + λv0 ∈ int domF. Definim func�ia  h : O → h(O),  

                              h(u) = (1-
1
λ

 )u +
1
λ

w0 

Are loc rela�ia  h(u0) = (1-
1
λ

 )u0 +
1
λ

w0 = v0, ceea ce înseamn� c� v0 ∈ h(O).           

O fiind mul�ime deschis� �i 1-
1
λ

 fiind nenul rezult� c� (1-
1
λ

)O este deschis� �i, de 

asemenea, rezult� c�  h(O) = (1-
1
λ

 )O +
1
λ

w0  este mul�ime deschis� ([10]). h(O) este 

atunci vecin�tate deschis� a lui v0. 

Alegând un punct  arbitrar v’∈ h(O) rezult� c� exist� u’∈ O astfel încât h(u’) = v’, 

echivalent cu  (1-
1
λ

 )u’ +
1
λ

w0 = v’.Avem a�adar urm�toarea rela�ie 

           F(v’) = F ((1-
1
λ

 )u’ +
1
λ

w0) ≤ 
λ

λ
− 1

F(u’) + 
1
λ

F(w0) ≤ 
λ

λ
− 1

a + 
1
λ

F(w0). 
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Func�ia F este m�rginit� superior pe o vecin�tate deschis� h(O) a lui v0 iar pe baza 

Propozi�iei 2.11 acest lucru implic� c� F este continu� în v0. 

(ii)�(i) Datorit� faptului c� int domF ≠ ∅ rezult� c� exist� u0 ∈ int domF �i exist� 

a0 num�r real astfel încât F(u0) < a0. Func�ia F fiind proprie rezult� c� F(u0) > - ∞. Din 

continuitatea func�iei F în u0 rezult� c� exist� o vecin�tate deschis� U a lui u0 astfel încât, 

pentru fiecare u ∈ U, s� aib� loc F(u) < a0. A�adar, U este o mul�ime deschis� �i nevid� pe 

care F este m�rginit� superior iar din faptul c� F este func�ie proprie rezult� c� nu poate fi 

constant� - ∞ pe U.                                                     n    

În cele ce urmeaz� vom defini �i studia dou� no�iuni importante, regularizata 

inferior semicontinu� �i Γ- regularizata unei func�ii. 

Pentru început vom face observa�ia c�, fiind dat� o familie de func�ii inferior 

semicontinue   Fi: V → ℜ  (i ∈ I), func�ia F : V → ℜ , definit� prin                                

F(u) = sup { Fi(u)i∈I} este de asemenea inferior semicontinu� [11]. Acest lucru ne 

conduce la urm�toarea defini�ie. 

Defini�ie. Fiind dat� o func�ie F : V → ℜ , se nume�te regularizata inferior 

semicontinu� a lui F, notat� F , cea mai mare func�ie inferior semicontinu� care o 

minoreaz� pe F.  

Existen�a regularizatei inferior semicontinue ne este asigurat� de observa�ia 

anterioar�,  propozi�ia de mai jos fiind o caracterizare a acestei func�ii. 

Propozi�ia 2.13. Fie F : V → ℜ  o func�ie �i F  regularizata sa inferior 

semicontinu�. Au loc egalit��ile urm�toare: 

(2.8)                     epi F  = epiF  

(2.9)                     lim
v u→

 F(v)  =  F (u), 

oricare ar fi u ∈ V. 

Demonstra�ie.  Oricare ar fi v ∈ V, are loc F (v) ≤ F(v), ceea ce implic� c�        

epiF = {(u,a) F (u) ≤ a} ⊆  epi F  = {(u,a)  F (u) ≤ a} . Rezult� de aici c� epiF  ⊆ epiF .  

F fiind o func�ie inferior semicontinu� rezult�, conform Teoremei 2.8, c� epi F este o 

mul�ime închis� �i se ob�ine în cele din urm� 
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                            epiF   ⊆  epi F  =  epiF . 

Pentru a demonstra incluziunea invers� vom ar�ta c� exist� o func�ie G : V → ℜ  

astfel încât epiG = epiF . 

Fie (u,a) ∈ epiF . Exist� atunci un �ir generalizat (uα, aα)α∈I ⊆ epiF care converge la 

(u, a). Oricare ar fi b un num�r real , b > a  exist� un α0 ∈ I astfel încât, pentru fiecare       

α ≥ α0, s� aib� loc aα  ≤  b. Pentru fiecare α ≥ α0 avem îns� c� (uα, aα) ∈ epiF, ceea ce 

implic� c� F(uα) ≤ aα ≤ b. Se ob�ine a�adar c�, oricare ar fi α ≥ α0, (uα, b) ∈ epiF �i trecând 

la limit� rezult� c� (u, b) ∈ epiF.  

Am ar�tat deci c� intersec�ia lui  epiF  cu dreapta {u} × ℜ este mul�imea vid� sau o 

mul�ime  închis� {u} × [a, +∞). Construim atunci func�ia G : V → ℜ  definit� astfel     

G(u) = +∞, dac� epiF  ∩ ({u} × ℜ) = ∅ �i G(u) = a, în caz contrar. 

Vom ar�ta c� epiG = epiF . Alegând (u, b) ∈ epiG , implic� c� G(u) ≤ b, ceea ce 

conform defini�iei lui G înseamn� c� (u, b) ∈ epiF . Se ob�ine a�adar c� epiG  ⊆ epiF . 

Fie acum (u, b) ∈ epiF . epiF  ∩ ({u} × ℜ) fiind nevid� rezult�, conform defini�iei 

lui G, c� G(u) ≤  b, echivalent cu (u,b) ∈ epiG . Are loc �i rela�ia invers� epiF  ⊆ epiG, 

ceea ce implic� c� epiF  = epiG.  

Mul�imea epiG este atunci închis� �i conform Teoremei 2.8 rezult� c� func�ia G este 

inferior semicontinu�. 

Oricare ar fi u ∈ V, (u, F(u)) ∈ epiF ⊆   epiF  = epiG,  ceea ce implic� c�           

G(u) ≤ F(u). Func�ia G este, deci, un minorant inferior semicontinu a lui F �i are loc rela�ia    

G ≤ F , care implic� c� epi F  ⊆  epiG. Am ob�inut, în concluzie, �i rela�ia invers�       

epi F  ⊆   epiF  ceea ce înseamn� c� rela�ia (2.8) este adev�rat�. 

Vom demonstra în continuare c� �i rela�ia (2.9) este adev�rat�. 

Fie u ∈ V arbitrar, �i U = { Uα }α∈I filtrul vecin�t��ilor lui u. Conform rela�iei (1.1) 

avem lim
v u→

 F(v)  = sup inf
U U v U

α α∈ ∈
F(v). Oricare ar fi v ∈ V, F (v) ≤ F(v)  �i �inând cont de 

faptul c� F  este inferior semicontinu� are loc 
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                             lim
v u→

 F(v) ≥ lim
v u→

F (v) ≥ F (u) 

S� presupunem prin absurd c�  lim
v u→

 F(v) > F (u). Rezult� c� exist� o vecin�tate 

deschis� Uα ∈U a lui u, astfel încât  inf
v U∈ α

F(v) > F (u). Not�m  m = inf
v U∈ α

F(v). Are loc 

rela�ia F (u) < 
m u+ F ( )

2
 < m. Alegem pe ε > 0 astfel încât 

                           F (u) <  
m u+ F ( )

2
 - ε <  

m u+ F ( )
2

 <  
m u+ F ( )

2
 + ε < m. 

Din faptul c� (u,
m u+ F ( )

2
) ∈ epi F , conform rela�iei (2.8), ob�inem c�                

(u,
m u+ F ( )

2
) ∈ epiF , ceea ce implic� c� oricare ar fi W o vecin�tate deschis� a lui        (u, 

m u+ F ( )
2

), W ∩ epiF ≠ ∅.  

Mul�imea W’ = Uα ∩ (
m u+ F ( )

2
- ε, 

m u+ F ( )
2

 + ε) este o vecin�tate deschis� a lui             

(u, 
m u+ F ( )

2
). Oricare ar fi (w, c) ∈ W’ avem c� 

                              F(w) ≥  inf
v U∈ α

F(v) = m  > 
m u+ F ( )

2
 + ε > c 

ceea ce implic� c� (w, c) ∉ epiF .Ob�inem c� W’ ∩ epiF = ∅, ceea ce ne conduce la 

contradic�ie. Rezult� c� rela�ia lim
v u→

 F(v) = F (u) are loc.                                                    n 

Defini�ie. Fie V un spa�iu local convex. Se nume�te func�ie afin continu� pe V o 

func�ie F : V → ℜ  de tipul F(v) = � (v) + α, unde �  este o func�ie liniar� �i continu� din  

V*, iar α este un num�r real. 

Defini�ie. Se noteaz� Γ( V ) mul�imea func�iilor F : V → ℜ  care sunt învelitoare 

superioar� a unei familii oarecare de func�ii afin continue. Vom nota Γ0(V) mul�imea 

func�iilor F ∈ Γ(V) diferite de constantele + ∞ �i - ∞ .  

Teorema urm�toare a fost prezentat� în [6]. 
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Teorema 2.14. Urm�toarele afirma�ii sunt echivalente: 

(i)  F ∈ Γ(V). 

(ii) F : V → ℜ  este func�ie convex�, inferior semicontinu� �i dac� ia într-un punct 

valoarea  - ∞ este identic� - ∞. 

Demonstra�ie. (i) � (ii) Dac� F ∈ Γ(V) implic� c� F este func�ie convex� �i 

inferior semicontinu�. Fie u ∈ V astfel încât F(u) = - ∞. În acest caz familia de func�ii a 

c�rei învelitoare superioar� este F este ∅, ceea ce implic� c� pentru fiecare u ∈ V are loc 

F(u) = - ∞.  

(ii) � (i) Consider�m F : V → ℜ  o func�ie convex� �i inferior semicontinu� astfel 

încât oricare ar fi u ∈ V, F(u) > - ∞.  

Dac� F este constant� + ∞, ea este învelitoarea superioar� a familiei tuturor 

func�iilor afin continue definite pe V cu valori în ℜ , deci F ∈ Γ(V). 

Dac� F ∈ Γ0(V) vom ar�ta c�, oricare ar fi u0 ∈ V �i oricare ar fi a0 ∈ ℜ astfel încât 

a0 < F(u0), exist� o func�ie afin continu� definit� pe V cu valori în ℜ a c�rei valoare în 

punctul u0 este cuprins� între a0 �i F(u0). Acest lucru ne va asigura c� F este învelitoarea 

superioar� a acestei familii de func�ii.  

Teoremele 2.5 �i 2.8 ne asigur� c� mul�imea epiF este convex� �i închis� iar        

(u0, a0) ∉ epiF . Conform Teoremei 1.3 putem separa strict pe (u0, a0) de epiF printr-un 

hiperplan H={ (u, a) ∈ V × ℜ u*(u) + αa = β }, unde u* ∈ V*, u* ≠ 0, α, β ∈ ℜ. 

Oricare ar fi (u, a) ∈ epiF, are loc 

                             u*(u) + αa > β 

�i mai avem c� 

                             u*(u0) + αa0< β. 

Dac� F(u0) < + ∞, rezult� c� (u0, F(u0)) ∈ epiF �i de aici se ob�ine α( F(u0)- a0) > 0. 

Având în vedere modul în care au fost ale�i u0 �i a0 implic� c� α > 0. Rezult� a�adar 

                            a0 < 
β
α

  - 
1
α

u*(u0) < F(u0). 

Am g�sit func�ia afin continu�  
β
α

  - 
1
α

u* cu proprietatea c�utat�. 
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Analiz�m cazul în care F(u0) = + ∞. Dac� α ≠ 0 g�sirea func�iei afin continue se 

realizeaz� ca �i în cazul precedent. 

Dac� α = 0 ob�inem oricare ar fi u ∈ domF , u*(u) > β �i  u*(u0 ) < β. Func�ia         

g : V→  ℜ , definit� prin g(u) = β - u*(u), are propriet��ile c�, oricare ar fi u ∈ domF,    

g(u) < 0 �i g(u0) > 0. Fie γ - v*(⋅) un  minorant afin continuu al lui F. Rezult� atunci c�, 

oricare ar fi c > 0, func�ia  γ - v*(⋅) + cg(⋅) este un minorant afin continuu al lui F. Putem 

alege, în concluzie, un  c0, convenabil, astfel încât  

                            γ - v*(u0) + c0g(u0) = γ - v*(u0) + c0(β - u*(u0) ) > a0                    n 

Vom defini în continuare no�iunea de Γ-regularizat� a unei func�ii, având la baz� 

propozi�ia urm�toare. 

Propozi�ia 2.15. Consider�m dou� func�ii F, G: V → ℜ . Urm�toarele afirma�ii 

sunt echivalente: 

(i)  G este învelitoarea superioar� a minoran�ilor afin continui ai lui F 

(ii) G este cea mai mare func�ie din Γ( V ), minorant a lui F 

Func�ia G se nume�te Γ- regularizata lui F.  

Demonstra�ie. Fie G1 învelitoarea superioar� a minoran�ilor afin continui ai lui F �i 

G2 învelitoarea superioar� a func�iilor din Γ(V), minoran�i ai lui F. 

Rezult� c� G1 ∈ Γ(V) care implic� c� G1 ≤ G2 . 

Reciproc, to�i minoran�ii afin continui ai lui  G2 sunt func�ii din Γ(V) �i ,în plus, 

minora�i ai lui F. Ob�inem, prin urmare, c� minoran�ii afin continui ai lui G2 sunt minoran�i 

afin continui ai lui G1, ceea ce implic� c� are loc �i rela�ia invers� G2 ≤ G1.      n 

Urm�toarea propozi�ie a c�rei demonstra�ie se g�se�te în [6] reprezint� o 

caracterizare a epigrafului Γ-regularizatei unei func�ii. 

Propozi�ia 2.16. Fie F : V → ℜ  o func�ie �i G  Γ-regularizata sa. Dac� F admite un 

minorant afin continuu, atunci are loc rela�ia 

                            epiG = co epiF. 

Observa�ia 2.6. Dac� A ⊆ V atunci pe baza Propozi�iei 2.16 se arat� c�                 

Γ-regularizata  func�iei indicatoare χA este func�ia
coA

χ  . 
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În încheierea acestei sec�iuni vom prezenta rela�ia care exist� între o func�ie, 

regularizata sa inferior semicontinu� �i Γ-regularizata sa. 

Propozi�ia 2.17. Fie F : V → ℜ  o func�ie �i G   Γ-regularizata sa. Urm�toarele 

afirma�ii sunt adev�rate: 

(i)  G ≤ F ≤ F 

(ii)  Dac� F este func�ie convex� �i posed� un minorant afin continuu, atunci F =G. 

Demonstra�ie. (i) Conform defini�iei lui F  avem c� F  ≤ F. G fiind                      

Γ-regularizata lui F  implic� c� G ≤ F  ceea ce înseamn� c� epiF ⊆ epiG . Ob�inem, a�adar, 

c� epiF  ⊆  epiG . Func�ia G ∈ Γ(V), ceea ce înseamn� c� G este continu� �i, pe baza  

Teoremei 2.8,  rezult� c�  epiG  = epiG.  

Conform Propozi�iei 2.13 rezult� c� epiF  = epi F  ob�inându-se a�adar c�        

epi F  ⊆ epiG. Oricare ar fi u ∈ V, (u, F (u)) ∈ epi F , ceea ce implic� c�                           

(u, F (u)) ∈ epiG. Ob�inem, în final, c� oricare ar fi u ∈ V , G(u) ≤ F (u), echivalent cu      

G ≤ F . 

(ii) Datorit� faptului c� F posed� un minorant afin continuu rezult�, pe baza 

Propozi�iei 2.16, c� epiG = co epiF. Func�ia F fiind convex� implic� din, Teorema 2.5, c� 

are epigraful convex �i ob�inem c� epiG = epiF  = epi F . Oricare ar fi u ∈ V,                   

(u, G(u)) ∈ epiG = epi F  ceea ce implic� c�, oricare ar fi u ∈ V, F (u) ≤ G(u), echivalent 

cu F  ≤ G. La punctul anterior am ar�tat c� are loc �i rela�ia invers� G ≤ F . În final se 

ob�ine c� F = G.                                         n 
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           3. Func�ii conjugate 

 
În continuare vom presupune c� V este un spa�iu local convex, iar V* dualul s�u 

algebrico-topologic. Cele dou� spa�ii vor fi considerate în dualitate prin func�ia biliniar� 

<⋅,⋅>. 

Fie func�ia  F : V → ℜ , α un num�r real �i u* ∈ V*. Func�ia �  : V → ℜ definit� 

prin � (u) = < u*, u> + α  minoreaz� pe F dac� �i numai dac�, oricare ar fi u ∈ V, are loc       

� (u) ≤ F(u), ceea ce este echivalent cu  

(3.1)                     < u*, u> - F(u) ≤  α, 

oricare ar fi u ∈ V. 

Func�ia �  este un minorant afin continuu al lui F �i, considerând mul�imea tuturor 

minoran�ilor afini continui ai lui F, aceasta ne conduce la urm�toarea defini�ie dat� de    W. 

Fenchel [ 7]. 

Defini�ie. Fie func�ia  F : V → ℜ . Numim func�ie conjugat� a lui F func�ia       

F *: V* → ℜ  definit� prin 

(3.2)                     F*(u*) = sup
u V∈

{ < u*, u> - F(u)}. 

Pe baza rela�iei (3.1) rezult� c� F*(u*) ≤ α. 

Observa�ia 3.1. Cu ajutorul rela�iei (3.2) vom da o interpretare grafic� no�iunii de 

conjugat� a unei func�ii în cazul V = ℜ. Fie F : ℜ →ℜ func�ia reprezentat� grafic în Fig.1. 

Conjugata ei va fi F* : ℜ → ℜ, unde am identificat pe ℜ* cu ℜ. Consider�m pe u*  ∈ ℜ, 

fixat. Atunci, -F*(u*) = inf
u V∈

{ F(u) - < u*, u>}. A�adar, oricare ar fi u ∈ V, avem c�                        

-F*(u*) ≤ F(u) - < u*, u> =  F(u) - u*⋅u. 

Pentru fiecare u ∈ ℜ, F(u) - u*⋅u reprezint� lungimea segmentului de pe dreapta 

{u}× ℜ cuprins între graficele func�iei F �i a func�iei liniare � : ℜ → ℜ, definit� prin  � (u) 

= u*⋅u. Considerând lungimea minim� a acestor segmente se ob�ine chiar valoarea lui  -

F*(u*). 
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                                                               Fig. 1 

 

Observa�ia 3.2. Având în vedere c� oricare ar fi u ∈ domF,  F(u) = + ∞, în rela�ia 

(3.2) supremumul nu se atinge pe mul�imea { u ∈V F(u) = + ∞ }. Ob�inem o rela�ie 

echivalent� pentru definirea func�iei conjugate 

(3.3)                     F*(u*) = sup
u domF∈

{ <u*, u> - F(u) }. 

Observa�ia 3.3. Oricare ar fi u ∈ domF, avem c� F(u) < + ∞ �i ob�inem astfel o 

familie de func�ii afin continue  Gu : V* → ℜ  definite prin Gu (u*) = <u*, u> - F(u). 

Func�ia conjugat� a lui F reprezint� învelitoarea superioar� a familiei { Gu u ∈ domF }, 

ceea ce implic� c� F* ∈ Γ( V*) iar, conform Teoremei 2.14, aceast� func�ie este convex� �i 

inferior semicontinu�. 

Observa�ia 3.4. Dac� func�ia F : V → ℜ  este identic� + ∞, atunci domF = ∅, iar, 

conform rela�iei (3.3), F* este supremumul unei familii vide. Func�ia F* este atunci 

identic� - ∞. 
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Teorema 3.1. Fie func�ia F : V → ℜ  �i  F *: V* → ℜ  func�ia conjugat� a lui F.  

Urm�toarele afirma�ii sunt adev�rate:  

(i)                         F*(0) = - inf
u V∈

F(u). 

(ii)  Dac� G: V → ℜ  este o func�ie astfel încât F  ≤  G , atunci G* ≤ F*. 

(iii) Dac� (Fi)i∈I este o familie de func�ii, Fi : V → ℜ (i ∈ I), atunci au loc rela�iile 

(3.4)                     ( inf
i I∈

 Fi )* = sup
i I∈

 Fi 

(3.5)                     ( sup
i I∈

Fi )* ≤ inf
i I∈

 Fi*. 

(iv) Oricare ar fi λ > 0  �i oricare ar fi u* ∈ V*, are loc 

                             (λF)*(u*) = λ F*(
u *
λ

 ). 

(v) Oricare ar fi α ∈ ℜ, are loc 

                            (F + α )* = F* - α 

(vi) Dac�, pentru fiecare a ∈ V not�m cu Fa: V → ℜ  func�ia definit� prin                

Fa(v) = F(v-a), atunci are loc 

                           (Fa)*(u*) = F*(u*)  + <a, u*> . 

Demonstra�ie. (i) Conform rela�iei (3.2) se ob�ine 

                           F*( 0) = sup
u V∈

{ <0, u> - F(u)} = sup
u V∈

{ - F(u) }=  - inf
u V∈

F(u). 

(ii) Oricare ar fi u* ∈ V*, pe baza lui (3.2) se ob�ine 

G*(u*) = sup
u V∈

{ < u*, u> - G(u)} = sup
u V∈

{ < u*, u> + (-G(u))} ≤                             

sup
u V∈

 <u*, u>  +      sup
u V∈

  (- G(u))     

Oricare ar fi u ∈ V,  F(u) ≤ G(u) ⇔ -G(u) ≤ -F(u) ceea ce implic� c�               

G*(u*) ≤ sup
u V∈

 <u*, u>  + sup
u V∈

(- F(u)) = sup
u V∈

 <u*, u> - F(u) } = F*(u*) 

Se ob�ine a�adar, datorit� faptului c� u* a fost ales arbitrar, c� G* ≤ F*. 

(iii) Fie u* ∈ V*. Avem atunci  ( inf
i I∈

 Fi )* (u*) =  sup
u V∈

{ <u*, u> - ( inf
i I∈

 Fi)(u) }= 

sup
u V∈

{ <u*, u> + sup
i I∈

(-Fi (u))} = sup
u V∈

sup
i I∈

{ <u*, u> -Fi (u)}= sup
i I∈

sup
u V∈

{ <u*, u> -Fi (u)}= 

sup
i I∈

Fi*(u*).  
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Mai avem pe de alt� parte  ( sup
i I∈

Fi )*(u*) = sup
u V∈

{ <u*, u> - ( sup
i I∈

Fi)(u) }=         

sup
u V∈

{ <u*, u> + inf
i I∈

(-Fi(u)) }= sup
u V∈

inf
i I∈

{ <u*, u> -Fi (u)}= inf
i I∈

sup
u V∈

{ <u*, u> - Fi(u)}=   

inf
i I∈

 Fi*(u*).  

Punctul  u* fiind ales arbitrar din V* rezult� c� rela�iile (3.4) �i (3.5) sunt adev�rate. 

(iv) Consider�m  λ > 0. Ob�inem, prin urmare, oricare ar fi u*∈V*,                                  

(λF)*(u*) = sup
u V∈

{ <u*, u> -  (λF)(u)}= sup
u V∈

{ <u*, u> - λF(u)}= sup
u V∈

{ λ(<
u *
λ

, u>-F(u))}=   

λ sup
u V∈

{ <
u *
λ

, u> -   F(u) }= λF*(
u *
λ

) 

(v) Oricare ar fi α ∈ ℜ �i oricare ar fi u* ∈ V*, ob�inem (F +α)*(u*) =              

sup
u V∈

{ <u*, u> -(F+α)(u)}= sup
u V∈

{ <u*, u> - F(u)-α }= sup
u V∈

{ <u*, u> - F(u) } - α =    

F*(u*) - α. Rezult� prin urmare c� oricare ar fi α ∈ ℜ,  (F +α)* = F* - α. 

(vi) Consider�m pe a ∈ V, ales arbitrar. Ob�inem atunci, oricare ar fi u*∈V*,  

(Fa)*(u*) = sup
u V∈

{ <u*, u> - (Fa)(u)}= sup
u V∈

{ <u*, u> - F(u-a)}. F�când schimbarea de 

variabil� u - a = v  rezult� (Fa)*( u* ) = sup
v V∈

{ < u*, a + v > - F(v)} =                                

sup
v V∈

{ <u*, v > -F(v)}+ <u*, a > = F*(u*) + <u*, a>.                                                           n 

Observa�ia 3.5. Spre deosebire de rela�ia (3.4) în rela�ia (3.5) se observ� c� avem 

inegalitate. Vom da un exemplu pentru care inegalitatea din rela�ia (3.5) este strict�. 

Fie I = N* �i V = ℜ. Dualul s�u V* = ℜ*, îl putem identifica cu ℜ. Consider�m 

familia de func�ii (Fn)n∈N*, Fn: ℜ → ℜ , definite prin  Fn(u) = -
1
n

u2.  Func�ia             

sup
*n N∈
Fn :  ℜ→ ℜ  are forma sup

*n N∈
Fn(u) = 0, oricare ar fi u∈ℜ. Atunci ( sup

*n N∈
Fn)*(0) = 0. 
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Pe de alt� parte, oricare ar fi n ∈ N*, Fn*(0) = sup
u∈ℜ

{ <0, u> - Fn(u)} = sup
u∈ℜ

{
1
n

u2}= 

+ ∞. A�adar, ( inf
*n N∈
Fn*)(0) = + ∞.  

În concluzie, are loc urm�toarea rela�ie 

                                       ( sup
*n N∈
Fn)*(0) = 0 < +∞  = ( inf

*n N∈
Fn*)(0)                                           n 

Rela�ia demonstrat� în teorema de mai jos poart� numele de inegalitatea lui      

Young [6]. 

Teorema 3.2. Fie func�ia F : V → ℜ  �i  F *: V* → ℜ  func�ia conjugat� a lui F. 

Oricare ar fi u∈ V �i oricare ar fi u* ∈ V*, are loc rela�ia 

(3.6)                     F(u) + F*(u*) ≥ <u*, u >. 

Demonstra�ie. Oricare ar fi u* ∈ V*, avem conform defini�iei                           

F*(u*) = sup
u V∈

{<u*,u> -F(u)}. Se ob�ine c�, oricare ar fi u* ∈ V* �i oricare ar fi u ∈ V,  

                            F*(u*) ≥ <u*, u> - F(u) 

 rela�ie echivalent� cu (3.6).                                                                                                  n 

În continuare vom introduce no�iunea de  biconjugat� a unei func�ii. 

Defini�ie. Fie func�ia F : V → ℜ . Numim biconjugata func�iei F, func�ia             

F** : V→ ℜ , definit� prin 

(3.7)                     F**(u) = sup
* *u V∈

{ <u. u*> - F*(u*)}, 

unde F*: V* → ℜ  este conjugata func�iei F.  

Pe baza Observa�iei 3.3 se ob�ine c� F** ∈ Γ( V ). 

Propozi�ia 3.3. Fie F : V → ℜ  o func�ie. Func�ia F** : V → ℜ  este atunci           

Γ-regularizata sa. În particular, dac� F ∈ Γ( V ),  atunci F**= F. 

Demonstra�ie. Oricare ar fi u* ∈ V*, consider�m func�ia Gu* : V → ℜ , definit� 

prin Gu*(u) = <u, u*> - F*(u*). Ob�inem a�adar o familie de func�ii afin continue. Din 

rela�ia (3.6) rezult� c� oricare ar fi u ∈ U, Gu*(u) ≤ F(u). Familia de func�ii                         { 

Gu* u* ∈V*} este o familie de minoran�i afin continui ai lui F. Pe baza Propozi�iei 2.15  

Γ-regularizata lui F este învelitoarea superioar� a acestei familii de func�ii. Conform 

rela�iei (3.7) învelitoarea superioar� a familiei { Gu* u* ∈V*} este chiar F**. 

În particular, dac� F ∈ Γ (V), pe baza Propozi�iei 2.15, rezult� c� Γ-regularizata lui 

F care este F** coincide cu F.                                                                                              n 
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Teorema urm�toare demonstreaz� c� procesul de definire a conjugatelor de ordin 

superior ale unei func�ii este finit. 

Teorema 3.4. Oricare ar fi func�ia F : V → ℜ , are loc rela�ia F* = F***, unde 

F*** este conjugata lui F**. 

Demonstra�ie. Din Propozi�ia 3.3 avem c� F** este Γ-regularizata lui F �i pe baza 

defini�iei Γ-regularizatei se ob�ine c� F** ≤ F. Conform punctului (ii) al Teoremei 3.1 

rezult� c� F* ≤ F***. 

Func�ia F***: V* → ℜ  se define�te astfel F***(u*) = sup
u V∈

{<u, u*> - F**(u)}. 

Fixând u* ∈ V*, pe baza inegalit��ii lui Young, oricare ar fi u ∈ V, avem c� 

                              F**(u) ≥ <u, u*> - F*(u*)  ⇔ <u, u* > - F**(u)  ≤ F*(u*). 

Trecând la supremum se ob�ine c� sup
u V∈

{<u, u*> - F**(u) }≤ F*(u*) �i în concluzie 

rezult� c� F***(u*) ≤  F*(u*) . Are loc deci �i rela�ia invers� F*** ≤ F*.                          n 

Urm�toarea defini�ie are la baz� Propozi�ia 3.3 care afirm� c� F ∈ Γ(V) dac� �i 

numai dac� F = F**. 

Defini�ie. Despre func�ia F ∈ Γ(V) �i func�ia G ∈ Γ(V*) spunem c� sunt în dualitate 

dac� are loc 

                            F* = G �i G* = F.  

Observa�ia 3.6. No�iunea de conjugat� realizeaz� o bijec�ie între Γ(V) �i Γ(V*). În 

plus, func�ia constant� + ∞ definit� pe V este în dualitate cu func�ia constant� - ∞ definit� 

pe V* iar func�ia constant� - ∞ definit� pe V este în dualitate cu func�ia constant� + ∞ 

definit� pe V*. Din acest motiv rezult� c� F∈ Γ0(V) dac� �i numai dac� F* ∈ Γ0(V*).    

Observa�ia 3.7. Fie A ⊆ V �i χA : V → ℜ  func�ia sa indicatoare.Conjugata ei este 

func�ia χA* : V* → ℜ ,  χA*(u*) = sup
u domF∈

{ <u*, u> - χA(u) } = sup
u A∈

<u*, u>. Func�ia  χA* 

se nume�te func�ia suport a lui A. Pe baza Propozi�iei 2.6 rezult� c� χA** = 
coA

χ . 
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4. Subdiferen�iabilitatea func�iilor 

 
În cele ce urmeaz�, cu ajutorul no�iunii de subdiferen�iabilitate a unei func�ii, vom 

da o condi�ie necesar� �i suficient� pentru care inegalitatea lui Young devine egalitate. 

Defini�ie. Fie dat� o func�ie F : V → ℜ . Despre un minorant afin continuu            

�  : V → ℜ al lui F spunem c� este exact într-un punct u0 ∈ V dac� � (u0) = F(u0). 

Observa�ia 4.1. Dac� �  este un minorant afin continuu al lui F exact în punctul    u0 

∈ V, atunci num�rul F(u0) = � (u0) este  finit. Func�ia �  : V → ℜ fiind afin continu� va 

avea forma � (u) = u*(u) + α = <u*, u> + α, unde u* ∈ V* �i α ∈ ℜ. Ob�inem c�        

F(u0) = <u*, u0 > + α, de unde rezult� α = F(u0) - <u*, u0>. În concluzie, func�ia �  : V→ℜ  

va fi definit� astfel 

                            � (u) = <u*, u> + F(u0) - <u*, u0> = <u*, u - u0> + F(u0). 

Observa�ia 4.2. Dac� �  este un minorant afin continuu al lui F exact în punctul    u0 

∈ V, se ob�ine c�, oricare ar fi u ∈ V, � (u) ≤ F (u), echivalent cu                                   <u*, 

u - u0> + F(u0) ≤  F(u). În concluzie, oricare ar fi u ∈ V, are loc 

                            <u*, u> - F(u) ≤ <u*, u0> - F(u0). 

Trecând la supremum dup� u ∈ V în membrul stâng al ultimei rela�ii, ob�inem 

                             F*(u*) = sup
u V∈

{<u*, u> - F(u) } ≤ <u*, u0> - F(u0), 

unde func�ia F*: V* → ℜ  este func�ia conjugat� a lui F. Se ob�ine, în final, 

(4.1)                    F*(u*) = <u*, u0> - F(u0). 

Defini�ie. Spunem c� func�ia F : V → ℜ  este subdiferen�iabil� în punctul u0 ∈ V 

dac� admite un minorant afin continuu exact în u0.  

Punctul u* ∈ V* ob�inut pe baza Observa�iei 4.1 se nume�te subgradientul lui F în 

u0, iar mul�imea subgradien�ilor lui F în u0 se nume�te subdiferen�iala lui F în u0 �i se 

noteaz� ∂F(u0).  
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Dac� F nu este subdiferen�iabil� în u0, atunci ∂F(u0) = ∅. Pe baza Observa�iei 4.1 

putem trage urm�toarea concluzie: u* ∈ ∂F(u0) dac� �i numai dac� F(u0) este finit� �i, 

oricare ar fi u ∈V, are loc <u*, u - u0> + F(u0) ≤ F(u). 

Observa�ia 4.3. Dac� �  este un minorant afin continuu al lui F exact în u0, conform 

Propozi�iei 2.15, �  este minorant al Γ-regularizatei lui F. Din Propozi�ia 3.3,                    

Γ-regularizata lui F este F**,  ceea ce implic� c�, oricare ar fi u ∈ V, are loc � (u)  ≤  F(u). 

În punctul u0 avem � (u0)  ≤  F**(u0) ≤ F(u0), de unde rezult�, �inând cont c� � (u0) =F(u0), 

rela�ia urm�toare    

                            � (u0)  =  F**(u0) = F(u0). 

Ob�inem, în concluzie, urm�torul rezultat: 

                            dac� ∂F(u0) ≠ ∅, atunci F**(u0) = F(u0). 

Propozi�ia 4.1. Fie func�ia F : V → ℜ  �i F**: V → ℜ  biconjugata sa. Dac� pentru 

u0 ∈ V avem F(u0) = F**(u0), atunci  ∂F(u0)  = ∂F**(u0). 

Demonstra�ie. Fie u0 ∈ V astfel încât F(u0) = F**(u0) �i u* ∈ ∂F(u0). Rezult�, prin 

urmare, c�, oricare ar fi u ∈ V, <u*, u - u0> + F(u0) ≤ F(u). Din ipotez� ob�inem, deci, c� 

F**(u0) este finit� �i c�, oricare ar fi u ∈ V,  

                            <u*, u - u0> +F**(u0) ≤ F(u). 

Consider�m func�ia �  : V → ℜ, definit� prin � (u) =  <u*, u - u0> +F**(u0). Func�ia 

� este un minorant afin continuu al lui F, în consecin�� �i al lui F**. Oricare ar fi u ∈ V, 

ob�inem  

                            <u*, u - u0> + F**(u0)  ≤  F**(u), 

ceea ce implic� c� u* ∈ ∂F**(u0). Am ar�tat astfel c� ∂F(u0)  ⊆ ∂F**(u0). 

Reciproc, fie u* ∈ ∂F**(u0). În acest caz F**(u0) este finit� �i, oricare ar fi u ∈ V, 

avem  

                             <u*, u - u0> + F**(u0)  ≤  F**(u). 

Folosind c� F(u0) = F**(u0) �i c�, pentru fiecare u ∈ V, F**(u) ≤ F(u) se ob�ine c� 

F(u0) este finit� �i c�, oricare ar fi u ∈ V,  

                             <u*, u - u0>  + F(u0)  ≤  F(u), 
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ceea ce înseamn� c� u* ∈ ∂F(u0). Am ar�tat astfel c� are loc �i rela�ia invers�        ∂F**(u0) 

⊆ ∂F(u0).                                                                                                                n 

Propozi�ia 4.2. Fie func�ia F : V → ℜ . Are loc 0 ∈ ∂F(u0) dac� �i numai dac�              

F(u0) = min
u V∈

F(u). 

Demonstra�ie. 0 ∈ ∂F(u0) este echivalent cu faptul c� F(u0) este finit� �i c�, oricare 

ar fi u ∈ V,   

                            <0, u - u0> + F(u0)  ≤  F(u) ⇔  F(u0)  ≤  F(u), 

ceea ce este echivalent cu F(u0) = min
u V∈

F(u).                                                                        n 

Urm�toarele propozi�ii vor stabili leg�tura dintre conjugata �i subdiferen�iala unei 

func�ii. 

Propozi�ia 4.3. Fie func�ia F : V → ℜ  �i F*: V* → ℜ conjugata ei. Dac� u0 ∈ V 

atunci u0* ∈ ∂F(u0) dac� �i numai dac�  

(4.2)                     F(u0) + F*(u0*) = < u0*, u0>. 

Demonstra�ie. Necesitatea. Am demonstrat necesitatea în cadrul Observa�iei 4.2, iar 

formula c�utat� este echivalent� cu (4.1). 

Suficien�a. Conform defini�iei conjugatei unei func�ii avem                             

F*(u0*) = sup
u V∈

{<u0*, u> - F(u), ceea ce împreun� cu rela�ia din ipotez� ne conduce la 

faptul c�, oricare ar fi u ∈ V, 

                            <u0*, u> - F(u) ≤  F*(u0*) = <u0*, u0> - F(u0),  

echivalent cu  

                                       <u0*, u> + F(u0) - <u0*, u0> ≤  F(u). 

Func�ia �  : V → ℜ, definit� prin � (u) =  <u0*, u> + F(u0) - <u0*, u0> este deci un 

minorant afin continuu al lui F �i datorit� faptului c� � (u0) = F(u0) acest minorant afin 

continuu este exact în u0. Conform defini�iei rezult� c� u0* ∈ ∂F(u0).                                 n 

Propozi�ia 4.4. Oricare ar fi u0 ∈ V, mul�imea ∂F(u0) ⊆ V* este convex� �i         

σ(V*, V) - închis�. 

Demonstra�ie. Fie u0 ∈ V. Pe baza Propozi�iei 4.3 avem c�                               

∂F(u0) ={ u* ∈ V*  F(u0) + F*(u*) = < u*, u0>}. Din (3.6) rezult� c�, oricare ar fi           
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u* ∈ V*, are loc F*(u*) ≥ < u*, u0 > - F(u0)} �i vom avea pentru mul�imea  ∂F(u0) 

urm�toarea defini�ie 

                             ∂F(u0) = { u* ∈ V* F*(u*)  - < u0, u*> ≤  -F(u0)} =                                         

{ u* ∈ V* F*(u*)  + < -u0, u*> ≤  -F(u0)}. 

Consider�m func�ia G : V* → ℜ  definit� prin G(u*) = F*(u*)  + <-u0, u*>. 

Ob�inem ∂F(u0) = { u* ∈ V*  G(u*) ≤ - F(u0)}.  

Pe baza Observa�iei 3.3, F* ∈ Γ(V*) ceea ce înseamn�, conform   Teoremei 2.14, c� 

F* este func�ie convex� �i inferior semicontinu�. Func�ia < -u0, ⋅ > : V* → ℜ fiind liniar� 

�i continu� este de asemenea  convex� �i inferior semicontinu�. 

Din Propozi�ia 2.6 rezult� c� func�ia G este convex� fiind sum� de dou� func�ii 

convexe ceea ce implic� c� mul�imea  ∂F(u0) = { u* ∈ V* G(u*) ≤ - F(u0)} este convex�. 

Func�ia G este �i inferior semicontinu� fiind sum� de dou� func�ii inferior 

semicontinue ([11]). Pe baza Propozi�iei 2.9 rezult� c� func�ia G este inferior semicontinu� 

�i în topologia  σ(V*, V) iar, conform Propozi�iei 2.7, acest lucru implic� c� mul�imea  

∂F(u0) = { u* ∈ V*  G(u*) ≤ - F(u0)} este σ(V*, V)-închis�.                                            n 

Propozi�ia 4.5. Fie func�ia F : V → ℜ  �i F* : V* → ℜ conjugata ei. Pentru u0 ∈ V 

�i u0* ∈ V* are loc 

(4.3)                     u0* ∈ ∂F(u0) � u0∈ ∂F*(u0*) 

Dac�, în plus, F ∈ Γ(V) atunci 

(4.4)                     u0* ∈ ∂F(u0) ⇔ u0∈ ∂F*(u0*). 

        Demonstra�ie. Fie u0* ∈ ∂F(u0). Din Propozi�ia 4.3 rezult� c�                     

F(u0) + F*(u0*) = < u0*, u0> �i �inând cont  c� F** ≤ F ob�inem 

                            F**(u0) + F*(u0*)  ≤  F(u0) + F*(u0*) = < u0*, u0>. 

Pe de alt� parte din (3.7) avem c�   F**(u0) = sup
* *u V∈

{ <u0, u*>- F*(u*)}, ceea ce 

implic�  

                            < u0, u0*>- F*(u0*) ≤ F**(u0)  ⇔ < u0, u0*> ≤  F*(u0*) + F**(u0). 

În concluzie, rezult� c� F**(u0) + F*(u0*)  = < u0*, u0> care, pe baza Propozi�iei 4.3, 

ne conduce la u0∈ ∂F*(u0*). 

Dac�, în plus, F ∈ Γ(V) rezult� c� F = F** �i ob�inem în final 
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u0*∈ ∂F(u0) ⇔ F(u0) + F*(u0*) = < u0*, u0> ⇔ F**(u0) + F*(u0*) = < u0*, u0> ⇔    

u0∈ ∂F*(u0*).                                                      n 

Urm�toare teorem�, dat� în [6], reprezint� un criteriu foarte important de 

subdiferen�iablitate a func�iilor convexe. 

Teorema 4.6. Fie F : V → ℜ  o func�ie convex�, finit� �i continu� într-un punct      

u0 ∈V. Oricare ar fi u ∈ int domF, are loc ∂F(u) ≠ ∅ �i, în particular, ∂F(u0) ≠ ∅. 

Demonstra�ie. Func�ia F fiind finit� �i continu� în u0, rezult� c� exist� un num�r 

real a �i o vecin�tate deschis� U a lui u0 în V astfel încât oricare ar fi u ∈ U s�  aib� loc     

F(u) ≤ a. Pe baza Teoremei 2.12 se ob�ine c� func�ia F este finit� �i continu� pe interiorul 

domeniului s�u efectiv. Aceast� ultim� afirma�ie ne arat� c� este suficient s� demonstr�m  

c� ∂F(u0) ≠ ∅, acest lucru devenind adev�rat pentru fiecare u ∈ int domF. 

Func�ia F fiind convex�, are, pe baza Teoremei 2.5, epigraful o mul�ime convex� din   

V × ℜ. Mul�imea U × (a, + ∞) este deschis� în V × ℜ �i, oricare ar fi                        (u, b) ∈ 

U × (a,+ ∞), are loc F(u)  ≤  a  <  b, ceea ce implic� c� (u, b) ∈ epiF. Din faptul c� U × (a, 

+ ∞) ⊆ epiF rezult� c� int epiF ≠∅.  

În plus, epiF fiind mul�ime convex� rezult� c� �i int epiF este mul�ime convex�      

[14].               

S� presupunem c� (u0, F(u0)) ∈ int epiF . Exist� atunci o vecin�tate deschis� W a lui  

(u0, F(u0)) astfel încât W ⊆ epiF. Rezult� c� exist� U’ o vecin�tate deschis� a lui u0 �i        

ε > 0 un num�r real astfel încât 

                            U’ × (F(u0) - ε, F(u0) + ε)  ⊆  W  ⊆  epiF.  

Punctul (u0, F(u0) - 
ε
2

) ∈ U’ × (F(u0) - ε, F(u0) + ε)  dar F(u0) > F(u0) -
ε
2

, ceea 

înseamn� c� (u0, F(u0) - 
ε
2

 ) ∉ epiF. Din cauza contradic�iei rezult�  c�                           

(u0, F(u0)) ∉ int epiF. 

Mul�imea int epiF fiind convex� �i deschis� rezult�, pe baza Teoremei 1.2, c� exist�  

un hiperplan H care separ� punctul (u0, F(u0))  de mul�imea int epiF. El va avea forma 

                            H = { (u, a) ∈ ℜ  <u*, u> + αa = β },   

 unde u* ∈ V* \ {0} �i  α, β ∈ ℜ. 
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Oricare ar fi (u, a) ∈ epiF, avem  

                            <u*, u> + αa ≥ β 

�i, în plus, 

                                       <u*, u0> + αF(u0) = β. 

Alegem a0 ∈ ℜ astfel încât F(u0) < a0. Înseamn� c� (u0, a0) ∈ epiF �i, pe baza 

rela�iilor de mai sus, rezult� c� α(a0 - F(u0) ) ≥ 0. A�adar α ≥ 0. 

Dac�  α = 0 s-ar ob�ine, oricare ar fi u ∈ domF, c� < u*, u - u0> ≥ 0. Din ipotez� 

avem c� domF = V �i implic� c�, pentru fiecare u ∈ V, <u*,  u -u0> = 0. Acest lucru este 

echivalent cu u* = 0, care ne conduce la contradic�ie.  

R�mâne atunci  α > 0. Oricare ar fi u�∈ V, are loc 

                            <
u *
α

, u >  + F(u)  ≥  
β
α

=  <
u *
α

, u0 > + F(u0), 

echivalent cu 

                              F(u)  ≥   < -
u *
α

, u -u0 > + F(u0).  

Aceast� ultim� rela�ie împreun� cu faptul c� F(u0) este finit ne conduce la                  

-
u *
α

 ∈ ∂F(u0), ceea ce implic� c� ∂F(u0) ≠ ∅.                                                                     n 
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5. Problema primal� �i dual� de optimizare convex� 
 
Consider�m V un spa�iu vectorial topologic �i V* dualul s�u algebrico-topologic. 

Cele dou� spa�ii vor fi considerate în dualitate prin func�ia biliniar� <⋅,⋅>V. Pentru o func�ie 

F : V → ℜ  vom studia problema de optimizare: 

( P )                     inf
u V∈

F(u). 

Problema P se nume�te problem� primal� �i vom nota infimumul ei cu  inf P. 

Defini�ie. Se nume�te solu�ie a problemei P un punct u0 ∈ V astfel încât 

                            F(u0) = inf P. 

Defini�ie. Despre problema P vom spune c� este netrivial� dac� exist� u0 ∈ V astfel 

încât F(u0) < + ∞. 

În cele ce urmeaz� vom studia problema P în cazul în care F ∈ Γ0(V), condi�ie care 

asigur� netrivialitatea problemei P. 

Fie Y �i Y* alte dou� spa�ii vectorial topologice situate în dualitate prin func�ia 

biliniar� <⋅,⋅>Y. Cele dou� func�ii biliniare le vom nota <⋅,⋅>, indiferent la care ne vom 

referi, iar pentru a nu face confuzii vom nota u, v, w, ... elementele lui V ( respectiv u*, v*, 

w*, ... elementele lui V* ) �i p, q, r, ... elementele lui Y( respectiv p*, q*, r*, ... elementele 

lui Y*).            

 Consider�m acum o func�ie Φ : V × Y →  ℜ  astfel încât s� verifice  

                            Φ(u, 0) = F(u). 

Pentru fiecare p ∈ Y ob�inem o nou� problem� de optimizare 

( Pp)                     inf
u V∈

Φ(u, p). 

Problema P0 coincide cu problema ini�ial� P. 

Defini�ie. Oricare ar fi p ∈ Y, problema Pp se nume�te problem� perturbat� a lui P. 

Func�ia  Φ : V × Y →  ℜ  se nume�te func�ie perturbatoare. 

Func�ia perturbatoare poate genera diferite tipuri de probleme perturbate. 

Principalele tipuri de perturba�ii au fost date în [7] �i [15] pentru rezolvarea problemelor de  
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calcul varia�ional,  respectiv  în [1] pentru ob�inerea unor rezultate privind dualitatea în 

optimizarea convex� . 

 

Conjugata func�iei perturbatoare va fi func�ia Φ* : V* × Y* →  ℜ  definit� prin 

 

(5.1)                     Φ*(u*, p*) = sup
u V
p Y

∈
∈

{ <u*, u> + <p*, p> - Φ(u, p) }, 

unde am folosit c� <(u*, p*) , (u, p) >V×Y = <u*, u>V + <p*, p>Y. 

Pe baza Observa�iei 3.3 rezult� c� Φ* ∈ Γ(V* × Y*). 

Defini�ie. Numim problema dual� a lui P relativ la func�ia perturbatoare                  

Φ : V × Y →  ℜ  urm�toarea problem� 

( P* )                    sup
* *p Y∈

{ - Φ*(0, p*) }. 

Vom nota supremumul problemei P* cu sup P*. 

Defini�ie. Numim solu�ie a problemei P* un punct p0* cu proprietatea 

                            -Φ*(0, p0*) = sup P*. 

Vom stabili în continuare rela�iile care exist� între problema primal� �i duala ei. 

Propozi�ia 5.1. Între problema de optimizare P �i duala ei P* are loc rela�ia 

(5.2)                     - ∞  ≤  sup P*  ≤  inf  P ≤  + ∞. 

Demonstra�ie. Fie p* ∈ Y*. Din rela�ia (5.1) rezult�  

            Φ*(0, p*) = sup
u V
p Y

∈
∈

{ < 0, u> + < p*, p> - Φ(u, p) } = sup
u V
p Y

∈
∈

{ < p*, p> - Φ(u, p)} 

≥  sup
u V∈

{ < p*, 0 > - Φ(u, 0) } = sup
u V∈

{ - Φ(u, 0)}. 

Ob�inem, pentru fiecare u ∈ V,   -Φ(u, 0) ≤ Φ*(0, p*), echivalent cu 

                            -Φ*(0, p*)  ≤  Φ(u, 0).   

Trecând la infimum în membrul drept dup� u ∈ V  iar apoi la supremum în membrul 

stâng dup�  p* ∈ Y* rezult� c� sup P* ≤  inf P.                                                                    n 

Obseva�ia 5.1. În [12] �i [16] au fost date exemple astfel încât inegalit��ile din 

rela�ia (5.2) s� fie stricte. De asemenea, în [16] au fost date exemple astfel încât inf P �i   

sup P* s� fie - ∞ respectiv + ∞. 

Obseva�ia 5.2. Datorit� inegalit��ii sup P* ≤ inf P din rela�ia (5.2), spunem c�  

problemele P �i P* se afl� în rela�ia de dualitate slab�. 
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Propozi�ia 5.2. Dac� problema P este netrivial�,  atunci 

                            sup P* ≤ inf P < + ∞.  

Dac� problema P* este netrivial� atunci 

- ∞ < sup P* ≤  inf P.  

 

Dac� ambele probleme P �i P* sunt netriviale atunci inf P �i sup P* sunt finite �i are loc 

rela�ia 

                                       - ∞ < sup P* < inf P < + ∞. 

Demonstra�ie. Problema P fiind netrivial� rezult� c� exist� u0 ∈ V astfel încât    

F(u0) = Φ(u0, 0) < + ∞. Se ob�ine c� sup P*  ≤  inf P  ≤  Φ(u0, 0) < + ∞. 

În cazul în care problema P* este netrivial� rezult� c� exist� p0* ∈ Y* astfel încât      

-Φ*(0, p0*) > - ∞. Se ob�ine c�  - ∞ < -Φ*(0, p0*) ≤ sup P* ≤ inf P. 

A treia rela�ie se ob�ine pe baza rela�iilor anterioare.                                                 n 

În cele ce urmeaz� vom continua procesul de dualizare pentru problema de 

optimizare, urmând a determina problema dual� a lui P*. 

Oricare ar fi u* ∈ V*, asociem problemei P* problema perturbat� 

( Pu** )                 sup
* *p Y∈

 {- Φ*(u*, p*)}. 

Func�ia conjugat� a lui Φ* va fi func�ia Φ** : V × Y →  ℜ , definit� prin 

(5.3)                     Φ**(u,p) = sup
* *
* *

u V
p Y

∈
∈

 { < u, u* > + < p, p* > - Φ*(u*, p*)}. 

Ob�inem prin urmare urm�toarea problem�, numit� biduala problemei P 

( P** )                  inf
u V∈

{ Φ**(u, 0) }.  
Pe baza Propozi�iei 3.3, func�ia Φ** este Γ-regularizata lui Φ, deci Φ** ∈ Γ( V × Y). 

Repetând procesul de dualizare pentru problema P** ob�inem, oricare ar fi p ∈ Y, 

problema perturbat� 

(Pp** )                 inf
u V∈

{ Φ**(u, p)} 
�i prin urmare duala lui P** va fi  

(P***)                 sup
* *p Y∈

 { - Φ***(0, p*)}, 

unde Φ*** este conjugata func�iei Φ**. 
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Conform Teoremei 3.4, implic� c� Φ = Φ***, ceea ce face ca problema P*** s� fie 

identic� cu problema P*. Acest motiv  permite s� oprim procesul de dualizare. 

Dac�, oricare ar fi u ∈ V, ar avea loc rela�ia Φ(u, 0) = Φ**(u, 0), atunci problema 

P** ar fi identic� cu problema P �i cele dou� probleme P �i P* ar fi fiecare duala celeilalte. 

Pentru ca acest lucru s� se întâmple vom lucra în condi�ia 

(5.4)                    Φ ∈ Γ( V0 × Y ), 

 

care implic� c� Φ = Φ**.    

Dac� are loc condi�ia (5.4), atunci putem privi func�ia  F : V → ℜ  definit� în felul 

urm�tor F(u) = Φ(u,0). Pe baza Teoremei 2.14 rezult� c� Φ este o func�ie convex�, inferior 

semicontinu� pe V × Y �i diferit� în oricare punct de - ∞. Se ob�ine c� �i func�ia F este 

convex�, inferior semicontinu� pe V �i ia valori în intervalul (- ∞, + ∞), ceea ce este 

echivalent cu F ∈ Γ(V). Dac� consider�m problema P netrivial�, atunci func�ia F nu este 

identic� + ∞ �i rezult� a�adar c� F ∈ Γ0(V). 

Observa�ia 5.3. Condi�ia (5.4) nu ne asigur� c� sup P* = inf P. Pe baza rela�iei (5.2) 

avem doar c� sup P* ≤ inf P �i urmeaz� s� analiz�m în ce condi�ii inegalitatea devine 

egalitate.  

Dac� are loc rela�ia sup P* = inf P spunem c� problemele P �i P* se afl� în rela�ia de 

dualitate tare. 

Vom presupune în cele ce urmeaz� c� are loc condi�ia (5.4) �i c� problema P este 

netrivial�. 

Defini�ie. Se nume�te func�ie valoare infimal� func�ia h : Y → ℜ  definit� prin    

h(p) = inf Pp =  inf
u V∈

Φ(u, p).  

Propozi�ia 5.3. Dac� are loc condi�ia (5.4), atunci func�ia valoare infimal� este 

convex�.  

Demonstra�ie. Vom ar�ta c�, oricare ar fi p, q ∈ Y �i oricare ar fi λ∈ (0, 1), are loc 

                             h( λp + (1-λ)q ) ≤ λh(p) + (1-λ)h(q), 

atunci când expresia din membrul drept are sens. 

Dac� cel pu�in unul dintre numerele h(p) �i h(q) este + ∞, atunci rela�ia este 

adev�rat�. S� presupunem c� h(p) < + ∞ �i h(q) < + ∞. Oricare ar fi a ∈ ℜ  astfel încât   
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h(p) < a, exist�, conform  defini�iei lui h, un punct u ∈ V astfel încât h(p) ≤ Φ(u, p) ≤ a. De 

asemenea, oricare ar fi b ∈ ℜ  astfel încât h(q) < b, exist�,un punct v ∈ V astfel încât      

h(q)  ≤  Φ(v, q)  ≤  b. 

�inând cont de faptul c� Φ este convex� are loc 

h( λp + (1-λ)q ) = inf
w V∈

Φ(w,  λp + (1-λ)q ) ≤ Φ( λu + (1-λ)v,  λp + (1-λ)q ) =          

Φ( λ(u, p) + (1-λ)(v, q)) ≤  λΦ(u, p) + (1-λ)Φ(v, q) ≤  λa + (1-λ)b. 

 

F�când pe a s� convearg� la h(p) �i pe b s� convearg� la h(q) ob�inem rela�ia  

c�utat�.          n 

Observa�ia 5.4. Pentru demonstrarea convexit��ii lui h am folosit doar c� Φ este 

func�ie convex�. 

Observa�ia 5.5. În general, dac� Φ ∈ Γ0( V × Y ), nu implic� c� h ∈ Γ0( Y ). 

Alegem V = Y = ℜ �i func�ia Φ : ℜ × ℜ → ℜ, definit� prin Φ(u, p) = u + p. Func�ia Φ este 

liniar�,  continu� �i diferit� de func�ia constant� - ∞, ceea ce, conform Teoremei  2.14, 

rezult� c� Φ ∈ Γ(ℜ × ℜ). În plus, Φ fiind neidentic� - ∞ sau + ∞ rezult� c�                        

Φ ∈ Γ0(ℜ × ℜ). Func�ia infimal� h : ℜ → ℜ este definit� prin h(p) = inf
u∈ℜ

(u + p) = - ∞. 

Deoarece, oricare ar fi p ∈ℜ, h(p) = - ∞  rezult� c� h ∉ Γ0( Y ). 

Propozi�ia 5.4. Dac� h : Y → ℜ  este func�ia infimal� �i h* : Y* → ℜ   este 

conjugata ei atunci, oricare ar fi p* ∈ Y*, are loc  

(5.5)                     h*(p*) = Φ*(0, p*). 

Demonstra�ie. Conform defini�iei rezult� c� 

h*(p*) = sup
p Y∈

{ <p*, p> - h(p) } = sup
p Y∈

{ <p*, p> - Φ(u, p)} = sup
p Y∈

{ <p*, p> +     

sup
u V∈

( -Φ(u, p))} = sup
p Y∈

sup
u V∈

{ <p*, p> - Φ(u, p)} = sup
u V
p Y

∈
∈

{ <0, u> + <p*, p> - Φ(u, p) }. 

Conform rela�iei (5.1), avem îns� Φ*(0, p*) = sup
u V
p Y

∈
∈

{ <0, u> + <p*, p> - Φ(u, p) }, 

ceea ce înseamn� c� h*(p*) = Φ*(0, p*).                     n 
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Propozi�ia 5. 5. Dac� h** : Y → ℜ  este biconjugata func�iei infimale, atunci are 

loc urm�toarea rela�ie 

(5.6)                     h**(0) = sup P*. 

Demonstra�ie. Conform defini�iei lui h** : Y → ℜ , implic� c�                         

h**(p) = sup
* *p Y∈

 { <p, p*> - h*(p*)}, de unde rezult� c� h**(0) =  sup
* *p Y∈

 { <0, p*> - h*(p*)} 

= sup
* *p Y∈

 {-h*(p*)}. Ob�inem, pe baza propozi�iei, anterioare c�                                         

h**(0)  = sup
* *p Y∈

 { - Φ*(0,p*)}, ceea ce înseamn� c� h**(0) = sup P*.              n 

Observa�ia 5.6. Datorit� faptului c� h** este Γ-regularizata lui h rezult� c�, oricare 

ar fi p ∈ Y, are loc h**(p) ≤ h(p) �i în particular h**(0) ≤ h(0). Pe baza rela�iei (5.6) �i a  

 

defini�iei func�iei infimale aceast� ultim� inegalitate devine sup P* ≤ inf P, rela�ie g�sit� la 

Propozi�ia 5.1. 

Defini�ie. Spunem despre problema P  c� este normal� dac� func�ia infimal�             

h : Y → ℜ  este inferior semicontinu� în 0 �i dac� h(0) este num�r finit. 

Urm�toarea teorem� din [6] d� o important� caracterizare a problemelor normale. 

Teorema 5.6. Dac� rela�ia (5.4) are loc, atunci urm�toarele afirma�ii sunt 

echivalente: 

(i) problema P este normal�. 

(ii) problema P* este normal�. 

(iii) are loc rela�ia inf P = sup P* �i acest num�r este finit. 

Demonstra�ie. (i) � (iii) Fie h : Y → ℜ  regularizata inferior semicontinu� �i       

h** : Y → ℜ    Γ-regularizata func�iei infimale h : Y → ℜ . Pe baza Propozi�iei 2.17, 

rezult� 

(5.7)                     h** ≤  h   ≤  h. 

Oricare ar fi p ∈ Y, avem, pe baza Propozi�iei 2.13, h (p) = lim
q p→

 h(q). De aici, 

rezult� c�  h (0) = lim
q→0

 h(q). Problema P este normal�, deci h este inferior semicontinu� în 

0, ceea ce implic� c� h (0) = lim
q→0

 h(q) = h(0), care este un num�r finit. Din faptul c� h este 

convex� rezult� c� �i h  este convex�. Fiindc� h (0) este un num�r finit iar func�ia h  este 

convex� �i inerior semicontinu� rezult�, pe baza Propozi�iei 2.10, c� func�ia h  nu poate lua 
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în nici un punct valoarea - ∞. Conform Teoremei 2.14, h  ∈ Γ0(V) iar din Propozi�ia 3.3 

rezult� h  = h **. 

Din (5.7) �i Teorema 3.1(ii) se ob�ine urm�toarea rela�ie 

                             h* ≤  h *  ≤  h***. 

Din Teorema 3.4  mai avem c� h* = h*** ceea ce înseamn� c� rela�ia de mai sus 

devine  h*  = h *. Ob�inem în cele din urm� c� h** =  h **= h , care implic� c�          

h**(0) = h (0) = h(0). Pe baza Observa�iei 5.6, acest lucru este echivalent cu                      

inf P = sup P* = h(0) care este, deci, finit.   

(iii) � (i) Are loc a�adar h**(0) = h(0) ∈ ℜ iar pe baza rela�iei (5.7) se ob�ine        

h**(0) ≤  h (0)  ≤  h(0) = h**(0). Din faptul c� h (0)  =  h(0) ∈ ℜ rezult� c� func�ia h este 

finit� �i inferior semicontinu� în 0 ceea ce face ca problema P s� fie normal�. 

 

Echivalen�a (ii) ⇔ (iii) se arat� în mod analog folosind faptul c� P** = P, rela�ie 

asigurat� de (5.4).                                                                                                                  n 

Observa�ia 5.7. La stabilirea echivalen�ei dintre (i) �i (iii) nu am folosit c� Φ este 

inferior semicontinu� ci doar c� este convex�. 

Propozi�ia 5.7. Mul�imea solu�iilor problemei duale P* este identic� cu ∂h**(0). 

Demonstra�ie. Fie p* ∈ Y* solu�ie a problemei P*, ceea ce înseamn� c� oricare ar fi 

q* ∈ Y*,  -Φ*(0, p*) ≥ -Φ*(0, q*). Pe baza rela�iei (5.5) ob�inem c�, oricare ar fi               

q* ∈ Y*, h*(p*) ≤ h*(q*) echivalent cu h*(p*)  = min
* *q Y∈

h*(q*). Din Propozi�ia 4.2 acest 

lucru este echivalent cu 0 ∈ ∂h*(p*). Conform Propozi�iei 4.5, �inând cont de faptul c�              

h* ∈ Γ(V*), rela�ia 0 ∈ ∂h*(p*) este echivalent� cu p*∈∂h**(0).                                       n 

Vom introduce o nou� no�iune care ne asigur�, de asemenea, dualitatea tare între 

problemele P �i P*. 

Defini�ie. Spunem despre problema P c� este stabil� dac� func�ia infimal�               

h:  Y → ℜ  este subdiferen�iabil� în 0 �i dac� h(0) este num�r finit. 

Urm�toarele rezultate dovedesc importan�a no�iunii de stabilitate. 

Teorema 5.8. Urm�toarele afirma�ii sunt echivalente: 

(i) Problema P este stabil�. 

(ii) Problema P este normal� �i problema P* admite solu�ii. 
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Demonstra�ie. (i) � (ii) Dac� problema P este stabil� atunci h(0) este finit �i     

∂h(0) ≠ ∅. Acest lucru implic�, pe baza Observa�iei 4.3, c� h(0) = h**(0), echivalent cu     

sup P*  = inf P =h(0) ∈ ℜ. Din Teorema 5.6 ob�inem c� problema P este normal�. Din 

rela�ia h(0) = h**(0) mai ob�inem, conform Propozi�iei 4.1, c� ∂h**(0) = ∂h(0). A�adar 

mul�imea ∂h**(0) este nevid�, ceea ce pe baza Propozi�iei 5.7 ne asigur� c� �i mul�imea 

solu�iilor lui P* este nevid�.                                                                                                                               

(ii)�(i) Problema P fiind normal� înseamn�, conform Teoremei 5.6, c�                

h(0) = h**(0) ∈ ℜ. Acest lucru implic�, pe baza Propozi�ia 4.1, c� ∂h(0) = ∂h**(0). 

Problema P* având solu�ie face ca mul�imea ∂h(0) = ∂h**(0) s� fie nevid�. Func�ia h este 

subdiferen�iabil� în 0 �i datorit� faptului c� h(0) ∈ℜ rezult� c� problema P este stabil�.    n 

Propozi�ia 5.9. Dac� rela�ia (5.4) are loc, atunci urm�toarele afirma�ii sunt 

echivalente: 

(i) Problemele P �i P* sunt normale �i admit solu�ii. 

(ii) Problemele P �i P* sunt stabile.  

(iii) Problema P este stabil� �i admite solu�ii. 

Demonstra�ie. (i)�(ii). Datorit� faptului c� problema P este normal� �i c� P* 

admite solu�ii rezult�, conform Teoremei 5.8, c� problema P este stabil�. Datorit� faptului 

c� problema P* este normal� �i c� P admite solu�ii �i �inând cont c� P** = P rezult� c� �i 

problema P este stabil�. 

(ii)�(i) Tot pe baza Teoremei 5.8, folosind �i faptul c� P este duala lui P*, rezult� 

c� problemele P �i P* sunt normale �i admit solu�ii. 

(i)�(iii) Problema P fiind normal� împreun� cu faptul c� P* admite solu�ii implic� 

c� problema P este stabil�. 

(iii)�(i) Din Teorema 5.8 rezult� c� problema P este normal� �i c� problema P* 

admite solu�ii. Din Teorema 5.6, P fiind normal�, rezult� c� �i P* este normal�.                n  

 Urm�toarea teorem� reprezint� un criteriu important de stabilitate a unei probleme 

de optimizare. 

Teorema 5.10. Dac� func�ia perturbatoare Φ : V × Y →  ℜ  este convex�, inf P este 

num�r finit �i are loc urm�toare condi�ie : 
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(C)    exist� un punct u0 ∈ V astfel încât func�ia de la Y la ℜ , de forma                        

p  |→  Φ(u0, p), s� fie  finit� �i continu� în 0, 

atunci problema P este stabil�. 

Demonstra�ie. Pe baza Propozi�iei 5.3 �i a Observa�iei 5.4, rezult� c� func�ia             

h :  Y →  ℜ  este convex�. Având în vedere c� h(0) = inf P este finit, rezult� c� h(0) este 

finit. R�mâne s� mai ar�t�m c� func�ia h este subdiferen�iabil� în 0.  

Func�ia p  |→  Φ(u0, p) fiind finit� �i continu� în 0 rezult� c� exist� un num�r real a 

�i U o vecin�tate deschis� a originii din Y astfel încât, oricare ar fi p ∈ U, s� aib� loc: 

                            Φ(u0, p) ≤  a  < + ∞. 

A�adar, oricare ar fi p ∈ U, avem c� h(p) =  inf
u V∈

Φ(u, p) ≤ Φ(u0, p) ≤ a. Func�ia h 

este  o func�ie convex�, m�rginit� superior  pe o mul�ime deschis� din Y �i neidentic� - ∞ 

pe acea mul�ime. Pe baza Teoremei 2.12 rezult� c� h este continu� pe interiorul domeniului 

efectiv al lui Y fiind, deci, continu� �i în 0. Func�ia h :  Y →  ℜ  verific� ipotezele 

Teoremei 4.6, ceea ce implic� c�  ∂h(0) ≠∅.                                                                        n 

În continuare vom da un rezultat de existen�� a solu�iilor problemei de minimizare 

pentru func�ii convexe �i inferior semicontinue definite pe un spa�iu Banach. În ipotezele    

Teoremei 5.10, cu ajutorul acestui rezultat, vom demonstra  în alt mod  stabilitatea 

problemei P. 

Fie a�adar ( V, || ⋅ || ) un spa�iu Banach reflexiv, C ⊆ V o mul�ime convex� �i închis� 

iar F : C → ℜ o func�ie convex� �i inferior semicontinu� pe C. Consider�m problema de 

minimizare  

(  P’ )                   inf
u C∈

F(u). 

Solu�ie a problemei P’ va fi un elemnt u0 ∈ C astfel încât F(u0 ) = inf
u C∈

F(u). Asociem 

problemei P’ urm�toarea problem� de minimizare 

( ~P ’)                   inf ~
u V∈

F (u), 

unde func�ia ~F :V→ ℜ    este definit� prin 

                            ~F (u) = 
~( ),

,
F u daca u C

daca u C
∈

+ ∞ ∉
�
�
�

. 
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Conform Propozi�iei 2.2 �i Teoremei 2.8, rezult� c� ~F  este de asemenea o func�ie 

convex� �i inferior semicontinu�, ceea ce face ca problemele  P’  �i ~P ’ s� fie identice. 

Propozi�ia 5.11. Dac� mul�imea solu�iilor problemei P’ este nevid�, atunci ea este o 

mul�ime convex� �i închis�. 

Demonstra�ie. Fie α ∈ ℜ  astfel încât  inf
u C∈

F(u) = α. Dac� α = ± ∞, atunci mul�imea 

solu�iilor lui P’ este mul�imea vid�. 

Dac� α ∈ ℜ, atunci mul�imea solu�iilor problemei P’ este { u ∈ V  ~F (u)  ≤ α }. 

Din faptul c� func�ia ~F  este convex� �i inferior semicontinu� rezult� c� mul�imea 

solu�iilor problemei P’ este convex� �i închis�.                                                                    n 

Defini�ie. Despre func�ia F : C → ℜ  spunem c� este coerciv� dac�, oricare ar fi      

u ∈ C astfel încât || u || → + ∞, are loc F(u) → + ∞. 

Teorema 5.12. Dac� ( V, || ⋅ || ) este un spa�iu Banach reflexiv, C ⊆ V o mul�ime 

convex� �i închis� �i F : C → ℜ o func�ie convex� �i inferior semicontinu� pe C astfel 

încât s� aib� loc cel pu�in una din condi�iile: 

(i) mul�imea C este m�rginit�; 

(ii) func�ia F este coerciv�;                  

atunci problema P’ are cel pu�in o solu�ie. Dac�, în plus, func�ia F este strict convex�, 

atunci problema P’ are solu�ie unic�. 

Demonstra�ie. Fie α ∈ [- ∞, + ∞ ) astfel încât inf
u C∈

F(u) = α. Exist� atunci un �ir  

(un)n∈N* în C astfel încât lim
n→∞

F(un) = inf
u C∈

F(u) = α. Vom ar�ta c� �irul (un)n∈N* este 

m�rginit. 

Dac� are loc condi�ia (i), deci mul�imea C este m�rginit�, atunci �irul  (un)n∈N* ⊆ C 

este de asemenea m�rginit. 

Dac� are loc condi�ia (ii), s� presupunem c�  (un)n∈N*  nu este m�rginit. În acest caz 

va exista ( un i
)i∈N* un sub�ir a lui  (un)n∈N*  astfel încât lim

i→∞
|| un i

|| = + ∞. Func�ia F fiind 

coerciv� va implica c� lim
i→∞

F( un i
) = + ∞, care este contradic�ie cu                      

lim
i→∞

F( un i
) = α ∈ [- ∞, + ∞ ). 
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În ambele cazuri �irul (un)n∈N*  trebuie s� fie m�rginit, ceea ce implic� c� exist�   

( un i
)i∈N* un sub�ir a lui  (un)n∈N* convergent la un element u ∈ C = C. Func�ia F este 

inferior semicontinu� în u, ceea ce pe baza rela�iei (1.2) implic� 

                  F(u) ≤ lim
i→∞

F( un i
) = α. 

Ob�inem a�adar α ≠ - ∞ �i c� u este o solu�ie a problemei P’. 

Dac�, în plus, func�ia F este strict convex�, s� presupunem c� problema P’ are dou� 

solu�ii diferite u1 �i u2. Mul�imea solu�iilor lui P’ este, conform Propozi�iei 5.11, convex�, 

ceea ce înseamn� c� �i 
u u1 2

2
+

    este solu�ie a problemei P’.Din (2.7) avem îns� c�  

                            F(
u u1 2

2
+

) < 
1
2

F(u1) + 
1
2

F(u2) = α, 

ob�inând o contradic�ie cu faptul c� 
u u1 2

2
+

 este solu�ie a problemei P’.                            n 

Obseva�ia 5.8. Revenind la problema P, s� presupunem c� sunt îndeplinite ipotezele 

Teoremei 5.10. Fie Y un spa�iu Banach reflexiv �i Y* dualul s�u. Pe baza Propozi�iei 5.4 

problema dual� P* se poate scrie astfel  

(P*)                     sup
* *p Y∈

 { - h*(p*) } 

 care este echivalent� cu  

(P*)                - inf
* *p Y∈

{ h*(p*) }. 

Condi�ia (C) din Teorema 5.10  fiind îndeplinit� rezult� c� h este continu� în 0, ceea 

ce implic� c� este inferior semicontinu�. Fiindc� h(0) este finit rezult� c� problema P este 

normal�. R�mâne s� ar�t�m c� problema P* are solu�ie, ceea ce pe baza Teoremei 5.8 ar 

implica c� problema P este stabil�.  

Func�ia  h* :  Y* →  ℜ fiind din Γ0(Y*) este convex� �i inferior semicontinu� pe Y* 

�i oricare ar fi  a ∈ ℜ  mul�imea { p* ∈ Y* | h*(p*) ≤ a } este m�rginit�. Vom ar�ta c� 

func�ia h* este coerciv�.  

Fie (pn*)n∈N* un �ir din Y* astfel încât  lim
n→∞

|| pn*|| = + ∞. S� presupunem c�    

lim
n→∞

h*(pn*) < + ∞. Implic� c� exist� a0 ∈ ℜ astfel încât, oricare ar fi n ∈ N*,              
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h*(pn*) ≤ a0. Mul�imea { p* ∈ Y* | h*(p*) ≤ a0 } este îns� m�rginit� de unde rezult� c� 

exist� c ≥ 0 astfel încât, oricare ar fi n ∈ N*, || pn* || ≤ c. Am ajuns la contradic�ie cu faptul 

c� lim
n→∞

|| pn*|| = + ∞. 

Func�ia h* :  Y* →  ℜ este a�adar �i coerciv� , Teorema 5.12 asigurându-ne astfel c� 

problema  

                            inf
* *p Y∈

{ h*(p*) } 

are solu�ie. Rezult�, în consecin��, c� �i problema  

(P*)                     sup
* *p Y∈

 { - h*(p*) } = - inf
* *p Y∈

{ h*(p*) } 

are solu�ie.                     n 

În finalul acestei sec�iuni vom demonstra câteva rezultate care stabilesc leg�tura 

dintre solu�iile problemelor P �i P* în cazul în care acestea exist�. 

Propozi�ia 5.13. Dac� problemele P �i P* admit solu�ii �i dac� are loc 

(5.8)                     inf P = sup P*,  

care este un num�r finit, atunci fiecare solu�ie u0 a lui P �i fiecare solu�ie p0* a lui P* sunt 

legate prin rela�ia de extremalitate 

(5.9)                     Φ(u0, 0) + Φ*(0, p0*) = 0, 

echivalent� cu 

(5.10)                   (0, p0*) ∈ ∂Φ(u0, 0). 

Reciproc, dac� u0 ∈ V �i p0* ∈ Y* verific� rela�ia de extremalitate (5.9), atunci u0 

este solu�ie a problemei P, p0* este solu�ie a problemei P*  �i are loc rela�ia (5.8). 

Demonstra�ie. Dac� u0 ∈ V este solu�ie a problemei P rezult� c�                             

inf P = F(u0) = Φ(u0, 0). Dac� p0* ∈ Y* este solu�ie a problemei P* rezult� c�                  

sup P* = - Φ*(0. p0*), ceea ce, pe baza rela�iei (5.8), implic� c� Φ(u0, 0) + Φ*(0, p0*) = 0. 

Având în vedere c� 0 = < u0, 0> + < 0, p0*> = < (u0, 0) , (0, p0*)> implic� c�      

Φ(u0, 0) + Φ*(0, p0* ) = < (u0, 0),(0, p0*)>. Din Propozi�ia 4.3 rezult� atunci c�                             

(0, p0*) ∈ ∂Φ(u0, 0). 

Reciproc, fie u0 ∈ V �i p0* ∈ Y* care verific� rela�ia (5.9). Am ar�tat îns� c�, 

oricare ar fi u ∈ V �i oricare ar fi p* ∈ Y*, are loc - Φ*(0, p*) ≤ Φ(u, 0). Rezult� c�,  
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oricare ar fi  

p* ∈ Y*,  - Φ*(0, p*) ≤  Φ(u0, 0) = - Φ*(0, p0*), ceea ce implic� c�                                       

-Φ*(0,p0*)  = sup
* *p Y∈

{-Φ*(0, p*)}. 

În mod analog se arat� c� Φ(u0, 0) = inf
u V∈

{Φ(u, 0)}. A�adar, u0 este solu�ie a 

problemei P, p0* este solu�ie a problemei P* �i are loc rela�ia 

                            inf P =  Φ(u0, 0) =- Φ*(0, p0*) = sup P*.                                        n 

Observa�ia 5.9. Oricare ar fi p* ∈ Y*, avem pe baza rela�iei (5.1)                               

Φ*(0, p*) = sup
u V
p Y

∈
∈

{ <0, u> + <p*, p> - Φ(u, p) }≥ sup
u V∈

{<p*, 0> - Φ(u,0)}=         

sup
u V∈

{-Φ(u, 0)}. 

Rezult� c�, oricare ar fi u ∈ V �i oricare ar fi p* ∈ Y*,  Φ(u, 0) + Φ*(0, p*)  ≥ 0. 

Aceast� ultim� inegalitate justific� denumirea de rela�ie de extremalitate a rela�iei 

(5.9). Solu�iile problemelor P �i P* sunt punctele în care rela�ia de mai sus î�i atinge 

minimul. 

Observa�ia 5.10. Dac� problema P este normal�, atunci rela�ia (5.9) are loc. 

Propozi�ia 5.13 are loc dac� una din afirma�iile Propozi�iei 5.9 este adev�rat�. 

Propozi�ia 5.14. Fie V un spa�iu Banach reflexiv �i Φ : V × Y →  ℜ  func�ia 

perturbatoare, astfel încât Φ ∈ Γ0( V × Y ). Presupunem c� este îndeplinit� condi�ia (C) �i 

c�, în plus, dac� u ∈ V astfel încât || u || → + ∞ are loc 

                             Φ(u, 0) → + ∞. 

În aceste condi�ii problemele P �i P* au cel pu�in o solu�ie, are loc inf P = sup P* �i 

rela�iile de extremalitate (5.9) �i (5.10) sunt îndeplinite. 

Demonstra�ie. Func�ia  F : V →  ℜ , definit� prin F(u) = Φ(u, 0) verific� condi�ia 

(ii) din  Teorema 5.12. Fiind  func�ie   convex� �i    inferior   semicontinu�      rezult�    c�                                                        

problema  

                                     inf
u V∈

F(u) 

are solu�ie, ceea ce este echivalent cu faptul c� problema P are solu�ie.  

Din condi�ia (C) rezult� c� problema P este stabil� ceea ce conform Teoremei 5.8 

implic� c� problema P este normal� �i c� problema P* are solu�ie. Din Teorema 5.6  
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ob�inem, în consecin��, c� inf P = sup P* �i c�  acest num�r este finit. Condi�iile din ipoteza 

Propozi�iei 5.13 fiind îndeplinite rezult� c� �i rela�iile de extremalitate (5.9) �i (5.10) sunt 

îndeplinite.                                                     n  
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6. Lagrangean �i puncte �a 

 
În cadrul acestei sec�iuni vom introduce func�ia Lagrangean a problemei P cu 

ajutorul c�reia vom stabili leg�tura dintre no�iunea de dualitate �i problemele de teorie a 

jocurilor. 

Defini�ie. Se nume�te Lagrangean al problemei P relativ la func�ia perturbatoare     

Φ : V × Y →  ℜ , func�ia L: V × Y* →  ℜ   definit� prin 

(6.1)                     L(u, p*) = - sup
p Y∈

{ <p*, p> - Φ(u, p) } 

Observa�ia 6.1. Oricare ar fi u ∈ V, consider�m func�ia Φu : Y →  ℜ , definit� prin 

Φu(p) = Φ(u,p). Conjugata func�iei Φu este func�ia Φu* : Y → ℜ , definit� prin                              

Φu*(p*) = sup
p Y∈

{ <p*, p> - Φu( p) } = sup
p Y∈

{ <p*, p> - Φ(u, p) }. Avem, a�adar, oricare ar fi 

u ∈ V �i oricare ar fi p* ∈ Y*, 

                            L(u, p*) = - Φu*(p*).   

Pe baza Observa�iei 3.3 rezult� c� Φu* ∈ Γ(Y*). 

Propozi�ia 6.1. Oricare ar fi u ∈V, func�ia  Lu: Y* →  ℜ  definit� prin  

(6.2)                      Lu(p*) = L(u, p*) 

este o func�ie concav� �i superior semicontinu� pe Y*. 

Dac� func�ia Φ : V × Y →  ℜ  este convex�, atunci, oricare ar fi p* ∈ Y*, func�ia   

Lp*: V →  ℜ  definit� prin 

(6.3)                     Lp*(u) = L(u, p*) 

este convex�. 

Demonstra�ie. Fie u ∈ V. Oricare ar fi p* ∈ Y*, avem Lu(p*) = L(u, p*)=  - 

Φu*(p*). Având în vedere c�  Φu*∈ Γ(Y*) rezult�, pe baza Teoremei 2.13, c� func�ia Φu*  
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este convex� �i inferior semicontinu� pe Y*. Se ob�ine, în consecin��, c� func�ia Lu este 

concav� �i superior semicontinu�. 

Fie acum p* ∈Y*, arbitrar. Vom ar�ta c� func�ia Lp* este convex�. Oricare ar fi        

u, v ∈ V �i λ ∈ (0, 1), vom ar�ta c� are loc 

                            Lp*( λu + (1- λ)v ) ≤ λ Lp*(u) + (1- λ)Lp*(v)     

echivalent cu 

                            L( λu + (1- λ)v, p* ) ≤ λ L(u, p*) + (1- λ)L(v, p*).     

Dac� cel pu�in unul dintre numerele  L(u, p*) �i  L(v, p*)  este + ∞ atunci rela�ia are 

loc. 

S� presupunem c� L(u, p*) < + ∞ �i  L(v, p*) < + ∞. Fie a, b ∈ ℜ astfel încât        

L(u, p*) < a �i   L(v, p*) < b. Din rela�ia (6.1) se ob�ine  

 L(u, p*) =  - sup
p Y∈

{ <p*, p> - Φ(u, p) } = inf
p Y∈

{Φ(u, p) - <p*, p>} < a.  

Exist�, atunci, un punct p0 ∈ Y astfel încât L(u, p*) ≤ Φ(u, p0) - <p*, p0> ≤ a. În 

acela�i mod se arat� c� exist� un punct q0 ∈ Y astfel încât L(v, p*) ≤ Φ(v, q0) - <p*,q0>≤b. 

Se ob�ine urm�toarea rela�ie 

L( λu + (1- λ)v, p* )  = inf
p Y∈

{Φ(λu + (1- λ)v, p) -<p*, p>}≤ Φ(λu + (1- λ)v, λp0+(1-λ)q0) -

<p*, λp0+(1-λ)q0 > = Φ( λ(u, p0)+(1-λ)(v, q0) ) - λ<p*, p0> - (1- λ)<p*,q0> ≤ λ( Φ(u, p0) - 

<p*, p0>) + (1-λ)( Φ(v, q0) - <p*, q0> ) ≤ λa + (1- λ)b. 

Dac� facem pe a s� tind� la L(u, p*) �i pe b s� tind� la L(v, p*) rezult� rela�ia 

c�utat�.                                                                             n 

Vom rescrie cu ajutorul Lagrangeanului problemele P �i P*. Pe baza rela�iei (5.1) 

rezult�  

Φ*(u*, p*) = sup
u V
p Y

∈
∈

{ <u*, u> + <p*, p> - Φ(u, p) } = sup
u V∈

{ <u*, u> +                               

sup
p Y∈

[ <p*, p> - Φ(u,p)] = sup
u V∈

{ <u*, u> -  L(u, p*) }. 

Se ob�ine c� Φ*(0, p*) =  sup
u V∈

{ <0, u> -  L(u, p*) } = sup
u V∈

{ -  L(u, p*) }=                  

- inf
u V∈

L(u, p*). În concluzie avem  
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(6.4)                     -Φ*(0, p*) = inf
u V∈

L(u, p*).                    

Problema  

( P* )                   sup
* *p Y∈

{ - Φ*(0, p*) } 

se scrie cu ajutorul Lagrangeanului astfel 

( P* )                   sup
* *p Y∈

inf
u V∈

L(u, p*). 

Presupunând acum c� Φ ∈ Γ0(V × Y), func�ia Φu: Y →  ℜ , definit� prin           

Φu(p) = Φ(u, p) apar�ine lui Γ0(Y), ceea ce, pe baza Propozi�iei 3.3, implic� c� Φu = Φu**. 

Oricare ar fi u ∈V �i oricare ar fi p ∈ Y, ob�inem  

Φ(u, p) = Φu(p) = Φu**(p) = sup
* *p Y∈

{<p*, p> - Φu*( p*) } = sup
* *p Y∈

{<p*, p> + L(u,p*)}. 

Oricare ar fi u ∈ V rezult�  c�  

(6.5)                     Φ(u, 0) =  sup
* *p Y∈

{<p*, 0> + L(u,p*)} = sup
* *p Y∈

L(u,p*).  

Problema 

( P )                     inf
u V∈

{Φ(u, 0)}               

  se scrie cu ajutorul Lagrangeanului astfel 

( P )                     inf
u V∈

sup
* *p Y∈

L(u,p*). 

Observa�ia 6.2. Rela�ia de dualitate slab� sup P* ≤ inf P o putem scrie cu ajutorul 

Lagrangeanului în forma sup inf L ≤ inf sup L, ob�inând o rela�ie binecunoscut� din teoria 

jocurilor. 

Defini�ie. Spunem c� (u0, p0*) ∈ V × Y* este punct �a al Lagrangeanului                  

L: V × Y* →  ℜ  dac� oricare ar fi u ∈ V �i oricare ar fi p* ∈ Y*, are loc 

(6.6)                    L(u0, p*)  ≤  L(u0, p0*)  ≤  L(u, p0*). 

 Teorema 6.2. Fie Φ : V × Y →  ℜ  func�ia perturbatoare a problemei P. Dac�        

Φ ∈ Γ0( V × Y ), atunci urm�toarele afirma�ii sunt echivalente: 

(i) (u0, p0*) ∈ V × Y* este punct �a al lui L. 

(ii) u0 este solu�ie a problemei P, p0* este solu�ie a problemei P* �i are loc rela�ia    

inf P = sup P*. 
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Demonsta�ie. (i)�(ii) Din rela�ia (6.6) rezult� c� L(u0, p0*) = inf
u V∈

L(u, p0*) �i c� 

L(u0, p0*) = sup
* *p Y∈

L(u0, p*).  

Pe baza rela�iilor (6.4) �i (6.5) implic� c� -Φ*(0, p0*) = inf
u V∈

L(u, p0*) = L(u0,p0*) �i 

c� Φ(u0, 0) = sup
* *p Y∈

L(u0,p*)= L(u0, p0*). Se ob�ine în final  Φ(u0, 0) + Φ*(0, p0*) = 0, ceea 

ce pe baza Propozi�iei 5.13 ne conduce la concluzia c� u0 este solu�ie a problemei P, p0* 

este solu�ie a problemei P* �i are loc rela�ia inf P = sup P*. 

(ii)�(i) Din Propozi�ia 5.13 rezult� c� Φ(u0, 0) = -Φ*(0, p0*). �inând cont de (6.4) 

�i (6.5) ob�inem urm�toarea rela�ie 

                            -Φ*(0, p0*) = inf
u V∈

L(u, p0*) ≤ L(u0, p0*) ≤ sup
* *p Y∈

L(u0,p*) = Φ(u0, 0),   

ceea ce înseamn� c� rela�ia (6.6) este adev�rat�.                                                                  n 

Propozi�ia 6.3. Fie Φ : V × Y →  ℜ  func�ia perturbatoare a problemei P. S� 

presupunem c� Φ ∈ Γ0( V × Y) �i c� problema P este stabil�. Atunci, u0 ∈ V este solu�ie a 

problemei P dac� �i numai dac� exist� p0* ∈ Y* astfel încât (u0, p0*) s� fie punct �a al lui 

L. 

Demonstra�ie. Necesitatea. Dac� u0 este solu�ie a problemei P rezult�, pe baza 

Teoremei 5.6 �i a Teoremei 5.8, c� problema P* admite solu�ii �i c� are loc inf P = sup P*. 

Fie  p0* ∈ Y* o solu�ie a problemei P*. Conform Teoremei 6.2 rezult� c�                         

(u0, p0*) ∈ V × Y* este punct �a al Lagrangeanului L. 

Suficien�a. Din Teorema 6.2, (u0, p0*) ∈ V × Y* fiind punct �a  al lui L,  rezult� c�     

u0 ∈ V este solu�ie a problemei P.                        n 
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7. Aplica�ii ale teoriei dualit��ii 
 

Teorema lui Farkas 
Ca o prim� aplica�ie a teoriei dualit��ii vom prezenta o metod� de ob�inere a unor 

teoreme de alternativ�. Fiind date date dou� sisteme de ecua�ii sau inecua�ii, o teorem� de 

alternativ� afirm� c� dintre cele dou� sisteme sunt compatibile primul sau al doilea, dar 

niciodat� amândou�. Metoda aceasta de ob�inere a teoremelor de alternativ� a fost 

prezentat� de G. Wanka [18], care  în [19]  redescoper� teorema lui Gale. În cele ce 

urmeaz�, cu ajutorul acestei metode, vom ob�ine teorema lui Farkas, care poate fi scris� ca  

teorem� de alternativ� [13]. Procedeul const� în determinarea problemei duale pentru o 

problem� de optimizare �i în demonstrarea existen�ei dualit��ii tari între cele dou� 

probleme . 

Un alt procedeu de ob�inere a teoremelor de alternativ� a fost dat de A. Dax [5].  

În spa�iu vectorial ℜn consider�m urm�toarele rela�ii de ordine par�ial� pentru         x 

=(x1, x2, ..., xn), y =(y1, y2, ..., yn) ∈ ℜn : 

x >  y   dac� �i numai dac�, oricare ar fi i ∈ {1,2, ..., n}, avem xi ≥ yi; 

x ≥ y dac� �i numai dac� x >  y �i x ≠ y; 

x > y dac� �i numai dac�, oricare ar fi i ∈ {1,2, ..., n}, avem xi > yi. 

Teorema lui Farkas este dat� în [4] în forma urm�toare: 

Fie p ∈ N* �i u, v1, v2, ..., vp∈ ℜn. Sistemul de inecua�ii din  ℜn  

                            
< > <
< > ≤ ∈

�
�
�

x u

x v i pi

,

, , { , ,..., }

0

0 1 2
  

este incompatibil dac� �i numai dac� exist� a = (a1, a2,..., ap) ∈ ℜ+
p astfel încât  

                                        u + 
i

p

=
�

1
aivi = 0. 

Teorema lui Farkas se poate reformula ca teorem� de alternativ� astfel: 
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Teorema 7.1. Fie p ∈ N* �i u, v1, v2, ..., vp∈ ℜn. Atunci sistemul  

(7.1)                       

x

x v ui
i

i

p

>

+ =

�

�
�

�
�

=
�

0

0
1

 

 

are solu�ii în ℜp sau sistemul 

 

(7.2)                      
< > <
< > ≤ ∈

�
�
�

y u

y v i pi

,

, , { , ,..., }

0

0 1 2
  

 

are solu�ii în ℜn, dar niciodat� nu pot avea amândou� solu�ii. 

Observa�ia 7.1. Sistemul  

 

( 7.3 )                     

x

x v ui
i

i

p

<

=

�

�
�

�
�

=
�

0

1

 

 

are solu�ie în ℜp dac� �i numai dac� sistemul (7.1) are solu�ie în ℜp. Se observ� c� x ∈ ℜp 

este o solu�ie a sistemului (7.1) dac� �i numai dac� x’ = -x ∈ ℜp este o solu�ie a sistemului 

(7.3). 

Oricare ar fi i ∈ {1, 2 ,..., 2n+p}, consider�m ai ∈ ℜp  definite astfel: 

dac� i ∈ {1, 2, ..., p}, ai = ei, unde ei sunt vectorii bazei canonice ai lui ℜn ;     

dac� i ∈ {p+1, p+2, ..., p+ n}, ai = (vi-p
1, vi-p

2, ..., vi-p
p ) ; 

dac� i ∈ {p+ n +1, p+ n+ 2, ..., p+ 2n}, ai = - ai-n. 

Oricare ar fi i ∈ {1, 2, ..., 2n+p}, consider�m bi ∈ ℜ definite astfel: 

dac� i ∈ {1, 2, ..., p}, bi = 0 : 

dac� i ∈ {p+1, p+2, ..., p+ n}, bi = ui-p;  

dac� i ∈ {p+ n +1, p+ n+ 2, ..., p+ 2n}, bi = - bi-n. 

Ob�inem, prin urmare, matricea A ∈ ℜp × ℜ2n + p �i matricea coloan� b ∈ ℜ2n+p: 
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A = 

a

a

a

a

a

a

p

p

p n

p n

p n

1

1

1

2

�

�

�

+

+

+ +

+

�

�

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

   = 

1 0 0

0 0 1

1
1

1
2

1

1 2

1
1

1
2

1

1 2

�

�����������

�

�

�����������

�

�

�����������

�

v v v

v v v

v v v

v v v

p

n n n
p

p

n n n
p

− − −

− − −

�

�

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

, b = 

b

b

b

b

b

b

p

p

p n

p n

p n

1

1

1

2

�

�

�

+

+

+ +

+

�

�

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

 = 

0

0

1

1

�

�

�

u

u
u

u

n

n

−

−

�

�

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

. 

Sistemul (7.3) se poate scrie atunci în urm�toarea form� 

(7.3)                      
< > ≤
∈ +

�
�
�

a x b
i n p

i i,
{ , , , }1 2 2�

. 

Consider�m în continuare urm�toarea problem� de optimizare 

( P )             
< > ≤
∈ +
a x b

i n p
i i i,

{ ,2, ,2 }

inf
1 �

|| ||x xi
i

n p

−
=

+

� 1
2

2

. 

Observa�ia 7.2. Minimul lui P este 0 dac� �i numai dac� exist�, oricare ar fi             

i ∈ {1, 2, ..., 2n+p}, xi ∈ ℜp astfel încât < ai, xi > ≤ bi �i, în plus, x1 = x2 = ... = x2n+p  = x. 

Acest lucru este echivalent cu faptul c� sistemul (7.3) are solu�ie.   

Vom determina, în continuare, duala problemei P. Consider�m spa�iul vectorial         

Y = ℜp ×...× ℜp × ℜ2n+p, unde ℜp apare de (2n + p -1) ori. Fie Φ : ℜp ×...× ℜp × Y→ ℜ , 

func�ia perturbatoare a problemei P, definit� prin 

Φ(x1, x2,..., x2n+p,ϕ, γ)=
|| ||, , , { , ,..., }

,

x x daca a x b i n p

in caz contrar

i i i i i i
i

n p

+ − < > − ≤ ∀ ∈ +

+ ∞

�

�
�

�
�

=

+

� ϕ γ1
2

2

1 2 2
, 

 

unde ϕ =(ϕ2, ϕ3, ..., ϕ2n+p) �i γ = (γ1, γ2,..., γ2n+p) astfel încât, oricare ar fi i ∈{2, 3, ...,2n+p},  

 ϕi ∈ ℜp �i, oricare ar fi i ∈{1, 2, ...,2n+p}, γi ∈ ℜ.  

Observa�ia 7.3. Am considerat �i  spa�iul vectorial V = ℜp ×...× ℜp, unde ℜp apare 

de (2n + p) ori. Problema P se mai poate scrie 
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( ~P )               
( , , , )

inf
x x x Vn p1 2 2� + ∈

~F (x1, x2, ..., x2n+p), 

func�ia ~F : V → ℜ  fiind definit� prin 

~F ( x1, x2, ..., x2n+p) = 
|| ||, , , { , ,..., }

,

x x daca a x b i n p

in caz contrar

i i i i
i

n p

− < > ≤ ∀ ∈ +

+ ∞

�

�
�

�
�

=

+

� 1
2

2

1 2 2
. 

Cele dou� probleme sunt identice �i am putut ata�a func�ia perturbatoare a 

problemei ~P , definit� mai înainte, problemei P. 

Problema perturbat� care se ob�ine este urm�toarea 

( Pϕ, γ)             
x

i n p
i

p∈ℜ
∈ +{ ,2, ,2 }

inf
1 �

Φ(x1, x2,  ..., x2n+p, ϕ, γ). 

Dac� oricare ar fi i ∈{2, 3, ...,2n+p}, ϕi = (0, 0, ..., 0) ∈ ℜp �i, oricare ar fi                         

i ∈{1, 2, ...,2n+p}, γi = 0, atunci problema Pϕ, γ este chiar problema primal� P. 

Conjugata func�iei Φ va fi func�ia Φ* : V* ×  Y*→ ℜ , definit� prin 

Φ*(x1*, x2*,  ..., x2n+p*, ϕ*, γ*) = 
x i n p

i n p
i

p

i
p

n p

∈ℜ ∀ ∈ +
∈ℜ ∀ ∈ +

∈ℜ +

, { ,2, ,2 }
, { ,3, ,2 }

sup
1
2

2

�

�ϕ
γ

{ 
i

n p

=

+

�
1

2
< xi*, xi > +           

< γ*, γ> + 
i

n p

=

+

�
2

2
< ϕi*, ϕi > -  Φ(x1, x2,  ..., x2n+p, ϕ, γ) }, 

unde oricare ar fi i ∈{1, 2, ..., 2n+p}, xi* ∈ (ℜp)* �i                                                           

(ϕ*, γ*) = (ϕ2*, ϕ3*, ..., ϕ2n+p*, γ1*, γ2*,..., γ2n+p* ) ∈ Y*. Având în vedere cum a fost 

definit� func�ia Φ ob�inem 

Φ*(x1*, x2*,  ..., x2n+p*, ϕ*, γ*) = 
x i n p

i n p

a x b i n p

i
p

i
p

n p

i i i i

∈ℜ ∀ ∈ +
∈ℜ ∀ ∈ +

∈ℜ
< >≤ + ∀ ∈ +

+

, { ,2, ,2 }
, { ,3, ,2 }

, , { ,2, ,2 }

sup
1
2

1
2

�

�

�

ϕ
γ

γ

{ 
i

n p

=

+

�
1

2
< xi*, xi > +      

< γ*, γ> + 
i

n p

=

+

�
2

2
< ϕi*, ϕi >  - 

i

n p

=

+

�
2

2
|| xi + ϕi - x1 || }. 
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Consider�m  y = (y2, y3, ..., y2n+p) ∈ ℜp × ...× ℜp �i z = (z1, z2,..., z2n+p) ∈ ℜ2n+p astfel 

încât : 

oricare ar fi i ∈{2, 3, ..., 2n+p}, yi = xi + ϕi - x1 ; 

oricare ar fi i ∈{1, 2, ..., 2n+p}, zi = γi + bi - <ai, xi>. 

F�când aceste schimb�ri de variabil� rezult� 

Φ*(x1*, x2*,  ..., x2n+p*, ϕ*, γ*) = 
z x i n p
y i n p

i i
p

i
p

≥ ∈ℜ ∀ ∈ +
∈ℜ ∀ ∈ +

0, 1
2
, { ,2, ,2 }

, { ,3, ,2 }

sup
�

�

{ 
i

n p

=

+

�
1

2
< xi*, xi > +         

i

n p

=

+

�
2

2
< ϕi*, x1 + yi - xi> + 

i

n p

=

+

�
1

2
γi*(zi -bi + <ai, xi>)-

i

n p

=

+

�
2

2
 || yi || } = 

z x i n p
y i n p

i i
p

i
p

≥ ∈ℜ ∀ ∈ +
∈ℜ ∀ ∈ +

0, 1
2
, { ,2, ,2 }

, { ,3, ,2 }

sup
�

�

 { <x1*, x1 > + 
i

n p

=

+

�
2

2
[ < ϕi*, yi > - || yi || ] +                           

i

n p

=

+

�
2

2
< xi*  +  γi*ai - ϕi* ,  xi>  +   < γ1*a1, x1> + 

i

n p

=

+

�
2

2
< ϕi*, x1 > + < γ*, z - b> } =          

i

n p

=

+

�
2

2

sup
y i

p∈ℜ
[ < ϕi*, yi > - || yi || ]      +       

i

n p

=

+

�
2

2

sup
x i

p∈ℜ
< xi

* + γi
*ai - ϕi

* , xi > +              

sup
x p

1 ∈ℜ
< x1

* + γ1
*a1 +

i

n p

=

+

�
2

2
ϕi

*,  x1 > + sup
z>0

 < γ*, z> - <γ*, b>,  

unde z = (z1, z2,..., z2n+p) >  0 dac� oricare ar fi i ∈{1, 2, ..., 2n+p}, zi ≥ 0. 

Pentru a determina duala trebuie ca oricare ar fi i ∈{1, 2, ..., 2n+p}, xi* = 0. 

Problema dual� a lui P va fi 

( P* )  
ϕ
γ

i
p

i

i n p
i n p

* , { ,3,... }
* , { ,2,... }

sup
∈ℜ ∀ ∈ +
∈ℜ ∀ ∈ +

2 2
1 2

{ - Φ*(0, 0,  ..., 0, ϕ*, γ*) } 

 care este echivalent� cu 
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(P*) 
ϕ
γ

i
p

i

i n p
i n p

* , { ,3,... }
* , { ,2,... }

sup
∈ℜ ∀ ∈ +
∈ℜ ∀ ∈ +

2 2
1 2

{ 
i

n p

=

+

�
2

2

sup
y i

p∈ℜ
[ < ϕi*, yi > - || yi || ] +        

i

n p

=

+

�
2

2

sup
x i

p∈ℜ
< γi

*ai - ϕi
* , xi > + sup

x p
1 ∈ℜ

< γ1
*a1 +

i

n p

=

+

�
2

2
ϕi

*, x1 > + sup
z>0

 < γ*, z> - < γ*, b> }. 

Dac�, oricare ar fi i ∈{1, 2, ..., 2n+p}, are loc || ϕi* || ≤ 1, atunci < ϕi*, yi > ≤ || yi ||, 

pentru fiecare  yi ∈ ℜp �i de aici rezult� c�, pentru fiecare i ∈{1, 2, ..., 2n+p},              

sup
y i

p∈ℜ
[ < ϕi*, yi > - ||yi|| ] = 0. Impunând condi�ia ca γ* = (γ1*, γ2*,..., γ2n+p* ) <  0  implic� 

c�  sup
z>0

< γ*, z> =0. De asemenea mai impunem condi�iile ca γ1*a1 = - 
i

n p

=

+

�
2

2
ϕi* �i ca, 

oricare ar fi i ∈{2, 3, ..., 2n+p}, s� aib� loc ϕi* = γi*ai. 

Problema dual� se scrie în aceste condi�ii 

( P* ) 

γ γ ϕ

ϕ ϕ γ

*

|| || , , { ,3,...,2 }

* *

* * *

sup
< = −

≤ = ∀ ∈ +
= =

+
�0,

1 2

1 1
2

2
a

a i n p

i
i

n p

i i i i

 < γ*, b>. 

Dac� elimin�m, oricare ar fi i ∈ {2, 3, ..., 2n+p}, pe ϕi* ob�inem problema dual� în 

urm�toarea form� 

 ( P* )     

γ γ

γ

*

| |
|| ||

, { ,3,...,2 }

*

*

sup
< =

≤ ∀ ∈ +

= =

+
�0, 0

1
2
1

2

i i
i

n p

i
i

a

a
i n p

        <γ*, b>.  

Observa�ia 7.3. F�r� a restrânge generalitatea putem considera c� || ai || > 0 pentru 

fiecare i∈{2, 3,...,2n+p}. Dac� ar exista i0∈{2, 3,...,2n+p} astfel încât || a i0 || = 0, aceasta 

ar implica a i0  = 0, ceea ce ne-ar permite s� elimin�m linia i0 f�ra a schimba natura 

sistemului. 

Propozi�ia 7.2. Problema P este stabil�. 
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Demonstar�ie. Vom ar�ta c� func�ia perturbatoare  Φ : V × Y→ ℜ  este convex�.                                         

Fie (x1, x2,  ..., x2n+p, ϕ, γ), (y1, y2,  ..., y2n+p, ϕ’, γ’) ∈ V × Y �i λ ∈ (0, 1). Va trebui s� 

ar�t�m  c� : 

Φ(λx1+ (1-λ)y1,...,λx2n+p+ (1-λ)y2n+p, λϕ + (1-λ)ϕ’, λγ + (1-λ)γ’) ≤ λΦ( x1, x2, ..., x2n+p,ϕ,γ) 

+ (1-λ)Φ(y1, y2,  ..., y2n+p, ϕ’, γ’). 

Dac�, oricare ar fi i∈{1,2,...,2n+p}au loc rela�iile <ai, xi> - bi ≤ γi �i <ai,yi>-bi ≤ γ’i, 

atunci, oricare ar fi i∈{1, 2,...,2n+p}, <ai, λxi+ (1-λ)yi > - bi ≤  λγi + (1-λ)γi’, ceea ce 

implic� c� 

 Φ(λx1+ (1-λ)y1 ,..., λx2n+p+ (1-λ)y2n+p, λϕ + (1-λ)ϕ’, λγ + (1-λ)γ’) =                           

i

n p

=

+

�
2

2
|| λxi+(1-λ)yi +λϕi+(1-λ)ϕi’-λx1-(1-λ)y1|| ≤ λ

i

n p

=

+

�
2

2
|| xi + ϕi - x1||+(1-λ)

i

n p

=

+

�
2

2
||yi+ϕi’-

y1|| ≤ λΦ( x1, x2, ..., x2n+p,ϕ,γ) + (1-λ)Φ(y1, y2,  ..., y2n+p, ϕ’, γ’). 

Dac� exist� i0∈{1, 2,...,2n+p}astfel încât 

                            < a i0 ,λ xi0
+ (1-λ) y i0 >  - bi0

   > λ γ i0 +(1-λ) γ i0 ’ , 

atunci cel pu�in una din valorile Φ( x1, x2, ..., x2n+p,ϕ,γ) �i  Φ(y1, y2,  ..., y2n+p, ϕ’, γ’) este     

+ ∞ ceea ce face ca rela�ia c�utat� s� fie adev�rat�.  

Fie x  = ( x1 ,..., x n p2 + ) ∈ V astfel încât, oricare ar fi i∈{1, 2,...,2n+p}, <ai, x i > < bi. 

Vom ar�ta c� pentru x ∈ V condi�ia (C) din Teorema 5.10 este adev�rat�. Va trebui s� 

ar�t�m c� func�ia Φ1 : Y→ ℜ , definit� prin Φ1(ϕ,γ) = Φ( x x n p1 2, ,� + ,ϕ,γ), este continu� �i 

finit� în (0, 0) ∈ Y. 

Conform alegerii lui ( x1 ,..., x n p2 + ), oricare ar fi i∈{1, 2,...,2n+p}, are loc              

<ai, x i > - bi < γi = 0, ceea ce implic� c� Φ1(0, 0) = 
i

n p

=

+

�
2

2
|| x i  - x1 || , care este num�r finit. 

Fie ε >0. F�r� a restrânge generalitatea îl putem alege pe ε astfel încât, oricare ar fi 

i∈{1, 2,...,2n+p},<ai, x i > - bi < -ε < 0 < ε. Fie B(0,
ε

2n p+
  ) ={ϕ ∈ ℜp | || ϕ || <  

ε
2n p+

} 

bila deschis� din ℜp. Consider�m W = B(0, 
ε

2n p+
 ) × ... × B(0, 

ε
2n p+

 ) × (- ε, + ε)2n+p, 
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unde B(0, 
ε

2n p+
) apare de (2n + p -1) ori, o vecin�tate deschis� din Y a lui (0, 0). Fie    

(ϕ, γ) = (ϕ 2, ϕ3, ..., ϕ2n+p, γ1, γ2,..., γ2n+p ) ∈ W. Având în vedere c�, oricare ar fi            

i∈{1,2,...,2n+p}, γi ∈ ( -ε, + ε ) rezult� c�, oricare ar fi i∈{1, 2,...,2n+p}, <ai, x i > - bi < γi . 

Pe baza acestei rela�ii se ob�ine 

                            Φ1(ϕ, γ) =  Φ( x1 ,..., x n p2 + ,ϕ,γ) = 
i

n p

=

+

�
2

2
|| x i + ϕi - x1 ||. 

În consecin��, rezult� urm�toarea rela�ie 

|  Φ1(ϕ, γ) - Φ1(0, 0) |  = | 
i

n p

=

+

�
2

2
( || x i + ϕi - x1 || - || x i  - x1 || ) |≤ 

i

n p

=

+

�
2

2
| || x i + ϕi -

x1 || - || x i  - x1 || | ≤ 
i

n p

=

+

�
2

2
|| ϕi || < 

i

n p

=

+

�
2

2 ε
2n p+

 = 
( )2 1

2
n p

n p
+ −

+
ε

  < ε , 

care ne asigur� continuitatea lui Φ1 în (0, 0). 

Având în vedere �i faptul c� inf P este finit, pe baza Teoremei 2.10, ob�inem c� 

problema P este stabil�.                                  n  

În cele ce urmeaz�  vom nota minP minimul problemei P �i maxP* maximul 

problemei P*. 

Propozi�ia 7.3. Pentru problema P �i duala ei P* are loc urm�toarea rela�ie 

( 7.4 )                   inf P = max P*.         

Demonstra�ie. Problema P fiind stabil� rezult�,  pe baza Teoremei 5.6 �i a Teoremei 

5.8, c� problema P* are solu�ie �i c� inf P = sup P*. Din faptul c� P* are solu�ie rezult� c� 

sup P* = max P*.                             n 

Propozi�ia urm�toare [19] ne va da o caracterizare a solu�iei  problemei P. 

Propozi�ia 7.4. Dac� inf P = 0 atunci problema P are solu�ie, ceea ce este echivalent 

cu min P = 0. 

Demonstra�ie.  Dac� inf P = 0 rezult� c� exist� un �ir ( (x1l, x2l, ..., x2n+pl ) )l ∈ N* în V 

astfel încât, oricare ar fi i ∈ {1, 2, ...., 2n+p }�i oricare ar fi l ∈ N*, are loc < ai, xil > ≤ bi  �i  
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lim
l→∞

 
i

n p

=

+

�
2

2
|| xi l -x 1 l || = 0. Aceast� ultim� rela�ie este echivalent� cu faptul c�, oricare ar fi, 

i ∈ {2,,3, ...., 2n+p }, lim
l→∞

|| xi l -x 1 l || = 0. 

 Pe baza acestei rela�ii rezult� c�, dac� exist� i0 ∈ {1,2,.... 2n+p } astfel încât �irul 

( xi l0
)l∈N* s� fie m�rginit, atunci, oricare ar fi i ∈ {1,2,.... 2n+p }, �irul ( xil )l∈N*  este 

m�rginit. 

S� presupunem c�, oricare ar fi i ∈ {1,2,.... 2n+p }, �irul ( xil )l∈N*  este m�rginit. 

Pentru fiecare i ∈ {1,2,.... 2n+p }, �irul ( xil )l∈N*  admite un sub�ir convergent ( x il h
)h∈N* 

astfel încât lim
h→∞

x il h
 = x i  ∈ ℜp.  

Oricare ar fi i ∈ {1,2,.... 2n + p },  mul�imea { x ∈ ℜp | < ai, xi > ≤ bi} este închis�  

ceea ce implic� c� < ai, x i   > ≤ bi. Rezult�, a�adar, c� punctul ( x1 ,..., x n p2 + ) este solu�ie 

admisibil� pentru problema P. 

Fie i ∈ {2,3,.... 2n + p }, arbitrar. Avem urm�toarea rela�ie, oricare ar fi h ∈ N*, 

                            || x i  - x1||  ≤  || x i  - x il h
|| + || x il h

- x l h1 || + || x l h1  - x1||. 

Dac� facem pe h s� tind� la + ∞ se ob�ine c� 0 ≤ || x i  - x1|| ≤ 0, ceea ce implic� c�          x i  

= x1. Ob�inem c� x1  = x2 = ... = x n p2 +  de unde rezult� c�  ( x1 ,..., x n p2 + ) este solu�ie a 

problemei P �i avem atunci c� min P =0. 

S� presupunem acum c� oricare, ar fi i ∈ {1,2,.... 2n+p }, �irurile ( xil )l∈N*  sunt 

nem�rginite �i c� problema P nu admite solu�ii, deci min P > 0.  

Oricare ar fi i ∈ {1,2,....,2n+p }, fie semispa�iul închis Si = { x ∈ ℜp | < ai, xi > ≤ bi}, 

f�cut de hiperplanul Hi = { x ∈ ℜp | < ai, xi > = bi}. Din min P >0 rezult� c� Si
i

n p

=

+
= ∅

1

2

� . 

Dac�, oricare ar fi i, j ∈ {1, 2, .... 2n+p }, Hi ∩ Hj = ∅, echivalent cu faptul c� 

hiperplanele Hi sunt paralele între ele pentru fiecare i ∈ {1, 2, .... 2n+p }, rezult�  c� exist� 

dou� semispa�ii închise Sr �i Ss disjuncte. Având în vedere c�  ( xrl )l∈N* ⊆ Sr �i                    

( xsl )l∈N*  ⊆ Ss are loc urm�toarea rela�ie 

                            0 ≤ || xrl - xsl || ≤ || xrl - x0l ||  + || x0l - xsl ||.   
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 F�cându-l pe l s� tind� la + ∞ se ob�ine lim
l→∞

|| xr l -xsl || = 0, care este în contradic�ie 

cu faptul c� d(Sr, Ss ) = inf { || x- y || | x ∈ Sr, y ∈ Ss } > 0. 

Dac� nu sunt toate hiperplanele Hi paralele între ele, fie k num�rul maxim de 

semispa�ii cu intersec�ia nevid�, 2 ≤ k ≤ 2n + p - 1. Consider�m aceste semispa�ii            

Si1
,..., Si k

, unde pentru j ∈ {1,2,..., k}, ij ∈ {1,2,..., 2n + p}. Alegerea acestor semispa�ii 

nu este unic�. Not�m S = Si
j

k

j
=1
� , care este o mul�ime nevid� �i închis�. Exist� atunci un  

semispa�iu închis Sr,  r ∈ {1, 2, ..., 2n + p}, astfel încât, oricare ar fi j ∈ {1, 2, ..., k},    

Si j
≠ Sr �i S ∩ Sr =  ∅. Aceast� ultim� condi�ie este echivalent� cu                                

d(Sr, S) = inf { || x- y || | x ∈ Sr,  y ∈S } > 0. 

Consider�m �irul ( xsl )l∈N* , s ∈ {i1, i2, ..., ik} cu proprietatea c� admite un sub�ir în 

S �i �irul ( xrl )l∈N* ⊆  Sr. Dac� pentru aceste dou� �iruri aplic�m ra�ionamentul de la cazul 

anterior ajungem din nou la contradic�ie.                                    n 

Propozi�ia 7.5. Sistemul (7.3) are  solu�ie dac� �i numai dac� min P = 0. 

Demonstra�ie. Pe baza Observa�iei 7.2 rezult� c� (7.3) are solu�ie dac� �i numai 

dac� inf P = 0. Conform Propozi�iei 7.4 acest lucru este echivalent cu min P = 0.              n 

Vom demonstra acum principalul rezultat al acestui paragraf. 

Teorema 7.6. În ipotezele anterioare are loc urm�toarea alternativ� 

(i) sistemul ( 7.3) are solu�ie x ∈ ℜp 

sau 

(ii) sistemul 

 (7.5)                      

γ

γ

γ

i i
i

n p
a

b

∗

=

+

∗

∗

=

<

< > >

�

�

�
�
�

�

�
�
�

� 0

0

0

1

2

,

 

 are solu�ie γ* = (γ1*, γ2*,..., γ2n+p* ) ∈ ℜ2n+p dar nu pot avea solu�ie simultan. 
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Demonstra�ie. Dac� sistemul (7.3) are solu�ie rezult�, pe baza Propozi�iei 7.5, c�    

min P = 0, ceea ce, conform Propozi�iei 7.3, rezult� c� max P* = 0.  

Oricare ar fi γ* ∈ ℜ2n+p, cu proprietatea c� γ* < 0, 
i

n p

=

+

�
1

2
γi*ai = 0 �i pentru fiecare 

i∈{2, 3,...,2n+p},  | γi *| ≤ 
1

|| ||a i
, are loc < γ*, b> ≤ 0. 

S� presupunem c� sistemul (7.5) are solu�ie. Fie θ*  =  (θ1*,..., θ2n+p* ) ∈ ℜ2n+p o 

solu�ie a acestui sistem. Consider�m M , P ∈ ℜ+* astfel încât, oricare ar fi                    

i∈{2, 3,...,2n+p}, 0 < M < 
1

|| ||a i

 �i P = max {
θ i

M
i n p

*
| { , ,..., }∈ +2 3 2 }. Fie γ* ∈ ℜ2n+p,  

γ* = 
1
P

θ* ∈ ℜ2n+p. 

Din faptul c� θ* < 0 implic� c� γ* < 0. De asemenea din 
i

n p

=

+

�
1

2
θi*ai = 0 implic� c�  

i

n p

=

+

�
1

2
γi*ai = 0 �i mai avem c� ∀ i ∈ {2,3,. . ., 2n + p}, | γi

*| = 
θ i

p
*

≤ M < 
1

|| ||a i

 . Având c�           

< θ*, b >  > 0 ob�inem c� < γ*, b > > 0, ceea ce ne conduce la contradic�ie. A�adar sistemul 

(7.5) nu poate avea solu�ie.     

Dac� sistemul (7.3) nu are solu�ie rezult�, pe baza Propozi�iilor 7.3, 7.4 �i 7.5, c�   

maxP* = inf P > 0. Exist� în acest caz  γ* ∈ ℜ2n+p, cu proprietatea  γ* < 0,  
i

n p

=

+

�
1

2
γi*ai = 0 

�i pentru fiecare i∈{2, 3,...,2n+p},  | γi *| ≤ 
1

|| ||a i
,  astfel încât  < γ*, b> > 0. Acest γ* este o 

solu�ie pentru sistemul (7.5), astfel c� (ii) este adev�rat�.                               n 

În final, vom demonstra echivalen�a dintre existen�a solu�iei sistemului (7.5) �i a 

solu�iei sistemului (7.2). 

Teorema 7.7. Sistemul 

(7.2)                      
< > <

< > ≤ ∈
�
�
�

y u

y v i pi

,

, , { , ,..., }

0

0 1 2
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are solu�ie în ℜn dac� �i numai dac� sistemul 

(7.5)                      

γ

γ

γ

i i
i

n p
a

b

∗

=

+

∗

∗

=

<

< > >

�

�

�
�
�

�

�
�
�

� 0

0

0

1

2

,

 

are solu�ie în ℜ2n+p. 

Demonstra�ie. Necesitatea. Fie y = (y1, y2, ..., yn) ∈ ℜn solu�ie a sistemului (7.2). 

Oricare ar fi j ∈ {1, 2, ...,  n}, exist�, atunci, θp+j* �i θn+p+j*  numere reale pozitive astfel 

încât yj = θp+j* - θn+p+j*. Se ob�ine, prin urmare,  

                            
j

n

=
�

1
vj

i (θp+j* - θn+p+j*) ≤ 0, 

oricare ar fi i ∈ {1, 2, ...,  p}, �i  

                            
j

n

=
�

1
uj

 (θp+j* - θn+p+j*) < 0. 

Oricare ar fi i ∈ {1, 2, ...,  p}, fie θi* = - 
j

n

=
�

1
vj

i (θp+j* - θn+p+j*). Ob�inem                

θ* = (θ1*, θ2*,..., θ2n+p* ) ∈ ℜ2n+p cu proprietatea θ* >  0 , 
j

n

=
�

1
uj

 (θp+j* - θn+p+j*) < 0 �i 

oricare ar fi i ∈ {1, 2, ...,  p},  θi* + 
j

n

=
�

1
vj

i (θp+j* - θn+p+j*) = 0. �inând cont de defini�ia lui 

ai �i bi, oricare ar fi i∈{1, 2, ..., 2n + p}, au loc urm�toarele rela�ii
i

n p

=

+

�
1

2
θi*ai = 0, θ* > 0 �i  

< θ*, b > < 0. 

Dac� consider�m γ* ∈ ℜ2n+p, γ* = -θ* , atunci rezult� c� γ* este solu�ie a sistemului 

(7.5). 
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Suficien�a. Fie γ* = (γ1*, γ2*,..., γ2n+p* ) ∈ ℜ2n+p  o solu�ie a sistemului (7.5). Se 

ob�ine a�adar 

                            
j

n

=
�

1
uj

 (γp+j* - γn+p+j*) > 0 

�i, oricare ar fi i ∈ {1, 2,  ..., p}, 

                                       
j

n

=
�

1
vj

i (γp+j* - γn+p+j*) = - γi*. 

Dac� not�m, oricare ar fi j ∈{1, 2, ..., n}, yj = γp+j* - γn+p+j* ob�inem                                         

y = (y1, y2, ..., yn) ∈ ℜn  care verific� 
j

n

=
�

1
ujyj > 0 �i, oricare ar fi i ∈ {1, 2, ..., p},        

j

n

=
�

1
vj

i yj= - γi*. Având în vedere c�, oricare ar fi i ∈ {1, 2,  ..., p}, γi* ≤ 0 se ob�ine 

                                       < u, y > > 0   

�i oricare ar fi i ∈ {1, 2, ..., p} 

                                       < vi, y > ≥  0. 

Punctul z ∈ ℜn, z = -y va fi solu�ie a sistemului (7.2).                                               n 

 

Dualitate pentru problema de aproximare 

În acest paragraf se va determina duala problemei de aproximare în cazul cel mai 

general, rezultate ce se vor particulariza pentru problema de cea mai bun� aproximare 

convex� �i problema de loca�ie. Se vor ob�ine în final condi�iile Kolmogorov atât pentru 

problema de cea mai bun� aproximare convex� cât �i pentru problema de loca�ie. 

Pentru început vom reaminti unele no�iuni de care vom avea nevoie în continuare. 

 

 

 



 66

Defini�ie. Fie V un spa�iu vectorial. O mul�ime K ⊆ V se nume�te con dac�, oricare 

ar fi v ∈ K �i oricare ar fi λ ≥ 0, are loc λv ∈ K. Un con K se nume�te punctat dac�            

K ∩ ( -K ) = ∅.   

În [9] se arat� c�, dac� K ⊆ V este un con convex , atunci se poate introduce pe V o 

rela�ie de ordine par�ial� definit� astfel : 

                            u  ≥
K

v   ⇔ u - v ∈ K. 

Defini�ie. Fie K ⊆ V este un con. Mul�imea K* = { u* ∈ V* | <u*, u> ≥ 0, ∀ u ∈ K} 

se nume�te  conul dual al lui K. 

Conul dual K* define�te de asemenea pe V* o rela�ie de ordine par�ial�: 

                                u*  ≥
K*

v*   ⇔ u* - v* ∈ K*. 

Observa�ia 7.4. Dac� K ⊆ V este un con convex �i închis, atunci are loc K** =K. 

Elementele lui K se pot caracteriza în acest caz în felul urm�tor: 

                            v ∈ K ⇔ < v*, v> ≥ 0, ∀ v* ∈ K*. 

Fie n ∈ N* �i, oricare ar fi i ∈ {1,2, ..., n}, fie ( Vi , || ⋅ ||i ) un spa�iu Banach. Mai 

consider�m, de asemenea, V �i Z dou� spa�ii Banach. Consider�m U ⊆ V o mul�ime 

închis� �i convex� �i oricare ar fi i ∈ {1, 2, ..., n}, Wi ⊆ Vi , de asemenea,  mul�imi închise 

�i convexe. Pentru fiecare i ∈ {1, 2, ..., n}, fie L(V, Vi) mul�imea func�iilor liniare �i 

continue de la V la Vi �i   L(V, Z) mul�imea func�iilor liniare �i continue de la V la Z. Fie 

K1 ⊆ Z un con convex �i, oricare ar fi i ∈ {1, 2, ..., n}, Si ∈ L(V, Vi) , A ∈ L( V, Z) ,      

�∈ V* func�ii liniare �i continue. Mai consider�m un element fixat b ∈ Z �i, oricare ar fi   i 

∈ {1, 2, ..., n},  numerele reale pozitive λi. 

Definim urm�toarea problem� de aproximare 

( Pa )  
u U

x W i n
Au b

i i

K

∈
∈ ∀ ∈

+ ≤
, { ,2,..., }

inf
1

0
1

  { 
i

n

=
�

1
λi || xi - Siu ||i + < � , u > }. 

Pentru a determina duala problemei Pa vom considera spa�iile vectoriale produs     W 

= V × V1 × ... × Vn  �i Y = V1 × ... × Vn × Z.  
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Fie func�ia perturbatoare  Φ : W × Y→ ℜ , definit� prin 

Φ (u, x, ϕ, γ ) = 

λ ϕ γi
i

n

i i i i
K

i i

x S u u daca u U Au b

x W i n
in caz contrar

|| || , , , ,

, { , , , }
,

=
� + − + < > ∈ + ≤

∈ ∀ ∈
+ ∞

�

�

�
�
�

�

�
�
�

1 1

1 2

�

�  , 

unde u ∈ V, x = (x1, x2, …, xn ) ∈ V1 × ... × Vn , ϕ = ( ϕ1, ϕ2, …. ϕn) ∈ V1 × ... × Vn 

�i  γ ∈ Z. 

Problema perturbat� va avea forma  

( Pa ϕ,γ)         
u U

x V V Vn

∈
∈ × × ×1 2 ...

inf Φ (u, x, ϕ, γ ). 

Dac� ϕ = 0 �i γ = 0 atunci problema de mai sus coincide cu problema Pa. 

Func�ia conjugat�  Φ* : W* × Y*→ ℜ  a lui Φ va fi  

Φ* (u*,x*, ϕ*, γ*) =   
u V Z
x V Vn

∈ ∈
∈ × ×
,

, ...

sup
γ

ϕ 1

{ 
i

n

=
�

1
< xi*, xi > + < u*, u > + < γ*, γ > + 

i

n

=
�

1
< ϕi*, ϕi> - Φ( u, x, ϕ, γ > }, 

unde u* ∈ V* , x* = ( x1*, x2*, …, xn* ) ∈ V1* × ... × Vn* ,                                                 

ϕ* = ( ϕ1*, ϕ2*, …. ϕn*) ∈ V1* × ... × Vn* �i γ* ∈ Z*. 

Pe baza defini�iei lui Φ se ob�ine 

Φ*(u*, x*, ϕ*, γ*) = 
u U Au b

x W V i n
K

i i i i

∈ + ≤

∈ ∈ ∀ ∈

,

, , { ,2,..., }

sup
1
1

γ

ϕ

{  
i

n

=
�

1
[ < xi*, xi > + < ϕi*, ϕi >] +       

< u*, u > + <γ*, γ > - 
i

n

=
�

1
λi|| xi + ϕi - Siu ||i - <  � , u > }. 
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Consider�m y = (y1, y2,…, yn )∈ V1 × V2 × … Vn  �i z ∈ Z astfel încât, oricare ar fi 

i∈ {1, 2, …, n }, yi = xi + ϕi - Siu �i z = γ - b - Au. 

În consecin��, rezult� 

Φ*(u*,x*,ϕ*,γ*) =
u U z

x W V i n
K

i i i i

∈ ≥

∈ ∈ ∀ ∈

,

, , { ,2,..., }

sup
0

1
1

ϕ

{
i

n

=
�

1
[< xi*, xi > + <ϕi*, Siu + yi - xi 

>] + < u*, u > + <γ*, Au + b + z > - 
i

n

=
�

1
λi|| yi ||i - <  � , u > } =        

u U z

x W V i n
K

i i i i

∈ ≥

∈ ∈ ∀ ∈

,

, , { ,2,..., }

sup
0

1
1

ϕ

{ 
i

n

=
�

1
[ λi( < 

ϕ
λ
i

i

*
, yi > - || yi ||i ) + < xi*- ϕi*, xi >] + < γ*, z + 

b> + < 
i

n

=
�

1
Si*ϕi* + A*γ* + u* - � , u > } = 

i

n

=
�

1
λi sup

y Vi i∈
( < 

ϕ
λ
i

i

*
, yi > - || yi ||i ) + 

i

n

=
�

1
sup

x Wi i∈
< xi* - ϕi*, xi > + sup

z
K
≥0

1

  < γ*, z> +  sup
u U∈

< 
i

n

=
�

1
Si*ϕi* + A*γ* + u* - � , u >  +  

< γ*, b>.  

Problema dual� a problemei Pa va fi  

( Pa*)                  
( *, *) *

sup
ϕ γ ∈Y

   { - Φ*(0, 0, ϕ*, γ* ) }. 

A�adar, problema Pa* se va scrie astfel 

( *, *) *
sup

ϕ γ ∈Y
  {- Φ*(0, 0, ϕ*, γ* ) } = 

( *, *) *
sup

ϕ γ ∈Y
- { 

i

n

=
�

1
λi sup

y Vi i∈
( < 

ϕ
λ
i

i

*
, yi > -

||yi||i) + 
i

n

=
�

1
sup

x Wi i∈
< - ϕi*, xi > + sup

z
K
≥0

1

  < γ*, z> +  sup
u U∈

< 
i

n

=
�

1
Si*ϕi* + A*γ* - � , u >  +               

< γ*, b>}. 
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Oricare ar fi i ∈{1, 2, …, n}, are loc 

sup
y Vi i∈

( < 
ϕ
λ
i

i

*
, yi > - || yi ||i )  = 

0, || *||
,

daca
in caz contrar

i iϕ λ≤
+ ∞
�
�
�

   

�i, în plus, mai avem  

sup
z

K
≥0

1

  < γ*, z>  = 
0 0

1

, *

,
*

daca

in caz contrar
K

γ ≤

+ ∞

�
�
�

��
 . 

Dac�, oricare ar fi i ∈ {1, 2, …, n}, not�m pi* =  
ϕ
λ
i

i

*
, atunci duala lui Pa are 

urm�toarea form� 

( Pa*)       
γ *

|| *|| , { ,2,... }
*

sup
≤

≤ ∀ ∈

0

1 1
1K

ip i n

{ 
i

n

=
�

1
λi inf

x Wi i∈
< pi*, xi > - <γ*, b> -                        

sup
u U∈

<  
i

n

=
�

1
λiSi*pi* + A*γ* - � , u > }. 

Considerând c� U = K0 este un con convex �i închis, atunci rela�ia u ∈ U este 

echivalent� cu u ≥
K0

0. În aceste condi�ii are loc urm�toarea rela�ie 

 sup
u

K
≥0

0

<  
i

n

=
�

1
λiSi*pi* + A*γ* - � , u > = 

0 0
01

,

,

* * * *
*

daca S p A

in caz contrar

i i i
Ki

n
λ γ+ − ≤

+ ∞

�

�
�

�
�

=
� �

 

 Problema dual� a problemei Pa va fi  

(  Pa* ) 

γ λ γ0
1 01

0, 0

1 1

*
*

* *
*

* *

|| *|| , { ,2,... }

sup
≤ + − ≤

≤ ∀ ∈
=
�

K
i i i

Ki

n

i

S p A

p i n

�

{ 
i

n

=
�

1
λi inf

x Wi i∈
< pi*, xi >  -  <γ*, b> }   

Pe baza Propozi�iei 5.1 are loc sup Pa* ≤  inf Pa. În cele ce urmeaz� vom da o 

teorem� care s� asigure dualitatea tare între problemele Pa �i Pa*. 
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Teorema 7.8. Dac� - ∞ < inf Pa < + ∞ �i dac� exist� u0 ∈ U astfel încât               

Au0 + b ∈ - int K1, atunci problema Pa este stabil�. 

Demonstra�ie. Func�ia Φ : W × Y→ ℜ  este convex� iar num�rul inf Pa este finit. 

Vom ar�ta c� are loc condi�ia (C) din Teorema 5.10 ceea ce ne va conduce la faptul c� 

problema Pa este stabil�. 

Oricare ar fi i ∈ {1,2, …, n }, fix�m xi0 ∈ Wi �i not�m x0 = (x10, x20,…, xn0).  

Consider�m func�ia Φ2 : Y→ ℜ , definit� prin  Φ2(ϕ, γ) = Φ(u0, x0, ϕ, γ). Din ipotez� 

rezult�  c� func�ia Φ2 este  finit� în (0, 0) ∈ Y. R�mâne s� mai ar�t�m c� func�ia Φ2 este 

continu� în (0, 0). 

Din faptul c� -(Au0 + b) ∈ int K1 rezult� c� exist� o vecin�tate deschis� W a lui       

-(Au0 + b) astfel încât W ⊆ K1. Mul�imea W’ = Au0 + b + W este o vecin�tate deschis� a 

lui 0 �i W’ = Au0 + b + W ⊆ Au0 + b + K1. Rezult�, c� oricare ar fi γ ∈ W’, are loc 

                                       γ∈ Au0 + b + K1⇔ γ - Au0 -b ∈ K1 ⇔ γ ≥
K1

Au0 + b. 

Fie ε > 0.Oricare ar fi i ∈ {1, 2, …, n}, consider�m bila deschis� de centru 0 din Vi, 

Vi’ = B(0, 
ε
λn i

) = { ϕi ∈ Vi | || ϕi ||i ≤ 
ε
λn i

 }. Mul�imea V1’× V2’×…×Vn’×W’ este o 

vecin�tate deschis� a lui (0, 0) din V1× V2 × … × Vn × Z = Y. Oricare ar fi                       

(ϕ, γ) = (ϕ1, ϕ2, …, ϕn, γ) ∈ V1’× V2’×…×Vn’×W’, are loc 

           | Φ2 ( ϕ , γ) - Φ2 ( 0 , 0) | = | Φ ( u0 , x0 , ϕ , γ) - Φ( u0 , x0 , 0 , 0)|  =                                          

| 
i

n

=
�

1
λi(|| xi0 + ϕi - Siu0 ||i - || xi0 - Siu0 ||i ) | ≤ 

i

n

=
�

1
λi|| ϕi ||i < 

i

n

=
�

1

ε
n

 = ε.                            n 

Observa�ia 7.5. Dac� ipotezele Teoremei 7.8 sunt verificate rezult�, pe baza 

Teoremei 5.8 �i a Teoremei 5.6, c� problema Pa* are solu�ie �i c� inf Pa= sup Pa*= maxPa*. 

Vom trata în continuare câteva cazuri particulare ale problemei Pa. 
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1. Problema de cea mai bun� aproximare convex� 

În ipotezele problemei Pa consider�m n =1, λ1 =1, V1 = V, b = 0, x ∈ V fixat �i 

func�iile liniare �i continue A = 0 ∈ L(V, Z), S1 = I ∈ L(V, V), �  = 0 ∈ V*. Ob�inem 

problema 

( Pa1)                  inf
u U∈

|| x - u ||.       

Ata�ându-i func�ia perturbatoare Φ : V × V→ ℜ , definit� prin 

                           Φ (u, ϕ ) = 
|| ||,

,
x u daca u U

in caz contrar
+ − ∈

+ ∞
�
�
�

ϕ
 

se ob�ine problema dual�  

( Pa1*)     
|| |
sup
p*| ≤1

{ <p*, x> - sup
u U∈

<p*, u> } =  
|| |
sup
p*| ≤1

{ inf
u U∈

< p*, x-u> }. 

Pe baza Teoremei 5.10 problema  Pa1 este stabil� ceea ce implic�, conform 

Observa�iei 7.5, c�  inf
u U∈

|| x - u || = 
|| |
max

p*| ≤1
{ inf

u U∈
< p*, x-u> }. Având în vedere c�               

|| x -u || = sup
|| |p*| ≤1

< p*, x-u > ob�inem urm�toarea rela�ie 

                           
u U∈
inf  { sup

|| |p*| ≤1
< p*, x-u > } = 

|| |
max

p*| ≤1
{ inf

u U∈
< p*, x-u> }. 

 

2. Problema de loca�ie 

În ipotezele problemei Pa consider�m V1 = V2 = …  = Vn = V, b = 0 �i, oricare ar fi   

i ∈ {1, 2 , …, n}, fix�m xi ∈ V. Consider�m de asemenea func�iile liniare �i continue         

A = 0 ∈ L(V, Z), �  = 0 ∈ V* �i, oricare ar fi i ∈{1, 2 ,…, n}, Si = I ∈ L(V, V). Ob�inem 

problema 

( Pa2 )                  inf
u U∈ i

n

=
�

1
λi|| xi - u ||. 
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Consider�m pentru problema Pa2 func�ia perturbatoare Φ : V ×V×…× V→ ℜ , 

definit� prin 

Φ (u, ϕ1 ,…, ϕn) = 

λ ϕi
i

n

i ix u daca u U

in caz contrar

|| ||,

,

=
� + − ∈

+ ∞

�

�

�
�
�

�

�
�
�

1
. 

Duala problemei Pa2 va fi 

(  Pa2* )               
|| *|| , { ,2..., }

sup
p i ni ≤ ∀ ∈1 1

{ 
i

n

=
�

1
λi< pi*, xi > - sup

u U∈
< 

i

n

=
�

1
λipi*, u > } 

�i �inând cont de faptul c� Pa2 este stabil� se ob�ine 

inf
u U∈ i

n

=
�

1
λi|| xi - u || =

|| *|| , { ,2..., }
sup

p i ni ≤ ∀ ∈1 1
{ 

i

n

=
�

1
λi< pi*,xi > - sup

u U∈
< 

i

n

=
�

1
λipi*, u>}. 

3. Problema de programare liniar� 

În ipotezele problemei Pa consider�m, oricare ar fi i ∈ {1, 2, …, n}, λi = 0 �i U = K0 

un con convex �i închis din V. Ob�inem urm�toarea problem� 

( Pa3 )                  
u

Au b
K

K

≥

+ ≤

0

0
0

1

inf   < � , u >. 

Ata�ându-i func�ia perturbatoare Φ : V × Z→ ℜ , definit� prin 

                            Φ (u, γ ) = 
< > ≥ + ≤

+ ∞

�
�
�

��

�, , ,

,

u daca u Au b

in caz contrar
K K

0
0 1

γ
  , 

ob�inem urm�toarea problem� dual�: 
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( Pa3*)              
γ

γ

*
*

* *
*

sup
≤

− ≤

0

0
1

0

K

K
A �

{ - < γ*, b > }. 

Dac� condi�iile din Teorema 7.8 sunt îndeplinite, atunci problema Pa3 este stabil� �i 

are loc urm�toarea rela�ie 

                           
u

Au b
K

K

≥

+ ≤

0

0
0

1

inf   < � , u >  =
γ

γ

*
*

* *
*

sup
≤

− ≤

0

0
1

0

K

K
A �

{ - < γ*, b > }. 

Considerând V = ℜn,  K0 = ℜ+
n,  Z = ℜm,  K1 = ℜ+

m , A ∈ Mm,n(ℜ) �i                      

b ∈ Mm,1(ℜ) problema Pa3 devine problema de programare liniar� studiat� în [4]. 

În cele ve urmeaz� vom studia rela�iile de extremalitate ale problemei Pa. 

Teorema 7.9. Sunt adev�rate urm�toarele afirma�ii: 

1o Fie (u0, x0) = (u0, x10, x20, …, xn0)  o solu�ie a problemei Pa �i fie îndeplinite 

condi�iile din ipoteza Teoremei 7.8 . Dac� (p0*, γ0*) = (p10*, p20*, …, pn0*, γ0*) este o 

solu�ie a problemei Pa*, atunci, oricare ar fi i ∈{1, 2, …, n}, au loc urm�toarele rela�ii: 

(i)  < pi0*, xi0 - Siu0 > = || xi0 - Siu0 ||; 

(ii)  < pi0*, xi0 > =  inf
x Wi i∈

< pi0*, xi >;  

(iii) < 
i

n

=
�

1
λiSi*pi0* + A*γ0* - � , u0 > = sup

u U∈
< 

i

n

=
�

1
λiSi*pi0* + A*γ0* - � , u >; 

(iv)  < γ0*, Au0 + b > =0. 

2o Dac� (u0, x0) este o solu�ie admisibil� a problemei Pa, iar (p0*, γ0*)  este o solu�ie 

admisibil� a problemei Pa* �i au loc rela�iile (i)-(iv), atunci (u0, x0) este o solu�ie a 

problemei Pa, (p0*, γ0*)  este o solu�ie a problemei Pa* �i are loc min Pa* = max Pa*.  
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Demonstra�ie. 1o Dac�, oricare ar fi i ∈{1, 2, …, n}, ϕi0* = λipi 0*, atunci rezult�, 

pe baza Propozi�iei 5.13, c� Φ(u0, x0, 0, 0) + Φ*(0, 0, ϕ0*, γ0*) =0, echivalent cu  

i

n

=
�

1
λi|| xi0 - Siu0 || + < � , u0 > + 

i

n

=
�

1
λi sup

x Wi i∈
< -pi0*, xi > + < γ0*, b> +          

sup
u U∈

< 
i

n

=
�

1
λiSi*pi0* + A*γ0* - � , u > = 0. 

Pe de alt� parte avem urm�toarea rela�ie 

-
i

n

=
�

1
λi< pi0*, xi0 - Siu0 > -

i

n

=
�

1
λi< - pi0*, xi0 > + < γ0*, Au0 > -                                  

< 
i

n

=
�

1
λiSi*pi0* + A*γ0*, u0 > = 0. 

Adunând cele dou� rela�ii, se ob�ine 

i

n

=
�

1
λi( || xi0 - Siu0 || -< pi0*, xi0 - Siu0 > ) + 

i

n

=
�

1
λi( sup

x Wi i∈
< -pi0*, xi > - < -pi0*,xi0>) 

+ sup
u U∈

< 
i

n

=
�

1
λiSi*pi0* + A*γ0* - � , u - u0> + < γ0*, Au0 + b > = 0. 

Fiecare membru al acestei sume este mai mare sau egal cu 0 ceea ce implic� c� 

trebuie s� fie egal cu 0 �i astfel rela�iile (i)-(iv) sunt îndeplinite. 

2o În aceste condi�ii are loc rela�ia de extremalitate                                                 

Φ( u0 , x0 , 0 , 0) + Φ*(0, 0, ϕ0*, γ0*) = 0, ceea ce pe baza Propozi�iei 5.13 ne asigur� c�    

(u0, x0) este solu�ie a problemei Pa, (p0*, γ0*)  este solu�ie a problemei Pa* �i are loc       

min Pa* = max Pa*.                                                                  n 

Observa�ia 7.6. În cazul problemei de cea mai bun� aproximare convex�, a�a cum 

s-a sugerat în [3], se ob�ine c� u0 ∈ V este solu�ie a problemei Pa1 dac� �i numai dac� exist� 

o func�ie liniar� �i continu� p0* ∈ V* astfel încât 
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(i)  || p0* ||  ≤  1; 

(ii)  < p0*, x - u0 > = || x - u0 ||; 

(iii) oricare ar fi u ∈ U, < p0*, u - u0 > ≤ 0.   

Acest rezultat a fost demonstrat în [17] �i generalizat în [3] �i [20]. 

Observa�ia 7.7. În cazul problemei de loca�ie dac�, oricare ar fi i ∈ {1, 2, …, n},   

xi ∈ V \ U , atunci, pe baza Teoremei 7.9, se ob�ine c� u0 ∈ V este o solu�ie a problemei 

Pa2 dac� �i numai dac�, oricare ar fi i ∈ {1, 2, …, n}, exist� func�iile liniare �i continue         

pi0* ∈ V* astfel încât 

(i)  || pi0* || = 1; 

(ii)  < pi0*, xi - u0 > = || xi - u0 ||; 

(iii) oricare ar fi u ∈ V, <
i

n

=
�

1
λipi0*, u - u0> ≤ 0. 

În [2] s-a demonstrat c� oricare ar fi i ∈ {1, 2, …, n}, pi0* sunt puncte extremale ale 

bilei unitate din V*. 
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