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Introducere

In aceasta lucrare vom prezenta un principiu foarte important in studiul
problemelor de optimizare convexd, numit principiul dualitdtii. El a fost introdus de
W.Fenchel si R.T.Rockafellar si prevede atagarea la o problema de optimizare datd a unei
noi probleme, numitd duala acesteia. Determinarea solutiilor problemei duale permite in
anumite conditii rezolvarea problemei initiale.

Lucrarea de fatd este structuratd pe sapte sectiuni ale cdror continut este prezentat
pe scurt in cele ce urmeaza.

Avand un caracter preliminar, prima sectiune contine notiunile si rezultatele de baza
care intervin frecvent in lucrare. Se defineste notiunea de inferior semicontinuitate a unei
functii si se precizeaza terminologia utilizata.

Cea de-a doua sectiune examineazad unele proprietdti importante ale functiilor
convexe si inferior semicontinue. Se demonstreaza teorema privind continuitatea unei
functii convexe pe interiorul domeniului sau efectiv si cea de caracterizare a invelitorii
superioare a unei familii de functii afin continue. in final se defineste regularizata inferior
semicontinua si ['-regularizata unei functii si se stabileste legatura dintre acestea.

In cea de-a treia sectiune se introduce notiunea de conjugati a unei functii si se
demonstreaza proprietatile acesteia. Se definesc conjugatele de ordin superior si se prezinta
conditiile necesare si suficiente 1n care o functie coincide cu conjugata sa.

Sectiunea a patra este destinata subdiferentiabilitatii unei functii intr-un punct. Sunt
evidentiate legaturile dintre subdiferentiala unei functii Intr-un punct si conjugata acelei
functii. In finalul acestei sectiuni este demonstrati teorema de subdiferentiabilitate a unei
functii convexe si continue intr-un punct.

In cadrul sectiunii a cincea se defineste problema duali a unei probleme de
optimizare precum si notiunile de dualitate slaba si tare. Se prezinta de asemenea criterii de

existenta a dualitdtii tari si legaturile dintre caracteristicile de stabilitate si normalitate



ale problemei primale. In cazul existentei dualititii tari sunt stabilite relatiile de
extremalitate dintre solutiile celor doua probleme, primala si duala.

Prin definirea Lagrangeanului unei probleme de optimizare relativ la functia
perturbatoare se sugereaza, n sectiunea a sasea, existenta unei legaturi dintre notiunea de
dualitate si problemele de teorie a jocurilor.

Sectiunea a saptea contine doud aplicatii ale teoriei dualititii. In cadrul primeia,
pornind de la o problema de optimizare convexa si demonstrand existenta dualitatii tari
intre aceasta problema si duala ei, suntem condusi la binecunoscuta Teorema a lui Farkas.
Pe baza acestui procedeu se pot demonstra si alte teoreme cunoscute de alternativa si se
pot obtine altele noi.

In cea de-a doua aplicatie se trateazi dualitatea problemelor de aproximare,
analizandu-se si cazuri particulare ale acestora, problema de cea mai bunda aproximare
convexd, problema de locatie si cea de programare liniard. Studiindu-se relatiile de
extremalitate se obtin conditiile Kolmogorov de existentd a solutiilor in cazurile problemei
de cea mai buna aproximare convexa si problemei de locatie.

Doresc sd adresez sincere multumiri domnului prof. dr. Wolfgang Breckner pentru

materialul pus la dispozitie, Indrumarile si sugestiile oferite in elaborarea acestei lucrari.



1. Notiuni introductive

Fie V un spatiu vectorial real. Vom defini 1n cele ce urmeaza cateva notiuni care vor
interveni pe parcursul acestei lucrari.

Definitie. Fie u, v € V. Se numeste segment de extremitati u si v multimea
urmatoare:

[uvl={Au+(1-A)v|Ae[0,1]}

Multimea { Au+ (1-A)v | A € [0 ,00) } 0 vom numi semidreapta care pleaca din u si
trece prin v.

Definitie. O submultime A a lui V se numeste convexa daca pentru orice u, ve A
segmentul [u,v] este inclus in A.

Pentru o multime oarecare A < V se numeste invelitoare convexa Inchisa a lui A si
se noteazd co A intersectia tuturor multimilor convexe inchise din V care contin pe A.

Presupunénd, in cele ce urmeazd, ca V este un spatiu vectorial topologic vom defini
inferior semicontinuitatea a unei functii F: V — R intr-un punctue V.

Fie U={ Ug}q < 1 filtrul vecinatatilor lui u in V. Se numeste limita inferioara a lui F

in u , numarul

(1.1) lim F(v) = sup inf F(V).

v—u U,eU V€U

Definitie. Functia F: V — R se numeste inferior semicontinua inu € V daca

(1.2) lim F(v) = F(u).

v—u
Avand in vedere echivalenta definitiei cu filtre cu definitia cu siruri generalizate

avem si urmatoarea definitie pentru inferior semicontinuitatea unei functii intr-un punct.
Definitie. Functia F:V — R se numeste inferior semicontinua inu € V daca

are loc

(1.3) lim F(Xq) 2 F(u)

Xq—U



pentru orice sir generalizat (Xo)oer s Xo, — U.

In [11] este datd urmitoarea caracterizare a inferior semicontinuittii unei functii
intr-un punct.

Propozitia 1.1. Functia F:V — R este inferior semicontinud in u € V daci si
numai daca pntru fiecare y € R care verifica y < F(u) exista o vecinatate deschisa U a lui u

astfel incat y< F(v), oricare ar fi v e U.

Definitie. Functia F:V — R se numeste superior semicontinud in u € V daca

-F este inferior semicontinudinu € V.

Definitie. Functia F: V 5 R se numeste inferior (respectiv superior)
semicontinud pe A < V daca este inferior (respectiv superior) semicontinud in fiecare
punct din A.

Definitie. Hiperplanul H = { ue V| /(u) = o }, unde a € R si ¢ este o
functionala nenuld din V*, separd multimile U; si U, din V daca

(1.4) Yue U, fwW<a si Vve Uy, /f(u) =2a
si separd strict multimile U; si U, din V dacd

(1.5) YVue U, f(w<a si Vve Uy, /() >a.

In continuare vom reaminti doud bine cunoscute teoreme de separare a multimilor
convexe. Demonstratiile lor se gasesc in [14].

Teorema 1.2. Dacd V este un spatiu vectorial topologic real, U; este o submultime
deschisa, convexa si nevida a lui V, iar U, este o submultime convexd a lui V astfel incat
U, NnU, =9, atunci U; si U, pot fi separate printr-un hiperplan inchis din V.

Teorema 1.3. Dacd V este un spatiu local convex real, U; si U, sunt doud
submultimi disjuncte si convexe ale lui V, astfel incat una sa fie inchisa si cealaltd
compactd, atunci existd un hiperplan inchis din V care le separa strict.

Daca V este un spatiu local convex Hausdorff, Teorema 1.3 ne asigurd existenta
unei functionale liniare si continue, nenule, definita pe V cu valori in K.

Vom nota cu V* dualul algebrico-topologic al spatiului vectorial topologic real V,
reprezentand spatiul functionalelor liniare si continue definite pe V. Dacdu e V si ueV

. N *
valoarea functionalei u in u se va nota <u , u>.



Putem defini o functionald biliniard pe V X V* | de forma (u,u*) |- <u, u*>.
Aceastd functie biliniard poate reprezenta o familie de functionale liniare depinzind de
parametrul u* € V* definite V sau o familie de functionale liniare depinzand de parametrul
u e V definite pe V*. Ultima remarcad ne aratd cd V si V* joaca roluri simetrice fatd de
functionala biliniard <-,->.

Putem considera V* ca spatiu vectorial al functionalelor liniare definite pe V si
punctul u*e V* 1l putem identifica cu functia u [ <u,u*>, respectiv, putem considera V
ca spatiu vectorial al functionalelor definite pe V* iar punctul u € V il putem identifica cu
functia u* |- <u, u*>.

Se va numi topologie slaba pe V, topologia indusa de V* si notatd o(V,V*) iar
topologie slaba pe V* | topologia indusa de V si notata 6(V*,V).

Daca V este un spatiu local convex Hausdorff, topologia slabd o(V,V*) este o
topolgie de spatiu local convex separat fiind cea mai fina topologie pe V cu aceasta
proprietate.

Daca pe parcursul lucrdrii V va fi considerat spatiu local convex se va presupune ca

este si Hausdorff.



2. Functii convexe

in cele ce urmeazi vom considera V un spatiu vectorial real, A < V o submultime
nevida si functii definite pe multimea A cu valori In R, unde R=RuU { —oo, 400 }.

Definitie. Fie A — V o submultime nevida, convexd si F: A — R. Functia F' se
numeste convexa daca pentru fiecare u, v € A si fiecare A € (0,1) are loc

2.1 F(Au+ (1-A)v )< AF(u) + (1-A)F(v),
atunci cand expresia din membrul drept este definita.

F se numeste concava daca -F este convexa.

Observatia 2.1. Relatia (2.1) nu are expresia din membrul drept definitd atunci
cand F(u)=-F(v) =% o,

Pentru caracterizarea unei functii convexe s-a dat urmatoarea teorema [8].

Teorema 2.1. Fie A € V o submultime nevida, convexd si F: A — R. Functia F
este convexa daca si numai daca oricare ar fi n numar natural, oricare ar fi uj,u,...,u, € A

n
si oricare ar fi Aj, Ay....,A, € R, astfel incat Y A; = 1 are loc
i=1

(2.2) F(Y Au) < Y MiF(w),
i=1 i=1

atunci cand expresia din membrul drept este definita.

Daci F:V — R este o functie convexa, atunci pentru fiecare a € R multimile {
u | Fu)<a}si{u |F(u) < a} sunt multimi convexe.

Observatia 2.2. Consideram functia F : R — R, definita prin F(u) = {u . Pentru
fiecare a € R, multimile { u e R | Fu<a}si{ue®R |F(u) < a} sunt convexe, dar
functia F nu e convexa. Asadar, reciproca afirmatiei anterioare nu este adevarata.

Definitie. Pentru orice functie F:V — R multimea

(2.3) domF={ue V |Fu)<+o)



se numeste domeniul efectiv al lui F.

Domeniul efectiv al unei functii convexe F:V — R este o multime convexa.

Considerand o functie F: A — R, unde A C V este nevida, i putem asocia functia

F:V— ﬁ, definitd prin

(2.4)

F F(u), daca ueA
(W) = + o0, daca ueA

Propozitia 2.2. Functia F:V— R este convexd dacd si numai daci A < V este
multime convexa si F: A — R este functie convexa.

Demonstratie. Necesitatea. Fie u, ve A si A € (0,1). F fiind convexa rezultd ci
F(Mu+(1-0)v)E AF () + (1-A) F (v) = A F(u) + (1-1) F(v).

Dacd Au + (1-A)v ¢ A rezultd ci F ( Au + (1-A)v) = + oo ceea ce contrazice relatia
anterioard. Trebuie asadar ca pentru fiecare u, v € A si fiecare A € (0,1) sa aiba loc Au
+ (1-A)v € A, ceea ce inseamna ca A este multime convexa.

Pentruu,ve AsiAe (0,1) rezulta ca Au+ (1-A)v € A si are loc relatia

F(Mu+ (1-0)v) = F (A + (1-A)v) € AF () + (I-A) F (v) = A F(u) + (1-A) F(v),
ceea ce inseamna ca F este functie convexa.

Suficienta. Fie u, v € V si A € (0,1). Daca u si v apartin lui A atunci
A +(1-A)v € A siare loc F (A + (1-A)v) = F( A + (1-A)v) € AF(u) + (1-M)F(v) =
AF @)+ (-0 F (v).

Daca cel putin unul din punctele u si v nu apartine lui A atunci
AF (u) + (1-X) F (v) = + o si are loc relatia F (Au + (1-A)v) < AF (u) + (1-A) F (v) ceea
ce ne asigurd ci F este functie convexa. |

Pe baza propozitiei anterioare putem considera functiile convexe definite pe tot
spatiul V.

Definitie. Numim functie indicatoare a multimii A < V functia xa : V — R
definita prin
0, daca ue A

25 XAlw) = {+ oo, daca ugA



Propozitia 2.3. Multimea A este convexad dacd si numai dacd (a este o functie
convexa.

Demonstratie. Necesitatea. Pe baza relatiei (2.1) va trebui sd aratam cd oricare ar fi
u, v € Vsioricare ar fi A € (0,1) are loc : xa( Au + (1-A)v) < Aya(u) + (1-A)ya(v). Daca
ue Asive Aatunci Mu + (1-A)v € Asi xa( Au + (1-A)v) = 0. Datorita faptului ca
xa(u) =0 sixa(v) =0, relatia are loc.

Daca cel putin unul dintre punctele u si v nu apartine lui A, atunci
Axa(u) + (1-A) xa(v) = + oo iar relatia are loc si in acest caz, ceea ce ne asigurd ca xa este
functie convexa.

Suficienta. Fie u, v € A si A € (0,1). Din faptul ca x4 este functie convexa rezulta
ca xa( Au + (1-A)v) < Aya(u) + (I-A)xa(v) =0 ceea ce implicd ca xa( Au + (1-A)v) =0,
echivalent cu Au + (I-A)v € A. Asadar multimea A este o multime convexa. |

Pe baza propozitiei anterioare, studiul multimilor convexe se reduce la studiul
functiilor convexe.

In continuare vom analiza functiile convexe care pot lua valoarea - co.

Propozitia 2.4. Fie F:V — R o functie convexa. Daca existd u € V astfel incat
F(u) = - oo, atunci pe orice semidreaptd din V care pleaca din u functia F' este identica + oo
sau exista un punct v pe acea semidreapta astfel Tncat intre u si v functia F sd ia valoarea
- oo iar de la v incolo sa ia valoarea + oo.

Demonstratie. Consideram o semidreapta oarecare din V care pleacd din u si
presupunem cd exista pe aceasta semidreaptd un punct v astfel incat F(v) > - oo,

Alegem un punct arbitrar w € [u, v], w # u si w # v. Exista atunci A €(0,1) astfel
incat w = (1-A)u + Av. Pe baza relatiei (2.1) obtinem ca F(w)
=F(Av+(1-AM)u) £ AF(V) + (1I-A)F(u) = - oo ceea ce implica cd F(w) = - oo .

Alegem acum un punct arbitrar w’ pe semidreapta care pleacd din u si trece prin v
astfel incat w’ ¢ [u, v ]|. Presupunem ca F(w’) < + oo. Rezultd in acest caz ca v € [u, w’] si
exista, asadar, A € (0, 1) astfel incat v = (1- A)u + Aw’. Pe baza relatiei (2.1) are loc
Fv) = F( AW + (1-AM)u )X AF(W’) + (1-A)F(u) = - . Punctul v a fost ales astfel incat
F(v) > - oo, ceea ce ne conduce la contradictie. Pentru fiecare punct w’ ales Tn modul de

mai sus are loc F(w’) = + oo, |



Definitie. Despre o functie convexd F: V — R spunem ca este proprie dacd nu ia
in nici un punct valoarea - o §i nu este identicd + oo .

Definitie. Numim epigraf al unei functii F:V — R multimea

(2.6) epiF={(u,a)e VxR | Fu)< a}

Observatia 2.3. Epigraful reprezintd multimea punctelor din V x R situate
deasupra graficului lui F. Proiectia multimii epiF pe V este domF. Importanta epigrafului
in studiul functiilor convexe este datd de urmatorul rezultat.

Teorema 2.5. Functia F:V — R este convexd dacd si numai dacd epiF este o
multime convexa.

Demonstratie. Necesitatea. Fie (u, a) si (v, b) doua puncte arbitrare din epiF si A
arbitrar din (0, 1). Se obtine atunci F( Au + (1-A)v )< AF(u) + (I-A)F(v) < Aa + (1-A)b ceea
ce implica ca (Au + (1-A)v, Aa + (1-A)b ) € epiF echivalent cu A(u,a) + (1-A)(v,b) € epiF.
Asadar, epiF este multime convexa.

Suficienta. Consideram u si v arbitrare din V si A € (0, 1). Vom arata ca are loc
relatia (2.1). Daca cel putin unul dintre punctele u si v nu apartin lui domF, relatia (2.1)
este adevarata.

Fie acum u, v € domF . Exista asadar a, b € R astfel incit F(u) < a si F(v) < b,
echivalent cu (u, a) , (v, b) € epiF . Din faptul ca epiF este multime convexa rezultd ca
Mu,a) + (1-A)(v,b) € epiF < (Au+ (1-A)v, Aa + (1-A)b ) € epiF . Se obtine prin urmare
ca F(Au + (1-A)v) < Aa + (1-M)b.

Daca F(u) si F(v) sunt finite putem considera a = F(u) si b = F(v) ceea ce ne asigura
ca relatia (2.1) are loc.

Daca cel putin una din valorile F(u) si F(v) este - o, 1n relatia anterioard putem
face pe a sau pe b sa tinda la -oo §i rezulta atunci ca F( Au + (1-A)v) = - oo, Acest lucru face
carelatia (2.1) sa fie adevarata. |

Urmadtoarea propozitie ne oferd cateva proprietati importante ale functiilor convexe,
primele doud afirmatii ardtdnd cd multimea functiilor convexe este un con convex.

Demonstratia acestei propozitii se gaseste in [6].
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Propozitia 2.6. Sunt adevarate urmatoarele afirmatii:

(i) Daca functia F:V — R este convexd si o > 0, atunci functia oF este de
asemenea functie convexa.

(i1) Daca functiile F: V — R siG:V > R sunt convexe, atunci functia F + G
este de asemenea o functie convexa.
In cazul in care F(u) = —G(u) = £ o definim (F + G )(u) = + .

(ii) Daca (Fj)ic 1 este o familie de functii convexe, Fi: V — xR (i € D), atunci
functia F: V — R definita prin F(u) = sup { Fi(u) | ie I } este, de asemenea, o functie

convexa.

Definitie. Fie A < V o submultime nevida, convexd si F: A — R. Functia F se
numeste strict convexa daca, pentru fiecare u, v e A, u# v si fiecare A € (0,1), are loc

2.7 F(Au+ (1-A)v ) < AF(u) + (1-A)F(v).

In continuare vom studia cteva proprietiti ale functiilor inferior semicontinue
considerand V un spatiu vectorial topologic.

Propozitia 2.7. Functia F:V — R este inferior semicontinua pe V daca si numai
daca oricare ar fi a € R multimea { ue V |F (u) < a } este inchisa.

Demonstratie. Necesitatea. Fie a € R. Vom ardta ca multimea G
={ueV |F (u) > a } este deschisd. Consideram uy un punct arbitrar din G. Din Propozitia
1.1 rezulta ca existd o vecinatate deschisd U a lui uy in V astfel incat pentru fiecare v € U
are loc F(v) > a. Se obtine asadar o vecindtate deschisa a lui ug inclusd in G, ceea ce
inseamnad ca multimea G este deschisa.

Suficienta. Vom arata ca F este inferior semicontinud in fiecare punct din V.
Alegem ug arbitrar din V si a un numar real astfel incat F(up) > a. Rezulta atunci ca U
e{ueV |F(u) > a } care pe baza ipotezei este multime deschisd. Existd o vecinatate
deschisa U a lui ug astfel incat Uc {ue V |F (u) > a }. Oricare ar fi atunci u € U are loc

F(u) > a ceea ce conform Propozitiei 1.1 implica ca functia F este inferior semicontinud in

Up . [ |
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Observatia 2.4 . Considerand functia indicatoare a unei multimi oarecare A C V,
pe baza Propozitiei 2.7, rezulta ca a este inferior semicontinud dacd si numai daca oricare
arfiae R multimea {ue V |xA(u) < a } este Inchisa. Multimea {
ue V |xA(u) < a } este multimea & dacd a < 0 si este multimea A dacd a > 0. Rezulta ca
X este inferior semicontinud daca si numai dacd multimea A este Tnchisa.

Observatia 2.5. Pe baza Propozitiei 2.7 mai rezultd ca ) este superior
semicontinud dacd si numai dacd multimea A este deschisa.

Teorema 2.8 . Functia F:V — R este inferior semicontinu pe V daca si numai
daca epigraful sau este o multime inchisa.

Demonstratie. Consideram functia ® : V X R — R, definita prin
®(u, a) = F(u) - a. Vom arata pentru inceput cd F este inferior semicontinua pe V daca si
numai daca P este inferior semicontinuad pe V x R.

Presupunem ca F este inferior semicontinua pe V si alegem arbitrar (up, ag) € VXR
si Y€ R astfel incat D(uy, ag) > 7, echivalent cu F(ug) > ag + V. Exista atunci € > 0 astfel
incat F(up) > ap+ 7Yy + € > ap + V. F fiind inferior semicontinua 1n uy rezultd ca exista o
vecinatate deschisa U a lui uy astfel incat oricare ar fiu € U, F(u) > ap + 7y + € Multimea
W=U X (a - €, ap + € ) este o vecinatate deschisa a lui (up , ag) in V X R si pentru orice
(u,a) € W are loc ®(u,a) =F(u)-a>ap+7Yy +€-a >, ceea ce conform Propozitiei 1.1
implica cd & este inferior semicontinua in (ug , ap). Cum (ug , ap) a fost ales arbitrar rezulta
ca ® este inferior semicontinua pe V X R.

Sa presupunem, acum, ca P este inferior semicontinua pe V X R si sa consideram,
arbitrar, up € V si Yo € R astfel incat F(up) > Yo, echivalent cu ®(ug , Yo) = F(up) - Yo > 0. P
fiind inferior semicontinua in (uo, Vo) rezulta ca exista W o vecinatate deschisa a lui  (uy,
Yo) in V x R astfel incat oricare ar fi (u, Y)e W, ®(u, y) > 0. Exista atunci U o vecinatate
deschisa a lui up in V si U’ o vecinatate deschisa a lui yp in R astfel incat UxU c V.
In consecinta, pentru fiecare u € U si pentru fiecare y € U’ are loc ®(u, y) >0. Alegand y=
Yo obtinem, pentru fiecare u € U, F(u) - Yo = ®(u, o) >0, echivalent cu faptul ca, oricare ar

fiue U, F(u) > Y. Conform Propozitiei 1.1 acest lucru implica ca F este inferior
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semicontinud n ug iar din faptul ca ug a fost ales arbitrar rezulta ca F este inferior
semicontinua pe V.

Revenim acum la demonstratia propriu-zisa a teoremei.

Necesitatea. Daca F este inferior semicontinud rezultd ca si & este inferior
semicontinua iar conform Propozitiei 2.7 pentru fiecare r € R multimea
{(u,a)e VXR | ®(u, a) < r} este inchisa. Pentru r = 0 se obtine cad multimea
epiF = {(1,2)e VxR | F(u) <a} = {(u,2)e VxRt | P(u, a) <0 } este inchisi.

Suficienta. Vom arata ca pentru fiecare r € R multimea {(u,a)e VXR |<I>(u,a) < r}
este inchisd ceea ce pe baza Propozitiei 2.7 este echivalent cu faptul ca ® este inferior
semicontinua. Are loc urmatoarea relatie

{wae VxR I|du ay<r}={@wae VxR I|Fu<a+r}=
{(, Qe VxR|Fu) < g} +{©, ).

Multimea epiF fiind Inchisa rezulta ca si epiF’ + {(0, -r)} este inchisd [14], de unde
rezultd cd multimea {(u,a)e VXR | ®(u, a) <r } este Inchisa. |

Propozitia 2.9. Orice functie F:V — R convexd si inferior semicontinud rdméane
inferior semicontinud atunci cind topologia lui V este inlocuitd cu topologia slaba
o(V,V*),

Demonstratie. Conform Teoremei 2.5 si Teoremei 2.8 rezultd ca epiF este o
multime convexa si inchisa. in [8] se aratd ci o multime convexi si inchisi este slab
inchisa. Rezulta asadar pe baza Teoremei 2.8 ca functia F este inferior semicontinud in
topologia slaba 6(V, V*). [

Rezultatul urmator este unul foarte important in cazul functiilor improprii.

Propozitia 2.10. Daca V este un spatiu local convex real iar F: V — R o functie
convexa si inferior semicontinuad astfel Tncat F sd ia valoarea - oo atunci F nu poate lua alta
valoare finita.

Demonstratie. Sa presupunem ca exista up € V astfel incat F(up) € R si sa alegem
pe ap € R astfel incat ag < F(uo). In acest caz, (up, ap) ¢ epiF care pe baza Teoremelor 2.5 si
2.8 este o multime convexd si inchisd. Aplicind Teorema 1.3 rezultd cd existd o

functionald liniara si continud v* € (V X R )*\ {0} astfel incat v*(uo, ag) < v*(u, a),
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oricare ar fi (u,a) € epiF. Exista, asadar, u* € V* si r € R, u* # 0, astfel incat
v¥(u,a) = u*(u) + ra. Acest lucru ne conduce la faptul cd, pentru fiecare (u,a ) € epiF, are
loc relatia
u*(ug) + rag< u*(u) + ra.
Din (uo, F(up)) € epiF se obtine ca r(F(up)-ag) > 0, ceea ce conform alegerii lui ag

implica car > 0. Se obtine, pentru fiecare (u, a) € epi F,
— u*(ug-u) + ap < a.
r
Pentru fiecare u € V, (u, F(u)) € epiF si rezulta

— u*(ug-u) +ag < F(u).
r

Aceastd ultima relatie nu poate fi adevaratd deoarece membrul sting este peste tot
finit in timp ce membrul drept ia 1n cel putin un punct valoarea - oo. |

Urmatoarele propozitii studiaza continuitatea functiilor convexe.

Propozitia 2.11. Daca functia convexa F:V — R este marginita superior de o
constanta finitd pe o vecinatate deschisad a unui punct uy € V atunci F este continua n up.

Demonstratie. Vom trata intii cazul uyp = 0 si F(0) = 0. Fie a € R si U o vecinatate
deschisa a lui O astfel Incét oricare ar fiu € U, F(u) <a <+ o,

Fie € > 0. Fara a restrange generalitatea putem considera € € (0, 2a). Notam

€
W=Un(-U)si W= 2 W, care este tot o vecinatate deschisa a lui 0.
a

a €
Dacd v e W’ implica ca " v € U si tinnd cont de faptul cd 0 < 2 <lsicaF
a

este convexa are loc relatia
€

F(—V)
2a €

FO) = F((1- )04 (22 0) < (1= 2 )F0) +
Y= " 2a 2a0 e VN
F fiind marginita superior rezulta ca

€

€
FOV)< — a=— <&
V<5, 277

2a 2a
Alegand din nou v € W’ implica ca s ve -Us e v € U si tinand cont de

faptul ca F este o functie convexa se obtine
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€ €

F(0) = F( 13 v+ —28 (-2—:v))s %F(V)+ Z—aEF(-Z—Eav).

€
1+— 1+— 1+— 1+—
2a 2a 2a 2a

Aplicand din nou faptul ca F este marginita superior rezulta
€
2a

€

F(V)>(1+£)F(0)— F(—EV)>— >-€
- 2a e 2 )

S-a obtinut, deci, o vecinatate deschisda W’ a lui 0 astfel incat oricare ar fiv e W’ sa
aiba loc | F(v) | < €, ceea ce asigura continuitatea lui F in 0.

Consideram cazul up = 0 si F(0) = ¢, ce R. Fie a € R si U o vecinatate deschisa a

lui O astfel incat oricare ar fi u € U, F(u) < a < + co. Definim functia G : V — %,
G@u)=F() -c.

Functia G este convexa si verifica G(0) = 0. De asemenea oricare ar fi u € U,
G(u) = F(u) - ¢ £ a - c. Conform etapei anterioare functia G este continua in 0, ceea ce face
ca si F sa fie continua in 0.

Consideram cazul cel mai general cand uy € V este oarecare si fiea e R si U o
vecindtate deschisa a lui ug astfel incét oricare ar fi u € U, F(u) < a < + oo. Definim functia
G: V- ﬁ, G(v) = F(v + u) si consideram multimea U’ = U - ug care este o vecinatate
deschisd a lui 0. G este o functie convexa si pentru fiecare u’ € U’ ,u’=u-up,undeu e U
are loc relatia

G@w)=FQ)<a.

Functia G este marginita superior pe o vecinatate deschisda a originii si conform
etapei anterioare G este continud in origine.Avand in vedere faptul ca G(0) = F(up) rezulta
ca F este continud in uy. |

Teorema 2.12. Fie F:V - R o functie convexd. Urmadtoarele afirmatii sunt
echivalente:

(1) existd o multime deschisa, nevida O c V astfel Incét functia F sa nu fie constanta
- oo pe O si sa fie marginita superior pe O de o constanta a < +oo.

(i1) F este o functie proprie si continua pe interiorul domeniului sau efectiv care este

o multime nevida.
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Demonstratie. (i)=>(ii) Oricare ar fiu € O, F(u) < a, ceea ce implicd ca O < domF-.
Rezulta atunci ca O ¢ int O C int domF iar din faptul ca O # < se obtine ca int
domF # .

Vom arata cd functia F este proprie. Din ipoteza rezulta ca exista up € O astfel Incat
F(ugp) > - co. Multimea O este o vecinatate deschisa a lui ug si, oricare ar fi u € O, F(u) < a.
Din Propozitia 2.11 rezulta ca F este continud in uy. Existd atunci o vecinatate deschisd U a
lui ug astfel incat, oricare ar fiu € U,

F(u) > - o,

Presupunem ca exista un punct vo € V astfel Incat F(vg) = - oo. Conform Propozitiei
2.4 se obtine ca, pentru fiecare w € [vy, ugp), F(w) = - oo, Ins3, [vo, up) N U # I si exista
asadar un punct w’e [vo, ug) N U. Inseamni ca Fi (W) = - oo, ceea ce este contradictie cu
faptul ca w’e U.

Am obtinut ca pentru fiecare v € V, F(v) > - o si datorita faptului ca, oricare ar fi u
€ O, F(u) < arezulta ca F este functie proprie.

Vom ardta acum ca F este continua pe int domF. Consideram vy € int dom F, un
punct arbitrar. Datorita faptului cd up € O < int domF rezultd ca existd un numar real

A > 1 astfel incat wo = (1- AM)ug + Avg € int domF. Definim functia 4 : O — h(O),

hw) = (1o~ o+~
(u)_(_k)u-i_kwo

1
Are loc relatia h(ug) = (1-— )up + wo = Vo, ceea ce inseamna cd vy € h(O).

A A

1 1
O fiind multime deschisa si 1—x fiind nenul rezultd ca (I—X)O este deschisa si, de

1
asemenea, rezultd ca h(O) = (1-— )O +-—wp este multime deschisa ([10]). #(O) este

A A
atunci vecinatate deschisa a lui vy.

Alegand un punct arbitrar v’e h(O) rezulta cd existd u’e O astfel incat h(u’) = v’,

. 1 .
echivalent cu (1-— )u” +—wp = v’.Avem asadar urmatoarea relatie

A A

1
a+ _F(Wo).

Foye Felt vw +Lwa < 22 roen + L Frwn <
v)= ((-}L)U+ wo) < (u)+}L (wo) < k k

A A
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Functia F este marginitd superior pe o vecindtate deschisd 4(O) a lui vy iar pe baza
Propozitiei 2.11 acest lucru implica cd F este continud in vo.

(i1)=(i) Datorita faptului ca int domF # & rezulta ca exista up € int domF si exista
ap numar real astfel incat F(up) < ap. Functia F fiind proprie rezulta ca F(ug) > - . Din
continuitatea functiei F in ug rezultd ca exista o vecinatate deschisd U a lui ug astfel incat,
pentru fiecare u € U, s aiba loc F(u) < ap. Asadar, U este o multime deschisa si nevida pe
care F este marginita superior iar din faptul ca F este functie proprie rezultd cd nu poate fi
constanta - oo pe U. |

In cele ce urmeazd vom defini si studia doud notiuni importante, regularizata
inferior semicontinud si I'- regularizata unei functii.

Pentru Inceput vom face observatia ca, fiind datd o familie de functii inferior
semicontinue F: V > R (G e D, functia F: V — R, definita prin
F(u) = sup { Fi(u)|ieI} este de asemenea inferior semicontinud [11]. Acest lucru ne

conduce la urmédtoarea definitie.

Definitie. Fiind data o functie F: V — R, se numeste regularizata inferior
semicontinud a lui F, notati F, cea mai mare functie inferior semicontinud care o
minoreaza pe F.

Existenta regularizatei inferior semicontinue ne este asiguratd de observatia

anterioard, propozitia de mai jos fiind o caracterizare a acestei functii.

Propozitia 2.13. Fie F: V — R o functie si F regularizata sa inferior
semicontinua. Au loc egalitatile urmatoare:
(2.8) epi F = epiF

(2.9) lim F(v) = F (w),

v—ou

oricare ar fiu € V.

Demonstratie. Oricare ar fi v € V, are loc F (v) < F(v), ceea ce implici ca

epiF = {(u,a) |F w<a)c epiF ={(ua) | F (u) < a} . Rezulti de aici ci epiF C epiF .

F fiind o functie inferior semicontinud rezultad, conform Teoremei 2.8, ca epi F este o

multime Inchisa si se obtine 1n cele din urma

17



epiF C epiF = epiF .

Pentru a demonstra incluziunea inversa vom arata ca exista o functie G : V —> R

astfel incat epiG =epiF .

Fie (u,a) € epiF . Exista atunci un sir generalizat (uq, ag)ae1 C €piF care converge la
(u, a). Oricare ar fi b un numar real , b > a exista un 0y € I astfel Incat, pentru fiecare
oL = O, sa aibd loc a5, < b. Pentru fiecare o = 0 avem 1nsa ca (uy, aq) € epiF, ceea ce
implica ca F(uy) < aq < b. Se obtine asadar ca, oricare ar fi & = 0, (uqy, b) € epiF si trecand
la limita rezulta ca (u, b) € epiF.

Am aratat deci ca intersectia lui ep7 cu dreapta {u} X R este multimea vida sau o
multime 1nchisd {u} X [a, +o0). Construim atunci functia G : V — R definita astfel
G(u) = +o0, daca @7 N ({u} X R) =D si G(u) = a, in caz contrar.

Vom ardta ca epiG =ep7. Alegand (u, b) € epiG , implicd ca G(u) < b, ceea ce

conform definitiei lui G Tnseamna ca (u, b) € epiF . Se obtine asadar ca epiG CepiF .

Fie acum (u, b) € epiF . epiF N ({u} x R) fiind nevida rezultd, conform definitiei

lui G, ca G(u) £ b, echivalent cu (u,b) € epiG . Are loc si relatia inversa epiF < epiG,

ceea ce implica ca epiF = epiG.

Multimea epiG este atunci Inchisd si conform Teoremei 2.8 rezultd ca functia G este
inferior semicontinua.

Oricare ar fi u € V, (u, F(u)) € epiF @7 = epiG, ceea ce implicd ca
G(u) £ F(u). Functia G este, deci, un minorant inferior semicontinu a lui F si are loc relatia

G < F, care implica cd epi' < epiG. Am obtinut, in concluzie, §i relatia inversa
epi F < epiF ceea ce Tnseamna ca relatia (2.8) este adevarata.
Vom demonstra Tn continuare ca si relatia (2.9) este adevarata.

Fie u € V arbitrar, si U = { Uy }qer filtrul vecindtatilor lui u. Conform relatiei (1.1)

avem lim F(v) = sup inf F(v). Oricare ar fi v € V, F (v) < F(v) si tinand cont de

v—=u U,eU vel,

faptul ca F este inferior semicontinua are loc
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lim F(v) > lim F (v) > F (u)

v—ou v—ou

Sa presupunem prin absurd ci lim F(v) > F (u). Rezulti ci existd o vecinitate

v—ou

deschisda Uy €U a lui u, astfel incat inf F(v) > F (u). Notim m = inf F(V). Are loc

veU, veU,
- F(u) o
relatia F (u) < s < m. Alegem pe € > 0 astfel incat
— m+ F(u) m+ F(u) m+ F(u)
Fuu< ——-¢< < +e<m.
2 2 2
. . m+F(w = . . 3
Din faptul ca (u,T) € epiF, conform relatiei (2.8), obtinem ca
m+F@ ——— o . . o
(u,T) € epiF , ceea ce implica ca oricare ar fi W o vecindtate deschisa a lui (u,
m+ F(u
T())’ W NepiF # Q.

m+17(u)_ m+ F(u)

Multimea W’ = Uy N ( > g, > + €) este o vecinatate deschisa a lui
m+F(u) . _
(u, T). Oricare ar fi (w, ¢) € W’ avem ca
m+ F(u)
Fw)>z inf F(v)=m > T +e€>cC
veU,

ceea ce implica ca (w, c¢) ¢ epiF .Obtinem ca W’ N epiF = I, ceea ce ne conduce la

contradictie. Rezulta ca relatia lim F(v) = F (u) are loc. |

v—ou

Definitie. Fie V un spatiu local convex. Se numeste functie afin continud pe V o
functie F: V — R de tipul F(v) = /(v) + o, unde ¢ este o functie liniara si continud din
V*, iar o este un numar real.

Definitie. Se noteaza I'( V ) multimea functiilor F: V — R care sunt invelitoare
superioara a unei familii oarecare de functii afin continue. Vom nota I'o(V) multimea
functiilor F € I'(V) diferite de constantele + oo §i - oo .

Teorema urmatoare a fost prezentata in [6].
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Teorema 2.14. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) Fe I'(V).

F:V - R este functie convexa, inferior semicontinua si daca ia intr-un punct
valoarea - oo este identica - oo.

Demonstratie. (i) = (ii) Daca F € I'(V) implica ca F este functie convexa si
inferior semicontinud. Fie u € V astfel incit F(u) = - . In acest caz familia de functii a
carei invelitoare superioara este F este J, ceea ce implica ca pentru fiecare u € V are loc
F(u) = - oo,

(i1)) = (i) Consideram F:V — R o functie convexa si inferior semicontinud astfel
incat oricare ar fiu € V, F(u) > - .

Daca F este constantd + oo, ea este nvelitoarea superioard a familiei tuturor
functiilor afin continue definite pe V cu valori in R, deci F e (V).

Daca F € I'y(V) vom arata ca, oricare ar fi ug € V si oricare ar fi ag € R astfel incét
ap < F(uy), exista o functie afin continua definitd pe V cu valori in R a carei valoare in
punctul ug este cuprinsa Intre ap si F(up). Acest lucru ne va asigura ca F este invelitoarea
superioara a acestei familii de functii.

Teoremele 2.5 si 2.8 ne asigurd ca multimea epiF este convexd si Inchisd iar
(up, ap) ¢ epiF . Conform Teoremei 1.3 putem separa strict pe (ug, ap) de epiF printr-un
hiperplan H={ (u,a) € VxR |u*(u) +0a=P },undeu* e V¥ u*#0,a,p e R.

Oricare ar fi (u, a) € epiF, are loc

u*(u) + oia > P
si mai avem ca
u*(ug) + aap< P.
Daca F(ug) < + oo, rezultd ca (ug, F(up)) € epiF si de aici se obtine ou( F(up)- ag) > 0.

Avand in vedere modul in care au fost alesi ug si ap implica ca o > 0. Rezulta asadar

B 1.,
ap < o OCu (up) < F(uy).

Am gasit functia afin continua % - au* cu proprietatea cautata.
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Analizdm cazul in care F(ug) = + o. Daca o # 0 gasirea functiei afin continue se
realizeaza ca si in cazul precedent.

Dacd o = 0 obtinem oricare ar fi u € domF , u*(u) >  si u*(up ) < p. Functia
g : V> R, definita prin g(u) = B - u*(u), are proprietatile ca, oricare ar fi u € domF,
g(u) < 0 si g(up) > 0. Fie y - v¥(-) un minorant afin continuu al lui F. Rezulta atunci ca,
oricare ar fi ¢ > 0, functia 7y - v*(-) + cg(-) este un minorant afin continuu al lui F. Putem
alege, in concluzie, un cy, convenabil, astfel incat

Y - v¥(up) + cog(uo) =¥ - v¥(uo) + co(B - u*(up) ) > ag u

Vom defini in continuare notiunea de I'-regularizatd a unei functii, avand la baza
propozitia urmatoare.

Propozitia 2.15. Consideram doud functii F, G: V — 9. Urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:

(1) G este invelitoarea superioard a minorantilor afin continui ai lui F

(i1) G este cea mai mare functie din I'( V ), minorant a lui F
Functia G se numeste I'- regularizata lui F.

Demonstratie. Fie G, invelitoarea superioara a minorantilor afin continui ai lui F si
G» invelitoarea superioara a functiilor din I'(V), minoranti ai lui F.

Rezultad ca G, € I'(V) care implicica G;< G, .

Reciproc, toti minorantii afin continui ai lui G; sunt functii din I'(V) si ,in plus,
minorati ai lui . Obtinem, prin urmare, ca minorantii afin continui ai lui G, sunt minoranti
afin continui ai lui Gy, ceea ce implica ca are loc si relatia inversda G, < G,. W

Urmatoarea propozitie a cadrei demonstratie se gdseste 1n [6] reprezintd o
caracterizare a epigrafului I'-regularizatei unei functii.

Propozitia 2.16. Fie F: V — Ro functie si G I'-regularizata sa. Daca F admite un
minorant afin continuu, atunci are loc relatia

epiG = o epiF.

Observatia 2.6. Dacdi A < V atunci pe baza Propozitiei 2.16 se aratd cd

I'-regularizata functiei indicatoare x este functia X»*A .
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In incheierea acestei sectiuni vom prezenta relatia care existd Intre o functie,

regularizata sa inferior semicontinua si I'-regularizata sa.

Propozitia 2.17. Fie F : V — R o functie si G ['-regularizata sa. Urmatoarele
afirmatii sunt adevarate:

()G F<F

(ii) Daca F este functie convexa si poseda un minorant afin continuu, atunci F =G.

Demonstratie. (i) Conform definitiei lui F avem ci F < F. G fiind

I"-regularizata lui F implicd cd G < F ceea ce inseamna ca epiF  epiG . Obtinem, asadar,

ca epiFF < epiG. Functia G € I'(V), ceea ce inseamnd ca G este continud §i, pe baza

Teoremei 2.8, rezultd cd epiG = epiG.

Conform Propozitiei 2.13 rezultd ca ep7 = epi F obtinindu-se asadar ci
epiF c epiG. Oricare ar fi u € V, (u, F () € epif , ceea ce implica ca
(u, F (u) € epiG. Obtinem, in final, cd oricare ar fiu e V, G(u) < F (u), echivalent cu
G< F.

(i) Datorita faptului ca F poseda un minorant afin continuu rezulta, pe baza
Propozitiei 2.16, ca epiG = co epiF. Functia F fiind convexa implica din, Teorema 2.5, ca
are epigraful convex si obtinem cd epiG = @7 = epi F. Oricare ar fi u € V,
(u, G(u)) € epiG = epi F ceea ce implica ca, oricare ar fiu e V, F (u) < G(u), echivalent
cu F < G. La punctul anterior am aritat ci are loc si relatia inversi G < F . In final se

obtine ci F = G. |
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3. Functii conjugate

In continuare vom presupune ci V este un spatiu local convex, iar V* dualul siu
algebrico-topologic. Cele doua spatii vor fi considerate in dualitate prin functia biliniarda
<>

Fie functia F:V — R, o un numdr real si u* € V* Functia ¢ : V — R definita
prin /(u) = < u*, u>+ o minoreazad pe F daca si numai daca, oricare ar fi u € V, are loc
f (u) £ F(u), ceea ce este echivalent cu

(3.1 <u*,u>-Fu)< q,
oricare ar fiu e V.

Functia /¢ este un minorant afin continuu al lui F si, considerand multimea tuturor

minorantilor afini continui ai lui F, aceasta ne conduce la urmadtoarea definitie data de W.

Fenchel [ 7].

Definitie. Fie functia F: V — R. Numim functie conjugatd a lui F functia
F*: V* - R definitd prin
(3.2) F*(u*) = sup { <u*,u>- F(u)}.

ueV

Pe baza relatiei (3.1) rezulta ca F*(u*) < .

Observatia 3.1. Cu ajutorul relatiei (3.2) vom da o interpretare grafica notiunii de
conjugata a unei functii in cazul V = R. Fie F : ® >R functia reprezentata grafic in Fig.1.
Conjugata ei va fi F* : R — R, unde am identificat pe R* cu R. Consideram pe u* € R,

fixat. Atunci, -F*(u*) = ing{ F(u) - < u*, u>}. Asadar, oricare ar fi u € V, avem ca

-F*(u*) < F(u) - <u*,u>= F(u) - u*-u.

Pentru fiecare u € R, F(u) - u*-u reprezinta lungimea segmentului de pe dreapta
{u}x R cuprins intre graficele functiei F si a functiei liniare ¢: R — R, definitd prin 7 (u)
= u*-u. Considerand lungimea minimd a acestor segmente se obtine chiar valoarea lui -

F*(u*).
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- Fk(u*)
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Fig. 1

Observatia 3.2. Avand 1n vedere cd oricare ar fi u € domF, F(u) = + o, 1n relatia
(3.2) supremumul nu se atinge pe multimea { u eV| F(u) = + o }. Obtinem o relatie
echivalentd pentru definirea functiei conjugate

3.3) F*(u*) = sup { <u*,u>-F(u) }.

uedomF

Observatia 3.3. Oricare ar fi u € domF, avem cd F(u) < + o si obtinem astfel o

familie de functii afin continue G, : V* — R definite prin G, (u*) = <u*, u> - F(u).
Functia conjugata a lui F reprezintd Invelitoarea superioard a familiei { G, |u € domF },
ceea ce implicd ca F* € I'( V¥*) iar, conform Teoremei 2.14, aceasta functie este convexa si
inferior semicontinua.

Observatia 3.4. Dacd functia F: V — R este identici + oo, atunci domF = O, iar,
conform relatiei (3.3), F* este supremumul unei familii vide. Functia F* este atunci

identica - oo,

24



Teorema 3.1. Fie functia F': V — R si F* V¥ — R functia conjugata a lui F.
Urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

(i) F*(0) = -inf F(u).

(i1)) Daca G: V — R este 0 functie astfel incat F < G, atunci G* < F*.

(ii1) Daca (Fj)ic; este o familie de functii, F;: V — R (i € 1), atunci au loc relatiile

(3.4) (inf Fi)* = sup Fi

iel

3.5 (sup Fj)* < inlf Fi*.

iel

(iv) Oricare ar fi A > 0 si oricare ar fi u* € V*, are loc
u ES
(AF)*(u*) = A F*(T ).

(v) Oricare ar fi o0 € R, are loc
F+o)*=F*-«
(vi) Daca, pentru fiecare a € V notam cu F,: V — xR functia definita prin
Fa(v) = F(v-a), atunci are loc
(F)*(@u*) = F*(u*) +<a, u*>.
Demonstratie. (i) Conform relatiei (3.2) se obtine

F*(0)=sup { <0,u>-F(u)} = sup{ - F(u) }= —ingF(u).

ueV ueV
(i1) Oricare ar fi u* € V*, pe baza lui (3.2) se obtine

G*(u*) = sup{ < u* uw> - G} = sup{ < u*, u> + (-G(u)} <

ueV ueV

sup <u*,u> + sup (- G(u))

ueV ueV
Oricare ar fi u € V, F(@u) < G@u) & -G(u) £ -F(u) ceea ce implica ca

G*(u*) < sup <u*,u> + sup (- F(u)) = sup <u*, u>- F(u) } = F*(u*)

ueV ueV ueV
Se obtine asadar, datorita faptului ca u* a fost ales arbitrar, ca G* < F*.

(ii1) Fie u* € V*. Avem atunci (in;f Fi)* (u*) = sup{ <u*, u> - (inIf F)Q) }=
1€ ueV 1€

sup { <u*, u> + sup (-Fj (u))} = sup sup { <u*, u> -Fj (u)}= sup sup { <u*, u>-Fj (u)}=

ueV iel ueV el iel ueV

sup Fi*(u*).

iel
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Mai avem pe de alta parte (supF; )*(u*) = sup{ <u*, u> - (sup Fy))(u) }=

iel ueV iel

sup { <u*, u> + inlf (-Fi(u)) }= sup inlf{ <u*, u> -F;j (u)}= inf sup { <u*, u> - Fij(u)}=

ueV uev 1€ el yev
inf Fi*(u*).
iel

Punctul u* fiind ales arbitrar din V* rezultd ca relatiile (3.4) si (3.5) sunt adevarate.

(iv) Consideram A > 0. Obtinem, prin urmare, oricare ar fi u*eV¥*,

(AF)*(u*) :suy { <u*,u>- AF)(v)}= su\lla { <u*, u>-AF(u)}= suy { 7»(<u7*, u>-F(u))}=
ks;li\lla { <UT*, u>- F(u) }= kF*(uT*)

(v) Oricare ar fi o« € R si oricare ar fi u* € V* obtinem (F +o)*(u*)

sup { <u*, u> -(F+a)(u)}= sup { <u*, u> - F(u)-a }= sup{ <u*, u>- F(u) } - a =
ueV ueV ueV

F*(u*) - o.. Rezulta prin urmare ca oricare ar fi o € R, (F +o)* = F* - qL.

(vi) Consideram pe a € V, ales arbitrar. Obtinem atunci, oricare ar fi u*e V*,

(Fp)*(@*) = sup { <u*, u> - (Fp)(u)}= sup{ <u*, u> - F(u-a)}. Facand schimbarea de

ueV ueV
variabila u - a = v rezulta (Fp)*( u* ) = sup{ < u*, a + v > - F(v)} =
veV
sup { <u*, v>-F(v)}+ <u*, a>= F*(u*) + <u*, a>. [ |

veV
Observatia 3.5. Spre deosebire de relatia (3.4) 1n relatia (3.5) se observa cd avem
inegalitate. Vom da un exemplu pentru care inegalitatea din relatia (3.5) este stricta.

Fie I = N* i V = R. Dualul sau V* = R*, 1l putem identifica cu R. Consideram

1
familia de functii (Fo)nent, Fn: R — R, definite prin = Fy(u) = —ux Functia
n

sup Fp: R—R are forma sup Fn(u) = 0, oricare ar fi ue R. Atunci (sup F,)*(0) = 0.

neN* neN* neN#
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1
Pe de alta parte, oricare ar fi n € N*, F,;*(0) = sup { <0, u> - F(u)} = sup {—uz}:
ueR ueR n

+ oo, Asadar, ( inlf* Fy*)(0) = + oo,

In concluzie, are loc urmatoarea relatie

(sup Fp)*(0) =0 < 400 =( inl\;f* Fy*)(0) |

neN*
Relatia demonstratd in teorema de mai jos poartd numele de inegalitatea lui
Young [6].
Teorema 3.2. Fie functia F': V — R si F* V¥ — R functia conjugata a lui F.
Oricare ar fi ue V si oricare ar fi u* € V*, are loc relatia
3.6) F(u) + F*(u*) > <u*, u >.
Demonstratie. Oricare ar fi u* € V* avem conform definitiei

F*(u*) = sup {<u*,u>-F(u)}. Se obtine ca, oricare ar fi u* € V* i oricare arfiu e V,

uev
F*(u*) > <u*, u> - F(u)
relatie echivalenta cu (3.6). [ |
In continuare vom introduce notiunea de biconjugata a unei functii.
Definitie. Fie functia F: V — 9%R. Numim biconjugata functiei F, functia
F#* : VR , definita prin
(3.7) F**(u) = sup { <u.u*>- F*(u*)},

u*eV*
unde F*: V¥ — R este conjugata functiei F.

Pe baza Observatiei 3.3 se obtine ca F** € I'( V).

Propozitia 3.3. Fie F: V — R o functie. Functia F** : V — R este atunci
I"-regularizata sa. In particular, daca F € I'( V), atunci F**=F.

Demonstratie. Oricare ar fi u* € V*, consideram functia Gy« : V — %, definita
prin Gy«(u) = <u, u*> - F*(u*). Obtinem asadar o familie de functii afin continue. Din
relatia (3.6) rezulta ca oricare ar fi u € U, Gy+(u) < F(u). Familia de functii {
Gy lu* e V*} este o familie de minoranti afin continui ai lui F. Pe baza Propozitiei 2.15
I-regularizata lui F este invelitoarea superioara a acestei familii de functii. Conform
relatiei (3.7) Invelitoarea superioard a familiei { Gy« | u* € V*} este chiar F**,

In particular, daca F € T (V), pe baza Propozitiei 2.15, rezulta ci I'-regularizata lui

F care este F** coincide cu F. [ |
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Teorema urmatoare demonstreaza cd procesul de definire a conjugatelor de ordin
superior ale unei functii este finit.

Teorema 3.4. Oricare ar fi functia F: V — %, are loc relatia F* = F*** unde
F*** este conjugata lui F**,

Demonstratie. Din Propozitia 3.3 avem cd F** este '-regularizata lui F si pe baza
definitiei I'-regularizatei se obtine ca F** < F. Conform punctului (ii) al Teoremei 3.1
rezultd ca F* < ¥,

Functia F***: V¥ — R se defineste astfel F***(u*) = sup {<u, u¥> - F¥*(u)}.

ueV
Fixand u* € V*, pe baza inegalitatii lui Young, oricare ar fiu € V, avem ca

F**() 2 <u, u*> - F*¥(u*) < <u, u* > - F**(u) < F*(u*).

Trecand la supremum se obtine cd sup {<u, u*> - F**(u) }< F*(u*) si in concluzie

ueV

rezultd ca F***(u*) < F*(u*) . Are loc deci si relatia inversa F*** < F*, |

Urmatoarea definitie are la bazd Propozitia 3.3 care afirmd ca F € I'(V) daca si
numai daca F = F**,

Definitie. Despre functia F € I'(V) si functia G € I'(V*) spunem ca sunt in dualitate
daca are loc

F¥=GsiG*=F.

Observatia 3.6. Notiunea de conjugati realizeazi o bijectie intre ['(V) si T(V*). In
plus, functia constanta + oo definitd pe V este in dualitate cu functia constanta - oo definita
pe V* iar functia constantd - oo definitd pe V este in dualitate cu functia constantd + oo

definita pe V*. Din acest motiv rezulta ca Fe I'o(V) daca si numai daca F* € T'o(V*).
Observatia 3.7. Fie Ac Vsiya:V— R functia sa indicatoare.Conjugata ei este

functia yo* : V¥ — ﬁ, xa¥(U*) = sup { <u*, u>-yxa(u) } = sup <u*, u>. Functia yYa*

uedomF ueA

se numeste functia suport a lui A. Pe baza Propozitiei 2.6 rezulta ca xo** =

coA
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4. Subdiferentiabilitatea functiilor

In cele ce urmeaza, cu ajutorul notiunii de subdiferentiabilitate a unei functii, vom
da o conditie necesara si suficienta pentru care inegalitatea lui Young devine egalitate.
Definitie. Fie datd o functie F: V — R. Despre un minorant afin continuu
{ :V — R al lui F spunem ca este exact intr-un punct up € V daca 7 (ug) = F(ug).
Observatia 4.1. Daca ¢ este un minorant afin continuu al lui F exact in punctul ug
€ V, atunci numarul F(ug) = £ (up) este finit. Functia ¢ : V — R fiind afin continua va
avea forma /(u) = u*(u) + o = <u*, u> + o, unde u* € V* gi o € R. Obtinem ca
F(up) = <u*, ug > + a, de unde rezultd o = F(ug) - <u™®, up>. In concluzie, functia ¢ : V>R
va fi definita astfel
? (u) = <u*, u> + F(ug) - <u*, ug> = <u*, u - up> + F(uo).
Observatia 4.2. Daca / este un minorant afin continuu al lui F exact in punctul ug
€ V, se obtine ca, oricare ar fiu € V, /(u) < F (u), echivalent cu <u*,
u-up>+ F(up) < F(u). In concluzie, oricare ar fi u € V, are loc
<u*, u> - F(u) < <u*, up> - F(up).
Trecand la supremum dupd u € V In membrul stang al ultimei relatii, obtinem

F*(u*) = sup {<u*, u> - F(u) } < <u*, up>- F(up),

ueV

unde functia F*: V¥ — R este functia conjugata a lui F. Se obtine, in final,

4.1) F*(u*) = <u*, up> - F(up).

Definitie. Spunem cé functia F:V — R este subdiferentiabild in punctul up € V
daca admite un minorant afin continuu exact in uy.

Punctul u* € V* obtinut pe baza Observatiei 4.1 se numeste subgradientul lui F in
up, iar multimea subgradientilor lui F' in up se numeste subdiferentiala lui ' Tn ug si se

noteaza oF(ug).
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Daca F nu este subdiferentiabild in ug, atunci dF(uy) = &. Pe baza Observatiei 4.1
putem trage urmatoarea concluzie: u* € dF(up) daca si numai daca F(ug) este finita si,
oricare ar fiu €V, are loc <u*, u - up> + F(ug) < F(u).

Observatia 4.3. Daca ¢ este un minorant afin continuu al lui F exact in uy, conform
Propozitiei 2.15, ¢ este minorant al I'-regularizatei lui F. Din Propozitia 3.3,
I'-regularizata lui F este F**, ceea ce implica cd, oricare ar fiu € V, are loc /(u) < F(u).
In punctul up avem /7 (ug) < F**(up) < F(up), de unde rezulta, tindnd cont cd ¢ (up) =F(uy),
relatia urmatoare

£ (ug) = F**(uo) = F(uo).
Obtinem, in concluzie, urmatorul rezultat:
daca dF(ug) # &, atunci F**(ug) = F(up).

Propozitia 4.1. Fie functia F: V — R si F**:V — R biconjugata sa. Daca pentru
up € V avem F(ug) = F**(uy), atunci 0F(ug) = oF**(uy).

Demonstratie. Fie uy € V astfel incit F(ug) = F**(up) si u* € dF(up). Rezulta, prin
urmare, cd, oricare ar fi u € V, <u*, u - up> + F(up) < F(u). Din ipotezd obtinem, deci, ca
F**(up) este finitd si ca, oricare ar fiu € V,

<u*, u - ug> +F**ug) < F(u).

Consideram functia ¢ : V — R, definita prin £ (u) = <u*, u - up> +F**(uy). Functia
{ este un minorant afin continuu al lui F, in consecinta si al Iui F**, Oricare ar fi u € V,
obtinem

<u*,u-ug> + F**(ug) < F**u),
ceea ce implica ca u* € dF**(up). Am aratat astfel ca dF(uy) < IF**(uy).

Reciproc, fie u* € dF**(uy). In acest caz F *%*(1p) este finita si, oricare ar fiu € V,

avem
<u*, u-up>+ F**uy) < F**u).

Folosind ca F(ug) = F**(up) si ca, pentru fiecare u € V, F**(u) < F(u) se obtine ca

F(up) este finitd si ca, oricare arfiu € V,

<u*,u-up> + F(uy) < F(u),
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ceea ce inseamna cd u* € dF(ug). Am aratat astfel ca are loc si relatia inversa OF **(ug)

c OF(up). u

Propozitia 4.2. Fie functia F: V — R. Are loc 0 € 9dF(up) dacd si numai daca

F(uy) = miVn F(u).

Demonstratie. 0 € dF(ug) este echivalent cu faptul ca F(ug) este finita si ca, oricare

arfiue V,
<0,u-up>+ F(uy) < F(u) & F(ug) < F(u),
ceea ce este echivalent cu F(ug) = miVn F(u). [ |

Urmatoarele propozitii vor stabili legdtura dintre conjugata si subdiferentiala unei
functii.

Propozitia 4.3. Fie functia F: V — R si F*: V¥ — %conjugata ei. Dacdug e V
atunci up* € 0F(up) daca si numai daca

4.2) F(up) + F*(up*) = < up*, up>.

Demonstratie. Necesitatea. Am demonstrat necesitatea in cadrul Observatiei 4.2, iar
formula cautata este echivalenta cu (4.1).

Suficienta. Conform definitiei conjugatei unei functii avem

F*(up*) = sup {<up*, u> - F(u), ceea ce impreuna cu relatia din ipotezd ne conduce la

ueV
faptul ca, oricare ar fiu € V,
<up*, u> - F(u) £ F*(up*) = <up*, up> - F(up),
echivalent cu
<up*, u> + F(ug) - <up*, up> < F(u).
Functia ¢ : V — R, definitd prin £ (u) = <up*, u> + F(up) - <up*, up> este deci un
minorant afin continuu al lui F si datorita faptului ca ¢ (ug) = F(up) acest minorant afin
continuu este exact in ug. Conform definitiei rezulta ca up* € dF(uy). [ |
Propozitia 4.4. Oricare ar fi up € V, multimea dF(u)) < V* este convexa si
o(V*, V) - Inchisa.
Demonstratie. Fie uy, € V. Pe baza Propozitiei 4.3 avem ca

0F(ug) ={ u* € V* | F(up) + F*(u*) = < u*, up>}. Din (3.6) rezulta ca, oricare ar fi
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u* € V* are loc F*(u*) > < u*, up > - F(up)} si vom avea pentru multimea JF(uo)
urmatoarea definitie
OF(ug) = { u* € V* |Fr@u*) - < up u*> < -Fu)} =
{u*e V* | Fru*) + < -up, u*>< -F(ug)}.
Consideram functia G : V¥ — R definitd prin G(u*) = F*(u*) + <-up, u*>.
Obtinem dF(ug) = { u* € V* | G@u*) < - F(up)}.
Pe baza Observatiei 3.3, F* € I'(V*) ceea ce Inseamna, conform Teoremei 2.14, ca
F* este functie convexa si inferior semicontinua. Functia < -ug, - > : V* — R fiind liniara
si continua este de asemenea convexa si inferior semicontinua.
Din Propozitia 2.6 rezulta cd functia G este convexd fiind sumd de doua functii
convexe ceea ce implica ca multimea JdF(ug) = { u* € V* | G(u*) <- F(up)} este convexa.
Functia G este si inferior semicontinud fiind sumd de doud functii inferior
semicontinue ([11]). Pe baza Propozitiei 2.9 rezultd cd functia G este inferior semicontinua
si in topologia o(V*, V) iar, conform Propozitiei 2.7, acest lucru implicd cd multimea
0F(ug) = { u* € V* | G@u*) <- F(ug)} este 6(V*, V)-inchisa. |
Propozitia 4.5. Fie functia F: V — R si F*: V¥ — ﬁconjugata ei. Pentruup e V
siup* € V*are loc
4.3) up* € dF(up) = upe 9F*(up*)
Daca, in plus, F € I'(V) atunci
4.4) up* € dF(up) & upe IF*(up*).
Demonstratie. Fie up* € 0JF(uy). Din Propozitia 4.3 rezultd ca
F(up) + F*(up*) = < up*, up> si tindnd cont ca F** < F obtinem
F**(ug) + F*(up*) < F(up) + F*(up*) = <up™*, up>.

Pe de alta parte din (3.7) avem ca F**(up) = sup { <up, u*>- F*(u*)}, ceea ce

ureV*
implica
< Uy, ll()*>— F*(UO*) < F**(UO) = < U, u0*> < F*(UQ*) + F**(U()).
In concluzie, rezultd ca F **(g) + F*(up*) = < up*, up> care, pe baza Propozitiei 4.3,
ne conduce la upe IF*(up*).

Daca, in plus, F € I'(V) rezultd ca F = F** si obtinem in final
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up*e dF(ug) & F(up) + F*(up*) = < up*, up> < F**(ug) + F*(up*) = < up*, up> &
e IF*(up*). |

Urmatoare teoremd, datd in [6], reprezintd un criteriu foarte important de
subdiferentiablitate a functiilor convexe.

Teorema 4.6. Fie F: V- R o functie convexa, finitd si continud intr-un punct
up € V. Oricare ar fi u € int domF, are loc 0F(u) # & si, In particular, 0F(ug) # &.

Demonstratie. Functia F fiind finitd §i continud in ug, rezulta ca existd un numar
real a si o vecindtate deschisa U a lui up in V astfel incat oricare ar fi u € U sa aiba loc
F(u) < a. Pe baza Teoremei 2.12 se obtine ca functia F este finita i continud pe interiorul
domeniului sau efectiv. Aceastd ultima afirmatie ne aratd ca este suficient sa demonstram
cd dF (up) # I, acest lucru devenind adevarat pentru fiecare u € int domF.

Functia F fiind convexa, are, pe baza Teoremei 2.5, epigraful o multime convexa din
V x R. Multimea U X (a, + ) este deschisa in V X R si, oricare ar fi (u,b) e
U X (a,+ =), are loc F(u) < a < b, ceea ce implica ca (u, b) € epiF. Din faptul ca U X (a,
+ o) C epiF rezulta ca int epiF #J.

In plus, epiF fiind multime convexa rezulti ci si int epiF este multime convexa
[14].

Sa presupunem ca (ug, F(ug)) € int epiF . Exista atunci o vecindtate deschisa W a lui
(ug, F(ug)) astfel incait W < epiF. Rezulta cd existda U’ o vecindtate deschisa a lui ug si
€ > (0 un numar real astfel Tncat

U’ X (F(up) - €, F(up) +€) < W C epiF.

€ €
Punctul (ug, F(up) - 5) e U X (F(up) - €, F(ug) + €) dar F(ug) > F(up) _E , ceea

€ . . e < <
inseamna ca (ug, F(uy) - 5 ) & epiF. Din cauza contradictiei rezulta ca

(ug, F(up)) ¢ int epifF.
Multimea int epiF fiind convexa si deschisa rezultd, pe baza Teoremei 1.2, cd exista
un hiperplan H care separa punctul (ug, F(up)) de multimea int epiF. El va avea forma
H={(u,a)e R | <u*,u>+oa=p},

unde u* € V¥\ {0} si o, B e R.
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Oricare ar fi (u, a) € epiF, avem
<u*, u>+oa>p
si, in plus,
<u*, up> + oF(ug) = P.
Alegem ap € R astfel incat F(up) < ay. Inseamna ca (ug, ay) € epiF si, pe baza
relatiilor de mai sus, rezultd ca ou(ap - F(up) ) = 0. Asadar a0 = 0.
Daca o = 0 s-ar obtine, oricare ar fi u € domF, ca < u*, u - up> = 0. Din ipoteza
avem ca domF = V si implica ca, pentru fiecare u € V, <u*, u -up> = 0. Acest lucru este
echivalent cu u* = 0, care ne conduce la contradictie.

Ramane atunci o > 0. Oricare ar fiulJe V, are loc

u* B u*
<—,u> +FQu) 2 —= <—,uy>+ F(up),
o o o
echivalent cu

u>l<
Fu) =2 < _K’ u -up > + F(ug).

Aceastd ultima relatie impreund cu faptul ca F(up) este finit ne conduce la

*k

u
0 € dF(uy), ceea ce implica ca dF(ug) # <. |
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5. Problema primala si duala de optimizare convexa

Consideram V un spatiu vectorial topologic si V* dualul sau algebrico-topologic.

Cele doua spatii vor fi considerate in dualitate prin functia biliniara <-,->y. Pentru o functie

F:V > R vom studia problema de optimizare:

(P) inf F(u).

Problema P se numeste problema primala si vom nota infimumul ei cu inf P.

Definitie. Se numeste solutie a problemei P un punct ug € V astfel incat

F(up) =inf P.

Definitie. Despre problema P vom spune ca este netriviala daca existd up € V astfel
incat F(ug) < + oo.

In cele ce urmeazi vom studia problema P 1n cazul in care F € I'y(V), conditie care
asigura netrivialitatea problemei P.

Fie Y si Y* alte doua spatii vectorial topologice situate in dualitate prin functia
biliniara <:,->y. Cele doua functii biliniare le vom nota <-,->, indiferent la care ne vom
referi, iar pentru a nu face confuzii vom nota u, v, w, ... elementele lui V ( respectiv u*, v*,
w*, ... elementele lui V*) si p, q, 1, ... elementele lui Y( respectiv p*, q*, r*, ... elementele
lui Y*).

Consideram acum o functie® : VXY — R astfel incat sa verifice

P(u, 0) = F(u).
Pentru fiecare p € Y obtinem o noua problema de optimizare

(P inf (u, p).

Problema P, coincide cu problema initiala P.

Definitie. Oricare ar fi p € Y, problema P, se numeste problema perturbata a lui P.

Functia @ : VXY — R se numeste functie perturbatoare.
Functia perturbatoare poate genera diferite tipuri de probleme perturbate.

Principalele tipuri de perturbatii au fost date n [7] si [15] pentru rezolvarea problemelor de
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calcul variational, respectiv 1n [1] pentru obtinerea unor rezultate privind dualitatea in

optimizarea convexa .

Conjugata functiei perturbatoare va fi functia ®* : V¥ x Y* — R definitd prin

(5.1) P*(u*, p*) = sup { <u*, u>+ <p*, p>-DP(u, p) },
ueV
peY

unde am folosit cd <(u*, p*) , (u, p) >vxy = <u*, u>y + <p*, p>y.
Pe baza Observatiei 3.3 rezulta cd ®* € I'(V* x Y*).

Definitie. Numim problema duald a lui P relativ la functia perturbatoare
®:VXY— R urmitoarea problema

(P*) sup { - @*(0, p¥) }.

Py
Vom nota supremumul problemei P* cu sup P*.
Definitie. Numim solutie a problemei P* un punct pp* cu proprietatea
-d*(0, po*) = sup P*.
Vom stabili In continuare relatiile care exista intre problema primala si duala ei.
Propozitia 5.1. Intre problema de optimizare P si duala ei P* are loc relatia
5.2) -0 < sup P* < inf P< + oo,
Demonstratie. Fie p* € Y*. Din relatia (5.1) rezulta

O*(0, p*) = sup { <0, u>+ < p*, p>-P(u,p) } = sup { <p*, p>-P(u, p)}
ueV ueV
peY peY

> sup { <p* 0>-®(u,0)} = sup { - Dy, 0)}.

uev uev

Obtinem, pentru fiecare u € V, -®(u, 0) < $*(0, p*), echivalent cu

-®*(0, p*) < P(u, 0).

Trecand la infimum in membrul drept dupa u € V iar apoi la supremum in membrul
stang dupa p* € Y* rezultd ca sup P* < inf P. |

Obsevatia 5.1. In [12] si [16] au fost date exemple astfel incat inegalitdtile din
relatia (5.2) sé fie stricte. De asemenea, in [16] au fost date exemple astfel incat inf P si
sup P* sa fie - oo respectiv + co.

Obsevatia 5.2. Datoritd inegalitatii sup P* < inf P din relatia (5.2), spunem ca

problemele P si P* se afld in relatia de dualitate slaba.
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Propozitia 5.2. Daca problema P este netriviald, atunci
sup P* <inf P < + oo,
Daca problema P* este netriviala atunci

- oco<sup P* < inf P.

Daca ambele probleme P si P* sunt netriviale atunci inf P si sup P* sunt finite si are loc
relatia
- oo < sup P* <inf P < 4 oo,

Demonstratie. Problema P fiind netriviald rezultd cd existd up € V astfel Incat
F(up) = ®(ug, 0) < + co. Se obtine cd sup P* < inf P < ®(uy, 0) < + oo.

In cazul in care problema P* este netriviald rezultd ca existd po* € Y* astfel incét
-®*(0, po*) > - oo. Se obtine ca - oo < -P*(0, po*) < sup P* <inf P.

A treia relatie se obtine pe baza relatiilor anterioare. |

In cele ce urmeazi vom continua procesul de dualizare pentru problema de
optimizare, urmand a determina problema duala a lui P*.

Oricare ar fi u* € V*, asociem problemei P* problema perturbata

(Pys*) sup {- D*(u*, p*)}.

preY*

Functia conjugata a lui ®* va fi functia ®** : VXY — R, definita prin

(5.3) O*F*(u,p) = sup { <u,u*>+<p, p*>-DP*u*, p*)}.
u*eV*
p*eY*

Obtinem prin urmare urmdtoarea problema, numita biduala problemei P

(P**) in\f/ { @**(u, 0) }.

Pe baza Propozitiei 3.3, functia ®** este ["-regularizata lui ®, deci ®** € I'(V X Y).
Repetand procesul de dualizare pentru problema P** obtinem, oricare ar fi p € Y,
problema perturbata

(Py**) inf { ®**(u, p))

si prin urmare duala lui P** va fi

(P#%) sup { - ®**4(0, p*)},

preY*

unde ®*** este conjugata functiei ®**.
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Conform Teoremei 3.4, implicd cd & = *** ceea ce face ca problema P*** s3 fie
identica cu problema P*. Acest motiv permite sa oprim procesul de dualizare.

Daca, oricare ar fi u € V, ar avea loc relatia ®(u, 0) = ®**(u, 0), atunci problema
P** ar fi identica cu problema P si cele doud probleme P si P* ar fi fiecare duala celeilalte.
Pentru ca acest lucru sd se intample vom lucra in conditia

(5.4) DPel(VoxY),

care implica cd @ = o**,

Daca are loc conditia (5.4), atunci putem privi functia F:V — R definita in felul
urmator F(u) = ®(u,0). Pe baza Teoremei 2.14 rezulta ca ® este o functie convexa, inferior
semicontinuad pe V X Y si diferitd Tn oricare punct de - o. Se obtine cd si functia F este
convexa, inferior semicontinud pe V si ia valori in intervalul (- oo, + o), ceea ce este
echivalent cu F € I'(V). Daca consideram problema P netriviala, atunci functia F nu este
identica + oo si rezulta asadar ca F' € T'o(V).

Observatia 5.3. Conditia (5.4) nu ne asigurd ca sup P* = inf P. Pe baza relatiei (5.2)
avem doar ca sup P* < inf P si urmeaza sa analizam 1n ce conditii inegalitatea devine
egalitate.

Daca are loc relatia sup P* = inf P spunem ca problemele P si P* se afla in relatia de
dualitate tare.

Vom presupune n cele ce urmeazd ca are loc conditia (5.4) si cd problema P este
netriviala.

Definitie. Se numeste functie valoare infimald functia h : Y — R definita prin

h(p) = inf P, = inf ®(u, p).

Propozitia 5.3. Dacd are loc conditia (5.4), atunci functia valoare infimald este
convexa.
Demonstratie. Vom arata ca, oricare ar fi p, q € Y si oricare ar fi Ae (0, 1), are loc
h(Ap + (1-M)q ) < Mh(p) + (1-Mh(q),
atunci cand expresia din membrul drept are sens.

Dacd cel putin unul dintre numerele h(p) si h(q) este + oo, atunci relatia este

adevdratd. Sa presupunem ca h(p) < + oo si h(q) < + oo. Oricare ar fia € R astfel incat
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h(p) < a, existd, conform definitiei lui /2, un punct u € V astfel incat h(p) < P(u, p) < a. De

asemenea, oricare ar fi b € R astfel incat h(q) < b, existd,un punct v € V astfel incat
h(q) < P(v,q) < b.
Tinand cont de faptul ca ® este convexa are loc

h( Ap + (1-M)q ) = ing d(w, Ap + (I-A)q ) £ D( A + (1-A)v, Ap + (I-A)q ) =

O( Ay, p) + (1-A)(v, @) € AD(u, p) + (1-M)D(v, @) < Aa + (1-A)b.

Facand pe a sd conveargd la h(p) si pe b sd convearga la h(q) obtinem relatia
cautata. |

Observatia 5.4. Pentru demonstrarea convexitatii lui 4 am folosit doar ca ® este
functie convexa.

Observatia 5.5. In general, daci ® € I'o( V x Y ), nu implici ca h € To( Y ).
Alegem V =Y = R si functia @ : R X R — R, definita prin P(u, p) = u + p. Functia S este
liniara, continud si diferita de functia constanta - oo, ceea ce, conform Teoremei 2.14,
rezulti ci ® € T(R x R). In plus, ® fiind neidentici - o sau + oo rezultd ca
D € TH(R x R). Functia infimala 4 : R — R este definita prin A(p) = lulelgf; (u+ p) = - oo

Deoarece, oricare ar fi p € R, h(p) =- o rezultacah ¢ IH( Y).

Propozitia 5.4. Daca h : Y — R este functia infimald si h* : Y* - R este
conjugata ei atunci, oricare ar fi p* € Y*, are loc

(5.5) h*(p*) = ®*(0, p*).

Demonstratie. Conform definitiei rezulta ca

h*(p*) = sup { <p*, p> - h(p) } = sup{ <p*, p> - ®(u, p)} = sup { <p*, p> +

peY peY peY

sup (-P(u, p))} = sup sup { <p*, p>- P(u, p)} = sup { <0, u> + <p*, p>- P(u, p) }.
ueV peY ueV ueV
peY

Conform relatiei (5.1), avem insa ®*(0, p*) = sup { <0, u> + <p*, p> - ®(u, p) },
ueV
peY

ceea ce inseamna ca h*(p*) = ®*(0, p*). |
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Propozitia 5. 5. Daca h**: Y — R este biconjugata functiei infimale, atunci are

loc urmatoarea relatie

(5.6) h**(0) = sup P*.
Demonstratie. Conform definitiei lui A** : Y — R, implicd ca
h**@p) = sup { <p, p*> - h*(p*)}, de unde rezultd ca h**(0) = sup { <0, p*> - h*(p*)}
p*eY* p¥eY*
= sup {-h*(p*)}. Obtinem, pe  baza  propozitiei, anterioare  ca
p*EY*
h**(0) = sup { - P*(0,p*)}, ceea ce inseamna ca h**(0) = sup P*. [ |
preY*

Observatia 5.6. Datorita faptului ca h7** este I'-regularizata lui & rezulta ca, oricare

ar fip e Y, are loc h**(p) < h(p) si In particular 2**(0) < h(0). Pe baza relatiei (5.6) si a

definitiei functiei infimale aceastd ultima inegalitate devine sup P* < inf P, relatie gasita la
Propozitia 5.1.

Definitie. Spunem despre problema P cd este normala dacd functia infimala
h:Y =R este inferior semicontinud in 0 si daca /(0) este numar finit.

Urmatoarea teorema din [6] da o importanta caracterizare a problemelor normale.

Teorema 5.6. Daca relatia (5.4) are loc, atunci urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

(1) problema P este normala.

(i1) problema P* este normala.

(ii1) are loc relatia inf P = sup P* si acest numar este finit.

Demonstratie. (i) = (iii) Fie h: Y >R regularizata inferior semicontinua si
hex 0 Y SR I'-regularizata functiei infimale /& : 'Y —%R. Pe baza Propozitiei 2.17,
rezulta

(5.7) h**< h < h.

Oricare ar fi p € Y, avem, pe baza Propozitiei 2.13, & (p) = lim A(q). De aici,

q—p

rezulti cd h (0) = lim A(q). Problema P este normala, deci A este inferior semicontinud in
q—0

0, ceea ce implica ca h (0) = lim A(q) = h(0), care este un numar finit. Din faptul ca / este
q—0

convexa rezulta ca si h este convexa. Fiindca h (0) este un numar finit iar functia & este

convexa si inerior semicontinud rezulta, pe baza Propozitiei 2.10, ca functia 2 nu poate lua
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in nici un punct valoarea - co. Conform Teoremei 2.14, h e Ty(V) iar din Propozitia 3.3
rezultd h = h **.

Din (5.7) si Teorema 3.1(i1) se obtine urmdtoarea relatie

B < h¥ < pwE

Din Teorema 3.4 mai avem cad h* = h*** ceea ce Tnseamnd cd relatia de mai sus
devine h* = h*. Obtinem in cele din urma ca h** = h**= h, care implicd cd
h**(0) =h(0) = h(0). Pe baza Observatiei 5.6, acest lucru este echivalent cu
inf P = sup P* = h(0) care este, deci, finit.

(iii) = (i) Are loc asadar h**(0) = h(0) € R iar pe baza relatiei (5.7) se obtine
h**(0) < h (0) < h(0) = h**(0). Din faptul ca h(0) = h(0) e R rezulta ca functia & este

finita si inferior semicontinud in O ceea ce face ca problema P sa fie normala.

Echivalenta (ii) < (iii) se aratd Tn mod analog folosind faptul ca P** = P, relatie
asigurata de (5.4). [

Observatia 5.7. La stabilirea echivalentei dintre (i) si (iii) nu am folosit ca ® este
inferior semicontinuad ci doar ca este convexa.

Propozitia 5.7. Multimea solutiilor problemei duale P* este identica cu dh**(0).

Demonstratie. Fie p* € Y* solutie a problemei P*, ceea ce inseamna ca oricare ar fi
q* € Y*, -®*0, p*) = -d*(0, q*). Pe baza relatiei (5.5) obtinem ca, oricare ar fi

g* € Y*, h*(p*) < h*(q*) echivalent cu h*(p*) = migl h*(q*). Din Propozitia 4.2 acest
q*e *

lucru este echivalent cu 0 € 9dh*(p*). Conform Propozitiei 4.5, tindnd cont de faptul ca
h* € T(V*), relatia 0 € dh*(p*) este echivalenta cu p*e dh**(0). [ |

Vom introduce o noud notiune care ne asigurd, de asemenea, dualitatea tare intre
problemele P si P*.

Definitie. Spunem despre problema P cd este stabild dacd functia infimalad
h: Y >R este subdiferentiabild in O si dacd h(0) este numar finit.

Urmatoarele rezultate dovedesc importanta notiunii de stabilitate.

Teorema 5.8. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) Problema P este stabila.

(ii) Problema P este normala si problema P* admite solutii.
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Demonstratie. (i) = (ii) Daca problema P este stabilda atunci h(0) este finit si
oh(0) # . Acest lucru implica, pe baza Observatiei 4.3, ca h(0) = h**(0), echivalent cu
sup P* = inf P =h(0) € K. Din Teorema 5.6 obtinem ca problema P este normala. Din
relatia ~(0) = A**(0) mai obtinem, conform Propozitiei 4.1, cd dh**(0) = dh(0). Asadar
multimea 0h**(0) este nevida, ceea ce pe baza Propozitiei 5.7 ne asigura ca si multimea
solutiilor lui P* este nevida.

(i1)=(@{) Problema P fiind normald inseamna, conform Teoremei 5.6, ca
h(0) = h**(0) € R. Acest lucru implica, pe baza Propozitia 4.1, ca dh(0) = dh**(0).
Problema P* avand solutie face ca multimea dh(0) = dh**(0) sa fie nevida. Functia h este
subdiferentiabila in O si datorita faptului ca 4(0) € R rezulta ca problema P este stabild. W

Propozitia 5.9. Daca relatia (5.4) are loc, atunci urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:

(i) Problemele P si P* sunt normale si admit solutii.

(ii) Problemele P si P* sunt stabile.

(ii1) Problema P este stabila si admite solutii.

Demonstratie. (i)=(ii). Datoritd faptului ca problema P este normald si ca P*
admite solutii rezulta, conform Teoremei 5.8, ca problema P este stabild. Datorita faptului
cd problema P* este normala si ca P admite solutii si tinand cont ca P** = P rezulta ca si
problema P este stabila.

(i1))=(1) Tot pe baza Teoremei 5.8, folosind si faptul ca P este duala lui P*, rezulta
ca problemele P si P* sunt normale si admit solutii.

(1)=(ii1) Problema P fiind normald Tmpreund cu faptul ca P* admite solutii implica
ca problema P este stabila.

(ii1))=(i) Din Teorema 5.8 rezultd ca problema P este normald si ca problema P*
admite solutii. Din Teorema 5.6, P fiind normald, rezulta ca si P* este normala. [ |

Urmatoarea teorema reprezinta un criteriu important de stabilitate a unei probleme
de optimizare.

Teorema 5.10. Daca functia perturbatoare @ : VXY — R este convexd, inf P este

numar finit §i are loc urmatoare conditie :
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©) existd un punct up € V astfel incat functia de la Y la R, de forma
p | P(up, p), sa fie finitad si continud in 0,

atunci problema P este stabila.

Demonstratie. Pe baza Propozitiei 5.3 si a Observatiei 5.4, rezultd ca functia
h: Y — R este convexi. Avand in vedere ci h(0) = inf P este finit, rezulta ca h(0) este
finit. Ramane sa mai ardtam ca functia h este subdiferentiabild in 0.

Functia p |—» ®(uo, p) fiind finita si continua in O rezulta ca existd un numar real a
si U o vecinatate deschisa a originii din Y astfel incat, oricare ar fi p € U, sd aiba loc:

D(up, p) < a <+ oo,

Asadar, oricare ar fi p € U, avem cd h(p) = ing D(u, p) < P(up, p) < a. Functia h

este o functie convexa, marginita superior pe o multime deschisd din Y §i neidentica - oo

pe acea multime. Pe baza Teoremei 2.12 rezulta ca & este continua pe interiorul domeniului

efectiv al lui Y fiind, deci, continud si in 0. Functia # : Y — R verifica ipotezele
Teoremei 4.6, ceea ce implica ca dh(0) #J. [

In continuare vom da un rezultat de existentd a solutiilor problemei de minimizare
pentru functii convexe si inferior semicontinue definite pe un spatiu Banach. In ipotezele
Teoremei 5.10, cu ajutorul acestui rezultat, vom demonstra in alt mod stabilitatea
problemei P.

Fie asadar ( 'V, Il - I ) un spatiu Banach reflexiv, C < V o multime convexa si inchisa
iar F : C —> R o functie convexa si inferior semicontinua pe C. Consideram problema de
minimizare

(P) Eelcft F(u).

Solutie a problemei P’ va fi un elemnt uy € C astfel incat F(ug ) = ing F(u). Asociem

problemei P’ urmatoarea problema de minimizare

(P) inf F (u),

ueV

unde functia F:V— R este definitd prin

- F(u), daca ueC
F(u)=
+ oo, daca uegC

43



Conform Propozitiei 2.2 si Teoremei 2.8, rezultd ca F este de asemenea o functie
convexa si inferior semicontinud, ceea ce face ca problemele P’ si P’ sa fie identice.
Propozitia 5.11. Daca multimea solutiilor problemei P’ este nevida, atunci ea este o

multime convexa si inchisa.

Demonstratie. Fie o € R astfel incat ing F(u) = o. Daca o = £ oo, atunci multimea
ue

solutiilor lui P’ este multimea vida.

Daca o € R, atunci multimea solutiilor problemei P’ este { u e V | F W <l
Din faptul ci functia F este convexi si inferior semicontinui rezulti ci multimea
solutiilor problemei P’ este convexa si Inchisa. |

Definitie. Despre functia F : C — R spunem ca este coerciva daca, oricare ar fi
u € C astfel incat llu Il = + oo, are loc F(u) — + oo.

Teorema 5.12. Daca ( V, Il - Il ) este un spatiu Banach reflexiv, C € V o multime
convexa si inchisa si F': C — R o functie convexa si inferior semicontinuad pe C astfel
incat sa aiba loc cel putin una din conditiile:

(1) multimea C este marginita;

(i1) functia F este coerciva;
atunci problema P’ are cel putin o solutie. Daca, in plus, functia F este strict convexa,
atunci problema P’ are solutie unica.

Demonstratie. Fie o0 € [- oo, + o ) astfel Incat in(fj F(u) = a. Exista atunci un sir
ue
(Up)nen+ In C astfel incat lim F(u,) = ing F(u) = a. Vom arata ca sirul (up)pen+ este
n—oo ue
marginit.
Daca are loc conditia (i), deci multimea C este marginita, atunci sirul (up)nen+ < C

este de asemenea marginit.

Daca are loc conditia (ii), sd presupunem ca (Up)pen+ Nu este marginit. In acest caz

va exista (uni Jien+ un subsir a lui (up)nen+ astfel Incat limll Up, Il = + oo. Functia F fiind
1—0o0
coerciva va implica ca limF(u, ) = + oo, care este contradictic cu
i—oeo

1imF(uni):oce [- o0, + o).
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In ambele cazuri sirul (uy)pen+ trebuie sd fie marginit, ceea ce implicd ca exista

(uni Jien+ un subsir a lui  (u,)pen+ convergent la un element u € C=C. Functia F este

inferior semicontinud in u, ceea ce pe baza relatiei (1.2) implica

Fu) < limF(u, )=a.

1—00
Obtinem asadar o # - oo i cd u este o solutie a problemei P’.
Daca, 1n plus, functia F este strict convexa, sa presupunem cd problema P’ are doud
solutii diferite u; si uy. Multimea solutiilor lui P’ este, conform Propozitiei 5.11, convexa,

o . . oWyt
ceea ce inseamna ca si

este solutie a problemei P’.Din (2.7) avem 1nsa ca

2 g LTy ) =

. _u+u . o
obtinand o contradictie cu faptul ca % este solutie a problemei P’. |

Obsevatia 5.8. Revenind la problema P, sd presupunem ca sunt indeplinite ipotezele
Teoremei 5.10. Fie Y un spatiu Banach reflexiv si Y* dualul sdu. Pe baza Propozitiei 5.4

problema duald P* se poate scrie astfel

(P*) sup { - h*(p*) }

p*eY*
care este echivalenta cu

(P¥) - inf { h¥(p®) ).

Conditia (C) din Teorema 5.10 fiind indeplinita rezulta ca h este continua in O, ceea
ce implica ca este inferior semicontinud. Fiindca h(0) este finit rezulta ca problema P este
normald. Rdmane sad aratdm ca problema P* are solutie, ceea ce pe baza Teoremei 5.8 ar
implica ca problema P este stabila.

Functia h*: Y* — %R fiind din [')(Y*) este convexa si inferior semicontinua pe Y*
si oricare ar fi a € R multimea { p* € Y* | h*(p*) < a } este marginitd. Vom arata ca
functia h* este coerciva.

Fie (pn*)nen+ un sir din Y* astfel incat limll p,*Il = + . S& presupunem ca

n—oo

lim 2*(p,*) < + oo. Implica ca exista ag € R astfel incat, oricare ar fi n € N*,
n—oo
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h*(pn*) < ap. Multimea { p* € Y* | h*(p*) < ap } este Tnsd marginitd de unde rezulta ca
exista ¢ = 0 astfel incat, oricare ar fi n € N*, |l p,* Il < c. Am ajuns la contradictie cu faptul

ca lim |l pp*Il = + oo.

n—>o0
Functia h*: Y* — R este asadar si coerciva , Teorema 5.12 asigurdndu-ne astfel ca
problema

inf { h*(p*) }

preY*
are solutie. Rezultd, Tn consecinta, cd i problema

(P%) sup { - h*(p*) } =~ inf { h*(p¥)}

preY*
are solutie. |

In finalul acestei sectiuni vom demonstra cteva rezultate care stabilesc legitura
dintre solutiile problemelor P si P* in cazul 1n care acestea exista.

Propozitia 5.13. Dacd problemele P si P* admit solutii si daca are loc

(5.8) inf P = sup P*,
care este un numadr finit, atunci fiecare solutie up a lui P si fiecare solutie po* a lui P* sunt
legate prin relatia de extremalitate

(5.9) P(up, 0) + P*(0, po*) =0,
echivalentd cu

(5.10) (0, po*) € 0P (uy, 0).

Reciproc, daca up € V si po* € Y* verifica relatia de extremalitate (5.9), atunci ug
este solutie a problemei P, pp* este solutie a problemei P* si are loc relatia (5.8).

Demonstratie. Daca uy € V este solutie a problemei P rezultd ca
inf P = F(up) = P(ug, 0). Dacad po* € Y* este solutie a problemei P* rezultd ca
sup P* = - &*(0. po*), ceea ce, pe baza relatiei (5.8), implica ca ®(ug, 0) + ®*(0, po*) = 0.

Avand 1n vedere ca 0 = < uy, 0> + < 0, po*> = < (up, 0) , (0, po*)> implica ca
D(ug, 0) + D*(0, po*) = < (up, 0),(0, po*)>. Din Propozitia 4.3 rezultd atunci ca
(0, po*) € 9D (uy, 0).

Reciproc, fie up € V si pp* € Y* care verifica relatia (5.9). Am ardtat Tnsa ca,

oricare ar fi u € V si oricare ar fi p* € Y*, are loc - ®*(0, p*) < ®(u, 0). Rezulta ca,
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oricare ar fi
p* € Y*, - ®*0, p*) £ D, 0) = - P*O0, po*), ceea ce implicd ca
-@*(0,po*) = sup {-P*(0, p*)}.

preY*
In mod analog se arata ca ®(uy, 0) = in\f/ {®(u, 0)}. Asadar, uy este solutie a

problemei P, po* este solutie a problemei P* si are loc relatia
inf P = ®(uy, 0) =- ®*(0, po*) = sup P*. |
Observatia 5.9. Oricare ar fi p* € Y*, avem pe baza relatiei (5.1)

O*0, p*) = sup{ <0, u> + <p*, p> - ®(u, p) }= sup {<p*, 0> - ®(u,0)}=
ueV ueV
peY

sup {-P(u, 0)}.

ueV

Rezulta ca, oricare ar fi u € V si oricare ar fi p* € Y*, ®d(u, 0) + ®*(0, p*) = 0.

Aceastd ultima inegalitate justificd denumirea de relatie de extremalitate a relatiei
(5.9). Solutiile problemelor P si P* sunt punctele in care relatia de mai sus 1si atinge
minimul.

Observatia 5.10. Daca problema P este normala, atunci relatia (5.9) are loc.

Propozitia 5.13 are loc dacd una din afirmatiile Propozitiei 5.9 este adevarata.

Propozitia 5.14. Fie V un spatiu Banach reflexiv si ® : V X Y — R functia
perturbatoare, astfel Incat @ € I'o( V X Y ). Presupunem ca este Indeplinitd conditia (C) si
cd, 1n plus, daca u € V astfel incat Il u Il = + o are loc

d(u, 0) = + oo,

In aceste conditii problemele P si P* au cel putin o solutie, are loc inf P = sup P* si
relatiile de extremalitate (5.9) si (5.10) sunt indeplinite.

Demonstratie. Functia F:V — ﬁ, definita prin F(u) = ®(u, 0) verifica conditia
(i1) din Teorema 5.12. Fiind functie convexdsi inferior semicontinud  rezultd ca

problema

inf F(u)

ueV
are solutie, ceea ce este echivalent cu faptul ca problema P are solutie.
Din conditia (C) rezulta ca problema P este stabild ceea ce conform Teoremei 5.8

implicd ca problema P este normala si ca problema P* are solutie. Din Teorema 5.6
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obtinem, in consecintd, ca inf P = sup P* si cd acest numar este finit. Conditiile din ipoteza
Propozitiei 5.13 fiind Indeplinite rezultd ca si relatiile de extremalitate (5.9) si (5.10) sunt

indeplinite. u
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6. Lagrangean si puncte sa

In cadrul acestei sectiuni vom introduce functia Lagrangean a problemei P cu
ajutorul cdreia vom stabili legatura dintre notiunea de dualitate si problemele de teorie a
jocurilor.

Definitie. Se numeste Lagrangean al problemei P relativ la functia perturbatoare
Dd: VXY —> ﬁ, functia L: VX Y* — R definiti prin

(6.1) L(u, p*) = - sup { <p*, p>- ®(u, p) }

peY

Observatia 6.1. Oricare ar fi u € V, consideram functia ®,: Y —» R, definita prin
®,(p) = P(u,p). Conjugata functiei P, este functia d,* : Y >R, definita prin

D ¥ (p*) = sup { <p*, p>- Du( p) } = sup { <p*, p> - P(u, p) }. Avem, asadar, oricare ar fi

peY peY
u e Vsioricare ar fi p* e Y*,
L(u, p*) = - ©u*(p™).
Pe baza Observatiei 3.3 rezulta cd ®,* € I'(Y*).
Propozitia 6.1. Oricare ar fiu €V, functia L,: Y* — R definita prin
(6.2) Lu(p*) = L(u, p*)
este o functie concava si superior semicontinua pe Y *.
Dacd functia® : VXY — R este convexa, atunci, oricare ar fi p* € Y*, functia
Ly V— R definitd prin
(6.3) Ly+(u) = L(u, p*)
este convexa.
Demonstratie. Fie u € V. Oricare ar fi p* € Y*, avem L,(p*) = L(u, p*)= -

D, *(p*). Avand 1n vedere cd ®,*e I'(Y*) rezulta, pe baza Teoremei 2.13, ca functia ,*
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este convexa si inferior semicontinud pe Y*. Se obtine, In consecintd, ca functia L, este
concava si superior semicontinua.
Fie acum p* e Y*, arbitrar. Vom ardta ca functia Ly« este convexd. Oricare ar fi
u,ve VsiAe (0, 1), vom arata ca are loc
Ly«(Aa+ (1-A)v ) <A Ly«(u) + (1- A)Ly=(v)
echivalent cu
L(Au+ (1- A)v, p* ) <A L(u, p*) + (1- A)L(v, p*).
Daca cel putin unul dintre numerele L(u, p*) si L(v, p*) este + oo atunci relatia are
loc.
Sa presupunem ca L(u, p*) < + o si L(v, p*) < + o. Fie a, b € R astfel incat
L(u, p¥)<asi L(v, p*) <b. Din relatia (6.1) se obtine
L(u, p*) = - sup { <p*, p>- P(u, p) } = inf {®(u, p) - <p*, p>} <a.

peY P
Existd, atunci, un punct pp € Y astfel incat L(u, p*) < d(u, po) - <p*, po> < a. in
acelasi mod se arata ca exista un punct qo € Y astfel incat L(v, p*) < ®(v, qo) - <p*,qo><b.
Se obtine urmatoarea relatie

L(Au+ (1- M)v, p*) = in£ {®(Au + (1- A)v, p) -<p*, p>}< D(Au + (1- A)v, Apo+(1-A)qo) -
pe

<p*, Apo+(1-A)qo > = P( Au, po)+(1-A)(v, qo) ) - A<p*, po> - (1- A)<p*,qo> < M D(u, po) -
<p*, po>) + (1-M)( D(v, qo) - <p*, qo>) < Aa + (1- A)b.

Daca facem pe a sa tinda la L(u, p*) si pe b sa tinda la L(v, p*) rezultd relatia
cautata. |

Vom rescrie cu ajutorul Lagrangeanului problemele P si P*. Pe baza relatiei (5.1)

rezulta

O**, p*) = sup{ <u*, u> + <p*, p> - P, p) } = sup{ <u¥ u> +
ueV ueV
peY

sup [ <p*, p> - ®(u,p)] = sup { <u*, u>- L(u, p*) }.

peY ueV

Se obtine ca ®*(0, p*) = sup{ <0, u> - L(u, p*) } = sup{ - L(u, p*) }=

ueV ueV

-inf L(u, p*). In concluzie avem
ueV
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(6.4) -®*(0, p*) = inf L(u, p*).

Problema

(P*) sup { - ©*(0, p¥) }

p*eY*
se scrie cu ajutorul Lagrangeanului astfel

(P*) sup inf L(u, p*).

preY* ueV

Presupunand acum ca ® € I'po(V x Y), functia &, Y — R, definitd prin
D,u(p) = P(u, p) apartine lui I'p(Y), ceea ce, pe baza Propozitiei 3.3, implica ca &, = d,**.
Oricare ar fiu € V si oricare ar fi p € Y, obtinem

D(u, p) = Pu(p) = Du**(p) = sup {<p*, p>- P,*(p*) } = sup {<p*, p>+ L(u,p*)}.

p¥eY* p¥eY*
Oricare ar fiu € V rezultd ca
(6.5) ®(u,0) = sup {<p*, 0>+ L(u,p*)} = sup L(u,p*).
p*eY* p¥eY*
Problema
(P) inf {®(u, 0)}
se scrie cu ajutorul Lagrangeanului astfel
(P) inf sup L(u,p¥*).
ueV preY*

Observatia 6.2. Relatia de dualitate slaba sup P* < inf P o putem scrie cu ajutorul
Lagrangeanului in forma sup inf L < inf sup L, obtinand o relatie binecunoscuta din teoria
jocurilor.

Definitie. Spunem ca (up, po*) € V X Y* este punct sa al Lagrangeanului

L: VX Y* — R daci oricare ar fiu € V si oricare ar fi p* € Y*, are loc

(6.6) L(ug, p*) < L(ug, po*) < L(u, po*).

Teorema 6.2. Fie ® : VXY —» R functia perturbatoare a problemei P. Daca
® e I'H( V XY ), atunci urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) (ug, po*) € V X Y* este punct sa al lui L.

(i1) ug este solutie a problemei P, po* este solutie a problemei P* si are loc relatia

inf P = sup P*.
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Demonstatie. (i)=(ii) Din relatia (6.6) rezultd cd L(uo, po*) = in\f/ L(u, po*) si ca

L(ug, po*) = sup L(ug, p*).

preY*

Pe baza relatiilor (6.4) si (6.5) implica ca -®*(0, po*) = in\f/ L(u, po*) = L(ugp,po™*) si

ca P(ug, 0) = sup L(ug,p*)= L(ug, po*). Se obtine 1n final P(uy, 0) + ®*(0, po*) = 0, ceea

Y
ce pe baza Propozitiei 5.13 ne conduce la concluzia ca ug este solutie a problemei P, po*
este solutie a problemei P* si are loc relatia inf P = sup P*.

(i1)=(1) Din Propozitia 5.13 rezulta ca ®(ug, 0) = -®*(0, po*). Tinand cont de (6.4)
si (6.5) obtinem urmatoarea relatie

-®*(0, po™) = inf L(u, po*) < L(uo, po*) < sup L(uo,p*) = P(uo, 0),

p*eY*

ceea ce Tnseamna cd relatia (6.6) este adevarata. [

Propozitia 6.3. Fie ® : V X Y —» R functia perturbatoare a problemei P. Sa
presupunem cd @ € I'h( V X Y) si ca problema P este stabila. Atunci, up € V este solutie a
problemei P daca si numai daca existd pp* € Y* astfel Incat (ug, po*) sa fie punct sa al lui
L.

Demonstratie. Necesitatea. Daca u, este solutie a problemei P rezulta, pe baza
Teoremei 5.6 si a Teoremei 5.8, cd problema P* admite solutii si ca are loc inf P = sup P*.
Fie po* € Y* o solutie a problemei P*. Conform Teoremei 6.2 rezultd ca
(up, po*) € V X Y* este punct sa al Lagrangeanului L.

Suficienta. Din Teorema 6.2, (ug, po*) € V X Y* fiind punct sa al lui L, rezulta ca

up € V este solutie a problemei P. [ |
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7. Aplicatii ale teoriei dualitatii

Teorema lui Farkas

Ca o prima aplicatie a teoriei dualitatii vom prezenta o metoda de obtinere a unor
teoreme de alternativa. Fiind date date doud sisteme de ecuatii sau inecuatii, o teorema de
alternativa afirmd ca dintre cele doud sisteme sunt compatibile primul sau al doilea, dar
niciodatd amandoud. Metoda aceasta de obtinere a teoremelor de alternativd a fost
prezentatda de G. Wanka [18], care 1n [19] redescopera teorema lui Gale. In cele ce
urmeaza, cu ajutorul acestei metode, vom obtine teorema lui Farkas, care poate fi scrisd ca
teorema de alternativa [13]. Procedeul constd in determinarea problemei duale pentru o
problemd de optimizare si In demonstrarea existentei dualitdtii tari intre cele doud
probleme .

Un alt procedeu de obtinere a teoremelor de alternativa a fost dat de A. Dax [5].

In spatiu vectorial R" considerdm urmitoarele relatii de ordine partiala pentru X
=(X1, X2, ey Xn), Y =(Y1, Y2, ooy Vo) € R":

X >y daca si numai dacd, oricare ar fii e {1,2, ..., n}, avem x; 2 y;;
X 2y dacad sinumai dacax > ysiX #Yy;

x >y daca si numai daca, oricare ar fii e {1,2, ..., n}, avem X; > y;,
Teorema lui Farkas este datd in [4] in forma urmaétoare:
Lv2, ..., vPe R". Sistemul de inecuatii din R"

{<x,u><0

<x,v'><0,ie€{l,2,...,p}

Fiepe N*siu, v
este incompatibil daca si numai dacd existd a = (aj, a,..., ap) € R.P astfel incat

p
u+ Z a;v' =0.
i=1

Teorema lui Farkas se poate reformula ca teorema de alternativa astfel:
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Teorema 7.1. Fiep € N*siu, v', V2, ..., vPe R". Atunci sistemul

0

>
v

(7.1) .
x;vi+u=0

e

,_.
Il
—_

are solutii in RP sau sistemul

<y,u><0
(7.2)

<y,v'><0,ie€{l,2,..,p}

are solutii in R", dar niciodatd nu pot avea amandoua solutii.

Observatia 7.1. Sistemul

xiO

P .
ZXiV1 =u
i=1

(7.3)

are solutie in RP daca si numai daca sistemul (7.1) are solutie Tn RP. Se observa ca x € RP
este o solutie a sistemului (7.1) daca si numai dacd x’ = -x € RP este o solutie a sistemului
(7.3).
Oricare ar fiie {1, 2 ,..., 2n+p}, considerdm a; € R® definite astfel:
dacaie {1,2,..,p},a= ei, unde ¢' sunt vectorii bazei canonice ai lui R" :
dacdie {p+l, p+2,..,p+n}, a= (Vi_pl, Vi_pz, s Vip' ) 3
dacaie {p+n+l1,p+n+2, .. p+2n},a=-a,
Oricare ar fii € {1, 2, ..., 2n+p}, consideram b; € R definite astfel:
daciie {1,2,..,p},bj=0:
dacaie {p+l, p+2, ..., p+n}, bi = ujp;
dacaie {p+n+1, p+n+2, .., p+2n}, bj=- bi,.

. . . 2 . . < 2
Obtinem, prin urmare, matricea A € R? X R™" P si matricea coloand b € R™":
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a, 1 0 0 b, 0
a, 0 0 1 b 0
1 2 p
Apni Vi vy Vi b, u,
A=1: S T ,b = =
1 2
ap+n Vn Vn Vnp p+n un
1 2 —
ap+n+1 _Vl _Vl _le bp+n+1 ul
1 2 —u
ap+2n _Vn _Vn _Vnp bp+2n n

Sistemul (7.3) se poate scrie atunci in urmatoarea forma

{<ai,x>Sbi

7.3 .
(7.3) ie{L,2,...,2n+ p}

Consideram in continuare urmatoarea problema de optimizare

2n+p
(P) inf 2% = xq .

<a;,Xx; ><b; i=2
ie{l,2,....2n+p}
Observatia 7.2. Minimul lui P este 0 dacd si numai dacd existd, oricare ar fi
ie {1,2,.. 2n+p}, x; € RP astfel incat < a;, x; > < b; si, in plus, X; =X, = ... = Xonsp = X.
Acest lucru este echivalent cu faptul ca sistemul (7.3) are solutie.
Vom determina, in continuare, duala problemei P. Consideram spatiul vectorial
Y = RP x..x RP x R*™P, unde RP apare de (2n + p -1) ori. Fie @ : RPx..x R° x Y- R,
functia perturbatoare a problemei P, definita prin

2n+p

lIx; +@; —x1l, daca <aj,x; >—b; <y;,Vie{l2,..2n+
D (X1, X2,eens Xonps @, Y)= i; it =X irXi is7i { p}’

+ oo, in caz contrar

unde @ =(P2, @3, ..., Qonsp) S1 Y= (Y1, Y2-.., Yonsp) astfel Incat, oricare ar fii e {2, 3, ....2n+p},
¢ € RPsi, oricare ar fiie{1,2,...,2n+p}, . € R.
Observatia 7.3. Am considerat si spatiul vectorial V = RP x...x RP, unde R’ apare

de (2n + p) ori. Problema P se mai poate scrie
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(ﬁ) inf ﬁ (Xl’ X27 cey X2n+p),

(X1,X2,50.0Xpp4p)EV

functia F: V — R fiind definita prin

2n+p
n ZHX- — xqll,daca <aj,x; ><b;,Vie{l1,2,...2n+p}
F ( X15 X2y eny X2n+p) = - 1 1°™1 i .
+oo, in caz contrar

Cele doud probleme sunt identice si am putut atasa functia perturbatoare a
problemei P , definita mai Tnainte, problemei P.

Problema perturbata care se obtine este urmatoarea

( P(P’ Y) inf (b(XI, X2, eeey X2n+p, (p7 Y)‘
Xi e%p
ie{l,2,...2n+p}

Daca oricare ar fi i €{2, 3, ...2n+p}, ¢; = (0, O, ..., 0) € RP si, oricare ar fi
1e{l,2,..,2n+p}, v = 0, atunci problema P, y este chiar problema primala P.
Conjugata functiei ® va fi functia &* : V¥ x Y*— R, definita prin

2n+p
¢*(X1*7 XZ*, see X2n+p*, (P*, ’Y*) = Sup { Z < Xi*7 Xi > +
x; eRP Viel{l2,...2n+p}  1=I
0; eRP,Vie(2,3,....2n+p}

Yem2n+p
2n+p
< ’Y*7 Y> + z < (Pi*’ (Pi > - q)(Xh X2, ooy X2n+p7 (P7 Y) }’
=2
unde oricare ar fi i ef{l, 2, .. 2n+p}, xF € (RO)* i
(@*, ¥%) = (@2%, ©3%, ..., Oonsp™, V1, Y2¥oeees Yonep™ ) € Y*. Avand 1n vedere cum a fost
definita functia ® obtinem
2n+p
q)*(Xl*, X2*, ey X2n+p*’ (P*7 Y*) = Sup { z < Xi*, Xi >+
x; eRP,Vie(l,2,... 2n+p} i=1
©; eRP Vie{2,3,...2n+p}
Y e9t2n+p

<a;,Xj >Sbi +vi ,Vie{l,Z,...,2n+p}

2n+p 2n+p
<Y+ D <o o> - O Ixi+@-xi ).
i=2 i=2
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Consideram y = (y2, ¥3, -.» Y2nsp) € R° X . X RP 51 2 = (21, 20,..., Zonsp) € R2P astfel
incat :

oricare ar fii € {2, 3, ..., 2n+p}, yi=Xi + @i - X1 ;

oricare ar fii e {1, 2, ..., 2n+p}, zi = ¥, + b; - <aj, X;>.

Facand aceste schimbari de variabila rezulta

2n+p
(b*(Xl*, XZ*, (] X2n+p*, (p*7 ’Y*) = Sup { Z < Xi*, Xi >+
z;20,x; eRP Vie(12,...2n+p} 1=l
y; €RP,Vie(2,3,....2n+p}

2n+p 2n+p 2n+p
z < (Pi*, X1 + V% - X> + z ’Yi*(Zi —bi + <a;, Xi>)— z I Vi I } =
i=2 i=1 i=2
2n+p

sup (<, x>+ 2 [ <of vi>-1yl]+
z,20,x; eRP ,Vie(l,2,....2n+p} i=2
y; €RP,Vie{2,3,....2n+p}
2n+p 2n+p
z < Xi* + yi*ai - ([)fl< , X + < 'yl*al, X1> + z < (pi*, X1 >+ < 'Y*, z - b> } =
i=2 i=2
2n+p 2n+p
z sup [ <@, yi>-1lyill] + z sup <Xi*+yi*ai—(pi*,xi>+
1=2 Yi ESRP i=2 X eg{p

2n+p

* * * ES 3k
sup <x; +7a+ D, O, X; >+ sup <Y, z>-<y,b>,
x; eRP i=2 z>0

unde z = (21, 2,..., Zonsp) > 0 dacd oricare ar fii e {1, 2, ..., 2n+p}, z; 2 0.

Pentru a determina duala trebuie ca oricare ar fi i €{1, 2, ..., 2n+p}, x;* = 0.

Problema duala a lui P va fi

(P*) sup {-®*0,0, .., 0, 0* v*) }
0;*eRP Vie(2,3,..2n+p}
v, *eR,Vie(l,2,..2n+p}

care este echivalenta cu
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2n+p
(P*) sup {2 sup [ <@ v >- 1y I ]+

¢;*eRP Vie[23,.2n+p} 172 y;eRP
v;*eR,Vie{l,2,..2n+p}

2n+p 2n+p
sup <Yiai-@; ,Xxi>+ sup <'yla1+z Qi ,X;>+sup <y,z>-<7Y,b>}.
=2 x; eRP X, eRP i=2 z>0

Daca, oricare ar fii € {1, 2, ..., 2n+p}, are loc Il ¢;* Il < 1, atunci < @;*, y; > < Il y; Il,
pentru fiecare y; € RP si de aici rezultd ca, pentru fiecare i €{1, 2, ..., 2n+p},

sup [ <@*, y;>-llyill ] = 0. Impunénd conditia ca y* = (Y, Y2*,..., Yonsp™ ) < 0 implica
yi Eg{p

2n+p
cd sup< v*, z> =0. De asemenea mai impunem conditiile ca y;*a; = - Z ¢;* si ca,
2>0 i=2

oricare ar fii € {2, 3, ..., 2n+p}, sa aibd loc @;* = y;*a;.

Problema dualad se scrie 1n aceste conditii

(P*) sup < Y%, b>.
3 2n+p .
<0,y 8y =~ 22 0

llp; "I, ;" =y;*a;, Vie(2.3,...2n+p)
Daca eliminam, oricare ar fii € {2, 3, ..., 2n+p}, pe ¢;* obtinem problema duala in

urmatoarea forma

(P*) sup <y*,b>.
2n+p .
Y#<0, 2 vi a;=0

= =l
‘ 1
ly;“IS—,Vie(2,3,...2n+p}
lla;
Observatia 7.3. Fard a restrange generalitatea putem considera ca Il a; Il > 0 pentru

fiecare i€ {2, 3,...,2n+p}. Daca ar exista ipe {2, 3,...,2n+p} astfel incat || a; o Il = 0, aceasta

ar implica aj, = 0, ceea ce ne-ar permite sa elimindm linia ip fara a schimba natura

sistemului.

Propozitia 7.2. Problema P este stabila.
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Demonstartie. Vom ardta ca functia perturbatoare ® : VX Y— R este convexa.
Fie (X1, X2, ey X2n4ps @5 Vs (Y15 Y2, «oos Yoneps @7, ¥) € VX Y s5i A € (0, 1). Va trebui sa
aratam ca:
PAX 1+ (1-A)Y1,ee o A onept (1-A)Y2nsp, A + (1-M)@” Ay + (1-L)Y’) < AD( X1, X2, -vs XonepsD,Y)
+ (L-M)D(y1, Y2, -os Yonips @75 7).

Daca, oricare ar fi i€ {1,2,...,2n+p}au loc relatiile <a;, x;> - b; < V; s <aj,yi>-bi < Vi,
atunci, oricare ar fi ie {1, 2,....2n+p}, <a;, Ax;+ (1-A)y; > - by £ Ay, + (I-A)y)’, ceea ce
implica ca

PAxi+ (I-MN)y1 ey AXonpt (I-M)yonsp, A@ + (1-M)Q°, Ay + (I-A)Y) =

2n+p 2n+p 2n+p
D1 A1) A1V A -(1-Dyill A D0 X + @ - xill+(1-A) D llyitr’-
i=2 =2 =2

Yill SADP( X1, X2, ey X2naps@,Y) + (1-A)P(Y1, Y2, «es Yonaps @75 7).
Daca exista ipe {1, 2,...,2n+p }astfel incat
<aj Axj + (1-A)y > - by >Ay; HI-M)yg°,
atunci cel putin una din valorile ®( X1, X2, ..., Xon4p,@,Y) 51 P(Y1, Y2, -oos Yonsp> @, Y') €5t

+ oo ceea ce face ca relatia cautata sa fie adevarata.

Fiex = (;1 yeees )_<2n+p) € V astfel incat, oricare ar fi ie {1, 2,...,2n+p}, <a;, x_i> < b;.
Vom arata cd pentru xe V conditia (C) din Teorema 5.10 este adevaratd. Va trebui sa
aratdm ca functia @, : Y— R, definitd prin ®1(¢,y) = D(X1,..., Xansp ,¢,Y), €ste continua si
finitd 1n (0, 0) € Y.

Conform alegerii lui (;1 yeers ;2n+p ), oricare ar fi ie{l, 2,...2n+p}, are loc

2n+p
<aj, X; >-b; <Y =0, ceea ce implica cd ®,(0, 0) = z II'x; - x;Il, care este numar finit.
=2

Fie € >0. Fara a restrange generalitatea il putem alege pe € astfel Tncét, oricare ar fi

— €
ie{l, 2,....2n+p},<a, X, >-bi<-£€<0<e Fie B(O,m y={pe R°lllgll< }

2n+p

: o cep o € € 2nip
bila deschisa din RP. Consideram W = B(0, ) X ... X B(0, )X (-€ +€) 7,
2n+p 2n+p
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unde B(0, ) apare de (2n + p -1) ori, o vecinatate deschisa din Y a lui (0, 0). Fie

2n+p

(@, 7) = (@ 2, O3, ..., Ponsps V1> Y2oeees Yonsp ) € W. Avénd in vedere ca, oricare ar fi
i€ {1,2,...2n+p}, Vi € ( -€, + € ) rezulta ca, oricare ar fiie {1, 2,...,2n+p}, <a;, x_1 >-bi<Yi.

Pe baza acestei relatii se obtine

_ _ 2n+p . _
D@, 1) = P(Xiser Xanip, O = D, I X, +¢- xi1l.
=2
In consecint, rezulta urmitoarea relatie
2n+p L _ o 2n+p .
| @@, ) -D1(0,0) 1 =1 X (X, +¢i-xill-1x, -xil)IE D 1 x, + -
i=2 =2
2n+p 2n+p
_ _ € (2n+p-1)e
N-1x, - x; 1< ol < = <€,
X XX 1:% ¢ 1:% 2n+p 2n+p

care ne asigura continuitatea lui @, in (0, 0).

Avand 1n vedere si faptul cd inf P este finit, pe baza Teoremei 2.10, obtinem ca
problema P este stabila. [

In cele ce urmeazi vom nota minP minimul problemei P si maxP* maximul
problemei P*.

Propozitia 7.3. Pentru problema P si duala ei P* are loc urmatoarea relatie

(7.4) inf P = max P*.

Demonstratie. Problema P fiind stabila rezultd, pe baza Teoremei 5.6 si a Teoremei
5.8, ca problema P* are solutie si ca inf P = sup P*. Din faptul ca P* are solutie rezulta ca
sup P* = max P*. |

Propozitia urméatoare [19] ne va da o caracterizare a solutiei problemei P.

Propozitia 7.4. Daca inf P = 0 atunci problema P are solutie, ceea ce este echivalent
cumin P =0.

Demonstratie. Daca inf P = 0 rezulta ca exista un sir ( (Xq1, Xa1, ..., Xon4pl ) Jie N+ 10 V

astfel incat, oricare ar fii e {1, 2, ...., 2n+p }si oricare ar fi 1 € N*, are loc < a;, X > < b; si
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2n+p

lim Z Il xi1-x 11 Il = 0. Aceasta ultima relatie este echivalentd cu faptul ca, oricare ar fi,
1> :
=2

ie {2,3, ..., 2n+p }, }imll Xij1-x 11 11=0.

Pe baza acestei relatii rezulta cd, daca existd ip € {1,2,.... 2n+p } astfel incat sirul
(X 01)15N* sd fie marginit, atunci, oricare ar fi i € {1,2,.... 2n+p }, sirul ( Xj )en+ e€ste
marginit.

Sa presupunem ca, oricare ar fi i € {1,2,.... 2n+p }, sirul ( Xj )en+ este marginit.

Pentru fiecare i € {1,2,.... 2n+p }, sirul ( Xj )ien+ admite un subsir convergent ( x| N Jhe N
astfel incat lim x| = Xi € RP.

Oricare ar fii e {1,2,... 2n + p }, multimea { x € R | < a;, x; > < b;} este inchisa
ceea ce implicd cd < a;, ;i > < b;. Rezultd, asadar, ca punctul (;1 yeees ;mp) este solutie
admisibilad pentru problema P.

Fieie {2,3,.... 2n + p }, arbitrar. Avem urmatoarea relatie, oricare ar fi h € N*,

Ixi - xqll < xi - x40 xg - xqp T+ I xqg, - Al

Daca facem pe h sa tinda la + oo se obtine ca 0 < Il x; - x4/l <0, ceea ce implica ca Xi

:;1. Obtinem ca ;1 = ;2: v = ;mp de unde rezulta ca (;1,..., ;mp) este solutie a
problemei P si avem atunci ca min P =0.

Sa presupunem acum ca oricare, ar fi 1 € {1,2,.... 2n+p }, sirurile ( Xj )en+ sunt
nemarginite si ca problema P nu admite solutii, deci min P > 0.

Oricare ar fii e {1,2,.....2n+p }, fie semispatiul inchis S; = { x € R’ | < a;, x; > < b;},

2n+p
facut de hiperplanul H; = { x € RP | < a;, X; > = b;}. Din min P >0 rezulta ca ﬂSi =0.
i=1

Daca, oricare ar fi i, j € {1, 2, .... 2n+p }, Hi n Hj = &, echivalent cu faptul ca
hiperplanele H; sunt paralele intre ele pentru fiecare i € {1, 2, .... 2n+p }, rezultd ca exista
doud semispatii inchise S, si S disjuncte. Avand 1n vedere cd ( Xg )ien+ < S; si
( Xg ien* C Sgare loc urmatoarea relatie

o<l Xp1 - Xl < X1 - X01 I+ X01 - XS1||.
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Facandu-l pe | sa tindd la + o se obtine limll x;; -Xq Il = 0, care este in contradictie
>

cufaptul cad(S,, S;)=inf { Ix-yllIxe S, ye Sg } >0.
Dacd nu sunt toate hiperplanele H; paralele intre ele, fie k numarul maxim de
semispatii cu intersectia nevidd, 2 < k < 2n + p - 1. Consideram aceste semispatii

Sil yeees Sik ,unde pentru j € {1,2,..., k}, ij € {1,2,..., 2n + p}. Alegerea acestor semispatii

k
nu este unica. Notam S = ﬂSij , care este o multime nevida si inchisa. Exista atunci un
=1
semispatiu inchis S;, r € {1, 2, ..., 2n + p}, astfel incét, oricare ar fi j € {1, 2, ..., k},
Sij # S si S mn S = . Aceasta ultima conditie este echivalenta cu

dS;,S)=inf {lIx-ylllxe S,, yeS }>0.
Consideram sirul ( Xg )ien+, S € {iy, 12, ..., Iy} cu proprietatea cd admite un subsir in
S si sirul ( Xg )ien* € Sy Daca pentru aceste doua siruri aplicdm rationamentul de la cazul
anterior ajungem din nou la contradictie. |
Propozitia 7.5. Sistemul (7.3) are solutie daca si numai dacd min P = 0.
Demonstratie. Pe baza Observatiei 7.2 rezultd ca (7.3) are solutie daca si numai
dacd inf P = 0. Conform Propozitiei 7.4 acest lucru este echivalent cu min P = 0. |
Vom demonstra acum principalul rezultat al acestui paragraf.
Teorema 7.6. in ipotezele anterioare are loc urmitoarea alternativa
(i) sistemul ( 7.3) are solutie x € RP
sau

(i1) sistemul

2n+p
2. vi*a; =0
i=1
(1.5) 7"<0
<y*,6>>0

are solutie Y* = (Y1*, Y2*,..., Yonsp™ ) € R2™P dar nu pot avea solutie simultan.
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Demonstratie. Daca sistemul (7.3) are solutie rezulta, pe baza Propozitiei 7.5, ca
min P =0, ceea ce, conform Propozitiei 7.3, rezulta cd max P* = 0.

2n+p
Oricare ar fi y* € R*™™P, cu proprietatea ci y* <0, z vi*a; = 0 si pentru fiecare
i=1

1
i€ {2, 3,..2n+p}, |y *I < m, are loc < y*, b><0.
aj

Sa presupunem ca sistemul (7.5) are solutie. Fie 6% = (0,%,..., O24p* ) € R o

solutie a acestui sistem. Consideram M , P € NR,* astfel incat, oricare ar fi

lie{23,...2n+p}}. Fie y* € R*™P,

1 0. *
ie{2,3,...2n+p}, 0 <M < —— si P = max {|—
la. I M

1
v = — 0% e R,
P

2n+p
Din faptul ca 6*<0 implica ca y* <0. De asemenea din Z 0;*a; = 0 implica ca
i=1

2n+p ik 1
D y*aj=0simaiavemcaVie {23,...2n+p},1y1= ‘— <M< — . Avind cd
. a.
i=1 1

< 9*, b > > 0 obtinem ca < y*, b > > 0, ceea ce ne conduce la contradictie. Asadar sistemul
(7.5) nu poate avea solutie.

Daca sistemul (7.3) nu are solutie rezulta, pe baza Propozitiilor 7.3, 7.4 si 7.5, ca

2n+p
maxP* = inf P > 0. Existd in acest caz y* € R*™P, cu proprietatea y* <0, z vi*a; = 0
i=1

1
si pentru fiecare i€ {2, 3,....2n+p}, |y *I < m, astfel Tncat < y*, b>> 0. Acest y* este o
aj

solutie pentru sistemul (7.5), astfel ca (ii) este adevarata. [ |
In final, vom demonstra echivalenta dintre existenta solutiei sistemului (7.5) si a
solutiei sistemului (7.2).

Teorema 7.7. Sistemul

<y,u><0
(7.2) . )
<y,v'><0, ie{l,2,...,p}
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are solutie Tn R" daca si numai daca sistemul

2n+p
278 =0
i=1

(7.5) Y7<0
<y*,b>>0

are solutie in R>"*P.

Demonstratie. Necesitatea. Fie y = (y1, ¥2, ..., Yn) € R" solutie a sistemului (7.2).
Oricare ar fi j € {1, 2, ..., n}, exista, atunci, 0p,;* $i On.p+* numere reale pozitive astfel
incat yj = 0,4 - Op4p4™. Se obtine, prin urmare,

n

z Vji (ep+j>I< - en+p+j*) <0,
=1

oricare ar fii e {1, 2, ..., p},si

n

z llJ (ep.'._]>X< = en+p+j*) < 0.
=1
n .
Oricare ar fi 1 € {1, 2, ..., p}, fie 6;* = - Z le (0p+i™ - Onipsi™). Obtinem
=1

n
0% = (01, 0,%,..., Oonsp™ ) € R2P cu proprietatea 6% > 0, Z Uj (Bpsi* - Onapsi®) < 0 si
=1

n
oricare ar fii e {1, 2, ..., p}, 6% + z Vji (Bp+i™ - Onap+i™) = 0. Tindnd cont de definitia lui

=1
2n+p
a; §i by, oricare ar fiie {1, 2, ..., 2n + p}, au loc urmatoarele relatii z 0;*a; = 0, 6* >0 i
i=1

<0* b><0.

Daci consideram y* € R*™P, y* = -0*  atunci rezultd ci y* este solutie a sistemului

(7.5).
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Suficienta. Fie v* = (Y%, 12%,..., Yonsp™ ) € REP o solutie a sistemului (7.5). Se

obtine asadar

n

D 0 (e - Yarps) > 0
=

si, oricare ar fii e {1, 2, ..., p},

n

z Vji (Yp+i™ = Yorpi™) = - Wi

=1
Daca notam, oricare ar fi j €{l, 2, .., n}, yi = Y%+* - Yops® obtinem
n
y = (Y1, Y2, -or Yn) € R care verifica z ujy; > O si, oricare ar fi 1 € {1, 2, ..., p},
=1
n .
z le yi=- Y:*. Avand in vedere cd, oricare ar fii € {1, 2, ..., p}, ¥i* <0 se obtine
=1
<u,y>>0
sioricare arfiie {1, 2, ..., p}
< Vi, y>2 0.
Punctul z € R", z = -y va fi solutie a sistemului (7.2). [ |

Dualitate pentru problema de aproximare

In acest paragraf se va determina duala problemei de aproximare in cazul cel mai
general, rezultate ce se vor particulariza pentru problema de cea mai bund aproximare
convexa si problema de locatie. Se vor obtine 1n final conditiile Kolmogorov atit pentru
problema de cea mai buna aproximare convexa cat si pentru problema de locatie.

Pentru Tnceput vom reaminti unele notiuni de care vom avea nevoie in continuare.
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Definitie. Fie V un spatiu vectorial. O multime K < V se numeste con daca, oricare
ar fi v € K si oricare ar fi A > 0, are loc Av € K. Un con K se numeste punctat daca
KNn(-K)=09.

in [9] se arata cd, daca K < V este un con convex , atunci se poate introduce pe V o
relatie de ordine partiald definita astfel :

uz= v u-ve K.
K

Definitie. Fie K c V este un con. Multimea K* = { u* € V¥ | <u*, u>2>0, Vu e K}
se numeste conul dual al lui K.
Conul dual K* defineste de asemenea pe V* o relatie de ordine partiala:

u* > v*¥ & ut*-vre K*
K*

Observatia 7.4. Dacd K < V este un con convex si inchis, atunci are loc K** =K.

Elementele lui K se pot caracteriza in acest caz in felul urmator:
ve Ko <v¥ v>2>0,V vte K*.

Fie n € N* si, oricare ar fii e {1,2, ..., n}, fie ( Vi, Il - ll; ) un spatiu Banach. Mai
consideram, de asemenea, V si Z doud spatii Banach. Consideram U < V o multime
inchisa si convexa si oricare ar fii € {1, 2, ..., n}, W; € V;, de asemenea, multimi Inchise
si convexe. Pentru fiecare i € {1, 2, ..., n}, fie L(V, Vi) multimea functiilor liniare si
continue de la V la Vi si L(V, Z) multimea functiilor liniare si continue de la V la Z. Fie
K; < Z un con convex si, oricare ar fii € {1, 2, ..,n}, S;e L(V, V), Ae L(V,Z),
¢ e V* functii liniare si continue. Mai consideram un element fixat b € Z si, oricare ar fi i
e {1, 2, ..., n}, numerele reale pozitive A;.

Definim urmatoarea problema de aproximare

n
(Pa) lnf {Z killxi—Siulli+<€,u>}.
ueU i=1
x; €W;,Vie{l,2,...,n}
Au+b<0
Kj

Pentru a determina duala problemei P, vom considera spatiile vectoriale produs W

=VXVX..XV,;siY=VX..XV,XZ.
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Fie functia perturbatoare @ : W X Y— R, definita prin

n

D Ajlix; +@; =Sjull +< £,u>, daca ueU,Au+b <y,
i=1 K,
¢(u’X’(p”Y)= XiGWi,ViE{1,2,...,n} ,
+ oo, in caz contrar

undeue V,x=(X},X2, ..., Xp ) € VI X ... XVy,0=(0Q, Q2 .... 0n) € V| X ... XV,
si Ye Z.

Problema perturbatd va avea forma

( Pa (PsY) il’lf P (u’ X, (p’ Y )
ueU
xeV| XV, x. XV,

Dacd @ =0 si 'y = 0 atunci problema de mai sus coincide cu problema P,.

Functia conjugatd ®* : W* x Y*— R alui P vafi

n
DF (u*,x*, @, T¥) = sup { z <XHF Xi>+<uf,u>+<y Y>>+
ueV,yeZ i=1
X,QeV X..XV,

n

Z <(pi*,(Pi>'cD(U—,X,(P,'Y> }7

i=1

unde u* € V* | x* = ( xi* X%, ..., X* ) € V¥ x ... X V¥

OF = (Q1*, @2, .... 0n*) € Vi* X ... XV *siy* e Z*,

Pe baza definitiei lui ® se obtine

n
[ < xi*, Xi >+ < @, @; >] +

@*(u*, X*, (p*, Y*) = Sup {
ueU,Au+b <y i
Kq
Xi eWi,(pieVi,Vie{l,Z,...,n}

1

n
<ut,u>+<y,y>- Y Allxi+¢-Sulli-< £,u> ).
i=1

67



Consideram y = (y1, Y2,.--, Yn )€ V1 X Vo X ... V; si z € Z astfel incat, oricare ar fi

1€ {1,2,...,Il},yi:Xi+(pi—Sill$iZ:'Y-b-All.

In consecinta, rezulta

n
P (u* x*,0*,y*) = sup { Z [< X, Xi > + <@, Sju + y; - X;
ueU, z>0 i=1
K1
X EWi,(pi EVi,ViE{l,Z ..... n}
n

Sl 4+ < Ut u>+ <, Au+b+2z>- > Mloyilh-< £, u>} =
i=1

Q; *
A

n
sup () TM(< 2= yi>- Ny ) + < X% o, xi >] + <y, 7 +
ueU, z>0 i=1

Ky
X eWi,(pieVi,Vie{l,Z ..... n}

n n Lok
b>+ < D, SFQF + AF 4+ ut- (,u> )= D, A sup (<%,yi>-||yi||i)+
i=1 i=1 yi€Vi 1
n n
z sup < xi* - @, Xi >+ sup <Yy*, z>+ sup < z Si*@i* + A*y* +u* - Lou> +
i=1 X EWi 220 ueU i=1
Kj

< v, b>.

Problema duala a problemei P, va fi

(P.*) Sup { - P*O,0, ¢*, v*) }.
(p*,y*)eY*

Asadar, problema P,* se va scrie astfel

n .k
SUP (- ®%(0,0,¢% v )} = SUP -{ 2 A sup (< H— y>-

(%, 7%)eY* (px.yHeY*  i=l  yieV; Ai
n n
ly;ll) + Z sup < - @*, X;>+ sup <Y¥* z>+ sup< Z Si*@i* + A*y* - L,u> +
i=1 X eWi 220 ueU i=1
K]
< Y%, b>}.
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Oricare ar fii €{1, 2, ..., n}, are loc

sup (<

Q; * 0, daca ll@;*II<A;
-1l Yi ||1) =
yi€V;

A i + 00, in caz contrar

si, in plus, mai avem

0, daca y*<0

* — K, *
sup <y*, z> = .
220 +oo, 1n caz contrar
K
P; *
Daca, oricare ar fi i € {1, 2, ..., n}, notdam p;* = i atunci duala lui P, are
i
urmatoarea forma
n
( P.*) sup { z A inf < pi¥, o oxp > - <yF, b> -
Y*#<0 i=1  Xi€W

Ki*
lip; *lI<1, Vie{1,2,...n}

n
sup < z AiSiFpi* + A*y* -/, u> }.
uelU i=1

Considerand ca U = Ky este un con convex si inchis, atunci relatia u € U este

echivalentd cuu = 0. In aceste conditii are loc urmédtoarea relatie
Ko

n
0,daca Y A;S;"p;" +A"y ¢

i <0
sup < z AiSi*pi* + A*y* - /L u>= P K,
u 20 1=1 .
Ko + oo, 1n caz contrar
Problema duala a problemei P, va fi
n
( P*) sup {2 A inf <p¥ x> - <y, b>)

. n . i=1  Xi€W;
Yo S*O,Zlisi Pi +A*y*—( S(l
K1y  i=l Ko
lip; *lI<1,Vie{l,2,...n}
Pe baza Propozitiei 5.1 are loc sup P,* < inf P,. in cele ce urmeazi vom da o

teorema care sd asigure dualitatea tare intre problemele P, si P,*.
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Teorema 7.8. Dacd - « < inf P, < + oo si dacd existd up € U astfel incat

Aup + b € - int K, atunci problema P, este stabila.

Demonstratie. Functia @ : W X Y— R este convexi iar numirul inf P, este finit.
Vom arata ca are loc conditia (C) din Teorema 5.10 ceea ce ne va conduce la faptul ca

problema P, este stabila.

Oricare ar fii € {1,2, ..., n }, fixam x;0 € W; si notam Xy = (X109, X20,--+» Xn0)-
Consideram functia &, : Y— ﬁ, definita prin P,(@, y) = P(up, X0, @, ). Din ipoteza
rezultd ca functia @, este finita in (0, 0) € Y. Ramane s mai aratam ca functia o, este

continua n (0, 0).

Din faptul ca -(Aup + b) € int K, rezultd cad exista o vecindtate deschisa W a lui
-(Aug + b) astfel incat W < K. Multimea W’ = Aup + b + W este o vecinatate deschisa a

lui 051 W = Aup+ b+ W cC Aup + b + K. Rezulta, ca oricare ar fi ye W’, are loc

Ye All()+b+K1<:>'Y—Al.l()—bE K1<:>'Y > Aug+b.

K4
Fie € > 0.Oricare ar fii e {1, 2, ..., n}, consideram bila deschisa de centru 0 din V|,
€ € .
Vii=BO, —)={¢ie Villl gl £ — }. Multimea V;’X V’X...xXV,,’XW’ este o
H}\,i Il;hi
vecinatate deschisa a lui (0, 0) din Vix V, X ... X V;, X Z = Y. Oricare ar fi

(0,7 =(01, 02, ..., Pn,Y) € VI'X V2'X...XV’XW’, are loc

|¢2((p,’y)_(b2(0’0)|:|(I)(u07XO,(p7'Y)_¢(u07X0,O’0)| =

n n n
€
1D Al xio + @i - Sitg I - 1T xig - Siwp ) 1< D Al @i lli < D —=c |
i=1 i=1

i=1

Observatia 7.5. Dacd ipotezele Teoremei 7.8 sunt verificate rezultd, pe baza

Teoremei 5.8 si a Teoremei 5.6, ca problema P,* are solutie si ca inf P,= sup P,*= maxP,*.

Vom trata In continuare cateva cazuri particulare ale problemei P,.
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1. Problema de cea mai bunia aproximare convexa

In ipotezele problemei P, consideram n =1, A; =1, V; =V, b =0, x € V fixat si
functiile liniare si continue A =0 € L(V, Z), S; =1 L(V, V), / =0 € V*. Obtinem

problema

(P.) inf IIx-ull
ueU

Atasandu-i functia perturbatoare @ : VX V— R, definitd prin

lIx+@—ull, daca ueU

<I>(u,<p):{

+ oo, in caz contrar
se obtine problema duala

(Pu*)  SUP { <p*, x>- sup <p*,u>}= SUP { inf <p* x-u>}.
lp*i<1 ueU Ipri<1  U€Y

Pe baza Teoremei 5.10 problema P,; este stabilda ceea ce implica, conform

Observatiei 7.5, ca inf Il x - u Il = mMax { inf < p*, x-u> }. Avand 1n vedere ca
ueU lp*I<1 uelU
IIx-ull= sup <p* x-u>obtinem urmatoarea relatie
lp*li<1

inf { sup <p* x-u>}=max{ inf <p* x-u>}.
ueU lip*l<1 lprii<1  ueU

2. Problema de locatie

In ipotezele problemei P, consideram V; =V, =... =V, =V, b =0 si, oricare ar fi
1e {1,2, ..., n}, fixdm x; € V. Consideram de asemenea functiile liniare si continue
A=0e L(V,Z2), ¢/ =0€ V*si,oricare ar fii €{1,2,...,n}, Si =1 € L(V, V). Obtinem

problema

n
(Pa) inf z Al x;-u .
ueU i=1
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Consideram pentru problema P, functia perturbatoare @ : V xXVx...x V- R,

definita prin

n

Zkillxi+(pi—ull, daca ueU
i=1

@ (u’ (Pl’---, (PII) =

+ oo, in caz contrar

Duala problemei P, va fi

L n
( Ppo™) sup { z A< pi*, x; > - sup < z Aipi*, u > )
lp; *I<1,Viefl,2..,n} i=1 welU  igl

si tinand cont de faptul ca P, este stabila se obtine

n n n
inf Z Al xi-ull = sup { Z A< pi*,xi>- sup < Z Aipi*, u>}.
uel =y llp; <1, ¥ie{l,2...n} i=1 ueU =l
3. Problema de programare liniara
in ipotezele problemei P, consideram, oricare ar fiie {1,2,...,n},A;=0si U=K,
un con convex si Inchis din V. Obtinem urmatoarea problema
(Pa3) inf </4,u>
u=0
Ko
Au+b<0
Kj
Atasandu-i functia perturbatoare ® : V X Z— R, definitd prin
</l,u>, daca u=0, Au+b <y
@ (u,y)= Ko Ko
+ oo, in caz contrar

obtinem urmatoarea problema duala:
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(Pa3*) sup {-<y.b>}.

Daca conditiile din Teorema 7.8 sunt indeplinite, atunci problema P,3 este stabila si

are loc urmadtoarea relatie

inf </,u>= sup {-<y,b>}.

u=0 Y*<0

Autb<0 K
u+ T{l A*’Y*—é SQk
Ko

Considerdand V = R", Ky = R, Z =R", K; = R,", A € Mpu.(RN) si

b € My,.1(R) problema P,; devine problema de programare liniara studiata in [4].

in cele ve urmeaza vom studia relatiile de extremalitate ale problemei P,.
Teorema 7.9. Sunt adevarate urmatoarele afirmatii:

1° Fie (ug, Xo) = (ug, X10, X20, ..., Xno) O solutie a problemei P, si fie indeplinite
conditiile din ipoteza Teoremei 7.8 . Daca (po*, Y0™) = (pi0®, p20™, ..., pno™, Y0™) este o

solutie a problemei P,*, atunci, oricare ar fii € {1, 2, ..., n}, au loc urmatoarele relatii:
(l) < pio*, Xi0 - SiU() >=|| Xio - Sill() ||,

(i) < pio*, Xio>= inf < pio™*, Xi >;
Xi eWi

n n
(i) < Z AiSi*pio* + A*Yp* - £, up>= sup < Z AiSi*pio* + A¥Y* - £, u>;
1=1 ueU 1=1

(iv) < Yo*, Aug + b > =0.

2° Daca (uo, Xo) este o solutie admisibilad a problemei P,, iar (po*, Yo*) este o solutie
admisibild a problemei P,* si au loc relatiile (i)-(iv), atunci (up, Xo) este o solutie a

problemei P,, (po*, Yo*) este o solutie a problemei P,* si are loc min P,* = max P,*.
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Demonstratie. 1° Daca, oricare ar fi i € {1, 2, ..., n}, @io* = Aip; o*, atunci rezult,
pe baza Propozitiei 5.13, ca ®(uy, X, 0, 0) + ®*(0, 0, @o*, Yo*) =0, echivalent cu

n

n
ZMIXIO—IuoII+<€ uo>+2ksup<—p10,x1>+<70,b>+
= ]1 XGW

n
sup < z XiSi*pio* + A*’Y()* -f,u>=0.
uelU i=1

Pe de altd parte avem urmatoarea relatie
n
Z Ai< pio*, Xio - Siuo Z A< - pio*, X0 > + < YF, Aug > -

n
< z kisi*pio* + A*’Y()*, up>=0.
i=1

Adunand cele doua relatii, se obtine

n
z Ai( I xio - Siug 11 -< pio™, Xio - Sitg > ) + z Ai( sup < -pio*, Xi > - < -pio*,Xio>)
i=1 i=1 X eWi

n
+ sup < Z ASiFpio* + A*y* - £, u-up>+ < Yo*, Aug+ b >=0.
uelU =1
Fiecare membru al acestei sume este mai mare sau egal cu 0 ceea ce implicd ca

trebuie sa fie egal cu O si astfel relatiile (i)-(iv) sunt indeplinite.

A

2° In aceste conditii are loc relatia de extremalitate
D(ug, X0, 0, 0)+ P*®O0, 0, Po*, Y*) = 0, ceea ce pe baza Propozitiei 5.13 ne asigurd ca
(ug, Xo) este solutie a problemei P,, (po*, Yo*) este solutie a problemei P,* si are loc

min P,* = max P,*. [ |

Observatia 7.6. In cazul problemei de cea mai bund aproximare convexa, agsa cum
s-a sugerat in [3], se obtine ca ug € V este solutie a problemei P,; daca si numai daca exista

o functie liniard si continua po* € V* astfel Incat
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@) llpe* Il < 13
(i1) < po*, x -up>=1lx - ug Il;
(iii) oricare ar fiu € U, < po*,u-u9><0.

Acest rezultat a fost demonstrat in [17] si generalizat in [3] si [20].

Observatia 7.7. In cazul problemei de locatie daca, oricare ar fii € {1, 2, ..., n},

x; € V\ U, atunci, pe baza Teoremei 7.9, se obtine ca uy € V este o solutie a problemei
P,; dacd si numai daca, oricare ar fii € {1, 2, ..., n}, existd functiile liniare si continue

pio* € V* astfel incat
1) lpio* 1=1;
(11) < pi()*, Xi-Ug>= Il x; - Up Il;

n
(iii) oricare ar fiu € V, < z Aipio*, u - up>< 0.
i=1

in [2] s-a demonstrat ca oricare ar fii € {1, 2, ..., n}, pio™ sunt puncte extremale ale

bilei unitate din V*.
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