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EINLEITUNG

Bel der Abfassung meiner Dissertation habe ich vor allem versucht, sie
auch flr Leute lesbar zu Machen, die die Notationen der Theorie der zylin-
drischen Masze nicht kennen. Kapitel 1 und 3 geben daher eine kurze Einfiihrung
in diese Theorie,gestiitzt vor ailem auf das Buch von Schwartz [??] und die
Arbeit von Le Cam [ﬂ&]. Natlrlich findet man in diesen Kapiteln keine neusn
Resultate ; aber ich glaube dennoch, dasz die Art und Weise der Darstellung
von gewissem Interesse ist, vor allem die zantrale Rolle, die von Satz 1.10.

gespielt wird.

Im Kapitel 2 geben wir eine Verallgemeinerung des Satz von Kolmogoroff :
Jedes zylindrische Produkt-Misz auf einem Produkt*Raum ist T-reguldr. Ein
Gegenbeispiel zeigt, dasz das fiir ein beliebiges zylindrisches Masz auf einem

Produkt = Raum nicht gelten musz.

Im Kapitel 4 definieren wir das Bild eines zylindrisches Maszes unter
einer nach unten halbstetigen positiven Funktion und insbesondere unter einer
Moreau-Funktion. Die skalare Konzentration eines zylindrischen Maszes u auf
den schwach kompakten, konvexen Teilmengen eines topologischen Vektorraumes X
erlaubt es, eine gewisse T-Regularitéts-Eigenschaft der Moreau-Funktionen zu
beweisen. Dies hat einige interessante Konzequenzen, insbesondere die L&sung

einer in {[27J, P. 341) gestellten Frage.

Die Kapitel 5 und 7 sind der Radon-Nikodym-Eigenschaft von Banach-R&umen
B gewldmet. : Unter der Bedingung der skalaren Konzentration auf den o(B, B')-
kompakten Mengen, fallen die Radon-Wahrscheinlichkeits-Masze auf-¢(B”,B')undo(B,B’)

genau dann zusammen, wenn B die Radon-Nikodym-Eigenschaft hat.



Im Kapitel 7 =zeigen wir fiir einen dualen Banachraum E', der die Radon-
Nikodym-Eigenschaft besitzt, dasz er beziglich der Topologie O(E', E") ein
universell Radon-meszbarer Raum ist, d.h. eine universell Radon-meszbare Teil-
menge seiner Stone-Eech—Kompaktifizierung. Daraus folgt, dasz die T-reguliren
zylindrischen Masze auf O(E', E”) mit den Radon-Wahrscheinlichkeits-Maszen

auf o(E', E”) zusammenfallen.

Das Kapitel 6, in Verbindung mit einem Lemma, das man im Kapitel 5 ver-
wendet, gibt Charakterisationen der Vervollsténdigung eines lokalkonvexen
Vektorraum E mittels der Mackey-Topologie T(E', E). Sie sind Folgerungen aus

dem bekannten Satz von Grothendieck.

Schlieszlich wird in einem Appendix noch die tibliche Methode bei der
Behandlung zylindrischer Masze, in ein "geeignetes Kompaktum” einzubetten,
ndher untersucht. Es wird gezeigt, dasz alle Ergebnisse unabh&ngig von der

Wahl des "geeigneten Kompaktums” sind.



1. RADON-WAHRSCHEINLICHKEITEN, T-REGULARE

WAHRSCHEINLICHKEITEN UND ZYLINDRISCHE MASZE

1.1. Sei ¥ ein vollsténdig reguldrer topologischer Raum und ® die o-Algebra der
Borel-Mengen von 3€, Eine Wahrscheinlichkeit m auf 02 (d.h. ein positives, nor-

miertes, o-additives Masz) heiszt :

a) Radon-Wahrscheinlichkeit, wenn sie'nach.innan.regulér_bezﬁglich dar kompakten

Teilmengen von ¥ ist, d.h. wenn fiir jedes B € B und Jedes € > 0 eine kompakte

Menge K existiert, enthalten in B, sodasz m (B \ K) < €.[27]

b) T-regulére Wahrscheinlichkeit, wenn sie die folgende Bedingung erfﬁllt[18,21.3ﬂ]ﬁ

(1) fir jede nach oben filtrierende Familie {Qxhxiiﬂ von offenen Mengen von X,

gilt
supm(O0)=m(U 0).
aeA o aeA ®

Bekanntlich gilt a) = b), aber die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht.

Das folgende Lemma ist bekannt ([23], ex. I, 4.4.)
1.2. LEMMA : Sei (2,7, P) ein (abstrakter) Wahrscheinlichkeitsraum und sei Q’ eine
Teilmenge von @ mit Auszerem Masz eins :

PX(Q') = inf (P (M :7eT, 1503 = 1

Dann definiert die folgende Formel die von P auf der Spur-o-Algebra T nQ’
induzierte Wahrscheinlichkeit
Q (B) : =P (A) (1.a)

wobel B € TN Q' und A € T (beliebig), sodasz A n Q' = B,

*
Sunyach nennt ein T-reguldres Masz "normal”. Ich ziehe die auf MacShane

zurdckgehende Notation vor, da es schon genug "normale” Dinge in der Mathematik

gibt, vor allem in unserem Fall das Gausz-Masz.
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l3.

Im Falle einer Radon-Wahrscheinlichkeit gilt darilber hinaus :
LEMMA (Siehe auch [30]) :

Sei X ein vollsténdig reguldrer topologischer Raum, B seine Borel-g-
Algebra, und p eine Radon-Wahrscheinlichkeit auf 3£,

Sei 'y ein Teilraum von X . Wenn p*('g) =inf {pB) : B ®, B QH} =1,
dann ist die von p auf der 0-Algebra &5r11$ (das ist die Borel-g-Algebra von EJJ

gemdsz 1.2. induzierte Wahrscheinlichkeit T-reguldr und nach auszen regular

bezilglich der offenen Teilmengen von EJ.
q ist eine Radon-Wahrscheinlichkeit genau dann, wenn 15 eine p-meszbare

Teilmenge von X ist, das heiszt p*(ljl = 1.

BEWEIS :

1) Wir wissen bereits, dasz q ein Borel-Masz ist. Sei {OG}GEAeine nach

oben filtrierende Familie von offenen Mengen h11}. Fir jedes o € A, sei Oa
eine offene Menge in X, sodasz Oa n 14 = Oa.
Man kann annehmen, dasz die Familie {oa}aeA nach oben filtrierend ist
(indem man O& : =y OB setzt),
R<a
Dann gilt

sup g0 ) =suppl@0) =p(y Q) = qlu 0 n J=q(u 0).
aeA > aeA © oA @ K aeA &

2) Wenn B eine Borel-Menge von 1& ist, und A eine Borel-Menge von 35,
sodasz A n y = B, dann existiert fir jedes € > 0 eine offene Menge 5 in I,
die A enth&lt, sodasz p [5 \ A) < e, Die Menge Q : = ( n'g ist offen in 14,

enthdlt B und q(0 \ B) < ¢.

3) Sei p*[ig] = 1. Wir haben gerade gezeigt, dasz q nach innen regulér
beziliglich der abgeschlossenen Mengen ist.Um zu zeigen, dasz q eine Radon-
Wahrscheinlichkeit ist, gentgt es daher, dasz fir € > 0 eine kompakte Teilmenge
K von lg existiert, sodasz q(K) = p(K) 3 1 - . Aber das ist genau die Bedin-
gung p*(gl = 1.

Umgekehrt sei g ein Radon-Masz. Dann existiert eine Folge von kompakten

Teilmenge K_ von 13. sodasz q(K_ ) = p(K ) > 1 « » U K _ist dann eine
n n n U |
Borel-Menge in 35, enthalten in'H und von p-Masz 1, d.h. p*[qé] = 4 0



5.

1.4. Sei {361, ni i }iEI ein projektives System von vollsténdig reguldren R&umen
2,41

und sei Z der projektive Limes und Py ¢ zZ - 3€i die kanonischen Abbildungen.

Wir nehmen in der Folge immer an, dasz die Abbildungen p, surjektiv sind.

i

Insbesondere sind dann die Abbildungen “iz N surjektiv.
s11

Man nennt ein zylindrisches Masz auf dem projektiven System {¥. ., w .
. i i,iy 1el

eine Familie {ui}iEI von Radonwahrscheinlichkeiten auf den R&umen 3€i, die die

folgende Kohé&renzbedingung erfiillt

) =y, .

(C} Wenni >41i , = (u,
1 2 iz,1i, ul] iz

Selbstverst&ndlich wdre ”"zylindrische Wahrscheinlichkeit” die korrekte
Bezeichnung. Aber die Bezeichnung "zylindrisches Masz" ist allgemein {iblich,
Sei X ein Teilraium von Z, von dem wir annehmen, dasz er die folgende Surjekti-

vitatsbedingung erfillt :

(S) Fir jedes i € I ist die Restriktion von Py auf X eine surjéktive Abbil-
X » 351.

dung LI

Die Mengen von der Form “;1 (B,), wobei Bi eine Borel—Menge.in Efi ist,

i
heiszen Zylinder (immer im Sinn von Borelsche Zylinder) von X mit Basis 3;1.

Definieren wir fir jeden Zylinder B = nii (Bil von 2

p(B): = y [Bi] (1.b)

Wegen der Bedingung (C) héngt die Definition nicht von der speziellen
Wahl von i ab. Man kann daher - fiir festes £ - den Begriff eines zylindrischen
Mazses reinterpretieren : ein zylindrisches Masz auf 2%, in bezug auf ein pro-
Jektives System {E£i' “iz,ix}iel’lSt eine additive Mengenfunktion u auf den
Zylindern von X, sodasz die Restriktion auf die Zylinder mit einer gemeinsamen

(festen) Basisjaii eine Radon-Wahrscheinlichkeit ist (wenn man die Zylinder

mit Basis Efi mit den Borel-Mengen von Efé identifiziert).

Da.es in den Anwendungen dieser Definition immer klar sein wird, welches

projektive System {351, ™,

12,11}161 gemeint ist, sagen wir einfach ein "zylin-

drisches Masz auf 3 ”. Das darf jedoch nicht dariiber hinwegté&uschen, dasz die

Bezeichnung sich auf des projektive System {¥., m, . } bezieht.
1 12)11 iEI
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Wenn 3€1 ein zweiter Teilraum von Z ist, der (S) erfiillt, so gibt es eine
bijektive Zuordnung zwischen den Zylindrischen Maszen y auf 3 und u, auf 3§r
Wenn 351 2 H  dann ist die Zuordnung fir jeden Zylinder B1 in 361 gegeben
durch :

u {81] = u[BanE] (1.¢)

(wegen der Formel (1.b)).

Ab dem 3. Kapitel werden ausschlieszlich zylindrische Masze auf topolo-

gischen Vektorrdumen behandelt :

BEISPIEL

Sei {X, Y) ein duales Paar von Vektorrdumen. Sei {Zi}iEI die Familie der

0(X, Y)-abgeschlossenen Teilrdume von X von endlicher Kodimension und X, = X/Zi

%

die Familie der durch die Zi definierten (endlich-dimensionalen) Quotienten-
Réume. I ist nach oben filtrierend beziglich der Ordnung i1 > iz <= Zi1€; Ziz'

2 X, X die kanonischen Projektionen.

Seien, fiir i; > 1 m . 2 OX.
' 1222 N0,1, i iz

Es ist bekannt dasz der projektive Limes von {Xi, ™ } algebraisch

iz,i; iel
und topologisch isomorph zu G(Yx, Y) ist, dem algebraischen Dualraum von Y
mit der Topologie ory”, Y) ([271; p. 177).

Mit 2 = oY, ¥) und X = o(X, Y) findet man deher die Situation von 1.4.
Eine zylindrisches Masz p auf o(X, Y) ist daher eine koh&rente Familie {ui}iel
von Borel-Wahrscheinlichkeiten auf Xi (da xi =R" ein polnischer Raum), das man
als additive Mengenfunktion u auf den Zylindern von X interpretieren kann,
deren Restriktionen auf die Zylinder mit einer gemeinsamen, festen Basis o-ad-
ditiv ist.

Bemerken wir noch, dasz die Familie {ui} ein zylindrisches Masz u1 auf

iel

jedem Vektorraum Xq. der in Dualitdt zu Y steht, definiert.

Kommen wir zum allgemeinen Fall eines zylindrischen Maszes py auf ¥ (in bezug

}. ) zuriick :

auf ein projektives System {361, T ieT

ip,1,
Bezeichnen wir mit J{ die von den Zylindern von:}E erzeugte o-Algebra und
mit 03 die o-Algebra der Borel-Mengen von Jf . JQ ist eine (im allgemeinen

echte) Teil-o-Algebra von &3.



1.7.

DEFINITION

a) p heiszt o-additiv, wenn es die Restriktion eines Maszes m auf‘fi ist,
b) u heiszt T-reguldr, wenn es die Restriktion eines T-reguldren Maszes m
aU'F @ ist.,

c) u heiszt ein Radon-Masz, wenn es die Restriktion eines Radon-Maszes m

auf QB ist.

BEMERKUNG : In allen 3 F&llen ist m, wenn es existiert, eindegtig bestimmt,

(fir a) nach dem klassischen Fortsetzungsatz,fiir b) und c¢), da die offenen
Zylinder eine Basis flr die Topologie von K bilden). Y ist g-additiv [bzw.

(=]
T-reguldr|, wenn fiir jede wachsende Folge {On}n= [bzw. flir jedes nach oben

1
filtrierende System {0 a}aEHJ' von offenen Zylindern, die 3t tUberdecken,gilt

sup pul 0.) =1 [bzw. sup u( 0.) = 1]. (Das wird eine Konsequenz des Beweises
n a

neEnN 0EA

von Satz 1.10 sein).

Bemerken wir noch, dasz hier zum ersten Mal die Rolle von B (anstatt

des projektiven Systems {3%, ™

1, 11}151] eingeht.

Bezeichnen wir mit Tgc [3£]] den Raum der reellen [positivernl,

y1 (3€) [E i

stetigen, beschr&dokten, zylindrischen Funktionen auf 3£, d.h. der Funktionen

1

der Form f = £, o W, mit f, € € (3€ ) [bzw. *, e (% )] 8
i - i i i i

Man kann nun das Integral einer Funktion f ¢ (3) bezliglich p und

cyl

das Bild-Masz von y unter f definieren : wenn f von der Form fi ° Mo dann

[ fx)d (x) : = [ £, (8) dy, (€) (1.d)
E"3 3,

und 3
P o= F n) . (1.e)

Die Kohdrenzbedingung (C) stellt sicher, dasz die Definition nicht von der

speziellen Wahl von ieI abhéngt.

SATZ [27]

S j‘ 3{1 rl ﬂ-! » - i i i a L]
ei { i 12,11}181 ein projektives System von kompakten R&umen. Jedes

Zylindrische Masz Y auf dem projektiven Limes - 1im 3€i ist ein Radon-Masz.
; <+ R

iel
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9.

BEWEIS : Klarerweise ist € kompakt.

Nach der Formel (1.d) definiert y eine positive Linearform ¢u von Norm 1
auf Eicy1{3€1. Es folgt aus dem Satz von Stone-Weierstrasz, dasz YE;yl (¥X)
[bzw. ‘Ggyl (3{J] dicht in € (3¢) [bzw. e [35]] , dem Raum der stetigen,
reellen [positiverﬂ, beschrankten Funktionen auf X mit der Topologie der
l|.||w~N0rm. ¢U 1ldszt sich daher in eine positive Linearform ¢m auf f?(3£]

fortsetzen. .¢m definiert ein Radon-Masz m auf €, das klarerweise eine Fort-

setzung von U ist.

0

Dieser Satz fihrt in natlrlicher Weise zur folgenden Methode bei der Behandlung

von Zylindrischen Maszen : Man bettet jedes 3;1 (isomorph) in einen kompakten

Ll

Raum Si H 3€ b 3%_ein, zum Beispiel seine Stane—Eecﬁ—Knmpéktithatidn. Wir

i
nehmen an, dasz 3Ei dicht in 3% ist und dasz die Abbildungen ﬂi 5 eine
2:,1]
stetige Fortsetzung ﬂiz i 2 3%_ -+ }g habe. (Diese Bedingungen sind immer
211 1 2

o
erflillt, wenn man als 3%_die Stone-Cech-Kompaktifizierungen wdhlt, Wir werden
im Appendix zeigen, dasz die spezielle Wahl der Kompaktifiezierung keinerlei

Rolle spielt.)

{52.. T

N 1,,1 T ist ein projektives System, das die Bedingungen von 1.4.
211

}iE
~

erflillt. Sei 3€ der projektive Limes mit den Abbildungen m : K > 3£i'

sl

Z, der projektive Limes von {351, “iz,il}iel' und erst recht 3, sind
isomorph in 5éeingehettet und ihre Bilder sind dicht in 5k. Wir werden Z
und 3 mit ihren Bildern in ék identifizieren.

Indem man ﬁi 2= s, (pi] setzt, erhdlt man ein zylindrisches Masz
ﬁ : = {ﬁi}iel auf ék, das nach 1.8. ein Radon-Masz ist. Man nennt {l das zu U
assoziierte Radon-Masz auf ﬁﬁ.

Der Zusammenhang zwischen py und ﬁ ist fiUr jeden Zylinder B =7 (8.,
gi Borel-Menge in j%} gemdsz der Formel (1.b) und der Definition von ui
gegeben durch

A ~ ~ ~

W(B) =y (B =y (B X)=q (' (8; » ¥)) = ud AKX (1.f)

Wir haben durch diese Methode das zylindrische Masz u zu einem Radon-Masz

p (d.h.zum bestm8glichen) gemacht, indem wir 3£ in einen (viel griszeren)



1.10

g-

~
Raum X eingebettet haben. Aber man mdchte natiirlich gute Eigenschaften von y

schon auf ¥ haben.
A

~
Bezeichnen wir mit J:L die von den Zylindern von . 3 erzeugte g-Algebra und
-~ Eal

-~
mit B die Borel-g-Algebra von X, sei ﬁﬁ die Restriktion von ﬁ aufﬂ..

SATZ [18] :

Sei p ein zylindrisches Masz auf x und &£ und ﬁ wie in 1.9. konstruiert.

(1) Y ist Radon-Masz <= A* (X) =1
(i1) y ist t-reguldr <= ﬁ* (X) =1
(i11) p ist g-additiv = <=> Eﬁﬁ () =1,

BEWEIS : Die Richtung <= von (1), (ii) und (iii), folgt aus den Lemmas 1.2.
und 1.3, und der Formel (1.f).

(ii) => : Sei 0 eine offene Menge in :%, die X enthilt. Da die offenen
Zylinder wvon :i eine Basis der Topologie von i bilden, ist (0 Vereinigung der
nach oben filtrierenden Menge {Oa}aeA der offenen Zylinder, die in 0 enthalten

X . Da wir annehmen, dasz u T-reguldr ist,

agA (Oa n¥X)

gilt nach der Formel (1.f)

sind. Da 0 2£ "

ﬁ(03=supﬁ(0]=supu(0 nX)=1,
aeA aeA %

Daher o
M (¥X) = T

(i) => : folgt aus (ii) = und dem letzten Teil das Lemma 1.3.
A

Pl
(ii1) => : Auf der Algebra der Zylinder von I, die «Hr erzeugt, ist “ﬁ_

klarerweisenach auszen reguldr beziiglich der offenen Zylinder. Es folgt aus

dem klassischen Fortsetzungssatz (und einem —g-k- -Argument), dasz ﬁﬁ/ auf A
2
nach auszen reguldr beziiglich der abz3hlbaren Vereinigungen von offenen Zylin-
A,
dern, d.h. beziiglich der offenen Mengen in J’L ist.
A ’

Sei 0 also eine offene Menge in -ﬂ. die X enthadlt. 0 hdngt nur von ab-
z3dhlbar vielen Indizes {ik}:=1 aus I ab, die man als steigende Folge annehmen

0, ., wobei Oi der grdszte offene Zylinder mit Basis Ki

(=]
kann. Daher 0 = y
k=1
I K K



1.11.

1.12.

10.
ist, der in 0 enthalten ist. Es gilt wieder nach Voraussetzung und der Formel

19

~

us (0) = sup ﬂ (0 ) = sup u (0, M *) =1
R keN K keN K O

Bemerken wir noch, dasz wir insbesonders die in 1.6 nach der Definition

aufgestellten Behauptungen bewiesen haben.

KOROLLAR (Satz von Prokhorov ([27], p. 74)

Ein zylindrisches Masz p auf K ist genau dann ein Radon-Masz, wenn es

die folgende (€, K)-Bedingung erfiillt:

(e, K) : Fir jedes € > 0 existiert eine kompakte Menge K von 36, sodasz flr

jeden Zylinder B in €, der K enthalt, gilt

uiBl > 1-¢€,

BEWEIS : Die Notwendigkeit der Bedingung ist eine unmittelbare Folge der

Definition 1.6.

Um zu zeigen, dasz sie hinreichend ist, sei € > 0 gegeben. Sei K eine
kompakte Menge in 3€ (das wir mit einer Teilmenge von éé identifizieren), die
(e, K} erflillt. K ist auch in éﬁ kompakt und - nach einer wohlbekannten Eigen-
schaft von projektiven Limiten - der Durchschnitt der nach unten filtrierenden
Familie {Ka}GEA von abgeschlossenen ( = kompakten) Zylindern, die K enthalten.
Daher 2 .

g (K} = dinf yu [Ka) = inf u [Karﬁ X) > 1-¢

OEA aeA

1 und man kann 1.10 anwenden.

Daher w, (3€) > 1 - €, d.h. ﬁx (3€)

KOROLLAR (Satz von Kolmogoroff)

Jedes zylindrische Masz p (Definition 1.4. 1) auf einem projektiven

Limes ¥ = 1im (€., 7. . ) ist o-additiv.
i iz 13

€l ’

~

BEWEIS : Betten wir3€ in ein X = lim ( 361, T. . ) ein (gemdsz 1.9.).

A fer e

Sel A aus A gegeben, das ¥ enthdlt, und sei {in}:;1 eine steigende Folge

von Indizes, sodasz A nur von {in}:; abhéngt.

1
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Um H(A) = 1 zu zeigen, was wegen 1,10. die Behauptung ergeben wird, musz

man nur faktorisieren :

-~ o ~
Sei X _= Hm (X, ,m. . Jud X =Lm (X, , 7, . ). Wegen der
9 me ' *nttne 7 e 1 *n’toe

universellen Eigenschaft der projektiven Limiten (fiir xc und %U} existieren

kanonische Abbildungen p : 3£ - Io und E : X > xd’ die wegen der Surjek-

tivitdt der m, . und T, . ebenfalls surjektiv sind ([6], Ch. III, §7, n° 4
12,1, 12,11

prop. 1).

Wegen der Formel (1.f) ist das Bild von ﬁ unter 6. ﬁc P o= B [ﬁ], das
Radon-Masz auf ic, das zum zylindrischen Masz My @ = {ui }:’:1 assoziiert ist.
( Hy = p(u), wenn man den Begriff des Bild eines zylindrizchsn Maszes einge-
flhrt hat ([27], p. 181)).

Nach Konstruktion A = E_I(S[RJ] und S[EJ 2 950, wegen Ao g3 und der
Surjektivitdt von p. Daher p(A) = ﬁo(aiﬁ]] > ﬁa*tid).

Wir haben also die Behauptung zuriickgefiihrt auf die bekannte Tatsache,
dasz ein abzdhlbarer projektiver Limes von Radon-Maszen ein Radon-Masz ist.

Fdhren wir trotzdem den Bewels aus :

FUr ein gegebenes € > 0 konstruieren wir induktiv eine abnehmende Folge
A

{Kn}:=1 von kompakten Zylindern von Io" von der Form Kn = E?(Ki ), wobei
n ~n

K. kompakt in :}:i ist (identifiziert mit einer Teilmenge von 3‘:1 ) und

Aln ~ A n n

P % = 351 die kanonische Projektion ist, sodasz :

n % n
u [Kn] ¥ 1 =g
Flr n =

i,
gewdhlt, wobed
n

1 existiert, da My Radon-Masz, ein K, , sodasz
1

~ Pt §
L = > ~ . i 3 swwy
My KD uo(niltxil)] 1 - €. Selen K K

i
1
-l -
B, (K, ) =y ['n. (K J] >1-¢€.Dayp ein Radon-Masz, existiert
*n in irl*'l 1n’:l'r|+‘1 in_ j'n+1 <3
eine kompakte Menge K. in £, , sodasz K. < T. (K, ) und
i i i i .1 i
n+1 n+1 n+1 n n+1 n
u (K. } > 1 =g,
j'I'N-‘I 1n+1
@ © A
Sei K= n K = 0 g 'K, ). Dann ist K eine in X _ enthaltene kompakte
n=1 n n=1 1 i [o

Menge ; da ﬁc ein Radon-Masz (und insbesondere g-additiv), gilt ﬁo[K) 2 1-€.

Daher [ﬁc]*{};o] = 1 und a fortiori ﬁ(ﬁ] 2 (]:UJ*[;?COJ = 1.
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1.13. BEMERKUNG

Oer hier gegebene Beweis (etwas umst&ndlich niederzuschreiben aber ganz
einfach in seiner Grundidee ) scheint mir wesentlich durchsichtiger zu sein
als der (iblicher Weise gegebene (z,8.[23]1,p.82da er eher zeigt, warum die
Radon-Masze ins Spiel kommen, was im* allgemeinen wesentlich ist nach dem
Gegenbeispiel von Andersen und Jessen.

Als ich den Beweis fand, habe ich' sehr wohl vermutet, dasz er bekannt
sein miszte. Tats&chlich findet man in der Note historique von Bourbakﬂf?].p.120].
"Eine Variante der Konstruktion von Kolmogoroff stemmt von Kakutani
und wurde seither mehrere Male wiederentdeckt.” Kakutani machte genau die
selbe Konstruktion fiir den Fall eines Produktes der Zéhlengeraden RA, das er

in ﬁA einbettete.
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2. ZYLINDRISCHE MASZE AUF PRODUKTRAUMEN

Sei {Ij}jEJ eine Familie von vollstdndig reguldren R3umen. Die endlichen
Produkte ng fE%, F endlichea Teilmenge von J, formen ein projektives System
(mit den kanonischen Projektionen). Der projektive Limes ist I jEJ %J
Ein zylindrisches Masz u auf X ist daher gegeben durch eine kohé&rente Familie

{uF

keiten auf ng EEG. Gemdsz dem Satz von Kolmogoroff (1.12) wissen wir bereits,

: F durchléuft die endlichen Teilmengen von J} von Radon-Wahrscheinlich-

dasz Y immer O-additiv ist. Wenn J abz&hlbar ist oder wenn die 353 kompakt

sind, wissen wir, dasz Y ein Radon-Masz ist (1.11 und 1.12).

Unter welchen Bedingungen ist p T-reguldr ? Geben wir zuerst ein Bei-
spiel, das mir von Herrn Saint-Raymond gezeigt worden ist, das zeigt, dasz

das im allgemeinen nicht der Fall ist :

BEISPIEL

Sei J = [0, 1] und 3€j = ]-1, +1[ fir alle j € [0, 1]. Wir betten die
endlichen Produkte |-1, +1[{j" «res dnk g, [-1, +1] Urs wees dnk g4,
Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen findet man X = ]-1, +1[ [0.1] und
c 38 [-1, +1] [0,

Sei f die Funktion

[0, 17 » [-1, +1] [0.1]

s -+ {1- |j-5|}j€J :

f ist stetig und f(m), das Bild des Lebesgue-Masz m auf [0, 1], ist daher
ein Radon-Masz auf :fl: [;1 +1] [b'1], das wir mit ﬂ bezeichnen. ﬁ ist von
£([o, 1]] getragen, das eine kompakte Teilmenge von 36\\~3€- [ 1, +1] [o. 1]\\
] Tis +1[ [ 1] ist. Sei Hfl die Restriktion von u auf die 0-Algebra j{ die

von den Zylindern von 35 [ Ya +{1 [ Jerzeugt wird.
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Dann gilt aﬁ* (]-1. +1|:[U’1]] = 1. Sei n&mlich A ein Element ausﬁ., das
]-1, +1 [[D'ﬂ enthalte und {jk}c::1 die hbchstens abz&hlbare Menge von Indizes
von denen A abhangt. Dann (berlegt man sich leicht, dasz gilt -F_ltﬁl i [D, 1]\
{jk}k=1' daher f(m) (A) = Hﬁ.[ﬂl = 1.

ﬂ* induziert daher ein g-additives Masz u auf der o-Algebra

-~

\ﬂ. ﬂ]-‘h +1|:|:O'1], d.h. ein zylindrisches Masz uy auf 3:: = ]-1, +‘I|'_[U'AlrI

(da die endlichen Produkte von ]-1, +1[ polnisch sind).

Da aber ﬁ von der zu ]-1, +1[[0’1] disjunkten kompakten Menge f([[], ’I]J

getragen wird, gilt ﬁx {]-1, +1[[D’1:|] = 0 und nach Satz 1.10 ist p nicht

T-regulér.
Aber filr den Fall eines zylindrischen Produktmaszes H= = uJ. d.h. die
jed
Familie {uF, F endliche Teilmenge von J} wird gebildet durch { @ u.}, wobei

jeF
u; eine Radon-Wahrscheinlichkeit auf BEJ,. gilt die

PROPOSITION :

Jedes zylindrische Produktmasz p = ®& u, auf X - il :‘:E ist T-regular,
jeg J jeg 9

BEWEIS

~

Betten wir jedes xj in eine kompakte Menge Ij ein und die endlichen

Produkte T X _in I .. Mit den oben eingefihrten Notatioren gilt
> jg 7 geF -
X = ng Ij. Nach Satz 1.10. miissen wir zeigen p" (X) = 1.
o~

Nehmen wir das Gegenteil an : Dann existiert eine offene Menge 0 in 3€ ”
die X enthdlt, sodasz ﬁ[O} < 1. 0 ist Vereinigung der nach oben filtrierenden
Familie der offenen Zylinder{oa}aeﬁ, die in 0 enthalten sind. Da ﬁ ein Radon-
Masz, gilt

ﬁ (0) = sup ﬁ (0y)
OEA

Man kann daher eine Teilfolge {Oarln }‘:H1 auswdhlen, sodasz

D =ncu 0.
n=1 %
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Die {Oa }:_1 héngen nur von einer hdchstens abzdhlbaren Teilmenge JU der
o' n=

- ~
Indizes J ab. Sei 350 = 1 BEj 2% = T X, undseienw : X » 360
¥ A jelg Jelg
und f# : X > 35& die kanonischen Projektionen.
A
Das Radon-Masz auf Efé, assoziiert zum zylindrischen Masz u_: = m y,
"~ ~ ~A ‘jeJU J
auf Eié ist dannpy_: = =& uj = mwlul.
je.]d
Nach Konstruktion 7 (7 (8§ 0 )) = U 0, daher
n=1 % n=1 %
-~ ~ o ~ 0
uy (MU 0 ) =uCUu 0 ) < 1.
n=1 n n=1 n

Da Jc abzdhlbar ist, wird ﬁc von 3%3 getragen (siehe Ende des Beweises
des Satz von Kolmogoroff). Es existiert daher eine kompakte Menge KG in 3@5

(2] -~
> L ]
disjunkt von f# (U Oa ) N Eis, sodasz uU(KU] 0

n=1 n
Wahlen wir nun flr jedes j € J‘\JU eine kompakte Menge Kj in Egj' sodasz
(K,) > 0. Die Menge
uj 3 g
K:=K_ x Il K
¢ jeJ\J0 ]

ist eine kompakte Teilmenge von X. Da die {0 } eine Uberdeckung von X

o OEA
durch eine nach oben filtrierende Familie von offenen Mengen bilden, gibt es
ein an' das K enthdlt. 0, h&ngt nur von endlich vielen Koordinaten von J

o
ab, sagen wir {j;, ..., jm}'G.]\JU und {334 siss ji} E.JU.

Es gilt dann

m

0 2. K x I K, x i X

o : O k=1 R JeINI_Uldreeend 3} T
und da

(U 0) N« x 1 %) =08,

n=1 % o eI ]
gilt sogar

(o] m A~
0O \NuU 0 > K x T K, x 1 E

o n=1 “n 1 3k jeJ\{jcu{jI.---.jm}} J

Daher

m
pnONT 0)eikIx T p, (k,) > 0O,
% n=1 % O k=1 ko Kk

und wird erhalten einen Widerspruch :
A > T . A 2 ~ o
p@ 2pulU 0 U 0 ) =ulU 0 ) +pul0.\L U 0 )
- a8 a o
=1 n [s] n=1 n o n=1 n

> ﬁ[ng1 Oan] = u(0)
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BEMERKUNG

Die normaler Weise wichtigste Anwendung der t-Regularit&t eines Maszes
besteht darin, dasz man einen Trager des Maszes definieren kann. Das ist in

unserem Fall leider &uszerst trivial direkt zu sehen :

supp (&, w,) = I supp (p.).
J .
J e JEJ 2

Ein zylindrisches Produktmasz p = = u, ist genau dann ein Radon-Masz, wenn
jel
alle uj bis auf h&chstens abz&hlbar viele von einer kompakten Menge in 3}

3
getragen werden : Die Bedingung ist klarer Weise hinreichend.Um.die Netwendig-
keit zu zeigen, nehmen wir an, dasz eine iberabzihlbare Anzahl der uj nicht

von einer kompakten Teilmenge von :§£ getragen wird. Da jede kompakte Teilmenge

K von £ in einem Kompaktum der Form K1 = I Kj 5 Kj kompakt in :Eé. enthalten
Jel
ist, gilt

uK) < pK,) € inf { T p, (K,) : F endliche Teilmenge von J}.
1 . J J
Jef
Dieses Infimum ist null, da eine Uberabz&hlbare Anzahl der uj(K )] strikt

J

kleiner als 1 ist. y ist daher kein Radon-Masz (%.11).

Im Kapitel 7 werden wir einen vollsté&ndig regularen Raum ¥ universell Radon-
meszbar nennen, wenn die T-regul&ren Masze und die Radon-Masze auf 3£ zusammen-

fallen. Wir erhalten daher die

PROPOSITION [30]

F- n X, ist ein universell Radon-meszbarer Raum genau dann, wenn
jed
alle EEG (vollsténdig reguldre) universell Radon-meszbare R3ume sind und auf
allen EES. bis auf h&chstens abz&hlbar viele, jede Radon-Wahrscheinlichkeit

von einer kompakten Teilmenge von EES getragen wird.

BEWEIS :

(=) sei X universell Radon-meszbar. Klarerweise ist jedes 3£j universell

Radon-meszbar. Die zweite Bedingung musz ebenfalls erfiillt sein, da man sonst
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ein Produkt-Masz u = ® . konstruieren kann, das nach 2.3. T-reguldr nach 2.4.
jel

aber kein Radon-Masz ist.

(<=) a) Das Produkt von 2 universell Radon-meszbaren R&umen ist universell

Radon-meszbar. (Der elementare €/2-Beweis sei eine Ubungsaufgabe flr den Lzser).

[es]
b) Das Produkt ¥ = T 3@1 von abzdhlbar vielen universell Radon-
n=1
meszbaren R8ume: ist universell Radon-meszbar : Sei U ein T-reguléres Masz

N,
auf . Sei m die kanonische Projektion £> 1 36;. My # 5Ty (p) ist dann
N n=1
ein T-reguldres Masz auf N X und nach a) ein Radon-Masz. py ist daher ein
n=1

zylindrisches Masz auf %, und da X ein abzdhlbares Produkt, ein Radon-Masz.

c) Das Produkt X = I X von universell Radon-meszbaren R&umen,
sodasz auf jedem :fi Jjede Radoifdahrscheinlichkeit von einer kompakten Menge
getragen wird, ist universell Radon-meszbar : sei H ein T-reguldres Masz auf
X und sei “j : K = EEG die kanonische Projektion. ﬂj (p) ist dann ein
Radon-Masz auf EES und nach Voraussetzung von einer kompakten Menge Kj getragen.
K = j]'[J Kj ist dann kompakt in X und tragt u.

€

Die Behauptung ergibt sich nun aus a), b) und c).
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3. ZYLINDRISCHE MASZE AUF TOPOLOGISCHEN VEKTORRAUMEN

“Im folgenden werden wir den im Beispiel 1.5. behandelten Fall eines zylindri-

schen Maszes auf einem topoligischen Vektorraum o(X, Ylbetrachten. Die dort

eingeflihrten Notationen behalten wir bei.

BEMERKUNG : Warum beschrd&nkt man sich auf den Fall eines topologischen Vektor-

raumes mit der schwachen Topologie o(X, Y) ?
Sei [X,fr] ein lokalkonvexer hausdorffscher Vektorraum. Die Familie

der abgeschlossenen Teilrdume von endlicher Kodimension von T

2}
f&llt mit derjenigen von O(X, X’) zusammen. Alle Begriffe, die nur von den
Zylindern abh&ngen, insbesondere die zylindrischen Masze, fallen daher eben-
falls zusammen.

Dariberhinaus weisz man ([271,p. 112 und p.161), dasz fir den Fell, dasz
(X, J7) suslinsch und Y in Dualit&t mit X oder (X, UJ] ein Fréchet-Raum und
Y = (X, 30]', die Radon-Masze auf (X, 3’] und o(X, Y) zusammenfallen. Bemerken
wir schon jetzt, dasz fir den Fall, dasz (X, 3_) = B' ein dualer Banachraum

ist, die Radon-Masze auf o(B', B) und B’l | genau dann zusammenfallen, wenn

B' die Radon-Nikodym- Eigenschaft hat. Aber auch hier reduziert sich das Pro-

blem auf einen Vergleich zwischen o(B’, B) und o(B', B”].

Fixieren wir ein fiir alle Mal eine spezielle Kompaktifizierung von a(X, Y)
v
Wir betten Xi in seine Stone-Eech—Kompaktifizierung Xi ein und nennan
v v
X I kim X
oyl iel 1 _
die zylindrische Kompaktifizierung von O(X, Y). Der Grund fiir diese Bezesich-

nung wird im Appendix klar werden. Wir haben die isomorphen Einbettungen

= = v
alx, Y) €>oyX, vy & x .
cyl
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Sei U = {Ui}ieI ein zylindrisches Masz auf O0(X, Y) und sei J das zu U

v ) .
assoziierte Radon-Masz auf XC Wir haben in 1.5. bemerkt, dasz u ein zylin-

yl®

drisches Masz Ui auf jedem mit Y in Dualita&t stehenden Vektorraum )(,I definiert.

Je grdszer X1 ist, umso grészere Chancen hat p; , schdne Eigenschaften zu haben

wie Satz 1. 10. zeigt.

BEISPIEL : Sei 0{X1, Y) 2z0(X, Y) und X1 € X1\X. é{x } ist ein Radon-Masz auf
P = "

0[X1, Y) und definiert daher ein zylindrisches Masz auf o(X, Y), das nach
Satz 1.10 nicht T-reguldr ist. (Es kann allerdings vorkommen, dasz es g-additiv

ist, wie wir sehen werden).

Der Satz von Kolmogoroff (1.12) besagt, dasz jedes zylindrische Masz p auf
g(X, Y) o-additiv auf O(Yx, Y) ist. Man kann daher G[Yx. Y), mit der von den
Zylindern erzeugten U—Algebratj% und dem o-additiven Masz u & auf dﬁq auffassen

Y
als einen Wahrscheinlichkeitsraum (9, J, P). Man erhdlt so eine Abbildung

vy > L%, 7T, P)

y -> <" y) 3
die offensichtlich linear ist (und im allgemeinen nichts weiter).Man hétte
v

aber ebensogut (zum Beispiel) chl

v :
Masz Y auf 65, als (2, T, P)nehmen kénnen. (Wir werden im Appendix zeigen,

, mit der Borel-o-Algebra ﬁ3 und dem Radon-

dasz jedes y € Y sich eindeutig in eine Funktion auf %cyl fortsetzen l&szt).
Man kann nun zeigen (siehe [27], p. 256), dasz es eine bijektive Beziehung

zwischen den zylindrischen Maszen auf (X, Y) und den "Isonomie-Klassen” der

linearen Abbildungen v : Y = 2 (2, T: P). Hier sieht man wiederum, dasz

der Begriff eines zylindrischen Maszes auf o(X, Y) in Wirklichkeit nur von Y

abhéngt.

Ein zylindrisches Masz W auf O(X, Y) heiszt skalar auf den konvexgn, kompakten
Mengen von O(X, Y) konzentriert, wenn fur jedes € > 0 eine konvexe, kompakte
Menge K in O(X, Y) existiert, sodasz fir alley € Y und a € R, filr die

{(x, ) £ a, VxeK gilt, die folgende Bedingung erfiillt ist

p{xex: {x,vo >al) <e.
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Der Leser wird den Unterschied zur (€, K)-Bedingung im Satz von Prokhorov

(1.11.) bemerken.

U ist genau dann auf den konvexen, kompakten Teilmengen von o(X, Y)

skalar konzentriert, wenn ein (jeder) Reprdsentant der assoziierten Isonomie-

Klasse o
viy » L@ T, m

stetig ist beziiglich der Mackey-Topologie T(Y, X).
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4. BILD EINES ZYLINDRISCHEN MASZ UNTER EINER

NACH UNTEN HALBSTETIGEN POSITIVEN FUNKTION

Sei p ein zylindrisches Masz auf einem topologischen Vektorraum o(X, Y).

Wir haben bemerkt (1.7.), dasz flr f ¢ f%ylt*] das Bild des zylindrischen
Maszes Y unter f ein wohldefiniertes Element f{u) ausJL1 (R), dem Raum der
Wahrscheinlichkeiten auf R, ist. Wir wollen diese Definition auf die nach unten
halbstetigen positiven Funktionen auf o(X, Y) ausdehnen. (Der Bequemlichkeit
halber beschranken wir uns auf positive Funktionen. Selbstverstandlich kdnnte

man die Resultate allgemeiner formulieren, was aber umstdndlich zu schreiben

ware).

4.1. DEFINITION ([29], 69/70, exp. IV)

Seitﬂ-"1 (R) der Raum der Wahrscheinlichkeiten auf R = [-, +o] . Es gibt

eine natirliche UrdnungérélatinncaUﬁIL1 R) : Man sagt, Ay £ X , wenn \f.t e R,

A (Qt, #=1) & Ay (It, +=]) .

(Sims hat keinerlei Beziehung mit der Ublichen Ordnungsrelationivwvon Maszen;
aber A\; < Az kann nicht zu Miszverst#ndnissen fiihren, da fir Masze der gleichen
Masse 1, A1 € Az bedeuten wirde A; = A; ).

Jede Familie {la}aEA in JU (R) erlaubt eine obere Grenze (und auch
untere, was wir im folgenden aber nicht bendtigen) A = sup A , sodasz die

Q€A
folgende Formel fir alle t e R gilt :

A (3, ®1) = (sup A ) (It, =) = sup (r, (. w])) .
QEA 0EA

Es geniigt .dazu die Verteilungsfunktion (im verkehrten Sinn) zu definieren :

¢a (t) : = ka_(]t' +0]) fir t € R.
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{¢a}a A ist eine Familie von nach unten halbstetigen abnehmeriden Funktionen mit
€

Werten in [0, 1], wobei X ({#®}) = 1lim d (t) und A ({-»}) = 1 - 1im d (t).
o t+ +o0 o t+ - Q&
Das Supremum ist daher auch eine nach unten halbstetige, abnehmende Funktion auf

R mit Werten in [0, 11, die eine Wahrscheinlichkeit A auf R definiert. Es ist tri-
vial z0, varifiziéren, dasz A die obere Grenze von {Aa}aeﬂ ist und die
abige Formel gilt.

Flihren wir noch das folgende Lemma aus, (um es spater zitieren zu kénnen).

LEMMA

)\ ist das Supremum einer Familie {la] —_ genau dann, wenn es die folgen-
den Bedingungen erflillt
(i) Ay <A Vaen
(i) V e>0, VteR, Jaeh:

A (Jt-g, =) > X (Jt, +=]) - € .
Qo

BEWEIS : Wenn A = sup A, sind die Bedingungen (i) und (ii) erfillt.

aeA
Umgekehrt nehmen wir an, dasz (i) und (ii) erfillt seien und sel

A' = sup Aa. Wegen (i) gilt A’ < A,
aeh
Wenn X' # A wdre, dann gé&be es ein t € R sodasz

A' (It @) < A (IE, +ee])

und wegen der g-Additivitdt von X gdbe es ein € > 0, sodasz

A (Jt, @) < A (Jt+e, =) .

Mit e’ = min (e, A(Jt+e, 1) - X' (Jt, +=])) ,
und t* =% E .,

erhdlt man einen Widerspruch zu (ii).

DEFINITION

Sei O ein Element aus J [G(X, Y)) , der Menge der nach unten halbstetigen
(im folgenden n.u.h. abgekiirzt) positiven Funktionen auf o(X, Y) und sei p ein

zylindrisches Masz auf o(X, Y). Wir definieren

O (W) : =sup {f(yW) : f € fLyltx), £ <0} ,
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wobei das Supremum im Sinn der Definition 4.1. genommen wird. Es gilt dann

ol = und man definiert das Integral von 0 bezliglich y

%(0}

[ olx) dulx) + = [t .d (o) () .
X R

Dieses Integral nimmt seine Werte in [0, +=].

4.4, BEMERKUNG :

1) Da fir f, g ¢ ©

Cyltx}, f <g, fly) < gly) gilt, stimmt diese Definition

fiir den Fall von zylindrischen Funktionen mit der in 1.7. gegebenen lberein.

2) Man verifiziert leicht, dasz :

£9[><] dulx) = sup { {f(x] du(x) : f € tecyltm, f < 0}.

4.5. Eine Borel-Wahrscheinlichkeit m auf einem vollsté&ndig reguldren Raum X ist

genau dann t-reguldr, wenn die Formel

sup {6 (M)} = {sup © } (m) (4.2)
o€A QEA @

flir jede nach oben filtrierende Familie {ea}aeﬂ von Funktionen in J +I}:3 gilt.

(Das ist praktisch die Definition der t-Regularit&t. Siehe auch [30]).

Fiihren wir dieses Resultat flr den Fall eines zylindrischen Maszes aus :

4.6. PROPOSITION : Wenn das zylindrische Masz p auf o(X, Y) t-reguldr ist, so fallt
die Definition 4.3. mit dem Bild-Masz im Ublichen Sinn ([27], p. 28) bezilglich
der Fortsetzung von p in ein t-reguldres Borel-Masz auf o(X, Y) zusammen.

Dariiber hinaus gilt dann fir jede nach oben filtrierende Familie {Oa}aEA
aus J_ (olX, YI)

sup [Ou(u]) = (sup 8&) (w .
ae€A OlEA

Umgekehrt, wenn fiir ein zylindrisches Masz y auf o(X, Y) die Formel

sup (F [u]) = (sup ) (P
€A a €A o

fiir jede nach oben filtrierende Familie aus EZ: (X) gilt, dann ist u

vyl

Tregulér.



24.

BEWEIS :

(=) Sei u ein T-reguldres zylindrisches Masz auf O(X, Y), das wir mit
seiner Fortsetzung in ein T-reguldres Borel-Masz auf o(X, Y) identifizieren.

Sei @ € J+ (O(X, Y]J und {Fa}aeﬂ die nach oben filtrierende Familie
von Elementen au; t?cy1{XJ' die von O majorisiert werden. FUr t € R formen
die {f&I[]t, +m]]}aeﬁ eine nach oben filtrierende Familie von offenen Mengen
in 0(X, Y), deren Vereinigung O ' (Jt, #]) ist.

Daher u (@_ltlt, w]) = gup M [fé‘(3t, #0])) . Genau das muszten wir
zeigen.

Wenn man dieselbe Schluszweise mit {Qu}aeA anstatt {fa}aeA noch einmal
anwendet, erh3lt man den Beweis des zweiten Teils der Proposition.

(<=) Um die Umkehrung zu zeigen, nehmen wir an, dasz u nicht T-reguldr
sei. Nach der Bemerkung in 1.6. gibt es dann eine nach oben filtrierende

Familie {QQ}Gﬁﬂ von offenen Zylindern in o(X, Y), die X Uberdeckt und sodasz

sup M (Oa] =n < 1.

aE A
. ) ) . o 2 8
Die Indikatorfunktion fxoh ist das Supremum der Familie {Fa}BeB{G] der
; ; . . _ 8
zylindrischen Funktionen, die sie majorisiert. Mit {fY}YEC. = GSA {Fa}BeB[a]

findet man eine nach oben filtrierende Familie von zylindrischen Funktionen,

sodasz gilt

sup (F (W) =n .8 + (1-n) . &
g =7 {1} {0}
wahrend [ )

sup (£.)) (W) =6 .

yec ¥ {1}

4,a. Moreau-Funktionen

Die T-Regularitdt eines zylindrischen Maszes p ist eine "starke” Bedin-
gung, oft schon &quivalent dazu, dasz u ein Radon-Masz ist. (Wir werden diese
Frage im Kapitel 7 besprechen).

Dagegen ist die skalare Konzentration (3.5.) auf den schwach kompakten,
konvexen Teilmengen von O(X, Y) eine "schwache” Bedingung, die in den An-
wendungen oft erfiillt ist. Unter dieser Bedingung werden wir ein Analogon

zur Proposition 4.6. flir den Fall von Moreau-Funktionen beweisen.
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4,7. Eine Funktion © : o(X, Y) = [0, ] heiszt eine positive Moreau-Funktion,

wenn :
(i) © konvex ist, d.h. O(Ax + uy) s A ., O(x) + u . G[y),‘# x5y € o(X,Y)
% A, u €l0, 1[, sodasz A + u = 1.

(ii) © nach unten halbstetig ist,

BEISPIEL :
1) Sei C eine konvexe, abgeschlossene Menge in o(X, Y), die den Ursprung

enth&lt. Dann ist das Minkowski-Funktional von C

jo(x) : = inf {t e R : x e t.C}

eine Moreau-Funktion (wobei inf (&) = + «© sei).

2) Fixieren wir die folgende Notation, die wir von nun an beibehalten :
Fir eine Teilmenge M von O(X, Y) sei
y o g 0 flir x € M
YM[x) i =
+ @ flir x € M

Das ist eine Moreau-Funktion genau dann, wenn M konvex und abgeschlossen

ist.

BEZEICHNUNG : Wir nennen eine Funktion h : o(X, Y) =+ R affin, wenn sie
von der Form x + (x, y) *+ a, mit y € Y und a € R, ist. Wir bezeichnen mit
\IL GJ[X, Y]] den von den affinen Funktionen gebildeten Vektorraum (den man
mit Y ® R identifizieren kann) und mit J%b[ctx, Y)) die Menge der endlichen
Suprema von affinen Funktionen : h : x -+ ._iup f {<x,yjf + aj}. Das sind
insbesondere Moreau-Funktionen. SR

Es ist bekannt [17], dasz eine Moreau-Funktion das (punktweise) Supremum

der affinen Funktionen, die es majorisiert, ist. Es gilt sogar

4.8, PROPOSITION : Sei M ein zylindrisches Masz auf o(X, Y) und sei 0 : o(X, Y)

+ [0, «] eine positive Moreau-Funktion. Dann gilt

O(u) = sup {h(w) : h e J?.@(cr(x. Y)) : h < 0},




BEWEIS : Sei i € I fest gewdhlt und sei Gi die Funktion auf Xi
0,(x,) & = inf {ox) : m (x) = xi}.

Gi ist offensichtlich eine konvexe Funktion, aber im allgemeinen nicht
mehr nach unten halbstetig. Sei @i die n.u.h. regularisierte Funktion von Oi s
dih. die grdszte n.u.h. Funktion, die von Oi majorisiert wird.

Da My ein Radon-Masz auf Xi ist, gilt wegen der Formel (4.a) und der

Bemerkung unmittelbar vor der Proposition

Gi o ni[u] = Gi[uil = sup {hi[ui] thy e uﬁb(xil, hy < e.}.

L

Andererseits gilt, dasz

8. om, = sup {f ¢ C(x): £f<0},
i i i

wobei tfi[X] der Raum der zylindrischen Funktionen auf o(X, Y) mit Basis

xi sei : Jedes solche f wird von @i o m,

wobeil Fi stetig auf Xi ist, auch von 51 o ﬂi. Andererseits ist éi das Supremum

majorisiert und da f = fi o,

der stetigen Funktionen auf Xi , die sie majorisiert ; daher gilt die obige

Formel.

(xX) , ¢ <0}

Daher Ou) = sup {p() : $ € ?Zc

vl

= sup {sup {¢i[u] : ¢i € %&(XJ, ¢i < 0}}
iel

= i2? gi om, (u)

= sup{sup{hiOWi{u};: pie\fi¢[xi3, hi < 61}}

iel

sup {h(p) : h e Jié[ctx, Y)), h < 0}.

Nun kénnen wir das angeklindigte Resultat beweisen :

PROPOSITION

Nehmen wir an, dasz das zylindrische Masz u auf o(X, Y) auf den kompakten,
konvexen Teilmengen von O(X, Y) skalar konzentriert sei (3.5.).

sei {0_} eine nach oben filtrierende Familie von positiven Moreau-

o aeA

Funktionen. Dann gilt

sup (Ga (W) = (sup 0, (W) -
aeA QeA
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BEWEIS : Wegen der Proposition 4.8. und der unmittelbar vorher-

gehenden Bemerkung geniigt . es, das folgende Ergebnis zu
zeigen : Seien {ha}aeA (eine nach oben filtrierende Familie) und h aus

lj%¢(U[X,Y] . Wenn sup nu > h, dann sup [ha[u}) > h(un).
te A teA
Seien h = sup {&e, yj} tag s 3= e n} und € > 0 fest gewdhlt.
Sei K eine kompakte konvexe Menge in o(X, Y), sodasz u auf K bis auf €/n

konzentriert sei. Nach dem Satz von Dini existiert ein op € A, sodasz

h (x) > h(x) - € \j xe K,
Go

Rty hao(XJ > (x, yi} + aj) - ¥xek Xf 3 = i wan n;

Die Funktion h - -, y3> * a,) ist konvex und stetig, daher ist die
0

Menge
xex:hy 60 - K vy +a;) sel

konvex, abgeschlossen und disjunkt zu K ; sie 1l&szt sich daher von K

durch .ezine abgeschlossene Hyperebene trennen. Nach Voraussetzung

é
ui{xex: haotx] - ({x, yi) + aj] <-€} <=

daher p{x e X : han(x] - hix) <-€} < e ,

d.ha ha > h(x) - € auf einem Zylinder mit Masz > 1 - €. Nach Lemma 4.2.
0

gilt daher
sup hu[u] > h(y) .
€A 0
Diese Proposition gestattet uns, zwei interessante Resultate abzuleiten.

Zitieren wir zuerst die folgende Definition ([5], p. 48) :

4,10, DEFINITION

Sei Y ein zylindrisches Masz auf o(X, Y) und M eine Teilmenge von Xa

Man definiert :

ﬁ (M) : = inf {u(C) : C abgeschlossener Zylinder in o¢(X,Y), sodasz C 2 M} .

Der Zusammenhang mit der Definition des Bildes eines zylindrisches

Maszes unter einer n.u.h. Funktion ist durch die folgende Formel gegeben :

o (w = um Sop + (1 - um) . 8 (4.b)
wobei ?ﬁ die in Beispiel 2 von 4.7. eingefilihrte Indikatorfunktion des Ab-

schlusses M von M in o(X, Y) ist.
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Denn fir jedes f ¢ EECYI(XJ, P WH , ist £ '(J=, 0]) ein abgeschlosse-

ner Zylinder, der M enth&lt, daher f(u) < p(M) . Sty * f1 - umy . 8t} *
Umgekehrt wdhlen wir einen abgeschlossenen Zylinder F, der M (und daher

% ) . &
M) enth&lt, sodasz u(F) < u(M) + €, F ist von der Form LN (Fi), Fi abgeschlos-

sen. in Xi. In Xi existiert eine abgeschlossene Menge Fi

sodasz ui(Fi] + ui[Fil >1 - €, Seti f, eine stetige Funktion auf Xi mit

Werten in [0, nl, sodasz f. | F! = n und , | Fi =0 (X, ® R" ist normal).

, disjunkt zu Fi'

Fir f = f, o m_, gilt dann
1 1
P 2 (um + 2e) L 6y + (1 - am + 2€)) L8

Nach Lemma 4.2. ist die Formel (4.b) bewiesen.

PROPOSITION :

Nehmen wir an, dasz o(X, Y) ein Teilraum von G{X1, Y) ist und dasz
o(X, Y) und 0(X1, Y) quasivollstaéndig sird.

Sei W ein zylindrisches Masz auf o0(X, Y), skalar konzentriert auf den
kompakten Teilmengen von a(X, Y). Wenn das zylindrische Masz p,, das von u
auf 0(X1, Y) definiert ist, ein Radon-Masz auf U(X1, Y) ist, dann ist yu

ein Radon-Masz auf ol(X,Y).

BEWEIS : u ist eine Radon-Masz genau dann, wenn flr jedes € > 0 eine kompakte
Teilmenge K von 0(X, Y) existiert, sodasz u(k) > 1 - €. (Satz von Prokhorov
(1.11) und die Tatsache, dasz ni[K] kompakt und daher abgeschlossern in
X. ist).
i
Wahlen wir eine kompakte, absolutkonvexe (nach dem Satz von Krein)

1
konvexe, O(X,Y)-beschrénkte und daher o(X,Y)-prékompakte ([26], p. 144).

Teilmenge K‘1 von U(X1, Y), sodasz ﬁ1(K1] >1-€, K, n X ist eine absolut-

vollstédndige Teilmenge von O(X, Y) . K, n X ist daher absolutkonvex und

1
kompakt in o(X, Y).
Sei {ha}aeA die nach oben filtrierende Familie von Funktionen in
JQ¢EU(X1. YJ]. die von ?K1 majorisiert werden, und seien {ha}aeA deren

Restriktionen auf o(X, Y). Da
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sup h = ¥
oy S K
gilt sup ﬁ =

Y.
ah Ky " A

Auszerdem gilt - nach der Definition von u; - rh[ull = %a(U]'

Man kann also die Proposition 4.9. auf die Familien {Fa}aeA und

{ha} G anwenden : -~
Yo oo ox ) = sup {ha(uJ}

1 e A

1]

sup {h (u1]} =Y (ny) .
ae A @ K1

Daher ﬁ{K1 n X) = ﬁ1{K1} > 1 - €, und alles ist gezeigt.

4.12. KOROLLAR :
Sei Y ein tonnelierter Raum, X sein topologischer und X1 sein algebraischer
Dualraum ; sei Y ein zylindrisches Masz auf 0(X, Y), skalar auf den kompakten
(d.h. den beschrankten) Teilmengen von g(X, Y) konzentriert.
H ist ein Radon-Masz auf o(X, Y) genau dann, wenn uy; ein Radon-Masz

auf 0[X1, Y) ist.
BEWEIS : o(X, Y) und G[X1, Y) sind guasivollsténdig. O

4.13. BEMERKUNG :

1) Dieses Korollar beantwortst insbesondere die in(f2?ﬂ p. 341) ge-
stellte Frage : Filr das kanonische Gauszsche zylindrische Masz auf einem
Hilbertraum 38 von unendlicher Dimension gilt (¥cyl)* ( QE,*J = ¥cy1(H£] = 0.

Dieses spezielle Resultat habe ich mit einem ziemlich langen und umstdnd-
lichen Beweis gezeigt, in Unkenntnis der Arbeiten von De Acosta [1] , der

die Proposition 4.11. bewiesen hat.
Der hier gegebene einfache Beweis ist verschieden zu dem von De Acosta

gegebenen und vor allem ein Resultat von Hinweisen von A. Badrikian.

v * ,
2) Ich weisz nicht, was der Wert von (chll* (Bﬁ' ) ist ; d.h., ich weisz

ik
nicht ob das kanonische Gauszsche zylindrische Masz Yy auf QE T-reguldr ist.
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4.14. Um das zweite "interessante Resultat” von der Proposition 4.9. abzuleiten,

flihren wir die folgende Notation ein :

DEFINITION [15] : Fir ein zylindrisches Masz p auf o(X, Y), nennt man eine

abgeschlossene Menge S aus o(X, Y), fir die p(s) =1 gilt, einen Pseudo-Tréger

von Y. (Mir f311t keine bessere Ubersetzung fir "supporteur” ein].

4,15, PROPOSITION [24]
Sei p ein zylindrisches Masz auf o(X, Y), skalar konzentriert auf den
kompakten konvexen Teilmengen von o(X, Y).
Der Durchschnitt aller konvexen Pseudo-Tréger von p ist dann ein Pseudo-

Trdger von y, sein minimaler konvexer Pseudo-Trager.

BEWEIS :

Da jeder Pseudo-Trdger S von U als 0(X, Y)-abgeschlossene, konvexe Menge
Durchschnitt der konvexen, abgeschlossenen Zylinder ist, die S enthalten,
genligt es zu zeigen, dasz der Durchschnitt aller konvexen, abgeschlossenen
Zylinder {Ca}aeA mit p-Masz 1 ein Pseudo-Tréger ist.

Die Familie {Ca}ueA ist night leer, da X Pseudo-Trager ist und nach
unten filtrierend (wegen der Additivitdt von p).

Es gilt also fir jedes o € A , Tca{u] = G{D}' Nach Proposition 4.9.

und der Formel (4.b.) gilt

) = sup (Y. (W) = (sup ¥ ) (W) =¥~ _ (.
{0} aeA  Ca aeA Co afa Ca
Daher _
uln CJ) =1,
aeA &
was zu beweisen war.

4.18. Geben wir 2 Beispiele, die zeigen, dasz die in Proposition 4.15 gemachten

Voraussetzungen notig sind.
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BEISPIEL 1

Sei X = Y = 1% und set {fn}i=1 eine Folge von unabhdngigen Zufalls-
variablen, wobel jedes fn die Werte +1 mit Wahrscheinlichkeit 1/2 annimmt

("Kopf oder Adler”).

<0
ee]
Da I - fn fdr {an}n=1 € 12 (in Wahrscheinlichkeit) konvergiert,
n=1 o
definiert die Folge {-Fn}n=1 ein zylindrisches Masz auf 0[12, 12], das skalar

auf den Kugeln von 12 konzentriert ist ([28], prop. (1.1.): oder auch direkt
leicht zu sehen).

Der minimale konvexe Pseudo-Tréger ist offensichtlich

w0 2
s={{a} ,€1%: sup |an| <1} .

Aber der Durchschnitt aller (auch nicht-konvexen) Pseudo-Tradger ist

leer : Sei ndmlich flr k € N

& o 2. = |
s, = {la ¥ 1 e1® a2, ¥ n=1, vou, k} .

Pseudo-Tréger von |y, aber n S, =0 .

Dann ist fir jedes k € N, S
k=1

K

BEISPIEL 2 :

Sei X = 11, ¥ = 1° und £ ein Banach-Limes, d.h. ein Element aus (17)',

sodasz fir eine konvergente Folge y = {y } . in 1" <E. Y>= lim y_ gilt
n” n=1 ’ n
und ||&] | = 1.

Das Dirac-Masz 6{5} auf 0[(100]'. lm] definiert ein zylindrisches Masz
auf 0[11, 1m] , das wir auch mit 6{5} bezeichnen. 6{5} ist nicht auf den
0(11, lm]-kompakten Mengen skalar konzentriert.

. 14 o ' -1
Seiy = {1 - E}n=1 € 1. Dann ist S, =y ({1}) eine abgeschlossene

Hyperebene in 0[11, fm], und man verifiziert 6{5}[81] =1 . Aber S, die

abgeschlossene Einkeitskugel von l1 ist ebenfalls ein Pseudo-Trdger, jedoch

BEMERKUNG : Ich weisz nicht, o# die Bedingung, dasz n .. .. auf den konvexen,

schwachkompakten Mengen skalar konzentriert sei, auch notwendig ist flr die

Gultigkeit der Proposition 4.9.
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Ich kann die Umkehrung nur beweisen, wenn U "skalar vollsténdig nicht=
konzentriert” ist, d.h. wenn fir jede konvexe, schwach kompakte Menge K ein
y € Y existiert, sodasz{y hi¢f§1 und u {x : <§, ¥> > 1} = 1. (Zum Beispiel
das obige Beispiel 2).

Dann kann man ndmlich eine Familie von affinen Funktionen {h(K,n) : K
konvexe, schwach kompakte Menge, n € N} konstruieren, sodasz h(K,n) 2 n
auf K und h(K,n) (p) < G{D} . Fiir die Familie der endlichen Suprema dieser

Funktionen, sagen wir {hu}aeﬁ' gilt dann

(sup h.) () =86

aen & Les}
wahrend sup (h (W) =38 .

1 o {o}

Aber im allgemeinen Fall weisz ich nicht einmal, ob die T-Regularitét
von M bedingt, dasz W skalar konzentriert auf den kompakten konvexen Teil-
mengen von O(X, Y) ist. Es wdre interessant zu wissen, ob diese Implikation
richtig ist, da wir dann einige Resultate im Kapitel 7 allgemeiner farmulie-

ren und einfacher beweisen kénnten.
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5. ZYLINDRISCHE MASZE AUF BANACHRAUMEN MIT DER

RADON-NIKODYM-EIGENSCHAFT - 1. TEIL

Dieses Kapitel und Kapitel 7 geben eine detaillierte Ausfilihrung der Resultate
von [25]. Es sind nur Ergdnzungen zu den Ergebnissen von [22], die wir im
folgenden als bekannt voraussetzen ; wir werden auch die Notationen von [22]
ohne weitere Erkl&rungen gebrauchen.

Das wesentliche Resultat dieses Kapitels besteht darin, dasz man im
Satz (1v, [4.3.j[pon [22]) die Bedingung "vom Tfp (T, 1)” durch die {ibliche
Bedingung "vom Typ (T, 0)" ersetzen kann, d.h. dasz das zylindrische Masz

auf den schwach kompakten Mengen von B skalar konzentriert sei .,

SATZ

Wenn der Banachraum B die Radon-Nikodym-Eigenschaft (im folgenden (RNP)
abgekiirzt) hat, so ist jedes zylindrische Masz u auf o(B, B'), das skalar
auf den 0(B, B')-kompakten Teimengen von B konzentriert und ein Radon-Masz
auf o(B”, B') ist, bereits ein Radon-Masz auf o(B, B') (bzw. auf BI] (1*hach

3.2'].

Um dieses Resultat auf den Satz (IV, (4.3.)) zuriickzufiihren, verwenden
wir die folgenden Lemmas. Das erste ist eine Folgerung aus einem bekannten
Satz von Grothendieck, das zweite eine Folgerung aus dem Satz von Lebesgue

(ber p-dominierte Konvergenz.

LEMMA

Ein © " .° .. lokalkonvexer Vektorraum E ist genau dann vollsténdig,
wenn jede Linearform f auf E’, deren Restriktionen auf die gleichgradig

stetigen Teilmengen von E' stetig bezliglich der Mackey-Topologie T(E', E)
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sind, ein Element von E ist,

1neuesondere gilt fir einen Banachraum B, dasz jede Linearform auf E’
deren Restriktion auf die Einheitskugel von E’' T(E’, E)-stetig ist, ein

Element von B ist.

BEWEIS : Der Satz von Grothendieck ([26], p. 148} besagt : Sei (F,¥) ein

lokalkonvexer Vektorraum und 3 eine saturierte Familie von beschrénkten
Teilmengen von F, die F lberdeckt. F' ist genau dann vollstdndig beziliglich
der ?F—Tnpologie, wenn jede Linearform auf F, deren Restriktion auf Jjedes
Se® fUr die von & induzierte Topologie stetig ist, bereits stetig auf
(F, T ist,

Es genligt daher (Fr, Ty = (E', T(E’', E)) zu setzen und als 0 die gleich-
gradig stetigen Mengen von E’' zu wdhlen, um die erste Behauptung des Lemmas

zu erhalten. Die zweite Behauptung folgt dann sofort.

LEMMA

Sei A ein positives, endliches Masz auf (Q,tfil. Auf der Einheitskugel
von ﬁm[Q, A\) fallen die von LP(Q, \) induzierten Topologien flir 0 € p < =

Zusammen.

BEWEIS : Es genligt zu zeigen, dasz die von Lu[R, A) induzierte Topologie

feiner als die von LP(Q, A), 1 £ p <®, induzierte ist. Wenn das Gegen-
teil der Fall wdre, gibe es eine Folge {gn}:=1 von Elementen aus der Ein-
heitskugel von Lm(Q, A), die in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert und

sodasz ||gnl| . 2 € fir alle n € N. Man k8nnte dann eine Teilfolge ausw&hlen

L
die A-f.l0. konvergiert und erhielte so einen Widerspruch zum Satz von der

p-dominierten Konvergenz ([16], p. 312). 0

Formulieren wir das Resultat der beiden Lemmas in der Form, die wir

bendtigen :
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LEMMA

Sei B ein Banachraum, [Q,(fi, A) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
u: B, B » L% N
eine stetige lineare Abbildung. Wenn u(B') < L(Q, A), so ist u auch eine

stetige Abbildung von tT(B’, B) nach LP(Q, \) fir jedes D < p < o,

BEWEIS : Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen ([16], p. 190) ist u

stetig von B'l 'I nach Lm(Q, A) , daher insbesondere von B’I Il nach

Lp(Q, A) flir 1 € p < o, Die Transponierte tu bildet daher Lp'[Q, A) nach
B” ab, wobei _;_,,, .g. = 1. Die Abbildung u : B' - LP(Q, \), 1 s p < «, ist
genau dann T(B’', B)-stetig, wenn tu Lp'[ﬂ, A) nach B abbildet.

Flr jedes ¥ e Lp’(ﬁ, A) ist tu(lIJ] = o u eine Linearform auf B'. Nach
Lemma 5.4. ist die Restriktion von ¥ auf die Einheitskugel von LW(Q, A)
stetig fir die von LG{Q, A) induzierte Topologie. Daher ist die Restriktion

t
von “ulY) auf die Einheitskugel von B’ T(B', B)-stetig und nach Lemma 5.3.

ist tutwl ein Element von B.

BEWEIS des Satz 5.2,

Sei u géemdsz (3.4.)realisiert durch v : B' - LD(Q, A). Nach Voraussetzung
(und dem Satz von Krein) ist v T(B', B)-stetig.

Da W ein Radon-Masz auf o(B”, B') ist, existiert ein ¢ e:ff[ﬂ, A ; B"),
sodasz <p, &) = v(E) fir alle £ € B’ und man kann annehmen”¢(mlﬂ8§$£°[9, A)
(Satz IV.4.1. und IV.2.5.).

Wann man Rn : = {w : n-1 < ¢pw) < n} setzt, so erhdlt man eine Partition

von § in eine Folge von A-meszbaren Teilmengen. Definieren wir fiir n € N

¢, () = dw) . g )

¢n definiert ein zylindrisches Masz M auf o(B, B’') (dessen Masse aller-
dings gleich A(Qn] e [0, 1] ist), das ein Radon-Masz auf o(B”, B') ist.

Eine zu M assoziierte lineare Zufallsfunktion ist gegeben durch
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v =m ov:B' > L% N,

WERES mo: %@, N > L%, )

f > F 1Q .
n

Nach Konstruktion nimmt v seine Werte in ﬂ”[Q, A) an und das Lemma
5.5. impliziert daher, dasz v stetig ist beziglich T(B’', B) und L1{Q, Ad.
Man kann daher Satz (IV, 4.3.) auf un anwenden : un ist ein Radon-Masz

. R § g R )
auf B, das wir mit u_  bezeichnen wollen. Klarerweisé gilt |'un|Lft(B]_ A@ ).

5 R
Z un konvergiert daher in Jl[B} gegen ein Radon-Masz uR. Fir jedes
n=1

£ € B’ gilt )
e = EC) why =
n
n=1 n

=18

R = )
1 Elu) = Z E(u ) = E) ,
n=1

wobei die Summen in der Norm Vona)l(B) beziehungsweise JIQR] konvergieren.
p ist daher durch das Radon-Masz pR induziert, womit alles bewiesen ist.

0

BEMERKUNG : Der Satz 5.2. verallgemeinert auch den Satz (II, 3.3.) und das

Lemma (VII, 1.1.) in [51.

Nach Korollar 4.12. kann man in Satz 5.2. B” sogar durch B’*, den algebrai-

schen Dualraum von B’, ersetzen :

KOROLLAR

Wenn B die RNP hat, so ist jedes zylindrische Masz u auf o(B, B'), das
skalar auf den 0(B, B')-kompakten Teilmengen von B konzentriert und ein

*
Radon-Masz auf o(B' , B') ist, bereits ein Radon-Masz auf o(B, B').

Eine andere Folgerung aus Satz 5.2, ist die folgende Verallgemeinerung eines

Satz von Linde-Pietsch (Satz(IV, 4.4.) in [22]1) :

KOROLLAR

Wenn B die RNP besitzt, so ist jede O-summierende Abbildung von einem

Banachraum G nach B (was nach dem Satz von Maurey-Chevet &dquivalent dazu ist,
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dasz u p-summierend ist filr ein [bzw. fir allel p € ]-1, +1[) approximativ

O-radonifizierend von G nach B.

BEWEIS : u ist approximativ O-radonifizierend von G nach o(B”, B') ([29]).

Sei u ein zylindrisches Masz auf G vom Typ O approxinderbar (Siehe.[29]).
ulp) ist ein Radon-Masz auf o(B", B'). Wenn v : G' -~ Lu[Q, A) eine zu u
assoziierte lineare Zufallsfunktion ist, so ist sie stetig beziiglich der
Norm von G', da p vom Typ O ist.

Da u schwach kompakt ist, ist tu HE = +' G' stetig beztglich T(B’, B)
und G’[’_I'. Daher ist v © tu, das eine zu ul(u) assoziierte linear Zufalls-
funktion ist, stetig bezidglich T(B', B), d.h. u(u) ist auf den schwach kompa-
kten Mengen von B skalar konzentriert. Nach Satz 5.2, ist u(u) daher ein

Radon-Masz auf B.
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6. EXKURS UBER DIE MACKEY-TOPOLOGIE

Der Anstosz zu diesem Kapitel ist das Lemma 5.3, : Denn es ist erstaun-

lich, dasz die Folgerungen aus dem Satz von Grothendieck (meines Wissens nach)

immer bezlglich der Topologie G(E', E) gezogen werden, obwohl sie auch be-

ztiglich der Topologie T(E', E) gelten. Nitzen wir die Gelegenheit, um das

hier zu tun :

PROPOSITION

Die folgenden Behauptungen (ber einen lokalkonvexen Vektorraum E sind

dquivalent :

(a) E ist vollsténdig,

(b)

(c)

(d)

(e)

[bzw. (b’')] Jede Linearform auf E’, deren Restriktion auf jede
gleichgradig stetige Teilmenge G(E’, E)-stetig [bzw. T(E', E)-stetig]

ist, ist ein Element von E.

[bzw. (c’)] Jede Hyperebene H in E’, deren Durchschnitt H n A fir
jede gleichgradig stetige Menge A in E' abgeschlossen ist in A
beziglich der von o(E’, E) [bzw. der von T(E', E)] induzierten Topo-

logie, ist O(E', E)-abgeschlossen.

Die Topologie T(E', E) ist die feinste lokalkonvexe Topologie auf E',
die auf den gleichgradig stetigen Mengen von E' mit der von T(E’, E)

induziertenTopologie (ibereinstimmt.

Jede konvexe Teilmenge G von E’, fiir die der ODurchschnitt G n A mit
Jeder gleichgradig stetigen Menge A in E' offen ist beziiglich der

ven T(E’, E) induziertenTopologie, ist T(E', E)-offen.
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(f) Jede lineare Abbildung T : E' -+ F von E' in einen lokalkonvexen
Vektorraum F,flr die die Restriktionen von T auf die gleichgradig

stetigen Mengen von E' T(E', E)-stetig ist, ist T(E’, E)-stetig.

BEWEIS

(a) <= (b) <> (c), da ich sie von ([26], p. 149) abgeschrieben habe.
(a) <> (b') ist die Aussage von Lemma 5.3.

(c) <> (c') : man kann annehmen, dasz die gleichgradig stetige Menge A
konvex und o(E’', E)-abgeschlossen ist. H n A ist daher als konvexe Menge
genau dann o(E', E)-abgeschlossen, wenn sie T(E’, E)-abgeschlossen ist ([26],

ps 130).

(b*') => (d) : Fir jede Topologie T aut E', die auf den gleichgradig
stetigen Mengen die Topologie T(E’, E) induziert, gilt nach (b'), dasz
(€', T3 = E. Da T(E', E) gerade die feinste lokalkonvexe Topologie auf E’

ist, die E als Dualraum ergibt, folgt die Behauptung.

(d) = (e) : Es folgt aus ([13], prop. 1), dasz eine Basis der Null-
umgebungen fir die feinste lokalkonvexe Topologie, die auf den gleichgradig
stetigen Teilmengen {HB}BEB von E' mit T(E’, E) zusammenfdllt, gegeben ist
durch die BEB (Ag n Vg), wobei die {UB}BsB Nullumgebungen beztiglich T(E’, E)
sind.

Wenn G die Voraussetzung von (e) erflllt, so kann man fiir jedes x € G
und AB eine Nullumgebung UB finden, sodasz (AB n VB] c G- x. Da G als kon-
vex vorausgesetzt ist, gilt auch BEB (AB n VB] €G- x

G ist daher eine Umgebung eines jeden seiner Punkte filir die feinste
lokalkonvexe Topologie, die auf den gleichgradig stetigen Mengen von E’

T(E', E) induziert, daher wegen (d) ftir T(E', E).

BEMERKUNG : Es ist nicht schwer, (d)} => (e) direkt zu sehen : Sei G wie oben
die durch’ Translationen.und-Homothetien . aus G :erzeugten. Mengen-:bilden die

Basis einer Topologie 'TE .
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qDl
Das ist eine lokalkonvexe Topologie auf E', die auf den gleichgradig

stetigen Mengen eine grdbere Topologie als T(E', E) induziert. Daher ist

3:3 grober als T(E', E) und insbesondere G offen in T(E', E).

(e => (f) : Sei V eine konvexe, offene Nullumgebung in F. Die Menge

-1
G =T (V) erflllt die Voraussetzungen von (e) und ist daher T(E’, .E)-offen

(f) = (b') ist schlieszlich trivial. 0

BEMERKUNG : Man weisz, dasz fiir einen vollst&dndigen lokalkonvexen Vektorraum

E die feinste lokalkonvexe Topologie, die auf den gleichgradig stetigen Mengen
von E' mit o(E', E) Ubereinstimmt, die Topologie c(E’, E) der kompakten
Konvergenz ist ([Bourbaki, Espaces vectoriels topologiques (1967), Ch. 3-5,
p. 84, ex. 17]) ; E musz Ubrigens nicht metrisierbar sein fiir dieses Resultat.
Andererseits ist es flr einen Banachraum E trivial, dasz die Norm-Topolo-
gie auf E' die feinste Topologie ist, die auf den Kugeln von E’' mit der Norm-
Topologie Ubereinstimmt.
Im Fall eines nichtreflexiven Banachraumes E, in dem es eine schwach
kompakte Menge gibt, die nicht stark kompakt ist, erhilt man daher fiir die

Restriktionen der folgenden Topologien auf die Einheitskugel GB[E'] :

Ich danke Laurent Schwartz, der mich darauf hingewiesen hat, dasz die Charak-

terisationen (d), (e) und (f) eine Folgerung aus (b') sind.
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7. ZYLINDRISCHE MASZE AUF BANACHRAUMEN MIT DER

RADON-NIKODYM-EIGENSCHAFT - 2. TEIL

Sunyach hat gezeigt [30], dasz fir einen vollsté&ndig reguléren Raum.gf die

folgenden Behauptungen &quivalent sind :

(i) :;: ist eine universell Radon-meszbare Teilmenge jedes Uberraumes
von X,

(ii) EE-ist eine universell Radon-meszbare Teilmenge in einer Kompakti-
fizierung vﬁn :‘.E.

(1ii) Jedes T-reguldreWahrscheinlichkeits-Borel-Masz auf:ag ist ein

Radon-Masz.

Ein vollstdndig regulédrer Raum, der diese 3quivalenten Bedingungen erfiillt,

heiszt ein universell Radon-meszbarer Raum. Zum Beispiel ist ein lokalkompakter

Raum, ein vollst&ndig metrisierbarer Raum oder eine abzdhlbare Vereinigung von
kompakten Mengen universell Radon-meszbar, da diese R&ume eine offene Menge,
eine Ga-Menge (8], beziehungsweise eine FU-Menge in ihrer Stone—Eech-Kumpakti—
fizierung sind. Insbesondere ist ein Banachraum mit der Normtopologie oder ein
dualer Banachraum mit der G*—Topolagie ein universell Radon-meszbarer Raum.

Aber der Fall, der uns vor allem interessiert, ist der eines Banachraumes
0(B, B’) mit der schwachen Topologie. Klarerweise ist o(B, B') als abz&hlbare
Vereinigung von Kugeln genau dann universell Radon-meszbar, wenn es die Ein-
heitskugel von 0(B, B') ist. Man iberzeugt sich nun leicht, dasz die Einheits-
kugel von G(B, B') in der Einheitskugel von o(B”, B') -die eine Kompaktifizie-
rung von ihr ist- im allgemeinen weit davon entfernt ist, eine Borel-Teilmenge
zu sein.

Selbstverstandlich ist aber ein separabler Banachraum o(B, B') mit der
schwachen Topologie universell Radon-meszbar, da er ein Lusin-Raum ist und

daher schon jedes O-additive Borel-Masz ein Radon-Masz ist.
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LEMMA :

Sei (3:,'3*] ein vollstdndig reguldrer Raum. Nehmen wir an,dasz zine
vollsténdig regulére Topologie ﬂ} auf:xrexistiert, schwdcher als j-; sodasz
(3€,‘J-1J ein universell Radon-meszbarer Raum und die Identitst
i f&:, 3;] > (3{,(JJ] eine universell Radon-meszbare Abbildung ist.

Jann ist {EE, j’] ebenfalls ein universell Radon-meszbarer Raum.

BEWEIS : Sei p eine T-reguléare Borel—Wahrscheinlichkeit auf {EE, T]. Die

Restriktion v von u auf die Borel-o- -Algebra von [36 J ist dann erst recht
- reguldr und nach Voraussetzung eine Radon- Wahrscheinlichkeit auf (X, J ].
Sein Bild i(v) in (35 'T‘J ist daher eine Radon-Wahrscheinlichkeit auf

(X, Ty (31, p. 8s5).

Fir jede kompakte Teilmenge K von (31,fr] gilt
i(v) (K) = V(K) = (k)

U ist daher ein Radon-Masz auf ﬂf;']ﬂ) und i(V) = yu,

SATZ
Sei B ein Banachraum, isomorph zu einem abgeschlossenen Teilraum eines
dualen Banachraumes E’, sodasz E' die RNP hat. (Insbesondere hat dann B die

RNP) .

0(B, B') ist dann ein universell Radon-meszbarer Raum und jedes T-regulére

zylindrische Masz auf o(B, B') ist daher ein Radon-Masz.

BEWEIS : Bemerken wir zuerst, dasz man Satz (V, 5.5.) in [22] folgender

Maszen formulieren kann : Ein dualer Banachraum E* hat die RNP genau dann,
wenn die identische Abbildung i : o(E', E) -+ o(E’, E") universell Radon-
meszbar ist, Denn i ist universell Radon-meszbar genau dann, wenn fiir Jjede
Radon-Wahrscheinlichkeit m auf o(E’, E), eine o(E’, E)-kompakte Menge K

existiert, sodasz m(K) > 1 - € ynd die Topologien O(E', E) und O(E', E")
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auf K zusammenfallen. Das heiszt aber genau, dasz m von den g(E’, E")-kom-
pakten Mengen von E' getragen wird, beziehungsweise dasz m die Restriktion
eines Radon-Maszes auf o(E', E") ist.

Es folgt daher aus dem Lemma 7.2., dasz o(E', E”) universell Radon-mesz-
bar ist. Daher ist auch 0(B, B') universell Radon-meszbar, da jede universell
Radon-meszbare Teilmenge eines universell Radon-meszbaren Raumes ein univer-

sell Radon-meszbarer Raum ist [30].

BEMERKUNGEN :

1) Ich weisz nicht, ob es Banachrdume B mit der RNP gibt, die die Vor-
aussetzungen von Satz 7.3. nicht erflllen. (Vergleiche dazu [9]1, p. I-7,
Problem 1).

2) Wenn man zeigen kénnte, dasz die T-Regularitdt eines zylindrischen
Maszes U auf O(B, B') die skalare Konzentration auf den schwach kompakten
Teilmengen von 0(B, B') impliziert, wére Satz 7.3. eine unmittelbare Folge-
rung aus Satz 5.2. und wlirde flr alle Banachrdume B mit der RNP gelten.

3) Ich kenne kein Beispiel eines T-reguldren zylindrischen Maszes auf
einem Banachraum 0(B, B') mit der schwachen Topologie, das kein Radon-Masz
ist ; d.h. ich weisz nicht, ob Satz 7.3. sogar flr alle Banachrdume gilt.
Ich glaube allerdings, dasz das nicht der Fall ist.”

Wir haben andererseits gesehen (2.5.), dasz RA universell Radon-meszbar

ist genau dann, wenn die Kardinalit&t von A hichstens abz&hlbar ist,

Ich kenne allerdings ein Beispiel, eines O-additiven zylindrischen Maszes
auf O0(B, B'), wobei B ein Banachraum ist (weit entfernt davon, die RNP zu

haben), das kein Radon-Masz (nicht eimmal T-reguldr) auf o(B, B') ist

BEISPIEL : Sei S = [0, w] der Raum der Ordinalzahlen, die kleiner oder gleich

der ersten Uberabzdhlbaren Ordinalzahl @ sind. Mit der Ordnungstopologie ist

das ein kompakter Raum.

*
Siehe jedoch Nachtrag am Ende dieses Kapitels.
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Sei B = Tf(S), der Raum der stetigen Funktionen auf S. Die Indikator-
funktion 1w von W definiert eine Linearform auf B’ =LJI[S], dem Raum der
Radon-Masze auf S : <ﬁw' ﬁ} =m ({w}). 1, ist ein Element von B", da es offen-

sichtlich Norm-stetig ist. Sei p = 61 das Dirac-Masz im Punkt 1m auf o(B”,B').
w

W definiert daher ein zylindrisches Masz, ebenfalls mit y bezeichnet,
auf 0(B, B’), von dem wir zeigen wollen, dasz es O-additiv ist. Es genligt
zZu zeigen, dasz fUr € > 0 und fir eine abnehmende Folge {Zn}:=1 von Zylindern,
sodasz u(Zn] > € gilt, der Durchschnitt J§1 Zn nicht leer ist,

Da y vom Dirac-Masz 61m induziert wird, ist u[Zn) 2 € genau dann, wenn
u[Zn] = 1. Sei also {Zn}:=1 eine abnehmende Folge Zylindern sodasz u(Zn] = 1.
Die {Zn}:=1 h&ngen nur von einer abzihlbaren Menge {mk}:=1 von Elementen von

B = JUts) ab.

Setzen wir mk = mk ' s\ {w}

und m = l"l"lk ‘ {w}

Dann gilt mh = mk’ + mk" und jedes mk' wird getragen von einer abzahl-
baren Vereinigung von kompakten Mengen in [0, w[ , d.h. von einem einzigen
Kompaktum [0, a < [0, ol .

Die abz&hlbare Menge {mk’}:'=1 wird daher getragen von einem Kompaktum

(0, a1 ¢ [0, wl .

]
Nach. Tietze-Urysohn existiert ein f e Ei[S], sodasz

f ' (o, a_]

und f (w) =1,

Dann gilt <f, m@) =m<ﬁm, mk> flr jedes k € N und u(Zn] = 1 dimpliziert

daher f ¢ Zn. Daher f eg]1 Zn , was zu zeigen war.

a

BEMERKUNGEN : Ich danke V. Losert, den ich zu diesem Problem befragt habe,

und der dieses Beispiel gefunden hat. Wihrend des Anstausches der Briefe
hatte ich allerdings bereits selbst dasselbe Beispiel gefunden, ein Beweis

flr seine psychologische Eindeutigkeit (im Sinn von Halmos).
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Das zylindrische Masz 4 aus 7.5. ist (trivialer Weise) ein Gausz-Masz
und verifiziert daher eine Vermutung von H. Sato.

Wie der Leser bemerkt hat, ist dieses Beispiel nur eine Adaptation des
berdhmeten Beispiels von Dieudonné auf den Fall von zylindrischen Maszen.

W ist also definiert auf der von den Zylindern erzeugten_o—Algehratf{vvcn
o(B, B'). Es besteht kein Grund dafiir, dasz Y sich auf die Borel-o-Algebra
&5 von 0(B, B') fortsetzen l&szt (und ich glaube, dasz das auch tatsdchlich
nicht geht, kann es aber nicht exakt beweisan).

Fir die 0*—T0p010gie liegt der Fall einfacher : Man kann [0, w] mit den
Punkt-Maszen in OIL;Z(S], %2[8)] identifizieren, die eine kompakte Teilmenge
bildgn. Das berihmte Beispiel eines Borel-Maszes auf [D, wl, das kein Radon-
Masz ist (Halmos, Measure Theory, Ex. 52.10) 13szt sich daher unmittelbar auf

die Borel-g-Algebra von UELItESJ, EZ{S]) fortsetzen (Vergleiche auch [10]).

Es erhebt sich andererseits die Frage, ob man in Satz 7.3. die T-Regularitst
durch die o-Additivit&t ersetzen kann.

Wenn die O(E', E”)-kompakten, konvexen Mengen zu der von den Zylindern
erzeugten G—Algebratfl gehdren, kann man dies leicht aus 1.10 folgern. Aber
das ist genau dann der Fall, wenn E separabel ist ; in diesem Fall ist E*.
wenn es die RNP besitzt, ebenfalls separabel ([22], exp. IX) und man findet
nichts Neuss.

Man stdszt hier auf einen Zusammenhang mit dem beriihmten Problem der
Meszbarkeit der Kardinalitadten ([12], [31]1). Man kann eine Menge I mit der
diskreten Topologie mit der Basis {ei}ieI von 0(111. lc}) identifizieren ;
es ist bekannt, dasz 11I ein Dualraum mit der RNP ist.

Jedes (0, 1)-Masz m auf der Potenzmenge P(I) definiert ein zylindrisches

oo
Masz MU auf G(l?I, 1 IJ, wenn man flUr jeden Zylinder Z uoﬁ:11I setzt:

B(Z) = = m(Z n {ei}iel}

Die O-Additivit&t von m impliziert dann die von p (nach 1.6.). Wenn nun

Satz 7.3. unter der Annahme der o-Additivitat gébte, dann wére y ein Radon-Masz.
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Es ergabe sich sofort, dasz m auch ein Radon-Masz ist und daher jede Kardi-
nalit&t nicht-meszbar ist.
o0 [=4] W
Da der Abschlusz von {Bi}isI in U[(1I]’, 1 I) isomorph zur Stone-Cech-
Kompaktifizierung von I ist, definiert p auf jeden Fall ein Dirac-Masz G{X}
auf c((lmI)'. 1°°I] , wobei x e {1“’13'. Beispiel 7.5. zeigt, dasz die o-Additi-
oo
vitdt von p auf U(l1I, 1 I] dquivalent dazu ist, dasz man x von {ei}.

iel

nicht durch eine abz&hlbare Anzahl von Elementen aus nt trennen kann (bzw.
mit einem i 1/2k—Argument durch ein Element von ntJ. Man findet daher
wieder den Satz von Mackey, dasz die Kardinalit&t von I genau dann nicht-

meszbar -igt,wenn I real-kompakt ist [20].

7.8. Fassen wir zusammen, was wir {iber die Zusammenh&nge zwischen 0-additiven,

T-reguldren und Radonschen zylindrischen Maszen auf o(B, B') wissen :

Jedes 0-add. zyl. Jedes T-reg. zyl.
Masz auf ¢g(B, B') Masz auf ¢(B, B')
ist ein Radon-Masz ist ein Radon-Masz
B separabler Banachraum ja ja
B erfdllt die Vs, ? ja
von Satz 7.3.
B beliebiger Banachraum nein ?

7.8. NACHTRAG : L. Schwartz hat jlingst mit Hilfe eines Satzes von Ionescu-Tulcea
gezeigt, dasz, fir jeden Fréchet-Raum F, o(F, F') ein universell Radon-
meszbarer Raum ist.

Die in 7.4. 3) geduszerte Vermutung ist daher falsch, und wir kdnnen

das "?” im rechten unteren K&stchen von 7.8. durch ein "ja” ersetzen.
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APPENDIX : DIE H-KOMPAKTIFIZIERUNGEN VON olX, Y)

Wir wollen in diesem Kapitel die in (1.9.) angewendete Methode rechtfertigen,

die damals etwas "Kochrezept”-artig geschienen haben mag : wir haben o (X, Y)
in ein "geeignetes Kompaktum” eingebettet. Wir wollen zeigen, dasz die speziel-
le Wahl dieses Kﬁmpaktums nicht in den daraus abgeleiteten Werten eines zylin-
drischen Maszes u eingeht.,

LeCam folgend[18], betrachten wir nicht direkt die Kompaktifizierungen
von 0(X, Y), sondern eher Teilmengen der stetigen beschrénkten Funktionen
auf o(X, Y), die dann bekanntlich zu Kompaktifizierungen fiihren : Sei n&mlich
X ein topologischer Raum und H eine Teilmenge von TBE~3E] , dem Raum der
stetigen, reellwertigen, beschrinkten Funktionen auf 35. Fir jedes h € H und
€ > 0, sei 3

Ue, y = {(x1, x2) : |h(x1) - h(xz2)| < €},

Das ist eine Basis einer uniformen Struktur qu[H) auF:fi. die pr&kom-
pakt ist und eine Topologie O(H) auf X definiert, welche (im allgemeinen
echt) schwicher als die Ausgangstopologie vonjaa ist,

Wir bezeichnen mit (X, o(H)) [bzw. (2€, "ULEH]]J den Raum % mit
der Topologie 0{H) [ bzw. der uniformen Struktur fU{[H)] » wobei wir (iberein-
kommen fir den Fall, dasz o(H) nicht hausdorffsch ist, d.h., dasz H nicht die
Punkte trennt, darunter den Quotientenraum beziiglich der von H definierten
ﬁquiualenzralation zu verstehen,

Bezeichnen wir mit il—l die Vervollst&ndigung von (35 P m(HJ], die

wegen der Prakompaktheit von'UL(H] ein kompakter Raum ist.
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Kommen wir zum Fall eines topologischen Vektorraumes o(X, Y). Sei H eine
Teilmenge von EzcyI[X]. Wir bezeichnen mit Hi die Teilmenge der Funktionen
aus H, die sich (ber Xi = X/Zi faktorisieren lassen, d.h. von der Form

h =h, o m sind. Klarerweise gilt H = U H. . Man kann dabei die Elemente

1 2
igF
aus Hi auch als stetige Funktionen auf xi auffassen.

PROPOSITION :
Nehmen wir an, dasz H die folgende Eigenschaft hat

(T) Fiir jedes 1 ¢ I stimmt U[Hil auf Xi.mit der Ausgahgstopologie von Xi Uberein.
Die.Topologie 0(H) auf dem Raum o(X, Y) stimmt dann mit der Topologie

g(X, Y) Uberein und der Raum o(X, Y) [und sogar U[Y*, Y)] sind isomorph

in dem Kompaktum §H eingebettet.

§H ist isomorph zum projektiven Limes %§¥ ((ﬁi] Hi' wiZJill ,» wobei
v = & =
“iz,il die stetige Fortsetzung der Projektion ﬂiz,ix : Xi1 * X12 auf die
Vervollsténdigungen (X, ) und (X, ) ist, flr i; 2 i,,
iz Hi1 iz Hiz
Man nennt X, die H-Kompaktifikation von o(X, Y).

H

BEWEIS :
Jedes Xi ist wegen (T) (topologischJ isomorph eingebettet
) Y
in [xi)H. :
i

PO . L e . . > .
Flr iy 2 ip gilt Hil > Hiz 3 die Projektion ﬂiz,il 3 Xil Xi2 ist

daher gleichmiszig stetig fiir UL [HilJ und 1H1[H12) und 1&szt sich daher

auf die Vervollst&ndigungen fortsetzen : %, oo B (%. ) > (X, ) -
iz,1ia ii Hi1 iz Hiz

Die uniforme Struktur QJL(HJ auf X ist die obere Grenze der uniformen

Strukturen { qu[Hi]}ieI auf X. Mit anderen Worten
(x, Jln) E_r; [[x, L H,)), idx]

= lim [[xi, Ul,)), “iz,ix] i

fe1

und daher
v

X, = um (G, L)

iel i el
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Nun ist klar, dasz g{Y*, Y), das isomorph zu lim (Xi, LY ), und
2,41

, iel
erst recht g(X, Y) isomorph in >‘EH aingebettet sind.

Wir haben also gesenen, dasz jede Teilmenge H von E%: X), die (T) erfiillt

yl[
zu einer Kompaktifizierung von g (X, Y) fihrt, wie wir sie in (1.9.) charakte-
A
risiert haben. Umgekehrt sei X eine Kompaktifizierung von o(X, Y) wie in (1.9.),
A
so bilden die Funktionen h e tELyl[X]’ die sich auf X stetig fortsetzen

v A
lassen, eine Familie H, sodasz X = X,

H
PROPOSITION
Sei §H eine H-Kompaktifizierung von o(X, Y). Jedes h ¢ H 13szt sich
eindeutig in eine stetige Funktion b auf &H fortsetzen.
Der Raum %f[%H] ist die Vervollstdndigung des von den stetigen
Fortsetzungen ﬁ von Elementen h aus H und den Konstanten erzeugten Vektor-
verbandes L(H) [bzw. der von den B und den Konstanten erzeugten Algebra

BEWEIS : Es ergibt sich direkt aus der Konstruktion der §H’ dasz sich die

h ¢ H eindeutig in stetige Funktionen N auf §H fortsetzen lassen.

v
Da jedes e EE{XH} und da ¥2(§H) ein vollsté&ndiger Verband ([eine
vollsténdige Algebra] ist, miissen wir nur zeigen, dasz L(H) [bzw. A(H)]
. o v v
dicht in EB(KHJ ist. Aber nach der Definition von XH trennen die h die Punkte
von §H' Es folgt daher aus einem bekannten Lemma ([19], P. 8) [bzw. dem Satz

v
von Stone-Weierstrasz], dasz L(H) [bzw. A(H)] dicht in ¥3[XH] ist.

O
BEISPIELE
a) Sei H = Egcyltxl 3 dann nennt man §H die zylindrische Kompaktifi-
v
zierung chl .

b) Sei H = E2c:l(XJ' die Menge der gleichmdszig stetigen Funktionen
in E:::yl(XJ. Mann nennt §H die gleichmdszige zylindrische Kompaktifizierung
y :

% 5

cyl
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c) Sei H={arctgo y : ye Y} ; man nennt dann %H die affine Kom-

paktifizierung iaff
PROPOSITION

Die zylindrische Kompaktifizierung icyl hat die folgende universeile
Eigenschaft : Filir jede tH-Kompaktifizierung §H l&szt sich die Einbettung jH
von (X, Y) nach XH eindeutig in eine Surjektion p von §c auf X fortsetzen :

vl H

TEXa Y] e §H

J
H
Jron 2
3lp
%

cyl

Es gibt dann p[&wl LS (o(x, YJ]]= 3’<H \ iy (e, M) .

BEWEIS (trivial) : Wir haben H ¢ EZyl(XJ angenommen., Die Identitét
[x, 'UL(EWI[XJ]] + (X, UUH)) ist daher gleichmiszig stetig und 1dszt
sich eindeutig auf die Vervollst&ndigungen fortsetzen.
Die letzte Behauptung gilt allgemein fir jede stetige Abbildung
einer Kompaktifizierung eines vollsténdig reguldren Raumes in eine andere, die
die die Identitdt fortsetzt [12].
0
Sei nun p ein zylindrisches Masz auf o(X, Y) und §H eine H-Kompaktifizierung

v
von o(X, Y). Nach 1.8. definiert u ein "zu U assoziiertes” Radon-Masz U

H
auf §H° Die Formel (1.f) lautet nun
ﬁH @) =u ¢ ax (A.a)

v
fir jeden Zylinder % von XH. Wenn wir fir k € H mit ﬁ seine stetige Fort-

v
setzung auf X 6 bezeichnen, so gilt

H

AOD = h ). (A.b)

Denn h faktorisiert h = hi o ni ,» und daher auch K = Ki o % . Da hi

i

v
und hi auf Xi Ubereinstimmen, gilt wegen der Definition von ﬁH

Y vV Vv
h(uHJ = hi(ﬁi(uHJ) = hi[ui) = h(y) .
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PROPOSITION :
Sei M ein zylindrisches Masz auf o(X, Y) und sei %H eine H-Kompakti-
fikation von c(X, Y). Seien ﬁH und ﬁcyl die zu p assoziierten Radon-Masze
v v
auf XH und chl , und sei p : &cyl > XH die Projektion gemdsz Proposition
A.B.
Dann ist 11, das Bild von i . unter p, d.h
an Hy ucyl P, d.h.
v v
Py = P Gy -
v
BEWEIS : Sei 0 eine offene Menge von XH. Dann ist Q Vereinigung der nach
oben filtrierenden Familie {oi}ieI der in 0 enthaltenen offenen Zylinder. Man
<1 v
sieht unmittelbar, dasz p [Oi] ein offener Zylinder in chl ist und dasz
gilt
v v -1
My 0 =0, (0] .
datey v v v [ -1 v 2| v ) |
u,(0) = sup u,(0.) = sup u p [0.])= H ( u p (0 )] =1 [p (O]].
H ieI H 1 eI cyl i cyl 1eI i cyl
v
Fiir jede offene Menge 0 in XH gilt daher ﬁH[O) = p[ﬁCyIJIOJ ; daher
gilt auch fiir jede Borel-Menge B in §H ﬁH[B) = p[ﬁcylltﬁ}, da ﬁH und p[ﬁcyll
als Radon-Masze nach auszen reguldr sind.
0
KOROLLAR :

Sei p ein zylindrisches Masz auf o(X, Y), X und *H zwei H-Kompaktifi-
2

Hi
kationen von o(X, YJ), ﬁH und ﬁH die zu p assoziierten Radon-Masze.
1 2
Fir jede Teilmenge M vaon o(X, Y) gilt

* v

ﬂHl (M =, Y
v v
und X X
@lmHh-%zm“%.
BEWEIS : Man kann annehmen, dasz §H = %cyl' Sei p : icyl > XH die Projektion
- . 2 1

gemasz Proposition A.B.

Wegen des zweiten Teils der Proposition A.B. gilt p_l[M] = M, daher
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folgt die erste Formel aus einer bekanntenEigenschaft der Bilder von Radon-
Maszen ([27], p. 32 ; bei Radon-Maszen gibt es keine "image-measure-cata-
"oy
strophe” !). " v
. . . =cyl @ -1,=-Hy
Fir die zweite Formel geniligt es zu bemerken, dasz M =p (M 1,

da X dicht in ic und §H1 ist, und da M = p }(M).

vl

BEMERKUNG : Dieses Korollar rechtfertigt also die in (1.9.) angewandte

Methode.
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