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SEMINAIRE MAUREY-SCHWARTZ 1974-1975

Exposé IV, Additif au théoreéme (4.3)

(Schachermayer)

Dans le théoreme (4.3), on peut remplacer le type (7,1) par le
type (7,p), pour un p>0 arbitraire fini. C'est intéressant pour le type
(z,0) ; rappelons qu'une probabilité cylindrique A est de type (7,0) si et
seulement si elle est scalairement concentrée sur la famille des parties
faiblement compactes convexes, ou encore si son image de Fourier est con-
tinue pour = (E',E).

Lemme (4.3 bis) : Soit E un espace vectoriel topologique localement con-

vexe séparé complet. Pour qu'une application linéaire u de E' dans un espa-
ce vectoriel topologique localement convexe F soit continue de T (E',E)
dans F, il faut et il suffit que sa restriction a toute partie égquicontinue

de E' le soit'.

Démonstration : Soit W un voisinage disqué de O dans F. Nous devons mon-

trer que M' = u—l(W) est un voisinage de O de 7(E',E) ; comme toute applica-
tion linéaire est continue de O(E',E'*) dans o(F,F'), M' est disqué dans
O(E',E'*). Les polarités seront considérées pour la dualité séparante entre
E' et E'", Soit V un voisinage disqué de 0 dans E ; vo est équicontinue.

nc la restriction de u a4 V% est continue de 7(E',E) dans F, donc M'QV°
est un voisinage de O dans v° pour la topologie induite par 7(E',E). Donc
il existe K faiblement compact disqué de E tel que Kor}Vo cM vl c M.
Donc M'°c (k°nVv®)° ; mais K® et V® sont disqués dans o(E',E'*), donc
K°nvo)° - (KOOL)Voo)oozz(KLJVOO)OO

disqué) c (K4—Voo)00::K-+Voo, car la somme d'un compact disqué et d'un

(puisque K est faiblement compact

fermé disqué est fermée disquée. Ainsi M'°cK+V°®cE+v®°. Cela prouve

3 .
que, dans E' muni de la topologie de la convergence uniforme sur les par-
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ties équicontinues de E', tout point de M' est adhérent A E ; mais E est

complet pour cette topologie, par hypothése, donc fermé dans E", donc

M'OC:E donc c K+V : pour tout V, il existe X tel que M'OC:K+~V. Cela

Résultat voisin d'un théoréme général de Grothendieck.
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prouve aussitdt que M'" est borné dans E y mals un disqué borné de g(E! ,E')
o . ; 2
est compact dans cet espace, donc M'° est faiblement compact disqué dans E,

3 B 00 L.
Puisque M' est disqué dans 6(E',E'"), M'=M"" est un voisinage de O de

7(E',E), cqfd.

Lemme (4.3 ter) : Soit E un Banach. Une probabilité cylindrique A sur E,

de type p> 1 et de type (7,0), est de type (7,q) pour tout q< p.

Démonstration : Il suffit de le montrer pour 1< qQ< p. Alors A es réali-

sable par une application linéaire f : E'.qLo(Q,p), continue de E' dans
Lp(Q,p) et de 7(E',E) dans Lo(ﬁ,p). Nous voulons montrer qu'elle est conti-
nue de 7(E',E) dans Lq(Q,p) localement convexe. D'aprés le lemme précédent,
il suffit que sa restriction & la boule unité de E' le soit. Mais 1'image
de cette boule par f est dans une boule de Lp(Q,p), et, sur une boule de

Lp, la topologie L° cofncide avec celle de Lq, q<p. cqfd.

Théoréme (4.3) modifié : Si E vérifie RNP, toute probabilité cylindrique A

de type (7,0) sur E et de Radon sur 6(E",E') est de Radon sur E.
Inversement, si toute probabilité cylindrique sur E, de type +x et de type
(7,p), p=o0 fini, est de Radon sur E, E a la propriété RNP. -

o

Démonstration : Supposons que E ait la propriété RNP. Soit A une probabi-

lité cylindrique sur E, de type (7,0), réalisée par une fonction aléatoire
linéaire f: E'-L0(Q,p), continue sur 7(E',E), et de Radon sur g(EY.E').
On peut alors la réaliser par ¢ : Q- E", #-scalairement H-mesurable,

la] H-mesurable, avec f(g) =g . & pouf E€E' (théoréme 4.1)). Soit

QN: {weq ; lé(w)’sIVL p-mesurable. Alors QIQN réalise une mesure de

‘adon sur o¢(E",E') pdftée par la boule de rayon N,réalisée par
b ? b p

gF'(go é)lnN » donc de type +w. Alors cette mesure cylindrique, de type +=

et de type (7,0), est de type (7,1) par le lemme (4.3 ter), et par le théo-~

réme (4.3) démontré dans 1'exposé, elle est de Radon sur E. Cela prouve

Q est #-scalairement B-presque partout égale 4 une fonction p-mesu-
N

rable, bornée en module par N, & valeurs dans E, et portée par Q. Comme

que ¢ 1

; g QN:=Q, ¢ a la méme propriété, et A est de Radon sur E.

. Inversement, supposons que toute probabilité cylindrique A sur E,
de type +w, de type (7,p) (p fini), soit de Radon sur E. Si psl, clest a

fortiori vrai pour le type (7,1). Si ps 1, le lemme (4.3 ter) dit que toute
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probabilité cylindrique de type +=, de type (7,1), est de type (7,p), donc
c'est encore vrai pour le type (7,1). Alors le théoréme (4.3) de l'exposé

permet de conclure que E a la propriété RNP.

Remarque : On ne peut par contre pas supprimer toute condition. Si E
n'est pas réflexif, et si ag¢ E'"\E, 6a est une probabilité de Radon sur
6(E",E') qui n'est pas de Radon sur E. Elle n'est pas de type (7,0).
D'ailleurs, toute probabilité de Radon sur E est de type (t,0).
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