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SUR UN THEOREME DE GROTHENDIECK

par M. Walter SCHACHERMAYER

Nous voulons présenter le théoréme suivant (d'aprés la démonstration

de Gil de Lamadrid, TAMS 114 (1965), p. 98-110) : .

Théoréme : Soient E et F deux espaces de Banach ; un dual (disons E')
doit vérifier la "propriété d'approximation métrique", et un dual (c'est-a-
dire E' ou F') doit &tre un "espace de Radon-Nikodym". Or

EEO®F'=E'OF" | -

au sens d'une isomorphie isométrique ; le produit scalaire est dcané pour

les tenseurs finis par

)

is]

TRl

x! @y <xi,x3>.<yi,y5>. =

—
s -

n

<
_2 xi®yi 3
i=1

j=1

On va bien expliquer les termes utilisés dans la formulation

“

Remarque :

du théoréme.

La présentation ici s'appuie aussi largement sur un cours de Prof. Cigler,

donné en 1974 3 1'Université de Vienne.

A) PRODUIT TENSORIEL PROJECTIF (@) ET INDUCTIF @)

: { v . .
(a) Produit tensoriel projectif

Définition : Soient E, F Banach. On appelle le produit tensoriel projectif
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de E et F un espace de Banach E® F avec une application bilinéaire L; €, E) est 1'es

sont limite simple

w:EXF F— EéF telle que ”w(x, y)lg‘ = ”x” P ”y”
-~ E et telles que |

¥X€E, yeF, et tel que E@F vérifie la propriétéd universelle :
La correspond:=
Pour chaque Banach G et chaque application bilindaire, continue

Y : EXF > G il existe une et une seule application continue ¢ L;
T;f: E@F +—> G, qui rende commutatif le diagramme suivant : n
. . u = z
-~ i=
EXF l»———w—) EQF

J’Jo ’," Démonstration. (Sch

LT ! T

38 %

G

Evidemment ¢

Résultats bien connus : E@F existe toujours et est unique (i isomorphie

5 [ull
prés). On a B . LI(Q, E)
' U
".V’” = sup || #(x, il . = "T ” . Cette inégalité est
<]l <1 ¢ 4
: 150 < | .

Le produit tensoriel algébrique E @ F, formé par les tenseurs finis
n ~ Inversement, <«
2 xi® Y; est contenu dans E®Q F et partout dense. La norme ” "é n

i=1 Y A1, , avec .
induit sur E® F 1la norme ger & B
) tout dense dans L:l-

n m
A 5 1 -
Il x; @yl =ine § fIx 0l . Iy, Il , L' QF .
j=] + 1@ =1 J J ' u
. m n Soit u € S({)
1'inf pris sur tous les représentations finies z x. @y, de z x5 ® Y-
j=1 3 4 i=1 tel que les A, son
Ona (E®@F)' =(E, F') = Bil (E, F, K), ot L(E, F') sont les applica- o
&
tions linéaires continues E #> F' , et Bil (E, F ; K) sont les applica- ”u”Ll é E h {rz.:

U
tions bilinéaires continues de E X F +— K (R ou €). C'est une isomorphie

: - . . Ziei o Produit temsori
lsométrique et la correspondance est donnée par le diagrarme de la définition by  Eroduit emser

en posant G =K . On peut identi

Proposition 1 : Soit ( @, Z, M) un espace mesurable, E un Banach. Alors sous-espace de L

1 . - 1! =
LU (Q ; E) LL\ Q) ®E.
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1; (?, E) est 1'espace des fonctions f sur Q i valeurs dans E, qui

sont limite simple d'une suite des fonctions €tagées sur R 3 valeurs dans

E et telles que ”f[' Ll(Q s x) ™ IQ ”f(w)“ du(w) <
H

La correspondance est donné par
1 1
$: L, MDOE +—> L, @B

n
figxiu—_> Z X. .fi(m)=u.

(-1
n
("}
o3

—
e

Démonstration. (Schaefer,T.V.S., p. 95) :

Evidemment ¢ est une application linéaire.

- n " n
full = f I ! ox. . £ du (w < ) ”x.” . ”f.”
L@ B g = b i=1 1 10!
Cette inégalité est vraie pour tous les représentations de u ; or
T P M
L, (2 E) Lok ’

Inversement, soit S(Q) 1'espace des fonctions étagées (c'est-a-dire
P g

n
izl Ai lAi, avec Xi € K, Ai € 2 et U(Ai) <o gi li # 0). S(Q) est par-
tout dense dans L;(Q) ;s alors S() ®FE
LD @F .

est aussi partout dense dans

n
Soit u € S(Q) ® E 5 on peut choisir une représentation u = Z 1 ® x.,

& i=] 7i
tel que les Ai sont des ensembles disjoints. Or
Il Dol l - Il = gal
u P < 1 . X% = u .
@ . A. 1 1 1 RS
L,®E i= i L L, (25 8)
b) Produit tensoriel inductif
On peut identifier le produit tensoriel algébrique E® F avec un

sous—espace de ;f(E', F) :

P
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i:E®F <— (', F)
n n
< >
1 w By, — § Xi» = 7Y
i=] i=]

L (E', F) induit ainsi une norme sur E@ F qu'on note ” . ﬂé :
15 @y | 3 |
Xs A = sup Cxep %" 2 o Sy yv 2 s
=g 10 7100 xtll<1 i=1 e i

(RIS
2

Définition : On appelle l'espace de Banach E @ F, formé par 1'adhérence

de E@F , pour la norme ” 2 ”é

le produit tensoriel inductif de E et F.

Remarque : En général on n'a plus une description simple du dual comme on
1'avait pour E e F[(E e F)'= {(E, F')]. On a toujours, que

(EgF)' gf(E, F'), comme Eé F est dense dans Eé F et la norme ” . ”é
- est plus grande que la norme || . ﬂé .

Définition : Les applications T € f(E, F'), qui appartiennent a (E ® F)'

sont appelées applications intégrales (au sens de Buchwalter) ; elles for-

ment un espace de Banach pour la norme intégrale “ 5 l

15

n
| < iz-x <ygs Tx, >

Itz = sw :
& n n
{i);l 0y ¢ ]iizl x @y lly <1}
’ Remarque : Il est notre but de montrer, que les opérateurs intégraux et les

% 5 v . s i ~
opérateurs nucléaires coincident sous les conditions données plus haut.

Exemple : Nous donnons, toute suite un exemple d'une application intégrale,

qui n'est méme pas compacte, i fortiori pas nucléaire.

1

Soit E =F = 2] . Soit i : 2 #— &7 1'injection canonique.

ieLw, ™ =wledy .

Pour que i soit une application intégrale (c'est-i-dire i E(S?,l & 2‘)')

R S e 1 g AR TV AL T I R T RO S, b 6 % R g Yt e U M T g S A 8 R P Y R ~ N

£ i A0 R P i 2k N 2S5 AR w5

. e A Y Yy - AT

de norme intégrale
i ({x,,....
n( 1’

sont des applicati¢

En effet, la
si 1'on a une suite
pour une topologie
la topologie g((E
dans 1la boule unité

Chaque 1 d¢
n

< @}',i
kzl"k k

On peut écrire

Les éléments S(c“

appartiennent 3 la

< 5 St
AR

0 < ®vy..,
i kzlﬁ T

or nin” 5" <1
Enfin il est c.

2,' ® !,l). En effet

< x i >-=
@y,n
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u dua. comme on
que

et la norme
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nent i (E@F)'

ter) ; elles for-

foy T X &
i i

intégraux et les

s pl haut.

cation intégrale,
canonique.

ire i 6(2’ é 2') "

gt

de norme intégrale ” 1” 3. <

sont des applications intégrales de norme

in( {xl,.... i X

En effet, la boule unité de E @ F)' est O((E®F)', EQF) - compacte

n
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o

s xnﬂ""'} ) = {xl,..., X o, .

Uin”’é. < 1.

o~

1, i1 suffit que les “troncatures"

=~

o -
si 1l'on a une suite {in}n=l dans la boule unité de (E ® F)', qui converge

pour une topologie séparée plus faible que o((E é F)', E @ F) [par exemple

la topologie g((E ® F)', E@ F)] , elle converge vers une limite unique 1

dans la boule unité de ( EQ@ F)'.

On peut écrire

oo
. z xk®yk’ in > =
k=1

. sase g e . . 12
Chaque i définit une fonctionnelle linéaire continue sur £ & ! :

©
%

Les éléments

appartiennent

/

T
n

or |< }§ Oy, i >| <

Or

G

k=1

(£ PN
©

Enfin il

J

I 1§ k.ot
Yis i > = < M i (y ) > = .y
k n k=1 *x n n el D *% k
020 jl Il 3:1 3 2mi dy n =271 dm
eee ( e S A )dt, ... dt
k=1 o o £ ,m=1 " k L n
—v =
n =
L L
= 1 x v
[- 3 st
2mi t 2mi t
S(tl,..., tn)=(e yis vy, © n, 0, ...)

a la boule unité de

o0
2 . On peut écrire la dernidre expression

s S(t e, £ ) >0 < Yy r S CHAPIR tn) > dty, ey de_ .

su

, <1 .

est clair, que in

P

x' 'Eﬁm
lIx'fiysuﬂy'H <1

+—> i pour la topologie 0((21@11)',

2,1 ® 21). En effet pour chaque tenseur décomposable x @y € Y,' @ f,l on a

<x@y,

3. >
n

T —————

’—)Zx.

©

2
=1

L
y

<xQ@y,

1 >
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Retournons au produit tensoriel inductif :

Nous avons vu, que & correspond A l[. ”l [L& E?

o]
[P

& 11'1(9 s E)] ; aussi

correspond dans un certain sens 3 l’. ﬂm s

Proposition : Soit S wun espace topologique compact séparé, ¥(S) les fonc-
tions continues sur S 3 valeurs dans K (R ou G) avec la norme I,. ”m .

Soit E un Banach et ¥(S ; E) 1'espace de Banach, formé par les fonc-
tions continues f : S > E , muni de la norme

Tellgs ; gy= swp lell g .
’ s€ s .

Alors, €)@k = s ;5 E)

au sens d'une isométrie ; la correspondance est donné pour les tenseurs finis
par
N n n
) £.0x, —> ) x. . f.(s)
- . i i
=] 1=]

Démonstration :

NS PRLURL TSR

1 e
I<

su sup
nx'lrs: SE S i

v

Ul aert=]

R x>l

= sup i
s€ S 3

It~
lfh4:

x 5ol =l

1 i

1 %, - fi(s)”f(s; .

La démonstration sera achevée, si nous montrerons, que Zf(S)QD E est

dense dans §(S; E). Soit £€ £(S; E) et € >0 donné :

Définissons L {te s: "f(s) - f(t)l[E < ¢} pour

chaque s€ S et soit Us un ouvert tel que

se U CU_CV_ .
s s 8

e . I e 0 I TR Y T ) R 3-S5 4 P03 o i A A O el A e e i A

e - AR

Y(S) @F est plongé isométriquement dans ¥ (S;E)pour la norme é:

ke B Bk e o AR o 4

S étant compact, on

n
U
ie1
On peut construire u

continues 3 valeurs

n
Loe (s =1

i=]

L'élément

i
pour chaque s €

I

[ S]]

n
II'Z SHONIES

i=]
n
N LN O RS
i=1]
n
Donc “ Z e.(s)
i=1 *

B) RESULT:

Définition : Un espac

métrique" (en abrégs
existe une applicatic

telle que
lull <1

Définition : Soient
cations compacts U :

dans un ensemble rel:z

s e 1 T T
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S é&tant compact, on trouve Spseees S t.q. -

n
Uu U =35,
i s

1 i

On peut construire une partition de 1'unité el(S), YT en(S) des fonctions

"8 4 ¥(S) les fone-
continues 3 valeurs dans [0;1), tsq.
.a norme ” . ”m .

n

ormé par les fonc-— X e.(S) =1 et e. =1
. 1 1 l U
1=]

. e. ' = 0.
3 Cvsi

- _
L'élément X e @f(si) appartient 3 ¢(S) ® E, et on trouve
i=] ©
pour chaque s € §

les tenseurs finis

n n
I e s - el = I e G6sp - ceanl]

n
fle;(s) (£¢s)) - £ <e . § le;(sy] =€ .

i=]

A
T

1=]

¥ (S;E)pour la norme é‘:: n
Donc ni.—z.l ei(s) 0 f(si) = f(s)Hg(S ; E) <eg

B) RESULTATS SUR LA PROPRIETE D'APPROXIMATION

Définition : Un espace de Banach E vérifie la "proprié&té d'aporoximation
s=sinttion

. £ ‘” €(s; E)° métrique" (en abrégé "p.a.m." , si pour chague compact KCE et € >0 il
existe une application u : E +—» E de rang fini [c'est~a-dire u EE'Q E ]
C(S)®E est telle que Co-
”u“ <1 et sup  fux) - x” €E
x €E K
our

Définition : Soient E, F deux Banach. On note K(E, F) 1'espace des appli-
cations compacts u : E b—» F, c'est-3a-dire u transforme la boule unité de E

dans un ensemble relativerent compact de F.




€t 2 L Rl A P s e B LA et It e Bt ) N m i s e 4 bt A e R s b

200

Proposition : Si E vérifie "p.a.n.”, on a pour chaque Banach F

F'é E = K(F, E).

Démonstration : Comme F'® EC K(F, E) C X(F, E), et K(F, E) est un sous-
espace fermé de f(F, E), qui induit sur F'® E 1la norme ” 5 "é , on a

toujours (aussi sans "p.a.m.")

F' é EC K(F, E) isométriquement.

Ce qu'il faut démontrer, c'est, que F'® E est dense dans K(F, E).
Chaque f € K(F, E) transforme la boule unité de F dans un ensemble rela-

tivement compact K dans E. Pour chaque € > 0 on peut trouver u € E' & E,

t.q.
sup ”u(x) - x” € € %
x € K

L'application u o f , &tant de rang fini, appartient 3 F'®@ E et

sup ﬂuof(y) —f(y)” < E .
Iyl <
yEF g
Proposition 4 : Si E _vérifie "p.a.m." , 1'injection canonique

£ Y

2

j:}:éF —> (E'@ F")"

est une injection isométrique.

Démonstration @ E@F est un sous-espace de (E@ F)" = (QU(E, F'))*'.

La restriction au sous—espvace E! é F' de q‘f(E, F') définit donc une con-
traction linaire, c'est-i-dire ”J“ < 1. b

j est une injection isométrique, ssi , la transposée
i* ¢ (B éF')" —> (E éF)' est une projection de norme 1, c'est-i-dire

une application quotient. C'est le cas, ssi j' applique la boule unité de

(E' @F')" sur la boule unité de (E@F)' ;5 comme la boule de (E' @F') et

g e o, 0 o] 3 R P O, O R WY s S0 N 4 ey e e

oy e . g e e et 0 T e e B4 PO, PP T

N e T s e e "

*
o] - partout - dens

que 1'image par j'

boule de (EO F)' =

Comme la beule :
coincide sur 1a boul:
Mais pour cette

a conclure, que la be
‘unité de :.f(E, F') :
"ua“ < 1, qui tende

sembles finis) vers 1

Or pour chaque

Corme f
o u,

est achevée.

Corollaire 1 : Si &

€ E' © F' séparent 1

Démonstration : Seoit
d'aprds prop. 4.
Corme les €lémen:

ils séparent les point:

Corollaire 2 : (impor:

Si E vérifie la

E®F +—> (', F)

Démonstration : Conséq:
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~

Banach F ‘ G* - partout - dense dans la boule de (E' é F')" , il suffit de démontrer
que 1l'image par j' de 1a boule de E' 5 F' est 0*- partout dense dans>la
boule de (EéF)' =¥, FY).

'y E) est un sous-— ‘ Comme la boule unité de L (E, F') est U*-compacte, cette topologie
e ” ¢ “é » ON a coincide sur la boule avec la topologie O(f (E, F'), E® F).

Mais pour cette derniére topologie, c'est la "p.a.m.", qui nous permet

*
3 conclure, que la boule unité de E' ©® F' est déja 0 -dense dans la boule

ment.

unité de J(E, F') : On a une suite généralisée {uu}GEI €EE'®E, avec
se dans K(F, E). "ua“ < 1, qui tende uniformément sur les compacts (& fortiori sur les en-—
§ un semble rela- sembles finis) vers 1l'identité.

t trouver u € E'® E, n
Or pour chaque f € ¥ (E, F') et chaque 2 X (<] v €EEO®F -

1=}
on a :
©3 F'OE et ) b
lim Iz<fouu(x.)—f(xi),y.>'=0.
a€ 1 =l . *
Corme f ou appartient 2 la boule unité de E'® F', la démonstration

Qa

est achevée.

onique .
Corollaire 1 : Si E vérifie la "p.a.m.", alors les &léments x' @ y'
€ E' © F' séparent les points de EQ®F . .
Démonstration : Soit j :E @ F <S—us (E'®F')' 1'injection isométrique
d'aprés prop. 4.

WE . &

Cotme les &léments x' ® y' forment un systéme total dans E' @rF',

1t donc une con- . . 2 =
ils séparent les points de (E' @ F')", donc aussi les points de E® F.

H Corollaire 2 : (important)

e 1, c'est-3-dire '

Si E wvérifie la "p.a.m.", alors 1'injection canonique

la boule unité de 2
EOF > Y(E', F) est injective.

de (E' @F') et

W o i B

Démonstration : Conséquence immédiate du corollaire 1.

o G A b i s, S e S B A Bl A e . LS ) . s e A e e 5 St b
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C) -MESURES VECTORIELLES

Définition : Soit S un espace compact séparé, B(S) la famille des boréliens

et F -un Banach.
B(S) +—> F une

On appelle une application m : F-mesure de Radon,

si pour chaque y € F' 1'application yoms= my : B(S) —3> K est une mesure

de Radon.
Pour chaque y €& F', la variation totale ]my](S) est finie, parce que

S est compact. Une application du théordme de Baire montre, que

sup {]my](S)} < o,

fI=l] = l

ly'll <1
'].” définit une norme sur les F-mesures,qui forment ainsi un espace
de Banach, que 1'on note N(S, F). On appelle la norme [].” la semi variation.

Chaque m € N(S ; F) définit une mesure de Radon Iml, 3 valeurs dans §+

appelée la variation totale
N
|m] (A) : = sup { L (Aq)” PAL, Ay partition de A}.
n=] :

Le sous-espace de N(S ; F), formé par les mesures m avec ImI(A) < @

est un espace de Banach, noté M(S ; F) avec la norme

i=lll - = Jm]¢s).

Définition : Cn dit, qu'un Banach F a la "propriété de Radon-Nikodym", en

abrégé R N P, si 1'on a pour chaque S compact et chaque mesure de Radon U

sur S '
1 )
J’(Lu(s>, F) =L.(5; 0,

c'est-3-dire pour chaque application linéaire continue T : LL(S) —> F il

existe une fonction mesurable [pour la norme de F] £ : S+ F, t.q.

- ]
Ty = fs P(s) £(s) du(s) v¥e L, -

T T . T Y R RS S AT A YT 58 T £ S e S e A e S o

R R SR T Y

I1 s'en suit

On a la caract

Proposition 5 : F

représentation

g(s) une fonction :

Démonstration : (-=

et il suffit d'appli
. 1

Soit T : L -
U

m (&)

et . lml (A

Ona o] (&) ¢ [T

de Radon-Nikodym on

Maintenant, il est ¢

définit une F-mesur:

g(s) € LTmI(S ; F) C



amille des boréliens

nesure de Radon,

> K est une mesure

finie, parce que

re, que

© ainsi un espace

| la semi variation.

-

a valeurs dans R+

A}.

avec !ml(A) < @

adon-Nikodvm'", en
Sefr o AiRogym |

nesus ¢ Radon U

L:J(S) = F i1

=3 Fy Eiga

+ -

AN M s Rt 8 P s

et e 4 S i e B b Aokl b
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lIT]] = ess. sup el .
s €S

I1 s'en suit :
On a la caractérisation suivante.

Proposition 5 : F a la RNP &= pour chaque m € M(S ; F) on a une

représentation
m=g(s) . |m],

g(s) une fonction mesurable (pour la norme) 2 valeurs dans F avec

ess sup ”g(s)[[ = 1.
s €8S

@ Soit ™ €M(S ; F) ;

. 31
_Tm s L‘ml(s) —> F

Démonstration : m définit une application

L) +—— [ F(s) d n(s) ,
S

et il suffit d'appliquer la définition de R N P,

@Soit T:Lli —> F

m(A) : =T (lA)

=

une application continue. Définissons

N
et Iml (A) : = {sup T, ) [ T A ., partition de A}
TGO A iy

On a |m| (&) < ||T||. u(A) pour chaque A € B(S). Par le théoréme classique
de Radon-Nikodym on trouve une fonction h , avec ]h(S)[ < 't , t.q.

Im! =h . VU
Maintenant, il est clair, que R

m(A) = T(]A)
définit une F-mesure de variation [ml. D'aprés 1'hypoth3se on peut trouver

g(s) € lel(s s F) € LU(S i F), t.q.

nm=g . lm, =g .h .y,

b ane et on e Sl et T AR A AL - VRS A o e A o i e = A b @ b i e
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A

avec ess sup ” g(é)“ <1 et ainsi ess
S

sup JlgGsy. ns)|| ¢ |t
s e € §

S

D) PRODUITS TENSORIELS D'ESPACES DES MESURES

Nous considérons dans la suite les espaces ¥'(S) ‘(\3 F et ‘@'(S) é F ;
on sait [ Grothendieck P.T.T., p. 164], que £'(S) vérifie la propriété

d'appproximation métrique.

Proposition 6 : On a une injection isométrique j :f'(S)é F +— XN(S, F),

qui fait correspondre 2 chaque te€ €'(S)®F, t = ui® Yi la mesure

1

e

1

n
w(a) = J yi - uy 4.
1=1

Démonstration : -
zemonstration |

& n
” ig’l ui@ yi”é} - vsé‘pF' ”12 u]. ‘ <y1 ’ Y'> " 6'(5)
Iy} <1
n ¢ )
= su su e
Iyl <v Fets) ]121 i i |
- IiFlls

n
= sup {variation ( < y. y'> . ua)}
My'll <1 YR *

n
= ”igl i - gl N(S, F) *

Cette isométrie sur le sous-espace dense f'(S) O F se prolonge d'une fagon

unique 3 ¥'(S) gF .

: o
Proposition 7 : La restriction de l'injection j :‘6'(5) OF > N(S, F) au

sous-espace f'(S) @ F définit une injection isométrique

i€ () ®F —> M(S, F)

o e S A i

T T o B

Démonstration :
el e s Lat I on |

L'application

w o

est de norme 1, D'

I3l =1, clest-a~

it

Pour montrer 1'

n
t=1 woyey
i%1

Soit V/ wune e

‘sont absolument cont

et chaque My est i

Comme T est une i:

=

est de norme 1 (de
pour L{,é F).

Pour chaque A :

1

PV o A S T B T T
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S o« Tl

et ﬁ'(s)csr ;

ie la propriété

F +~—> N(S, F),

-

i © mesure

olonge d'une fagon

£+ N(S, F) au

PRGN PUEOD AP e

-
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Démonstration :
L'application bilinéaire
w :{'(S) X F —> M(S , F)
W,y /> u.y

est de norme 1. D'aprés la définition du produit tensoriel projectif on a

lill =1, c'est-a-dire pour chaque t € €'(s) OF

Itlig > MOy, w

Pour montrer 1'inégalité inverse, il suffit de la faire pour
n

t = z Ui.@ y; € f‘(S) ®F.
i=1

Soit \/ une mesure positive sur S par rapport & laquelle Mysees M

sont absolument continues. On a une injection isométrique

-

1
T: L, —> §'()
Y ¥.V
et chaque B, est image d'un ’fi € le d'aprés Radon-Nikodym.

Comme T est une isométrie, 1'application

TOid : L{,ér — ' (s) &F

est de norme 1 (de nouveau d'aprés la propriété universelle, cette fois

pour L:/é F).
Pour chaque A € B(S) on a

n
) )y = § (f F() )y, = [ £(s) 4 (s)
A A

1=1

avec f(s) =
i

v - fi(s) :
1

e

A - — oo oo 4
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A
On applique la proposition ] [L\l’ ®F = L:'(F)l :

M3l g 5y = 150 = é £ av(s) = l!i£] 10yl EP leller (516 &

v

- 2
Proposition 8 : Une mesure me N(S , F) est l'image d'un &lément t € €'(S) ® F
;

par 1l'injection j : ‘C'(S)é?f-—é N(S , F), ssi
Vm H ﬁ(S) —> F
P e | Y @
S

est une transformation compacte.

ES — . 3
Démonstration : D'aprds prop. 6 on a Y'(S) ®F <—> N(S, F) ; proposition 8
revient i dire, que ¥'(S) é F sont les opérateurs compacts de ¢(S) i valeurs

dans F ; c'est vrai, parce que 0'(s) vérifie "p.a.m.",
R NP, on a

Proposition 9 : Si F wvérifie

C'(S) @F = M(S , F)

Démonstration : Vu la proposition 7 il suffit de montrer, que chaque

m€E M(S , F) est de la forme j(t) avec ted(s) &F.
Soit m € M(S , F) ; d'aprés proposition 5 on peut trouver g : S > F,

fortement mesurable, ”g” £1, t.q.

m = g(3) . [m]. )

Comme im](S) <® ona

m . 1 . o .
ge lel(S,F)gL I(S,F)—lelél«‘ .

o

P P 1 -~
Donc g est définie par un élément toe lel @ F de la forme

6= 1 % 0y, avec P TANE AR

o . by
i=]

T T B Y A e U P e N e w1 X £ Fp ey 7 e, 8 o g A = R PP < s e ot o e ——

Si 1'on note

Théoréme de Singer

(€(s) & ¢

Démonstration : On 1
Sehan bALIOn |

Proposition 10 : Si

(s

Remarque : C'est not:

Démonstration : Prop:
=IRusL g 1on |

Théordme Soit I |

fiant "p.a.m.". Or

Démonstration : La 4
thése de R NP :

D'aprés' “p.a.m.
et, comme la boule d=
LE, .

Pour chaque LA

avee T I1xy Il - IIy;

e ey T S B S
ey g o



glément t € 6'(S) é F

s B) 3 propositién 8

5 de €(S) i valeurs

que chaque

la forme

A"

e e e e i 4 et A AT A A A 4 A A sl S i W e B B .5 NI A v AR E A s el 5 w9+ ke atr o Bk .
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Si 1'on note u; = tf’i .Jm] , ona m=j(t) avec

t= ] w@y e ' (s)SF
i=]

E) DUALITE DES PRODUITS TENSORIELS

Théoréme de Singer : Il y a une isomorphie isométrique

(€(S) GF)' = (£(S 3 F))' = M(S , F').

Démonstration : On la donnera dans 1'appendix.

Proposition 10 : Si F' vérifie RNP , on a

(B R =C'(S) &F

Remarque : C'est notre théoréme pour le cas E = Z(s).
Démonstration : Proposition 9 et le théor&me de Singer.

Théoréme : Soit E , F Banach, F' vérifiant RN P et E' ou "F' wvéri-

fiant "p.a.m.". Or

(EéF)' =E'®F'.

Démonstration : La direction E' é F' C (Eé DN “est vrai, méme sans hypo-
thése de R NP :

D’aprés. “pead." E! é F' est plongé injectivement dan§ LE", F)
et, comme la boule de E est c*—dense dans la boule de E , aussi dans
LE , FY.

n ©
P - @y, ' -
our chaque t Z x; ® y; €SE@F et t Z x

avee I x3 -y} I <=, ona

A A WP AT R A R I WA (R S "y g P P T P AT PR TG 4 VT T A S S S A B S e
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e etdel L jZ. < xpexp e <y vl
< jg—-l ”le . ”y3 . ”x ”<] | i{ < xg, x> <y v
y'll <1
< Z IES PRI |13 A

Or t' définit sur E® F une fonctionnelle continue par rapport i ” ]I é,
qul se prolonge sur Es F . .

Pour démontrer la direction (E é} F)'cE' & F' , il faut démontrer que
chaque t' e (E é F)' est représentable par un élément de E' @ F'. On se
raméne au cas E ={(S) : -

Soit S 1la boule unité de E', compacte pour G(E', E). On a une injec-

tion isométrique
2 2
F:EQF > P(S)OF

n n
in®yi}-———+}:<xi,‘>.yi.

Soit t'€ (E® F)' ; d'aprés Hahn - Banach on peut le prolonger i

un gq'€ (€ (5) 51’-‘)' s, t. q.

la'll oy oy = Ml @&y - -

L]
D'aprés prop. 10 on trouve une représentation gq' = Z . @ y! 3
avec uj € Y (s) , yj' € F' -

’

et

Z "]JJ” . ”y_«; ” < ”t‘” (EéF)' L

Pour chaque ¢t =
1

e

€
]xi®yi EQF

l

i T W T N o AP O 7 S e Y. I R TP (=P o o s e e R QB TR P i AR A g TP\ ATE £ A T g e RS+ P

e T ——

2 1 L e e b 8. e

< by YD =g

Comme x I—-»

1

continue sur E , e]

[}

[ -

€x ;xt >
3

n

et lI=} 1

N

Le théoréme de

original de Siuger
a compact Handooff
(1957) , p. 309-315

Mais je vais d

suivants :

Nous avons ainsi (F

]

(V)4

Théoréme 1 : [voir Bu

et théoréme de Rado
Soit S compa

pact & valeurs dans

t.q.

(a) T(f) = !S £(s)

n-

ct

'

"
<

AL Ty TN T AR 0 s S
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on a
n 0
= & ' 1 k 1
<t,t’>=<t,q">= E X (<yi’yj > | <X, X >duj(x)).
} i=1 j=1 S
i
Al l> i - o o e
X0 ¥ ' <yi’y l i Comme x F—> f <x , x'> duj(x') est une fonctionnelle linéaire

S
continue sur E , elle est définie par xj EE':

<x ,mf == [ 2%, % 3 . &Y ¥ X € X
j s j
) i et |x% ll = sup ] < x, x' >du. x")
- . . ! J IIx]l st s ]
apport 3 || .|| & !
. . < sup [ Sx") du,(x") = lull
) :gtf’llsl s ) J
ut dewovntrer que ! € X(s)
E'®F'. On se i or t'= } x! ®y: —
=100 |
avec E | I (0 | RS Y ST | I ([P R (L | PSS g
. On a une injec- jzl I J J j=1 J J Ee R

2~ ”
: ‘Nous avons ainsi (E @F)' CE' @F' et la démonstration est achevée.

APPENDIX

Le théordme de Singer : Comme je ne peux pas lire en russe, l'article

? original de Singer [Linear functionals on spaces of continuous mappings of
pralongexr & a compact Handooff space into a Banach space, Rev. Math. Pures et Appl. 2
(1957) , p. 309-315] n'est pas accessible 3 moi.

Mais je vais donner une démonstration en admettant les trois &noncés

suivants :

Théoréme 1 : [voir Buchwalter | Cours de D.E.A. 1975, Intégration vectorielle
et théoréme de Radon-Nikodym, p. 121] : S

Soit S compact séparé, T :¥(S) > E un opérateur faiblement com-
pact & valeurs dans un Banach E ; il existe une unique E-mesure de Radon m
[

(a) T(£) = [ f£(s) dm (s) v £e ()
s

N s . st ioe
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(b) ﬁT”J:(Hg(S) g) = |n] (la norme de la sémivarisation)
(c) T'x'=x"om ¥ x' € E!
@  w@ =Ty ¥ Ae B(S)

[T"(IA) est bien un €lément de E, comme T, &tant faiblement compact,
envoi 1?"(5) dans E.]

Le deuxiéme énoncé, dont nous avons besoin est une conséquence (trés
faible) de la théorie de la fac;orisation des applications p-—sommantes
[voir Perrson, Pietsch: p-nukleare und p-integrale Abbildungen in Banach-
Raeumen Studia Math. XXIII (1969), p.19-62] : chaque application intégrale

se factorise a travers un espace de Hilbert. Donc

Lemme : Chaque application T : E b—» F' intégrale [c'est-3-dire image-

d'un €lément de (E é)F)'] est faiblement compacte.

Aussi nous avons besoin d'un théoréme de Orlicz-Pettis , que chaque
F-mesure de Radon "faible" m [ (c'est-i-dire notre définition, que ¥ y € F'
yom est une mesure de Radon ] est déj3 une mesure de Radon pour la topologie

y

forte de F :

¥ A€ B(S) : m(A) = liml'_“{m(x) : K compact, K< A}

limll'”{m(c) : G ouvert, G 3 A}

et ¥ G ouvert : m(G)

lim ([ fdo:fgi,feb(S)).
s .

Théoréme de I. Singer : Soit § compact, séparé, E un Banach ; alors

(E() ®E)' = (€(s 5 EN' = M(S , EY)
au sens d'une isométrie. A chaque t € € (s) ééED’ correspond
m € M(S , E"), t. q.

‘n . )
*) < izl fi®xi’ t> = izl <%, IS £,(s) dmt(S) > ViZ] fi @xi eEs) @ k.

Démonstration :

Le théoréme 1 ¢
une E'-mesure de Rado

réme 1 donne

Tl g s

Le théoréme de Singer «

i

sup :

En effet [ﬂm”l

= sup {

A

sup

A
w
(=4
Le -
-~

Inversement soit
La relation (%)

un opérateur correspond

e g A oo 3 R g T
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ation) i Démonstration :
Chaque t € (¥(S) @ E)' définit une application intégrale -
T: ¥(S) —> E'.
Le théoréme 1 et le lemme donnent déja la représentation de T par
faiblement compact, ; une E'-mesure de Radon m, et on vérifie toute suite (*). Aussi le théo-

réme 1 donne

onséquence (trés i

s p-sommantes i "T“;f(‘f(s), E') ”t”él = =l -

»ildungen in Banach- Le théorime de Singer dit, que 1'on a aussi

licat. .. intégrale ¢ =

lellg = Mall

.o, En effet ]ﬂml”
'st-a-dire image- . 1=]

]

.
sup { Z nm(Ai)” 3 A],..., An partition finie de S, Aie B(S)}-

‘ = sup { nm(Ki)” I SRR K~ compacts, disjoints}

1

B Nreas

is , que chaque

fom, que ¥y e = sup {iz] ”m(Gi)” : G],..., Gn ouverts, disjoints}
. n n .

on pour la topologie < sup { z ” f £.(s) dm” £, €e0() , X if'(s)l < 1}

A i=1 ~ ‘s *t = i=p *t

: n n

3 = sup {| Z <x; f fi(s)d(m) >| ) [fi(s)[ <1, = < 1}

, - i=] s i=1 * :
A} i , n no ‘
N < sup {] < izl £, 0%, t>]: ”i-_zl £, @x)..” €(9) ’é"E < 1}

= el & ]

s}, ©

Inversement soit m&€ M (S, E') donné.

Banach ; alors .
La relation (x) définit une forme lindaire tm sur ©(S) ®E , et

un opérateur correspondant

spond ' T, : G(S) +——> E

n

I £,0x el(sy 0.

£(s) > [ £(s) dm .
_ s
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Soit B(S) 1'espace des fonctions Borel - mesurables muni de la norme
-l - 0na €(S) CB(S) S €"(S). Notons j : B(S) +—> £"(S) 1'injec-

tion et T : E"'+—> E' la projection canonique et définissons
Va

Vm =1 o T; oj : B(S) b——> E' .

\Lj " T'ﬂ

{"(S)l o s E"!

Vm coincide sur ¢ (S) avec 'l‘m .

Comme ;f(B(S), E') = (B(S) éE)', Vm définit une forme linéaire vo

sur B(S) @ E, qui colncide sur €(S) &E avec t

or leallg < Ivllg =

n
EB(SYOE : | ] fi®xifé$l}
i=]

1

n - n
= sup {]< izl yi ®xi’ Y <5 izl fi®xi

n
= sup {|< z 1 @xi » B >] : A],..., An partition de S, Hxl” < 1}

1=1 Ai

n
= sup {,_Zl “Vm (]Ai)” : AI""’ An partition de S}

n
=sup {] ”m(Ai)” : Al,..., An partition de S} = mm”l .

i=1] ‘ .

On a ainsi trouvé une correspondance isométrique entre M(S , E')

et (L(s; E)' .

S e e A YR T T
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Séminaire P.LELONG
(Analyse)

15e année, 1974/75.

COMPACT POLYNOX

§1 Let E and F }
space of holomorp!
be the space of c«
to F (nelN);
On H(E;F), we put
defined in
Banach space norm:
It will be useful
to of S ("E;F), the
mappings of E\‘ .

2 B
n ti

we

or T,

Ac Q(E:F), wher
is in turn a compi
continuous n-linez
BE | [1} . the
E to F was defined
if for each x¢ E,

is relatively conp

Provosition [l}

equivalent:
(a). £
(b). There iz

is com

relative
For each
of £ at :
relative!
There is

(c)s

(d).

The space of compac

homogeneous polyno
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