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The Logarithms - From Calculation to Functional Equations.

Detlef Gronau, Graz/Austria

0. Introduction

John Napier (1550-1617) and Jost Biirgi (1552- 1632) together share the mer-
its to be the inventor of the logarithms. The first printed publications about the

" logarithms of both, Napier! and Biirgi? are preserved in the socalled ”Biblio-

theka Mathematika” at the Library of the University of Graz.. This Bibliotheka
Mathematike is a special part of the rara and incunabla collection, which has its
origin in the private library of Paulus Guldin (1576-1643). Guldin was professor
for mathematics at the (former Jesuit) University of Graz, where he died “Anno
1648 Atatis 67. Societatis 42 relictis plurimis libris el insirumentis” as one can
read from the subtitle of an old oil painted portrait of Guldin.

Especially the possession of Burgi’s ”Progrefi Tabulen” is important in view
of several facts. First, there are preserved only very filew issues of the Progref
Tabulen, since they are printed two years after the beginning of the Thirty Years’
War, in Praha, the initial place of this war. So, the main part of the edition seems
to be destroied by these war events. On the title page of the Progreff Tabulen a
user’s guide for these tables ( "sambt grindlichem unterricht --- ”) is announced.
But this user’s guide never was printed at Biirgi’s time. The first printing was
done by Dr. Gieswald in the year 1856, following the manuscript of the library
of the city of Danzig/Gdansk ([Gieswald 1856]). So it seems that in Graz is the
second of the two unique hand written guide to the Progrefl Tabulen, slightly
different from the version of Danzig. .

Shortly after the contributions of Biirgi and Napier appeared the logarithmic
papers of Johannes Kepler (1571- 1630), the ”Chilias Logarithmorum”, Marburg
1624 and the "Supplementum Chiliadis Logarithmorum”, Marburg 1625 (see [Kep-
ler 1624 and 1625]). Also Johannes Kepler spent a period of his life in Graz. It

1 John Napier: Mirifici Logarithmorum canonis descriptio, Eusque usus, in
utraque Trigonomeirie, ut etiam in omni Logistica Meathematica, Authore ac In-
ventore, IOANNE NEPERO, Barone Merchistonii, Edinburgi 1614.

2 Jost Birgi: Arithmetische und Geometrische Progref Tabulen/ sambt grind-
lichem unterricht/ wie solche nutzlich in allerley Rechnungen zugebrauchen/ und
verstanden werden sol. Gedruckt/ In der Alten Stadt Prag/ bey Paul Sessen/ der
Loblichen Universitat Buchdruckern/Im Jahr/ 1620.
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was the beginning of his career after his study. But these logarithmic papers have
been written by INepler in Linz in Austria, and have been finished in 1621 about.
He knew the "Logarithms” of both, Birgi and Napier.

As a matter of fact Kepler, a professional mathematician, was the first who
propound the logarithm as a function - the function of the natural logarithm, as
one suys nowaday. Indeed he proposed the logarithmic functional equation, but

not only the general wellknown one, namely, in our terminology

flz-y) = flz) + f(v) (1)

~

but the restricted one

fa?) =2 f(z). (2)
Each of the two functional equations characterize the natural logarithm as the
only one (up to a constant) continuous differentiable solution of the considered
functional equation.

Kepler investigated equation (1) and (2), and determined their solution,
which he called "mensura”. He used the formula f(z2") = 2" - f(z), derived
from (2), for calculating his ”Logarithmus”.

It seems worthwile to me, to reveal the logarithmic papers of Johannes Kepler
and to show his mathematical merits in the theory of functional equations. There
are several reference books on the history of mathematics, where the work of
Kepler on the logaritms is represented (see e.g. [Hammer], {Naux], or {Tropfke]),
but in more or less short way, and not from the point of view of the theory of
functional equations. So I hope to present some new and interesting facts on this
very impressive period of the development of the mathematic. First I will give a
short survey on the theory of the both ancessors of Johannes Kepler.

I. The Logarithms of Burgi and Napier.

Biirgi and Napier both, use the same mathematical principle for their tables.
The two entry rows of the tables are mathematical sequences. One row is an
arithmetical sequence

zp=n-s;n=0,1,---
the other is a geometrical one
Yn=2z"-gn=01,--

where s, z and q are fixed constants, individually chosen. Blirgi uses in his series
the constants
s=10,z=10% and ¢ =1+ 107%,

2
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Napier takes
2=1405-1077",z=10"andg=1-10""

Napier calls the number z, the "Logarithmus™ of y, . Rules like multi-
plication. division, calculation of the geometrical mean (regula detri) and root
extraction are demonstrated in a intuitive way. If one denotes the "Logarithmus”™

of Napier by Ln(y), using the defining identities
z = Ly(y) if and only if y = 107(1 — 1077)*/*
one gets the approximative formula

107
Ln(y) = 107 - log—.
Yy

For further explanations of Napiers tables see for example [Troptke 1980}, p. 303f
and [Hammer 1960], p. 469 ff.

Ia. The Unterricht of Birgi.

Birgi quotes in his ”"Unterricht” (a user’s guide to the Progref Tabulen, see
[Gieswald 1856], p. 321) a method of Simon Jacob Moritius Zons and others.
This method is nothing else but the method of Michael Stifel (~ 1487 — 1567).
In his book Arithmetica integra, Nirnberg 1544, Stifel shows how to calculate
with exponents (even negative ones) of the number 2. Stifel wrote: "Man kénnte
ein ganz neues Buch uber die wunderbaren Eigenschafien dieser Zahlen schreiben,
aber ich mufl mich an dieser Stelle bescheiden und mit geschlossenen Augen daran
vorubergehen™ (see [Tropfke 1921], p. 171 ff.).

In Biurgis tables the arithmetical sequence consists of
0,10,20,30,---.

Biirgi calls these numbers the red numbers (”rote Zahlen”) and they also are
printed in this colour.

The geometrical sequence is

100000000, 100010000, 100020001, 100030003, - - - .

3 It would be possible to write a very new book on the miraculous properties of

these numbers, but at this point I have to be modest and fail to see it.
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These are the black numbers (“schwarzen Zahlen”). Let us denote the "Loga-
rithmus” of Biirgi by Lg(y). Then in contemporary mathematical notation one
gets

Lp(y) = 10°- ,log

Y

108°

Here a = (1 4 107%)10000 and ,log denotes the logarithm to the base a. This
number a=2.71814595 is almost equal to the Euler number e=2.7182818285.

In the introduction to the users guide (" Vorrede an den Treuherzigen Leser”)

one can read:

Betrachtendt derowegen die Aigenschafft und Correspondenz der Progressen
als der Arithmetischen mit der Geometrischen, das was in der st Multiplizieren
ist in jener nur Addieren, und was ist in der dividieren, in Jehner Subtrahieren,

" und was in der ist Radicem quadratam Eztrahieren, in Jener ist nur halbieren,
Radicem Cubicam Eztrahieren, nur in 8 dividieren, Radicem Zensi in 4 divi-
dieren, Sursolidam 1n 5. Und also fort in Anderen quantitaien, so habe Ich
nichts Nitzlichres erachtet, dan dise Tabulen.* (Issue of Graz, compare also with
[Gieswald 1856], p. 320).

In the sequel follows the users guide (”Kurzer Bericht der Progrefis Tab-
ulen wie dieselbige nutzlich in Allerley Rechnung zugebrauchen”). Here he quotes
Simon Jacob Moritius Zons, and shows some calculations with the geometrical
sequence to the base 2. Afterwards follow many examples how to use the Progre
Tabulen. We give one example, comparing the issues of Danzig and of Graz:

Issue of Danzig ([Gieswald 1856}, p. 327):

Aus einer gegebenen Zahlen Radicem quadratem eztrahiern. Man sol zum
Ezempel Radicern quadratam auf 4015974 eztrehiern, wird also erstlich punc-
tiert wie bei der extraction breuchlich ist und steht also §015§74 und weil alhier
fiinf punkten seindt, so wirdt sein Radiz auch 5 Ziffern haben, die rothe Zahl
dieser obgefithrien ist 199020 diefle halbirt kombt 69510 dessen Schwarze Zahl ist

‘2003%398?_ oder soll verstanden werden 20038%.

Issue of Graz:

+ Considering the properties and the correspondence of both sequences. the
arithinetical sequence and the geometrical one, what in this one is multiplication
in the other ws addition, in this one division in that ene subirection, end what in
this one is square root extraction in the other one is to halve, cube root extraction
only division by 3, forth root division by 4 and fifth root by 5. And so on i the

other quantitities. thus I have considered nothing more useful than these tables.

4
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Aus einer gegebenen Zahlen Radicem quadratam zu extrahieren. Man sol zum
Ezempel Radicem quedratam aus 4015874 Exztrahieren, wird also ersilich punc-
tiert wie bey der extraction brduchlich ist und steht also 4015374 und weil alhir
vier Punkten seindl, so wirdt sein Radiz auch vier Ziffern haben, die rothe Zuhl
dieser a[{)gef‘ﬂh.rten 15t 199020 diefle halbiret kombt 69510 dessen Schwarze Zahl

ist 200383982 oder soll versianden werden 200383532

There are misprints in both versions. Actually the following calculation is to

" be performed:

/401537400 = 20038.398140.

Remarkable is the exactness of these calculations, which cannot be improved by
normal pocket calculators. Remarkable further is, that Biirgi uses a sign (the
small circle °) for the decimal point.

The theoretical motivation of the tables of the two authors is different. Birgi
uses simply algebraic laws, respecting the addition law of exponents. Napier makes
use of the physical visualisation of motion for introducing these two sequences.

Of course both authors use the addition law for the exponents but, one cannot
say that they solved the functional equation (1), or a similar one for the logarithm.
This is firstly done by Johannes Kepler.

II. Johannes Kepler and the Logarithm.

Johannes Kepler came across with the logarithms when he was engaged to
establish a big volume of astronomical tables, the socalled " Tabulae Rudolphinae™.
At about the year 1616 he got the knowledge of the new method of Napier,
calculating with the logarithms. But not before 1619 Johannes Kepler obtained
for his own an issue of Napier’s ”Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio”.

But the tables of Napier were not conform to the purpose of Kepler. On
the other hand, Kepler did not know the theoretical foundation of Napier's log-
arithms, which was published posthumous in 1619 by Napier’s son Robert. Jo-
hannes Kepler therefore decided to establish new theoretical fundamentals for
Napier’s logarithms and to construct tables, which are more suitable for his own
purpose. The results are Kepler’s ”Chilias logarithmorum”, the theoretical part
of his logarithmic work, consisting of three postulates, 30 propositions, several
corollaries and one definition together with the numerical tables. It follows the

"Supplementum Chilias logarithmorum”, a kind of user’s guide.

In order to establish his own theory of Napier’s logarithms, Johannes Kepler
came to slight different numbers than Napier. Kepler refered this to the fact,

that he had used smaller intervals for the interpolation than Napier, therefore his
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calculations were getting more exact. This should be true too. But in reality
Johannes Kepler used another theoretical method to derive the logarithms. So le

got for his logarithmic function Ly, as we will see below, the folowing one

- 10
Li(y) = 107 - log—.
Y

As it was pointed out, the 10garithmic papers of Johannes Kepler were inspired
by John Napier. But Kepler must have known also the method of Biirgi, since
they lived both for several years in Praha together, namely from 1605 until 1612.
It is known that they had several common scientific interests, and that they
worked together in mathematics. But the only reference in connection with the
logarithms by Kepler to Biirgi is the following one in the Tabulae Rudolphinae
(see [Kepler 1627], p. 48): “qui etiam apices logistici Justo Byrgio multis annis
ante editionem Neperianam viam praewverunt ad hos 1psissimos Logarithmos. Etisi
homo cunctator et secretorum suorum custos foetum in partu destituit, non ad

usus publicos educavit”.®

The method of Johannes Kepler in the ”Chilias logarithmorum” (see [Kep-
ler 1624]) is, roughly speeking, the following. He introduces a function on the
set of all ratios. say real positive numbers (Postulatum I: Omnes proportiones

- quantitate meliri seu erprimere), which is called measure (mensura). This
measure satisfles the functional equation

M(z -y) = M(z) + M(y) 0

or even the restricted one

M(z) =2 - M(z). (2)

It is not clear, which one of the two functional equations are used primarily.
Equation (2) appears in the first place in I. Propositio. Using only (2), Kepler
shows in the EXEMPLUM SECTIONIS how to calculate the Logarithmus which
is defined lateron in the DEFINITIO. Equation (1) one can find expressis verbis in
XIX. Propositio. In Postulatum II Kepler requires, one can say, that the measure
should be sufficiently smooth. In Postulatum III he states, that the measure M,
which is a solution of (2) and therefore is of the form

M(z) = c-log(z),

5 these logistic apices showed Jobst Birgi, many years before Napier's edition,
the way to even the same Logarithms. But this lingerer and secret monger did

neclect his foetus and did not educate it for the public use.

6
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should have as derivative in a fixed poinr z the value 1. This yields for the measure
Al the representation

M(x) = = log(x). (G)

INepler takes for the constant z in his papers different values. In the EXEMPLUM
SECTIONIS he takes for z_the value 10%°, in the DEFINITIO the value 1000. and
finally in the logarithmic tables and in the Supplementum (see [Kepler 1625]) the
value 107 . Thus Kepler's mensura is. up to the decimals the function of the
natural logaritms. In his DEFINITIO (see [Kepler 1625], p. 297) he introduces
his "Logaritmus” as
Lily) = (2)
Yy
hence if z = 107 ;
Li(y)=10"" log%—-
All the propositions, examples, corollaries and remarks between Postulatum I
([Kepler 1625], p. 280) and DEFINITIO build the proof that the measure M
can be computed in a unique way. That is, Johannes Kepler gives a constructive
proof of existence and uniqueness of the solutions of the functional equation (2).
In order to do this, he proves many of identities and inequalities and uses the same
tricks as they are used nowaday in the elementary theory of functional equations.

The style of the representation of the mathematics in the ”Chilics logarith-
morum” scems sometimes to give rise for doubts, how to interprete the particular
statements. Sometimes these doubts come from the fact that Johannes Kep-
ler really introduced new things, for those the vocabulary was not founded. He
personally writes in the ”Chilias”: At cim in re insolatd laboremus penuria vo-

cabulorum™®.

On the other hand, in generally the formulation of the mathematical state-
ments and their proofs is astonishingly clear. So, if there is some vagueness in the
representation of some statements, then this may also have its origin in the very
complicate history of printing of the logarithmic works of Johannes Kepler. For
more details of the history of Keplers logarithmic works see [Hammer], p. 461ff.
and 469ff., [Naux], p. 128ff. [Belyj Ju.A. and D. Trifunovic] and [Gronau).

Concluding these explanations, finally one can say that Johannes Kepler was
the first, who introduced the real function of the natural logarithm, he called
it "mensura”. He propound a functional equation for it, and solved this funec-
tional equation in the constructive way, showing how to compute the values of

the solution of this functional equation.

§ Unusual things effort more work due to the lack of denominations.
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CANAK
BINICE RICHTUNCEN IV on0d OJISTCRISCLYY DU /IcrLurg
TINERL TPRORIE LR WICHTATAIANTISCUEY FUY T TIeny

I Teil

Miles$ Canak

In der Theorie der analytisclhien Funktionen einer komplexen Ver-
&nrderliche spielexf die felgenden Eigzenschaften eine wichtige ilnlle,
I/ Iteeller und imagindrer Teil der aunalytischen Funktien f(z) =
= u(x,y)+ iv(x,y) geniigen den ledingungen von Cauchy-Riemann

uy =v;, , u;,::—v); , (1)
/Analytizit'zit im Sinne veon Riemann/.

II/ Analytische Funktien f(z) geniigt der einfachsten komplexen
Differentialgleichung

tz =0 . (2)
I1I/ Analytische Funktion f(z) geniigt der CAUCHYschen Integralformel

1 f £(t) dt _ {f(z) , zeDT

21 t -z 0 ze b~ (3)

L
wobei L eine glatte,geschlossene Kontur ist,die die kemplexe Ebene
auf das innere Gebiet D% und sussere Gebiet D teilt.Das Integral

vem CAUCHYschen Typus

Flz)=—2 J ) at . (4)
2Ti t -z
L

ldngs einer glatten,geschlessenen oder nichtgeschlossenen Kentur L,

stellt eine analytische Funktion in der ganzen komplexen Ebene ausser
der Punkte auf L dar/Analytizitdt im Sinne von Cauchy/.

IV/ Analytische Funktion f(z) li#sst sich als Summe einer konvergen-

ten Petenzreihe oo
_ _ n
f(z) = E e,z - z) (5)

darstellen/Analytizitdt im Sinne von Weierstrass/.
V/ Wenn die Funktion f£(z) im Punkt z,
siert sie in diesem Punkt eine kenforme Abhildung,

analytisch ist,so reali-

VI/ Vektorfeld einer analytischen Funktion ist gleichzeitig poten-
tiell und solenoidisch/LAPLACEsches Feld/.
Auf Grund dieser Eigenschaften kann man in 6 Richtungen eine

Theorie der nichtanalytischen TFunktieuen ausbilden,
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I/ Dbie Bedingungen (1) stellen das einfachste,elliptische Glei-..
chungssystem dar.E,Beltrami /1567/,/siehe [11 / eab die Idee,dass
man durch Verallgemeinerung dieses 3ystems auch andere Xlasse der
komplexen Funktionen erhalten kann,E,Picard /1891/,/siehe [2] / un-
tersuchte die Systeme der Form

v! = an' I b an! !
x =an. + buy , vy =cuy d-duy ’ (6)

wohei die Kogffizienten‘ a(x,v),b(x,y),c{x,y) und d(x,y) der Bedin-
gung (a-d )~ + ch < 0 geniigen,

Diese Idee entw1cke1ten weiterhin L,Bers,A.Gelbart [3] ,I.Vekua
[ﬁl und G,i0lo%ij [5] .5ie haben die sgn. Z -monogenen,p-analyti-
schen,/p,q/-analytischen und verallgemeinerten analytisclher Funktio-

nen durch folgende Definitionsrelationen

Nl 1 '

6'1(.\)ux = "l'_'l(y)vy , 6'2(vx)uy = - ’E’2(x)v}; s / =/
¢ _ 1 ! P _ 1

x = Yy o Uy EopVx /v

pu’ +qu - v! =0 - on’ ! ! _
- v " Yy , iy + pug 4 vy =0 /p,a/
P !

u vy..au—}-bv-f-i’ , u;+vx=cu+dv+g / v/

eingefithrt,wvobei p,q,a,b,e,d,f,g gezebene Funktionen von x,y sind
die den bestimmten Bedinsungen reniisen,Alle diese Funktionen besitzen
zahlreiche Eigenschaften,die den entsprechenden Eigmenschaften bei den
analvtischen Funktionen analog sind,

Eine weitere Entwicklung in diesem Richtung fiilhrt uns zum Auf-
bau eiuer zeitceniyssischen Theorie der elliptischen Systeme von Tar-
tialgleicihungen,iese Systeme haben einerseits eine grosse tiieoreti-
sche Jedeutung,Andererseits sind sie in vielen Gehieten der Miechanik,
Ihysik nnd Technik anwendbar,Bine wiechtize .lolle spielt hier die Then-
rie der sandwertaufoaben flir die ellintischen Systeme.Aueh dic iuro-
slawischen Zrforschier haben ihre Erretnisse zu dieser Theorie seveben

/«iehe 3,rempl [6],?_Mnlevié [TI,H,énnak [S] /.

11/ A der Menme der fempleoxen fanictisnen  w(z, ) zu(x,vi+iv(x,v)
o 1 G,lulw\bqv/l“LW/,,\LPne [ ] [7(] [ll] / den servator

ow = u' - i V' = 2w/ 7

¥ ~ + ( + ll ) 2y e (/)

ein~etiiart,und niltzte denselien zur Intevration verschiedener Hw-

10

stere dor Differential-leichuncen die in sder mathewnntischen Thysisw
iid it ovier Blastizititstaecerie erscheinen,
D, ewpein /1912/,/siche [12] / suchile eine solcue foruel ddie

der CAUCIYschen Integralfermel filr die analytischen Funkiionen ana-
log ist,und icam zum Ausdruck
. 1 1
I = lim ——— w(z)dz (s)
=00 w (G ) 21

n r|

wehei m (Gn) den Fliicheninhalt des Gebietes G lbezelchuet und

n

die Schreibweise 1 —s oo die Tatsaciie ausdriicict,dass sich die fur-
ve r unter Abnahme ibrer Lénge auf einen Tunikt 2z zZusammen-

zielit.Dieser Ausdruck wurde als areolire Ableitung der nichtanalyti-
schen Funktion w(z) genaunt.A.Bilimovié/l953/,/siehe [12} /hat den

Berriff der Abweichung einer nichtanalytischen Funlktien w(z,Z ) =

= u(x,y)riv(x,y) von Analytizitdt,als Vektor

?:gradu-ﬁ-?xgradv = (9)
= Qug - v B g+ ) B
/B=(uy - v yrilug + vy )/
eincefiihrt,wobei E’: g? * E? Velttorprodukt der orthogonalen Ein-
heitsvektoren E; und E: Est.

Uenn die areolédre Abieitung'von Tompeiu dem Operator 1) propor-
tional ist und D =B,se ist klar,dass Kolessov der erste Erfor-
scher war,der den Operataor D eingefiihrt hat.

Yeiterhin zeigte Kolessov dass sich die komplexen Differential-
sleichungen der Form

F(E,w,Dw,D(2)w D(n)W') =0 (10)
auf eine dhnliche Art und Weise wie die gewthnlichen Differential-
gleichungen

F(x,y,y’,y" e yfn)) = 0 (11)
l¢sen kionnen.Bei Ubergang ven der gewighnlichen Gleichung auf die kom-~
plexe Gleichung soll man anstatt .x die Verinderliche Z/2 ein-
setzen,anstatt der cewghnlichen Ableitung y! die areolére Ableitung
D nehmen und beliebige Konstante mit beliehiger analytischen Funk-
tion vertauschen,

Jugoslawische Erforscher D.Mitrinovié,S.Fempl,J.Kecki¢,D . Dimi-
trovski,M,Canak,B.Damjanovié und N.Ralevié hahen auch ihre Lrgeb-
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nisse zu dieser Theorie seseben,.,3ie untersuchten verschiedene llas-
sen der nichtanalytischen Funktionen,die die allgemeinen Losungen
einiger komplexen Differentialgleichungen darstellen.lusserdem haben
D Mitrinevié¢ und J.Ke8kié eine kleine Geschichte der nichtanalyti-
schen Funktionen geschrieben/siehe [14],[15] /5.Fempl [16] und J,
Kedkié [17] haben gezeigt,dass die allgemeine Losung der komplexen
bifferentialgleichung

D(n)w 4 alD(n_l) W4... +a

n-1 Dw -}-anw = 0
mit der analytischen Koeffizienten a, = ar(z\ ,/k =1 ...
AY

folecende Form
W, i«
Z.cplz).e
. Kz=4 k
besitzt,wobel ¢ (2),/k =1

sind und

W

-

(15)
R V4 heliebige,analytische Funktionen
rk(z) die Losunren der charakteristischen Gleichung

n-1 + n-

st a.s a,s 2+ —\-a' s = 0 11)
+ 2 A n-13 ¥ 3, = (14

darstellen,V,Gabrinovié¢ hat diese Funktionen als netaanalytische funik
[18] /.
Im speziellen Fall /a, (z) =0, ¥k =1,2 ... n/ reduziert sich die
Gleichung (12) auf die sgnlpolyaualytische Gleichung
p(m) 4 = 0 . (15)
In seiner Arbheit [19] /1951/ definierte ¥.Theodorescu die sgn,areold-
ren Polynome als Lysung der Gleichung (15) unt zeigte dass sie die

o rn

tionen genannt/siehe

PN
=
o)}

p

n-4
w(z,Z) = 2 Z'.c(2)
N
K=o
hesitzen,wohei c, (z) heliebire analvitische Funkticnen sina,
IxS
Weitere Detrachtungen in dieserRkutung fiiiren uns zur Aufhau

einer Theorie der partiellen komplexen Differentialgleichungen/siehe

z.n.[zo] /.

[1] Beltrami Y,,"Uelle variahili conplesse sopra una superficie qua-

lunue, Ann,?

. . 3 L . .
[2] sileard S, Monr une ccneralication des equaticns e
dles fonetinas ifuse variohle complexe,C, G lend, 30l aris 112/1501/,

30-1403,

15
[5] wers L. meimart Ao, men

. - .
la 1lherrie

a class of Tunctiens defined hy partisd

dilfTerential ctuuntions’
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: B b . o =i 2 ¥ =
y frans arer.athiae, 3n/10nl G7an

I | v

(12 )pu
n/ die -
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"ARCHIMEDES'S COMPUTATION OF I ,

A CLARIFICATION"

by Peter L. Griffiths
Qutline

Archimedes's "On the Measurement of the
Circle" is divided into two sections, the
circumscribed -section purporting to compute the
upper limit for T0  and the inscribed section
purporting to compute the lower limit for T\ .

Most of the fractions in "On the Measurement
of the Circle" are either cotangents or cosecants of
the angles 30°, 5%, 71°, 32° and 17,89,

The denominators of the fractions in the
circumscribed section are all 153, whereas the
denominators of the fractions in the inscribed
section are mostly 780.

In the circumscribed section the fraction for
V/?‘ is %g% < ij- , Whereas in the inscribed
section the fractiom is lﬁg%l > J3 - T.L. Heath
complains that Archimedes gives no explanation as to
how he arrived at these fractions.

Archimedes uses only one formula for both
sections namely the cotangent half angle formula

which can be variously expressed as

a a
cot 5 + cosec = cot T or

cot

ol
+
—
+
o
o
r

N
[}
Q
o
ct

=

IEERREERRERRREEI
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which is an iteration or recursion formula in that
the cot % result of one calculation can be used as
the data of the next calculation. The proof of this
formula makes use of a proof in Euclid's Elements
book 6 proposition 3, namely that a line bisecting
the angle_of a triangle will cut the opposite side
in the ratio that the other two sides bear to eacn
other.

In theory only one instead of two applications
of the cotangent half angle formula should give the
upper and lower limits for 7T . The reason for the
two separate operations was the inaccuracy of
Archimedes's fractions particularly the fractions
for V/E_. Archimedes did not work in a decimal
system.

Application of the <cotangent half angle

formula gives 2%3§§£§§ as 31/7 as the upper limit

in the circumscribed section. The lower limit for
v in the circumséribed section would be

5%3%5%53 which is 3.1394678.

In the inscribed section Archimedes computes

. . /
the lower limit of I\ as 920?726 as 310/71_ The

upper limit for 7T. in the inseribed section is

computed as 96 x 66

A 6 which is 3.142597, but this is
2016 '/

below 31/7 obtained as the upper 1limit in the
circumscribed calculation, and so 31/7 is regarded

as the upper limit for both methods.
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In the circumscribed section, Archimedes has

265 for /3 , and in the inscribed section he has

1351
780"

It seems that Archimedes obtained both these
fractions for fo' from square root tables which
were probably constructed either by himself or under
his supervision.

Archim;des would multiply by 3 the items in
the square column of his tables and then compare the
product with other higher figures in the square
column.

1532

23409 which when multiplied by 3 is 70227.
2762 = 70225.

This is a difference of 2 in T70225.

7802 = 608400 which when multiplied by 3 is 1825200.
13512 = 1825201.

This is a difference of 1 in 1825200.

Archimedes at each stage in his calculations
had to have a method of finding square roots. The
methhod he seems to have employed was the use of
tables showing the squares of integers from 1 to

3000.

References

Dijksterhuis,

Heath, T.L.

Ver Eecke, P.

January 1989

E.Jd.

1987

1987

1921

1960

GRIFFITHS

Archimedes (1st printed
1956 by E. Munksgaard)
Princeton University Press

The Works of Archimedes
Ccup

A History of Greek
Mathematies Vol 2, 1982
Dove Publications, New
York

Les Oeuvres Compl%tes
d'Archiméde

Vol 1 pages 127-134

Albert Blanchard

17



TOEPELL

18

Konstruktionen des verlorengegangenen Mittelpunktes von Euklid bis Hilbert

Michael Toepell, Minchen

Das Konstruieren spielt in der Geometrie eine besondere Rolle. Euklid (um

300 v.Chr.) beginnt in seinen Elementen [8] nach Angabe der Voraussetzungen
mit Konstruktionsaufgaben. Die ersten vier Bilcher enthalten neben 77 Lehrsat-
zen immerhin 38 Konstruktionsaufgaben. David Bilbert beschliept 1899 seine
Grundlagen der Geometrie [14] mit einem eigenen Kapitel dber geometrische
Konstruktionen. b

Wihrend Buklid mit Zirkel und Lineal konstruiert, bemithte man sich im Laufe
der Zeit - wie das ja Mathematiker gern tun - die Hilfsmittel immer weiter
einzuschrinken. Man mochte nicht nur fragen, welche Einschrinkungen hier von
vem vorgenommen wurden, sonderm auch: An welchem Problem lieBe sich diese Ent-
wicklung zusammenfassend darstellen?

Buklid beginnt seime Kreislehre [8; Buch III) mit der Aufgabe, den verlorenge-
gangenen Mittelpunkt eines Kreises zu konstruieren. Gerade dieses ilberschauba-
re Problem hat immer wieder zur Vereinfachung der Hilfsmittel angeregt. An ihm
soll die historische Entwicklung elementarer geometrischer Konstruktionsmetho-
den von Buklid bis hin zu den zirkel- und linealgeometrischen Lésungen des 19.
und 20.Jahrhunderts verfolgt werden.

Eine heute in der Schulgeometrie Gibliche Vorgehensweise ist etwa die folgende:
Aufgabe: "Zeichne mit Hilfe einer Tasse einen Kreis. Konstruiere den Mittel-
punkt dieses Kreises.” [4; §.74/12)]

Lésung: "Man konstruiert zu 2 Sehnen die Mittelsenkrechten. Ihr Schnittpunkt
ist M." [5:; S.14)

]

W

1. Konstruktionen mit Zirkel und Lineal bei Euklid

Bei Euklid heipt es in der Ubersetzung von Clemens Thaer ([8; III,§1 (Aufg.l)]:
"Zu einem gegebenen Kreise den Mittelpunkt zu finden." Dabei versteht Buklid
unter einem Kreis nicht nur die Kreislinie, sondern die gesamte Kreisfl&che.
Im ersten Buch hat Buklid die Grundlagen einer Theorie der geometrischen Kon-
struktionen zusammengestellt (wie etwa die Konstruktion einer Senkrechten oder
eines Streckenmittelpunktes). Zwar gab es Konstruktionszeichnungen, wie sie
etwa Architekten angefertigt haben, schon friher, etwa in den Kulturen In-
diens, Mesopotamiens oder Agyptens - Reste davon sind auch erhalten. Doch gibt
es keine Hinweise darauf, dap vor den Griechen das Konstruieren zum Gegenstand
einer Theorie gemacht wurde (Gericke in (11; §.127]).

Das noch heute in der Schulgeometrie vielfach gepflegte Bemihen, dabei
méglichst nur Zirkel und Lineal (ohne Skala) zu verwenden, wird auf Platom
(429 - 348 v.Chr.) zurickgefiihrt. Platon tadelte, einer Uberlieferung zufolge,

SRR R
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die Benutzung weiterer Konstruktionshilfsmittel, wie sie etwa auch Gelenkme-
chanismen darstellen. Dadurch wirde das Gute an der Geometrie zerstért, denn
der Sinn der Geometrie bestehe gerade darin, zu zeigen, wie alle Figuren aus
Geraden und Kreisen entstehen [11; S.89].

Zur Ldsung der genannten Aufgabe gibt Euklid folgende Konstruktion an [8: III,
§ 1 (Aufgabe 1)]:

Man zeichne einé beliebige Sehme, errichte in ihrem Mittelpunkt die Senkrech-
te, die den Kreis in zwei Punkten schneidet und bestimme den Mittelpunkt die-
ser neuen Sehne.

Mit gutem Grund 196st und begrindet Euklid diese Aufgabe am Beginn seiner
Kreislehre (Buch III). Sie wird in den Beweisen von Buch III und IV ungewdhn-
lich haufig angewendet. E. Neuenschwander hat in seinen Untersuchungen dber
den mathematischen Aufbau der ersten vier Bicher der Elemente die 23 entapre-
chenden Propositionen zusammengestellt (21; S.337]. Wir sehen hier, was fir
eine Rolle diese Aufgabe fiir die Kreisgeometrie spielt.

Buklid 16st auch dem Fall eines beliebigen Kreisbogens [8; III,§ 25 (Aufg.3)]:
Man zeichne wieder eine beliebige Sehne, etwa AB, und errichtet in ihrem Mit-
telpunkt D die Senkrechte, die den Bogen in C schneidet. Der Winkel ACD wird
in A an AC angetragen. Sein freier Schenkel schneidet sich mit der Geraden CD
im Kreismittelpunkt E.

Aus vérschiedenen Gr”unden wird angenommen [21; S.370], dap unter anderem
diese Aufgabe zwar in Euklids Elementen dberliefert wurde, jedoch nicht von
Euklid selbst, sondern aus etwas spiterer nacheuklidischer Zeit stammt.

2. Konstruktionen bei konstanter Zirkeldffnung im Nittelalter
Lésungen des Arabers Abu al-Wafa'

Neue, weitere LOsungen enthilt das im 10.Jabrhundert verfapte Buch dber das,
vas ein Handverker an geometrischen Konstruktionen benétigt des Arabers Abu
al-¥Wafa' (940 - 997) ([15].

Abu al-Wafa' gibt bei der Komstruktion des fehlenden Mittelpunktes neben der
Lésung von Euklid noch 2wei weitere am, die sich, wie der Autor hervorhebt,
sogar mit konstanter Zirkeldffnung ausfiihren lassen. Dadurch fand Abu al-
Vafa's Werk besonderes Interesse (s. Kutta in seiner Geschichte der Geometrie
mit konstanter Zirkeloffmung {16; S.74ff]). Fir diese Ldsungen milssen sich
natirlich auch seine zvei Grundkonstruktionen (Errichten einer Senkrechten,
Halbieren einmer Strecke) mit konstanter Zirkeléffnung durchfihren lassen:

(I) Un in A auf einer Geraden AB das Lot zu errichten, ([15; 5.60 (I/7)1; [16;:
§.75/1.]), tragt man die gegebene Zirkeldffnung von A aus auf AB an und erhilt
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den Punkt C. Uber AC errichtet man das gleichseitige Dreieck ACD und verlan-
gert CD um sich selbst bis E. Dann ist AE das gesuchte Lot.

(2) Um eine Strecke AB in zwei gleiche Teile zu teilen ({15; s.62 (11/2)];
{24; (1986) S.640/1.a]), errichtet man in A und B die Lote, trdgt darauf in
entgegengesetzten Richtungen die Zirkeldffnung ab und erhdlt C und D. Die
Strecke CD halbiert AB in E.

Um nun damit den fehlenden Kreismittelpunkt zu komstruieren, stitzt sich Abu
al-Wafa' auf den Satz-des Thales:

Man beginnt wieder mit einer beliebigen Sehne AB und errichtet in einem ihrer
Endpunkte, etwa in A, das Lot (I). Es trifft den Kreis in C. Die Mitte von BC
(2) ist der gesuchte Kreismittelpunkt [15; S.65(II/10)]: [24;(1986)5.641/7.a)
Abu al-Wafa's zweite Zusatzlésung setzt nur einen kleinen Bogen voraus:

Zu zwei beliebigen auf dem Bogen gelegenen Punkten A und B bestimmt man (1,2
den Mittelpunkt D des zwischen ihnen liegenden Bogenstiicks. Man erhilt den
Punkt C als Schnittpunkt der in A und B errichteten Lote (1) auf AD und BD.
Die Mitte (2) von DC ist der gesuchte Kreismittelpunkt ([15; S.65(II/11)];
[24; (1986) S.642/7.b].

Die weitverbreitete Lésung der Inkunabel "Geometria deutsch" (um 1484)

Unsere heutige Mittelpunktskonstruktion mit Hilfe der Mittelsenkrechten zvweier
Sehnen findet sich in der um 1484 anonym erschienenen Inkunabel Geometria
deutsch [10]), einem der dltesten geometrischen Drucke. Hierbei kommt man
ebenfalls "mit unverrucktem zirckel”(10; §.2r] aus.

Auch Albrecht Diirer geht 1525 in seiner Underweysung der messung [7] so vor,
wenn er die Aufgabe 18st: "Es wirdet von notten seyn / das man wyf einem
zirckeltrum seyn Centrum oder mittelpunckt zu finden."

Einige axiomatische Uberlegungen

Das Konstruieren mit konstanter Zirkeldoffnung entwickelte sich gegen Ende des
15.Jahrhunderts und in der ersten Halfte des 16.Jahrhunderts zu einer besonde-
ren Liebhaberei ([12; $.8-11 (= § 7)}. 1547 glaubte Ferrari in Zusammenarbeit
mit Cardamo gezeigt zu haben, dap sich sowohl alle Aufgaben als auch die Lehr-
satze Buklids mit dieser eingeschrinkten Voraussetzung konmstruieren bzw. be-
weigsen lassen [16; 5.80-86). Heute wird der Dine Georg Mohr (1640 - 1697, be-
kannt durch die allein mit dem Zirkel konstruierbare Geometrie) als derjenige
angesehen, der das Problem 1673 in seinem Compendium Euclidis Curiosi [19]
tatsidchlich allgemein ldste.

Warum reduziert man die Konstruktionsvoraussetzungen? Neben dem praktischen
Grund, etwa den Zirkel nicht verstellen zu milssen, wire folgende allgemeinere
Uberlegung denkbar:

Eoklid stellt in seinen axiomatisch aufgebauten Elementen neben seinenm Defini-
tionen und Grépenaxiomen finf Postulate auf. Er mdchte natiirlich keine unndti-
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gen Forderungen aufstellen. Die Postulate sollen voneinander unabhdngig sein -
ohne das man das so formuliert hédtte (die Entwicklung der Frage nach der Unab-
hingigkeit wurde in ([25] untersucht). Das Bemilthen, das etwas umstdndlich anmu-
tende tinfte Postulat (das sogenannte Parallelenpostulat) zu beweisen, fihrte
im 19.Jahrhundert zum Aufbau der nichteuklidischen Geometrie und schlieflich
1899 zu einem formal-deduktiven System, wie es Hilbert in seinen Grundlagen
der Geometrie aufgestellt hat (zur Entstehung siehe [26]).
¥Wie Bourbaki bemerkt [6; S.27} “"hatten die Nachfolger und Kommentatoren Eu-
klids auch versucht, noch andere Postulate zu beweisen." Das Ziel, beim Beveis
der Lehrsadtze mit mdglichst schwachen Voraussetzungen auszukommen, legt nahe,
dies auch auf die Konstruktionsaufgaben auszudehnen.
Das dritte Postulat fordert (8; S.2],

“"dap man mit jedem Mittelpunkt und Abstand dem Kreis zeichnen kann."
Eine Einschrinkung wire nun, dies nur fir einen konstanten Abstand zuzulassen,
d.h. eine Geometrie mit konstanter Zirkeloffnung aufzubauen, wie sie sich in
ersten Ansidtzen bei Abu al-Wafa®' findet und bei Mohr ausgefiihrt wurde.

3. Allein mit dem Zirkel ausgefihrte Komstruktionem
Lésungen von Mohr (1672) und Mascheroni (1797} - die Napoleonsaufgabe

Die beiden ersten Postulate Buklids beziehen sich auf das Konstruieren mit dem
Lineal. Stellt man die Frage, inwiefern sie eingeschrankt werden kdornen, so
wird man ebenfalls auf eine neue Geometrie gefilhrt - die Geometrie des Zir-
kels. In seiner 1672 erschienenen Schrift Euclides danicus [20; S.III] gelang
es Georg Mohr, die Konstruktionen Euklids systematisch allein mit Hilfe des
Zirkels auszufilhren. Natirlich mup man sich dann damit zufrieden gebem, ge-
guchte Geraden nur durch zwei Punkte festlegen zu konnen. Dadurch wird die
Konstruktion des Schnittpunktes zweier Geraden oder einer Geraden mit einem
Kreis etwas aufwendiger. Mohrs umfangreiche LOsung unseres Problems beruht auf
der Komstruktion der viertenm Proportionalen [20; S.16f].

Die Schrift von Mohr blieb bis zur Neuherausgabe 1928 durch Hjelmslev [20] so
gut wie verschollen, so dap der Autor der 125 Jahre nach Mohr erschienenen
Geometria del Compasso (1797) lange Zeit als der Urheber der allein auf Zir-
kelkonstruktionen beruhenden Geometrie galt: Loremzo Mascheroni (1750-1800).
Zu Beginn seines zehnten Buches [18; 5.136-138) gibt er eine zielstrebige
Ldsung unseres Problems ohne Verwendung des Lineals am.

Mascheroni hat seine "im Jahre V der franzdésischen Republik" (Pavia 1797)
erschienene Geometria del Compasso dem Feldherrn Bonaparte (1769-1821), dem
spateren Kaiser Mapoleom, gewidmet. Etwas merkwiirdige Umstinde fihrten dazu,
dap unser Mittelpunktsproblem schlieflich als Napoleonsaufgabe im 20.Jahrhun-
dert bekannt wurde [9; S.322][27; S5.229f].
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Zirkelgeometrische Konstruktionsvarianten

Eine weitere zirkelgeometrische Ldsung, die auf der Inversionm am Kreis beruht,: :
gibt Auvgust Adler (1863-1923) 1890 in einem Aufsatz Zur Theorie der Maschero-
nischen Constructionen [3} an. Adler, der damals als Lehrer in Klagenfurt
tdtig var, publizierte ihn in den Sitzungsberichten der kaiserlichen Akademie
der Wissenschaften Wien (Zusammenfassung in seinem Buch Theorie der geometri-
gchen Konstruktionmem [1; S.117f]). Die Inversion transformiert alle nicht
durch das Zentrum gehenden Geraden und Kreise stets in Kreise. Dies erlaubt,
Probleme der Linealgeometrie (eim Ausdruck von Johann Heinrich Lambert (1728- |
1777) [17; S.370 und 412]), wie etwa den Schnitt zweier Geraden, auf solche
der Zirkelgeometrie zu ibertragen. Die elegante Ldsung unseres Problems wird
dem franzdsischen Ingenieur Descubes (1885) zugeschrieben.

Den inneren Zusammenhang zwischen dieser Ldsung und derjenigen von Mascheroni
hat Herbst 1909 dargestellt [13; S.30). Berbst gibt dariiberhinaus mehrere wei-
tere allein mit dem 2irkel komstruierbare Losungen unseres Problems an [13;
§.27£).

4. Linealgeometrische Konstruktionen
Mit festem Hilfskreis (Lambert 1774 und Steiner 1833)

Verzichtet man auf das dritte Postulat Buklids, so wird man auf die allein mit
dem Lineal méglichen Konstruktionen gefithrt. Lambert stellte 1774 in seiner
Freyen Perspective die Aufgabe, eine Geometrie aufzubauen (die erwihnte
Linealgeometrie), "wenn man unter Ausschluss des Zirkels sich nur den Gebrauch
des Lineals erlaubt.”"([17; $.370]

Er erkannte, da$ dann nur ein Teil der Konstruktionsaufgaben Buklids losbar
sind. Lambert schldgt daher vor, zusdtzlich lediglich einen festen Kreis mit
seinem Mittelpunkt als gegeben vorauszusetzen. Poncelet (1822) (22] und - in
besonders sorgfdltiger Form - Jakob Steimer (1833) [23} haben diesen Gedanken
weiter entwickelt und gezeigt, dap damit nun alle mit Zirkel und Lineal kon-
struierbaren Aufgaben ebenfalls ldsbar sind. Die Aufgabe, den Mittelpunkt
eines Kreises unter diesen Voraussetzungen zu konstruieren, tritt hier zwar
nicht explizit als Aufgabe auf, ldpt sich aber dennoch unschwer lésen [27;
S.236ff].

Mit Parallel- und Winkellineal (Adler 1890)

1890 verdffentlichte Adler ebenfalls in den Wiener Sitzungsberichten eine
Arbeit Uber die zur Ausfihrung geometrischer Construktionsaufgaben zweiten
Grades nothwendigen Hilfsmittel [2). Er zeigt darin, dap statt eines Zirkels
jeweils ausreichend wédren:
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- das Parallellineal, d.h. das Lineal unter Bericksichtiqung seiner Eignung
zum Konstruieren paralleler Geraden konstanten Abstands oder

- ein rechter Winkel oder

- ein fester schiefer Winkel.

Adler gibt keine explizite Ldsung unseres Problems an. Sie 1&pt sich aber
leicht selbst finden; etwa
- bei gegebenem Parallellineal:

a) falls der Parallelenabstand a kleiner als der Kreisdurchmesser d ist,
ergibt sich, wenn man die Geraden in numerischer Reihenfolge zeichnet,
zuletzt der Kreisdurchmesser dj; analog wird d2 konstruiert. Beide
schneiden sich im gesuchten Kreismittelpunkt (Abb. 1).

b) falls a 2 d, konstruiert man so lang Parallelen im halben Abstand
("Mittelparallelen"), bis eine von ihnen den Kreis zweimal schneidet.
Weiter wie in a) (Abb. 2).

Abb. 1:

N |

Abb. 2:

A

- bei gegebenem rechten Winkel: - bei gegebenem spitzen Winkel:
(analog wird amschliefend dp
konstruiert) Abb. 3:

(die Geraden 2,3,4,5 bilden eine Raute,
daher ist d; Kreisdurchmesser; analog
anschliefend d3) Abb. 4:
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Mit Streckenibertrager (Hilbert 1899)

Die genannten Arbeiten von Adler machten gegen Ende des 19.Jahrhunderts auf
neue Konstruktionsmbglichkeiten aufmerksam. Auch Hilbert kannte sie (wie einer
Notiz in Hilberts Exemplar seiner Vorlesungsausarbeitung Elemente der Euklidi-
schen Geometrie vom Mdrz 1899 zu entnehmen ist). In seinen Grundlagen der Geo-
metrie (1.Auflage Juni 1899) untersucht Hilbert im Abschlupkapitel (iiber des-
sen Entstehung siehe [26; Kap. 5.9 und 6.7]) linealgeometrische Konstruktio-
nen. Statt neben dem Lineal einen gegebenen Hilfskreis mit Mittelpunkt voraus-
zusetzen, 13apt Hilbert einen Streckenilbertrager zu - ein dem Stechzirkel ent-
sprechendes Instrument zur Ubertragung von zunichst beliebigen Strecken.

Mit Hilfe von zwei Gruiidaufgaben (Konstruktion der Parallelen durch einen
beliebigen Punkt und der Senkrechten zu einer gegebenen Geraden) 14pt sich
auch hiermit ein Sehnenrechteck und damit der verlorengegangene Mittelpunkt
konstruieren. Aufgrund von Anrequngen Hilberts haben Schiller von ihm die
Theorie der geometrischen Konstruktionen weiterentwickelt {27; S§.240]}. Spéater
kamen systematisierende modell- und beweistheoretische Gesichtspunkte hinzu.
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"Mathematik & la Philosophie - Philosophie & la Mathematik:
ein historischer {Iberblick"

Knut Radbruch {Kaiserslautern)

Zwischen Mathematik und Philosophie bestehen seit der klassischen Antike
vielfdltige Interdependenzen. Oft hat eine Analyse der Grundlagen in einer
der beiden Disziplinen neue Entwicklungen in der anderen Disziplin hervor-
gerufen. Auch der umgekehrte Denkweg ist begangen worden: Entwicklung
und Wandlung der einen Wissenschaft hat zu einer Neubesinnung der Be-
grindung gerade :n der anderen Wissenschaft herausgefordert. Mitunter
haben ungelbste oder unl&ésbare Problemstellungen hier neue Produktiv-
kraft dort freigelegt: zu anderen Zeiten haben sich beide Disziplinen in
wechselseitiger Forderung und Férderung entfaltet. Die Konstellation in
Mathematik bzw. Philosophie hat also vielfach die Konzeption von Philoso-

phie bzw. Mathematik entscheidend mitgeprigt.

Dabei taBt sich im historischen Riickblick deutlich erkennen. daB nicht eine
der beiden Disziplinen eine durchgidngig dominante und fiihrende Rolle ein-
genommen hat und die andere nur im Schiepptau oder gar am Gangelband
mitgezogen worden ist. Beide Partner haben einander gegeben und von-
einander genommen. Dariiberhinaus ist nicht zu sehen. wie eine der beiden
Wissenschaften ohne die standige Herausforderung und Stiitzung durch die
andere sich in der Weise hidtte entwickeln kdnnen. wie das in den vergangenen
zwei Jahrtausenden geschehen ist. Mathematik und Philosophie haben sich in
einem stets fruchtbaren Spannungsverhiltnis nicht nebeneinander sondern
miteinander entfaltet - diese Interdependenz ist eine wichtige Komponente

in der Konstitution und Wesensbestimmung fiir jede der beiden Disziplinen.

Es soll hier mit Blick auf Werk und Wirken einiger maBgebender Denker
exemplarisch illustriert werden. wie Mathematik und Philosophie untrennbar

miteinander verwoben und also bedingungslos aufeinander angewiesen sind.

1. Platon
Platons Denken enthalt Einsichten und Aufschliisse iiber die Interdependenz
von Mathematik und Philosophie. welche durch den Reichtum der einge-

arbeiteten Beziige und die innere Konsequenz der vielfiltig. jedoch nicht
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systematisch ausgearbeiteten Wechselbeziehungen als MafBstab fiir jede

Begegnung von Philosophie und Mathematik angesehen werden miissen.

Gerade in jingster Zeit haben Philosophen. Philologen und Mathematiker in
einem konzertierten Forschungsverbund neue Erkenntnisse iber Mathematik

und Philosophie bei Platon gewinnen kénnen.

a) Platon hat seine Ideenlehre offensichtlich mit Blick auf Mathematik
konzipiert: So schreibt Patzig: "Wir kénnen annehmen., daB Platon am
Beispiel der Geometrie etwas aufgegangen ist, das er in der Ideenlehre

festhielt."”

b) In der von ihm gegriindeten und geleiteten Akademie hat Platon intensiv
mit Mathematikern zusammengearbeitet und dabei Impulse fir die ma-
thematische Forschung gegeben. Gaiser spricht von einer "splatonischen
Reforme« der Mathematik, deren Ergebnisse sich in den »Elementen«

Euklids niedergeschlagen haben.”

c) Platons Studien der Mathematik haben Inhalt und Form seiner Dialoge

stark beeinfluBt.

2. Nikolaus von Kues

Fiir den Cusaner ist Mathematik "ein Ritselbild, die Werke Gottes zu erjagen."”
Methodisches Hilfsmittel ist ihm dabei die konstruktive Approximation: man
kann ihn ohne Ubertreibung als Vorlaufer oder Urheber des mathematischen
Konstruktivismus bezeichnen. Da die von ihm vorgefundene Mathematik die
gewiinschte Hilfestellung auf dem Weg zu philosophischer und religiéser
Wahrheit nicht optimal leistet. widmet er sich selbst der mathematischen
Forschung und veréffentlicht insgesamt zwélf Abhandlungen zur Mathematik

- natiirlich gezielt mit genauem Blick auf seine Philosophie.

3. Leibniz

Bei Leibniz sind mathematische und philosophische Denkformen so mit-
einander verwoben und aufeinander bezogen. daB jede Frage nach Prioritédten
denoriginellen und produktiven Forschu ngsansatz v6llig verfehlt. Die ebenso
iiberzeugende wie folgenreiche Neukonzeption des Begriffspaars Quantitat -
Qualitédt ist Leibniz nur dadurch méglich geworden. daB er mathematische und
philosophische Argumentationen in einem komplexen Verbund mosaikartig

zusammensetzte.
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4. Kant

Die Literatur zur Beziehung von Mathematik und Philosophie bei Kant ist
Legion! Darf iiberhaupt noch auf ein Kérnchen neuer Einsicht gehofft werden?
Wenig beachtet wurde bislang eine Passage aus Kants Abhandlung, mit der er
sich 1770 um die ordentliche Professur fiir Logik und Metaphysik bewarb:
"Demnach ist die reine Mathematik, welche die Form aller unserer sinnlichen
Erkenntnis erértert, das Werkzeug zu einer jeden anschauenden und deutlichen
Erkenntnis; und weil ihre Gegenstdnde nicht allein formale Griinde aller
Anschauung, sondern selber urspriingliche Anschauungen sind,
bietet sie eine ganz wahre Frkenntnis und zugleich das Urbild héchster Evidenz
in anderen.” Von hier aus bietet sich ein Dialog an mit der transzendentalen

Deduktion und dem Schematismus. die beide im Brennpunkt gegenwirtigen

philosophischen Interesses stehen.

5. Hegel

Die Bedeutung der Mathematik fiir die Philosophie des Idealismus hat erst
in neuerer Zeit das Forschungsinteresse der Philosophen gefunden. Uber-
zeugende Ergebnisse liegen bislang nur in bezug auf Hegel vor. Toth meint
sogar: “Die Philosophie der Mathematik seines [Freges] Jahrhunderts ist
weder in den Grundlagen {der Geometrie] noch in den Grundgesetzen der
Arithmetik Freges sondern in Hegels Asthetik dargelegt.” Aber auch bei

niichterner Betrachtungsweise bleibt festzuhalten:

a) Es gibt enge Interdependenzen zwischen Hegels Dialektik und dem Be-

griindungsdefizit der Analysis im ersten Drittel des 19. Jahrhunderts.

b) Uber Hegels »Wissenschaft der Logik« gilt die Aussage von Wolff: "Eine
genaue Analyse der zweiten Auflage des Ersten Bandes zeigt sogar, daf

sie eine direkte Auseinandersetzung mit Cauchys Theorie enthalt.”

c) Es bestehen verbliiffende Verwandtschaften zwischen philosophischen

Argumenten Hegels und Denkformen der nonstandard-Mathematik.
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6. Schopenhauer

Sowohl in sein Werk als auch in seine (wenigen) Vorlesungen hat Schopen-
hauer ausfiihrliche Passagen iiber Mathematik eingearbeitet. Allerdings lesen
sich seine diesbeziiglichen Ausfiihrungen wie "Prolegomena zu einer jeden
kiinftigen Mathematik. die nicht als beweisende Wissenschaft wird auftreten
miissen.” Schopenhauer entwirft ein Bild von Mathematik, das in wesentlichen
Punkten vonder zu jener Zeit akzeptierten Mathematik differiert. Die Analyse
dieser Differenz ist philosophischrelevant. denn sie gibt Interpretationshilfen
und Einsichten sowoh! in die Methode als auch in die kunstvolle Architektonik
von Schopenhauers Philosophie. Dariiberhinaus sind die etwas exzentrischen
mathematischen Ansichten zumindest in didaktischer Hinsicht bis in die

Gegenwart anregend.

7. Weyl

Die Bedeutung Hermann Weyls als einem der einfallsreichsten Mathematiker
unseres Jahrhunderts ist unbestritten. Doch hat Weyl in vielfidltiger Weise
und mit starkem persénlichem Engagement auch iber die Mathematik
reflektiert wie sonst kaum einer seiner Kollegen. Kanitscheider meint:
"In verschiedenen Andeutungen Hermann Weyls, die Stiitzungen in der
Existenzphilosophie, Fundamentalontologie und Transzendentalphilosophie
erhalten, klingt durch, dafl der Konstruktivismus auch eine metaphysische
Wurzel besitzt.” Indem man Weyls Entwicklung und Wandlung in Mathematik
und Philosophie parallel in den Blick nimmt, gewinnt man Aufschliisse iiber
Abhidngigkeit und Unabhidngigkeit der beiden Disziplinen - zunichst im Denken

Hermann Weyls, dann jedoch auch intersubjektiv.

8. Heldegger

In neuerer Zeit riickt die Beziehung zwischen der Philosophie Heideggers
und seiner Einschidtzung der Wissenschaften wieder ins Zentrum der philo-
sophischen Diskussion. Dabei muB sorgsam unterschieden werden zwischen
dem jungen. noch stark von Husserl und Rickert geprigte Fundamental-
ontologen, dem Kant-Interpreten der zwanziger und dreiBiger Jahre sowie der
um Technik und Kehre bemiihten Philosophie des spiten Heideggers. In den
verschiedenen Stadien seines philosophischen Denkens hat sich Heidegger
immer wieder, jedoch mit sehr unterschiedlicher Akzentuierung, iiber

Mathematik geduflert.
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HILDEBRANDT

Rudolf Hildebrandt
D 7516 Karlsbad

Das sympathische Zahlentripel 3, 4, 5

Bei den mathematischen Vergniigungen meines Lebens als
Pensiondr hat sich die Beschidftigung mit diskreten Objekten
bewahrt. Dazu gehdren etwa die Folgen natiirlicher Zahlen und
Figuren, die sich zur Parkettierung eignen. Ich habe SpaP an
interessanten konkreten Spielarten, betreibe also keine
allgemeine zoologische Typenlehre, sondern untersuche
mathematische Buntspechte oder Okapis. Weiter bin ich der
ketzerischen Ansicht, dap wir i@ allgemeinen die
Axiomatisierung und die Beweisfast viel zu ernst nehmen. Von
Schilern habe ich gelernt, dapP mathematische Erfindung und
Einsicht ("Ecce!"™ sagten die Alten) viel wichtiger sind.
SchlieBlich ist es mir in einer Welt der geistigen Spaltung
sehr.- wichtig, Kohirenzen und Zusammenklinge (Sinfonien) in

vielen Gebieten des Denkens zu finden.

Das Zahlentripel 3, 4, 5 findet man zuerst bei
pythagoraischen Dreiecken. Haben Sie iGibrigens schon einmal
versucht, draufen im GelEn&e einen rechten Winkel nach Art
der alten Seilspanner abzustecken? Zu schdnen Par-
kettierungen eignet sich ein Dreieck, dessen Winkel sich wie
3 : 4 : 5 verhalten. Die reguldren und halbreguldaren Korper-
und Kugelteilungen haben es mit diesen drei Zahlen und ihren
Produkten zu tun, ebenso die einfachsten Gebilde in zwei,
drei und vier Dimensionen. Sicher fallen uns so berihmte
Mathematiker wie Omar Khayyam und Gauss bei Gleichungen
dritten, vierten und fiinften Grades ein. Wer als Lehrer mit
diesen Zahlen Freundschaft schlieft, kann leicht eine Fille
von geschickten Aufgaben mit guten rationalen Koordinaten
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stellen, so bei Geraden, Ebenen, Kreisen, Ellipsen und
Kugeln.

Das alles hingt damit Zusammen, dap wir es mit den drei
kleinsten Primzahlen zu tun haben. Mihelos 1apt sich das auf
die Musiktheorie lGbertragen, die bei den Intervallen beim
Takt, bei der Stimmenzahl und bei seriellen Techniken von
diesen drei Zahlen beherrscht wird. Die Menge der symbo-
lischen Beziehangen ist iiberwaltigend. Vielleicht hat der
verehrte Leser einmal die erste Seite von Bachs Matthaus-
passion aufgeschlagen. Dort im Eingangschor findet er
Triolen in Vierertakten, die zu je fGnf zusammengehdéren. Die
Deutung liegt nah, wenn man an die Drei als Symbol fiir das
Géttliche, die Vier als Zeichen der Welt und die Finf als
Schlissel fir den Menschen denkt.

Es folgt etwas genauer die Darstellung einer Zahlenfolge,
die 3, 4 und 5 enthilt. Ich habe Freude daran gehabt und
mache mich wegen meiner Leichtfertigkeit auf Schlage

"ernsthafter Mathematiker" gefaft, die ich dankend annehnen
werde,:

HILDEBRANDT

Besonders gefreut hat mich die Beschdftigung mit einer
Folge von natirlichen Zahlen, in der das Zahlentripel
3, 4, 5 vorkommt:

1 1 2 2 3 4 5 7 9 12 16 21 ...

Viva Fibonaccii Das Bildungsgesetz heiBt

g : + X
n o+ 3 n+ 1 n

Sehr bald scheint sich der Quotient von Nachbarzahlen

X4t X n einem Grenzwert Kk zu ndhern, der in
der Ndhe von 4 : 3 liegt. Setzt man versuchsweise die
Exponentialfunktion x n=¢-k L an, so erhdlt man
die charakteristische Gleichung

k3= k41

D ————

Diese hat die reelle Lésung
k s uU 4+
und die konjugiert komplexen Lésungen

2 .k 2,3 ° -(u + v) f i.(? - (u - v)

bm = %\]42.Lq+@.)
v = Y (9 -va)

Es ist scﬂon hibsch, daB die Zahlen 3, 4 und 5 auch hier
wieder auftauchen. Noch vergniigter sieht man, daB nach

der Idee von Brinet (1843) eine Linearkombination von

drei Exponentialfunktionen exakt die Folge x n liefert.

n
)an = (1 ° Eb 4

+ (atib) - &,
+ (a—i,b) . &3'“’
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Die Konstanten a, b und ¢ erhdlt man natiirlich durch
die Startwerte «x 0= 0 Xy = Xp = 1

- a- b UP'V") = (- v2>+ (a0 =V

be 6 (@@ -v?) = 3 [ (247) - (s
(‘,3 Q}—v-’) = (- 7) -I-(a_

Es ist doch einfach erstaunlich, wie freundlich die
imagindren Bestandteile sich gegenseitig aufheben und
wie, wegen 32 + b2 < 1, die beiden Korrekturglieder
immer kleiner werden. Zum SchluB noch eine kleine Neben-
bemerkung. Man beweist leicht, daB bei Exponential-
funktionen mit einer natiirlichen Zahl als Basis die

Neunerreste sich periodisch wiederholen:

2 4 8 16 32 64] 128 256
2 4 8 7 5 112 4

Auch bei 3, 4, 5-Folge sind die Neunerreste periodisch.
Die Periodenldnge ist 39. Mit dieser kabbalistischen
Bemerkung schlieBe ich diesen Bericht iiber die mathe-
matischen Vergniigungen eines Pensionirs.

R. U by U -
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NEUENSCHWANDER

NEUENSCHWANDER, Erwin (Zirich, CH)

DER AUFSCHWUNG DER ITALIENISCHEN MATHEMATIK ZUR ZEIT DER
POLITISCHEN EINIGUNG ITALIENS UND SEINE AUSWIRKUNGEN AUF
DEUTSCHLAND

In den meisten Darstellungen zur Geschichte der Mathematik und der Wissenschaften
in Italien wird behauptet, dass die Wissenschaften im 18. und in der ersten Hilfte
des 19. Jahrhunderts in Italien darniederlagen und sich erst mit der politischen Eini-
gung Italiens wieder entwickelten. Dementsprechend soll auch in der Mathematik in
der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts ein kriftiger Aufschwung eingesetzt haben, der
nach einer kurzen Phase der Absorption der vorangegangenen Entdeckungen der Fran-
zosen und Deutschen der italienischen Mathematik innert weniger Jahrzehnte wiederum
einen der ersten Platze unter den fithrenden mathematischen Schulen der Welt sicherte
(Peano, Volterra, Enriques, Levi-Civita usw.). Fiir den Mathematikhistoriker stellt
sich damit die verlockende Aufgabe zu priifen, ob die von italienischen Autoren so
bereitwillig angenommene Parallelitit zwischen dem wissenschaftlichen und politischen
Aufschwung in Italien sich auch anhand von Quellen belegen ldsst, durch welche Fak-
toren der Aufschwung bedingt war und ob dieser zu irgendeiner Resonanz ausserhalb
von Italien fithrte.

Nach dem Frieden von Aachen (1748)' zerfiel Italien fir die nichsten hundert Jahre
in eine Reihe von Kleinstaaten, was fir die Verbreitung der wissenschaftlichen Forschung
sehr hinderlich war. Der italienische Mathematiker und General Antonio Maria Lorgna
(1735-1796) griindete deshalb im Jahre 1781 eine private italienische Gesellschaft der
Wissenschaften, die alle zwei Jahre Abhandlungen herausgab und spiter den Namen
“L’Accademia Nazionale Italiana delle Scienze, detta dei Quaranta” annahm. Auch
in den nachfolgenden Jahren haben die italienischen Wissenschaftler ganz erheblich
zur Verbreitung der Idee eines vereinigten Italiens beigetragen. Hervorzuheben sind
vor allem die von 1839-1847 jahrlich stattfindenden Kongresse der italienischen Wis-
senschaftler sowie die zahlreichen Mathematiker und Naturwissenschaftler, die sich in
jemen Jahren aktiv fiir die Unabhangigkeit Italiens einsetzten, wie z.B. Mossotti, Mat-
teucci, Felici, Betti, Brioschi, Battaglini, Cremona und Beltrami. Nach der Erlangung
der Unabhingigkeit (1859) bekleideten diese Gelehrten hiufig auch politische Aemter,
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was wiederum zur Schaffung von zahlreichen Lehrstiihlen und neuen wissenschaftlichen
Institutionen fiihrte.

Die italienische Einigung und der anschliessende Aufschwung der Wissenschaften
wurde im Ausland vor allem von den deutschen Liberalen mit Begeisterung aufgenom-
men und fand sowohl in politischen als auch wissenschaftlichen Journalen einen héchst
signifikanten Niederschlag. So zeigt eine statistische Auswertung der Rezensionen in
dem von Johann August Grunert (1797-1872) herausgegebenen “Archiv der Mathe-
matik und Physik”, dass wahrend in den vor 1856 erschienenen Bianden 18-24 iberhaupt
keine Berichte aus Italien vorkommen, diese in den nachfolgenden Binden 27-54 in
keinem einzigen Band mehr fehlen und dort durchschnittlich etwa 20% aller Berichte
ausmachen. Vor allem in den Jahren 1862--1866 ist eine iiberaus enthusiastische Bericht-
erstattung festzustellen, wobei sich Wendungen wie die “erleuchtete Konigliche ita-
lienische Regierung”, eine “herzerhebende Erscheinung” usw. finden. Es ergibt sich
damit eine erstaunliche Parallelitat zwischen der Begeisterung fiir Italien im “Archiv”
und in den von E. Portner untersuchten politisch-historischen Blédttern “Preussische
Jahrbiicher” und “Grenzboten”. Auch dort setzt die positivere Berichterstattung um
das Jahr 1856 ein, findet alsdann von 1860-1866 einen Hohepunkt, indem 1860 die welt-
geschichtlichen Verdienste der italienischen Einheitsbewegung mit “tiefer Beschimung”
festgestellt werden und 1865 dem preussischen Ministerprasidenten Bismarck die “ménn-
liche Kraft und Klugheit” Cavours zur Nachahmung empifohlen wird. Mit dem preu-
ssischen Sieg von Koniggritz (1866) und der ungliicklichen Kriegsfithrung der Italiener
in Oberitalien erleidet die italienische Beispielhaftigkeit einen ersten Dampfer, um dann
nach dem deutsch-franzosischen Krieg und der deutschen Einigung (1871) vollends zu

verblassen.

Literatur: E. Neuenschwander, Der Aufschwung der italienischen Mathematik zur
Zeit der politischen Einigung Italiens und seine Auswirkungen auf Deutschland, Sym-
posia Mathematica, Bd. 27 (1986), 213-23T;
Urteil liberaler deutscher Zeitgenossen, Bonner Historische Forschungen, Bd. 13, Bonn

1959.

E. Portner, Die Einigung Italiens im
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MATHEMATISCUE LABYRINTIIENTHEGRIE

Canak Milos

Labyrinth ist in dem menschlichen Bewusstsein ein aus sich
kreuzenden und verschlingenden Gédngern und Geméchern hestehendes
Gebdude.Es ist zuerst aus der griéchischen Sage vem Konig Minos
hekannt,Aus Rache fiir die Totung seines Sohnes Androgeos iliherzor
Mines Athen mit Krieg und zwang es,einen Tribut ven Menschen zu
schicken.In seinem Labyrinth lebte Minotaurus,ein Ungeheuer mit
Menschenleib und Stierkopf,den Mines eingesperrt hatte und dem er
die Jiinglinge und Jungfrauen vorwarf,die ihm die Athener als Tri-
butpiefern mussten,.Endlich kam Theseus,der Sehn ven Egeius,um Mino-
taurus zu téten.Ariadne,die Techter des Konigs Mines die Thesecus
libte,gab ihm ein Garnknduel,Theseus besiegte endlich Minetaurus
und mit Hilfe des Ariadnefadens fand den Weg und Ausgang von Laby-
rinth,

Aus der &gyptische Frilhgeschichte ist auch ein Labyrinth be-
kannt,(fas ven Amenemhat III /2200 v.Ch./als Pantheon fiir die #gyp-
tischen Gottheiten erbaut wurde,

In der Natur kinnen wir uns auch mit dem Labyrinth begegnen.
In der Anatomie ist das innere Ohr,genauer das hdutige Labyrinth
entwicklungsgeschichtlich zundchst nur das Organ des Gleichgewichts-
sinnes,Erst ven den Amphibien an,dient ein Teil,der sich zur sege-
nannten Schnecke einrellt,als Gehdrergan und zwar als der Teil in
dem die Schwingungen der Luft durch Vermittlung des Tremmelfells
und der Kette der Gehdrknichelchen auf die das héutige Labyrinth er-
fiilllende Fliissigkeit/Peri- und Endolymphe/iibertragen werden und
dann zu Nervenerregungen Anlass geben.

Eine Familie von Siisswasserfischen Chinas,Ostindiens,Sundain-
seln und Stidafrikas,die durch ein besenderes Atmungsergan,das soge-
nannte Labyrinth ausgezeichnet ist,wird als Labyrinthfische eder
Labyrinthici genannt,Oberhalb der Riemenbegen befindet sich jeder-
seits im Schiéddel eine griossere Ausstiilpung mit einem blattrigen,aus
selnen Knechenlamellen bestehenden Organ,das ven Schleimhaut mit
zahlreichen Blutgefidssen iiberzogen ist und es den Fischen ermioglicht,

neben der im Wasser gelgsten Luft,auch ausserhalb des Wassers atmo-

sphidre Luft aufzunehmen ,Infelge dieser Fédhigkelt sind die Fische in
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und Keridere als Linien die diese Punkte verbinden darstellen,
der Lage,einmal wie der Kletterfisch/Anabas scandens/das Wasser zu ’

verlassen,auf dem Lande sich fortzubewegen und mit Hilfe der Dernen
am Riemendeckel selbst Biume zu erklettern oder bei eintretender
Diirre sich in den Schlamm zu einem léngeren Sommerschlaf ohne Ge-
fahr des Erstickens einzuwiihlen,

Se erhalten wir ein geometrisches Netz oder ein Graph unseres
Labyrinthes,

Der beriihmte deutsche Mathematiker L,Euler/1707-1783/ be-
fasste sich mit dem Preblem iiber :
7 Briicken ven Konigsberg /Bild 2/.

In der Epeche des unteren Karbens lebte eine Gruppe -
P REC usm medich Dabei fermulierte er die felgen-

formigen Stegozephalen,die Segenannten Labyrinthedenten oder Laby-
rinthzihner bei denen die Dentinsubstanz der Zihne labyrinthisch ge-
faltet war,Ausserdem waren sie meist durch gewaltige Fangzihne aus-
gezeichnet,

den Gesetze,die auch in der heu-
tigen Graphentheeorie eine wichti-
ge Rolle spielen,

7+ 1. Die Zahl der ungeraden Kneten-
Viele Menschen aus verschiedener Zeiten und Kulturepechen haben

einfache und kemplizierte Labyrinthe gezeichnet und gebaut.Aber wir

konnen eine prinzipielle Frage der Existenz eines unlisbaren Laby~

punkte eines konnexen Graphes ist
immer gerade,

. 2, Ein Graph mit nur geraden Kno-
rinthes stellen,in dem man nur zufdllig den Weg und Ausgang finden

kann.Die Antwort ist negativ; es existiert kein unléosbares Labyrinth,
Jedes Labyrinth ldsst sich mit Hilfe der Topologie und der Graphen-
theorie auf eine gleiche Art und Weise losen,wenn wir die bestimmten
Regeln anwenden/siehe[l] /.

tenpunkten ldsst sich mit einem
Federstrich zeichnen.Dabei ist es

moglich,aus dem beliebigen Punkte
beginnen und in den gleichen

Punkt zuriickkemmen.
Franzssischer Mathematiker Jordan/1838—1922/ hat bewiesen,dass

Jjede einfache,geschlossene Kurve L ydie ganze Ebene auf das innere
Gebiet D¥ und das Hussere Gebiet D™ teilt,

3. Ein Graph mit nur 2 ungeraden Knotenpunkten A und B
lédsst sich mit einem Federstrich zeichnen,Dabei muss man aus A
/oder B/ beginnen und in B /oder A/ beenden,

Aber es existieren lkomplizierte JORDANsche

Kurven/Bild 1/ und manchmal ist schwer zu -—-tigqffff=*
sagen,ob ein Punkt zu D% oder D gehsrt. ,”

Un Antwert auf diese Frage zu geben,muss oot

man das entsprechende Labyrinth 15sen und H

sehen ob eine stetige Trajektorie zwi- _—]-il;;L____

4, Ein Graph mit mehr als 2 ungeraden Knotenpunkten lisst sich

nicht mit einem Federstrich zeichnen,
Auf Grund des Gesetzes 4 sehen wir folgendes:Man kann den

IS
=) [—==

Graph auf dem Bild 2 mit einem Federstrich nicht zeichnen und das

=

Froblem iiber 7 DBriicken ven Konigsberg ist unlishar.

Euler hat auch einfach~- und mehrfach
schen der Punkte A und B existiert,

. [ u |
zusammenhéngende Graphen und Labyrinthe (

Aber das Aufliésen von Labyrinthen ist

T . unterschieden.Einfach zusamuenh@ingende ——
wanchmal kompliziert und dann hilft uns Bild 1 ) .
S Labyrinthe lassen sich mittels der Regel I 1
der zweite JOIDAMsche Satz:Wenn die Zahl . . || EJ
@ . . . . . , der linken Hand losen/siehe das Bild 1/.
der Schnittpunkte des Abschnittes AB nit der Kurve L gerade ist, »
. , . Bei den mehrfach zusammenhdngenden La-
so gehdren die Funkte A und B zum gleichen Gehiet,Im Beispiel

byrinthen ist es oft nicht msglich/siehe
das Bild 3/, = U
Anf Grund der RULERsclhen Gesetze Bild 3

auf dem Bild 1 ist diese Bedingung erfiillt,

Ein Labyrinth ait Schlingen,Sackgassen,Kreuzunﬁen und vielen ver-

zwelpgten VWegen,Ginren,¥oridoren und Schacinten kXana sehr kompliziert . .

. R R . .- R ic .. Kaan man heweisen,dass jedes Labyrinth
sein.dber wir konneir imter die areuzunren als Punkte und rege,Giinge
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lésbar ist,wenii man die folgenden Regeln anwendet/siche [21/.
Regel 1: Man geht aus dem Ausgangspunkt in einer beliebigen iich-
tung bis zur neuwen Kreuzung oder bis zu einer Sackgasse.Dann un-~
terscheiden wir zwei Fidlle,

I/ Venu wir in eine Sackgasse einfallen,gehen ——
wir zuriick und markieren dabei diesen VWeg mit

zwei Strichen/mit cinem bei Eingang und mit an- //ﬂ E—
derem bei Ausgang; siehe das Bild 4 /.

II/ Wenn wir bis zur neuen Kreuzung kowmen,so Bild 4

P

Bild 5

gehen wir mit einem neuen beliebigen Weg wei-
ter und markieren dabei mit einem Strich das
Ende des alten und mit zweitem Strich den An-
fang des neuen Wegs/siehe das Bild 5/,

Immer wenden wir die erste Regel an,wenn
wir eine neue Kreuzung durchgehen,Aber ein-
mal miissen wir bis zu einer Kreuzung keommen,

wo wir schon frilher waren.,Dann sell man die folgenden Regeln anwen-

den,

Regel 2: Wenn wir auf die bekannte Kreuzung

mit einem neuen Weg kommen,se missen wir uns

zuriickkehren und diesen Weg dabei mit zwei

Strichen markieren/Ankunft und Abgang,siehe K/
das Bild 6 /. /7

Regel 3: Wenn wir auf die bekannte Kreuzung
mit einem bekannten Weg kommen,so ist dieser Bild 6

Weg schon mit einem Strich markiert.Dann
markieren wir ihn noch mit einem Strich und _ _ /j’
gehen mit einem unbekannten Weg weiter,wenn
ein selcher existiert/siehe das Bild 7/.
Wenn kein selcher Weg existiert,miissen

wir jenen bhekannten Weg auswéhlen,mit dem Biid 7
wir nur einmal gegangen sind/siehe das

Bild 8/.Dabei miissen wir wie immer auf die

Markierung achten, —_—

Wenn wir diese Regeln strikt anwenden, //ﬂ
konnen wir die allen Linien unseres Netzes
zweimal iibergehen und in den Anfangspunkt

ankemmen./Der Beweis griindet sich auch auf Bild 8

! 4 . L = x 3 3 .

CANAK
_5_

die Tatsache,dass sich die Figur,die aus unserem Yetz mittels Ver-
doppelung seiner Linien entsteht,mit einem Federstrich beschreiben
1dsst/.

Wegen seiner einfachen Beurteilung und elementares Beweises
ist die mathematische Labyrinthentheorie sehr interesantes und dem
heutigen Menséh aktuelles Thema.Es schickt uns eine ethische Ermu-
tigung dass aus jeder Schwirigkeit und jeder Sackgasse ein Ausgang
existiert,Wie im gewshnlichen Leben kann die Irre kiirzer oeder lidn-
ger dauern,aber das genaue Verfahren versichert uns die endliche
Ausgang auf das Sennenlicht des Tages.Andererseits ist die Laby-
rinthentheerie in verschiedenen Gebieten der Mathematik/Wahrschein-
lichkeitstheerie,Infermatik,Graphentheerie,Schachspiel und Schach-
theorie,Topolegie,Theorie der Verzwelgungssysteme/siche [3] / usw,/
sehr anwendbar.
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folgten:

1934 -~ 3til

1940 - Die

Bieberbach

azls szine

an den
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Einen hnlichen, wenn auch ELSEH:Ldndigen

Lehrer Friedrich Reguard.

in

eginer libera
Volkstum und
Requard schreibt
finden und nicht
ergeben sich fir ihn einerseils

von graler
bel blcBem Meinen stehen
aus dem
besonderen Augenmer
unumgalnggh - =
eiters ko
einen

Chinas und Deutschlands mit
Kau=salitit - i Mathewatik
Eigenart der arisch-nordischen Rasse.
Hilfe der Pfahler'schen Erbcharakterkunde
weiter, wandernder Aufmerksamkeit
ein sowohl als auch Denker, der den
Mathematik provoziert hatte.

Reguard ordnet in einem weiteren Beweisschritt seine zwel 7
Typus I und Typus II oder Gegentypus den von Ostwald 191% unter-
schiedenen Klassikern und Romantikern zu. Als ein Beispiel fir das
im Gegensatz zum absoluten Erkennen desa Klassikers stehende
relative Erkennen des Romatikers sieht er die Kopenhagener Deutung
des lLichtes. Doch auch am Beispiel der Behandlung der reellen
Zahlen, kann er seine Typenunterscheidung finden, wobei er auf die
unterschiedlichen Positionen des Grundlagenstreites zuriickgreift.
Er fordert eine von der Logik unabhangige vollig sichere Erken-—
ntnis, die er in der Mathematik seines Typus I findet, der in
ercter Linle eine Realisierung reiner Ideen durch manuelles Machen
und damit sein Ideal der strengen Wissenschaft entspreche; =zudew
nihert er sich damit der Position des Intuitionismus des Grund-
lagenstreites.

i die besondere
natruiert er mit

Gegentypus mit
und geringer Beharrungskraft,

Grundlagenstireit in der

Mit der Forderung nach einer ganzheitlichen Auffassung der Kultur-
Aulflerungen eines Volkes findet der Minchner

Steck seinen Ansatz: gegen den wissenschaftlichen jidischen
Erkenntnisliberlismus. Durch seinen morphologisch-ontologischen

er den Grundlagenstreit rassisch bedingt und fordert

satorischen Bere c:.
etisch-methodische

Zugang sieht
Konsequenzen im wissenschaftsorgan
Steck will erkenntnisthec

eine

Doz.f.Mathematik Max

HOFER
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Axicmen i

MORPHCLOGILE

e;nande:set: i Stec
ort, T H Grund-

) a in der =ich Stecks :thamplgc
Argu@ent"'an t ate aus  dew Zusanwenhang reiflic
um eie fir =se ) & € Konnen.
Steck's Auftreilen gegen Hilbert veranlafi
zelbst sls Schriftleiter der DM, H.Schel:
Minster, aufzufordern, bher den effekti
Grundlagenforschung zu berichten Schal
Grundlagenforschung der Mathema il
zeigt dakei Steck h
Konkurrvenzverhi
forschung und

Floskeln, so di

Andere Mitstr eiter einer DM wie F.Kubach, E.Tornier, E.A.Weifd, die
Liste liefe =sich lange fortsetzen, ahre Gewihr dafilr zu bietzn.
alle Namen erfa Zi ier i an rds E
leitung zur DEU E

L.BIEBERBACH

Spatestenz hier

: stellt sich die Frage, ob es geniigt, das Phinomen
eln?r.'aris:hen Wissenschaft' festzustellen wund dabei von anti-
seT1t1sch vorgepragten Kreisen der Mathematiker oder Physiker als
Triger dieser Kombination zu sprechen, die zus&tzlich noch reve-

lutionére Umbriiche in ihrer eigenen Wissenschaft oder fachlic
olation nicht verkraftet haben und deshalb auf pu;‘tlECh -ideaol
glschem Feld versuchten, 1ihren Standpunkt nach t
Fs drangt sich vielmehr die Frage auf, ob hinter d:F, in den
A?Berungen von Nationalsozialisten, seien e€s Politiker oder
Wissenschafter, erkennbaren Theoriefeindlichkeit nicht eine
geistesgeschlchtlich tiefreichendere Gegenreaktion steht.
Christian Thiel wies darauf hin, daB als philosophiegeschichtlich
auffallend eine Beschiftigung mit Naturwissenschaft wund der
Naturwissenschaft mit Philosophie in den 30iger Jahren festzu-
halten ist.
E.Krieck deutet 1934 die Zielrichtung an, wenn er meint
sich ganz einfach eine ldee der Aufkl&rung, alszo eine = &
abendl&ndische Idee, absolut gesetzt und zum Maf aller Vilker und
Zeiten erklidrt - ein Teilstiick des I ial
ein Herrschaftsanspruch”.
Die Wiscenschaftsideclogie
Begriffsapparat ausgebildet:

abendlandizschen

selit
"Die

Kant habe dabkei einen gans

Objektivitit der Wissenschaft
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j.\:
Let
irr wird diese Kritik dann, wenn man =ie mil
ren [ von formullerten ve
fal Auvswirkungen eines aufkliveris
fts chiet und in Newton den Fraotoivpen
Nat hafiters kritisjert.
icht den verkiirzten Schius ziehen, d
formnulierte Kritik an der obj
gar zu Ende, unterzacheide sich ab
h, 2o muf man weiler~differenzieren.
Unterschiede werden feststellbar, sobald man danach fragt, was
er dem GANZEN zu verstehen sei.
Goethe bleibt immer der ungebundene Einzelne Ausgangs
die zwar immer auf eine o
allegmeine HWahrheit abmielt, die internationzl izt, nach

entlichkeit suchen sollte und von anderen beurteilt und aus-
:wahilt werden kann, aber:
Der schwach Faden, der sich aus dem manchmal so breiten
Gewebe des Wissens und der Wissenschaft durch alle Zelten,
selhst die dunkel=sten und verworrensten, ununterbrochen
fortzieht, wird durch Individuen durchgefiithrt. Diese werden
in einem Jahrhundert wie in dem anderen von der besten Art
geboren und verhalten sich lmmer auf diesselbe Weise gegen
jedea Jahrhundert, in welchem sie vorkommen. Sie stehen
ndmlich mit der Menge im Gegensatz, Ja im Widerstreit.
Ausgebildete Zeiten haben darin nichts voraus vor den bar—
barischen, denn Tugenden sind zu jeder Zeit selten, Miangel
gemein.,
Gerade diesen Gegensatz zur Menge versucht der NS aufzuheben,
indem er vdélkische und nationale Gebundenheit des Wissenschafters
kehauptet. Folgevrichtig =zielt die ns Ganzheitsvorstellung auf das
Volk : das Volk ist das Ganze. Der Wissenschafter ist auf Grund
seiner wvélkischen Bedingtheit in dieses Ganz eingebunden, womit
die Freiheit der Wissenschaft letzlich aufgehoben ist.
Bzi Goethe 1st die Einheit innerhalbh der Wissenschaft, als
=zwischen Wissenschaft und anderen Lebenshereichen, stet
individuum.

o
I
c
I

Hans Hofer, Wien
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LAUGWITZ

Detlef Laugwitz:

Infinitesimalien von Leibniz bis Levi-Civita
- mathematische Methode oder metaphysische Mode?

1. Seit Leibniz stand die Rolle der Infinitesimalien immer wieder unter
dem EinfluB "metaphysischer" oder "antimetaphysischer" Strémungen. In der
heutigen Terminologie ging es um die Seinsweise des UnendlichgroBen und
des Unendlichkleinen in der Mathematik. Noch zwei Jahrhunderte nach
Leibniz' erster Publikation, um 1890, gab es eine Kontroverse zwischen
Georg Cantor und Giuseppe Veronese iiber "transfinite" Zahlen, und diese
ist nur aus philosophischer Sicht verstdndlich. Veroneses Schiiler Tullio
Levi-Civita hat aber mit seinen Publikationen zur Verteidigung Veroneses
auch einen wesentlichen Schritt zur sogenannten "Entontologisierung" der
Mathematik getan. Die Wiener Dissertation von Hans Hahn [1907] schlieft
an Levi-Civita an: Die Theorie der angeordneten algebraischen Strukturen
ist entstanden, aber mit der Analysis im Sinne von Leibniz hat das nichts
mehr zu tun. Dokumente zur Auseinandersetzung von Schoenflies mit Levi-

Civita werden hier erstmals vorgestellt werden.

2. Entgegen einer verbreiteten Meinung hat Leibniz sich deutlich iiber die
Infinitesimalien geduBert. Es gibt fiir ihn drei Grade des Unendlichen. Der
niederste ist: Das Unendliche ist gréBer als jede angebbare Gréfle; alles
mathematisch Unendliche gehdrt zu diesem Grad. Zum mittleren Grad gehdrt
das, was in seiner Gattung das GréBte ist; der Raum ist das Grofite aller

Ausgedehnten. Der hdchste Grad des Unendlichen kommt allein Gott zu.

Fir das mathematisch Unendliche gibt es drei Erkldrungsniveaus: Ein erstes
"pour tout le monde" (Vergleich Sandkorn - Erdball), ein zweites, auf dem
gezeigt ist, daB der Fehler bei Infinitesimalrechnungen stets kleiner ist
als jede angebbare GréRe, und ein drittes, philosophisches Niveau, auf dem
die fiir Leibniz giiltige Begriindung angesiedelt ist. Die Infinitesimalien
sind Fiktionen mit einem "fundamentum in re". Das zweite Niveau erlaubt es
dem Mathematiker, metaphysische Streitereien zu vermeiden. (Die Epsilontik

ist eine Durchfiihrung dieses Vorschlags.)

Auf dem philosophischen Niveau erfolgt die Handlungsanweisung fiir den Um-
gang mit dem mathematisch Unendlichen: "Die Regeln des Endlichen behalten

im Unendlichen Geltung ... und umgekehrt gelten die Regeln des Unendlichen
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fiir das Endliche, wie wenn es metaphysische Unendliche gdbe, obwohl man
ihrer in Wirklichkeit nicht bedarf, und die Teilung der Materie niemals
zu solchen unendlich kleinen Stiicken gelangt." Dieser Brief an Varignon
vom 2.2.1702 wurde bald und wiederholt zuginglich publiziert. Aber er
scheint kaum beachtet worden zu sein. Anders sind spdtere Kontroversen,
die das philosophische Niveau von Leibniz kaum erreichen, nicht zu verste-

hen.

3. Euler verwendet das Infinitesimale und Infinite zunichst ganz selbst-
verstindlich und, W%ie es auch gar nicht anders mdglich ist, im Sinne des
Leibnizschen Prinzips. Erst in der Differentialrechnung von 1755 findet
sich ein (miBlungener) Rechtfertigungsversuch. Eulers Dilemma ist, daB er
die aktuale Existenz von unendlich Kleinem in der physischen Welt ablehnt
(aus philosophisch-theologischen Griinden), andererseits aber das Rechnen
mit solchen GréBen im mathematischen Kalkiil fiir niitzlich erklirt; diese
sind dann "revera = 0". Den von Leibniz gewiesenen Ausvweg aus dem Dilemma

scheint Euler nicht bemerkt zu haben.

4. Extrem anti-metaphysisch ist die Position von Lagrange, der schon in
der Berliner Preisfrage die Grenzwerte von Newton und d'Alembert fiir eben-
so wenig begriindet hdlt wie das unendlich Kleine, dessen Erfolge im Kalkiil
entweder streng zu rechtfertigen wiren oder aber durch eine ebenso einfache,
aber strenge Methode ersetzt werden sollten. Das gelang den Teilnehmern

nicht, und Lagrange 1797 nur partiell.

Carnot publizierte gleichzeitig eine erweiterte Fassung seiner in Berlin
eingereichten Schrift und stellte die L&sungsversuche zusammen, wobei er
Berkeleys Vision von der Fehlerkompensation favorisierte. Von Leibniz

scheint er nur mathematische Publikationen gekannt zu haben.

3. Cauchy erkennt Carnots Einflu8 an. Er lehnt das Aktual-Unendliche ab,
benutzt aber das Unendlich-Kleine in Definitionen und Beweisen. Nur habe
es, da es unbestimmt sei, in Theoremen und Endergebnissen von Rechnungen
nichts zu suchen. Den Stellenwert des Unendlichkleinen verschiebt er von
den Differentialen weg zur Stetigkeit und zur Konvergenz in seinen Lehr-
biichern ab 1821. In seinen Forschungen benutzt Cauchy auch solche divergen-
te Reihen, denen er mit unendlich kleinen Korrekturfaktoren bestimmte, d.h.
endliche Werte zuordnen kann. In seinen Lehrbiichern finden sich mehrere

Anldufe zu einer Axiomatik des Infinitesimalen.

Cauchys EinfluB scheint sich auf die technischen Hilfsmittel beschrinkt zu

S5 LAUGWITZ

haben (Konvergenztests, komplexe Analysis, .), wihrend seine Betonung
der Rolle der Infinitesimalien - die ja eine spite Antwort auf die Ber-

liner Preisfrage gab - nicht wirksam wurde.

Du Bois-Reymonds 'Metaphysik" von 1884 ist eine weitschweifige Darstellung
philosophischer Positionen, die bei Leibniz und auch bei Carnot schen kla-

rer erkennbar gewesen waren.

6. Aber nun kamen zwei wesentlich neue Impulse, die transfiniten (Ordinal-)
Zahlen von G. Cantor (1845-1918) und die Segmente in den Fondamenti di Geo-
metria (1891) von G. Veronese (1857-1917), denen dieser auch "numeri trans-

finiti" zuordnete. Mit seinem Zeichen «, bildet Veronese u.a. Ausdriicke

- 1

wie £;, auch wl 1, und Reihenentwicklungen mit Gliedern wie ﬂt, m
1 ™
1

endlich oder unendlich grofi, m reell.
Die Fondamenti sind auch heute noch kaum lesbar, und es ist wohl nicht zu
entscheiden, ob sie grundsidtzliche Fehler enthalten. Interpretiert man

sie im Sinne des Leibnizschen Prinzips, so kommt man weiter als mit den

Rettungsversuchen seitens Levi-Civita, welche spezielle Bildungen als Kér-
n
z a, w k, n_/ =, erfassen. Dabei sind die
k k
k2o
selbst Elemente eines (schon vorher konstruierten) angeordneten Kérpers A,

per von Reihen a, Ny
und die n, geniigen der Bedingung, daR unter jeder Schranke aus A hdch-
stens endlich viele n, liegen, 0O<w ist unendlich klein gegen die posi-
tiven Elemente von A. Die Veronéseschen Zahlen sind danach stidndiger Er-
weiterung féhig und bilden keine feste Menge. (Ehnliches kénnte man auch

bei Euler hineindeuten.)

7. Veronese kollidiert in mehrfacher Hinsicht mit Cantor: Er hat ganz an-
dere transfinite Ordinalzahlen als Cantor (z.B. ist © - n< ml), er
148t die von Cantor abgelehnten Infinitesimalien zu, und die Punkte eines
Raumes bei Veronese bilden keine Menge. Die Korrespondenz mit Cantor be-
endet letzterer (s. Purkert/Ilgauds, S. 202-203) unter dem 17.11.1890
abrupt: "Ich habe niemals geschrieben, daB ich andere transfinite Cardi-

nal- und Ordinalzahlen fiir méglich hielte als die von mir erkannten ...."

Fir Cantor waren seine Zahlen in einem (naiven) platonischen Sinne objek-
tiv existent, fiir Veroneses Fondamenti geniigte die Mdglichkeit von symbo-
lischen Konstruktionen und der Nachweis der Giiltigkeit von Rechenregeln.
Das wird allerdings verschleiert durch die Benennung "Hypothesen''. Angreif-

bar waren auch, weil man dann nicht mehr multiplizieren kann, beiderseits
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ins Unendliche gehende Potenzreihen, wie sie Veronese zunichst zugelassen

zu haben scheint, wenn auch nur in einem einzigen Beispiel,

Die Angriffe von Cantor, Peano (1892) und W. Killing (1897) sind schon
deswegen mathematisch unhaltbar, weil sie die Widerspriichlichkeit des In-
finitesimalen beweisen wollen. An ihnen wird aber die andere pPhilosophi-

sche Grundposition deutlich.

8. Ernster zu nehmen sind Einwinde von Schoenflies: Im Nachlass von Levi-
Civitd finden sich vier Briefe (7.4. bis 1.5.1898) von Schoenflies an
Levi-Civita, die jé;er’wéhrend der Abfassung seines im November 1898 ab-
geschlossenen Encyklopiddie-Artikels I.1.A.5 iber Mengenlehre geschrieben
hat, und nach dem Erscheinen der beiden Noten von Levi-Civita [1898]. Bis
hin zu seinem Aufsatz [1906] versucht Schoenflies immer wieder, Unstimmig-
keiten bei Veronese aufzuzeigen. Zunichst geht es (im Briefwechsel) um

die Ausfiihrbarkeit der Division, spiter (noch 1906) um das Ziehen von Wur-

zeln.

Levi-Civita, auf dessen Antworten man zuriickschlieBen kann, hat geduldig
unter Hinweis auf seine Kérper geantwortet; diese sind lbrigens, wie man
heute weifl, in der 1898 publizierten Version sogar reell-algebraisch.abge-
schlossen, und sie sind vollstdndig sowohl im Sinne von Cauchy als auch

im Sinne von Veronese, Levi-Civitas Kérper in [1898] bestehen aus Reihen

(%) a

wo die a einem angeordneten Kérper A, die Ve einer angeordneten
Gruppe M (z.B. der additiven Gruppe von A) angehéren und a, $ 0 ist
fir die aufsteigende Folge der vk, von denen unter jeder Schranke aus

M  hochstens endlich viele liegen (vk 7 +=}. Die Elemente (*) bilden ei-
nen neuen angeordneten Kérper A 2 A, mit dem man fortfahren kann.
Dann bilde man die Vereinigung A' aller dieser Korper. Deutet man

_ 1 . g .
w = ;I in Veroneses Terminologie, so enthdlt A' alles, was bei Veronese

explizit vorkommt. [Ich habe die Ausdrucksweise "modernisiert”, Levi-
Civita vermeidet die formalen Potenzreihen, um sich nicht noch weitere

Gegner zu schaffen, und spricht von Folgen von Paaren (ak,vk).]

Die vorbildliche Konstruktion von A' hat Schoenflies offenbar nicht ver-
standen, obwohl Levi-Civitid doch (anders als Veronese) einen mengentheo-
retischen Weg geht. Am 1.5.1898 schreibt er: [unendliche Summen] "kann man

wissenschaftlich gar nicht anders einfiihren, denn als Grenzgebilde. Eine

s LAUGWITZ

andere Bedeutung wird meiner Kenntnis nach mit ihnen nie und nimmer ver-
bunden. Jede andere Auffassung enthdlt meines Erachtens einen reinen For-
malismus und definiert das, was Cantor 'papierne GréBen' genannt hat."
(Kurz darauf erschienen vom gleichen Géttingen aus Hilberts Grundlagen

der Geometrie mit Beispielen fiir Potenzreihenkérper!) Es wird deutlich,
daB Levi-Civitad in der Betrachtung von algebraischen Strukturen weiter war
als Schoenflies. Schon in [1892-93] hatte er ibrigens erste Schritte fiir
eine Infinitesimalrechnung iiber seinem Kérper angedeutet, insbesondere
transzendente Funktionen von R auf die nicht unendlich groBen Elemente

fortgesetzt,

9. Levi-Civita ist von uns schon in [1958] erwihnt worden. Seine Kérper
sind Unterkérper jedes Nichtstandard-Modells ﬂR, und Veroneses Zahlen
lassen sich heute aus den verschiedenen Versionen des Leibnizschen Prin-
zips erhalten. Peiffer-Reuter sieht Veronese sogar in der Prihistorie der
Nichtstandard-Analysis, wozu kein AnlaB besteht. Doch gehdren die Ansitze
von Veronese und Levi-Civita zum dritten, dem "eigentlichen" Erklidrungs-
niveau Leibnizens fiir das mathematisch Unendliche. Eine tragende Methode

fiir die Analysis geben sie nicht.
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VOLKERT

K. Volkert: Zur Genesis der Poincaré-Vermutung

Im Jahre 1986 verdffentlichten Colin Rourke und Ian Stewart
einen Artikel mit der Uberschrift 'Poincaré's Perplexing Pro-
blem', in dessen Untertitel zu lesen war: 'More than 80 years
ago, the great French mathematician Henri Poincaré asked an
innocent-sounding question. Its solution has defeated gener-
ations of mathematicians since. But the problem has at least
yielded its secrets.' Die letzte Behauptung sollte sich bald
als falsch erweisen: In Rourkes und Régos Beweis wurden Lik-
ken gefunden, die biS heute nicht geschlossen werden konnten.
Der urspringlich von Poincaré betrachtete Fall ('Ist eine ge-
schlossenen orientierbare dreidimensionale einfach zusammen-
hingende Mannigfaltigkeit homdomorph zur 3-Sphére?) bleibt
weiterhin offen.

In meinem Vortrag méchte ich die Entstehungsgeschichte der
Poincaré-Vermutung schildern. Dabei wird Gelegenheit sein,
etwas auf die Frihgeschichte der algebraischen (oder kombi-
natorischen) Topologie eizugehen, insbesondere auf das Pro-
blem der Klassifikation der Flichen. Das Hauptgewicht méchte
ich auf die Entfaltung des Poincaréschen Gedankenganges legen,
der sehr explizit die Entwicklung der Vorstellungen dieses g
grofen Mathematikars zeigt. SchlieBlich werde ich noch kurz

auf das weitere Schicksal der Poincaré-Vermutung eingehen.
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Lit. C.Rourke/I.Stewart. Poincaré's Perplexing Problem
(New Scientist, 4.September 1986)

H. Poincaré. Oeuvres. Tome 6 (Paris, 1953)

J. Dieudonné. A History of Algebraic and Differential
Topology (Boston/Basel, 1989)

E. Scholz. Geschichte des Mannigfaltigkeitsbegriffes
von Riemann bis Poincaré& (Boston/Basel/Stuttgart, 1980)
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Lebbracent UL, dndvenscdy 0§ Leuven, Se8scum

The scecal pesdtion ¢+ a mathematdedlain {n dediaevald China

1.

Véyétematic synthesds of the knowledge c¢f thedlr zdime).

The pended of the Scuthenn Swing (1127-1279) and Yian (1277-1557)
dy-asties was a very treubled time because c¢j the Lavasdlons ¢y
Zhe Mongols; but jwem the sclentiflc viewpednt (& was a veny
preductive pealod. Tie most stalking charactendlstics were: a
certain degree cf zationaldsm - of which Chu HsL's philLosophy
48 a good exambﬂa; a trend to systematizaticon {(for dnstance, Ln

architectune, the 4famous compendlum, the Ying-tiac ja-shih ; <in

militany sciences, the Wu-chding tiung-vao...woxaks that give a
It 44
also clean that ardithmetics wlaid an Lmpoitani part {n the deve-

Lopment o4 technology.

2. Which was the pcsition of a mathemaztician in China?

a. There was an cld, almost classical handbook of arithmetics,
the Chiu-chang suan-ching (Nine becks cn mathematics) (trans-

Lated into Gesman by Kunt Vogel, Neun Blchesn Axlthmetdischexn
Technik, 1968), gdving a synzthesdls c¢4 the mathematical hnow-
Ledge of the Han pendod {ca 200 B.C. - ca 200 A.D.), although
part of the contents {s much oldex.

In Zhis work we find

246 problems sofved in a proto-algebraic way. This work was
surely on a hign Level, much higher than any Egyptian, Baby-
Londian or Greek book on arithmatics. The negative consequen-
ce 0§ this fact was that it obstructed al progress dundng a
whole miflenium, because this book became the official manual
04 mathematics, which had to be studied by all clencs-caleu-
Latorns. ARL the problems the o4ficial could be faced with,
found thedin sofution 4inm this book; &0 o4 Linstance, §inancial
problems conceaning curnrency, chedit dystems, commencial aji-
fains, taxes, and s0 on; construction of dykes, anchitectunre,
mifitany scdences, ete. We hnow from the work of Ch'in Chliu-
shao (i247) that he a@fb studied the ancdient 'Nine Books',
and that he made vaniations on the old pnableﬁ& without any
creative contaibution. 1I1t's typical that the Yd-hal ency-
clopedia of 1267 mentions 5n£g this mathematical wonk.

b. Simple anithmetics belonged to the subjects confucian Lite-
rati had to study - this means Lt was incld¥d in the official
curnicula of students. Nevertheless, they considered Lt as

a fminaa art', on the same Level as etiquette, music, archery,

honse-drniving and calligraphy. 57
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c.

Foal Ao -
Recadteon to ascronemy and calendaceald sceences
(. Cisca 600 A.D. a Bureau jon Hathematics (suan-kuan)

cas established The puipcse was nething but the edu-
was es L. .

. .. . " f1

caticn and training ¢f minotr ¢jficials, not 4n theoe
. . , _
tical mathematics, but &n practical problems o3 mea

f -
suiing and caleufating. The number ¢f students was al

ways Lower than in the othex bureaus
On #he othexr hand 4t would be 4nterest-

there was a nume-

aus clausus). . o

ing to make a comparison with off<cdal mathematica

Li4e 4in Eutope at the same tdime.

. - . 1.

(L. The calendar-mathematics (Li-suan] wenre Studied in the

Astaionomical Bureau. ‘

mathematician Ch'in Chiu-shao studied, but this was aa

then exceptianat; becaude a mathematician had actually

nething to do with the Bureauw of astronomy. Any way,

this is the only heason why the welf-known Chinese Re-
maindes Probfem (to which I devoted a monograph, and
on which 1 fectured in Obenwolfach) came down to uf.
d. The independent maithematician appeans for the §inst time
duning the Sung perdlod. Chﬂin Chiu-shao waélnzven %n 04-
ficial mathematician, but an ogficial in cdvdl 4anvfce;
once he was recommended to the throne for his acquaLfI%nce
with calendrnical caleulations, but not as a mathematician
CheShih-chich was a scholarn, traveling
Yang Hui was a civil official
This means that none 0§

strdcto sendu.
about as private professon.
and Li Yeh a retired scholan.
the great mathematicians belonged to the Bureau 0f Mathe-
maztics. ‘ -

One o4 the consequences of thein social ALIuatL?n was that
they were not bound to official mathematics, which QaA
appanentky deadening for all creativity; and that with
those men mathematics coufd develop to a high Leva{.‘
the othen hand, as they were not professors Ain aﬁﬁLCLfl
senvice, they never could establish a schoot, and the&n‘
Duning the Ming-peniod

On

activities were of short duration.
(1368-1644) nobq/dy was familar with thedin wonrks ?ny m?ne,
and copies of thein wonks were onfy made for the <impeniaf
Library by men who didn't undenstand any word of the con-

tents.

1% was 4in this place that the gaeax

. ! | i i !

e. Confuciandists hadn't high nespect fon mathematicians.
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In his
pregjace, Ch'in Chiu-shao complains about this fact, but on
the othen hand he doesn't hid his désdain forn o0fficials cal-
culators, who do not undersStand what they are doing, and cal-
cutate in a mechanical way. A mathematician was, in the {iast
place, a technician. Artisans wene in general L{LEiterates,
who needed scribes fon drawing up thedir books on Zechnology.
We state also that, with mathematicians, the problems are
concedved 40 that they can be applied immediately to practi-
cal problems; wo we see that mathematicians calculate at the
dame time: the numben 0f workmen necessary jo a centain wonk,
the duration 04 the wonk, the amount 0§ noundshment, the sala-
ndies, and all hind of things which have rather to do with An-
tendance than with mathematics. So, for Anstance, the Ying-
thao fa-shih gives a description 0§ materndials, constructions
and measunes, but ne caleulations...caleulations gon anchi-
Ltecture wenre to be found in the mathematical handbooks.

1 have the impression that the books 0§ the great mathematicd-
ans wene never used as manuals. Too many things are Supposed
as krown (efgf root extractions are neven explained, they wexre
obviously Zoo elementary).

plicated for beginnenrs.

Moreoven, the probdblems are too com-
Orlentation to practical Life nesults
in all hinds of acrobatics invented for constructing complica-
ted equations with the onty purpose o4 resolving thew. This
means that many problems, which they trny to present as practi-
cal are not practical at alf. So jon Anstance, Ch'in Chiu-
shao gives an equation 0f the tenth degree, which he solues
WAth the Hornen-Ruffini mezhod; he build up this equation
dlanting gnom a practical problem, and seems to be very proud
to have solved it, although it can easily be reduced to an
equation o4 the 5th and even cf the 3ad degree.

Many times one reproaches #c Chinese mathematics thein so-
called empinical charactexr. Howeven, it {s undoubtedly a
misdtake to make comparisons with oux modenn mathematics, and
to forgext that, even in our own mediaevel mathematics, thewre
are almodt no proods, and that they arne always operationad
< onature: the algorifm proves its validity by means o4 its
redults.  On the othen hand, it scems verny obuvious o me

<

that many results could nevet have been found, when only
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h.

tnlal-and-erron proceduwries were wsed, without any Logdlcal

seasoning. However, 4t (& veay inconvendient 4o the histoaian

04 mathematics that the Logdical analysis of the algozithms

was never waltten down.

In the west we think many times that Chinesc mathematics axe

completely neductble fc operations on a kind of chess-boaad

(the counting-boand, which 43 totally difjenent grom the aba-

cus), and to the notations used §0r these operations. But,

one forgets that this counting-board cannot solve any problem,
and that it caniot do angthing but providing & kind 0§ matadx
notation. It is clearn fthat some developments have been sti-
mulated by this kind of automatic caleculation, but the coun-

ting-board could never have become <reative, no meae than a

modesan ordinaton.

Chinese mathematics are far nemote from Zhe ideal of Greek

geometay: we do not gind theTe edithen deductive systems oh

angumentations. Chinese mathematics L& nothing but a part

04 akgonithmical mediaeval mathematics; but we Shall never

fonget that modenn algebna has £ts nooits in these algonithms.

Chinese wene able to solve some complex problems as:

- in the field of indeterminate equations, they hnew afready
in 1247 the integral sofution of what we STLLE call in oun
handbooks on numben theony: the Chinese nemainder problem.
In Europe this problem was s0fved fon the finst time by
Eulen and Gauss for mutual indivisible moduli; fon moduld
non mutual indivisble, the integral solution was found by
Lebesgue in 1859 and by Stieltjes in 1890.

- Numenical aquatibné 0f highen degree wenre verny well known

in China, and so0fved by a method identical to the Hornen-

Ruffini mezthod of 1&19.

they invented a special notation for non-fLinean equations,

mainly elabonated in the work of Chu Shih-chdieh.

- Cubdic intenpolation, which conrespons with the NewZon-
Stenling formulae of 1711/1730.

- The #niangle of Pascal [the binominal coefficients), which

ane found for the ginst time in Europe in the wonk of Apia-

nus (1527) and Laten with Pascal (1665).
they had a nemarkable knowledhe 04 senies and progressdions.

. . ] . i 3 " ]
| : 3 ! I ' I . . |
. & X - : ' ; 3 . ¥ w
- '

ovie 'y Ct 2L C « i - \

ws e , althoeugh Chine ¢ omaThematees L5 e te-alaebaad d

‘ ‘ { & 3 1 - AR Adle L

wtute a Loi g4 pmractd ad i o wloa rwecauwre s ¢t caleculat g

’ Le. (VAN 2N B g glonmg cloal Proce {1 fc 4 ] (
o " ‘ y Lt Cit

ateas and volumes were Lacwm bLL < hoy Were nevg T YAk a

y ' 20 never . AP ted
‘ Aadted

-L'IL.LC' a dL.dLL\ .i.(:U(- Sy L« The tCgesd (’((ll atne at acx.eces
' , R Ldn. I jC . ’lm» 113 e o 5 M Il( il 3
1Las [y U a ar . s
bl c ”-SQQLLQHCC, th T -tl‘l‘lll 3 C‘C\.'L’d Mans L'Ula.-CCYL]OLL».S pa'LOb(_C'_mi
P il

L(Lt th K og- o ¢id. f g E 4 E ?
tlle po 2 ey pLition, th 2 3 e
a T tess was veay sleow In my op 11 ¥l L5 a Lt

mady g { £ rd
noreason why Chinese mathematics came o a dead point, &
L, Tc a

total . LOH ! (
Lo L-siagna;Lon, whezreasd in Eutope the way into Logical deductic
was discovered Ln the 16th century - and thi )

¢ 5 LS A48 Aon
feal mathemtics. .

One t C C
can say Lnat <n Chinese mathematics, thesxe

aie many beautd ( (Ldd
Y utiful bricks, but wo builfding. Another reason 4on

stagnation L
matg R L4 that, because of the cfficial organdiation c¢§ mathe-
maticd, there was nozt much space for creatdivity
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Edmund Landau - Werk und Leben
(1877-1938)

"Er war der Pflichtgetreueste von uns allen”. Dies sagte David
Hilbert, als man ihm die Nachricht vom Tode Edmund Landaus brachte.
Dieser Hilbertsche Ausdruck charakterisiert treffend Landaus Tatig-
keit und Wirken fiir unsere Wissenschaft und kdnnte auch als Motto

iiber seinem Lebenswerk stehen.

Ich méchte nun in diesem Vortrag einen Uberblick iiber Landaus
Schaffen geben, wobei ich das, was allgemein bekannt ist, nur knapp

behandle und das weniger Bekannte etwas ausfilhrlicher darlege.

Landau hat 255 Aufsdtze und 7 Biicher geschrieben, die in reprints
heute noch erhdltlich sind. 28 Aufsitze entstanden in Zusammen-—
arbeit mit Co-Autoren (insgesamt 18), worunter insbesondere Harald
Bohr, G.H. Hardy, J.E; Littlewood, J. Hadamard, C. Caratheodory,

O. Toeplitz und A. Ostrowski zu nennen wéren.

Landau’s wirklich groBe Leistung liegt in der Zahlentheorie, wo er,
wie Ostrowski sich ausdriickte, sehr viel Unrat, der sich angesam-—
melt hatte, aus dem Wege rdumt. Damit hat er sich nicht unbedingt
Freunde gemacht, ganz im Gegenteil; aber nun wuBite man endlich, was
wichtig, was bewiesen war und was nicht bewiesen war. Vor Landau
gab es eine Unmenge von Arbeiten, in denen der Primzahlsatz bewie-
sen war, aber eben falsch bewiesen war und es waren zum Teil auch
erlauchte Namen dabei. Diese Leute leisteten sich den Spaf, von
hoher Warte aus tiefliegende Sdtze auszusprechen (wie Ostrowski es

formulierte) .

Die Beweise von Hadamard und von de la Vallée-Poussin waren natir-—
lich in Ordnung, aber doch sehr kompliziert. In einer Arbeit von
Sylvester, in der er auf einen Aufsatz von Tschebischeff hinwies,
der als erster eine kleinere Fassung des Primzahlsatzes beweisen
konnte, schreibt Sylvester, daB jemand erst noch geboren werden
muB, dem der Beweis des vollen Primzahlsatzes gelingt. In Landaus
Handbuch iiber die Verteilung der Primzahlen wird das angefithrt und
dann schreibt er: "Als Sylvester diese Worte schrieb, war Jacques

Hadamard schon geboren".
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Es sei an dieser Stelle erwdhnt, daB hierdurch Landau indirekt eine
wichtige Rolle in Hadamards beruflicher Karriere gespielt hat. Es
ist wohl nicht allgemein bekannt, daB Hadamard mit dem Hauptmann
Dreyfus verschwdgert war. Seine Frau war eine geborene Dreyfus. Es
war wohl so, .daB er eine Zeit lang mit der Verbannung rechnete und
in der Tat wurde Hadamard zuerst nach Bordeaux "verbannt”. Aber in
dem Augenblick, wo Hadamard ausgerechnet in einem deutschen Buch
gefeiert wurde, da konnte man ihn unm&dglich in Bordeaux lassen. Er
kam dann schnell nach Paris und hat dort rasch alle Stufen erklom-—

men (aus einem Gesprdch mit Ostrowski).

Von grdbtem Erfolg flir Landau sind seine Ergebnisse auf dem Gebiet
der Funktionentheorie gewesen, wo er eine Verallgemeinerung und
Vertiefung des beriihmten Picard schen Satzes beweisen konnte, mit
dem er ilberall in der mathematischen Welt Anerkennung gefunden hat.
Er hatte allerdings insofern damit Pech, als sich Schottky der
Sache annahm und dann den Schottky schen Satz gefunden hat, der
Landaus Satz liberdeckt.

Charakteristisch fiir Landaus Arbeitsweise war, daB er alle Beweise
auch von anderen Mathematikern bis in kleinste Details neu
durchdachte.

Dabei fand er natiirlich viele Verbesserungen aber auch viele
Fehler. Dadurch, daB Landau veréffentlichte und bewies, daB sie und
die Sachen falsch waren und wie man es richtig beweist, hat er sich
viele Feinde erworben. Die Benutzung seiner charakteristischen
knappen Ausdrucksweise, die man heute auch als Landaustil bezeich-
net, sollte vor allen Dingen auch sicherstellen, daB man keine

Fehler macht, indem alles, was nicht zum Beweis bendtigt, weglaRt.

Es sei hier bemerkt, daB natiirlich auch Landau selbst nicht vor
Fehlern gefeit war. Gerade in seiner 100. Arbeit, die aber noch
nicht gedruckt war, fand Polya einen Fehler und hat dies mit be-—
sonderem Geist (wie Polya selbst Ostrowski sagte) Landau mitgeteilt

und ihm die berichtigte Fassung gleich mitgeliefert.
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Landau blieb dann nichts anderes ilibrig als in einer Korrektur hin-
zuweisen, daB da ein Fehler sei, der leicht zu korrigieren ist,
worauf ihn Herr Polya gleichfalls hingewiesen habe. (Man findet das
in Aufsdtzen No 98 und 99 im Band 6 von Landaus Gesammelten

Werken) .

Zum SchluBb sei bemerkt, daB einige Aufsdtze von Landau, die man in
seinen Oeuvre als nebensdchlich einschdtzen wiirde, den Anfang zur
Entwicklung von Gebieten bildeten, deren Ende noch nicht abzusehen

ist. Besonders sind hier die Aufsdtze zu nennen:

Nr. 55: Uber dié Approximation einer stetigen Funktion durch

eine ganze rationale Funktion.

Nr. 103: Einige Ungleichungen fiir zweimal differenzierbare

Funktionen.

Hieruber werde ich auch in meinem Vortrag sprechen.

Literatur:
E. Landau: Collected Works, in 10 Bdnden herausgegeben von
W. Schwaz, H. Wefelscheid u.a.
Thales Verlag Essen, 1984 - 1990, vol. 1 bis
vol. 9 sind bereits erschienen, Band 10 erscheint
voraussichtlich 1990.
W. Kluge: Edmund Landau - sein Werk und sein Einfluf auf die

Entwicklung der Mathematik; Staatsexamensarbeit
Duisburg 1983.

Gesprdche mit A. Ostrowski am 21. und 22. September 1984.

BRUINS
Continuafractionitis intermittens

Evert M. Bruins

Plato mentions, Politeia 546, “the rational diagonal of five”, Euclid states, Ele-
ments, X,2 a condition for incommensurable quantities, not very well formulated,
and Theon of Smyrna gives an ARSIS, incorrectly called anatanairesis, construc-
ting increasing numbers in a procedure, according to Dijksterhuis leading to con-
vergents of the modern continued fraction, emphasising that M. Cantor is too
positively when he writes on “the approximations with Theon of Smyrna given for
V2", Nevertheless this led to periods of cultus of continued fractions as used by
the ancient Greeks. We refute first a set of examples in which the Greek, just as

any competent computer would not do, did not use a continued fraction.

1. Aristarchos gave: 7921 : 4050 > 88 : 45, and 71755875 : 61735500 > 43 : 37.
The sixth convergent of the first ratio is, indeed, 88 : 45. We have, however,
7921-: 4050 > 7920 : 4050 = 88 : 45, whereas the elimination of common factors
in the second ratio leads to 21261 : 18292. Taking only “thousands” we find
21 :18 =7 :6... the first convergent, whereas the doubles 42522 : 36584 show
43 : 37, confirmed by (494 x 43 + 19) : (494 x 37 + 14) to be greater too, and the

second convergent.

2. Erathostenes gave for the inclination of the ecliptic, e, as states Ptolemy,
47% <e< 47%. As 5' is one half of “the possibly to observe quantity” we
have 47 = 472 + 1/12. The ratio 472 : 360 = 143 : 1080 is equal to 11 x
13 : (13 x 83+ 1) < 11 : 83. The other bound leads to 191 : 1440, which is
(17x11+4): (17 x 83+ 29) which is greater than 11 : 83 as 4 x 83 = 332 is greater
than 29 x 11 = 319.

3. That Archimed’s results 31 and 312 have nothing to do with convergents

of a continued fraction with him is clear from the derivation in totally different
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computational schemes, for the different bounds.

After Freudenthal suffered, about 1950, from the disease indicated, it arose again,
in the 70-s with W. Knorr and D. Fowler. Having Heron’s bound for 7 as 211875 :
67441, indicated as a lower bound, but being an upper one, Knorr thought it to
be impossible to find the lower bound 3%. The continued fraction begins with the
indices 3;7,15,1,1,., and has the convergents 3, 22/7, 333/106, 355/113. Knorr
obviously did not know of “i'nterpolated fractions”, here 22k + 3, 7k + 1, leading
for k =1 to 25/8, for k = 10 to 223/71, Archimed’s lower bound, and for k = 15
to the next convergent 333/106. Then follows the upper bound of Metius. Next
combining 22/7 and 355/113 we find 377/120 and a contact with Ptolemy’s table
of chords. For chord %o = 0;31.25, which is 377/720 we find the perimeter of the
720-gon to be 377 if the diameter is 120. For this reason the approximation is

called “the approximation by Ptolemy of .”

These direct methods for reducing fractions make clear that there is no question

of convergents of a continued fractio as such.

If a Greek had to solve an equation az — by = 1 in integers ... he would not bother
about “theories” but take the multiples of the greatest coefficient, say a, compute
its multiples ak = M, k = 1,2,3,..., dividle M — 1 by b ..., and is sure to find
before he reaches k = b to have found an existing solution. The “length” of a
year is, according to Ptolemy in sexagesimals 365.14.48 days, which corresponds
to 1314888/3600 days. The “length” of a month, a lunation L, was stated as
29;31.50.8.20 days, which is 3827165/12960 days, or decimally 29.53059414 days.
The continued fraction for the ratio year: month is 12;2,1,2,1,1,525,... with
the convergents 12, 25/2, 37/3, 99/8, 235/19, 334/27 ... The denominator gives
possible adaptations as: “19 years = 6939, 66667 days, 235L = 6939, 689623 days”.
For the calendar years of 3654l days were used. The analogous continued fraction

is12;2,1,2,2,25 giving with one exception, the same convergents, whereas the last
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mentioned is 5974/483. Ptolemy quotes results of many a computation: 223L =
18.029 years, 669L = 54.088 years, 4267L = 345 — 0.011 years, and even 5458L =
441.281 years, reducing the sexagesimal fraction to decimal. Quite an effort has
been exerted! The convergents are much more precise: 19 years differ from 235
lunations by 0.000165 in excess for the lunations; 5974 = 483.000053 years, The
numbers 223, 345, 5458 do not even correspond té some interpolated fraction.

Ptolemy did certainly not use any continued fraction!!

Fowler, incorrectly, treated using L = 29% days and a solar year to be 11 days
longer than 12 lunations — the excess is 10, 87 days — the solution of the equation
59p = 22¢. It is not necessary to compute continued fractions: we have 59 x 3 =
177 = 22 x 8 + 1, which indicates the convergents 59/22, 8/3, 3 in reversed order.
The result 19/7 is not a convergent but an interpolated fraction: 2 x 8 + 3 = 19;
2x3+1=1.

Though Plato has no approximation, no antanairesis or anthyphairesis ...D.H.
Fowler set out to describe the “Mathematics of Plato’s Academy”. He does not
diminish quantities by any “hairesis” but uses only increasing “mean values” —
the only correct naming is in Greek language “mesotés” —, and from an upper and
a lower bound of a quantity a/b, ¢/d he determines the numbers (e + nc,b + nd)
-+.and forms increasing values by taking n. =1,2,3,... till the value becomes too
great, and has then a new upper and lower bound. Thus starting with a pair
of subsequent convergents ...he computes interpolated fractions!! Comparing for
increasing values of n the results with the limit wished it was not necessary to
proceed thus unskilled. Taking a good approximation of the limit L, one can
compute 7 from a linear equation, asking only for the integral part of the solution:
n = —(Lb— a)/(Ld — ¢). For roots of a polynomial equation, one uses algebraic

relations. From a,b and ¢, d we have for square and cubic roots the simple relations

n®(c? — Nd?) + 2n(ac — Nbd) + (a® — Nb%),
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and

n¥(c® — Nd*) + 3n%(ac® — Nbd®) + 3n(a’c — Nb*d) + (¢ — Nb*).

Starting with some simple values, as a = 1, b = 0, d = 1, ¢ the integral part of
the square root one finds the equation and the positive root in integral part, then

computes the next fraction-and the next equation ...etc ...

For 2 = 19 we have ¢ = 4, and the first equation is —3n2 + 8n + 1, n = 2; the
next convergent is then 9/2; then
5n2 ~4n -3, n=1; —2n2+6n+5, n=3; 52 —-6n—2, n=1;
—3n?2+4n+5 n=2; n’-8n+1l, n=8; —3nl+8n+1, n=2.
we arrived at the first equation, showing that the indices are repeating. Nowhere
we operate other than with integral values. One should compare the procedure
with the data from textbooks on algebra! Obviously for cubic roots it works in

the same simple way.

The procedure used by Fowler converges always, because at each step a comparison
with the required limit is made. His system, generally taken, shall not necessarily
lead to a continued fraction! The fractions arise in the series (a+nc), (b+ nd) and
(a+(n—1)c),(b+(n—1)d) and these lead in the numerator of the difference to the
quantity D = ad — be, which is invariant at each step. If we start with arbitrarily
chosen values a pair might arise, which is “divisible by a divisor of D", and only if
all divisors of D are eliminated in this way, we can arrive at a “continued fraction”.
As an example take z2 = 3, and start with (6,1),(1,3). The results are then
(7,4),(1,2) — (414,239), (407,235) — (821,474), id. —(4512,2605),(3691,2131) —
(8203,4736), id. —(11894,6867), id. —(15585,8998), id. —(19276,11129), id.
—(22967,13260), (3691,2131)... and here we have the divisor 17 for the first pair,
leading to (1351, 780), (3691, 2131) — (5042, 2911), (3691,2131). .. and here we have

two subsequent pairs of the convergents ...and the continued fraction arises.
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If, for the same limit, one starts with (6,1),(1,2), we have D = 11. If we arrive at
(a,b),(b,c) the second following pair is (2a + 3b,2b + 3c¢),(a + 2b,b + 2¢). For the
chosen values we shall remark that the middle values are the same, thus ¢ = 3ec.
The linearly independent forms in b, c cannot be divisible by 11 if not the original
b,c were divisible by 11. The fractions have the limit wished ...but are never a

convergent of thie continued fraction!!

It might be felt as unpleasant, that at each step one has again and again to compute
a next convergent, before being able to have the next equation. A completely di-
visionsless procedure, working exclusively with integers is the following: from
the defining equation we find the integral part of the root, we compute the equation
having a root for this amount less, and reverse the order of the coefficients, which
means: determining the equation for the reciprocal value, ...and one continues
... The method was indicated by Lagrange, but has for the solution of equatjons
not the advantages of the well known iteration procedures, like Newton-Horner.
We take the example of a cubic root. z3 —2 = 0. z = 1 is the positive integral
value. Compute the equation for z — 1, and with the coefficients in reversed order
it is 3 — 322 — 3z — 1 = 0. The root gives 3. We just give now the coefficients of

the next equations with their corresponding integral value of the root n.

10,-6,—6,—1 n=1 253, —1983, —2409, —603 n=8
3,-12,—24,-10 5 17331, —14439, —4089, —253 1
55,—-81,-33, -3 1450, —19026, —37554, —17331 14
62,30, —84, —55 293383, —282318, —41874, —1450 1

32259, —273639, —597831, -293383 10
510, —744, —402, —47 1376593, —3627089, —694131, —32259 2
603,360, —786, —510

Having in this way already 13 indices we solve the last equation, according to

1
1
47,-162,-216,—62 4
1
1

the Horner-method and find z = 2,803165743, up to nine digits exact. We
develop the continued fraction by the HP 34 ¢ and find for the fractional part
0;1,4,12,2,3,2,1,3,4..., and thus finally the cubic root looked for has the indi-
ces:

1;3,1,5,1,1,8,1,14,1,10,2,1,4,12,2,3,2,1,3,4,....
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The ancient had for square and cubic roots iterative systems:
22 = Dy?, iterate z? + Dy?, 2zy, and a = z/y the square root;

23 = Qy, iterate (z? + 2Qy%)z, (22° + Qy?®)y. The error can be estimated by
2(¥/Q — a)*/3a®. For Q = 2 we have starting with z =1, y =1 immediately
5, 4, which is the third convergent:

z =5,y = 4 yields (53 +4%)5, 8(5° +4%) or 635, 504 which is the ninth convergent
of the continued fraction.

z = 635, y = 504 gives then (6353 + 4 x 504%)635, 1008(635° + 504°), which yields
487771523185, 387144514512, error 3,0 x 1072°,

This is obtained without any computational “effort”, combining the cubes of 635
and 504, and the continued finite fraction of this rational value is

{1;3,1,5,1,1,4,1,1,8,1,14,1,10,2,1,4,12,2,3,2,2}

and the correction needed is: changing the final 2 into 1,3,4... This verily shows
the power of the iterative procedures for such estimations and make the theory of
continued fractions “disappear”.

Fowler considered also v/2++/3. It seems that he overlooked that this is the square
root of 5 + 21/6, and thus only an adjunction of V6 plays a role.

Easier than to calculate all interpolations Fowler used — only coming to three
indices, working with numbers consisting of 8 digits — it is to shift the roots and
to reverse the order of the coefficients, as shown above. Fowler used the correct
defining equation: z* — 10z2 + 1 = 0, root in the integral value n = 3. We give

the first four following equations, and the numbers n of the shift arising:

8z* —48z° — 44z —12z—-1 n=6
1657z — 1188z° — 820z2 — 144z —~8 n=1
503z% — 1280z° — 555822 — 5440z — 1657 n =35

13432z* — 94480z° — 50692z% — 8780z — 503 n=1.
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Computing the root of the last equation by Horner’s method up to nine decimals we
found 7,545667321, and developing the fractional part in a continued fraction we
have 7,1,1,4,1,1,38,43,... and the full series determined is
3;6,1,5,7,1,1,4,1,38,43,...

The number asked for is of the form 4 + B+/6, and it can be approximated by the
scheme of the square root. We start with z = 3, y = 1: 9+ 5 + 2/, 6, or reduced
7+ /8, 3, error 3,5 x 103, Then follows:

(7 + V6)? + (5 + 26)9,6(7 + V6),

and multiplying both numbers into 7 ~ v/6 and reducing, eliminating common

factors, we arrive at the second approximation in the scheme
254 + 621/6,129, error 2 x 1075,
Next we have
(254 + 62v/6)? + (5 4 2v/6)1292, 258(254 + 621/6),

and again multiplying into 127 — 31/6 and eliminating common factors, amongst

which a factor 43, we arrive at the third approximation in

224209 + 68197/6,124356. error 1.6 x 10713,

May these considerations serve as a pharmakon for those now suffering from con-

tinuafractionitis intermittens, and be a prophylactic for future epidemics.
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Historisches zum Weylschen Raumproblem
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~ Zusammenfassung

Newtonsche und Einsteinsche Gravitationstheorie. Formulierungen des Weylschen Raumpro-
blems. Cartans Beweis. Cartan, Weyl und die Darstellungstheorie halbeinfacher Liegruppen.
Einige Epigonen. Abschluflbemerkungen. Literatur.

Eine persénliche Einleitung

Als Autor naturwissenschaftlicher Lehrbiicher hat man nicht selten die Gelegenheit
zu historischen Kommentaren. Meist schreibt man die relevante Information irgendwo
ziemlich unkritisch ab. Umgekehrt verhalten sich vielfach Wissenschaftsgeschichtler und
-philosophen zum , harten wissenschaftlichen Kern“ eines Themas etwas unkritisch. Beides
kann zu beachtlichen Pannen fihren, wie ich aus Griinden der Schonung nicht niher
belegen méchte. Gute Wissenschaftsgeschichtler zeichnen sich durch klares Verstindnis
des wissenschaftlichen Kerns und genaue Quellenkenntnis, verbunden mit historischem
Spirsinn aus. Ich bin glicklich, einige von ihnen zu kenaen.

Diesen Beitrag gestalte ich im BewufBtsein, selbst nicht zu diesem Kreis zu gehoren
und mir daher einige Narrenfreiheit und Unprofessionalitat gestatten zu kénnen. Ich
hoffe, da8 zwischen den Zeilen einiges zum Generalthema dieser Tagung steht. Immerhin
dreht es sich ja um die Person Hermann Weyl, aus dessen (Buvre sich wahrscheinlich ein
selbstandiger Aufsatz zum Generalthema gestalten liefle.

Als ich 1981 zusammen mit Roman Sex! an einer erweiterten Neuauflage unseres Bu-
ches ,Gravitation und Kosmologie* arbeitete, stieB ich aufgrund eines moderneren, aber
doch auf Weyl zuriickgehenden Gesichtspunktes auf das alte Weylsche Raumproblem, von
dem ich nur einmal in meiner Studienzeit von Prof. H. Brauner gehort hatte (Vorlesung
iber Riemannsche Geometrie, Universitat Wien, 1961, Kapitel , Ausblicke®). Nachdem
ich auch Cartans Losung desselben gelesen hatte, sagte mir mein ,historischer Spiirsinn*,
dafl es zwischen beiden dazu eine Korrespondenz gegeben haben mufBte und Weyls Ar-
beiten zur Darstellungstheorie der halbeinfachen Liegruppen eine Konsequenz davon sein
muften. Ich bin dem nicht nachgegangen, so daB es B.L. v.d. Waerden leicht war, mir
hier die Show zu stehlen und 1985 alles sorgfaltig recherchiert in seinem schénen Buch
»A History of Algebra“ darzustellen.

Uber v.d. Waerden geht mein Beitrag nur hinsichtlich der Epigonen hinaus; jedoch
sind dazu auf den verschiedenen Tagungen anlafllich Weyls 100. Geburtstags gewif
Beitrage geliefert worden, von denen mir lediglich diejenigen von A. Borel, H. Freudenthal
und E. Scheibe zuganglich waren.

URBANT

1 Allgemeine Relativititstheorie

1.1 Newtonsche Gravitationstheorie in feldtheoretischer For-
mulierung (Gauf, Laplace, Poisson)

Im Schwerefeld wirkt auf eine »punkt{ormige®, .passive” schwere Masse an der Stelle

T zur Zeit ¢ die Kraft K(,1) = 771.c|,“.c,ﬁ(£, t), wobei die ,Feldstirke* F von weiteren
physikalischen Eigenschaften des Masseteilchens unabhingig ist. Sie hangt mit der (zeit-
abhéngigen) Verteilung der ,aktiven* schweren Massen im Raum, beschrieben durch die
Massendichte p(Z, t), zusammen gemaf (G = Newtons Konstante)

div F(Z.1) = 475G pin( . 1)

rot F(&, 1) =0.

_ Die zweite Gleichung wird durch Einfibrung des Gravitationspotentials U(7,t) mit
F = —grad U erfiillt, das also die Feldgleichung der Gravitation

AU(Z,1) = —4xGpapv(T, 1)
erfiillen muB. Hinzu kornmt noch die Newtonsche Bewegungsgleichung

T =
’""““Iﬂ" = K(&,1)

fiir die Bewegung der Massen, wobei hier deren trage Masse eingeht.
Folgendes ist zu bemerken:

i) In dieser Theorie mifte nicht gelten, was tatsichlich mit hoher experimenteller
Genauigkeit der Fall ist:

Mirage * Machwer | Makuv Sind konstante Verhiltnisse,
unabhingig von der inneren Konstitution der Massen.

ii) In den Operatoren div, rot, A steckt die euklidische Geometrie des Anschauungs-
raumes R3.

iii) Zeitliche /-\nderungen in der Verteilung pauiv(Z,1) wirken sich ohne Verzégerung

auf U, F' aus, wie weit auch Quellpunkt und Feldpunkt entfernt sein mégen; 1 ist
Newtons absolute Zeit.

iv) Das Gravitationsfeld ist longitudinal, also durch ein Skalarfeld beschreibbar.

KE
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1.2 Einsteins Gravitationstheorie

Sic entwickelte sich aus der Forderung, obige Theorie den Erfordernissen der sl?cziel.len
Relativitatstheoric anzupassen: zunachst ist iii) abzuandern - jede Wirkung breitet sxc.h
nur mit endlicher Geschwindigkeit aus, es gibt keine absolute Zeit, ab_solut ist nur die
»Raumzeit® (Minkowskis ,Welt®, also der ,graphische Fahrplan“) mit einer durch
ds? = Adi® — di? = Zv],-kdz"(lmk (i,k=10,1,2,3 und 2° = 1)

gegebenen pseudo-euklidischen Geometrie (¢ = Lichtge_schwindigkeit). . o

Die ersten Versuche, dem Rechnung zu tragen, fuhrten auf Theorien, die .1) ver-
letzten, wodurch i) als fundamentale weitere Forderung erkannt und von Einstem_ zum
Aquivalenzprinzip verscharft wurde (Aquivalenz von Schwerkraft und Besc‘hleumgun'g
in kleinen Raumzeitbereichen). Hieraus entwickelte er dann da.s. allgemeine Rel.atl‘-‘
vitatsprinzip. Dies fihrte zur Beschreibung des Schwerefe.l.des durch ein ,Tensorpotential
gie(z), das gleichzeitig auch die Raumzeitgeometrie gemaf

ds* = Y gu(z)dz'dz*

beschreibt, also ihr eine pseudo-Riemannsche Struktur (mit Tréigheit'sindex 1) verleiht.
Die Feldgleichung fir das Gravitations-Tensorpotential g;x — das dal:mt tral.lsversale An-
teile, verantwortlich fiir Gravitationswellen, enthalt ~ mufi nun aus Differentialoperatoren
aufgebaut sein, die die geinderte Geometrie berucksichtigen, die ebenfalls durch g;; be-
stimmt ist. o '

Auf weitere Details von Linsteins Theorie, der sog. Allgemeinen Relatlvna.tstheone,
muB hier nicht eingegangen werden (siehe dazu (Sexl & Urbantke 1983),.aber hier selbst-
verstandlich in erster Linie Weyls Buch ,,Raum, Zeit, Materie “, das 1988 in der 7. Auf?age,
von J. Ehlers mit Erginzungen herausgegeben, vorliegt) bis auf eim.as: der rnathema.tlsche
Formalismus, der Einstein die Eingrenzung der Moglichkeiten ‘fﬁr (I:he neuen Feldgllelc.:h.un-
gen gestattete, war der ,absolute Differentialkalkil® von R,in:l, Bianchi und Levx-anta‘;
Er enthielt insbesondere einen mit der ,Metrik* g;; eindeutig verbundenen ,absoluten
oder ,kovarianten* Differentiationsprozefl, der rein formal entwickelt w01:del.1 war. Erst
1917, also nach der Aufstellung von Einsteins Theorie (19.15) war es Le\{l-Clv1ta gel'un-
gen, diesen DifferentialprozeB geometrisch zu deuten, allerdmg_s unt?r Zul{llfenahme einer
(lokalen) Einbettung des pseudo-Riemannraumes in einen. hol.lerc!lm‘ensnonalen pseudo-
euklidischen Raum. In der Folge war es Weyl, der hierfir eine intrinsische Deutung‘fand
und zugleich diese Differentiation axiomatisierte, verallger.neinerte und von der Metrik g
begrifflich 16ste (Weyl 1918). Dies bot ihm die Méglichkt'alt, versuchsweise au.ch das e.lek;
tromagnetische Feld zu geometrisieren - hier liegt der Keim der modernen ,,Eichtheorien
der elementaren Wechselwirkungen!

2 Weyls Raumproblem

Wey!l betrachtete Einsteins Prinzipien, aufgrund derer jener die .f\llgemfzine Rc‘elati-
vilatstheorie konstruiert hatte (Prinzip der Invarianz der Lichtgeschwindigkeit, spezielles
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und allgemeines Relativitatsprinzip, :.iqui\'alcnzprinzip) als *a posteriori’, weil aus der
Erfahrung abstrahiert, und suchte nach *a priori’-Griinden dafiir, daB dic , Geometrie der
Welt” eine pseudo-Riemannsche sci. Dabei war ihm die Richtung gewiesen durch die For-
mulierung des sogenannten Helmholtzschen Raumproblems, wo es darum gegangen war,
zu verstehen, warum der tatsichliche Raum euklidisch sein »muB*® (damals hatte man
noch an die absolute Zeit und den Anschauungsraum zu einer gegebenen Zeit gedacht),
also insbesondere darum, die euklidische Geometrie innerhalb der Riemannschen auszu-
zeichnen aufgrund von Eigenschalten, die der freicn Beweglichkeit von MaBstiben - also
starrer Norper - entsprachen. Hierdurch war ein gruppentheoretischer Aspekt (Gruppe
der kongruenten Bewegungen) in das Raumproblem gebracht worden, es lief aul die
Auszeichnung der orthogonalen Gruppe durch gewisse , natiirliche® Forderungen (Tran-
sitivititseigenschaften auf Flaggenmannigfaltigkeiten, in heutiger Terminologie) hinaus.
(Die erste vollstandig mathematische Losung war denn auch von S. Lie gegeben worden.
doch auch in unserm Jahrhundert hat man sich mit Herleitungen des Resultats unter
schwécheren Voraussetzungen beschiftigt; so etwa J. Tits und H. Freudenthal, der uns
spater begegnen wird.)

Ohne auf die Diskussion einzugehen, die Weyl zur mathematischen Formulierung
nseines” Raumproblems fiihrte, sei dieses der Kiirze halber in ejner modernen, aber letzt-
lich auf Cartan - siehe (Cartan 1923) - zuriickgehenden Formulierung (Klingenberg 1959)
ausgesprochen: Welche Liesche Untergruppe G der speziellen linearen Gruppe SL(n,R)
hat folgende Eigenschaft: zu jeder G-Struktur auf einer n-dimensionalen diflerenzierbaren
Mannigfaltigkeit existiert genau eine torsionsfreie G-Konnexion? Weyl stellt sein Raum-
problem in der 4. Auflage (Weyl 1921, § 18) seines Buches »Raum, Zeit, Materie*, offenbar
im Gefolge seiner Auseinandersetzung mit Riemanns Habilitationsvortrag , Uber die Hy-
pothesen, welche der Geometrie zugrunde liegen“ (Weyl 1919), und vermutet, daB fir
G nur die orthogonale Gruppe SO(n,R) oder eine der pseudo-orthogonalen Gruppen
50(p,q) mit p+ ¢ = n infrage kommt, was die Riemannsche oder pseudo-Riemannsche
Geometrie auszeichnet.

Der mathematische Kern des Weylschen Raumproblems lauft auf eine algebraische
Aufgabe hinaus, zu deren Formulierung die folgende Bezeichnungsweise diene.

Es ei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum, V= sein Dualraum und End V ~
V @ V~ die Menge seiner Endomorphismen. Die Antisymmetrisierungsoperation V*
V= — A?V" liefert auch eine surjektive Abbildung

(End V)@V V@V V" - V@AV

End V ist eine reelle assoziative Algebra und daher beziiglich der Kommutatorbildung
cine reelle Lie-Algebra. Es sei L eine Lie-Teilalgebra von End V. Dann liefert die Ein-
schrankung obiger Abbildung auf L ® V* eine Abbildung a: L® V* - V ® A?V-.

Die Aufgabe besteht nun darin, alle L zu finden, fir die diese Abbildung bijektiv
ist. Die Zusatzeinschrinkung G C SL(n,R) bedeutet hier, in L nur spurfreie Matrizen
zuzulassen. Der Beweis, daB L aus allen Matrizen besteht, die beziiglich einer nichtaus-
gearteten quadratischen Form auf V schiefsymmetrisch sind, gelingt ihm nach groBen
Mihen 1921 in einer Arbeit, die im Druck 32 Seiten einnimmt (Weyl 1922a), nach eige-
nen Worten durch ,mathematische Seiltinzerei“ anstatt durch » Versenkung in den Sinn
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der aufgestellten Forderungen* (a.a.O., p.120). In den folgenden zwei Jahren findet er
wesentliche Vereinfachungen fiic den Beweis und behauptet, fiir # > 2 auch ohne die
Spurfreiheit auskommen zu kdunen.

E. Scheibe hat aber in (Deppert et al. 1988) mit Nachdruck darauf hingewicsen, daf
es trotz aller Unklarheit in Weyls Text offensichtlich ist, daB Weyl von Cartan und des-
sen Nachfolgern Klingenberg, Freudenthal, Kobayashi-Nagano mifiverstanden wurde! Die
Moglichkeit eines solchen MiBverstindnisses riumt Cartan mit der Ankiindigung ,,Voici
ce que I’auteur entend par 13“ ein. Nach Scheibes wohl authentischerer Interpretation geht
es Weyl nicht um eine Auszeichnung der Riemanngeometrie (= ,Kinematik* von Einsteins
Theorie), sondern um die Auszeichnung von Weyls Erweiterung dieser Geometrie, heute
als Weyl-Geometrie bezeichnet, mit deren Hilfe er auch das elektromagnetische Feld zu er-
fassen hoffte. Es geht demnach hier um eine gruppentheoretisch verallgemeinerte Version
der Weyl-Geometrie in Analogie zu obiger Verallgemeinerung der Riemanngeometrie. Die
Formulierung dieses eigentlichen Weylschen Raumnproblems ist erschwert sowohl durch
Unklarheiten seines Texles als auch durch das Auftreten von Termini, die heute eine an-
dere Bedeutung haben (z.B. ,metrischer Zusammenhang“). Mir scheint folgende Version
plausibel, wobei wieder G C $L(n, R) mit Liealgebra g und weiters G’ := R* .G mit Lie-
algebra ¢’ = R @ g sei. Welche Gruppe G hat folgende Eigenschaft: zu jeder G'-Struktur
auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit existiert eine torsionsfreie G’-Konnexion, die
durch den R-Anteil ihrer Konnexionsform - die ja Werte in ¢' hat — eindeutig bestimmt
ist? Ich mochte aber hier auf Scheibes Analyse loc. cit. verweisen und bemerke nur, daf
das eigentliche Weylsche Raumproblem auf dieselbe algebraische Aufgabe fiihrt, wihrend
die Weylsche Theorie aus physikalischen Griinden aufgegeben werden mufite.

3 Cartans Beweis

Die Folgen des 1. Weltkrieges bewirken, daf Weyls Buch ,Raum, Zeit, Materie® erst spit
in Frankreich gelesen wird. (Die franzdsische Ubersetzung der 4. Auflage bezeichnet Weyl
ubrigens als so frei, daB er fir sie jede Verantwortung ablehnt, wie er am Ende der 5. Auf-
lage duBert.) Es scheint, als wire E. Cartan erst 1922 und eben unter dem EinfluB dieses
Buches dazu gekommen, seine eigenen Methoden auf Fragen der Riemannschen Geometrie
anzuwenden und diese unter seinen neuen Gesichtspunkten zu verallgemeinern. Wahrend
nun Weyls Methode, seine Vermutung zu beweisen, streng auf das vorliegende Problem
zugeschnitten ist und zuerst Einschrankungen an die Elementarteilerstruktur der einzel-
nen Matrizen von L herleitet, wendet Cartan sofort seine Aufmerksamkeit dem ganzen
Objekt L zu (Cartan 1922, 1923). Zunichst verallgemeinert er das Problem, indem er nur
die Surjektivitat von a verlangt. Sodann schlieBt er, daB L bzw. die Komplexifizierung L°
bis auf einen rasch erledigten Sonderfall auf V irreduzibel wirken muf und daher halb-
einfach ist. Nun ist er in der Lage, zunachst die von W. Killing und ihm selbst (These,
1894) gefundene Klassifikation der abstrakten halbeinfachen Liealgebren und sodann die
von ihm 1913-14 aufgestellte Theorie und Liste der linearen Darstellungen dieser Alge-
bren anzuwenden. Aus der Surjektivitat von « leitet er eine notwendige Bedingung fir L
her und geht damit seine Liste durch. SchlieBlich verlangt er die Bijektivitat und erhalt
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Weyls Resultat.

Allerdings entgeht ihm dabei, da8 er, solange von a nur Surjektivitat verlangt ist,
eine zu grofle Liste fiir mogliche L angibt, da eben nur eine notwendige - wenn auch sehr
einschrankende — Bedingung ausgewertet wurde. Wir wollen dasjenige Raumproblem,
das bloB surjektivem o entspricht, in dessen Formulierung also ,genau eine torsionsfreie
G-Konnexion® durch ,eine torsionsfreie G-Konnexion* ersetzt ist, als ,Cartansches Raum-
problem” bezeichnen und zu beiden Raumproblemen das Adjektiv ,verallgemeinert” hin-
zufiigen, wenn die Einschrinkung G C SL(n, R) entfallt.

Die Lektire von Cartans beiden Publikationen zeigt, daB er nur mit knappen Worten
die philosophische Bedeutung des Raumproblems wiirdigt (,Ce probéme a une grande
portée philosophique“ (Cartan 1922, p. 82)) und seine Wichtigkeit eher dadurch unter-
streicht, daB er vor der Losung der algebraischen Aufgabe die differentialgeometrischen
Verhiltnisse nochmals sehr klar darstellt — fiir den heutigen Leser fast angenehmer als
Weyl (wenn auch erschwert durch seine Art, Differentialformen zu verwenden). Diese
»Klarheit* diirfte auch der Grund sein, weshalb sich spatere Autoren — ausgenommen
(Scheibe 1957) - so bereitwillig auf Cartans Interpretation bzw. die Frage der Auszeich-
nung der Riemanngeometrie anstatt der Weylgeometrie stiirzten; die geringere physika-
lische Bedeutung der letzteren mag da weniger Rolle gespielt haben. Auch A. Borels
Artikel in (Chandrasekharan 1986, p. 72) bildet hier keine Ausnahme.

Ich darf hier hinzufiigen, daB Cartan auch in seinen (ziemlich umfangreichen) ibrigen
Schriften zur Allgemeinen Relativitatstheorie kaum je philosophische Aspekte beriihrt.

4 Cartan und Weyl

Waihrend offenbar, wie erwahnt, Weyls Buch (und Einsteins Theorie) Cartan dazu ver-
anlafte, seine Methoden (Lie-Gruppen, Pseudogruppen, Differentialsysteme, repére mo-
bile) auf die Riemanngeometrie anzuwenden und Verallgemeinerungen besonderer Art zu
entwickeln, wurde umgekehrt Weyl durch das Studium von Cartans Beweis und seiner
Grundlagen zu seinen bahnbrechenden Arbeiten {iber die Darstellungstheorie halbeinfa-
cher Lie-Gruppen gefiihrt (Weyl 1925, 1926a,b,c,1927), wobei er sich ,eigentlich nur wie
der zufallige Treffpunkt“ von Cartan und Schur vorkommt. Wie bereits erwahnt, ist das
von v.d. Waerden eingehend recherchiert worden, und ich darf die Lektiire seines Buches
(v.d. Waerden 1985) warmstens empfehlen. Er iibersieht aber ebenso wie H. Freudenthal
in (Deppert et al. 1988), der diesen historischen Zusammenhang ebenfalls — wenn auch
weniger akribisch recherchiert — schildert, was Scheibes erwahnte Kritik zum Ausdruck
bringt; gleiches gilt fiir A. Borels Artikel (loc. cit.). Es wire reizvoll, die von v.d. Waerden
sichergestellte Korrespondenz daraufhin zu priifen, cbenso eine mégliche Rolle der von
Weyl kritisierten franzdsischen ﬂbersetzuug.’

In der Folge ist es wieder Cartan, der von den Weylschen Ideen becinfluBt wird und sich
fiir die Topologic von Liegruppen und homogenen Raumen sowie dic harmonische Analyse
auf ihnen interessiert, die er wieder mit seinen cigenen Methoden weiterentwickelt. wie
A. Borel (loc. cit.) naher ausfiihrt.

Der Zufall (7) wollte es, daB gerade 1925-26 die Quantentheoric entstand und bald klar
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wurde, welche Rolle in ihr die Gruppentheorie spielen wiirde (sogenannte ,Gruppenpest®,
im Physikerjargon). Weyl hat darauf sofort mit einem Buch reagiert (Weyl 1928) und auch
crkannt, daB die Quantenmechanik eine bessere, auch heute giiltige und, wie sich heraus-
stellte, einer wesentlichen Verallgemeinerung fahige Moglichkeit bot, das elektromagneti-
sche Feld strukturell unterzubringen (Weyl 1929) als sein erster, vorher erwihnter Geo-
metrisierungsversuch. Dies diirfte wohl das Ende von Weyls regem Interesse am Raum-
problem gewesen sein. Schon in (Weyl 1923, p. 45.) liest man iibrigens: ,Nachdem in das
ncue Haus der Wahrheit alles Wertvolle hinubergerettet ist, was das alte beherbergte,
kénnen wir von ihm aus es gleichmiitig mitansehen, wenn die alte Wohnung zerbrockelt.
Dieser Prozef wird niemals stillestehen; seien wir dessen gewiB, daB§ auch die neue Burg
den Geist nicht auf ewig beherbergen wird. Die Wahrheit ist etwas Lebendiges. Das be-
deutet nicht Skepsis; an der besonderen Ausgestaltung, die Wahrheit und Recht in diesem
Augenblick der menschlichen Kultur angenommen haben, missen wir mit allem Ernste
arbeiten und uns mit allem Ernste an sie binden. Aber gerade dadurch wird das Leben
des Geistes diese Gestalt stetig in neue Gestalten verwandeln; die alte mag dann als eine
leere Schale in den Museen aufbewahrt werden. Niemals aber wird es gelingen, die Wahr-
heit endgiltig in die Form eines toten Seins, eines wie rationalen wohlgeordneten immer,
zu begraben.“

5 Einige Epigonen

Das Weylsche Raumproblem ist in den Fiinfziger- und Sechzigerjahren wieder aufgegriffen
worden, u.a. in (Scheibe 1957), (Laugwitz 1958), (Klingenberg 1959), (Freudenthal 1960)
und (Kobayashi-Nagano 1965). Ich mdchte diese Arbeiten nicht ausfihrlich kommentie-
ren, sondern nur einzelne Bemerkungen machen. Scheibe (Dissertation, Gottingen 1955)
ist der erste, der das Problem in die modernere Sprache der Konnexionen in Faserbiindeln
libersetzt; dabei bemiiht er sich, dem eigentlichen Weylschen Raumproblem gerecht zu
werden. Laugwitz bringt eine begriffliche Differenzierung, indem er ein erstes und ein
zweites Weylsches Raumproblem unterscheidet - in diesem Sinn habe ich hier nur vom
zweiten Raumproblem gesprochen. Klingenberg gibt ebenfalls eine moderne Formulierung
des verallgemeinerten Weylschen Problems (praktisch die heutige) und beweist ein Ana-
logon zum Weylschen Resultat fir fast-komplexe Mannigfaltigkeiten, wobei ihm bereits
die von Weyl und anderen erzielten Vereinfachungen der Cartanschen Darstellungstheorie
zur Verfugung stehen.

H. Freudenthal, den ich bereits im Zusammenhang mit dem Helmholtzschen Raum-
problem erwéhnte, und der wie Laugwitz auch als Mathematikhistoriker kein Unbekann-
ter ist, hat 1960 das verallgemeinerte Cartansche Raumproblem und damit wohl auch
Laugwitz’ erstes Weyl-Problem gelost. Es gelingt ihm, die Cartansche Beweismethode
durch Ausniitzung von mehr aus der Surjektivitit von o folgenden Bedingungen wesent-
lich abzukiirzen (seine Arbeit umfa8t nur acht Seiten!), wobei er auch den kleinen Fehler
in Cartans Arbeit bemerkt. Er vermutet sogar, dafl sich seine Methode noch dahinge-
hend verbessern liefle, dafi der Beweis ‘elementar’ wird, also die Klassifikationstheorie
uberhaupt nicht mehr bendtigt. Ein Fortschritt in dieser Richtung ist mir aber nicht
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bekannt.
Dasselbe Problem 18sen 1965 auch Kobayashi-Nagano in dhnlicher Weise, wobei ihnen
anscheinend durch ein numerisches Versehen ein Fall entgeht. Soviel zu den Epigonen.

6 Abschluflbemerkungen

Das Weylsche Problem und seine Lésung sind heute weitgehend vergessen. So hat sich
erst kirzlich (1988) ein Physiker bemiiht, zu einer durch ein symmetrisches Tensorfeld
hoherer Stufe definierten G-Struktur eine torsionsireie G-Konnexion zu finden, was ihn
in ein algebraisches Dickicht fiihrte, aus dem eben auch Weyl und Cartan nur mit grofem
Kraftaufwand herausgefunden hatten.

Aber auch schon 1963, als Kobayashi und Nomizu den ersten Band ihrer ‘Foundation
of Differential Geometry’ herausbrachten (Kobayashi-Nomizu 1963), war das Problem
soweit aufer der allgemeinen Diskussion, daB diese Autoren dazu neben Weyl und Car-
tan lediglich (Klingenberg 1959) zitierten (wobei sie die wesentliche Voraussetzung n > 2
wieder hinzufiigten). Die Entwicklungslinie Scheibe-Laugwitz-Freudenthal blieb dagegen
unbericksichtigt. So mochte das Gefihl entstanden sein, daBl das verallgemeinerte Weyl-
Cartan-Problem noch einer Untersuchung bediirfe, und (Kobayashi-Nagano 1965) dupli-
zierten daher das Freudenthalsche Ergebnis. Erst die ‘Foundations IT’ (Kobayashi-Nomizu
1969) enthalten (Freudenthal 1960).

Auch dié philosophische Bedeutung des Problems diirfte heute kaum jemanden rithren
(die Vierdimensionalitit der Raumzeit und die Signatur des metrischen Tensorfeldes wer-
den durch seine Losung nicht geliefert), wahrend Cartan an Weyl noch schreiben konnte,
indem er gleichzeitig seiner Bescheidenheit Ausdruck gab: ... ist die Einfachheit des Be-
weises nichts im Vergleich zur philosophischen Bedeutung.“ Heute diirfte sich die Sachlage
eher umgedreht haben, fir Kobayashi-Nagano (1965) etwa ist das Problem fundamental
fir die Theorie der G-Strukturen, nicht fir die Philosophie — womit ich an das Gene-
ralthema dieser Tagung ankniipfen kann: »Mathematik - & la mode?® Ich méchte dazu
aber nichts direkt sagen, sondern einfach Weyl selbst zitieren und dann schlieBen.

n--. Wahrend fast alle tieferen mathematischen Theorien — wie z.B. die wunderbare
Theorie der algebraischen Zahlkérper - innerhalb der groflen philosophischen Zusam-
menhinge der Erkenntnis nicht viel zu bedeuten haben und auf der anderen Seite das,
was die Mathematik beisteuern kann zur Beleuchtung allgemeiner Erkenntnisprobleme,
meist der Oberflache der Mathematik entstammt, haben wir hier den seltenen Fall, daB
ein fiir alle Wirklichkeitserkenntnis grundlegendes Problem, wie es das Raumproblem ist,
zu tief eindringenden mathematischen Fragestellungen AnlaB gibt. (Weyl 1923, p. 61.)

ne-. Sache des Mathematikers ist es nicht, dber Wirklichkeiten Gericht zu sitzen,
sondern aus der Wirklichkeit entsprungene Probleme zu Ende zu denken und die dazu
bendtigten Hilfsmittel bereitzustellen. Und nur dadurch, daB man eine Theorie mit allem
Ernst und allen Konsequenzen zu Ende denkt, wachst sie iiber such selbst hinaus. Dieser
ProzeB vollzog sich an unserem Problem in dem divinatorischen Geiste Riemanns. ... So
wollen wir denn jetzt unser Teil dazu beitragen, die Riemann-Einsteinsche Theorie {iber

Zeit und Raum zu Ende zu denken! ...% (a.a.0.,p. 45 1))
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»-- hatte ich die Stirn, den ... rein algebraischen Salz ... als Vermutung auszusprechen
allein aufgrund seiner transienten Bedeutung fiir das Raumproblem.“ (Weyl 19220, p.
221.

,,)The stringent precision attainable for mathematical thought has led many authors
lo a mode of writing which must give the reader an impression of being shut up in a
brightly illuminated cell, where every detail sticks out with the same dazzling clarity, but
without relief. I prefer the open landscape under a clear sky with its depth of perspective,
where the wealth of sharply defined nearby details gradually fades away towards the
horizon.“ (Weyl 1939, p. viii; wenige Zeilen weiter bedauert Weyl, gezwungen, in englischer
Sprache zu schreiben, “loss in vigor, ease and lucidity of expression”. Ich wage also keine
ﬁbersetzung, da sie den beklagten Verlust eher verdoppeln als wettmachen wiirde: allein
die zweifache Bedeutung von ‘relief” macht mir ein Problem!)

[ l‘ l l . ! f | ) ”I .‘I !" l
| A [ o -
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Kurafassung

Im Gefolge seiner Auseinandersetzung mit den Ideen der allgemeinen Relativitats-
theorie Einsteins, die in seinem Buch »Raum, Zeit, Materie* ihren Niederschlag fand,
sowie mit Riemanns Habilitationsvortrag ,, Uber die Hypothesen, welche der Geometrie
zugrunde liegen®, hat H. Weyl 1921 ein »Raumproblem® formuliert, mathematisiert und
gelost. E. Cartan stellte Weyls Beweis einen systematischeren zur Seite, der die Dar-
stellungstheorie der halbeinfachen Liealgebren beniitzt. Weyls Auseinandersetzung mit
diesem Beweis fithrte ihn dazu, seine berdhmte Darstellungstheorie der halbeinfachen
Liegruppen zu entwickeln, die ihrerseits wieder Cartans Forschungen beeinfluBte. In der
Zeit 1955-1965 sind noch wenigstens fiinf Arbeiten zu diesem Thema erschienen, und die
Entwicklung ist 1985, zum Teil anlaBlich verschiedener Tagungen zum 100. Geburtstag
Weyls, von mehreren Autoren resiimiert und aus verschiedenen Blickwinkeln analysiert
worden. Der Vortrag bringt eine Zusammenfassung.
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Ein Beispiel aus der Dreiecksgeometrie im 19. Jahrhundert:

der Lemoine-Punkt

Peter Baptist, Bayreuth

Im Jahre 1873Vﬂielt der Ingenieur Emile LEMOINE (1840-1912)
vor der 'Association Frangaise pour l'Avancement des Sciences'
in Lyon ein Referat mit dem Titel "Sur quelques propriétés
d'un point remarquable du triangle". Im Zentrum seiner Ausfiih-
rungen stand der Schnittpunkt der antiparallelen Mediane.

Da eine antiparallele Mediane symmetrisch zur Mediane beziig-
lich der Innenwinkelhalbierenden durch denselben Eckpunkt ver-
lduft, prdgte Maurice 4'OCAGNE (1862-1938) 1883 den Begriff
Symmediane: symédiane als Abkﬁrzuné fir symétrique de la médiane.
Der Schnittpunkt der Symmediane heiBt folglich Symmedianpunkt.

- Allgemein nennt man Ecktransversalen, die durch Spiegeln an der

Innenwinkelhalbierenden ineinander iibergehen, isogonal.

Die Zeit war damals reif fiir einen Aufschwung der Dreiecksgeo-
metrie. Lemoines Vortrag léste eine geradezu stiirmische Entwick-
lung aus. Die Eigenschaften dieses Transversalenschnittpunkts
sowie von Geraden und Kreisen, die mit ihm in Verbindung stehen,
wurden von zahlreichen Autoren untersucht (beziiglich der Ergeb-




BAPTIST

nisse siehe [1], (3]). Um dem Verdienst Lemoines an dieser Ent-
wicklung ein Denkmal zu setzen, fiihrte 1884 Jean NEUBERG (1840-
1926) - bekannt als Herausgeber der Zeitschrift 'Mathesis' -
den Namen Lemoine-Punkt ein, der sich vor allem in der franzs-
sischsprachigen Literatur durchsetzte. Bezeichnend fiir die
nationalen Tendenzen im letzten Viertel des 19. Jahrhunderts
ist die wiirdigung durch Emile Vigarie im Jahr 1889:

"Lemoine doit étre regardé comme le fondateur de la

géométrie moderne du triangle et c'est une science

toute frangaise...

Bereits siebzig Jahre vor Lemoines Vortrag war der nach ihm
benannte Punkt bekannt. Die ersten Zeugnisse finden sich in der
Zeitschrift "The Mathematical Repository", die Thomas Leybourn
in den Jahren 1795 bis 1835 herausgab (vgl. [5]). In der Ausgabe
des Jahres 1803 wird ein Punkt in einem Dreieck angefiihrt, fiir
den die Summe der Quadrate der Abstinde zu den Seiten minimal
ist. Ein Jahr spdter finden sich in dieser Zeitschrift in Ver-
bindung mit der LOsung einer geometrischen Ortsaufgabe fol-

gende Ergebnisse:
- Wird ein Punkt K im Dreieck ABC so gewdhlt, daB

¥a' RRT ®er
Ka' _ KB' _ KC' , wobei A',B',C' LotfuBpunkte auf den Seiten

BC ca AB

2 2 2

sind, dann gilt KA'® 4+ KB'® + KC'® = min.
- Die Ecktransversale durch K teilt die gegeniiberliegende

Seite im Verhdltnis der Quadrate der anliegenden Seiten.

In beiden Beitrdgen im 'Mathematical Repository' wird die Mini-
mumeigenschaft des Punktes K erwdhnt, aber nicht, daB dig§er
Punkt isogonal konjugiert zum Schwerpunkt ist. Ursprung des
Interesses flir diesen Punkt war vielleight die Ausgleichsauf—
gabe: zu drei Geraden, die durch einen Punkt gehen sollten,
aber in der Realitdt ein Dreieck aufspannen, soll derjenige
Punkt gefunden werden, fiir den die Quadratsumme der Abstinde

von den drei Geraden zum Minimum wird.

Im Jahr 1806 verSffentlichte James Ivory ebenfalls im 'Mathe-
matical Repository' ein Ergebnis beziiglich isogonaler Geraden:

- 3- BAPTIST

P und Q sind zwei beliebige

Q Punkte auf zwei isogonalen
Geraden des ¢BAC. Dann gilt:
1%

™
]

P2 99

Von diesem Satz gilt auch die Umkehrung: Gilt fir zwei Punkte

. . PP1 QQZ
P,Q im Winkelfeld des ¢BAC —= = —%£ , dann liegen P und Q auf
PP2 QQl

isogonalen Geraden.

Aus dieser Umkehrung kénnte man sofort auf die isogonale Konju-
giertheit von Schwerpunkt S und Lemoine-Punkt K schlieBen

KA’ a SA* :
(wegen E;T =5 und ——: = g). Diesen Zusammenhang erwdhnt James
SB .

Ivory allerdings nicht.

Wir wechseln den Schauplatz. 1809 erschien das Buch 'Elémens

d'analyse géometrique et d'analyse

ELEMENS algébrique' ([4]) von Simon LHUILIER
DANALYSE GEOMETRIQUE (1750-1840). Hierin findet sich fol-
er gende Aufgabe: "On détermine sur le

D'ANALYSE ALGEBRIQUE,

APPLIQUEES A LA RECHEACHE

plan d'un triangle le point duguel
. abaissant des perpendi i
DES LIEUX GEOMETRIQUES; PempEndiculajitey sur

Pan Sivoy LHUILIER, ces cotés la somme de leurs carrés

P M sl s Gocs. Nt e s est la plus petite."
A Lhuilier zeigt mit Hilfe der Dif-

o
Ler & Satrmem
_— -

ferentialrechnung, daB8 der gesuchte

éﬁg Punkt derjenige ist, dessen 2Ab-
stdnde zu den Seiten sich verhalten

APants, wie die entsprechenden Seiten. Fiir

Ches 3. Pascooun. Livare, Mua den Grondo Aupenias, X 11,
rres le paet Soom-Michel,

B4 Gaxere, ths lo miame Librure,

18cqs
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die minimale Summe gibt er den Wert 42" (AABC an. AnschlieBend
a2+b2+c2
schreibt er, daB man dieses Ergebnis auf beliebige Polygone und
auch auf Polyeder erweitern kann. Insbesondere befaft er sich

mit dem Minimumpunkt des Tetraeders.

Erneuter Wechsel des Schauplatzes. Mit seiner 1827 erschienenen
Abhandlung "Das geradlinige
. Ooee ' Dreieck und die dreiseitige
geradlf“ige Dreieck Pyramide nach allen Analogien
Tnd i dargestellt" ([6]) setzte
dreiseitige Pyramide sich Leopold Carl Schulz von

STRASZNICKI (1803~1852) das

mach

. ellen Awalogien durgestelle

2iel, die Anzahl der Transver-
salenschnittpunkte zu vermeh-

Eia
" Beitrag zur analytischen Geometrie ren. Der Untertitel der Schrift
verrdt die Arbeitsweise:
Ten "Ein Beitrag zur analytischen
Leopold Curt Schulz von Strassnicki, N Geometrie".
i wsd Supplecian dos Lebromis dor Matuilibre nad
w Hathemstd on dov Wiensr &, b, Hucherhuls,

In welchem Zusammenhang be-
1?%%2?& handelt nun Strasznicki den
- -— Lemoine-Punkt? Mit Hilfe der
i Verne o aobmen Differentialrechnung zeigt
er zundchst, daB die Summe
der Quadrate der Entfernungen vom Schwerpunkt zu den Eckpunkten
minimal ist. Dann schreibt er: "auf gleiche Art wollen wir nun
die Coordinaten desjenigen Punktes bestimmen, welcher die Eigen-
schaft hat, dass die Summe der Quadrate seiner Distanzen von den
drei Seiten des Dreiecks ein Minimum ist." Diesen Punkt nennt er

dann "der Kiirze halber den Minimumpunct".

Strasznicki ist nun der erste, der explizit auf die Verwandt-~
schaft zwischen Schwerpunkt und Minimumpunkt hinweist. Dazu be-
trachtet er das Verhiltnis der Sinus der Teilwinkel, in die eine
Ecktransversale den zugehdrigen Innenwinkel zerlegt.

-5 -
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Ist nun CX Ecktransversale durch den
Minimumpunkt, so gilt:
sin ACX _ AC
sin XCB BC
Fiir eine Seitenhalbierende CX erhal-
) ten wir:
X 3 sin ACX _ BC
sin XCB AC

Anhand dieser ‘Ergebnisse stellt er fest: "Man kann die Analogie
des Minimumpunktes und des Schwerpunktes nicht ibersehen." Den
letzten Schritt zum Aufdecken der Verwandtschaft vollzieht er
allerdings nicht. Er erwihnt nicht, daB die entsprechenden Trans-
versalen durch Spiegeln an der zugehSrigen Innenwinkelhalbieren-
den ineinander iibergehen.

Diese Eigenschaft erwidhnt u.a. 1847 der Kasselaner Gymnasial-
lehrer Ernst Wilhelm GREBE (1804-1874) in [2]. Sein Konstruk-
tionsverfahren fiir den Minimumpunkt ist wesentlich eleganter als

das von Strasznicki.

Uber den Seiten des Dreiecks ABC werden Quadrate errichtet. Die
zu den Dreiecksseiten parallelen Quadratseiten werden verlidngert
und zum Schnitt gebracht. Es entsteht ein neues Dreieck A'B'C'.
Die Ecktransversalen AA',BB',CC' schneiden sich im gemeinsamen

Minimumpunkt der beiden Dreiecke.

o!ﬁto
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Da ‘Strasznickis Abhandlung anscheinend nicht sehr verbreitet
war, wurde der Minimumpunkt (Lemoine-Punkt) insbesondere in der
deutschsprachigen Literatur des ausgehenden 19. Jahrhunderts
nach Grebe benannt.
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Sehen und Abbildung

Jaroslav Folta

Sehen — als erster direkter Kontakt zwischen Mensch (Subjekt) und Welt (Objekt)
— ist der erste Anlafl fiir die Bildung einer Vorstellung iiber Weltrealititen, Grund

zur Beschreibung (Darstellung) — auch als fernere subjektive Vorstellungstrans-

- formation — des Objektes und zum Erkennen der darin enthaltenen Informationen

(unter anderem auch in Bildern).

Die Darstellung in Zeichnungen hat sich zur Abbildung gemiB fester Regeln ent-
wickelt. Die Vorgeschichte und die Geschichte der Perspektive wahrend der ita-
Lienischen Renaissance ist schon ausfiihrlich in der Literatur beschrieben worden.
Auch die Fehler der alten Meister — z.B. mehrere Hauptpunkte, nur gefithlte, aber

nicht konstruierte Perspektive — sind bereits analysiert.

In der darauf folgenden Entwicklung haben aber auch die besten Kenner der Ge-
setze der Perspektive dhnliche Mittel beniitzt, um z.B. in einem Bild einige Details
deutlicher sichtbar zu machen. Also wurden die Fehler der Alten, sowie absicht-
liche Andemngen der Gesetze der Zentralperspektive bei groBen Gemailden durch
das subjektive Gefiihl verursacht.

Unser Auge durchschaut die Realitit, oder eine Abbildung dieser Realitit, nicht
starr und ohne Bewegung. Die Aufmerksamkeit des Kiinstlers, sowie des Betrach-
ters, ist auf verschiedene Motive des Bildes gerichtet, und aus unseren Blicken
bildet sich eine Vorstellung der Realitt, die mit der Abbildung in zentralperspek-
tivischer Konstruktion nicht identisch ist.

Trotzdem kann man nicht auf gewisse Gesetze der geometrischen Perspektive ver-
zichten: Josuah Kirkby (1757) wollte die Hauptergebnisse der Tylor‘schen Per-
spektive popularisieren und beniitzte dafiir in seinem Buch als Titelblatt Hobarts
Zeichnung, in der die meisten der elementaren Siinden der damaligen Maler ver-
deutlicht werden.

In der zweiten Halfte des 19. Jahrhunderts, nachdem die Zentralperspektive eine
neue theoretische Begriindung bekommen hatte und die Aufmerksamkeit der Geo-

meter mehr auf die Abbildungsmethoden konzentriert war, gab es auch Versuche,
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jene Probleme, die von den Malern schon im 16. Jahrhundert gefiihlt worden

waren, mit geometrischer Exaktheit zu 16sen.

In einer Diskussion zwischen dem Berliner Guido Hauck (1845-1905) und dem
Briinner Miloslav Pelisek (1855-1940) wurden verschiedene Methoden beniitzt.
Hauck hat gezeigt, dafl die zentralperspektivische Abbildung auf die Ebene mit
einem festen Hauptpunkt bezogen ist, wihrend die vom Maler mit den Augen be-
obachtete Realitit, und daher auch das Bild in seiner Vorstellung faktisch einer
Projektion auf eine Kugelfliche ghnlich ist. Also muBte er die Bilder der stren-
gen Perspektive korrigieren. Hauck (1879) empfahl daher, die Zentralperspektive
durch eine konforme Abbildung zu ersetzen. Um dabei Deformationen zu vermei-

den, hat er gerade Strecken durch sanft ovale Bégen ersetzt.

Peligek hat sich mit dem physiologischen Problem der Sehschirfe beschaftigt (1886).

Die Sehstrahlen sind im Auge nicht auf einen Punkt konzentriert, sondern bilden
eine Regelfliche, die sogenannte Kaustik. Diese Kaustik ersetzte Pelisek durch tan-
gentiale Hyperboloide. Diese Situation ist fiir ihn der Grund dafiir, daB Sehscharfe
nurin einem engen Blickwinkel gelten kann. In. der Abbildung wirkt sich das so aus,
dafl, wenn das Bild nicht vom richtigen Blickpunkt aus betrachtet wird, in unserer
Vorstellung ein Bild des Raumes entsteht, das verschieden ist vom Abgebildeten.
Zwischen diesen beiden Riumen besteht aber eine Affinititsverwandschaft.

Im 20. Jahrhundert sind die Kiinstler von den sichtbaren Dingen mehr zu den la-
tenten Wahrheiten iibergegangen (Klee 1920). Dies zeigt sich in typischer Weise fiir
eine Gruppe schépferischer Kiinstler nach dem 1. Weltkrieg und es steht gewifl in
engem Zusammenhang mit ihrer skeptisch-philosophischen Weltanschauung. Die
Realitdt war nicht mehr ein Kriterium des kiinstlerischen Ausdrucks.

Trotzdem erschien unter den Kiinstlern einer, der die scharf realistischen Aus-

schnitle zu einem unwirklichen Ganzen zusammengestellt hat. Es war dies Maurits

Escher (1898-1972). Er hat dabei auch spezielle Abbildungs- — oder Projektions- .

— methoden benutzt, um damit das dynamische Prinzip des Sehens (oder bes-
ser des Durchschauens) und das Enstehen unserer Vorstellung in einem Bild ein-
schlieflen zu kénnen. Und diese Projektionsmittel sind in der zweiten Hilfte der
Schaffenszeit Eschers (nach seiner Auswanderung aus Italien vor dem Faschismus)
an seine philosophische Weltanschauung gebunden. Seine sehr realistische Darstel-
lung aller Bildteile ist zu ganz absurden Verbindungen verkniipft. Der Zuschauer
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kann dies erst nach genauer Betrachtung von Eschers Graphik erkennen. Escher
benutzt hier: 1) ein Prinzip der Telegraphenleitung Betrachtung. Es ist dies eine
Projektion aus einem Punkt auf der Achse des Zylinders auf die Zylinderflache,
und danach die Abwicklung der Zylinderfliche auf die Ebene. Damit konnte er
gur Zeichnung ein deformiertes Netz benutzen, das dem realen Quadratnetz ent-
spricht; 2) Vertauschung der Funktion der Fluchtpunkte (Zenit — Nadir), oder
drei Fluchtpunkte, {ron denen jeder fiir einen Teil der Abbildung dieselbe Funk-
tion (und damit auch eine eigene Gravitation) hat; 3) planmiBige Deformation des
Quadratnetzes einer Zeichnung nach geometrischen oder mathematischen Regeln.
Das Hauptziel — die realen Elemente in unwirkliche Zusammenhinge zu bringen,
oder umgekehrt, das reale Ganze mit unrealen Details zu erfiillen, und damit den
philosophischen Blick auf die harmonische Disharmonie der Welt zu betonen —

ist so mit mehr intuitiven geometrischen konstruktiven Mitteln erzielt.

Escher hat zwar ausdriicklich den EinfluB der Mathematik auf seine Methoden
bestritten, historisch kann man aber in seinem Leben einige indirekte Anregungen
aus diesem Bereich finden. Bei seiner Suche nach realistischen Abbildungen von
nichtexistierenden Situationen hat er auch unser Wissen iiber Projektionsmetho-
den bereichert.
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HERMANN WEYL
an der
ETH ZURICH
(1913 - 1930)

Ginther Frei

14. Oktober 1989

Vortrag in Neuhofen an der Ybbs

Bericht ber eine gemeinsame Arbeit mit Urs Stammbach:

Hermann Weyl an der ETH Zirich (1913-1930) - in Dokumenten

1. Berufung an die ETH (1913)

Das nach dem Vorbilde der Ecole Polytechnique in Paris entstandene Eidgenos-
sische Polytechnikum, im Jahre 1911 in Eidgenossische Technische Hochschule
(ETH) umbenannt, hatte seit seiner Griindung bis zum Ausbruch des ersten
Weltkrieges schon eine grosse Zahl bedeutender Mathematiker nach Ziirich.ge-
bracht, darunter Joseph Raabe, Elwin Bruno Christoffel, Richard Dedekind, Her-

mann Amandus Schwarz, Georg Frobenius, Heinrich Weber, Wilhelm Fiedler, Her-

mann Minkowski und Carl Friedrich Geiser. ,

Als im Jahre 1913 Carl Friedrich Geiser, ein Grossneffe von Jacob Steiner, in den
Ruhestand trat, wurde der junge Privatdozent Hermann Weyl (1885-1955) aus
Gottingen an die ETH berufen. Damit begann fir die ETH eine Zeit ausserst
fruchtbarer mathematischer Aktivitat.
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Weyl wurde als Sohn des Bankdirektors Ludwig Weyl am 9. November 1885 in
Elmshorn (Preussen) geboren. Nach dreijahrigem Elementarunterricht in seiner
Vaterstadt besuchte er das Gymnasium in Altona, wo er Ostern 1904 die Reifepri-
fung bestand. Darauf studierte er zunichst in Gottingen, dann zwei Semester in
Miinchen und schliesslich wieder in Gottingen Mathematik, daneben Philosophie,
Physik und Chemie. Im Frihjahr 1908 promovierte er mit einer von Hilbert
angeregten Dissertation iber singulire Integralgleichungen und im Mirz 1910
folgte die Habilitation in Géttingen mit einer in den Mathematischen Annalen
verdffentlichten Arbeit iber die aus linearen Differentialgleichungen entspringen-
den Integraldarstellungen. Im Jahre 1913 erschien Weyls Aufsehen erregendes
Buch Die Idee der Riemannschen Fldche, in welchem Weyl diese Theorie erstmals

- mit strengen Beweisen dank der neuen Untersuchungen von Luitzen Brouwer zur

Mengenlehre und zur Analysis situs (Topologie) und mit Hilfe der neuen Methoden
der Gruppentheorie (Algebraischen Topologie) versah. Im gleichen Jahre setzte
Weyls Beschiftigung mit der Theorie der Gleichverteilung modulo Eins ein, deren
Ausarbeitung im Jahre 1916 in den Mathematischen Annalen erschien.

Zuerst wurde die Stelle Geisers Rudolf Fueter (1880-1950) angetragen. Dieser,
ebenfalls Schiiler von Hilbert, hatte eben erst im Friithjahr 1913 eine ordentliche
Professur an der Technischen Hochschule in Karlsruhe angetreten und wollte daher
zu jener Zeit keinen Ruf annehmen. Weyls Berufung an die ETH ist nicht zuletzt
auch einem Gutachten von Georg Frobenius zu verdanken.

Es wirkten damals an der ETH neben Geiser die Mathematiker Marcel Grossmann
(1878-1936), seit Herbst 1907 Professor fir Darstellende Geometrie und Geometrie
der Lage, Adolf Hurwitz (1859-1919), vom Wintersemester 1892 bis zu seinem Tode
am 18. November 1919 Professor fiir hohere Mathematik, Ferdinand Rudio (1856-
1929), seit Sommersemester 1881 Privatdozent und seit 1889 ordentlicher Pro-
fessor fiir hohere Mathematik, Arthur Hirsch (1866-1948), seit Sommersemester
1893 Privatdozent und von Sommersemester 1903 bis zur Emeritierung im Som-
mer 1936 Professor fiir hohere Mathematik, Jéréme Franel (1859-1939), seit 1886
ordentlicher Professor fiir hohere Mathematik in franzdsischer Sprache, Louts Koll-
ros (1878- 1959), seit 1909 ordentlicher Professor fiir Geometrie in franzdsischer
Sprache, und ausserdem in der gleichen Abteilung Ernst Meissner (1883-1939), seit
Sommersemester 1909 Privatdozent fiir reine und angewandte Mathematik und seijt
Sommersemester 1910 ordentlicher Professor fir Technische Mechanik und Albert
Einstein (1879-1955), seit Wintersemester 1912 Professor fiir Theoretische Physik.
Einstein, Grossmann und Kollros hatten schon von 1896 an gemeinsam an der
ETH studiert.

1
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2. Die Zeit an der ETH (1913-1930)

Als Weyl im Jahre 1913 an die ETH kam, waren Einstein und Grossmann gerade
mit der mathematischen Ausarbeitung der Allgemeinen Relativititstheorie und
Gravitationstheorie beschiftigt. Mit grossem Interesse wandte sich Weyl dieser
neuen Theorie zu. Als sie 1915, kurz nachdem Einstein im Sommer 1914 die ETH
verlassen hatte, zu einem gewissen Abschluss gekommen war, konnte Weyl im
Sommersemester 1917, als er die durch den Wegzug Einsteins entstandene Liicke
zu tberbriicken hatte, erstmals in einer Vorlesung eine systematische und strenge
mathematische Darstellung dieser Theorie geben. Daraus ist Weyls bekanntes
Buch Raum - Zeit - Materie (1918) hervorgegangen.

Am 11.Mai 1915 wurde Weyl als deutscher Staatsangehériger in den deutschen
Heeresdienst eingezogen. Als gemeiner Landsturmmann, spater Gefreiter, war er
einem in Saarbriicken stationierten Infanterieregiment zugeteilt. Dank der Inter-
vention des Schweizerischen Schulrates konnte auf den 3.Mai 1916 Weyls Entlas-
sung aus demn Heeresdienst erwirkt werden. Kurz darauf erhielt Weyl einen Ruf
an die Technische Hochschule in Karlsruhe als Nachfolger fiir den nach der Univer-
sitat Zirich berufenen Fueter. Dieses Angebot lehnte Weyl jedoch ab, nachdem er
als Gegenleistung eine Besserstellung an der ETH erwirkt hatte. Im Februar 1918
erging an Weyl ein neues Angebot, dieses Mal aus Breslau, an dem auch Hilbert
mitbeteiligt war. Erst meldete Weyl am 5. April 1918 an Einstein, er hitte den
Ruf angenommen. Im September desselben Jahres jedoch lehnte er schliesslich
dieses Angebot ab, nicht zuletzt aus gesundheitlichen Grinden.

Im Februar 1920 erhielt Weyl einen ehrenvollen Ruf nach Gattingen, wo der
Lehrstuhl von Felix Klein neu zu besetzen war. Zwei Monate spater trat ein
weiteres Angebot nach Berlin hinzu. Die Entscheidung fiel Weyl wieder schwer.
Schliesslich rang er sich an einem Abend zu Beginn des Monates Juli 1920 zum
Entschluss durch, die Berufung nach Gdttingen anzunehmen. Als er jedoch beim
Telegraphenamt ankam, kabelte er eine Absage.

Die nichste Berufung folgte schon im September desselben Jahres nach Amster-
dam, wo Luitzen Brouwer als Ersatz fir die Ablehnung eines an ihn ergangenen
Rufes nach Berlin die Schaffung eines neuen Ordinariates fiir Funktionentheorie er-
wirkt hatte. Auch dieses Angebot lehnte Weyl ab. Dafiir erhielt er in Ziirich wieder
verschiedene Zugestandnisse, wozu neben einer weiteren Gehaltsverbesserung auch
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die Gewihrung eines Urlaubes im Hochgebirge wahrend der Monate Januar bis
Marz fir die folgenden drei Jahre, die gelegentliche Inanspruchnahme eines As-
sistenten und der Ausbau der Mathematischen Seminar-Bibliothek gehorten. Zu
solchen Kuraufentha]ten hatte ihm sein Arzt Heinrich Zangger, Direktor des Ge-
richtlich Medizinischen Institutes der Universitat Zirich, dringend geraten.

Im Fridhjahr 1922 weilte Weyl auf Einladung des Institut d’Estudis Catalans in
Barcelona und anschliessend an der Universitit in Madrid, wo er je einen Vor-
tragszyklus tiber die Mathematische Analyse des Raumproblems hielt. Daraus ist
dann das Buch gleichen Titels hervorgegangen (Springer, 1923).

Als im Februar 1925 Weyl aus gesundheitlichen Griinden wieder um Urlaub nach-
suchen musste, fihrte der junge Johann von Neumann, damals Student an der
Chemischen Abteilung der ETH Weyls Vorlesung iber Axiomatik zu Ende. Drei
Monate spater erhielt Weyl eine neue Berufung, dieses Mal nach Leipzig, wo der
Lehrstuhl von Gustav Herglotz wieder zu besetzen war, nachdem Herglotz einen
Ruf nach Géttingen angenommen hatte. Als neue Zugestandnisse von Seiten
der ETH erhielt Weyl neben einer weiteren Gehaltsverbesserung eine Erhchung
des Kredites fiir die Mathematische Seminar-Bibliothek, die Gewahrung von fi-
nanziellen Mitteln um alle paar Jahre einen Mathematikertag abhalten, d.h. be-
deutende Forscher zu Vortragen an die ETH einzuladen zu konnen und die Verbes-
serung des Anstellungsverhéltnisses des Assistenten und Titularprofessors Georg
Polya. Auf diese Weise wurden spiter George W. Birkhoff, Erich Hecke, Gaston
Julia und Emil Artin nach Zirich eingeladen.

Ende Mirz 1926 trat fir Weyl insofern eine wichtige Anderung ein, als nach
dem Ricktritt des bisherigen Schulratsprasidenten Robert Gnehm, mit dem sich
Weyl ausgezeichnet verstanden hatte, der damalige Rektor Arthur Rokn in das
einflussreiche Amt nachriickte. Im September gleichen Jahres vertrat Weyl die
Schweiz anlisslich des 6. internationalen Philosophen-Kongresses, der an der Har-
vard University in Cambridge (Mass.) stattfand. Dabei nahm Weyl die Gelegen-
heit wahr, an verschiedenen amerikanischen Universititen Gastvortrige zu halten
und erste Verbindungen zu kniipfen. Das anschliessende Wintersemester 1926/27
verbrachte Weyl auf Einladung der Universitat Gttingen als Gastprofessor an der
Statte seiner einstigen Studien. Das entsprechende Urlaubsgesuch war nicht ohne
gewisse Schwierigkeiten gewahrt worden.

Als dann schon im Februar 1927 eine Berufung an die Columbia University in New
York folgte mit der Einladung das akademische Jahr 1927/28 dort als Visiting Pro-
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fessor zu verbringen, um die Verhiltnisse besser kennen lernen zu konnen, wurde
die Gewdhrung des entsprechenden von Géttingen aus eingereichten Urlaubsgesu-
ches mit einer Hinhaltetaktik von Seiten des Prisidenten vereitelt. Immerhin er-
reichte Weyl durch die damit verursachte Absage des Angebotes aus New York eine
weitere Erhdhung seiner Einkiinfte und des Kredites fiir die Seminar-Bibliothek.

Allerdings befand sich damals der Prisident Rohn in einer nicht beneidenswerten
Lage, da auch der Physiker Peter Debye (1884-1966) aufgrund eines dusserst lukra-
tiven Angebotes aus Leipzig hohe Forderungen stellte. Im Gegensatz zum Falle
Wey! konnte aber der Weggang von Debye nicht verhindert werden, ebensowenig
wie es damals der Universitit Zirich gelang, die Berufung von Erwin Schrodinger
nach Berlin abzuwenden. Durch die Berufung von Wolfgang Pauli (1900-1958) an
die ETH und von Gregor Wentzel an die Universitat ist aber junger und vielver-
sprechender Ersatz geschaffen worden.

Auch im Lehrkérper der Mathematik, der zur Abteilung IX gehdrt, waren damals
personelle Anderungen eingetreten. So wurde auf Herbst 1927 anstelle des aus
gesundheitlichen Griinden vorzeitig zuriickgetretenen Marcel Grossmannn Walter
Sazer (1896-1975) berufen. An die Stelle des auf den 1. April 1928 in den Ruhe-
stand getretenen Ferdinand Rudio trat Georg Polya und Jéréme Franel wurde auf
den 1. Oktober durch Ferdinand Gonseth (1890-1975) ersetzt.

Anfang 1928 erhielt Weyl von Oswald Veblen ein neues interessantes Angebot nach
Princeton als erster Thomas D. Jones Forschungs-Professor in Mathematischer
Physik, vorerst fiir das akademische Jahr 1928/29 mit der freien Entscheidung fiir
eine spitere Annahme dieser Stelle als feste Anstellung. Dafiir wurde Weyl von der
ETH fir das Studienjahr 1928/29 beurlaubt. Als Stellvertreter fir die Dauer des
Wintersemesters 1928/29 konnte Rolf Nevanlinna aus Helsinki verpflichtet werden,
nachdem Artin wegen Unabkdmmlichkeit in Hamburg hatte absagen miissen.

In Princeton gefiel es dann Weyl so gut, dass er erst an ein Bleiben dachte.
Schliesslich iberwogen aber doch seine starken Bindungen zu Europa und zu
dessen reicher Tradition, so dass er auf den 1.Oktober 1929 wieder nach Ziirich
zuriickkehrte, allerdings nicht ohne vorher weitere Vergiinstigungen ausgehandels -
zu haben. Diese betrafen nebst einer weiteren Gehaltserhdhung die Schaffung einer

Assistentenstelle am Mathematischen Seminar. ,
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3. Demission von der ETH (1930)

Ein halbes Jahr spiter, Anfang April 1930, trat ein neues Angebot an Weyl heran,
namlich aus Gottingen, wo er schon lange zum Nachfolger von David Hilbert
ausersehen worden war. Obgleich der Prisident den neuen Forderungen Weyls
ein gewisses Stiick entgegenkam, nahm Weyl zu Anfang Mai den sehr ehrenvollen
Ruf nach Gottingen an...

Zum Nachfolger von Weyl an der ETH wurde an erster Stelle Emil Artin in Ham-
burg und an zweiter Stelle Rolf Nevanlinna aus Helsinki bestimmt. Beide lehnten
aber ab, Artin weil ihm das Angebot aus Ziirich gegeniber den Bedingungen in
Hamburg als zu wenig attraktiv erschien und Nevanlinna, weil dieser Helsinki nicht
verlassen wollte. So musste Ende August die Nachfolge Weyls von neuem angegan-
gen werden. Dabei wurde an erster Stelle Heinz Hopf (1894-1971) genannt, damals
Privatdozent in Berlin, an zweiter Stelle Johann von Neumann, zu dieser Zeit
Gastdozent in Princeton. Nach den ersten losen Verbindungen des Prisidenten
mit Hopf, setzte Anfang Oktober imm Anschluss an einen Abschiedsbrief Weyls
zwischen Weyl und Rohn ein reger Briefwechsel ein, in dem Weyl seine Besorgnis
iber die neue, Unheil verkiindende politische Entwicklung in Deutschland nicht
verbergen konnte. An den Reichstagswahlen vom 14.September 1930 errangen
namlich die Nationalsozialisten einen spektakuliren Zuwachs von 12 auf 107 Sitze.
In der Folge dieses Briefwechsels bot Rohn die vakante Stelle ihrem ehemaligen In-
haber noch einmal an. Nach abermaligen harten inneren Kampfen rang sich Weyl
am 18. November zu der definitiven Bestitigung seiner im Mai gefillten Entschei-
dung durch, obgleich dies gegen seine innere I-J'berzeugung geschah. Damit war der
Weg frei fiir die Berufung von Hopf an die ETH, die auf den 1. April 1931 erfolgte.
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cherungssachversténdigen bestand (vgl. /16/).

Auf Wunsch des Wiener Mathemetikere Leopold Gegenbauer
(1849-1903) =prach Kiepert "Uber die mathemetische Ausbildung
von Versicherungetechnikern", ale die Gesellschaft deutscher
Naturforecher und Arzte und mit ihr die Jahresversammlung der
DMV 1894 in Wien gtattfand /6/.

Gegenbauer hatte H¥hnlich wie Klein aus der Entwicklung der
technischen Wissenschaften erkannt, daB enge Beziehungen zwi-
schen Mathematik und Anwendungen gefdrdert werden sollten /5,
S. 325 f./. Als er 1893 nach Wien berufen worden war, gtand
die Ausbildung von Versicherungssachverstindigen zur Diskus-
sion, erbat das zustindige Ssterreichische Ministerium Gutach-
ten dazu und geh®rten =schlieBlich Lehrveranstaltungen im Kurs

fir Versicherungstechnik zu Gegenbauers Lehrauftrage (vgl. /22,

S. 7/).

Hieraus erkl¥rt eich auch der Wunsch, das Problem im brei~
teren Kreise zu diskutieren. Kiepert begriindete in geinem Vor-
trag, warum eine Ausbildung von Versicherungesachverstindigen
en UniversitBten notwendig und sinnvell ist /6/. Dabei izt ip-
tereseant, daf ez innerhalb nur eires Jahres gelang, tatadch-
lich ein Seminar fiir Veisicherungswissenschaft an einer deut-
schen Univers=itHt einzurichten.

Es mag wohl mit dem S¥ttigungesgrad des Hathematiklehrerbe~
rufs und dem Rlickgang methematischer Studierender zu dieser
Zeit zusammenhingen, daB Klein sofort die Initiative ergriff
uné die Lrrichtung eines solchen Seminars betrieb (vel., /17/).
Noch auf der Wiener Vermammlung f894‘gewann er den Hallenser
lathematiker Albert Wangerin (1844-1933) fiir diesen Plan,:Jm
Auftrage Kleing veranlafBte Wangerin seinen Kollegeun, den Na-
tionaltkoncmen Robert Friedberg (1851-19?0), das Problem im
preufischen Abgeordnetenhauge zur Sprache zu bringen, dessen
Iiitglied dieser geit 1886 war. Der preufische Ministerialdi-
relktor Priedrich Althoff (1839-1908) unterstiitzte das Unter-
nehmen, und mit einer Besprechung von Althoff, Klein, Kiepert
und dem GSttinger Universititskurator Hipfner am 5. September
1€35 wurde die nsue Einrichtung beaiegelt., Althoff erarbeitete
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noch wihrend dieser Besprechung Dichilinien fir dag Seminar,
welches am 1. Cktober 1895 unter Leitung des Nationalékonomen
Vilhelm Lexis (1837-1914) erbffnet wurde. Lexis verfaBte die
Statuten des Seminars (vgl. Anhang Nr. 1) und bezog Telix Klein
als Examinator fiir reine Fathematik in die Priifungen ces Semi-
nars bewuBt ei% /A1, X, Wr. 867/ (vgl. Prilfungsordnung filr
Versicherungeverstindige, Anhang Mr., 2).

Dag Seminar war unter der Leitung von Lexis sehr produktiv.

Im Zeitraum von 1897 bis 1914 erwuchsen daraus 24 Diegsertatio-

nen /14, S. 38 f./. Bei der Organisation der Lehre orientierte
sich Lexis am Beispiel der Gottinger Mathematiker und veran-
staltete mit dem Vertreter der Versicherungsmathematik, zu-
n#chet Georg Bohlmann (1869-1928), und dem Vertreter Tiir Ver—
gicherungerecht, dem Juristen Viktor Ehrenberg, gemeinsame
Seminare /14, S. 38/.

Interessant ist der wissenschaftliche Werdegang desa ersten
Versicherungemathematikeres in G6ttingen, Bohlmann hatte in sei-
ner Heimatetadt Berlin bei I. Kronecker (1823-1891) und L. Fuchs
(1833~1902) etudiert, aber fiir seine Dissertation gelbstsndig
die in Berlin verp®nte Liesche Gruppentheorie herangezogen
(vel. /15/). Aus diesem Grunde promeovierte er schliefilich in
Halle und habilitisrte sich 1894 in Gottingen. Nach AbschluB
des Verfahrens lenkte ihn Kleir sofort auf das Gebiet der Ver-
gicherungsmathematik, so daf er beveits im Sommersemester 1895
eine entsprechende Vorlesung anbot. Wenn diese auch noch keinen
Hérer fand, so hatte Klein damit weitsichtig personelle Bedin-
gungen flr die Etablierung des Seminars flir Versicherungewis~
senschaft bedecht., Es ist berierkenswert, ~daB er gar auch den
ersten Mathematikstudenten, Wilhelm Lorey (1873-1955), zum De-
such der versicherungemathematisehen Lebhrveranstaltungen an-
regte /17, S. 46/ und dieser schlieflich lange Zeit selbst aur
diesem Gebiet lehrie.

Bohlmann vertiefte sich sehr stark in dieszes Gebiet und be~
miihte gich um eine wissenschaftliche Begriindung dafiir. Als Klein
gemeinsam nit dem Physiker Fduard Riecke (1845-1915) zu Oztern
1900 einen Ferienkurs fiir bereits in der Praxie tdtige Lehrer
orgarisierte, bezog er Pohlmann ein, obwohl die Frage im Mittel-
punkt stand: "Was gind angewandte Mathematik und Phyeik im Sin-
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ne der neueu Prifungsordnung ...?" Versicherungemathematik
geh®rte noch nicht zu den Gebieten der Lehrbefihigung fiir an-
gewandte Mathematik im Sinne dieser Priifungsordnung von 1898,
Hiermit wurde eine spitere Entscheidung vorbereitet und den
Lehrern die Iglichkeit er8ffnet, ein Diplom als mathemati-
ache Versicherungeversttndige zu erwerben (vgl. /7, S. 23/).
Bohlmann betrachtete in vier Vorlesungen voyallem Frobleme
der Lebensvergicherungsmathematik, wobei er besonders darauf
achtete, den Anforderungen der Hathematiker nach einem LI
logischen Aufbau, der auf einige wenige Friémissen gegriindet
ist, und in dem das, was man in Wirklichkeit beobachtet, als
logische Consequenz der Axiome eracheint", zu entsprechen /2,
5.,120/. Er ging von fiinf Hypothesen (Axziomen) aus., Dieses
Axiomensystem prézisiert er zunBchst in seinem von Klein an-
geregten Beltrag "Lebensversicherungs-mathematik“ fir die Ency-
klopEdie der mathemitischen Wissenschaften /3/ und schlieBlich
in einem bisher weniger beachteten Vortrag auf dem Internatio-
nalen Mathematiker~Kongre8 1908 in Rom /4/. In den ersten Ar-
beiten blieb Bohlmann traeditionell dabei stehen, einfach das
itbliche Vorgehen zu beschreiben und dies als axiomatisch zu
bezeichnen (zur Bewertung dieser Arbeiten vgl. /20, 5. 355/).
Eine Azxiometisierung der Wahrscheinlichkeitasrechnung - wie
mie durch Hilbert auf die Tagesordnung gesetzt war, vgl. 6,
Hilbertsches Troblem - war nicht das eigentliche Ziel von DBohl-
mann. Sein Anliegen bestend vielmehr darin, mathematische Auf-
gaben der Lebensversicherung konkret zu lésen., Dann verwundert
es auch nicht, daf er im Jahre 1903 die akademische Laufbahn
aufgab und in den Dienst cder amerikanischen Lebensversichérungs-
angtalt "The Mutual life Insurance Compagny" trat, welche =zeit
November 1886 eine Tiliale in Berlin bespB. Das Weiterbestehen
diegser Piliale ist einem Gutachten der GEttinger Wissenschaft-
ler Klein, Lexis und Bohlmann zu danken /A 1, VII, Bl, 1 ff.,
143, 159 ff./. Die Aufforderung zu einem dersrtigen Gutachten
hette der preuBiische Innemminister an Klein gerichtet, als
aufgrund eines anderen Gutachtens 1895 der Gesellschaft die
Konzession entzogen werden sollte. Klein erklirte sich in einem
Schreiben vom 27. Juni 1897 bereit und erwirkite die Hitarbeit
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von Bohlmann und Lexis. Bohlmann, der die Hauptarbeit leiste-~
te, hatte gich wohl seitdem den Kontakt zu dieser Gesellschaft
bewahrt.

Nach Bohlmanns Weggang aue GOttingen libernahm der Astronom
Hartin Brendel (1862-1939) die versicherungemathematische Leh-
re. Etwa zum gleichen Zeitpunkt begann Klein (Herbst 1903)
gemeineam mit Carl Runge (1856~1927) und Guido Hauck (1845-
1905) die Sektion "Angewandte Mathematik" des III. Internatio-

" nalen Mathemetiker-Kongreeses (1904 in Heidelberg) vorzuberei~-

ten. Dabei ist interessant, daB nach den Vorstellungen von Xlein
dag breite Spektrum der "angewandten Mathematik" durch Vortrige
widergespiegelt werden sollte, d.h. Astronomie, Geoddeie, Phy-
sik, Mechanik, Darstellende Geometrie, Numerisches und graphi- ~
sches Rechnen sowie Versicherungawesen und Statistik /A 1,

XXII 7, Bl, 140 ff./, aber fiir das zuletzt genannte Gebiet
schlieBlich kein geeigneter Vortragender gefunden wurde (vgl.
/25/). Allerdings zog Klein in gSeinen vorbereitenden Uberle-
gungen weder Bohlmann noch Brendel in Betracht. Er schlug Georg
Friedrich Knapp (1842-1926) vor /A 1, XOIF, Bl. 142/, einen
Professor fiir Nationaltkonomie und Statistik (vgl., aveh /12/),
dessen Vortrag jedoch nicht zu stande kam.

International begann eine aufBerordentlich starke Entwicklung
von Versicherungsmathematik und Statistik -~ besounders geprigt
durch die englischen biometrigchen Arbeiten =-. Die Vertreter
dieses Gebietes suchten ganz bewuBt Kontakt zu den Hathemati-
kern, wie der IV. Irternationale MHathematiker-Kongrel in Rom
belegt. BeitrBge zu Anwendungen der Mathematik insgesamt wurden
in einem sichen Umfange angeboten, dafl die Sektion geteilt wur-
de in A Meccanica, Fisica mathematica, Geodegia (24 Vortrége)
und B, Applicazioni varie della liatematica (16 Vortrige) /1/.
11 BeitrHge der Abtellung B waren Problemen der Versicherungs-
mathematik und Statistik gewicdmet, wobel gich VWissenschaftler
aue Italien, Frankreich, Belgien, USA un¢ Deutschland betei-
ligten. Bemerkenswert ist, daf der eincige deutsche Beitrag
von G. Bohlmann gtammte, der sich trotz seines Ausscheidens
aus der akademischen Lavfbahn welter mit theoretischen Arbei~
ten befalit hatte.
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Dieze bisher wenig beachtete Arbeit "Die Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung in ihrer Anwendung auf die Lebens~-
versicherungsmathenatik" zeigt, daB Bohlmann sein System der
Annahmen nnd Sktze weilter ausgebaut hatte. Die Anregung dazu
ging von U. Broggi (geb. 1880) aus, der 1907 bei Hilbert mit
der Digsertation "Die Axiome der Wahrscheinlichkeiterechnung"
promoviert hatte. Bohlmann behielt im wesentlichen den im En-
zykloptdieartikel eingenonmenen Standpunkt bei, wonach in
der Definition der Wahrscheinlichkeit das Schema der glinstigen
und mdglichen FH#lle ganz aufgegeben wird. Ubereinatimmend mit
Broggil vertrat er die Ansicht, daf die mathematische Begriindung
der Wahr schelnllchkeltsrechnung durch eine logische Analyse des
Breignisbegriffe erginzt werden muB. Bei seipem Vorgehen fHllt
u.a. auf, daB er gtirker alz bigher auf logische Widerspruche-
freiheit achtete. Bei seinem Bemithen, die Besonderheiten der
Sterbenswahrscheinlichkeiten gegenliber den allgemeinen Wahr-
gcheinlichkeiten hervorzuheben, filhrte er aus:

"Die Aufgabe ist nun die, solche Schemen logisch widerspruchs-
frel und in zweckmissiger Form aufzustellen, sodass sie die
Brfahrung eirerseits nicht dectrinfir zu anticipieren versuchen,
andererseits die aus ihr gewonnenen Resultate in iibersichtli-
cher Welse zusammenzufassen gestatten" /4, S. 265/, Dem ixiomen-
gsystem Bohlmanns lag zweifellos die Boolsche Algebra zugrunde.
Die Wahrecheinlichkeit p(4) wird als ein normiertes additives
MafB betrachtet, noch nicht &'- additiv, wie etwa spHter bei Kol-
mogorov 1933. Bohlmann verwendete noch keine mengentheoreti~
gche "Betrachtungewsise, -

Die Tendenz einer zunehmend engeren Verbindung von Hathematlk
und Versicherungswesen zeigt sich international auch auf dem
nHchaten Mathematiker-KongreB 1912 in Canbrlage /19/. Wir be-
schrénken uns hier eber speziell auf die weltere Entwicklung
in Deutachland, insbesondere in G8ttingén.

4ls Brendel 1907 nach Frankfurt a.ii ging, blieb das Extra-
ordinariat filr Versicherungemathematik zundchst unbesetzt, Im
Jahre 19171 erhielt Felix Bernstein (1878-1956) diese 5 Stells,
der trotz seiner pers®nlichen Zmigtigkeiten mit einer Reihe von
”1cseﬂqchaftlern(éu seinem Verh¥ltnis zu Ernst Zermelo {vegl. z.
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B. /18/) und seines eigenwilligen Vorgehens gzum eigenen Vor-
teil (vgl., Anhang Nr. 4) schlieflich ein eigenes Institut
(Sommer 1918) und ein pers¥nliches Ordinariat (Oktober 1921)
erhielt. Ausachlaggebend daflir war das fachlich-sachliche In-
teresge der GHttinger liathematiker an diesenm Gebiet, die sich
gegen Qie Mehrheit der Gesamtfakult¥t durchsetzen konnten (vgl.
/24/). 1

Mit der Wiederbesetzung des Extraordivariats seit 1911 wur-
den zugleich maBgebliche Vorsussetzungen zur Entwicklung des

" Getietem geschaffen. Dazu gehtrte vor allem die Aufnahlme der

Versicherungsmathematik alg Wahlfach fiir die LehrbefEhigung

in angewandter Mathemetik im Rahmen der Priifungsordnung fir
Lehramtskandidaten. Diese Bestimmung gelt zun&chst nur filr CHt-
tingen und wurde erst 1917 auf ganz Preufen erweitert. Telix
Klein gestalfete im Sommersemester 1911 gemeingam mit Felix
Berngtein ein Seminar zur Versicherungsmathematik, welchzz dam
Ansehen dieses Gebietes diente. Daran betelligten sich u.a.

Ger polnische Mathematiker Stefan Azurkiewicz (1888~1945) und
Arthur Rosenthal (geb. 1887), ein Schiiler Perdinand Lindemsnng
(1852-1939) (vgl. Anhang Nr. 3).

AbschlieBend sei erwdhnt, dafl sich die Versicherungsmathe=-
matik zunshmend an weiteren deutschen Hochschuleinrichtungen
etablierte, seit 1835 an der TH Dresden, seit 1913 in Leipzig,
auch an Universititen und Technischen Hochschulen Preufens und
Bayerns. Dabei war das AusmaB der Lehrveranstaltungen unter-
schiedlich; an einigen Einrichtungen gab es nur einzelne ent-
sprechende Vorlesungen, So behamklte etwa Ladiglaus von Bort-
teiewlcz (1868~1931), Hationaldkonom und Schiiler von Y. Lexis,
in seiner Vorlesungsreihe "B Einfilthrung in die Versicherungs-
Wismenschaft und Sozialversicherung" an der Berliner Univer—
21t8% auch zugleich die rechnerischen Methoden /13, 5. 291/.
Insgesamt ist es wokl berechtigt zu sagen, daf EFathematiker
um die Wende vom 19. =zuw 20, Jehrhundert mafzeblich beitrugen,
mit dex Versicherungemathematik ein Anwendungesgebiet ihrer
Wissenschaft zu férdern.
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Anhang

1) VorlHufige Statuten des Kitnigl., Seminars fiir Versicherungs-
wigsenschaft an der Universitdt Gottingen (UBG Cod U Klein
IC 2, Bl, 108)

1. Dag Kdnigliche Seminar flir Versicherungewissenschaft hat
cen Zweck, denjenigen, die als Mathematiker oder hthere Verwal-
tungsbeamte im Sffentlichen oder privatein Versicherungswesen
Verwendung zu finden wilre chen, Gelegenheit zu einer angemesse-
nen wiszenschaftlichen Augbildung darzubieten.

2. Zu diegem Zweck werden in dem Semirnear Uebungen in den ver-
schiedenen Zweigen cCer Versicherungswisseuschaft, nfmlich mathe-
matische, Ctkonomisgch-statiatische und versicherungsrechtliche,
veranstaltet, die sich theils entsprechenden Vorlesungen an der
Universitidt anschliessen, theils selbststindig gehalten werden.
Hit dem Seminar ist eine Fachbibliothek und ein ILesezimmer ver=-
bunden. -

3. Das Seminar ist berechtigt, Priifurger abzuhalten und den
mit BErfolg Gepriiften Diplome auszustellen, durch die sie sich
als Versicherungeverstindige der mathematischen oder der admi-
nistrativen Richtung ausweisen kénnen.

4. Die Mitglieder des Seminars theilen sich in ordentliche
und ausserordentliche, Die ordentlichen Ifitgliedexr eind ver-
pflichtet, in jedem Semester wenigstens eine grisseve Arbeit
zu Ubernehmen. Die avaserordentlichen Mitglieder nehmen nur
alz ZuhUrer an der Uelungen theil,

5. Alz ordentliche Mitglicsder ktnren anfgenommen werden:

a) immatriculirte Studierende, die mindestens im dritten

Universitétesenester stehen; S
b) Personen, die zum Hiren von Vorlesungen an der Univers:

gitil berechtigt #ind, falls sie nach dem Ermessen des

Direktors des Seminares die n¥thige Vorbildung besitzen,

6, Wer zu der Diplompriifung (¥r. 3) zugelassen werden will,
muse dem Seminar wenigetens ein Jahr als ordentliches Mitglied
angehtrt haben und nachweisen, dase er folgende Vorlesungen ge-
hért hat:
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Versicherungsrechnung.

Versicherunge-Oskonomik und -Statistik,

Versicherungsrecht.

Theoretische National®konomie.

Praktische Wationaldkonomie.

Handels~, Wechsel- und Seerscht.

Die Prﬁfunglumfasst Tlir beide Kategorien von Versicherungs-

verstindigen: Versicherungsrechnung, Versicherungse-Oekonomik

“und -Statistik, theorstische und praktische NationalSkonomie.

Dazu kommt fiir die lathematiker noch eine besondere Priifung
in der Mathematik und fiir die Kendidaten der administiretiven
Klasse eine Priifung im Versicherungsrecht.

Dag Genauere wird durch eine begondere Friifungsordnung feat-
gestellt,

7. Die ordentlichen und ausserordentlichen kitglieder des
Seminars haben einen Beitrag von 5 Nark flir das Semester zu
entrichten, auf Grund dessen ihnen das Reecht der Benutzung
des Leasezimmers und der Bibliothek zusteht.

8. Die Hussere und finanzielle Verwaltung des Seminars
liegt einem vom liinister der geistlichen Unterrichts- etc. -
Angelegenheiten ernannten Direktor ob. Die Priifungen werden
unter dem Voreitz des Direktors von einer Cormission abgehal~
ten, deren Mitglieder vom Minister aus der Zahl der Docenten,
dle die Seminariibungen oder die fiir das Seminar in Betrecht
kommenden Vorlesungen halten, ernannt werden.

2) Priifungsordnung fiir Versicherungsverstdndige vom 27. Juli
1896 (UEG Cod g Klein I B, Bl, 46-48),

§ 1. Die Priifung der Bewerber um das Diplom fiir Versicherungs-
veratindigze wird unter dem Vorsitz des Direktors dee Kidniglichen
Seminare flir Versicherungewissenschaft an der Universitst Gottin-
gen vou den Hitgliedern der von dem Minister der geigtlichen,
Unterrichts~ und liedizinal-Anpelecenheiten zu diesem Zwecke er-
nannten Kommigsion abgehalten.

§ 2. Zur Priifung kSnner nur solche Bewerber zugelezsen wers

den, welche der 3Jeminar fiir Versicherungawissenschaft mindestens
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zwel Semester ale ordentliche Iitglieder angehdrt haben.

Die Gesuche =zind unter Beifiigung der auf Schulbildung und
UniversitEtsstudium bezliglichen Nachweise an den Vorsitzenden
der Kommission zu richten, welcher iiber die Zulassung entschei~
det und die Priifungstermine bestimmt.

§ 3. Die Priifung zerfHllt in eine solche fiir Bewerber der
adminigtrativen und fir Bewerber der mathematischen Klasse.

§ 4. Die Prilfung der Bewerber der administrativen Klasse
unifa sgt o .

a) eine mﬁndliche Prifung in folgenden Pichern:

1) Theoretische Hational®konomie (Dauer 25-30 Minuten),

2) Praktische National®Bkonomie (Dauer 25-30 Minuten),

3) Statistik und Oekonomik des Versicherungswesens
(Daver 2/4~-1 Stunde),

4) Privates und Reicheversicherungsrecht (Dauer 3/4-1
Stunde); )

b) eine schriftliche Priifung in den Elementen der Versiche-

rungsrechnung. ’

Pir die schriftliche Pxifung, die unter Klausur stattfindet,
werden dem Dewerber vier numerische Aufgalen gestellt, wie sie
in der gewdhnlichen Fraxis der Lebensversicherung vorkommei.
Fir die L8sung derselben wird ilm ein Zeitraum von 172 Stunden

geiaszen und das dbliche Tabellenmaterial zur Verfiigung ge-
stellt, .

§ 5. Tir die Bewerber der mathematischen Klagse besteht die
Priifung

a) aug einer miindlichen Priifung in -der Theoretischen und
Praktischen NationalBkonomie, sowie in der Statistig;v
und Oskonomik des Versicherungswesens, wie zu § 4a Zif-
fer 1-3, feruner in der hSheren Mathematik (Dauer 3/4-1

If
Stunde); @ie Pritfung in letzterem Tache hat sich auf die

Elemente der analytischen Geometrie, die Differenial-
und Integralrechnung und die Wahracheinlichkeitsrechnung
mit Bicschluse der Liethode der kleinsten Quadrate zu er-
strecken;

b) aus einer gleichfalle unter Klausur und mit gleicher Zeit-~
7

3
daver wie zu § 4b mtattfindenden schriftlichen Priifung,
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in der der Bewerber Aufgaben zu lBsen oder Frageun zu be=~
antworten hat, die sich auf schwierigere Gegenstinde be-
ziehen,

§ 6. Die Priifung soll in der Regel auf zwei Tage vertheilt
werden und sich thunlichst im einzelnen Priifungstermine auf
nicht rehr als 2 Bewerber érstreckeu.

§ 7. Usbexr die Leistungen des Bewerbers in der schriftli-
chen Priifung sowie in den einzelnen Fichern der miindlichen

. Priifung ist seltens des Fachexaminators eine Censur rach fol-

genden Scheme zu ertheilen:
7 1) =mehr gut,

2) gut,

3) genfigend,

4) theilwelse geniigend,

5) ungeniigend.

Die Gesammteensur iiber den Ausfall der Prifung wird nach
demgelben Schema mit Eeriicksichtigung des Gewichta der einzel-
nen Censuren durch Beschluss der bei der Priifung betheiligten
Litglieder der Commission nach Stimmenmehrheit festgesetzt.
Bei Stimmengleichheit entscheidet die Stimme des Vorsitzenden.

§ . ¥enn die Gesammbensur nieht nindestms geniigend lautet,
so carf dag Diplowm dem Bewerber nicht ertheilt werden. Er kann
es jedoch nachtriglich erlangen, wenn er sich nach Ablauf von
rindeegtens secha lonaten in denjenigen THchern, in denen er
eine geringere Einzelcensur erhalten hatte, mit geniigendem Er-
folge einer Wiederholungepriifung unterzieht.

§ S, Die Gesammtcersur und die ertheilten einrzelnen Censuren
§ind in das Diplom aufzunehwen, sowie aueh mit einer kurzen Ho-
tiz tber den Verlauf der FPriifung zu den Akten zu vermerken.

Die Diplome wercen von allen Eitgliedern cer Hommission unter~
zeichret,

§ 10, Denjenigen litgliedern des Jeminays fiir Vergicherungs-
wigsenschaften, welche sich der Prifung nicht unterziehen oder
gle nicht bestandern heben, wird auf ihren Antrag von der
rekior des Semiiers, eveutuell nach Denchmen mit den bsthei-
ligter Dozenten, ein Abgangszeugnis suggestellt, das ein
e

s
thell Uber ihrea Fleiss nnd die Aungabe der vor ihnen
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Vorlesungen enthilt.,

§ 11. Die Gebilinren, welche vor der Priifung an die Universi-
titekasge zu GEttingen einzuzahlen gind, betragen fiir die Prii-
fung der einzelren Klasse 40 Ik., fiir die Priifung in beiden
Klassen 48 ik.,, fir die Wiederhdlungsprﬁfung 20 Mk, PFir das
Abgangezeugnis (§ 10.) ist aueser den beim Abgange von der Uni~
versitidt im allgemeinen zu leistenden Gebiihren eine besondere
Gebithr von 5 Ik, an die Univergitéitskaasse zu entrichien.
Berlin, dea 27, Juli 1896,

Der HMinister
der geistlichen, Unterrichts- u. Hedizinal~Angelegenheiten.
In Vertretung:
v. VWerrauch.

3.) Vortrige im Seminar Versicherungsmathematik, Sommersemester

1911, Leitung: Pelix Klein und Felix Bernstein.
(Protokollband Nr. 28 der Seminare T. Kleing, handschrift-
lich, aufbewabrt im Methematischen Institut der Universitgt

Géttingen)
Heiligenpahl: Sterbetafeltechnik und Sterbeformeln.
Briihl: Form der Tafeln und Z&hleinheit.
Zorn: Mechanieche Ausgleichsmethoden.
Post, bez. Rothe: Invaliditit und Sterblichkeit.
Burlet: Invaliditit und Levensversicherung.
Mazurkiewicz: Weiterentwicklung der Dispersionstheorie.
Rogenthal, A,: Biometrik

Rosenthal, A,: Risikotheorie im ﬂebensversicherungswesen.

4,) Aufzeichnungen Felx Kleins zum "Fall Bernstein" am 27. Juni
1917 (UBG Cod. lis. Klein Va, Bl, 24,,24 Vo)

" = PFall Bernstein. .
Bisher: in der Sache stiitzen, in der Form vielfach
unzufrieden,wegen Unzuverlissigkeit, (mit Runge)
Cf. Berufung.
Hereinnahme ing Lehramtsexamen
in die GH¥ttinger Vereinigung. 1913
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Bodensee
Versuch, im math, Institut REume zu gewinnen,
Verh€ltnis zu K. Oldenberg1

Cf. Art der UnzuverlHasigkeit
Berufung auf Unterredung mit Anderen.
Fortwihrender Wechsel der Pline

1
Winter 1916.17 Wunsch nach Zuschuss der G.(8ttinger)
V.(ereinigung) zu den math, stat. Arbeiten.
Hin und Her der Frojekte. lmeine Beteiligung.
Verhandlumgen mit C. Runge |

(Verschiedene Kriegsbsanspruchungen)

leue Entwicklung: Selbstindiges math, stat. Institut.
Berngtein in Berlin mit den Goldschmidts2
- mit% Naumann3
- mit BSttinger?
gein Bericht, der mir wvia Baade5 zukam
Anfrage bei Bittinger und seine Antwort
igt Neumann sicher?
Trotzdern Vertretung meinerseits vor der Falultst
incl. des weiteren Planes eines skt. Kurses
Tiir Kriegsbeschiddigte
(nach Verabredung mit Runge)
Weueates: B. (ernstein) Lringt den Kurs-Plan a.(n) d.(as)
Kriegsministerium und ac die Presse {Wolffsches Bino).
Besuch bei Rieppel.6

Hun Sonntag 24, Juni:
Forderung, jetzt wsolle die G.(8ttinger) V. (ereinigung)
den Kurs bezahlen, und zwar
nach Analogie mit 2000 .
lieine Ablehnung: eine Art Erpressung,
Modifikation: nicht die G.(Gttinger) V. (ereinigung)
zolle zahlen, sondern B.(ernstein) solle bei den
Hitgliedern sammeln.
Auch hier Ablehnung meinerseits, unter Bezugnahne
auf die Verschiedenertigkeit der Berichte iUber die
Besprechung am Anhalter Bahnhof.
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Proteat von Bernstein, Besuch bei Caratheodory.7
Augtrittserkldrung.
Was nun?"

1 Earl Oldenberg (1564~1936) war Fachfolger von Wilhelm Lexis
an der Universitit GSttingen,

2 Th. Goldschmidt, A.-G. Essen, und Prof, Dr. Hane Goldechmidt,

‘Berlin, weren Litglieder der "Gottinger Vereinigung zur Por-
derung dexr angewandten Thysik und Mathematilk".

3 Otto Waumann war von 1907 bis 1918 Iinisterisldirektor im
preuBiischen Kultusministerium, verantwortlich flir das Hoch-
schulwesen. Naumann war seit 1885 Mitarbeiter Friedrich Alt-
hoffs in diesem Ministerium,

4 Henry Theodor vor Béttinger (1848-1920), Chemieindustrieller,
libernalm den Vorsitz der Gottinger Vereinigung seit ihrer
Griindung am 28. PFebruar 1398.

5 W. Baade (ge=t. 1922) griindete 1920 am Psychologischen In-
gtitut der Universit#t GEttingen eine Abteilung fiir ange~-
wandte Psychologie.

6 Anton von Rieppel (1852-1926) war Vertreter der Briicken~
Stahlindustrie uné Grilndungemitglied dex GBttinger Vereinigung.

7 Constantin CarathBoldory (1873-1950) war als Hachfolger Felix
Kleins seit 1913 o. Professor der Mathematik in Gottingen.
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