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In der beriihmten Ostarrichi-Urkunde vom 1. Nov. 996 schenkt
! Kaiser Otto I11. dem Bischof von Freising Besitzungen um den
Ort Neuhofen (Niuvanhova), der in der Gegend liegt, die in
der Volkssprache Ostarrichi (Osterreich) genannt wird. Es
ist dies die erste urkundliche Erwihnung der Namen Oster-
reich und Neuhofen. In der Ostarrichi-Gedenkstitte ist die
Urkunde im Faksimile ausgestellt, zusammen mit Texten in
lateinischer und deutscher Sprache, sowie mit Bildmaterial
und Karten iiber die geschichtliche Entwicklung Osterreichs.
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Funktionalgleichungen - entdeckt, erfunden,
. gefunden.

Die Sintzowsche Funktionalgleichung.

Detlef Gronau, Graz

Zusammenfassung

This is a historical note on Sincov's functional equation

o(z,9) + o(y, 2) = p(z, 2).

Sincov gave in 1903 an elegant proof of its general solution, which has the
form

p(z,y) = ¥(z) - ¥(y)
where 9 is an arbitrary function in one variable. Others, like Moritz Cantor
and Gottlob Frege treated this equation before Sincov.

AMS Subject Classification: 01A55, 39-03, 39B12

Key words and phrases: history of mathematics, functional equations in sev-
eral variables

0 Einleitung

Die Sintzowsche Funktionalgleichung wird in den Standardlehrbiichern iiber Funk-
tionalgleichungen (siehe etwa [2], [3]) nach D. SiNTzow (JI. M. CHHUOBb, engli-
sche Transkription: DMITRII MATVEEVICH SINCOV oder SINTSOV) benannt, weil
dieser als scheinbar erster einen schonen und einfachen Beweis iiber die reellen
Lésungen dieser Gleichung entdeckte und 1903 versffentlichte (siehe [13], [14]).

Dagegen wurden sie (denn, wie wir sehen werden, sind es eigentlich zwei) von
MoRITZ CANTOR erfunden und im Jahre 1896 in der Zeitschrift fiir Mathematik
und Physik, die er gemeinsam mit O. Schlémilch herausgab, verdffentlicht (siehe
[4]). Cantor fiihrte sie als (etwas ungliickliche) Beispiele von Funktionalgleichungen
in drei Unbestimmten an, die mittels Differentiation nach der Methode von NIELS
HENRIK ABEL, (" 5.8.1802 ~ { 6.4.1829) gelést werden kénnen.



NEUHOFEN : GRONAU

Sintzow schreibt dazu in (14]:
»Herr M. Cantor hat in der Zeitschrift fir Math. und Phys. 41, 161-163 die

Beispiele zweier Funktionalgleichungen mit drei Veranderlichen angegeben:

() elz,9) +0(,2) =¢lz,2), (2) o=,)- ey,2) = oz, 2).
Seine Ldsungen sind sehr einfach; doch differenziert der Verf. dabei die unbekannte
Funktion und setzt also ihre Differenzierbarkeit voraus. Ich will daher eine andere
Lésung angeben, welche eine derartige Voraussetzung vermeidet.

Vor einiger Zeit fand ich heraus, da8 die Gleichung (1) schon in der Habilitations-
schrift [6] von Gottlob Frege (1848-1925): ,Rechnungsmethoden, die sich auf eine
Erweiterung des Gréssenbegriffes griinden “ Jena 1874 zu finden ist. Frege entdeckte
diese Funktionalgleichung im Zuge der Untersuchungen von Iterationsproblemen als
Hilfsmittel, um Lésungen der Translationsgleichung zu bestimmen.

Anhand der Geschichte dieser Funktionalgleichung méchte ich das Wechselspiel
»entdeckt oder erfunden® darstellen.

1 Moritz Cantor

Wenden wir uns nun der Arbeit [4] von M. Cantor, die unter der Rubrik , Kleinere
Mittheilungen“ erschien, zu. Cantor schreibt:

»Im V. Kapitel seiner Analyse algébrique von 1821 hat Cauch y bekannt-
lich eine Anzahl von Functionalgleichungen, in welchen r und y vorkommen, ohne
Anwendung von Differentialrechnung aufgelést. A b el hat dann 1827 in Crelle’s
Journal II, 386-394 in dem Aufsatze , Ueber die Functionen, welche der Gleichung
w(z) + o(y) = Y[z.f(y) + y.f(z)] genugthun® gezeigt, wie solche Aufgaben mit
Hilfe von, wenn néthig wiederholten partiellen Differentiationen nach z und nach
y zu behandeln sind. Schon im I. Bande hatte Abel seine |, Untersuchungen der
Functionen zweier unabhingigen verinderlichen Gréssen z und y wie f (z,y), wel-
che die Eigenschaft haben, dass f[z, f(x,y)] eine symmetrische Function von z, Y,
z ist“ verdffentlicht. Seit der Zeit sind die Cauchy’schen Beispiele bald ohne, bald
mit Differentialrechnung behandelt mehrfach in Lehrbiichern und Uebungsbiicher
iibergegangen. Beispiele dhnlicher Aufgaben mit mehr als zwei voneinander un-
abhéngigen Variablen sind uns dagegen in der Literatur nicht begegnet. Vielleicht
sind deshalb folgende beide sehr einfache Fille der Veréffentlichungen werth.*

(Ende des Zitates aus [4).)

Dann fiihrt Cantor die Gleichungen (1) und (2) an und bestimmt auf zugege-
benermaflen sehr komplizierte Weise unter Anwendung der Differentiationsmethode
deren allgemeine Lésungen mit

¥(z)

plz,9) = ¥(z) — ¥(y) baw. p(z,y) = o

wobei die Funktion 1 unnétigerweise als differenzierbar und im zweiten Fall in jedem
Punkt von 0 verschieden vorausgesetzt werden mus.
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MORITZ BENEDIKT CANTOR (1820-1920) war ein bekannter Mathematiker. Er
war gemeinsam mit O. Schlémilch Herausgeber der Zeitschrift fir Mathematik und
Physik und sein vierbandiges Werk » Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik®
(5], veréffentlicht zwischen 1899 und 1908 bilden noch immer ein Standardwerk
(wenn auch mit Vorsicht zu genieflen) der Geschichte der Mathematik.

Trotzdem ist die Note [4] als eher minderwertig zu bezeichnen. Er {ibersicht da-
bei die Frage nach nichtdifferenzierbaren Lésungen und verfolgt auf stupide Weise
die Methode der Differentiation nach Abel. Die gesammelten Werke von N.H. Abel,
erstmals 1839 erschienen, waren durch eine Neuausgabe im Jahr 1881 von L. Sylow
und S. Lie [1] jedermann zugingig. Im Falle der multiplikativ geschriebenen Glei-
chung (2) rechnet Cantor mit Briichen der Form %Eﬁ% ohne den Fall zu untersuchen,
ob der Nenner dabei auch 0 sein kénnte. Dies war allerdings zu dieser Zeit durch-
aus iiblich. Beziiglich der Anwendungsméglichkeiten dieser Funktjonalgleichungen
gibt Cantor keinen Hinweis, sodaB man annehmen muB, daB er sie als theoretisches
Beispiel aufgestellt, also erfunden hat.

Man sollte allerdings beriicksichtigen, daB die Frage nach nichtdifferenzierbaren
Lésungen von Funktionalgleichungen noch nicht so im Vordergrund stand. Erst
Davip HILBERT (* 23. 1.1862 Kénigsberg, f 14. 2. 1943 Géttingen), wies in
seinem berithmten Vortrag auf dem Internationalen MathematikerkongreB 1900 in
Paris darauf hin. In seinem 5. Problem stellte er folgende Frage (Mathematische
Probleme, Arch. Math. Phys. [3] (1901), 44-63, 213-237):

, Uberhaupt werden wir hier auf das weite und nicht uninteressante Feld der
Funktionalgleichungen gefiihrt, die bisher meist nur unter Voraussetzung der Dif-
ferenzierbarkeit der auftretenden Funktionen untersucht worden sind. Insbesondere
die von Abel mit so vielem Scharfsinn behandelten Funktionalgleichungen ... und
andere in der Literatur vorkommenden Gleichungen weisen an sich nichls auf, was
zur Forderung der Differenzierbarkeit der aufiretenden Funklionen zwingt ... ¢

2 Dimitrij M. Sintzow

Der Beweis von Sintzow in [14] ist wesentlich eleganter und einfacher. Im Anschlu
an das in der Einleitung angefiihrte Zitat schreibt Sintzow:

»Die Gleichung (1) schreiben wir in der Form: -

¢(z,9) = v(z, 2) ~ (y, 2).
Die linke Seite ist von z unabhiingig; z muB also auch in der rechten Seite heraus-
fallen. Wir kénnen daher ohne die Allgemeinheit zu beeintrichtigen, z irgendeinen
bestimmten Wert beilegen, z.B. z = a, was gewiB voraussetzt, ¢(z,a) sei nicht
durchgehend unendlich. Indem wir noch ¢(z,a) = 6(z), gleich einer willkiirlichen
Funktion von z, setzen, gelangen wir zur Lésung des Herrn M. Cantor:

w(z,y) = 6(z) — 6(y).
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Dies ist die kurze und schliissige Beweisfiihrung von Sintzow.

Die multiplikative Funktionalgleichung (2) behandelt Sintzow auf analoge Weise,
wobel er aber noch als Alternative die Riickfithrung von (2) auf (1) durch Loga-
rithmieren vorschligt. Auch Sintzow vergisst den Fall, dafl die Lésung in einem
Punkt moglicherweise den Wert 0 annimmt. Man kann jedoch leicht einsehen, daB
eine Losung von (2) entweder konstant null oder iiberall von 0 verschieden sein
mufl. Solche Nachlissigkeiten sind fiir die damalige Zeit nicht verwunderlich. Auch
Cauchy machte den gleichen Fehler in seinem Cours d’analyse de L’Ecole Polytech-
nigue, Vol. 1, Analyse algébrique V, Paris 1821, als er die konstante Nullésung der
Funktionalgleichung der Exponentialfunktion f(z +y) = f(z)- f(y) vergaB.

DIMITRII M. SINTZOW (8.11.1867 — 28.1.1946) war ein geachteter Mathema-
tiker, wirkte in Jekaterinburg (heute Swerdlowsk) und ab 1903 in Charkow in der
Ukraine. Er befasste sich in erster Linie mit Differentialgleichungen und Differen-
tialgeometrie aber auch mit Geschichte der Mathematik. Sintzow war auch ein
engagierter Lehrer. Fiir weitere Lebensdaten sei auf [12] verwiesen.

3 Gottlob Frege

Auch GOTTLOB FREGE (geb. am 8. Nov. 1848 in Wismar, gest. am 26 Juli 1925 in
Bad Kleinen) hat sich in seiner leider bisher kaum beachteten Habilitationsschrift,
die in Jena beim Verlag Friedrich Frommann, 1874 als ein 27 seitiges Biichlein mit
dem Titel “Rechnungsmethoden, die sich auf eine Erweiterung des Grissenbegriffes
grinden” erschienen ist (siche Frege [6], Reprint in [7], S. 50 - 84, engl. Ubersetzung
in [8], 56 — 92) mit Funktionalgleichungen beschiftigt.

Bei der Erweiterung des Gréfenbegriffes geht es Frege im wesentlichen darum,
den Begriff der iterierten Funktionen f", die fiir natiirliche n durch f! = f und
fm+! = fof™ definiert sind, auch auf beliebige, auch nichtganzzahlige n zu erweitern.
Dabei ergeben sich interessante Fragestellungen. Frege schreibt:

Frege [7], S. 53:

Die Beantwortung dieser Fragen ist gekniipft an die Kenntnis der allgemeinen
Form einer Funktion, welche das n-fache einer gegebenen ist. Man muB, bestimmter
ausgedriickt, eine Funktion von n und z haben, welche fiir'n = 1 in die gegebene
Funktion von z iibergeht, und von der allgemein die Funktionalgleichung gilt

(1) f(nﬂyf(.nlyz)) =f(TLo+n1,I)
Ende des Zitats Frege (7], S. 53.

Diese Funktionalgleichung (1) ist die Kerngleichung in der Iterationstheorie, die
sog. Translationsgleichung. Im Zuge der Untersuchungen der Lésungen dieser Glei-
chung stéft Frege auch auf die Funktionalgleichung:
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Frege [7], S. 54:
@ WYX, z0) + (2o, 21) = P(X, 7).
Ende des Zitats Frege [7), S. 54.

Hier erkennen wir nun wieder die Sintzowsche Funktionalgleichung. Und Frege
liefert, nach der gleichen Methode wie Sintzow, die allgemeine Lésung dieser Glei-
chung:

Frege [7], S. 55:
Wenn wir némlich £; = X setzen, so geht (2) iiber in

¢($la IO) + w(ZO,Il) =0.

Subtrahieren wir diese Gleichung von (2), so erhalten wir

Y(X, z0) — (21, %0) = Y(X,31).

Sehen wir hierin 7 als konstant an, so kénnen wir die GroBengleichung n = ¥(X, z)
auch schreiben
n = 9(X) - 9(z),

wo J(z) = ¥(z, o) ist.
Ende des Zitats Frege [7], S. 55.

Frege gibt damit die allgemeine Losung von (2) mit (X, z) = HX) — 9(z) an.

Frege hat also schon mehr als 20 Jahre vor Cantor diese Fi unktionalgleichung ent-
deckt und gleich eine Darstellung deren allgemeiner Lésung ohne Differentialkalkiil
gelie?erti. Fir eine genauere Analyse der Fregeschen , Rechnungsmethoden “ siche [9]
und [10].

4 Weiteres iiber die Sintzow Funktionalgleichung

Die Sintzowsche Funktionalgleichung, so einfach wie deren Losungsstruktur auch
aussieht, spielt doch in einigen Gebieten der Mathematik eine Rolle. Anwendungen
und weitere Literaturzitate iiber sie sind in [2], S. 223 (und auch in [3]) gegeben.
Insbesondere wird diese Gleichung interessant und deren Lésungsstruktur wesentlich
komplizierter, wenn man als Wertebereich der gesuchten Funktion nicht die reellen
Zahlen sondern eine abstrakte Gruppe oder einen Ring annimmt.

Es soll hier nur ein Beispiel angefiihrt werden: Die Fundamentallssung Y (zo, z)
eines linearen Differentialgleichungssystems

Y'(z) = y(z) - A(z), ey

bei der die Koeffizienten der n x n-Matrix stetige (reelle oder komplexe) Funktionen
sind, erfiillt die multiplikative Sintzowsche Funktionalgleichung. Das heift: Die

5
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Fundamentallésung Y (zp, ), definiert als die eindeutig bestimmte Matrixlésung von
(1), welche an der Stelle z = z als Anfangswert die Einheitsmatrix annimmt, erfiillt
die Gleichung

Y(I07$1) ° Y(Ilyz) = Y(zOVT)

(siehe z.B. Lappo-Danilevsky [11], Vol. I, p. 232). Ahnliches gilt auch fiir die
Fundamentallésung von linearen Differenzengleichungen n-ter Ordnung.
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Die Erfindung der Funktion

Der Anteil der frithen Variationsrechnung aus historischer und philosophischer
Sicht

RUDIGER THIELE
Karl-Sudhoff-Institut fiir Geschichte der Medizin und Naturwissenschaften
der Universitit Leipzig
Augustusplatz 10-11
D-04109 Leipzig

Einfiihrung

Die Analysis fut auf dem Zahl- und Funktionsbegriff. DAVID HILBERTS in einer
Vorlesung im Wintersemester 1893/94 getroffene Feststellung

Nachst dem Zahlbegriff ist der Funktionsbegriff der wichtigste in der Mathe-
matik'
wird in unseren Tagen durch die rund 500 Eintrige eines modernen Japanischen Woér-
terbuches der Mathematik zum Stichwort ,,Funktion* eindriicklich belegt.? Ein Jahr-
zehnt nach D. HILBERT (1862 - 1943) hatte allerdings G. FREGE (1848 - 1925) bemerkt

Welche Bedeutung das Wort ,,Function” in der Analysis habe, ist noch nicht
fiber jeden Zweifel erhaben, obwohl es seit langer Zeit in héufigem Gebrauch
steht.?

Und H. WEYL (1885 - 1955) hat dann 1928 in seiner Philosophie der Mathematik und
Naturwissenschaften auf die Frage

Was ist eine Funktion?

die iiberraschende Antwort gegeben: ,Niemand kann erkliiren, was eine Funktion ist.**
Diese philosophische Sicht von WEYL, die auf die Offenheit der »Schopferischen, neue
ideale Gegenstinde erzeugenden Definition™ verweist, beriihrt auch die wissen-
schaftshistorische Auffassung, die sich auf die geschichtlichen Verinderungen des Be-
griffs zu beziehen hat. Diese philosophische Perspektive kann fiir unsere historischen
Untersuchungen eine Richtschnur sein, um das verbindende Glied im funktionalen

' Einleitung in die Functionentheorie. Hilberts Konzept zur Vorlesung im WS 1893/94, UB Géttin-
gen, Cod. Ms. D. Hilbert 540, S. 7.

% In englischer Sprache als Encyclopedic Dictionary of Mathematics bei MIT-Press, Cambridge, her-
ausgegeben, *1993, p 1993 - 1997; erste japanische Auflage 1954,

* Was ist eine Function? In: Festschrift fiir L. Boltzmann. 1906. S. 656 - 666, Zitat S. 656.

“ Miinchen: Oldenburg 1928, zitiert nach der 3. Auflage von 1966, S. 22.
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Denken vom griechischen GréBenbegriffs bis zu BOURBAKIS Relationsauffassung zu
erkennen.

Der Funktionsbegriff betrifft Verdnderungen, genauer: er stellt mit mathemati-
schen Mitteln Verdnderungen dar. Aus physikalischer Sicht behandelt er Verinderun-
gen in der Zeit, in der Mechanik sind das Bewegungen. Mit dem begrifflichen Erfassen
von Veridnderungen (von Bewegungen) sind jedoch Widerspriiche verbunden, die sich
zwar nicht beseitigen lassen, die man aber je nach Bedarf auf verschiedene Weise ope-
rational bewiltigen kann (H. PIETSCHMANN, 1996).° Antagonistische Widerspriiche
beim Begriff der Verinderung hatte in dem uns interessierenden Zeitraum der Aufkls-
rung auch I. KANT (1724 - 1804) in der Kritik der reinen Vernunft (1787) bestitigt:

Verdnderung ist Verbindung kontradiktorisch einander entgegengesetzter Be-
stimmungen im Dasein eines und desselben Dinges.®

Aus dieser historisch-philosophischen Sicht skizzieren wir in dem folgenden kur-
zen historischen Durchlauf grob ein gedringtes Bild der Funktionsauffassung, wobei
wir den Bildausschnitt ,,friihe Variationsrechnung* spiter ausfiihrlicher betrachten
werden.

Kurzer historischer Durchlauf

In der griechischen Mathematik setzten geometrische Untersuchungen einen verinder-
lichen GroBenbegriff voraus, und die moglichen Verinderungen ergaben sich durch
zuldssige geometrische Konstruktionen. Diese geometrische Konstruierbarkeit (in der
Regel mit Zirkel und Lineal) beschreibt eine friithe Phase in der operationalen Bewilti-
gung des Funktionsbegriffs. Obwohl andere Verinderungen - wie gewisse stetige Be-
wegungen - durchaus gedanklich klar und deutlich erfaBt werden konnten, sprengten
sie den geometrisch zulassigen Rahmen und wurden daher als ,mechanische® (also
ungeometrische) Veranderungen in der griechischen Mathematik abgelehnt. Am Ende
der Antike wurden zwar solche mechanischen Verinderungen zugelassen, um die Er-
zeugung einer Linie durch die stetige Bewegung eines Punktes oder um die Erzeugung
emer Fliche durch die Bewegung einer Linie zu erkliren. Da ohne algebraische
Schreibweisen eine solche Beschreibung qualitativ bleiben mubBte, kam es zu keiner
neuen Stufe in der operationalen Bewiltigung, -

Das Herausbilden und die Ausbreitung einer algebraischen Schreibweise (etwa "

seit F. VIETA (1540 - 1603)) fiihrte zu neuen Méglichkeiten, die sich in der analyti-
schen Geometrie von P. FERMAT (1601 - 1665) oder R. DESCARTES (1596 - 1650) wi-
derspiegeln. Zum einen werden hier zwei verinderliche geometrische GroBen aufein-
ander bezogen, zum anderen faBte DESCARTES in der Géométrie (1637) fiir die gegen-
seitige Abhangigkeit der geometrischen GroBen solche Verdnderungen ins Auge, die
durch algebraische Gleichungen dargestellt werden kénnen. Damit erweiterte er den
klassischen Konstruktionsbegriff der Geometrie (Zirkel und Lineal), der mit algebrai-
schen Gleichungen von héchstens zweitem Grade verbunden ist, ohne sich genauere

5 H. Pietschmann, Phinomenologie der Naturwissenschafien. Berlin: Springer 1996, Kapitel 3 u. 6.
® Kr.d.r. V., B 291 (*1787). - Poetischer bei H. Hesse: ,, Allem Anfang wohnt ein Zauber inne.*
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Gedanken iiber die erforderlichen neuen geometrischen Konstruktionsmittel zu ma-
chen. Die von DESCARTES algebraisch vorangetriebene Verallgemeinerung des Ab-
hingigkeitsbegriffs beschreibt ein neues Konzept in der operationalen Bewiltigung
funktionaler Zusammenhange.

Das neue Konzept einer ,,geometrischen Funktionsauffassung* hatte zwei bemer-
kenswerte Ergebnisse: Es brachte zahlreiche neue mathematische Objekte (Kurven)
hervor, die ihrerseits einer vereinheitlichenden Erfassung in einer Theorie bedurfien
und schlieBlich auf eine solche fiihrten. Eine andere Folge war der Verlust eines allge-
mein verbindlichen Standards fiir Konstruierbarkeit sowie die damit einhergehende
Aufwertung der mechanischen Abhingigkeiten im 17. Jahrhundert. JAKOB BERNOULLI
(1654 - 1705) lieB z.B. 1696 bei seiner Behandlung eines 1638 gestellt Problems von
DE BEAUNE (1601 - 1652) algebraische, transzendente und sogar mit freier Hand ge-
zeichnete Kurven zu.” Schlieflich wurden in der Mathematik auch die geometrisch
nicht mehr konstruierbaren Kurven als transzendente Kurven im Sinne von G.W.
LEIBNIZ (1646 - 1716) akzeptiert. Dieser hatte wegweisend 1684 in der die neven Infi-
nitesimaltechniken begriindenden Arbeit Nova methodus pro maximis et minimis ge-
schrieben:

... ist offenbar unsere Methode auch noch auf die transzendenten Kurven aus-
zudehnen, die man nicht auf die Rechnungen der Algebra zuriickfithren kann.?

Damit war die noch von DESCARTES scharf gezogene Trennungslinie zwischen geo-
metrischem und mechanischem (transzendentem) Denken durchlissig geworden.

Ein instruktives Beispiel fiir den flieBenden Ubergang von der geometrischen zur
transzendenten (mechanischen) Auffassung des Funktionsbegriffs bildet ein von G.W.
LEIBNIZ und C. HUYGENS (1629 - 1695) im Winter 1690/91 diskutiertes Problem, das
die Geschwindigkeit v eines Korpers in einem widerstehenden Mittel betraf. Die von

. . : 1 . .y
LEIBNIZ ermittelte Lésungskurve mit der Gleichung &’ =2 hielt HUYGENS lediglich
I-v &

fiir inhaltsleere Symbolik, da die verinderliche Grofe vollig ungeometrisch als Expo-
nent erschien. Erst als Leibniz eine geometrische Konstruktion mit Hilfe der soge-
nannten Logarithmica ausfiihrte, war HUYGENS zufriedengestellt, obwohl die Log-
arithmica (eine Exponentialkurve) zweifelsfrei eine mechanische Kurve war. Diese
Hilfskurve veranschaulichte sich HUYGENS als Beziehung zwischen einer Folge von
4quidistanten Abszissenpunkten und einer geometrischen Progression von Ordinaten

" Problema Beaunianum universalius conceptum. In: Acta eruditorum 1696. Jac. Op. LXXIL. Streit-
schriften, S. 213 - 221. Der entsprechende Text lautet: , Data quavis Curva, seu Algebraica, seu Tran-
scendente, seu libera tantum manu formata.* S. 213. - Hier und im folgenden werden die Opuszahlen
von Johann und Jakob Bernoulli aus deren gesammelten Werken zur Werkangabe benutzt, die auch in
den Streitschriften Verwendung finden.

¥ Acta eruditorum 1684, p. 467. , ... patet etiam methodum nostram porrigi ad lineas transcendentes,
quae ad calculum Algebraicum revocari non possunt ... “ Leibniz benutzt an dieser Stelle vermutlich
erstmals den Begriff , transzendent” im Sinne von whichtalgebraisch*. Es ist interessant, daf8 anders
als Leibniz bei Jakob Bernoulli 1696 die nichtalgebraischen Kurven noch weiter aufgeteilt werden,
wobei sich die Klasse der mit freier Hand gezeichneten Kurven von der Klasse der mechanischen
Kurven dadurch unterschied, daB in der ersteren die groBtmégliche Willkiirlichkeit bestand, die bei
(stetigen) Kurven itberhaupt vorstellbar war.



10

NEUHOFEN : THIELE
4

geometrisch, und die ihm nunmehr anschauliche erscheinende Beziehung sah er im
tiberkommenen geometrischen Sinn als konstruierbar an.’

Ohne sich dessen véllig bewuBt zu sein, hatte HUYGENS damit den Descartes-
schen Konstruktionsbegriff iiberschritten, der nur noch einen verwisserten Standard
darstellte und daher Freiriume fiir Verinderungen schuf. Der Wandel, der sich abzu-
zeichnen begann, kann in seinen Auswirkungen nicht besser als durch einen Vergleich
der Inhaltsverzeichnisse zweier einschligiger Werke aufgewiesen werden: wihrend in
dem ersten Lehrbuch der Differentialrechnung, in der Analyse des infiniment petits von
G. DE L'HOPITAL (1661 - 1704) aus dem Jahre 1696, das Wort Funktion iiberhaupt
nicht auftaucht, erscheint es ein halbes Jahrhundert spiter in jeder Kapiteliiberschrift
von EULERS Introductio in analysin infinitorum von 1748.

=

Das Beispiel der frihen Variationsrechnung

JAKOB BERNOULLI stellte 1697 ein Variationsproblem, das das sogenannte isoperime-
trische Problem der DIDO verallgemeinerte:

Unter allen isoperimetrischen Kurven iiber der gemeinsamen Basis BN soll
die Kurve BFN bestimmt werden, die zwar nicht selbst den groBten Flichenin-
halt umschlieBt, die aber bewirkt, daB es eine andere Kurve BZN tut, deren
Ordinate PZ irgendeiner Potenz oder Wurzel der Strecke PF oder des Bogens
BF proportional ist, '° .

Von den isoperimetrischen Kurven BFN wurde dabei nur verlangt, daf sie - wie es
der Name ausdriickt - von fester Linge seien. Wir kénnen also davon ausgehen, daf
diese Kurven (d.h. die Ordinaten PF solcher Kurven) stillschweigend als konstruier-
bar vorausgesetzt wurden.

Die Aufgabe bestcht insgesamt aus drei Fragen. Wir haben dabei im ersten Teil
des Problems unverkennbar den ,,geometrischen Funktions- bzw. Konstruktionsbe-
griff* vor uns:

PZ=PF" oder = YPF,

wobei nichtquadratische Wurzeln (n > 2) bereits unter die allgemeinere Descartessche
oder algebraische Leibnizsche Fassung zu subsumieren sind. Fiir n =1 bzw. PZ = PF
enthilt das isoperimetrische Problem die klassische Aufgabe der DIDO. Diesen Fall .

sowie die Kettenlinie (Catenaria) nannte JAKOB als Beispiele fiir isoperimetrische Pro-
bleme.

Die letzte der drei Teilaufgaben betrifft die Abhingigkeit zweier geometrischer
GréBen, die im allgemeinen nicht durch algebraische Gleichung erfafit werden kann:

® Briefe vom 6. und 23. 2. 1691, in: Oeuvres complétes de Huygens, t. 10. Den Haag: Nijhoff 1905.
Vgl. auch H. Bos, Lectures in the history of mathematics. AMS & LMS 1993, besonders S. 23 - 59.

' Quaeritur ex omnibus Isoperimetris super communi base BN constitutis illa BFN (Fig. VII),
quae non ipsa quidem maximum comprehendat spatium, sed faciat, ut aliud curva BZN comprehen-
sum sit maximum, cujus applicata PZ ponitur esse in ratione quavis multiplicata vel submultiplicata
rectae PF vel arcus BF, hoc est, quae sit quotacunque proportionalis ad datam 4 & rectam PF. , cur-
vamve BF 7 Solutio Problematum Fraternorum, in: Acta eruditorum, 1697; Streitschriften, S. 275.
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die Ordinate PZ einer gesuchten Kurve soll in Abhingigkeit von der Bogenlinge BF
der isoperimetrischen Kurve BFN stehen. Die vorliegende Erweiterung der geometri-
schen Funktionsauffassung bemerkte zuerst JOHANN BERNOULLI (1667 - 1748) und
wies nachdriicklich darauf hin. Aber er scheiterte ungliicklicherweise - lange ohne dies
einzugestehen - gerade an der transzendenten Fragestellung. BERNOULLI hat jedoch
1706 in seiner wenn auch unzulinglichen Losung des isoperimetrischen Problems So-
lution Du Probléme proposé par M. Jacques Bernoulli ... trouvée en dewx maniéres
par M. Jean Bernotlli son Frere, & communiquée & M. Leibnitz au moins de Juin 1698
die funktionale Abhéngigkeit neu gefaBt:

... ou généralement telle que les fonctions quelconques de ces appliquées,

... oder allgemein eine solche [Kurve], wie die beliebigen Funktionen von die-

sen Applikaten [Applikate = Ordinate],"
und in den Remarques schrieb er 1718 deutlicher iiber den Zusammenhang von Gré-
Ben:

On appelle ici Fonction d'une grandeur variable, une quantité composée de

quelque maniére que ce soit de cette grandeur variable & de constantes.

Man nennt hier eine Quantitdt, die in irgendeiner Weise aus dieser variablen

GroBe und aus Konstanten zusammengesetzt ist, Funktion einer variablen Gré-

Be.”?

Damit war der Grundstein fiir eine neue Funktionsauffassung gelegt, wobei der ergin-
zungsbediirftige Unterbau noch durch die Angabe von zuléssigen Operationen (der
quelque maniére) aufzustocken war. Neben den iiblichen algebraischen Verkniipfun-
gen zog JOHANN BERNOULLI dazu auch transzendente Operationen wie die unbe-
stimmte Integration in Betracht.!> Es ist BERNOULLIS Schiiler L. EULER (1707 - 1783),
der von diesem rechnerischen Ausdruck ausging und ihn zum Fundament der Analysis
machte.

Brieflich hatte JOHANN BERNOULLI seinem Freund LEIBNIZ ab 1694 einen all-
gemeinen (,analytischen“) Funktionsbegriff mitgeteilt."* Bemerkenswert ist weiterhin,
daf} JOHANN BERNOULLI bereits 1698 begann, Funktionen zu klassifizieren, indem er
die Begriffe ,,functionem differentiare und , functio differentiata bildete.'s Damit
wurden die Funktionen nicht mehr lediglich als Beschreibungsmittel fiir die Verrich-
tung einer bestimmten Aufgabe verstanden, sondem sie konstituierten sich auch als ei-

' Joh. Op. LXXV. Streitschriften, S. 515 - 526, Zitat S. 515.
' Joh. Op. CIIL. Streitschriften, S. 527 - 568, S. 534.
¥ Joh. Op. CXXXIX. Méthode pour trouver les Tautochrones. In: Mémoires de I'Académie Royale
des Sciences, éd. Paris 1730, 78 - 101, Def. I & II; auch Opera, t. 3, p. 173 - 197.
“ 1694: quantitatem quomodocunque formatam ex indeterminatis et constantibus;

1696: quantitates utcunque datas per indeterminatam x et constantes;

1696: algebraice vel transcendenter ... dependentes ab x et constantibus;

1698: applicatae FP ad datam potestatem elevatae seu generaliter earum quaecunque

functiones.

Briefe vom 2.9.1694, 25.8.1696 und 5.7.1698; in: C. Gerhardt, Bde. I11, S. 150, 324 und 506.
' Brief an Leibniz vom 26.8.1698, in: C. Gerhardt, Bd. 1112, 531. Leibniz duBerte sich zustimmend
iiber die Vorschlige, die seinen eigenen entsprichen. ,Placet etiam, quod appelatione Functionum
uteris more meo.“ S. 525. Es schlieBt sich eine Diskussion iiber die Bezeichnung von Funktionen an.
»Ad denotandam Functionem alicuius quantitas indeterminatae x, mallem uti litera majuscula cogno-
mine X vel graeco £ ut simul appareat cuius, indeterminatae sit Functio.* S. 531; vgl. 8. 537,324,
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genstandiger Untersuchungsgegenstand (um schlieBlich in unserem Jahrhundert Ele-
mente von Funktionenriumen zu werden).'s

BERNOULLIS Verallgemeinerung wurde zu seiner Zeit rasch zur Kenntnis ge-
nommen. In einem redaktionellen Beitrag der Pariser Histoire de I'dcadémie Royale
des Sciences mit dem Titel Sur les Isoperimetres, der JOHANNS Arbeit Solution Du
Probléme im Erscheinungsjahr 1706 resiimierte, schrieb der Akademiesekretir B, DE
FONTENELLE (1657 - 1757):

Er [Johann Bemoulli] verinderte die Potenzen der Applikaten in das, was er
Funktionen nennt. ... Die Potenzen sind nichts als eine spezielle Art von Funk-
tion. ... M. Bemoulli gibt damit im allgemeinen und fir alle vorstellbaren
Funktionen von Applikaten die Gleichung der gesuchten Kurve."”

" Der Nachruf der Pariser Akademie auf JOHANN BERNOULLI hob 1748 ebenfalls dessen

Verallgemeinerung des Funktionsbegriffs hervor, und sein Autor fand im Stile der Zeit
eine baracke Allegorie, in welcher der gestiegene Schwierigkeitsgrad der Aufgabe mit
den schrecklichen Héuptern der Hydra verglichen wurde, aber nicht mit den tiblichen
neun besténdig nachwachsenden Képfen (die erst ein HERKULES bewiltigt hatte), son-
dern gleich mit einhundert sich stets emeuemnden Schideln dieser Art.'® Hieraus wird
deutlich, daB die behandelte Materie fir die damaligen Mathematiker auBerordentlich
schwierig gewesen sein muB, da offenbar auch die fithrende Kopfe die alten Unzu-
langlichkeiten in JOHANNS Lésung nicht erkannt hatten.

Vermutlich war es dieser viel beachtete Artikel, der das etwas schiefe Bild in der
franzosischen Mathematikgeschichte gepragt hat, urspriinglich habe Funktion lediglich
Potenz im arithmetischen Sinn bedeutet. Solche Ansichten spiegelten sich ein Jahrhun-
dert spiter in den ersten Zeilen der einfluBreichen Théorie des Fonctions analytiques
von LAGRANGE (1736 - 1813) wider:

Das Wort Funktion wurde von den ersten Analytikern gebraucht, um allgemein
die Potenzen einer Grofe zu bezeichnen. Spéter hat man die Bezeichnung die-
ses Wortes auf alle GréBen ausgedehnt, die in irgendeiner Weise aus einer an-
deren GréBe gebildet wurden. Leibniz und die Bernoullis haben als erste diese
allgemeine Bedeutung benutzt."”

" Der beschreibende Sinn des Terminus Junctio, der noch weitgehend dem alltiglichen Sprachge-

brauch verpflichtet ist, findet sich bei Leibniz in Wendungen wie ,, ... in qua applicatae figurae datae
faciant functionem EK * (in der Handschrift 696 des Leibniz Archivs (UB Hannover), zitiert nach D.

Mahnke, Neue Einblicke in die Entdeckungsgeschichte der héheren Analysis, Abhandlungen der ~

PreuBischen Akademie der Wissenschaften. 1925, Nr. 1, 8. 47). Leibniz (1673) und Johann Bemoulli
abstrahierten dann aus einer bestandig gleichen Funktionsweise den mathematischen Terminus Funk-
tion, wobei sprachlich das ,functionem facere" oder Lrelationes inter’ functiones® zu wfunctio” bzw.
»functiones* verkiirzt wurde (Mahnke aa0,, S. 47 - 51).

'" 11 [Jean Bemoulli) changea les puissances des Appliquées en ce qu’il appelle fonctions. ... Les
puissances ne sont qu'une espéce [!] dont la fonction est le genre. ... M. Bernoulli donne donc en gé-
néral, & pour toutes les fonctions imaginables d’Appliquées 1’Equation de la Courbe que ’on cher-
chera.” Streitschriften, S. 512.

"* Eloge de Mr. Bernoulli, in: Histoire de I"dcadémie Royale des Sciences, 1748 (éd. Amsterdam
1757), p. 184.

" Le mot fonction a été employé par les premiers analystes pour désigner en général les puissances
d’une méme quantité. Depuis, on a étendu la signification de ce mot 4 toute quantité formée d'une
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Diesen Bericht wiederholte und erweiterte beispielsweise M.A.A. COURNOT (1801 -
1877), inspecteur général des études, 1841 in seinem Traité élémentaire de la Théorie
des Fonctions et du Calcul infintesimal, womit sich diese Auffassung schlieBlich ver-
festigte.?®

Bei aller moglichen Kritik aus der heutigen Sicht an den Arbeiten der Briider
BERNOULLI zur frithen Variationsrechnung méchte ich an die Einschétzung von C.
CARATHEODORY (1873 - 1950) erinnern, daB es sich hierbei um Leistungen allerersten
Ranges handelteund daB die Briider sich dessen bewuBt waren. Ein weniger beachtetes
»Nebenprodukt* der Spitzenleistungen war eine neue operationale Bewiltigung des
funktionalen Verhiltnisses: nimlich der Wandel des Funktionsbegriffs von der geo-
metrischen zur arithmetischen Auffassung. JAKOB BERNOULLI hatte beim isoperime-
trischen Problemen 1697 noch einen geometrischen »Funktionsbegriff “ benutzt, der
eine gewisse geometrische GroBe (die Strecke PZ ) als Potenz oder Wurzel einer ande-
ren GroBe (hier PF ) ausdriickte, was ganz im Rahmen geometrischer Konstruierbar-
keit ablief. Die verwickeltere Natur der Abhingigkeit im Fall der Bogenlinge wurde
offenbar zuniichst nicht wahrgenommen, jedoch begann JOHANN im gleichen Jahr,
bewuBt geometrische Beziehungen bei Kurven abzustreifen. Dieser Wandel ist in Brie-
fen an LEIBNIZ, H. DE BASNAGE (1656 - 1710) oder P. VARIGNON (1654 - 1722) be-
legt, die teilweise schon 1697 publiziert wurden, und die von BERNOULLI vorgenom-
mene Anderung des Funktionsbegriffs ist in den beiden von uns bereits zitierten Ar-
beiten aus den Jahren 1706 und 1718 sowie in einer weiteren Arbeit aus dem Jahre
1730 gedruckt zu finden.?!

Wie der Bernoullische Ansatz jedoch in spéteren Zeiten miBverstanden worden
ist, das méchte ich an der Kritik von KARL WEIERSTRAB (1815 - 1897) verdeutlichen,
die dieser in seinen Vorlesungen iiber die Theorie der analytischen Funktionen immer
wieder geauflert hat (hier in der Mitschrift von A. HURWITZ (1859 - 1919) aus dem
Jahre 1878) und die aus seinem Bestreben nach (konstruktiver) Darstellbarkeit einer
Funktion verstindlich wird:

Eine andere und scheinbar sehr allgemeine Definition einer Funktion gab zuerst
Jlohann]. Bemoulli: Wenn zwei verinderliche Gréfen so miteinander zusam-
menhingen, daB jedem Werth der einen eine gewisse Anzahl bestimmter
Werthe der anderen entsprechen, so nennt man jede der GréBen eine Funktion
der anderen. 2

maniére quelconque d'une autre quantité. Leibnitz et les Bernoulli I'ont employé les premiers dans
cette acception générale.” Paris: Courcier 1813 (augmentée édition), p. 1. Fast wortlich auch in Le-
cons sur le Calcul des Fonctions, Paris: Courcier 1806 (augmentée édition), p. 9. Entsprechen auch
bei S.F. Lacroix, Traité du calcul différentiel et du calcul intégral: ,Les anciens Analystes compre-
naient en général sous la dénomination de fonctions dune quantité, toutes les puissances de cette
quantité. Dans la suite on a étendu le sens de cet mot.* T. 1, Paris: Courcier 1810, p. 1.

* Vgl. die Bemerkungen von A. Pringsheim in Grundlagen der allgemeinen Funktionenlehre in En-
cyclopidie der mathematischen Wissenschaften, Bd. II, Teil 1/1, S. 3 (Hrg. H. Burkhardt et al.). Leip-
zig: Teubner 1899.

* Joh. Op. XXXVII & XL. Lettres; Joh. Op. LXXV (1706), CIII (1718), CXXXIX (1730); bis auf die
Arbeit von 1730 in: Streitschriften, S. 284, 31 1; 515, 534, alles auch in den Opera omnia.

? Einleitung in die Theorie der analytischen Funktionen (1878), Mitschrift von A. Hurwitz, hrg, P.
Ullrich. Braunschweig 1988, S. 48. Vgl. die Mitschrift der Vorlesung Ausgewdihite Kapitel aus der

13
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Sich auf diese Definition beziehend fihrt er tiberraschenderweise so fort: »oie ist aber
liberhaupt vollkommen unhaltbar und unfruchtbar.“? Weshalb kam WEIERSTRAS auf
dieses vernichtende Urteil? Kurz gesagt storte ihn an diesem allgemeinen Begriff, daff
er nicht konstruktiv ist und daB es unméglich ist, aus ihm irgendwelche konkreten Ei-
genschaften von Funktionen wie etwa Differenzierbarkeit abzuleiten. Er selbst been-
dete eine Vorlesung so:

Der Zweck der vorstehenden Vorlesungen war zunichst, den Begriff der ana-
lytischen Abhingigkeit gehorig festzustellen; daran kniipfte sich die Aufgabe,
die analytischen Formen zu emmitteln, in denen Functionen von bestimmten Ei-
genschaften dargestellt werden konnen. ... Die Darstellung einer Function ist
mit der Erforschung ihrer Eigenschaften aufs innigste verkniipft, wenn es auch
interessant und piitzlich sein mag, Eigenschafien der Function aufzufinden, oh-
ne auf ihre Darstellung Riicksicht zu nehmen. Das letzte Ziel bleibt doch im-
mer die [tatsichliche] Darstellung einer Function.?

H. POINCARE (1854 - 1912) hat in der Methode von WEIERSTRAB vor allem ein Be-
weisverfahren gesehen: ,,La méthode ... de Weierstrass est avant tout une méthode de
démonstration,

Es ist historisch bemerkenswert, daB die von WEIERSTRAS angefiihrte Definition
JOHANN BERNOULLIS in keiner von dessen Arbeiten steht. Noch spricht BERNOULLI
nicht arithmetisch vom Wert einer GroBe, das tun erst S. LACROIX (1765 - 1843) und
A. CAUCHY (1789 - 1857), und die quelque maniére (irgendeine Art) ist im Sinne einer
mehrdeutigen Funktion sicher iberinterpretiert, wozu wir uns nur an_die briefliche
Kontroverse aus den Jahren 1712/13 zwischen LEIBNIZ und JOHANN BERNOULLI iiber
die Logarithmen negativer und imaginirer Zahlen zu erinnern brauchen, die erst L.
EULER mit der Einfiihrung der unendlichen Vieldeutigkeit des Logarithmus in seiner
Arbeit De la controverse entre Mrs. Leibnitz et Bernoulli®> 1749 zu einem inhaltlichen
AbschluBl gebracht hat.

Und es gibt noch eine weitere historische Kuriositit, die ich kurz erwihnen will,
die unbeachtete Arbeit Vera circuli et hyperbolae quadratura von JAMES GREGORY
(1638 - 1675). Das 1667 erschienene Buch behandelte Quadraturprobleme und konnte
sich damit eigentlich der mathematischen Aufmerksamkeit sicher sein. GREGORY er-
klirte eine iiber die algebraischen Rechenoperationen hinausgehende rostra sexta ope-
ratio, die auf transzendente GréBen fiihrt, und er_betrachtete schlieBlich sogar

Funktionenlehre, SS 1886, (Mittag-Leffler-Institut), in der WeierstraB im §1 die Definition Johanns ~
an den Stetigkeitsbegriff kniipft.

®  Ausgewdihite Kapitel der Functionentheorie. Ohne Jahresangabe. Mitschrift im Mittag-Leffler-
Institut, Djursholm, S. 262. WeierstraB las im SS 1885/86 hieriiber, vglf das Vorlesungsverzeichnis in
seinen Mathematischen Werken, Band 3, Berlin: Mayer 190, S. 360. .

* Zitiert nach dem Vorwort von R. Remmert in P. Ullrichs Ausgabe von K. WeierstraB’ Einleitung in
die Theorie der analytischen Funktionen. DMV/V ieweg: Braunschweig 1988, S. X.

¥ E 168. Mémoires de I'dcademie Royale des Sciences et des Belles-Lettres, Berlin 1749 (ersch.
1751); Opera /17, p. 195 - 232. Fiir Euler waren mehrdeutige Funktionen nichts Ungewshnliches.
Das hatte den Vorteil, daB implizit gegebene Funktionen sich stets auflésen lieBen. Vel. Introductio, §
16 (E 101, Opera 1/8), oder Methodus nova et facilis calculum variationum tractandi (E 711),in: Nova
Commentarii Academiae Scientiarum Imperialis Petroplitanae t. 16 (1771) 35 - 70; Opera 1/25, S.
208 - 235; § 1. (E bezeichnet die Enestrémnummer der Eulerschen Werke)
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wanalytische Ausdriicke (componi analytice), die denen von JOHANN BERNOULLI sehr
ghnlich sind, die aber ohne jeden EinfluB auf die weitere Entwicklung der arithmeti-
schen Funktionsauffassung waren.?

Die von BERNOULLI hinterlassene Definition einer Funktion entspricht formal
schon dem Eulerschen Funktionsbegriff. Allerdings sollte in das etwas unbestimmte
»composée de quelque maniére® JOHANNS nicht der »analytischer Ausdruck® in unse-
rem modernen Verstindnis hineingelesen werden, denn JOHANN BERNOULLIS Funkti-
onsbegriff setzte letztlich immer noch einen geometrischen Hintergrund voraus. Das
wird an den von jhm als ,,gleichartig” bezeichneten Funktionen (fonctions semblables)
deutlich, die in dieser Form auch noch in Eulers Introductio in analysin infinitorum
(1748) erscheinen.”” EULER gab als ein Beispiel gleichartiger Funktionen

X=a+bx+ca, Y=a+by+g

an. Uns erscheint diese Differenzierung iiberfliissig, da ein und derselbe arithmetische
Funktionsgedanke durch verschiedene Schreibweisen ausgedriickt werden kann. Das
abstrakte arithmetische Denken steht dem logischen SchlieBen nahe, zu dessen Wesen
es gehort, viele Fille unter einen allgemeinen Begriff zu bringen. Es liegt daher in der
Natur arithmetischer Untersuchungen, da$ verschieden bezeichnete Gegenstinde unter
den gleichen Begriff fallen. Aber wenn wir eine Zuordnung von r zu K{(r) sowie von
R zu K(R) beispielsweise als Konstruktion von Kreisen aus den Radien » und R
geometrisch deuten, dann wire es in der anschaulichen Geometrie unsinnig, ein und
dieselbe GréBen mit verschiedenen Bezeichnungen zu erfassen. Unterschiedliche Ra-
dien ‘ergeben verschiedene Kreise. Andererseits sind die verschieden konstruierten
Kreise Ergebnisse einer gleichartigen Konstruktion (funktionalen Zuordnung). Diese
Sicht gibt einen Fingerzeig auf die geometrische Beschaffenheit des status nascendi, in
dem sich der sich formende arithmetische Begriff befand. Philosophisch erklart fiir den
allgemeinen Sachverhalt KANT in seiner Kritik der reinen Vernunft genau diese Pro-
blematik:

Ich verstehe aber unter Funktion, die Einheit der Handlung, verschiedene Vor-
stellungen unter einer gemeinschaftlichen zu ordnen.®

JOHANN BERNOULLI erweiterte die von DESCARTES zugelassenen algebraischen
Kurven um die mechanischen. Anders ausgedriickt, er.ging von der statischen geome-
trischen zur bewegten dynamischen Beschreibung von Kurven iiber. Entsprechend den
Moglichkeiten der neuen Analysis bezog er dabei in die Betrachtungen neben algebrai-
schen auch transzendente Gleichungen ein. Gegenwirtige mathematische Definitionen
einer Funktion betonen eher eine im statischen Sinn vorhandene Beziehung (Relation)
als ein mit einer Titigkeit verbundenes mathematisches Konzept. Das dynamische

Konzept von BERNOULLI beruhte auf als stetig gedachten Verinderungen und wurde

* Siehe C.J. Scriba, Gregorys frithe Schriften zur Infinitesimalrechnung. Dissertation, GieSlen 1957,
S.13-28.

7 Joh. Op. CXXXIX: Méthode pour trouver les Tautochrones. In: Mémoires de I’Académie Royale
des Sciences, éd. Paris 1730, 78 - 101, oder Opera, t.3,p.173 - 197, Def. 1 & IT; L. Euler, Introductio
in analysin infinitorum, Lausanne: Bousquet 1748. § 26.

*® Kr.d r. V., A64('1781).
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intuitiv durch entsprechende Vorstellungen von mechanischen Bewegungen gestiitzt.

EULER griff das Bernoullische Konzept auf, und seit ca. 1730 erweiterte er es lau-
fend iber jene algebraischen und transzendenten Operationen hinaus, die fiir JOH.
BERNOULLI noch die allgemeine Art der Zusammensetzung einer Funktion darstellten,
um wie beim herausfordernden Problemen der schwingenden Saite (1747) stets iiber
einen auf seine jeweiligen Fragestellungen passenden Funktionsbegriff verfiigen zu
kénnen. So lste sich EULER auch von der Orientierung am rechnerischen Ausdruck
fiur eine (analytische) Funktion, von der unterstellten Potenzreihenentwicklung, und er
verzichtete auf ein derartiges einheitliches Gesetz bei der Darstellung von Funktionen.
Er gab schlieBlich eine allgemein gefaite und scheinbar DIRICHLETS Erklérung vor-
wegnehmende Definition einer Funktion an (Institutiones calculi differentialis, 1755).
Pathologische Funktionen wie die sogenannten Dirichletschen Funktionen, die auf ra-
tionalen und irrationalen Argumenten beliebig unstetig definiert werden kénnen, sind
weder in den Bemnoullischen noch in den Eulerschen Vorstellungen denkbar, denn sie
setzen wieder eine statische Auffassung der Funktion voraus,*
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Harald Boehme, Bremen

Eureka. Fand Thales die Anfinge der Geometrie?

L. Die Frage ,entdeckt oder erfunden® gehdrt zum Selbstverstandnis der grie-
chischen Mathematik. Nach Aristoteles bestimmen die eigentiimlichen Prinzipien
einer Wissenschaft daf etwas ist und was es ist. In der Geometrie sind dies die
Punkte und Linien, wihrend fiir Dreiecke und Kreise die Existenz und Bedeutung
erst zu beweisen ist.! Ob Aristoteles damit die Postulate des Euklid gefordert hat,
ist hier nicht zu entscheiden, jedenfalls stellen sie die Prinzipien fiir die Beweise
dar, es sind die Grundkonstruktionen von Strecke und Kreis, entsprechend dem
Gebrauch von Zirkel und Lineal. So ist bereits bei Aristoteles die Unterscheidung
von Konstruktion mittels Postulaten und Deduktion aus Axiomen angelegt. Bei
Proklos wird dies zur Unterscheidung von Problemen und Theoremen, jene bewei-
sen die Existenz der Gegenstiinde, diese ihre wesentlichen Eigenschaften. In der
Konstruktion wird hervorgebracht, ,was hervorzubringen war* (poiein), die Deduk-
tion zeigt die Eigenschaften des Hervorgebrachten, ,was zu zeigen war® (deiknymi).
Deren Prinzipien sind sowohl allgemein, wie die Grofienaxiome, als auch eigentiim-
lich, wie das Kongruenzaxiom. Proklos beschreibt diese Unterscheidung als
Grundlagenstreit der Akademie, wobei Aristoteles von Menaichmos vertreten wird:
.Ohne Eingehen in die Materie gibt es kein Finden von Lehrsatzen.®2 Euriskein ist
hier das Schlisselwort, d.h. Theoreme werden in einer gegebenen Materie, den
Konstruktionen, gefunden. Ordnen wir den Konstruktionen als gemachte das Er-
finden zu, den Theoremen das Entdecken eines Gegebenen, dann bedeutet die ge-
genseitige Bedingtheit die Einheit von Erfinden und Entdecken, die in dem einen
griechischen Wort euriskein ausgedriickt ist.? Diese Einheit ist fir die Griechen von
Anfang an gegeben als Einheit von Kunst und Wissenschaft, sie zeigt sich auch
darin, da® das Finden jeweils als die Tat eines Einzelnen begriffen wird.+

Das bekannte Resiimee zur Geschichte der Geometrie beginnt mit den Wor-
ten: ,Thales aber verpflanzte zuerst, nachdem er nach Agypten gekommen, diese
Wissenschaft nach Griechenland und machte selbst viele Entdeckungen, zu vielen
anderen legte er fiir die Spateren die Anfange {archas).“s Proklos ist sicher nicht der
Erste, der Thales die Anfange der Geometrie zuschreibt, denn er steht in der Tradi-
tion des Eudemos. Allerdings gibt es vor Eudemos keinen Beleg fir diese Behaup-
tung, insofern ist sie erst 250 Jahre nach Thales entstanden; erstaunlich ist nur,
dag sie sich danach 2300 Jahre gehalten hat. Zweifel daran wurden vor 40 Jahren
von D.R. Dicks gedufert, blieben aber wirkungslos fiir die Zunft der Mathematikhi-
storiker.6 Erst in jiingster Zeit mehren sich die Zweifel, z.B. halt B. Vitrac die Ma-
thematik des Thales fir eine Zuschreibung von Eudemos-Proklos.” Diese erfolgte
gemaB der Logik des Aristoteles, wonach die Primissen einer Wissenschaft nicht
nur evident, sondern auch ,die ersten und unvermittelt sind und bekannter und
frither sind als der SchluBsatz.*® Diese Voraussetzungen sind dann auch am An-
fang der Wissenschaft vorausgesetzt, d.h. die Wissenschaft beginnt mit ihren er-
sten, unvermittelten und bekannten Sitzen. Demnach wire die Geometrie des
Thales eine logische Rekonstruktion des Anfangs der Geometrie, aber keine histori-
sche Begebenheit. Vitrac 18t jedoch die Hintertiir fiir einen historischen Geometer
Thales offen, wenn er fiirchtet, daf wir ohne neue Dokumente iiber die erste grie-
chische Mathematik niemals etwas Konkludentes wissen kénnen.
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Hingegen méchte ich den Standpunkt vertreten, daf® wir aus den vorhande-
nen Dokumenten mehr wissen kénnen als Nichtwissen. Natiirlich ist jedes histori-
sche Wissen an die Quellen gebunden und kann nur beziiglich dieser als gesichert
gelten. Fiir diese Sicherheit ist allerdings noch eine methodische Vorsicht geboten:
.Quellen miissen in chronologischer Folge herangezogen werden.*® Allein mit die-
sem Grundsatz hat D. Fehling die Kosmologie des Thales analysiert mit dem Re-
sultat, daB sie lediglich eine Hypothese des Aristoteles ist, von der er glaubte, daf
er sie Thales zuschreiben konne. In Wahrheit gab es die Lehre vom Wasser als dem
Urstoff nicht vor Aristoteles, und Thales diirfte weder diesen noch einen anderen
Urstoff gelehrt haben noch der erste Philosoph gewesen sein. Allein von daher er-
scheint es unwahrscheinlich, da$ Thales die Anfange der Geometrie gefunden ha-
ben soll, es bleibt aber dennoch die Aufgabe, diese Unwahrscheinlichkeit an Hand
der vorhandenen Quellen nachzuweisen. Diese sollen nunmehr in chronologischer
Folge betrachtet werden, dabei erhalten wir auch eine Vorstellung dariiber, wie die
Hypothese einer anfanglichen Geometrie des Thales entstanden sein konnte.

1I. Die alteste Quelle zu Thales von Milet ist Herodot, der etwa 150 Jahre
nach ihm lebte und ihn dreimal erwdhnt, als Politiker, Ingenieur und Astronom.
Da andere Quellen nicht ausfindig zu machen sind, ist wahrscheinlich alles, was
spater von Thales berichtet wird, ,aus Herodot entstandene Pseudoinformation.“1!
Die dem Thales zugesprochene astronomische Leistung ist die Voraussage einer
Sonnenfinsternis wahrend einer Schlacht, so daff diese beendet und Frieden ge-
schlossen wurde. Daff diese Voraussage in den Bereich der Legende gehdrt, folgt
allein daraus, daB es keinen Zyklus fiir Sonnenfinsternisse an einem bestimmten
Ort gibt.12 Doch seitdem gilt Thales als der erste Astronom der Griechen, sogar auf
dem Theater, wo dies von Aristophanes aufgegriffen und Thales zweimal im Zu-
sammenhang astronomischer Konstruktionen erwahnt wird.!? Meton wird als Tha-
les bezeichnet, wihrend er mit Meflatte und Zirkel hantiert, was noch als Qua-
dratur des Kreises verspottet wird. Sokrates Gbertrifft angeblich Thales, derweil er
vor der Denkerwerkstatt (fiir Astronomie, Geometrie und Geographie) trickreich mit
dem Zirkel umgeht. Daraus wurde gefolgert, daf fir das Athener Publikum Thales
und die Geometrie bereits zusammen gehorten, in beiden Erwdhnungen handelt es
sich jedoch um Téatigkeiten, die auf die Astronomie bezogen sind. Daher geniigt die
Erklarung, daf Thales als legendarer Astronom bekannt war, der in der Komoédie
die Zeitgenossen blamierte. Spater wird dieser Zusammenhang ernsthaft behaup-
tet, so schuf Meton das erste Parapegma, darin sind die Zeiten zwischen den Wen-
den ungleich, 180 und 185 Tage, nach Eudemos soll jedoch Thales die Sonnenfin-
sternis und die ungleichen Perioden zwischen den Wenden gefunden haben.14

Platon erwahnt Thales viermal, entscheidend fiir die weitere Uberlieferung ist
jedoch seine erstmals aufgestellte Reihe der 7 Weisen, die von Thales angeftihrt
wird.’s Mit Solon erscheint er darin als der praktische Staatsmann, an andere
Stelle jedoch als Weiser, der sich von Staatsgeschaften fernhdlt. Auch die beiden
letzten Stellen sind widerspriichlich, zusammen mit Anarchis gilt Thales einerseits
als Erfinder von Kiinsten fiir das praktische Leben.16 Andererseits sagt man von
Thales, da er beim Betrachten der Sterne in einen Brunnen fiel, worauf ihn eine
thrakische Magd verspottet hebe. Dieser Spott schliefit sich an den des Aristopha-
nes an, wobei jeweils die Weltfremdheit der Astronomen die Zielscheibe ist. Hinge-
gen erzihlt Aristoteles eine Geschichte, welche an den von Herodot geschilderten
Erfolg der Astronomie ankniipft. Demnach soll Thales dadurch reich geworden
sein, daB er auf Grund seiner astronomischen Kenntnisse eine ergiebige Oliven-
ernte vorausgesehen und durch Spekulation daran verdient habe.1? Die Vorhersage
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einer Olivenernte ist aber ebenso unmdoglich wie die Vorhersage einer Sonnenfin-
sternis, eher sind dies Wundergeschichten, wie sie auch von anderen Propheten
erzahlt werden. Jedoch ist festzuhalten, daf Thales darin nie als Finder der Geo-
metrie auftritt, obwohl Platon und Aristoteles der Geometrie und den Geometern
groBe Bedeutung beimessen und auch Hippokrates, Theodoros und Theaitetos als
solche erwahnen.

Allein aus den Texten des Aristoteles ergibt sich so etwas wie eine Philoso-
phie des Thales. Einerseits sind dies mythische Vorstellungen von einer belebten
Materie, denn er glaubte ,der Magnet habe eine Seele, weil er das Eisen bewegt“
und ,alles sei voll von Gottern®s8. Andererseits tritt Thales scheinbar gegen den
Mythos auf, wenn er ein materielles Prinzip zum Prinzip des Seienden macht. Dies
ist das Wasser,19 Aristoteles zieht daraus den Schluf, daf® die Erde auf dem Was-
ser schwimmt, eine Lehre die Thales gar nicht vertreten haben kann, weil nach der
Erfahrung das Wasser auf der Erde ist, so daf® nach alter Vorstellung der Okeanos
ein FluB ist, der um die bewohnte Erde flieRt. Aber auch nach seinen eigenen
Worten erweist sich die ganze Lehre vom Wasser als Prinzip als eine Hypothese des
Aristoteles, denn er schreibt jeweils ;man sagt® (legetai, phasin), Thales habe dies
ausgesprochen. Uber eine damit erwihnte Quelle 138t sich nur spekulieren, es
kann eine von Aristoteles erfundene Meinung sein oder eine, die an der Akademie
entstanden ist, und daher nur als Gerlicht zitiert werden konnte.

Die nachsten Nachrichten zu Thales stammen aus Eudemos Geschichte der
Geometrie, die wir allerdings nur soweit kennen, wie sie von Proklos tberliefert ist.
In dessen Kommentar zum 1. Buch der Elemente des Euklid wird Thales an 5
Stellen erwdhnt, davon zweimal mit Bezug auf Eudemos. Daf Thales nach ihm als
Urvater der Geometrie galt, geht aus einem Iambos des Kallimachos hervor: ,Er
zeichnete die Figur, die (Pythagoras) entdeckt hat, der erste Mensch, der Dreiecke
und Skalene zeichnete.“20 Das Zwiegestirn Thales und Pythagoras steht nunmehr
am legendaren Anfang der Geometrie. Diogenes Laertius, der das Gedicht des Kal-
limachos aufgreift, wufite schon nicht, ob er den sogenannten Satz des Thales
(Euklid 111.31) ihm oder Pythagoras zuordnen sollte;2! allein daraus geht hervor,
daf® solche Zuschreibungen erst von den Doxographen vorgenommen wurden.
Auch Proklos folgt diesem Mythos, wenn er neben Thales als dem ersten Geometer,
Pythagoras preist, der die Mathematik zur reinen Wissenschaft erhob.22 Seitdem
aber nur noch die Nachricht Gber Thales als méglicherweise echt gilt, weil sie aus
der Uberlieferung des Eudemos stammt, wihrend die iiber Pythagoras in diesem
Sinne unecht ist, da sie von Iamblichos Gibernommen wurde, kam die Ansicht auf,
Thales allein konnte tatsachlich die Geometrie begriindet haben.2? Aus den bisher
untersuchten Quellen ergibt sich dafiir allerdings kein Hinweis, so bleibt die Frage,
ob die sogenannte thaletische Geometrie einen solchen liefert.

Ii. Von Proklos werden die folgenden Theoreme Thales zugeordnet:
1. Daf der Kreis durch den Durchmesser halbiert wird. (I. Def. 17)
2. DaB im gleichschenkligen Dreieck die Basiswinkel gleich sind. (1.5)
3. DaB bei sich schneidenden Geraden die Scheitelwinkel gleich sind. (I.15)
4. Daf zwei Dreiecke gleich sind, wenn zwei Winkel und eine Seite gleich sind.(1.26)
Ad 4. ,Eudemos flihrt in seiner Geschichte der Geometrie dieses Theorem auf Tha-
les zuriick. Denn bei der Art und Weise, wie man sagt (phasin), er die Entfernung
von Schiffen auf dem Meer zeigte, sagt er, bediirfe es dieses Theorems notwen-
dig.“2¢ Das Theorem ist in unserer Sprache der Kongruenzsatz WSW; er wird bei
Euklid angewandt, um zu zeigen, daf das Parallelogramm von der Diagonalen
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halbiert wird (I.34). Weiter Anwendungen im Buch III sind dagegen hinfallig, wenn
nur die Achsensymmetrie der Figuren benutzt wird. Diese ist hingegen beim Paral-
lelogramm nicht gegeben, so daf der Kongruenzsatz dafiir wesentlich ist, anderer-
seits entstand die Parallelogrammtheorie nicht vor Aristoteles, ebenso ist dies fiir
die Theorie der Kongruenz zu vermuten, so daf auch der genannte Kongruenzsatz
nicht alter sein diirfte.2s Dennoch wird er von Eudemos auf Thales zuriickgefiihrt,
weil er damit, ,wie man sagt* die Entfernung von Schiffen auf dem Meer gezeigt
haben soll. D.h. aber nicht mehr, als da® Eudemos dies irgendwie erfahren hat,
dhnlich Aristoteles, der die Urstofflehre des Thales ebenso erfahren haben will.
Die Bestimmung der Entfernung von Schiffen auf dem Meer durch Thales muR also
nicht mehr bedeuten, als eine an der Akademie aufgekommene Meinung, wonach
er dieses hitte tun kénnen. Wie man sich diese Messung wohl vorgestellt hat, ist
aus dem dafiir genannten Kongruenzsatz zu rekonstruieren, so erklart dies P. Tan-
nery mit der fluminis varatio des romischen Agrimensors Marcus Junius Nipsus.26
Damit st zwar eine abstrakt magliche Erklarung gefunden, zur konkreten Bestim-
mung von Schiffen auf dem Meer taugt sie allerdings nicht. Denn diese bewegen
sich in grofer Entfernung, ein ebenso groBes Beobachtungsdreieck auf dem Land
abzustecken, diirfte kaum moglich sein, bevor das Schiff den Ort gewechselt hat,
abgesehen vom Platzbedarf. Das Verfahren des Agrimensors ist auch nur zur Be-
stimmung der Breite eines Flusses vorgesehen, ob es derart bereits in archaischer
Zeit bekannt war, oder ob man es sich an der Akademie erst ausgedacht hat, kann
hier nicht entschieden werden. Wie man die Entfernung zu einem unzuginglichen
Punkt in der Ebene praktisch bestimmen konnte, zeigt Heron in Dioptra VIII, dabei
wird nicht die Kongruenz, sondern das Verhaltnis von Dreiecken verwendet, wel-
ches als seged bereits den Agyptern bekannt war.

Gemaf der doxographischen Tradition gibt es ein weiteres Beispiel prakti-
scher Geometrie, das Thales zugeschrieben wird: Nach Hieronymos von Rhodos
shabe er die Hohe der Pyramiden gemessen vermittels ihres Schattens.“2? Das Glei-
che berichten Plinius und Plutarch, wobei das einfachste Verfahren, Schattenlange
= Korperldnge, das urspriingliche des Thales gewesen sein soll. Dies Verfahren
dirfte alt sein, und es ist zur Bestimmung der Héhe eines Baumes oder Turmes
sicher anwendbar. Jedoch ist es nicht anwendbar bei Pyramiden, da die Entfer-
nung des Schattens der Pyramidenspitze zum HéhenfuSpunkt im Inneren der Py-
ramide nicht zu bestimmen ist, jedenfalls nicht durch eine direkte Messung, wie es
das Verfahren intendiert. Hingegen besafen die Agypter lange vor Thales ein effek-
tives Verfahren, um die Héhe der Pyramiden zu bestimmen, indem sie den Bau
selbst vermafien, und aus Seitenlange und seged dann die Héhe berechneten, eine
Aufgabe, die im Papyrus Rhind gelost wird.?8 Die dem Thales unterstellte Messung ™
dirfte daher der doxographischen Phantasie entsprungen sein, womit demonstriert™~
werden sollte, da er nicht nur in Agypten, sondern auch als Grieche den Agyptern
liberlegen war. DaR er aber dort gewesen sein mubBte, folgt daraus, daf dort die
Geometrie gefunden wurde, an deren Anfang Thales stand. Insofern wurde ihm mit
der Zeit immer mehr zugesprochen, z.B. die Ansicht, daf die Etesien (Sommer-
winde) die Nilflut erzeugen, Herodot berichtet dies als die Ansicht einiger beriithm-
ter Hellenen, in der Doxographie wird sie dann eine des Thales.2°

Ad 3. ,Es {dieses Theorem) wurde, wie Eudemos berichtet, von Thales zuerst
entdeckt (euremon), des wissenschaftlichen Beweises aber vom Verfasser der Ele-
mente fir Wert erachtet.“?0 Eudemos unterscheidet also zwischen Finden einer Tat-
sache und Beweisen des Theorems, welches erst in den Elementen geleistet wird.
Dies kénnen nicht die Elemente des Euklid sein, sondern nur solche, die schon zu
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seiner Zeit bekannt waren, wobei Hippokrates von Chios der erste sein soll, der
Elemente geschrieben hat.3! Gemaf der von ihm Gberlieferten Schrift iiber die
Méndchen behandelt er den Winkel als Grofe, ebenso der von Euklid gefiihrte Be-
weis des Theorems. Wenn Thales also diesen Beweis nicht gefihrt hat, dann kann
dies heifien, daB er den Winkel nach Ansicht des Eudemos nicht als Grofe behan-
delt hat, wie es ad 2. auch behauptet wird.

Ad 2. Proklos preist Thales als ,Entdecker vieler anderer und besonders die-
ses Theorems. Denn man sagt (legetai), er habe als erster erkannt und ausgespro-
chen, daf in jedem gleichschenkligen Dreieck die Basiswinkel gleich sind, habe
aber in altertGmlicher Weise fiir ,gleich® (isas) ,ahnlich® (homoias) gebraucht.*2
Diese altertiimliche Bezeichnung wird auch von Aristoteles verwendet, demnach ist
der Winkel fiar ihn eine Qualitat, denn ,dhnlich ist, was eine Qualitét, gleich, was
€ine Quantitit hat,“ weiter gehért zur Qualitat die Figur (schema), und zur Figur
der Winkel.33 Nach Proklos wurde diese Ansicht von Eudemos tibernommen, ~der
ein Buch iiber die Winkel schrieb, worin er ihn als Qualitit bezeichnete.*3 Damit
war fir ihn die Bezeichnung ,ahnlich® fir gleiche Winkel gegeben, die dann Thales,
als dem ersten Geometer, unterstellt wird. Gema dieser Auffassung kann der Be-
weis des Theorems, wie er von Aristoteles mittels der GréRenaxiome angedeutet
wird,35 kein Beweis des Thales sein. Jedoch soll er den Sachverhalt zuerst als
Theorem ,erkannt und ausgesprochen® haben, wobei erkennen nicht mehr heifien
musB, als daf er auch den Grund gesehen hat, was durch die Symmetrie der Figur
naheliegt. Zu bemerken ist noch, da Proklos als Quelle dafir ,man sagt® angibt,
insofern seine Behauptung aber mit der Auffassung des Eudemos tbereinstimmt,
kann diese auch von ihm iiberliefert sein, eventuell durch Zwischenquellen ver-
mittelt,-die nicht zu zitieren sind.

Ad 1. ,Daf der Kreis durch den Durchmesser halbiert wird, hat zuerst der
berGhmte Thales gezeigt (apodeixai), sagt man (phasin).“3 Entsprechend dem Zu-
satz kénnen wir annehmen, da® auch diese Aussage des Proklos auf Eudemos zu-
riickgeht. Sicher fehl aber geht die Deutung, daf Thales dieses Theorem deduktiv
bewiesen haben soll,” denn das Verb fiir zeigen (deiknymi) wird ebenso fiir die
Schiffsentfernung gebraucht. Seine urspriingliche Bedeutung fiir die Geometrie war
das ,konkrete Sichtbarmachen,*® zum deduktiven Beweis wurde es erst, als die
Geometrie allein im Denken zu betreiben war. Platon fordert noch diesen Uber-
gang,? abgeschlossen ist er fir die griechische Mathematik bei Euklid, wo die An-
schauung weijtgehend aufgehoben ist, und die Behauptungen aus den Vorausset-
zungen mittels der Axiome zu erschlieBen sind. So.ist bei diesem Theorem der
Durchmesser als Gerade durch den Mittelpunkt des Kreises gegeben; die Behaup-
tung ist, daB er den Kreis halbiert, d.h. in zwei gleiche (kongruente) Teile zerlegt.
Proklos gibt dazu einen Widerspruchsbeweis, indém er die Teile aufeinanderlegt,
wiren sie nicht gleich, waren auch die Radien verschieden.®® Dieser ~mathe-
matisch® genannte Beweis erweist sich aber als nur eine logische Umformung der
Anschauung, wonach die beiden Teile eben symmetrisch sind. Diese Anschauung
ist urspriinglich mit dem Kreis gegeben, doch wann und warum wurde sie als
Theorem formuliert, welches eines Beweises bedarf? Nach T.L.Heath ergibt sich die
Antwort aus der Bedeutung, die der Satz bej Euklid hat:¥1 In Def. 17 wird der
Durchmesser definiert, in Def. 18 der Halbkreis als eine Figur, die vom Durchmes-
ser und der Kreislinie umfaft wird; damit diese Figur ,Halbkreis® genannt werden
kann, ist festzustellen, daf der Durchmesser den Kreis halbiert. Denn nach der
Auffassung von Aristoteles sind die Gegenstinde der Wissenschaft nicht nur nomi-
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nal, sondern auch real gegeben, und dem entspricht Euklid, wenn er den Halbkreis
als wirklich halben Kreis definiert.

IV. Zusammenfassend bilden die Sitze 1.-3. den Kern der sogenannten tha-
letischen Geometrie - was war jedoch fiir Eudemos der Grund, gerade diese einfa-
chen Satze Thales zuzuordnen? Man kann vermuten, daf dahinter die Vorstellung
steht, die einfachsten Satze seien am einfachsten zu finden, und seien daher zuerst
gefunden worden. Diese Vermutung wird durch den Aufbau der »Elemente® erhér-
tet; die einfachsten Sitze stehen dort am Anfang, weil es die Elemente der folgen-
den Sitze sind. Das zugrundeliegende Programm wird von Aristoteles ausgespro-
chen: ,Elemente der diagrammata nennen wir dasjenige, dessen Beweise im Beweis
dieser, entweder alle oder der meisten enthalten sind.“*2 Die diagrammata sind also
Satze, in deren Beweis die Elemente eingehen, sei es als Postulat oder lemma, in-
sofern bilden sie die Bausteine der Geometrie, analog den stofflichen Elementen
der Natur. Und wie die Grundstoffe bei Aristoteles am Anfang der Naturphilosophie
stehen, so auch die Elemente am Anfang der Geometrie. Wird also Thales an den
Anfang der Geometrie gestellt, liegt die Hypothese nahe, daf seine Geometrie ihre
anfinglichen Elemente enthalten misse. Jedoch nicht nur die fehlenden Belege
lassen diese Hypothese zweifelhaft erscheinen, sondern die Entwicklung der Ma-
thematik selbst. Denn die Erfahrung zeigt, daf am Anfang Probleme und Lésungen
stehen, wahrend Axiome und Beweise erst am Ende gefunden werden, z.B. zeigt
dies die Entwicklung der Analysis von ihren Anfangen bis Dieudonnés ,Eléments
d'analyse®. In der Antike diirfte sich die Entwicklung dhnlich abgespielt haben,
ausgehend von Problemen, wie der Quadratur des Kreises, entstanden schlieflich
-Elemente®.

Im Gegensatz dazu ist die Hypothese einer anfanglichen thaletischen Geo-
metrie als Ausdruck der aristotelischen Erkenntnistheorie zu begreifen, wonach
sich aus der Wahrnehmung die Erfahrung und die Abstraktion des Allgemeinen
bildet.43 So finden wir am Anfang durch Induktion die Anfange von Kunst und Wis-
senschaft. Dieses didaktische Modell des Erkennens wurde von Aristoteles und
seiner Schule auch als Modell fiir die Geschichte von Kunst und Wissenschaft ver-
standen. In der Neuzeit reproduzierte sich die aristotelische Erkenntnistheorie in
der empirischen Theorie der Abstraktion, aber damit reproduzierte sich auch das
aristotelische Geschichtsmodell. Z.B. hat nach H.Hankel .Thales die Anschauung
ins Bewuftsein gebracht und dafiir den abstrakten Ausdruck gefunden.®44
H.Zeuthen geht von einer sogenannten Wahmehmungsgeometrie aus, wobei Thales
seine Kenntnisse allein durch Betrachten einer geeigneten Figur erworben haben
soll.45 O.Becker nennt dies die thaletische Grundfigur,% und P.Lorenzen entwickelt
daraus eine ,thaletische Geometrie®.4” Damit bedient sich auch der Konstruktivis-
mus bei Thales, und kann sich dabei zurecht auf Kant berufen, bei dem es heifit:
»Dem ersten der den gleichschenkligen Triangel demonstrierte, dem ging ein Licht
auf,“# aber nicht aufgrund dessen, was er sah, sondern durch das, was er ,selbst
a priori hinein dachte.” So wird der aristotelische Thales noch zum Zeugen der
kantschen Kritik, indem auch seine Erkenntnistheorie an ihn gekniipft wird. Dage-
gen ist die Widerlegung der Hypothese von einer anfanglichen Geometrie des Thales
langst hinfallig, doch damit stellt sich emeut die Frage nach den Anfingen der
Geometrie.
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Die Kurven des Persius
MARKO RAZPET
PADAGOGISCHE FAKULTAT IN LIUBLJANA

SLOWENIEN

Der altgriechische Mathematiker Persius ist in mathematischer Literatur
kaum bemerkt. Es ist bekannt, dass Proklus (410-485), Neoplatonist, auch
Elemente von Buklid (325-265 v. Chr.) kommentierte und dass dabei auch
Persius erwihnt wurde. Proklus schrieb auch, wie Kurven als Schnittkurven
von verschiedenen Flichen entstehen. Aus allen bekannten Tatsachen kann
man entnehmen, dass Persius zwischen Geminus (130-70 v. Chr.) und
Euklid lebte.

Ungeféhr um 300 v. Chr. entdeckte Menichmus (380-320 v. Chr.)
Kegelschnitte. Sie entstehen als Schnittkurven von einem Doppelkegel, der
durch eine Ebene geschnitten wird. Spezielle Lagen der Ebene ergeben El-
lipse, Hyperbel, Parabel, Geraden oder einen Punkt. Menichmus wurde
auch von Proklus erwihnt: Mendchmus, ein Knabe von Eudozus, und sein
Bruder Dinostratus. Eudoxus (408-355 v. Chr.) und Dinostratus (390-320
v. Chr.) studierten mit Platon (427-347 v. Chr.) und hatten die damalige
Geometrie ziemlich verbessert. Ein vertieftes Studium von Kegelschnitten
begann Apollonius aus Perga (261-190 v. Chr.).

In jener Zeit versuchten die Gelehrten drei Probleme der Antike 15sen:
Problem der Dreiteilung des Winkels, Problem der Quadratur des Kreises
und Problem der Verdoppelung des Wiirfels. Durch diese Strebung ent-
deckte man viele interessanten Kurven.

Etwa 200 Jahre nach Menichmus entdeckte Persius andere Kurven als
Schnittkurven, die wir heute nach ihm nennen. Das sind Schnittkurven der
gegebenen Torusfliche mit einer Ebene, parallel zur Achse des Torus. Man
nennt diese Kurven oft nach Persius. In englischer Literatur findet man
oft die Benennung the spiric sections of Perseus, denn omeipa bedeutet in
altgriechischer Sprache den Torus.
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Die Kurven des Perséus sind mit den Cassinischen (G. D. Cassini, 1625-
1712) Kurven eng verbunden. Cassini, dem die Lehre von Kopernikus noch
fremd war, meinte, dass die Sonne sich um die Erde dreht. Cassini nahm
fiir die Bahn der Sonne eine von seinen Kurven und die Erde sollte in einem
von den Brennpunkten stehen.

Die sehr bekannte Bernoullische Lemniskate (nach Jakob Bernoulli (1654
1705)) ist ein Spezialfall der Cassinischen Kurven. Es gibt noch allgemeinere
Lemniskaten von James Booth (1810-1878). Auch von diesen Kurven ist
die Bernoullische Lemniskate ein Spezialfall. Diese Behauptung wird in der
Fortsetzung auch bewiesen.

Zu diesem Zweck miissen wir zuerst die Gleichung der Torusfliche finden.
Es sei K eine Kreislinie mit dem Halbmesser b und mit dem Zentrum Z(a, 0,0)
im Ozyz Raumkoordinatensystem.

Die Torusfliche entsteht durch die
Drehung dieser Kreislinie um die z-Achse.
Dadurch beschreibt jeder Punkt auf der
Kreiélinie K ebenso eine Kreislinie, die zur
Ozy Ebene parallel ist. Die Kreislinie X
hat ihr Zentrum Z immer auf der Ozy
Ebene und die Ebene des Kreises /C enthilt
die z-Achse. Der Punkt P(z,y,z) auf der
Torusfische und seine orthogonale Projek-
tion P'(z,y,0) auf die Ozy Ebene sind von
der z-Achse um +/z% + yZ entfernt. Aus
dem rechtwinkeligen Dreieck ZP'P folgt:

(Ve +y2—a) +22 =12,

Nach der Quadrierung und Elimination der

iibrigen Wurzel bekommen wir die Glei-

Abb. 1: Achsendurchschnitt (oben)
und sein Grundriss (unten)

chung der Torusfliche

(B2 + 1+ 22 +a® - 6%)2 = 4a%(z% + ).
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Wir bemerken, dass die Torusfliche eine algebraische Fliche vierten
Grades ist. Dabei heiBt b der Innenhalbmesser und b der Auflenhalbmesser
der Torusfliche.

Wenn ¢ > b, hat die Torusfliche ein "Loch”. Solche Fliche konnte die
Standardtorusfliche heiflen. Wenn a = b, wird dieses "Loch” gesperrt und
wir haben die Horntorusfliche. Wenn aber a < b ist, schneidet die Fliche
sich selbst, sie heiBt die Spindeltorusfliche.

Schneiden wir unsere Torusfliche
v mit der Ebene y = 3, parallel zur Achse

t\ _ unserer Torusfliche. Dabei kann |§] <
v=~8 a + b gelten, so dass wir keinen leeren

P . Durchschnitt haben. Falls y = —f
’ haben wir mit derselben Kurve zu tun,
/ \ deswegen diirfen wir 8 > 0 nehmen. Die
l ' ' "z bekommene Raumkurve projizieren wir
danach aud die Ozz Ebene.- Auf diese

Abb. 2: Zur Entstehung der Kurve des Weise haben wir die gesuchte Kurve in

Persdus impliziter Form:

(@ + 8% + 2% + a® - b)? = 4a®(a? + 7).

Abb. 3: Kurve des Persdus bei a = Abb. 4: Kurve des Persius bei a =
1.5b=1,8=2 1.5,b=1,8=1

Anstatt z schreiben wir lieber y, denn die Kurven des Persius werden
in dem Ozy Koordinatensystem behandelt. Die Gleicheung der Kurve des
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Abb. 5: Kurve des Persius bei ¢ = Abb. 6: Kurve des Persins bei o =
1.5,b=18=1.5 1.5,6=1,8=055
Persius heifit:
(1.2 +y2 + a2 _ b2 +ﬂ2)2 = 402($2 +ﬁ2) i (1)

Das ist eine algebraische Kurve vierten Grades und sie besitzt 3 Parameter:
a,b,8. Dabei sind a und b positive Zahlen und |§] < @ + 5. Die Form
einer Kurve des Persius ist von den Relationen zwischen diesen Parametern
abhingig.

Unsere Aufgabe besteht darin, dass wir eine Verwandschaft zwischen den
Kurven des Persius und den Cassinischen Kurven finden.

Um die Cassinischen Kurven einzufithren nehmen wir Punkte Fi(—c,0)
und F3(c, 0) im Ozy Koordinatensystem. Dabei ist c eine positive Zahl. Wir
heifien 7} und F; Brennpunkte der Cassinischen Kurve. Der Punkt P liegt
der Definition nach auf der Cassinischen Kurve, wenn |F} P| - |F2P| = o?,
wobei « eine positive Konstante ist. Die Definition der Cassinischen Kurve
ergibt die Gleichung:

|Fi P2 |RPP = ot
Diese Gleichung wird jetzt verallgemeinert, und zwar durch eine lineare
Funktion von |[OPJ2 = 22 + 4. So haben Wir eine neue Schar von Kur-
ven,
|FiP)? - |Fo P2 = ¢;|OP)? + ¢3,

wobei ¢; und c; zwei neue Konstanten bezeichnen. Wenn ¢; = 0 und ¢z = ot
haben wir die bekannten Cassinischen Kurven. Weil

|F P = (z+ ¢ +4° und |FRP? = (z—c)?+y2,

4
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haben wir wieder eine algebraische Kurve vierten Grades:

@+ +9)(z - ) + 1) = e1(z® +4*) + 2.

Durch Vereinfachungen geben wir der obigen Gleichung eine schénere Gestalt:

@+ + (28 —ay® - (22 + a)2? + (¢* = ;) = 0. 2)

Wir bemerken schnell, dass sich die Kurven des Persius in dieser Familie
befinden. Wenn wir die Gleichung (1) bearbeiten, haben wir:

@ +9%)? + 20® -0 +5%)y% - 2(a® + B2 — BO)z? +
+ (a? 0%+ F%)? —aa28% = 0.
Die Kurve (2) ist mit Parametern ¢, ¢; und cy ganz bestimmt, die Kurve
des Persdus (1) aber mit Parametern a, b und 3.
Stellen wir sich vor, dass Parameter a, b und 8 der Kurve des Persius (1)

bekannt sind. Berechnen wir daraus alle Parameter ¢, ¢1 und ¢y der Kurve
(2). Durch die Vergleichung der Koeffizienten bekommen wir:

2a2-26% 428 = 22—,

2a® +262 20 = 2P +¢,
(a2 — b2 +ﬂ2)2 —4(12ﬂ2

64—(,‘2.

Durch Addition der ersten zwei Gleichungen haben wir zuerst ¢ = a2. Denn
a und ¢ positiv sind, gilt ¢ = g. Durch Subtraktion derselben Gleichungen im
System finden wir: ¢; = 2(b? — £2). Endlich folgt aus der dritten Gleichung
im System noch ¢;. Die Losung des Systems lautet:

c=a, ¢c; =2(8® - p%, c2=a4—(az——bz+ﬂ2)2+4a2ﬂ2.

Was geschieht, wenn aber Parameter ¢ > 0, ¢; und c; der Kurve (2)
bekannt sind? Welcher Kurve des Persius entsprechen sie? Es ist klar, dass
zuerst a = c gilt, doch nach einer &hnlich kompliziekter Rechnung folgt:

1 1
ﬂ2 = @(C% —40261 +4Cz) ) b2 = @( %+4C261 +4C2) -
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Es ist wahr, alle Kurven des Persius sind vom Typ (2). Die Cassinische
Kutve entsteht, wenn ¢; = 0 und 2 = a4, wobei @ eine positive Konstante
ist. In diesem Fall entdecken wir a = ¢ und b = § = o2/(2c).

Wenn ¢, = ¢*, haben wir auch ein wichtiges Beispiel. Die Kurve (2)
heiflen wir Boothsche Lemniskate. Thre Gleichung lautet:

(z® + %)% + (2c® - )y’ — (262 + ¢)z® = 0.

Freilich ist die Boothsche Lemniskate von zwei Parametern abhéngig: ¢ und
c;. Wir sagen, dass die Boothsche Lemniskate elliptisch ist, falls ¢; > 2¢2,
und hyperbolisch, falls |c;| < 2¢2. Eine hyperbolische Boothsche Lemniskate
ist einer Bernoullischen sehr #hnlich. Die Bernoullische Lemniskate entsteht
fiir ¢; = 0.

In der Fortsetzung werden wir erkennen, dass die Unterscheidung zwi-
schen elliptischen und hyperbolischen Boothschen Lemniskaten einen Sinn
hat, weil die Boothsche Lemniskate sehr eng mit der Ellipse bezichungsweise
Hyperbel verbunden ist.

Die Boothsche Lemniskate ist gleichzeitig eine Kurve des Persius, wenn
wir folgende Werte einsetzen:

1 1
a=c, b=§|c1+2c2|, ﬁ:%|c1—2c2|.
Die Boothsche Lemniskate ist eine alte Bekannte, wenn ¢; = 0:
(22 +9?)% = 2c%(2? V).

Das ist die Bernoullische Lemniskate, die deswegen ein Spezialfall der Kurve
des Persdus ist, und zwar wenn:

~

a=c,b=ﬂ=§.

Eine neue interessante Verbindung mit der Boothschen Lemniskate finden
wir, wenn wir die sogenannte pedale Kurve der Ellipse 6%z2 + a%y? = 232
oder Hyperbel 6222 — a2y? = a2p? in Bezug zu ihren Zentrum O konstru-
iren. Machen wir das zuerst fiir Ellipse. Die pedale Kurve der Ellipse in
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Bezug zu ihrem Zentrum O ist der Definition nach geometrischer Ort aller
orthogonalen Projektionen @ des Punktes O auf alle Tangenten der gegebe-
nen Ellipse. Das heifit, die Punkte Q sind Pedalen des Punktes O auf den
Tangenten der-Ellipse.

Legen wir auf unsere Ellipse die Tangente in Punkte P(s,t). Es gilt also
b?s® + a’t®= a®b%. Die Gleichung der Tangente in P lautet: bsc 4 a’ty =
a?b®. Die orthogonale Gerade durch O auf die Tangente hat die Gleichung
—a?tz + b2sy = 0. Den gesuchten Schnittpunkt Q(z,y) bekommen wir als
die Losung des Systems:

b%sz + a’ty = aZb? y
—a’tz + b’sy = 0.
Ganz ohne Schwierigkeiten finden wir
_ alis _ e
TR YT apipe

Wir haben jetzt die Parameter s und ¢ zu eliminieren. Aus der Gleichung

434
2, 2 a’b
ity PR
6
g bt = O 852 + aBb¢2 a®h®

(&% +b957)2 ~ (afi2 + bise)z
fiihren wir aus eine neue Gleichung, der beide Koordinaten des Punktes

Q(z,y) geniigen:
(=% + %) — b%? - o222 = 0. (3)

Das ist eben die pedale Kurve der Ellipse.
Ahnlicherweise finden wir auch die pedale Kurve der Hyperbel im Bezug
zu jhrer Zentrum:

(@2 +y)2 + b%9% — o222 = 0. (a)
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In beiden Fillen geht es um die Booth-
sche Lemniskate mit Parametern ¢ und cr,

Yy
und zwar muss man feststellen, dass bei der

Ellipse @ > b sein muss, dass man eine reelle

o T Zahl ¢ = vaZ—52/2 bekommt. Daraus
%J folgt: ¢ = (a? + b%)/2. Bei der Hyperbel
ist c = vVaZ +52/2 und ¢; = (a? — b?)/2,

wobei eine Begrenzung fiir @ und b nicht
Abb. 7: Beispiel einer elliptischen

Boothschen Lemniskate notig ist. In beiden Fillen ist ¢ der Halb-

wert der linearen Exzentrizitit des Grund-
kegelschnittes.
Aus der Ellipse und Hyperbel bekom-
mene Kurven sind freilich die Kurven des
Perséus, was sofort zu bemerken ist, wenn wir Gleichungen (3) und (4) mit
der Gleichung (1) beziehungsweise (2) vergleichen. Ebenso ist es nicht schwer
die entsprechenden Parameter auszurechnen. Die bezeichnen wir jetzt mit
&,b und B. Dabei ist @ der Halbmesser jener Kreislinie, auf welcher die
Kreislinie mit dem Halbmesser b rotiert, so dass wir die richtige Torusfliche
bekommen. Die wird dann durch die Ebene auf der Distanz B von der Achse
dieser Fliche geschnitten.
Die Parameter bei der Ellipse sind von der Form
_ 1 - a? b2
e CEDN L Ve g P rya

wir haben also mit der selbstschneidenden Torusfliche zu tun, weil & < b;

fiir Hyperbel sind die Parameter analog:
1 = a? b?
d=-Va2+b2, b= 8= ;
2 2va? + B2 A 2+/a? + b2
das heifit, die Torusfliche hat ein "Loch”, denn & > b.
Alle erwihnten Eigenschaften der Boothschen Lemniskaten, kénnen wir

fir das Studium mit Hilfe von einem giinstigen Computerprogramm beniit-
zen. Es gibt ndmlich Computerprogramme, sogenannte dynamische Ge-
omtriesysteme oder dynamische Geometrieprogramme, mit denen kann man
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gut Kurven und ihre Eigenschaften beobachten und vielleicht auch neue Tat-
sachen entdecken.
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Was Virgil of Salzburg the zeroth Austrian
mathematician or what is a geometer ?

Harald Gropp
Miihlingstr. 19, D-69121 Heidelberg, Germany
d12@ix.urz.uni-heidelberg.de

1 Introduction

In a talk and paper [8] in the IV. Austrian Symposion on the history of
mathematics in 1995 Hermann von Kirnten was discussed as the first Aus-
trian mathematician. In 1995 the main topic of this meeting was 999 Jakre
Osterreich — ein Teil der globalen Entwicklung der Mathematik.

In this paper a scientist will be discussed who lived and worked in
Salzburg more than 2 centuries before Austria started its existence. Maybe
he is the first known scientist at all in the region of Salzburg.

A few sentences should be included here in order to explain the author’s
motivation for investigating the following. In 1995 a Colloquium Carolus
Magnus was held in Aachen in order to celebrate the achievements of Alcuin
of York and his group of scientists at the court of Charlemagne 1200 years
ago. In this context it is quite remarkable that there is a collection of
mathematical exercises which also contains combinatorial problems, e.g. the
transport problem of a wolf, a goat, and a cabbage. For further details see
[7]. Such a problem is not known in other early collections and poses the
problem to further investigate the mathematics and science of the British
Isles. A first paper on Celtic mathematics [6] mainly discusses the calendar
of Coligny, a Gaulish calendar which was probably used in Gaul before the
conquest of Julius Caesar.

The scientist who will be discussed in this paper is the Irish abbot Feirgil
who later became the bishop of Salzburg. He is a key figure in the context
of the Irish missionary movement of the Celtic Church in Central Europe
and its dissemination of religious and scientific ideas. Moreover, in Ireland
he was called Feirgil the Geometer which asks for a possible connection to
mathematics.

To call Feirgil the zeroth Austrian scientist seems to be appropriate since
he lived more than 200 years before Austria was created in 996. Formally,
Feirgil was an Irish and a Bavarian scientist, but the period of the eighth
century was very decisive for the later political and religious development of
Southern Central Europe.
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1.1 Further anniversaries

In 1984 a Virgil-Symposium was held in Salzburg in order to commemorate
the 1200* anniversary of Feirgil’s death in 784. The corresponding confer-
ence volume [4] contains many papers on Feirgil and his time from many
different points of view.

14 years later the 1200** anniversary of the Archbishopry of Salzburg
which was founded in 798 was celebrated by the visit of Pope John Paul II.
in Salzburg. The current archbishop of Salzburg Dr. Georg Eder addressed
to the Pope as follows.

Das kommende Jahr 1998 wird fiir die Erzdiozese Salzburg ein grofies
sein: Wir gedenken des Tages (20.4.798}, an dem Ibr Vorginger Leo
IIL. auf Bitten Karl des GroBen Salzburg zur Metropole iiber die vom
hl. Bonifatius 739 gegr.” Bistiimer erhob.

The archbishop continues mentioning Salzburg as the center of mission-
aries in Central Europe, as the town with the cathedral of St. Rupert and
St. Virgil.

During the time of Feirgil in Salzburg the cathedral was built from 767
until 774 as the episcopal church of St. Peter. In a large inscription in the
cathedral Feirgil’s involvement in this history is described as follows.

ECCLESIA PRINCIPALIS SALISBVRGI A SANCTO VIRGILIO EPIS-
COPO PRIVS AEDIFICATA DEINDE SANCTI RVPERTI SOCIORVMQVE
EIVS SANCTORVM CHVNIALDI ET GISLARII RELIQVIS EO TRANS-
LATIS ANNO DCCLXXIV SANCTO RVPERTO EPISCOPO ET CON-
FESSORI DEDICATA DENIQVE ANNO DCCXCVIII ARNONE AN-
TISTITE CATHEDRA ARCHIEPISCOPALI INSIGNITA EST.

While no direct textual sources of Feirgil are known today the most
remarkable piece of his time is a chalice called Tassilokelch which was prob-
ably produced in Salzburg during Feirgil’s years and which today can be
regarded in the monastery of Kremsmiinster, situated between Salzburg and
Neuhofen/Ybbs. The participants of this symposium were able to see this
relict of the culture of Salzburg of the eighth century during the afternoon
excursion to Kremsmiinster.

1.2  Further literature

Apart from short information in lexica and encyclopediae of history and
church history and the already mentioned conference volume of 1984 there
are further main sources which shall be discussed briefly already here.

There is a 4 volume history of Christianity in Southern Central Europe
(1] containing many details, also on the general history and church history
in other parts of the world. For our purpose volume 3/1 (Von Columbanus
zu Karl dem GroBen) is the most interesting one describing the period from
the first important Irish missionary Columbanus who came to the continent
in 590 until the reign of Charlemagne whose activities brought this Irish
tradition to an end.
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A short general introduction to the Irish role in this part of the history
of Europe can be found in [2). The German subtitle of Cahili’s book is as
follows: Die nie erzdhlte Geschichte der heldenhaften Rolle, die Irland vom
Untergang Roms bis zum Aufstieg des mittelalterlichen Europa spielte.

There are two recent and very informative books on the regional history
of Salzburg and Austria. Wolfram's book [13] describes the history of the
missionaries in Bavaria and Karnten. The book of Dopsch [5] discusses the
history of the town of Salzburg from its early beginning up to the present
time.

2 The general history

Most of the important general facts on the history of the Merovingians and
the Carolingians in the Frankish Empire, the Bavarian dukes, the popes in
Roma, and the bishops of Salzburg can be found in the given references and
in general books on history and church history. In the following only a very
rough frame will be given.

The Carolingians were the chancellors (Majordomus) of the Merovin-
gians. During the eighth century the political power and influence was
shifted from the Merovingian kings to the Carolingian chancellors. In 751
Pippin IIL., the son of Karl Martell, was declared to be king by the Pope in
Roma, and the legitimate Meravingian king was forced to resign. The son of
Pippin, Karl, became his successor as king in 768. The later Charlemagne
became Frankish emperor in Roma in the year B0O.

In the middle of the eighth century the Frankish empire did not yet in-
clude the duchy of Bavaria. whose duke Odilo succeeded to maintain quite a
strong independence. In 748 Odilo died, and his 8 vear old son Tassilo be-
came the Bavarian king. Tassilo I1I. succeeded to keep his duchy of Bavaria
out of the direct influence of the Frankish kings Pippin and Charlemagne
until 788 when he had to give up in a decisive battle, was sentenced to death
in Ingelheim. Tassilo was allowed to spend his last years in the monastery
of Lorsch. The duchy of Bavaria was integrated into the Frankish empire.

2.1 Salzburg before Feirgil

The town of Salzburg (or luvavum as it was still called in the first half of the
eighth century) became a bishop’s town at the end of the seventh century
when Rupert came from Worms in order to revive the Christian tradition
of luvavum. Rupert returned to Worms in 716 and after several other not
so well known intermediate bishops the bishop John died in 745.

2.2 Feirgil’s biography

Feirgil was born in Ireland probably in the early beginning of the eighth cen-
tury. Having been priest and later abbot in different monasteries, probably
in Aghaboe in Central Ireland and maybe on the island of Iona Feirgil came
to the court of the Frankish Majordomus Pippin IIL., the later Carolingian
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king, in Quierzy (now in France) in 743 and stayed there until 745. Feirgil
arrived in Salzburg in 745/746, together with several companions. Feirgil
became the successor as the abbot of the monastery St. Peter in Salzburg
without being bishop following the Irish monastery tradition where the ab-
bot was the highest authority. The episcopal services were done by Feirgil’s
Irish companion Dub Da Chrich (in Latin Dobdagrecus) who later became
the leader of the monastery in Chiemsee.

Probably in 749 Feirgil became the bishop of Salzburg. His scientific
controversies with clerical autherities will be described below.

Feirgil probably built up a tradition of science, education, and art in
Salzburg. From 767 until 774 the first cathedral was built. In 77T the
monastery of Kremsmiinster was founded by the Bavarian duke Tassilo
and the bishop Feirgil of Salzburg. These two enormous achievements
demonstrated the importance of the episcopal and the political influence
of Salzburg and Bavaria resp.

In 784 Feirgil died and was forgotten verv soon. After the integration of
Bavaria into the Frankish empire in 788 and the founding of the archbish-
opry of Salzburg in 798 a quite different episcopal tradition was started in
Salzburg focussing on the tradition of Rupert.

Only in 1181 the grave of Feirgil was rediscovered, and in 1233 Feirgil
was canonized by the Pope, and still is the only official saint of Salzburg.

3 The scientific controversies

The scientific works and achievements cannot be discussed here in detail, and
the reader is referred to the literature. In the following two controversies
will be shortly described which may be interesting in connection with our
question.

3.1 Baptize again?

In 741 Pope Zacharias became the successor of Pope Gregory III. His official
representative in the Frankish empire (and also in Bavaria) was Bonifatius
who was responsible for the creation of the episcopal organization of the
Roman church in these regions.

It is reported that there were priests who baptized in nomine patria et
filia et spiritus sancti in incorrect Latin which means something like in the
neme father country and daughter and of the holy spirit. Bonifatius gave the
order to baptize these people a second time. In a first controversy between
Feirgil who did not follow this order and Bonifatius the Pope supported
Feirgil in 746.

3.2 The antipodes

A second controversy arose about the fact that maybe Feirgil supported a

‘theory which claims the rotundity of the earth and furthermore discusses

inhabitants of the antipodal areas. In this aspect, the Pope did not support
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Feirgil. However, Feirgil could stay the bishop of Salzburg for many more
vears. Of course, Feirgil lived and worked outside of the Frankish empire
and the direct influence of Bonifatius and the Pope.

From a modern point of view, Feirgil was right in principle, but wrong
in detail. Of course, the earth is spherical and the southern hemisphere
is inhabited by humans. However, the antipodal region of Salzburg is just
water in the Pacific Ocean without islands. The closest island, the southern
island of New Zealand, is antipodal to Northern Italy and North Eastern
Spain. However, New Zealand was immigrated as late as 1100, hence at the
time of Feirgil, there were no human beings on this island.

4

3.3 The otherworld

What follows is a brief discussion of this controversy from the general cul-
tural point of view of Feirgil’s time and his Irish background which may
shed an interesting light. The following citations are taken from a paper of
Carey [3] who tries to discuss the controversy in comparison with the cul-
tural background of Irish traditions. For the convenience of the reader the
citations are quoted together with the English translations from [3]. Several
Irish citations are included in order to give a small Aavour in the context of
the general topic of this paper.

The exact words in a letter from Pope Zacharias to Bonifatius are as
follows. )

quod alius mundus, et alii homines sub terra sint, seu sol et luna

that there are another world and other men beneath the earth, or even
the sun and moon

These words do not necessarily imply a statement in the sense of modern
European science and remind us of the old Irish tradition of the socalled
Otherworld which occurs as the maybe subterranean land of the immortals,
underground or underwater.

The following verses are from an Irish poem, the Saltair na Rann (ca.
tenth century) and cited from [3].

ceti arbair trebait ann dondleith tall dontalmain tinn? ..... itat iltnatha
fo muirib fon mbith

what are the multitudes which dwell there on the other side of the solid
earth? .....there are many tribes under the seas, beneath the world

In the Immrem Brain maic Febail the overseas Otherworld is described
as follows.

Fil tri coicta inse cian
isind oceon frinn aniar
is mo Erinn co fa di
cach aj diib no fa thri

w
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There are a hundred and fifty distant islands
in the ocean to the west of us:
twice the size of Ireland,
or thrice, is each of them.

In conclusion of this part the following citation from [3] summarizes a
possible interesting aspect of the controversy about the problem concerning
the antipodes. Whether Feirgil is the author of the socalled cosmography of
Aethicus [9] seems to be doubtful.

Might it have figured in Virgil's preaching to his half-pagan Bavarian
flock, an argument that the subterranean spirits of Germanic belief
were really the faraway Antipodes?

4 What is a geometer?

Instead of answering the question in the title of this short paper and instead
of a conclusion the last section shall shortly discuss the situation of science in
Ireland in those centuries and a possible link to the problem of the etymology
of the word "geometry”. Anyhow it seems to be certain that Feirgil was an
important educated scientist who influenced the region of Salzburg which
later became a part of Austria very much. In order to decide whether he
was 2 mathematician the possible meaning of the word "geometer” must be
discussed further.

4.1 Science and culture in Ireland

It might surprise the reader that a missionary from Ireland brought science
and knowledge to the continent. In addition to the already mentioned lit-
erature the reader is referred to a book [11] and a paper [10] of M. Richter
for a general survey on Ireland in those centuries and to a book of Streit
[12] for a discussion of the religious development in Ireland starting from
the megalith culture many millennia ago.

The fact that the knowledge on early Ireland is not much known is more
or less explained by the following citation from Richter [10] refiecting on the
lack of knowledge of the Irish language among most of the researchers on
Ireland.

Dazu ist es nétig, auf die Situation im friihen Irland einzugehen, .....,
daB man im Fall von Irland, wie es so schon heift, mit seinem Latein
schnell am Ende ist und eine Kenntnis der irischen Sprache bendtigt.

Irland gehort nicht ..... zu den Essentials europiischer Medidvisten.
Wer die irische Sprache nicht beherrscht, kann bestenfalls die Produkte
irischer Gelehrsamkeit in lateinischer Sprache rezipieren......

The main motivation for scientists in Ireland was to develop the "compu-
tus” in order to be able to determine the correct date of Easter. This helped
to develop sciences like mathematics, astronomy, physics, and chronology.
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Moreover, there was a large interest in geography, cartography. and nav-
igation because of possible applications in maritime travels. and also in
medicine.

4.2 Mathematics, geometry, and gematria

The etymology of the word geometry looks easy in Greek language meaning
something like measuring the earth. However, the axiomatic Greek geom-
etry was not built up in order to measure the earth. Throughout the last
2000 years the terms geometry and mathematics as well as geometer and
mathematician have been used rather differently.

Last but not least, there is a close similarity between the Greek word
geometry and the Hebrew word gmir or gematria which means some kind
of mathematical technique exploiting the relation of letters and numerals in
Hebrew and Greek.

A discussion of the role of Ireland in the dissemination of ancient knowl-
edge could help to answer some open questions in this aspect.

4.3 Some modern Irish words for sciences

It is quite surprising that the modern Irish word for Beometry is ceimseata
which is derived from ceim : step, stair, degree, phase and obviously not at
all connected to the Greek word. The corresponding words for other sci-
ences are either direct variations from the Greek roots like e.g. matamailic
: mathematics or fisic : physics or loighic : logic or they are partial transla-
tions of the corresponding Greek word like e.g. ttreolaiocht : geography (tir
: country. land) or realteolaiocht : astronomy (realta : star).

Let us hope that further investigations will clarify the role of Feirgil in
the eighth century as well as the origin of the word geometry.
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Mathematik - entdeckt oder erfunden?
Die Historiographie als Priifstein
Detlef D. Spalt

Die im Titel gestellte Frage nach der Erkenntnisweise der Mathematiker ist untrennbar
verkniipft mit der E)ntologischen Grundfrage der Mathematik, also mit der Frage: Was
sind die wirklichen mathematischen Gegenstinde? Gibt es diese Gegenstinde vor al-
lem Tun, sodass sie durch das mathematische Arbeiten erkannt - d. h. dann: ins Ko-
gnitive transformiert - werden? Oder entstehen die mathematischen Gegenstiinde aller-
erst im mathematischen Tun, sodass dieses hervorbringende Tun (griechisch: poiésis)
zugleich Erkennen ist?

Eine Entscheidung in diesem Streit ist fiir die konkrete Arbeit des Mathemati-
kers nicht primir von Bedeutung. Denn selbst, wenn die mathematischen Gegenstinde
an sich Seiende wiren, so sind sie uns doch nicht unmittelbar gegeben oder zugiing-
lich, sondern miissen in Anstrengung erarbeitet! und also er-funden werden. Dennoch
hat dieser Streit seine Bedeutung als Kernthema der Philosophie der Mathematik.2
Und die Geschichtsschreibung der Mathematik vermag einen - wie mir scheint: sub-
stanziellen - Beitrag zu dieser philosophischen Diskussion zu leisten.

Warum gerade die Geschichtsschreibung der Mathematik? Was iberhaupt ist
die Geschichtsschreibung der Mathematik, und wie ist Geschichtsschreibung der Ma-
thematik moglich?

Aufgabe der Geschichtsschreibung der Mather{latik ist es, zu sagen, was die
Mathematik zu einem friiheren Zeitpunkt wirklich gewesen ist. Und insofern der Ge-
schichtsschreibung der Mathematik somit ein Gegenstand vorgegeben ist - eben das,
was die Mathematik einst gewesen ist -, ist sie von Jjenem ontologischen Streit, um den
es in der Philosophie der Mathematik geht, nicht tangiert: Die Aufgabe der Ge-

schichtsschreibung der Mathematik ist keine erfindende, sondemn eine entdeckende -

Is. Hassan Givsan: "Wozu Historie? - Anmerkungen zur Frage der Geschichtsschreibung der Wissen-
schaften (Mathematik)" in: D. D. Spalt (Hrsg.): Rechnen mit dem Unendlichen, Basel 1990, §. 1-1 l;

vgl. auch Herbert Robbins in: Albers/A lexanderson (Hrsg.): Mathematical People. Profiles and Inter-
views, Boston 1984, S. 294

2Das zeigt ansprechend Davis/Hersh: Erfahrung Mathematik, Boston 1981, dt. Basel 1985
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Jjedenfalls sofern sie den Anspruch erhebt, eine seriése Wissenschaft zu sein und nicht
einfach ein freies Spielfeld fiir beliebige Konstruktionen.

Wie nun liegt die Mathematik, wie sie frither gewesen ist, vor? Im Allgemeinen
in der Form geschichtlicher Quellen, also in der Form von Dokumenten, die von frii-
herer Zeit ins Heute iiberdauert haben. Im glinstigsten Fall handelt es sich um mathe-
matische Texte, die im Idealfall aus der Feder des Urhebers der mathematischen Idee
selbst stammen.

Solche Dokumente,*solche Texte enthalten nun zwar die frithere Mathematik,
aber sie miissen entziffert, gelesen werden, die Texte miissen zum Sprechen gebracht
werden. Genau dies ist die Aufgabe des Historikers: Er muss die Quelle zum Sprechen
bringen - ohne den Historiker bleibt die Quelle stumm. Zur Aufgabe des Historikers
gehort es dabei, aus diesen Quellen méglichst viel von dem herauszuholen, was in ih-
nen enthalten ist, ohne dabei etwas Fremdes in sie hineinzutragen. Dieses Herausho-
len, dieses Explizieren ist die entscheidende textanalytische Arbeit des Historikers.

Solches Explizieren hat zur selbstverstindlichen Voraussetzung das vorherige
Lesen des Quelltextes, das wirkliche Wieder-Lesen. So banal diese Bemerkung er-
scheinen mag, so kommt ihr doch eine zentrale Bedeutung zu, wie eine nihere Be-
trachtung zeigt. Denn Lesen ist nicht Lesen - anders gesagt: Es gibt sehr verschiedene
Weisen des Lesens fiir mathematische Texte.

Ganz allgemein lernen wir alle das Lesen in frither Schulzeit: als jene Titigkeit,
die darin besteht, den Zeigefinger unter den Worten entlang zu fiihren, dabei aus den
einzelnen Buchstaben die Worte zu formen, aus den Worten die Sitze und diese Sitze
dann im Geiste zu Sinngehalten zusammenzufiigen.

Diese Grundtitgkeit kulturellen Lebens erlernen wir alle, und im Laufe unseres
Lebens vervollkommnen wir diese Fahigkeit in je personlicher Weise. Dabei entwi-
ckeln Mathematiker und insbesondere hervorragende Mathematiker als Bestandteil ih-
rer spezifischen Arbeitsweise eine besondere Form des Lesens, die sich von dieser

Grundtitigkeit, wie wir sie in der frithen Schulzeit erworben haben, wesentlich unter-
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scheidet. Der namhafte Mathematiker und Mathematikdidaktiker Hans Freudenthal hat
diese spezifische Art des mathematischen Lesens genau beschrieben:

Ich kann mit Sicherheit nur von mir sagen, wie ich mathematische Arbeiten anderer lese. Nicht

von A bis Z. Sondemn erst die Resultate - ich schatze es hoch, wenn sie klar herausgestellt sind.

Dann iberlege ich sie mir selber. Wenn ich eines nicht bestitigen kann, so suche ich in der

Arbeit Andeutungen iiber die Beweismethode. Vielleicht gelingt es mir dann, das Resultat zu

bestitigen. Gelingt es nicht, so suche ich nach Hilfssitzen, die ich verstehe, und versuche, die

Hauptsitze aus ihnen abzuleiten. Vielleicht muf ich mir schlieBlich einen Beweis genauer an-

sehen; wenn da ein friiheres Resultat gebraucht wird, so muB ich eventuell zuriick. Wenn ich

schlieBlich mit eigenen Mitteln und etwas Abgucken alles bestitigt habe, also die Zusammen-
hange beherrsche, lese ich vielleicht die Arbeit auch noch systematisch. Andere haben mir be-
stétigt, daB sie es mit fremden Arbeiten auch ungefihr so machen. Es gibt welche, die Arbeiten
anderer systematisch lesen, Seite fiir Seite, Zeile fiir Zeile, Buchstabe fiir Buchstabe. Es gehort
eine ungeheure Disziplin dazu, die - glaube ich - nur wenige aufbringen3
Wir sehen: Was klein Hinschen in frither Schulzeit als Lesen gelernt hat - dies soll im
Weiteren das natiirliche Lesen heiBen -, ist etwas ginzlich anderes als das, was der
Mathematiker Hans in seiner Berufstiti gkeit mit den Fachtexten anstellt, mit denen er
umgeht - dies Letztere soll im Weiteren das mathematische Lesen heiBen.

Analysieren wir noch kurz dieses mathematische Lesen: Handelt es sich hierbei
wirklich um das Lesen eines Textes mit der Absicht, den Text zum Sprechen zu brin-
gen, ihn zu explizieren? Doch offenbar nicht! Dem mathematischen Lesen geht es kei-
neswegs darum, einen Text als Text, als eine Ganzheit, zum Sprechen zu bringen -
sondern dem mathematischen Lesen geht es darum, das Denken des Lesers derart aus-
zurichten, dass der Leser die Resultate des Textes einzusehen vermag. Dem mathema-
tischen Lesen geht es nicht um die Ergriindung dessen, was der dutor des Textes sich
gedacht hat. Sondern das mathematische Lesen ist ein Weiterentwickeln der Denkwelt
des Lesers, sodass dieses Denken instand gesetzt wird,.sich die Resultate des Textes
einzuverleiben (wobei der mathematische Leser unterstellt, er kénne diese Resultate a
priori verstehen?). Aus diesem Grund beginnt das mathematische Lesen auch nicht mit
dem Anfang des Textes, sondern mit dessen Resultaten, und es schreitet dann nicht
von Zeile zu Zeijle fort, sondem sucht sich - solange der mathematische Leser diese

Resultate nicht aus sich selbst heraus zu entwickeln vermag - geeignete Anhaltspunkte

3Hans Freudenthal: Mathematik als padagogische Aufgabe, Stuttgart 1973, Bd. 1, S. 111

4Wie problematisch diese Annahme ist, habe ich z. B. erliutert in: Detlef D, Spalt: "Vollstandigkeit als
Ziel historischer Explikation. Eine Falistudie" in: Collegium Logicum. Annals of the Kurt-Godel-So-
ciety 1, Wienu. a. 1995, S. 26-36
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irgendwo im Text ("Beweismethode", "Hilfssitze, die ich verstehe"), bis er sein Ziel
erreicht, sich die Resultate des Textes einverleibt hat.

Es besteht somit ein sehr groBer Unterschied zwischen dem natiirlichen Lesen -
das z. B. das Explizieren eines Textes vorbereitet - und dem mathematischen Lesen,”
das auf die Inkorporation fremder Resultate in das ei gene Denken angelegt ist.

Was geschieht nun, wenn sich ein Fachmathematiker der Geschichte widmet?
Naheliegenderweise - d. h. sofern der Mathematiker den Wechsel seines Themenbe-
reiches nicht reflektiert - das Folgende: Er nimmt sich historische Texte vor und liest
diese in der ihm geldufigen Weise, also nach mathematischer Art. Er wird dies tun,
weil es seine Arbeitsweise ist, jene Arbeitsweise, mit der er (als Mathematiker) erfolg-
reich ist und von der er sich daher auch im Bereich der Mathematikgeschichtsschrei-

. bung Erfolg verhofft.

Und nun sehen wir, in welcher Weise die Geschichtsschreibung der Mathema-
tik einen Beitrag zu der philosophischen Diskussion um die Natur der mathematischen
Gegenstiinde zu leisten vermag. Wir kénnen némlich einen historischen mathemati-
schen Text einmal in mathematischer Weise und einmal in natiirlicher Weise lesen
(oder lesen lassen) und die Jeweiligen Ergebnisse miteinander vergleichen. Zwei Aus-
ginge des Experiments sind moglich:

Erstens. Das mathematische Lesen des historischen Textes fiihrt zum selben
Ergebnis wie das natiirliche Lesen dieses Textes. Dann, so scheint mir, haben wir ein
starkes Argument dafiir, dass der Mathematiker seine Gegenstinde entdecks. Denn der
Geschichtsschreibung der Mathematik sind ihre Gegenstinde vorgegeben, und wenn-
die mathematische Arbeitsweise - von der das mathematische Lesen cin zentraler Be-_
standteil ist - diese Gegenstiinde exakt zu erfassen imstande ist, so ist dies mindestens
ein sehr starkes Indiz dafiir, dass es der mathematischen Arbeitsweise jedenfalls mog-
lich ist, Vorgegebenes zu entdecken.

Zweitens. Das mathematische Lesen des historischen Textes fiihrt zu einem an-
deren Ergebnis als das natiirliche Lesen dieses Textes. Dann, so scheint mir, haben wir

ein starkes Argument fiir das Vorliegen des Gegenteils, also fiir die Giiltigkeit des Ur-
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teils, dass Mathematiker ihre Gegenstinde erfinden. Denn in diesem Fall ist es offen-
kundig, dass der mathematisch lesende Historiker nicht den Text und damit dessen
friiheren Autor zum Sprechen gebracht, sondern allein sein eigenes Denken formuliert
hat - und zwar genau so weit, wie es dem Denken des friiheren Autors gleicht. Profes-
sor Laugwitz hat dafiir die Formulierung gebraucht, "daB gewisse Formulierungen il-
terer und neuerer Mathematik partiell gleichlautend (partially consonant) sind".

Nun habe ich seit 1985 mehrfach derartige Untersuchungen unternommen und
gezeigt, dass die Ergebnisse des mathematischen Lesens und des natiirlichen Lesens
historischer Texte in der Tat recht unterschiedlich auszufallen pflegen,® und auch an-
dere haben schon zuvor solche Studien vorgelegt.” Anhand meiner jungsten Studie
dieser Art® werde ich diese Verschiedenheit in meinem Vortrag an einem (beriihmten)
Beispiel demonstrieren. Somit geben diese Studien aus historiographischer Perspektive
Hinweise darauf, wie die Antwort auf die Titelfrage der Tagung lauten muss: Die

Mathematik ist erfunden.

SDetlef Laugwitz: "Frithe Delta-Funktionen - Eine Fallstudie zu den Beziehungen zwischen Nichtstan-
dard-Analysis und mathematischer Geschichtsschreibung” in: D. D. Spalt (Hrsg.): Rechnen mit dem
Unendlichen, Basel 1990, S. 37 C

6vgl. u. a, Detlef D. Spalt: "Das Unwahre des Resultatismus. Eine historische Fallstudic aus der Analy-
sis”, Math. Semesterber. 35 (1988), S. 6-37; ders.: "Die Unendlichkeiten bei Bernard Bolzano” in: Ké-
nig (Hrsg.): Konzepte des mathematisch Unendlichen im 19, Jahrhundert, Géttingen 1990, S. 189-218;
ders.: "Bolzanos Zghlbegriﬂ'e - bislang iibersehene Marksteine feudal-absolutistischer Mathematik" in:
Bolzano's Wissenschafislehre 1837-1987, Biblioteca di storia della scienza 31 (1992), Firenze, S. 27-
54; ders.: "Die mathematischen und philosophischen Grundlagen des Weierstraschen Zahlbegriffs
zwischen Bolzano und Cantor", Archive I/or History of Exact Sciences 42 (1991), S. 15-70; ders.:
"Bolzanos Lehre von den meBbaren Zahlen 1830-1989", Archive for History of Exact Sciences 42
(1991), 8. 311-362; ders.: "Le Continu de I'Analyse Classique dans Ia Perspective du Résultatisme et
du Genésiologisme” in: Salanskis/Sinaceur (Hrsg.): Le Labyrinthe du Continu, Paris u. a. 1992, S, 85-
95

7z. B. Henk J. M. Bos: "Differentials, Higher-Order Differentials and the Derivative in the Leibnizian
Calculus", Archive for History of Exact Sciences 14 (1974), 8. 1-90; ders.: "Arguments on Motivation
in the Rise and Decline of a Mathematical Theory; the ‘Construction of Equations’, 1637-ca.1756", Ar-
chive for History of Exact Sciences 30 (1984), S. 331-380; Kirsti Andersen: Cavalieri's Method of In-
divisibles, Preprint Aarhus Universitet 1983

8Detlef D. Spalt: Die Vernunft im Cauchy-Mythos, Frankfurt am Main u. a. 1996
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Wolfgang Breidert
Maximinus und Minimajus

Roger Pamans Begriindung der Fluxionstheorie

Unter den durch George Berkeleys "Analyst" provozierten Erwiderungsschriften, die
sich die Verteidigung der Fluxionsrechnung zum Ziel gesetzt hatten, blieb ein Buch
bisher wenig beachtet. Da der Name des Autors nicht auf dem Titelblatt steht, wurde
schr seltene Buch gelegentlich sogar als anonymes Werk behandelt, doch sowoh! die
Widmung an Martin Folkes, den damaligen Prisidenten der Royal Society, als auch
ein Advertisement am Anfang des Buches sind mit dem vollen Namen "Roger Paman"
unterzeichnet.

In einer Historiographie der Mathematik, die eher an einem glatten kumulativen
Verlauf interessiert war, fand Paman nur wenig Beachtung, doch kénnte sein kleines
Werk fiir eine Geschichtsschreibung interessant sein, die auch miBachtete u'nd
wirkungslos gebliebene Ansitze mit einbezieht. Bjérn Smestad, einer der wenigen
Mathematikhistoriker, die sich iiberhaupt mit Paman befaft haben, kommt zu einem
Resultat, das die Aufmerksamkeit wecken sollte: ""In my view, Paman's work is ...
superior to Robins' and MacLaurin's concerning the foundation of the method of
fluxions - in addition to indroducing important concepts which could have been used
in other connections."!

Das in London 1745 erschienene Buch trigt den barocken Titel "The Harmony of the
Ancient and Modern Geometry asserted: In Answer to the Cali of the Author of the
Analyst upon the Celebrated Mathematicians of the present Age, to clear up what he
stiles, their obscure Analytics". Der Titel des Buches nimmt WE')rtlich Bezug auf eine

Stelle bei Berkeley, nimlich aus der ersten Antwortschrift auf die Einwiinde gegen
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"Analyst” mit vielen, auch einigen der fahigsten Professoren unterhalten habe, aber
keine Harmonie und Ubereinstimmung unter den Mathematikern beziiglich der
Analysis gefunden habe, sondern die gréBten Meinungsunterschiede. Roger Paman
verstand diese Pfxssage als eine Herausforderung, die Harmonie in dieser Sache
nachzuweisen oder herzustellen.2

Habent sua fata libelli. Ich werde daher zunchst etwas iiber den Autor und die
Entstehung dieses Buches sagen.

Wer ist Roger Paman? Man weiB nicht, wann und wo Roger Paman geboren ist. Er
war, wie aus seinem Buch hervorgeht, sehr gut mit dem Arzt und
Assoziationspsychologen David Hartley befreundet, der 1705 geboren war. Nimmt
man an, daB die beiden Schul- oder Studienfreunde waren, so diirften sie etwa das
gleiche Alter gehabt haben. Paman konnte also ca. 1705 geboren sein.

Im Vorwort zu seinem Buch berichtet Paman, daB er durch Mr. Frank vom St. John's
College (Cambridge) auf den "Analyst" aufmerksam gemacht worden sei.? Er habe
dann dariiber einen Artikel verfaBt, der in den 30-er Jahren bei einigen Mitgliedern
der Royal Society die Runde gemacht habe.

1740-1742 nahm Paman an der von Admiral Anson geleiteten Weltreise teil. Das
Unternehmen hatte vor allem das Ziel, die spanische Schifffahrt zwischen Spanien
und dem Pazifik zu storen oder ganz zu unterbinden.* Die Expedition startete am 18.
September 1740 mit acht Schiffen, davon gingen fiinf verloren, zwei brachen die
Reise vorzeitig ab, so daB Anson nur mit einem Schiff; allerdings mit einem
gekaperten Schatz von 400000 Pfund Stirling, die Weltumsegelung zu Ende bringen
konnte. Paman befand sich auf einem der vorzeitig zuriickgekehrten Schiffe und

gelangte Anfang 1742 nach England zuriick.
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2 Preface [p.28 f.]
! 3 Vermutlich ist der sonst nicht erwihnenswerte Theologe John Frank gemeint.
4 Der offizielle Bericht {iber das aufsehenerregende Unternehmen ist eines der
' bedeutendsten Biicher der Reise- und Abenteuerliteratur des 18.Jahrhunderts und kam

den "Analyst”. In dieser gegen James Jurin gerichteten "Defence of Free-Thinking in

Mathematics" (§ 43) schrieb Berkeley, daB er sich seit der Verdffentlichung des

' 1749 auch in deutscher Ubersetzung heraus (Richard Walter: Des Herrn Admirals,
Lord Ansons Reise um die Welt [iibers. b. Eobald Toze]. Gottingen: Vandenhoeck
1749; verb. u. verm. Aufl. Géttingen 1763).

1 Bj6rn Smestad: Foundations for fluxions. Cand. Scient Thesis in Mathematics.
University of Oslo, Department of Mathematics 1995, p. 77.
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Vor seiner Expeditionsteilnahme hatte Paman das Manuskript seines Buches bei
seinem Freund David Hartley hinterlegt und sandte es nach seiner an die Royal
Society. Paman hatte mindestens seit den spaten 30-er Jahren des 18. Jahrhunderts
Kontakte zu Mitgliedern der Royal Society und wurde, vermutlich aufgrund seines
eingereichten Manuskriptes, am 12. Mai 1743 (u.a. auf Vorschlag von Abraham de
Moivre) Fellow der Royal Sdciety. 1748 starb Roger Paman.®

Damit ist iber den Autor Paman fast alles gesagt, was wir wissen. Auf einem
Zusatzblatt am Ende seines Buches zeigt der Verleger noch ein Werk von Paman an,
nimlich als Subskriptionsaufruf fiir einen naturwissenschaftlichen Bericht von jener
Siidseereise, doch scheint dieses Buch - vielleicht aus Mangel an Subskribenten - nicht
erschienen zu sein.5

Das umfangreiche Vorwort des hier im Mittelpunkt stehenden Buches nimmt etwa ein
Drittel des gesamten Werkes ein. Dieses Vorwort isf niamlich erst zur Zeit der
Publikation verfafit, also Jahre spiter als der urspriingliche Text, so daB die '
inzwischen erfolgte Entwicklung noch zu beriicksichtigen war.

Im ersten Abschnitt fiihrt Paman Ungleichungen und Umgebungen ein.

5

6

Wiliam Musgrave (Ed.): Obituary Prior to 1800 (as far as relates to England,
Scotland, and Ireland), Vol. 47 of "The Publication of The Harleian Society”. The
Harleian Society 1900 [zit. nach B. Smestad, 1995, p. 60.

Das Anzeigenblatt lautet:

"Subscriptions are taken in by J. Nourse fore the following work. By the same Author
[i.e. Roger Paman].

An Account of the late Expedition to the South-Sea, illustrated with Draughts, and
intermixed with Observations in Natural History, and the Sciences.

Among which will be contained, An Account of the Height of the Mercury in the
Thermometer every Day at Noon, during the Months of February, March, April, and
May, between the Latitudes of 40° and 60° South; whereby the Degrees of Heat and
Cold in the Two Hemispheres may be compared. r

Also, An Account of the Variations of the Needle, at different Distances, on the same
Parallels from the Coasts of Brazil, Patagonia, and Terra del Fuego, whereby the
Changes that have happened since Dr. Halley was in those Parts will appear, and the
Doctor's Account of them will be confirmed,

Also, A Defence of the Coctor's Chart of those Coasts, against the Exceptions of the
French Navigators; and some Remarks upon the new French Chart of the South-Seas,
constructed by Order of the Count de Maurepas, in the Year 1742.

With such Curious Particulars relating to different Parts of South America, as the
Author hat an Opportunity of remarking himself, or procuring from Persons of Credit
and Distindtion, during Seven Months that he lived in Brazil."
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Zunichst wird zwischen Konstanten und Variablen unterschieden und dann die
Maglichkeit des Vergleichs zwischen Konstanten und Varibalen eingefiihrt. Ohne
Verwendung von Gréfer- oder Kleinerzeichen werden Ungleichungen zwischen
Konstanten und Variablen ("of the same Nature”) aufgestellt, was, wie Paman
bemerkt, nur unter bestimmten Eingrenzungen ("under certain Limitations") méglich
ist. Z.B. "p ist groBer als bx fiir alle Werte von x zwischen p/b und Null".” Damit
kann Paman Umgebungen einfiihren, die er mit den ungewohnlichen Ausdriicken
"first State” und "last State” benennt. Unter dem “ersten Stadium" einer Variablen x
versteht Paman alle Werte von x zwischen einer Konstanten ("some certain assignable
Value") und Null, also - modern gesprochen - eine offene Umgebung der Null im
R+. (Die Null zihlt selbst nicht dazu.) Analog dazu fiihrt er das "letzte Stadium" der
Variablen x ein, als die Menge aller Werte oberhalb einer gewissen Konstanten.

Die Begriffe des ersten bzw. letzten Stadiums sind also auf eine jeweilige Konstante
bezogen, ohne daff Paman diese immer explizit erwihnt. Es ist auch anzumerken, daff
diese Begriffe keinerlei erstes oder letztes Element oder einen Grenzwert implizieren.
Um eine solche Assoziation mit den beriichtigten "ersten und letzten Verhiltnissen"
zu vermeiden, hitte Paman vielleicht besser daran getan, die Ausdriicke "erste” und
"letzte" zu vermeiden. Er hitte etwa auch von "Anfangs- und Endstiick" sprechen
konnen.

Ohne es ausdriicklich zu erwiihnen, beschrinkt sich Paman auf die Betrachtung von
Polynomen, wobei er im Vorwort auch darauf hinweist, daB die "auslindischen”
Mathematiker den Ausdruck "Funktion” verwenden.? Die Funktionen werden nach
ihrem Grad unterschieden, ohne daB dieser Ausdruck eingefiihrt wird. Paman benuizt
fur eine Funktion der Form ax™ den Ausdruck "x™-Grofie". Mit diesen Begriffen kann
Paman seinen ersten Satz beweisen:

(Satz 1:) Im ersten Stadium ist eine beliebige Konstante p grifier als eine beliebige

xM-GroBe (z.B. axM).

7p.2
8 Preface [p.6]
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[Analoges fiir das letzte Stadium mit x " ™-GroBe. Alle folgenden Sitze gelten
entsprechend auch fiir das letzte Stadjum. Ich beschriinke meine Betrachtungen der
Einfachheit wegen jeweils auf den Fall des ersten Stadiums.]

Bew.: Fiir alle Werte von x zwischen

aTa\

al/ und Null ist p groBer als ax™,

Als Folgerung ergibt sich, da$ im ersten Stadium jede x™-GréBe grofer ist als jede
GroBe einer hoheren Po;enz z.B. px™ > aM+ny

(Satz 3:) Ist im ersten Stadium (a+p)x™ gréfer als bx™ und (a-p)x™ Kleiner als bx™,
dann ist a=b und m=n.

Man sieht, wie Paman sehr wohl mit Ungleichungen und Umgebungen arbeiten kann.

Im zweiten Abschnitt fiihrt Paman seine Begriffe der Maximinoritit und der

Minimajoritit ein.

Def. 1: "Ich nenne einen Ausdruck die WaurzelgroBe einer anderen ("radical
Quantity"), wenn die zweite aus einer Potenz oder Potenzen der ersten oder deren
Teile oder Vielfachen zusammengesetzt ist." (Es ist also die unabhiingige Variable
einer Funktion gemeint.)

Def. 2: "Ist ein Ausdruck im ersten oder letzten Stadium seiner WuzelgroBe kleiner
als ein anderer und kann doch keine GroBe derselben Art zum ersten Ausdruck addiert
werden, ohne daB die Summe in diesem Stadium grofler als der zweite Ausdruck
wird, dann heiBt jener kleinere Ausdruck das [erste bzw. letzte] Maximinus des
zweiten Ausdrucks."

Z.B. Sei im ersten Stadium von x ax™ <y, aber fiir jedes p sei axM+px™>y, dann
ist ax™ das erste Mamiminus von y.

Z.B. ax<ax+bx2, aber fir 0<x< p/b [und von Null verschiedenes b] ist

ax+px >ax+bx2. Also ist ax das erste Maximinus von ax +bx2,

Def. 3: Analog wird das erste Minimajus definiert, indem "groBer” durch "kleiner"

und "Summe" durch "Differenz" ersetzt wird.
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Auch hier ist darauf zu achten, daB der Ausdruck "erstes" nichts mit Newtons
"erstem” Verhiltnis zu tun hat. Modern gesprochen bedeutet es nur, daB eine
Umgebung von Null in Betracht gezogen wird. Es wird auch kein Grenzprozef§
durchgefiihrt. Das Maximinus bzw. Minimajus ist allerdings eine Grenze, die aber
nur mittels einer negativen Existenzaussage ins Spiel kommt: Jede Addition bzw.
Subtraktion einer gleichartigen Gro8e fithrt iiber diese Grenze hinaus. Der
Unterschied zwischen dem Maximinus bzw. Minimajus und einem Grenzwert wird
sofort deutlich, wenn man sich klar macht, daB das Maximinus bzw. Minimajus keine
Konstante ist, sondern selbst eine Funktion.

Paman setzt einen Punkt iiber das Gleichheitszeichen, wenn eine Funktion das erste
Maximinus bzw. Minimajus eines anderen Ausdrucks ist:

ax™ =- A(x) bedeutet, daB ax™ das erste Maximinus bzw. Minimajus von A(x) ist.
ZB.x =" x + x? + x2.

Paman beweist einige Sitze bzgl. dieser neuen Begriffe. Er zeigt, daB das Maximinus
bzw. Minimajus eindeutig bestimmt ist. Die Existenz setzt er stillschweigend voraus,
wobei zu beriicksichtigen ist, daB er sich auf Polynome beschriinkt. Er zeigt, daB fiir
eine Funktion der Gestalt

ap;x™ + azxm'H + ..+ akxm+(k'1)

das Glied des kleinsten Grades, also alxm das erste Maximinus oder Minimajus ist.
Der dritte Abschnitt des Buches ist der Rechnung mit Maximinussen [sic!
"Maximinus's"] und Minimajussen [sic! "Minimajus's’] gewidmet. Es werden Regeln
fiir die Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division angegeben.

Im vierten Abschnitt wird die Ahnlichkeit zwischen Maximiniussen und Minimajussen
eingefiihrt. (Es sind modern gesprochen Funktionen gleichen Grades.)

Im fiinften Abschnitt wird der Begriff der Fluxion auf eine sehr formale Weise
eingefiihrt.® Dazu definiert Paman zuniichst den Begriff der "Differenz eines

Ausdrucks”:

9 p.24ff.
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Def. 1: "Wird die WurzelgréBe eines Ausdrucks vermehrt oder vermindert, so heift
das zugehérige Inkrement bzw. Dekrement dieses Ausdrucks die Differenz des
Ausdrucks."

Def. 2: Reprisentiert y einen Ausdruck mit der WurzelgréBe x [d.h. y=y(x)] und
wird x um eine beliebige unbestimmte Grofe z (das Inkrement oder Dekrement von x)

vermehrt bzw. vermindert,'so heiBt z die Fluxion von x und wird durch x-

bezeichnet. ~

Diejenige x'-GroBe, die das erste Maximinus oder Minimajus der Differenz von y ist,

heifit die erste Fluxjon von y und wird mit y- bezeichnet. .
Zu der dabei benutzten Differenz von y heiBt es in Parenthese: Sie entstehe durch die I
Substitution von x+-x- fiir x im Wert von y.

Paman unterscheidet in seiner Ausdrucksweise sehr klar eine Funktion ("represented

by y") von dem Wert der Funktion ("value of y") '
Z.B. Sei y=x™, Dann ist die Differenz von y: ' '
(x+-x )M _ xM

Das erste Maximinus oder Minimajus dieser Differenz ist

mx™-1,

Dieses ist die erste Fluxion von x™.

Diejenige x-2-Grofe, die das erste Maximinus oder Minimajus der Differenz von y-

ist - die dadurch entsteht, daB man in y" x+-x- fiir x substitutiert -, heift die zweite
Fluxion von y und wird mit y*- bezeichnet.

Analog werden Fluxionen héherer Ordnung definiert. (Paman fiihrt noch die dritten
Fluxionen explizit ein, bevor er auf die héherer Ordnung hinweist.)

Die Wurzelgrofe [modern gesprochen: die unabhéngige VariaBle] hat keine zweite

oder hohere Fluxion. Alle Fluxionen iiberhaupt sind auf x- bezogen. Deswegen heilfit

x die Wurzelfluxion ("radical fluxion"). [p.26)

An dieser Stelle gibt Paman eine wichtige Erlduterung, die seine Lehre mit der

Newtonschen Fluxionslehre verbindet. DaB in Pamans Lehre eine Fluxion als die
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Wurzelfluxion aller anderen Fluxionen genommen werde, habe seine Entsprechung in
der urspriinglichen Fluxionsrechnung, nimlich in dem dort angenommenen
einférmigen FlieBen der Fluente.

Paman geht es vor allem um die Grundlagen der Fluxionsrechnung. Er fiihrt auch
Beispicle aus, aber bietet doch erheblich weniger Anwendungen als MacLaurin, der
sich in seinem "Treatise" u.a. mit den Gezeiten, mit Windmiihlen, mit
Schwerpunktsberechnungen, Schwingung einer Saite und Planetenbahnen befafit.

Die groBe Bedeutung von Pamans Bemiihungen, ohne kinematische Begriffe
auszukommen, wird erst deutlich, wenn man seine Arbeit mit der seiner Zeitgenossen
.vergleicht. Als ein Beispiel dafiir greife ich das Buch von John Muller (1699-1784)
mit dem Titel "A Mathematical Treatise" heraus, das 1736 - also zwei Jahre nach dem
"Analyst” - in London erschienen ist.'® Im Vorwort zu seinem "Treatise" schreibt
John Muller beziiglich der Fluxionen, er mache keinen Gebrauch von unendlich
kleinen Gréfen, auch nicht von entstehenden oder vergehenden Geschwindigkeiten,
doch er betrachte eine Kurve als erzeugt durch die Bewegung eines Punktes, der
durch zwei Krifte in zwei verschiedene Richtungen (parallel zur Abszisse und parallel
zur Ordinate) getrieben werde.!! Die Richtung der Bewegung dieses erzeugenden

Punktes in einem Kurvenpunkt ist dann die Bewegung in der Tangentenrichtung.

10 Nur nebenbei sei vermerkt, daB in den von Stella Mills edierten "Collected Letters"
von MacLaurin dieser John Muller falschlicherweise mit Johannes Miiller
Regiomontanus identifiziert wird.]

11 John Muller: A Mathematical Treatise: Containing a System of Conic Sections; With
the Doctrine of Fluxions and Fluents, applied to Various Subjects; viz. To the finding
the Maximums and Minimums of Quantities; Radii of Evolution, Refraction,
Reflection; Superficial and Solid Contents of Curvlinear Figures; Rectification of
Curve-lines; Centers of Gravity, Oscillation and Percussion. As also To the
Resolution of a Select Collection of the most useful, and many new Physico-
Mathematical Problems. London: Printed ba T. Gardner ... for the Author; and Sold
by W. Innys and R. Manby ... and I. Nourse ... 1736,

Preface (p. II): "I make no use of infinitely small quantities, nor of nascent or
evanescent verlocities; and yet I think to have explained those Principles, so that any
Person of a moderate capacity, reading that part of this Book with due attention, may
be fully convinced of the Truth thereof.

In order to this, I consider a Curve-line to be generated by the motion of a point, urged
by two powers acting in two different Directions, the one parallel to the Abscisses and
the other parallel to the Ordinates. I prove from thence, that if this point (when
arrived at a given place) did continue to move with the velocity it has there, it would
proceed in a right-line touching the Curve in that place: ..."
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Gegen solche kinematischen, ja sogar dynamischen Betrachtungsweisen in der
Fluxionsrechnung versucht sich Paman abzusetzen. Mit seiner Begriffsbildung des
ersten und letzten Stadiums kommt er sehr dicht an die mit Umgebungen arbeitende
Epsilontik heran. Das Besondere ist, daB Paman nur mit einseitigen "Umgebungen"”
(der Null bzw. des Unendlichen) arbeitet, ohne diese Elemente zu diesen
"Umgebungen" hinzuzunehmen.

Mag uns Pamans Ansatz auch als "modern” erscheinen, seine Wirkung war sehr
gering. Dafiir gibt es mehrere Griinde:

1) Pamans Buch kam erst spit in die Offentlichkeit, nachdem schon mehrere andere
Werke gegen den “Analyst” erschienen waren.

2) Paman war wohl ein mathematisch-naturwissenschaftlich gebildeter, aber kein
besonders renommierter Autor, auch wenn er die Aufnahme in die Royal Society
erreichte.

3) Die Fluxionsrechner sahen nach den Publikationen von Benjamin Robins und Colin
MacLaurin die Analyst-Kontroverse als erledigt an. MacLaurin galt als Autoritit und
hate in seinem Buch nicht nur zwei Methoden zur Einfithrung der Fluxionen geboten,
sondern auch einen erheblich groferen Anwendungsbereich abgedeckt als Paman in
seiner Schrift. Vielleicht wire sie mehr beachtet worden, wenn sie noch vor jener
grofien Seereise 1740, also vor MacLaurins Buch erschienen wire.

4) Die "kleineren" Mathematiker diirften wohl ohnehin keinen groBen Gefallen an
Pamans sehr abstrakter Begriffsbildung gehabt haben.

Wie nicht nur das Verhiltnis zwischen MacLaurin und Paman, sondern auch die
vielen Priorititsstreitigkeiten zeigen, kommt es in der Mathematik darauf an
rechtzeitig zu publizieren. Forderliche Ansitze werden nicht immer sofort
aufgegriffen. Und ganze Lehrgebiude wie die Fluxionsrechnung bzw. der Calculus
konnen auch ohne ausreichende Fundierung lange iiberleben.
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GEORG VON VEGAs (1754 - 1802)
. ERFINDUNGEN UND ENTDECKUNGEN

1. Biographie

Georg Vega wurde am 23. Mirz 1754 in Zagorica in Slowenien geboren. Seine Eltern
Bartholomaus und Helene Vecha waren arme slowenische Bauern, Georg erhielt seine
erste Ausbildung bei Klerikern, die ihm neben der Grundalphabetisierung und dem
Unterricht im Rechnen auch etwas Allgemeinbildung und Grundkenntnisse in Latein
vermittelten.! Bis zu seinem 13. Lebensjahr blieb er in seiner Heimatgemeinde, dann
trat er im Jahre 1767 in das Laibacher Gymnasium, die Jesuitenschule, ein. Der
Unterricht wurde in lateinischer Sprache gehalten und umfaBte auch ziemlich viel
Naturwissenschaft und vor allem Mathematik.

Nach der Auflosung des Jesnitenordens besuchte er in den folgenden 2 Jahren das
Lyzeum in Laibach. Der Mathematikiehrer Joseph Maffei von Glattfort, der spitere
Propst von Altbunzlau und Pralat des Kénigreichs Bohmen, forderte ihn besonders, da
ihm schon nach kurzer Zeit seine iiberdurchschnittliche Begabung und sein
erstaunliches Zahlengedachtnis aufgefallen waren. Im Jahre 177§ absolvierte Georg als

bester seines Jahrganges das Lyzeum.

Die Priifungsfragen der Abschlusspriifung waren gedruckt und befinden sich heute in
der Universitatsbibliothek in Laibach. Die Priffungskommission bestand aus seinem

! Sandi Sitar, Jurij Vega. (Ljubljena 1997). S.77.
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Mathematiklehrer Maffei, dem Physiker Gregor Schoettl und dem Metaphysikprofessor
Anton Tschokl.

Georg startete seine berufliche Laufbahn als k. k. Navigations-Ingenieur in
Innesosterreich mit einem jahrlichen Gehalt von 600 Gulden. "Aus entschiedener
Neigung"? zum Soldatenstand trat er am 7. April 1780 als Unter-Kanonier beim 2.
Feld-Artillerie Regiment ein. Nach einjahriger Dienstzeit rickte er zum
Unterleutnant im Wiener Garnisons-Artillerie-Distrikt vor.

Am 18. November 1780 erhielt er das Lehramt fiir Mathematik in der
Artillerieschule, dem er mehrere Jahre vorstand. Wihrend dieser Titigkeit verfasste er
mehrere Lehrbiicher. Am 1. April 1784 riickte Vega zum Oberleutpant vor und nach
der Bildung des Bombardierkorps im Jahre 1786 wurde er am 1. Mirz 1787 als
Professor der Mathematik in diesem Korps mit Hauptmannsrang angestellt. Im
gleichen Jahr fand auch Vegas Vermihlung mit Josefa Swoboda, der Tochter eines
Oberleutnants, statt.

Bei der Belagerung von Belgrad im Jahre 1789, erreichte er durch Anderung der
Ladeweise der hundertpfiindigen Marser einen militirischen Erfolg. Sogar wahrend
dieses Krieges setzte er seine mathematische Tatigkeit fort, und laut Augenzeugen fand
man ihn “im feindlichen Feuer ruhig Logarithmen berechnend”. Im Laufe des
Tarkenkrieges entdeckte er eine bis zu dieser Zeit fiir unmdglich gehaltene Verbindung
von Réaderwerken. Im Jahre 1791 wurde Vega Vater seines ersten Kindes, dem der
Name Heinrich gegeben wurde. Nach dem Ende des Turkenkrieges kehrte er im
Oktober 1792 wieder nach Wien zuriickkehrte. Im darauffolgenden September wurde
seine Tochter Maria Theresia Regina geboren.

Im Verlauf der Feldziige wihrend des 1. Koalitionskrieges erkannte Vega, dass die
Geschiitze eine stirkere Kraft und Wurfweite erreichen kénnten, wenn sie nach den
"Regeln der Mathematik calibriert und montiert wiirden." Er wurde mit dem
Ritterkreuze des Maria Theresien Ordens in der 42 Promotion vom 11. Mai 1796
ausgezeichnet. Im Februar 1796 wurde Vegas drittes Kind geboren, das auf den Namen
Franz getauft wurde. Im selben Jahr zeichnete sich Vega bei der Verteidigung von
Mainz besonders aus. In der mathematisch-physikalischen Gesellschaft in Erfurt trug er
am 2. Jinner 1798 seine Schrift “Mathematische Betrachtungen tiber eine sich um eine
unbewegliche Achse gleichformig drehende feste Kugel” vor.

2 Georg Vega, Vorlesungen tiber die Mathematik, Bd. 4 (Wien 1800). Vorrede.
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Am 7. Juli 1800 starb im Alter von 29 Jahren seine Frau Josepha, am 20. Juli des
selben Jahres folgte ihr seine jiingste Tochter Maria Aloisia, die erst einige Wochen alt
war, nach. Am 22. August 1800 wurde Vega in den Freiherrnstand erhoben. Im Jahre
1802 wurde er zum Oberstleutnant befordert, um diese Zeit beschaftigte er sich mit
seinem letzten Werk.

Vega war seit Mitte September 1802 abgingig, man fand ihn schlieBlich tot in der
Donau Von der Ermordung bis zum Selbstmord gab es verschiedene Vermutungen
iber seine Todesursache. Die Laibacher Zeitung berichtete am Dienstag, den 12.
Oktober 1802 folgendes: | Der k k. Artillerie Obristlieutenante, und Ritter des
militdrischen Marien Theresien-Ordens Freyherr v. Vega, welcher wegen seinen
ausgebreiteten mathematischen Wissenschaften weltbekannt war; ist am 24. Sept. ober
Wien bey Nufdorf, aus der Donau tod herausgezogen worden. Wie, und auf welche Art
dieses ungliickliche Ereignif geschehen seyn mag, ist unbekannt. ‘3

2. Werke

Da die Artillerieschulen mit Lehrbiichern nur mangelhaft ausgestattet waren faite er
den Entschiuf}, selbst ein mathematisches Lehrbuch zu verfassen. Im Jahre 1782 gab er
den ersten Band seiner ,Mathematischen Vorlesungen® heraus. Das Niveau dieses
Buches ibertraf weit das der damaligen Gymnasien, und da Vega keine Hochschule
besuchte, dirfte er sich im Selbststudium diese Kenntnisse angeeignet haben. Der groBe
Erfolg dieses Buches spomte ihn zu weiteren Arbeiten an. Ein Jahr spéter erschienen
seine ersten logarithmisch-trigonometrischen Tafeln, die er mit Hilfe seiner Schiiler
berechnete. 1784 erschien der 2. Band seiner "Mathematischen Vorlesungen".

Im Jahr 1787 verfafite er die Arbeit ""Praktische Anweisung zum Bombenwerfen". Im
Jahre 1788 erschien der 3. Band seiner "Mathematischen Vorlesungen".

Am 10. Juli 1790 schrieb er wahrend seiner "Cantonierung zu Leipnik" die Vorrede zu
der Beilage der 2. Auflage des dritien Bandes sciner mathematischen Vorlesungen,
wobei er eine bis zu dieser Zeit fir unmoglich gehaltene Verbindung von Riderwerken
entdeckte und berechnete. r

Ab Oktober 1792 arbeitete er an der Herausgabe der zweiten Auflage seiner
mathematischen Vorlesungen, die er nach seinen miindlichen Vortriagen durch seinen
Schiiler Conrad Gernrath niederschreiben lieB,

3 Joze Povsic, Bibliografija Jurija Vege. (Ljubljana 1974).
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Trotz des militdrischen Einsatzes bei der Rheinarmee setzte Vega seine
wissenschafilichen Arbeiten fort. Im Oktober 1793 erschien in Leipzig sein
"Logarithmisch-trigonometrisches Handbuch”. Im Jahre 1794 erschien in Leipzig
sein 3. Logarithmenbuch mit dem Titel "Thesaurus logarithmorum completus ex
arithmetica logarithmica et ex trigonometria".

Nach dem Frieden von Campo Formido im Jahre 1797 widmete er sich intensiv der
wissenschaftlichen Tétigkeit und gab neue Ausgaben seiner bisher erschienenen Werke
heraus. In der mathematisch-physikalischen Gesellschaft in Erfurt trug er am
2. Janner 1798 seine Schrift "Mathematische Betrachtungen iiber eine sich um eine
unbewegliche Achse gleichfrmig drehende feste Kugel” vor. Im selben Jahr erschienen
in Erfurt "seine Mathematischen Betrachtungen iiber eine sich um eine bewegliche
Achse gleichférmig drehende feste Kugel und die Folgen dieser Voraussetzung fiir
die Astronomie, Geographie und Mechanik in Beziehung auf unser Erdsphéiroid."
Im Jahre 1800 erschienen der 4. Band seiner mathematischen Vorlesungen und das
Werk "Versuch @iber die Enthiillung eines Geheimnisses in der bekannten Lehre
der allgemeinen Gravitation."”

Das Manuskript seines letzten Werkes iiber "Das natiirliche MaB, Gewichts- und
Miinzsystem schickte er am 11. September 1802 an einen Buchhandler in Wien.4

3. Erfindungen und Entdeckungen

Auf Vegas militirische Erfindungen, die in engem Zusammenhang mit seinen
mathematischen Leistungen stehen, kann in dieser Kurzfassung nicht eingegangen
werden.

In Vegas Vorlesungen soll nicht nach , neuen Sdtzen* gesucht werden, wie er selbst im
Vorbericht schrieb. Er bezeichnete die wNeuheit, als diejenige, die aus der
Verschiedenheit des Zusammenhanges, der Entwicklung und Anwendung einiger
Sétze entspringt™S. Das besondere Bemithen bei diesem Werk lag besonders auf
didaktischem Gebiet. Vom ersten Band dieses Werkes erschienen noch zu Vegas
Lebzeiten 3 Auflagen. Im 2. Band bemiihte er sich durch zahlreiche Erlauterungen
~eine grofiere Deutlichkeit zu erzielen* 5. Weiters enthilt dieses Werk die Differential-
und Integralrechnung, die von Vega im Unterricht der Artillerieschule eingefiihrt

* Gerlinde Faustmann, Osterreichische Mathematiker um 1800 unter besonderer Beriicksichtigung ihrer
logarithmischen Werke. (Wien 1994).

5 Georg Vega, Vorlesungen iiber die Mathematik, 1. Band. (Wien°1802).

6 Vega, Vorlesungen, 2. Band. (Wien*1803).
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wurde. Besonders beachtenswert scheint, dass diese erst nach den ,Meraner
Vorschligen von 1905 im Lehrplan der ésterreichischen Realschule laut Verordnung
vom 8. April 1909 zu finden ist. Die weiteren beiden Bande zeichnen sich durch
nungemeine Klarheit und Deutlichkeit,... nur zy oft (in dlteren Werken) vermifte
Eleganz und Correctheit* Taus. Im 3. Band sciner Vorlesungen berichtigte er ,,eine
Stelle in Herrn L. Eulers scienta motus“ beziiglich der Tangential geschwindigkeit eines
wf¥ei geworfenen Korpers an der Erdoberfliche. “ 8

Im Vorbericht der »Logarithmisch-trigonometrischen Tafeln*, die 1783 in Wien
erschienen sind, findet man ein Verzeichnis, der von Vega entdeckten Fehler in den
bislang erschienenen Tafeln von SCHULZE, GARDINER, VLACQ und PITISCL
Auflerdem enthilt dieses Werk die Umformung der Halleyschen Reihe. Vega
berechnete mittels seiner Rejhe:

1+ 1
log (l - xx) =2Alx+ ;73 +%x5 +7x7+ %xg + ) die Logarithmen, wobei mit A das

System bestimmt wird. Fiir A=] erhalt man die natarlichen Logarithmen. Zum
3 5 7
. . \ 8 2x  2x 2x 2x’ _
Vergleich sei Halleys Reihe angefiihrt: log b= ;* + F + ;5—* + 727 &, (z=a+b,
Xx=a-b, *- fehlende Glieder).

Die Entdeckung einer besonderen Verbindung von Riderwerken fand im Laufe des
Tuarkenkrieges statt.

Das ,,Logaritbmisch-trigonometrische Handbuch“ wurde fiir die
Ma!hemalikbeﬂissenen eingerichtet” und sollte an Stelle ,,der kleinen Viackischen,
Wolfischen und anderen der gleichen, meistens sehr Jehlerhaften Tafeln? treten. Die
Grundlagen zu Vegas umfangreichstem Werk mit dem Titel »Yollstindige Sammlung
grofer logarithmisch-trigonometrischer Tafeln oder ,Thesaurus logarithmorum
completus” bildeten die Werke von Adrian Vlacq. Es wurden fehlerhafte Stellen
berichtigt und weitere Tafeln hinzugefigt. Dieses Werk war fur "Astronomen, groBe
Seefahrer, Professoren und andere Liebhaber der Mathematik, welche suBerst feine
Berechnungen zu machen haben", gedacht. Er beendete es bei der kaiserlich
kéniglichen Armee am oberen Rheine im Jahre 1794, wobei er in der Vorrede versprach
- fir jede ersie an mich zu machende Anzeige eines jeden jibersehenen F ehlers, der zu
Jalschen Rechnungen Anlaf geben kann, einen kaiserlichen Dukaten zu bezahlen " 10 In
diesem Werk gibt Vega auch seine Entdeckung von 140 Stellen von 7 bekannt,

7 Johann Thomas Edlen yon Tyatinerp, in Vorlesungen, 2. Band. (Wien*1803).
8 Vega, Varlesungen, 3. Band. (Wien‘1818).

9 Vega, Log.-trig. Handbuch, (Leipzig'1800).

10 Georg Vega, Thesaurus logarithmoram completus. (Leipzig 1794) Vorrede.
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4. Epilog

Vega wurde von seinen Zeitgenossen sehr geschatzt, Abraham Kistner rezensierte den
"Thesaurus” im "Géttinger Anzeiger" vom 6. April 1790 mit folgenden Worten: “Man
denkt dabei leicht an Archimedes von Syrakus,...". Joseph Lalande hob dieses Werk,
von dem in den USA in den Jahren 1923-62 noch vier Reprints erschienen!! sind,
ebenfalls bewundernd hervor. Carl Friedrich GauB} verwendete ebenfalls Vegas Tafeln,
auflerte sich jedoch beziiglich der Fehlerfreiheit kritisch. Noch 1882 bezeichnete Carl
Bremiker den Thesaurus als beste vorhandene zehnstellige Tafel.

In Slowenien wurden Vega viele Denkmiler gesetzt. In Wien wurde eine Gasse im 19.
Bezirk nach Vega benannt, die Vega-Payer-Weyprecht-Kaserne im 14. Bezirk tragt
ebenfalls seinen Namen. AbschlieSend bleibt noch zu hoffen, dass an seinem 200.
Todestag im Jahre 2002 seiner wurdig gedacht werden moge

Anschrift der Verfasserin:
Gerlinde Faustmann
Kaisersteingasse 6
A-2700 Wr. Neustadt, e-mail: faustmann@vip.at

U1 sitar, Jurij Vega. (Ljubljana 1997).
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JUAN CARAMUEL Y LOBKOWITZ ud seine Beitrdge zur 6liicksspielrechnung ~
vorgefunden, erfunden, entdeckt?

Robert Ineichen

Der Zisterziensermgnch und spitere Bischof Juan Caramvel y Lobkowitz (1606-1682), ein
tiberaus vielseitiger Barockgelehrter, publizierte 1670 seine umfangreiche zweibdndige
MATHESIS BICEPS VETUS ET NOVA, eine lateinisch geschriebene Darstellung der “alten" und
der damals modernen, der "neuen" Mathematik. Im zweiten dieser Binde, in der MATHESIS
NOUA, sind 65 Seiten der KYBEIA (den Wiirfelspiel, den Teilungsproblemen) und - besonders
bemerkenswert! - der ARITHMONANTICA (dem "Zahlenlotto") gewidmet. - Ausfiihrliche und
einigermassen vollstdndige Darstellungen von Juan Caramuels [iberlegungen zu diesen Fragen
der Glicksspielrechnung gab es bisher kaum. Und Caranuels Beniihungen um die Berechnung der
Chancen beim "Zahlenlotto", werden in der Literatur in der Regel iiberhaupt nicht erwshnt,
obuwohl sie zu den friihesten mathematischen {iberlegungen gehdren dirften, die zu diesem
Thema Uberhaupt gemacht und publiziert worden sind. Es schien uns lohnend, Caramuels
Beitrdgen zur Gliicksspielrechnung nachzugehen (R. Ineichen 199%a, 1999b).

1. Biographische Angaben

Geboren 1606 in Madrid, Sohn eines aus Bohmen stammenden Vaters und einer friesischen
Mutter; berechnet bereits in frither Jugend TABULAS MOTUUM CAELESTIUM und EPHEMERIDES;

- Eintritt in den Orden der Zisterzienser, "einer der originellsten Zisterzienser seiner
Zeit" (H.J. Roth 1980); Studium der Philosophie und Theologie, Promotion zum Dr. theol. in
Lowen; verschiedenste Aufgaben, vor allem im Dienste der Kirche, fiihrten ihn .durch ganz
Europa; 1673 Bischof von Vigevano; gest. 1682: "Magnus Carapuel - episcopus Vigevani”.

~ dussergewthnliche intellektuelle Aktivitit wihrend seines ganzen Lebens; sie filhrte zu

einer umfassenden Gelehrsamkeit: er kannte 24 Sprachen (darunter z.B. auch das
Chinesische), publizierte mehr als siebzig Binde im Folioformat iber Philesophie,
Theologie, Moral, Musik, Poetik, Mathematik, Architektur usw.; ein Polyhistor! - dem
enzyklopddischen Ideal des Barocks folgend wollte er in jedes Uissensgebiet eindringen.

2. Gliicksspielrechnung vor Juan Carasuel y Lobkowitz

Gliicksspiele gehtren zu den dltesten Spielen der Zivilisation und sind z.B. bei den alten
Indern, den Griechen und Répern der Antike und den Germamen jener Zeit nachgeuwiesen.
Damals keine "Uahrscheinlichkeitsrechnung', doch zahlreiche ﬁberlegungen und Begriffe, die
ins Upfeld von grundlegenden Begriffen der heutigen Stochastik gehren (R. Ineichen 1996).

= Im 13. und 14. Jh. pathematische Beschreibungen der Chancen im Spiel nit drei Wiirfeln
(Dichtung DE VETULA; Kommentare zur DIVINA COMMEDIA); Bearbeitungen, des Teilungsproblems.
~ Um 1564 vollendet Girolamo Cardano (1501-1576) seinen LIBER DE LUDD ALEAE (gedruckt
1663), ein Buch das sich eher an die Spieler als an die Mathematiker richtete.

- Ein Durchbruch gelingt Blaise Pascal und Pierre de Fermat ait den Uberlegungen, die sie
in ihrem Briefuwechsel von 1654 darstellen: Immer noch keime Berechnung  von
tahrscheinlichkeiten, sondern eigentlich von Chancenverhdltnissen, vor allem in vorzeitig

abgebrochenen Spielen, zur Bestimmung der Verteilumg des Einsatzes (Teilungsprobleme) .
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-2 -
- 1656 vollendet Christiaan Huygens seine systematisch und streng deduktiv gehaltene
Abhandlung VAN REKENINGH IN SPELEN VAN GELUCK, in lateimischer ﬁbersetzung 1657 als DE
RATIOCINIIS IN LUDO ALEAE erschienen, in Niederldndisch 1660; keine Berechnung von
Yahrscheinlichkeiten, sondern von Ervartungswerten.
= 1670 Juan Caramuel y lLobkowitz publiziert seine MATHESIS BICEPS, beinghe eine Art
Encyklopddie der Msthematik. darin eingefigt eine KYBEIA (Wirfelspiele, Teilungsprobleme)
und eine ARITHMONANTICA (Zahlenlotta!): ut in Theologicis Mathematica inveniatur claritas,
et in Mathematicis Theologica inveniatur securitas"! - Immer noch "Gliicksspielrechnung”,
keine Berechnung von Wshrscheinlichkeiten.
(1713 erscheint schliesslich postum die ARS CONJECTANDI von Jakeb Bernoulli [1655-1705],
den eigentlichen Schépfer der Wshrscheinlichkeitsrechnung. )

3. Uber die Kybeia von Juan Caramsel y Lobkowite

Griechisch kybos heisst Wiirfel (lat. tessera), gr. kybeia Wiirfelspiel. - Caramuels
Grundlage: die Lehre, "die allenthalben von den Theologen iiberliefert wird", dass bei
Spielen und Lotterien, die allein vom Zufall abhdngen, "vllige sequalitas™ (Gleichheit;
sinngemdss: Unparteilichkeit) herrschen muss. Dabei muss der Theologe auf die Mathematik
2uriickgreifen, denn "Damit aequalitas gewahrt werden kann, ist es notuendig, dass der
Einsatz der Gefahr entspricht [...]". Dieses "entsprechen" (correspondere) hat bei den
behandelten Problemen stets die Bedeutung von "proportional sein".

3.1 Teilungsproblese

Ein typisches Teilungsproblem (probléme des partis, problem of points): "Camillus und

Fridericus uiirfeln; jeder hat eine Goldmiinze eingesetzt. Gewinnen soll derjenige, der
2uerst dreimal gewonnen hat. Fridericus hat bislang zweimal gewonnen, Camillus einmal.
[...]1 Nun geht der Uiirfel verloren. Wie soll Jetzt der Einsatz [deposita pecunial geteilt
werden?" Caramuels ﬁberlegung: Wenn im n3chsten, fiktiven Spiel Camillus siegen wiirde, so
wirde jeder eine Goldmiinze erhalten; wenn Fridericus siegen uiirde, so wiirde er zwei
Goldaiinzen erhalten und Canillus keine. Der Sieg in diesem fiktiven Spiel ist "in gleicher
Beise zweifelhaft™ (victoria est aeque dubia). Also Teilung zuwischen 1 und 2; die Mitte
ist 1 1/2: Fridericus erhdlt somit 1 1/2 Goldmiinzen, Camillus 1/2. - Interessante

Folgerung: "Bei jedem Spiel, bei welchem der eine sagt, 'Ich werde zweimal gewinnen, bevor
du einmal gewinnst', muss dieser eine Goldmiinze setzten, der andere drei.”

Nun folgen einige weitere derartige Teilungsprobleme mit anderen Zahlen der noch fehlenden
Siege, die zum Gewinn nitig udren; sie werden - rek[u-siv - richtig geldst. Die eben
genannte Folgerung wird in analoger Weise wiederholt und Caramuel sieht klar, dass man auf

diesem bleg ins Unendliche fortschreiten kann. Er erldutert dies durch eine Tabelle:

Wer, bevor der andere einmal gewinnt, einmal zweimal dreimal viermal ... gewinnen muss,
hat eine Goldmiinze zu setzen gegen ! 3 7 15 ... Goldmiinzen.

In moderner Formulierung: Uer n-mal zu gewinnen hat, bevor der andere einmsl gewinnt,
setze eine Goldmiinze gegen Mo Goldmiinzen. - Caramuel erldutert auch das Bildungsgesetz
dieser wohl von itm entdeckten richtigen Relation ganz korrekt. Wshrend sich diese

Teilunsgprobleme mit denselben Zahlen im Prinzip auch im Briefuechsel von Pascal und
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Fermat und alle auch bei Huygens (mit einer anderen Losungsmethode, siehe unten) finden,
hat Huygens die eben angefiihrte Verallgemeinerung nicht. Erst in der ARS CONJECTANDI
bringt sie Jakob Bernoulli in einer Anmerkung zur Propositio V von Huygens. - Aus der
Ubereinstimmung der Zahlen in den gestellten Teilungsproblemen muss natiirlich Beschlossen
werden, dass zum mindesten die Aufgabenstellungen einem weiteren Kreis von Interessenten,
und so auch Caramuel, bekannt gewesen sind: Sie haben sie vorgefunden, nicht erfunden und
nicht entdeckt. Huygens weist in einem Begleitbrief zu seiner Abhandlung darauf hin, dass
sich einige der berithmtesten- Mathematiker von Frankreich mit Rechnungen dieser Art
beschaftigt haben, dass aber diese "indessen ihre Methoden geheim gehalten” hitten (eine
Aussage, die nach A.U.F. Edbards "just possible to believe, [...] but diffcult” ist).

Anschliessend versucht Caramuel auch Teilungsproblene zu ldsen, wenn drei Spieler
miteinander spielen und ihr Spiel vorzeitig abbrechen missen; weiter sucht er auch nach
einer gerechten Teilung, wenn "ein Spiel gar nicht begonnen werden kann, nachdea man
bereits festgelegt hat, wer den Vortritt hat". Alle diese Probleme list er falsch; Huygens
hat sie alle richtig gelost!

3.2 Wirfelprobleme

Caramuel berechnet u.a. fiir das Spiel amit 2wei Wiirfeln fiir jede der Augensummen von 2 bis
12 richtig die Anzahl der Erzeugungsmoglichkeiten und stellt in einer Tabelle fiir Jede
dieser Augensummen "Hoffrung” (spes) und "Gefahr” (periculum) - Siir uns also die Zahlen
der glinstigen bzw. der ungiinstigen Fille - 2usammen; er erfasst auch das entsprechende
Problem mit drei Mirfeln offensichtlich richtig. Zu beachten ist dabei: Diese Probleme
waren in der damaligen Zeit nicht so trivial, wie sie uns heute erscheinen, selbst ein
Leibniz hat dabei geirrt! Fernep: Caraguel hat keinen Quotienten aus der Zahl der
ginstigen und der Zahl der gleichniiglichen F3lle berechnet; eine Masszahl fiir das, was wir
heute “Wahrscheinlichkeit” nennen, hat er nicht erfunden. Diesen Quotienten hat Girolamo
Cardano erfunden und in seinem LIBER DE LUDO ALEAE (ca. 1564, publiziert 1663) an
einzelnen Stellen verwendet - allerdings ohne ven "Wahrscheinlichkeit", "glinstigen Fillen"
usW. zu sprechen. »

Mebrfache Wirfelversuche. Dazu ein Beispiel: "Es will Aurelius das Bliick [mit dem Werfen

eines Wiirfels) versuchen und sagt: Wenigstens beim zweiten von zwei Malen werfe ich einen
Fiinfer.” Wieviel hat er nun zu setzen, "so dass die Ungleichheit in Geld durch die

festgelegte Ungleichheit der Gefahr bestimat werde?" Caramuel iiberlegt so: Ein Wurf ist

1/6 uert. Nehmen wir an, der Sieger erhalte als ganzen Preis 36. D9nn wird jener, der im
ersten Wurf einen Fiinfer erzeugen will, 1/6 von 36, also 6 setzen missen. Im ersten Wurf
kann er sich aber - wemn er keinen Finfer wirft - das Recht auf einen zweiten Wurf
erwverben. Dieser zueite Wurf ist, bevor er gespielt wird, wieder 1/6 wert. Doch 1/6 wovon?
Von der Diferenz zwischen dem ganzen Preis, den Aurelius im Falle eines Gewinnes erhalten
uiirde und dem bereits errechneten Einsatz, d.h. 176 von (36-6), also 5. Nun ist 6+5=11,
das Verhdltnis der Einsitze also 11 : 25. Dies ist offenbar richtig: Der

Multiplikationssatz liefert uns heute sofort die Gewinnuahrscheinlichkeit von 25/36 fiir
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den Gegner von Aurelius und damit 11/36 fiir Aurelius.
Anschliessend folgt eine entsprechende Aufgabe, wenn einer in drei Wiirfen mit einem Wirfel
mindestens einmal einen Fiinfer werfen will. Auch sie wird richtig geldst und wieder stellt
Caramuel fest: poteris hinc computum in infinitum promevere. Er setzt nun ausdriicklich die
Algebra ein - in einer Schreibweise, die auf uns heutige Leser sehr fremdartig wirkt - und
komnt auf die Regel:*
"Vermindere den ganzen Preis nacheinander uym den sechsten Teil, und so wirst du das haben,
was der Gegner zu zahlen hat.”" - Elementare Uahrscheinlichkeitsrechnung in der heutigen
Form zeigt uns sofort, dass diese Regel richtig ist. Hat sie Caramuel entdeckt oder
erfunden? Oder sind diese Begriffe vielleicht komplementdr zu verwenden?
Caramuel illystriert die Regel auch noch mit eiper ausfiihrlichen Tabelle - es ist

bemerkenswert, dass diese von ihm mit dekadischen Logarithmen erechmet wird. - Huygens

behandelt diese Probleme auch, bringt jedoch die allgemeine Regel nicht.

Schliesslich untersucht Caramuel die aequalitas noch beim das Spiel Passe-dix (Ludus ultra

decem): Es werden drei Wiirfel geworfen: "Wenn dabei nicht zwei Wiirfel dieselbe Punktezahl
haben, so gilt der Murf picht. [...] Yenn zwei Wiirfel dieselbe Punktezahl aufweisen [...1,
ist der Wurf giiltig. Yenn die Augenzahl aller drei Wiirfel 10 ibersteigt, dann gewinnt der,
der diese Punktezahl geworfen hat; andernfalls verliert er." - Huygens bringt die
Untersuchung dieses Spiels, das seit dem 15. Jh. nachgewiesen ist, nicht.

3.3 Abbangige und unabhangige Ereignisse

Die stechastische Unabhéngigkeit wird heute meistens iber die Produktformel (A. de Moivre
1712) fiir Wahrscheinlichkeiten definiert. Davon ist bei Caramuel noch keine Rede. Sehr
beachtensuert ist aber, dass er durch Beispiele bereits auf diesen Sachverhalt hinuweist.
(Huygens hatte bei seinen Beispielen keinen 6rund, die Unabhdngigkeit als solche
ausdriicklich zu erwdhnen.) - Caramuel nimmt das Spiel, mit einem Wiirfel in zwei Wiirfen
mindestens einmal eine vom Gegner geudhlte Zahl zu werfen. Er vergleicht ‘es nun mit dem
"Raten auf gut Glick™: aus sechs verschiedenen Buchstaben in hdchstens zwei Versuchen
Jjenen Buchstaben zu erraten, den sich der Gegner ausgedacht. hat. Wer beim ersten Mal den
vom Gegner ausgedachten Buchstaben erraten will, hat die "Hoffnung" 1 und die “Gefahr" 5,
denau wie wenn er eine befohlene Zahl in einem einzigen Wurf zu werfen hat. Geht es
Jedoch um zwei Versuche, so ist der, der sich beim Erraten das erste Mal geirrt hat,
dadurch "informierter geworden”: Er hat jetzt zwei modi non errandi und 4 pericula. "Doch
der Wiirfelspieler hat das erste Mal 5 Gefahren, das zweite Mal 5, das dritte Mal 5, usuw.
immer 5." - Eine hiibsche Darstellung eines entdeckten wichtigen Sachverhaltes!

3.4 Nocheals Carasuel und Huygens

Hat Caramuel bei den richtig geldsten Teilungsproblemen fiir zwei Spieler einfach Huygens

kopiert? I. Todhunter neigt zu dieser Ansicht. Doch uns scheint, die Frage in dieser Form
sei 2u verneinen. Zunichst sagt Caramuel selbst, er hitte die Abhandlung von Huygens, die

er dem danischen Astronomen Christianus Severinus Longomontanus (1562-1647) 2uschreibt,
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erst erhalten, als er die KYBEIA bereits fertig hatte. Zudem fiigt er seiner KYBEIA den

ganzen Text von Huygens (bzw. Longomontanus) an, was kaum einen Sinn gehabt hadtte, wenn er

Huygens bereits kopiert gehabt hdtte. Weiter sind die Unterschiede in der Formulierung der

Probleme und ganz besonders in der Argumentationsweise gross: Huygens basiert z.B. strikte

. auf den Lehrsitzen, die er an den Anfang seiner Abhandlung stellt - more geometrico!

Caraauel, nicht Mathematiker sondern Polyhistor, schliesst vielmehr mit dem "gesunden
Menschenverstand”; es unterla‘ufen ihs auch Pehler, die er nicht gemacht hdtte, wemn er
einfach Huygens kopiert hdtte. Caramuel zitiert in seiner MATHESIS BICEPS oft andere
Autoren; wieso dann Huygenf nicht? Ferner enthalten die Ausfiihrungen von Caramuel manches,

was bei Huvgens nicht zu finden ist. Doch nmiissen Caramuel - und Huygens! - wohl eine
Quelle gehabt haben, die fiir etliche Probleme mindestens die Aufgahenstellung enthalten

hat. Und schliesslich behandelt Caramuel das Lotto (s.folg. Abschnitt), Huygens nicht.

4. Die ARITHNOMABNTICA - Behandlung des "Zahlenlottos”

Er siedelt das Lotto in Cosmopolis an: Es "waren 5 Konsuln zu udhlen, und weil es 100
f3hige Biirger gab [...], wurde die Wahl dem Zufall anvertraut.” Eip Kaufmann habe dann ein
Spiel angeboten: (1) Wer mitspielen will, kanm als Einsatz soviel zahlen, wie er will ; er
hat dazu 5 der 100 Namen zu nennen. (2) Wenn von diesen ein einziger unter den’ausgelosten
ist, erhdlt er den Einsatz zuriick; sind 2 darunter, erhalt er das 10-fache des Einsatzes,
wenn 3, dann das 300-fache, wenn 4, das 1500-fache, wenn alle 5, dann das 10 000-fache.
(3) Wer nicht nur die 5 Namen, sondern auch die Reihenfolge der Auslosungen richtig
voraussagt, erhilt das 20 000-fache. - Die Beschreibung erinnert sofort an die GENUESER
LOTTERIE (Mitte 17.Jh.). Caramuels Frage: gerechte Spiele ? (Fir ihn eine Quaestia
Arithmo-Theologica.) Mit der Kombinatorik, die er in der MATHESIS BICEPS an verschiedenen

Stellen behandelt, versucht er fiir die genannten Falle die Anzahl der modi lucrandi (spes)

und der modi perdendi (periculum) zu finden. So stellt er z.B. richtig fest, dass wenn 5

4

Namen ausgewshlt werden und diese 5 richtig vorausg gt werden sollen, spes zu pericylum
sich wie 1 : 75 287 519 verhalten; soll auch noch die Reihenfolge richtig erraten werden,
so ist das Verhsltnis von spes zu periculum 1 : 9 034 502 399, Gelegentlich unterlaufen

ihm kleine Versehen, auch solche, die er spiter korrigiert. Er untersucht noch viele
andere denkbare Varianten, die er aber 2.T. falsch beantugrtet. Zusammengefasst:
Hichstuskrscheinlich die erste Untersuchung von kombinatorischen Fragen bein

"Zahlenlotto"; originell, mit vielen richtigen, aber such etlichen falschen l7berlegungen.

* * *

Literaturangaben in: Ineichen, R. (1996): Wiirfel und Wahrscheinlichkeit - Stochastisches
Denken in der Antike, Spektrum Akad. Verlag, Heidelberg 199. - Ineichen, R. (1999a): Juan
Caranuels Behandlung der Yirfelspiele und des Zahlenlottos; NTM - Internat. Zschr. fir
Geschichte und Ethik der Naturuissenschaften, Technik und Medizin. - Ineichen, R. (1999b):
Uber die Kybeia und die Arithmomantica von Juan Caranuel v Lobkowitz - ein Kapitel aus der
Friihgeschichte der Uahrscheinlichkeitsrechnung; ersch. 1999 in Bull. Soc. Frib. des
Sciences Naturelles.
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Formulae, Sketches, Tools
Nada Razpet, Ljubljana

One of the oldest math objects studied in the past were the conic sections, conics for
short. It seems they have been discovered by Menaechmus (380-320 BC). He was a tutor
of Alexander the Great. Menaechmus studied conics as contours of an intersection of a
plane with a right-angular circular cone. He solved the problem of a cube duplication
(z* = 2) by drawing two parabolas:

z* = gy, ¥ = b.

However, the values of a and b solving this problem could be: ¢ = 1 and b = 9. The
Greeks couldn’t solve this problem by ruler and compass constructions. Menaechmus
solved it by finding the intersection of two parabolas. He called the parabola a "section
of a right-angled cone”, the ellipse a "section of acute-angled cone”, and the hyperbola
a "section of an obtuse-angled cone”. He studied these three curves as cross sections of
three different cones. The angle between the generating line of the cone and the Cross
section plane was allways 90°.

Euclide’s four books about conic sections have been lost. Apollonius (261-190 BC), the
great Greek geometer, was the first man who named these conic sections and studied
them as sections of the same cone (right or oblique) but with different inclinations. He
proved the equality

- BC?=AB - AP

where B is a midpont of a segment DC (Fig. 1). The segment AB is parallel to the axes
of the parabola.

Fig. 1

In our modern notation we get
= 2pz.
The word "parabola” means “equality” or ”an exact comparison.” We could write for the
other curves: » 42
2 _ _ P 2_9g g =2
y° =2pz s ] pz+a ) p=—

1
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So, we know why he called one of these curves ellipse ("falling short”) and another hy-
perbola ("throwing beyond”). He didn't use expressions like focus and directrix. These
expressions were involved by Pappus of Alexandria (about A.D. 300). He wrote ”Syna-
goge”. In this book, there are many historical notes about, the Greek mathematicians.

The Greek mathematicians knew definitions of these curves as loci of points having certain
distance relationships, which were specific for each curve.

In the year 1637, Descartes published his Géometrie. He created the "analytical geometry”
and used algebraic methods in geometry and "the coordinate geometry”. The ellipse,
parabola, and hyperbola were defined as curves of the second degree.

Wallis was the first man (1655, Tractatus de sectionibus conics) who treated parabola,
ellipse, and hyperbola as plane figures.

It is not known which construction used the Greek mathematicians to draw the conic
sections.

We shall try to find different ways to draw an ellipse, a parabola, and a hyperbola. Euclid
was the first man who postulated which kind of instruments are allowed for geometrical
constructions. They must:

¢ draw a straight line from any point to any point;
® produce a finite straight line from any point to any point;

e describe a circle with any center and distance.

The intention of this description is practical and theoretical. He never tried to use these
instruments for an approximate solution that could be useful for application. He has
been looking for exact solutions with straight line and circles. Some other drawing de-
vices, which were not included as acceptable, were used to solve some practical problems.
Descartes and other scientists of the seventeenth century studied different drawing mecha-
nisms for practical and theoretical purposes, for example devices to cut hyperbolic lenses.
In the Géometrie, Descartes described two methods of curves representation: the repre-
sentation by a continuous motion and the Tepresentation by an equation. Descartes wrote
in this book: "If a curve is to be accepted as a tool to solve a geometrical problem, one
must be sure that, under certain conditions, the intersection points of two such curves
exists.” This standpoint was very important, it changed the status of a drawing devices

In the nineteenth century, the scientists developed many linkage instruments. Geometers
started to study, which linkages could be used for drawing curves and which curves could
be drawing by n-bar linkage.

The problem of drawing curves, the study of linkages, and other geometrical problems are
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still important today and it is similar at the problem of forcing a point of the robot to
execute a given trajectory.

Conics drawing with tightened thread

The conics drawing with tightened thread were described by de L’Hépital in his " Traite
analytiques des sections coniques et de leur usage pour la resolution des equations dans
les problemes tant determinez q'indeterminez” .

This method used a common definition of the ellipse as the locus of points P for which
the sum of distances from P to two fixed points Fy and F; (called focus, foci) is constant
(the length of a thread) (Fig. 2).

The hyperbola is a locus of points P for which the difference of distances from P to two
fixed points F} and F; is constant (Fig. 3).

The parabola is 2 locus of points P for which the distance from a fixed line (directrix) to
P is equal to the distance from P to a fixed point F' (Fig. 4).

F

Fig. 2

Fig. 3
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The ellipsograph

Suppose that PA = g and PB — and a = /ABO. The coordinates of P are z =acosa
and y = bsin a. The locus of points P is the ellipse with a semimajor axis ¢ and semiminor
axis b. The distance between 4 and B is constant (the points A and B are fixed on the
rod s).

-]

i
N

The ellipsograph of van Schooten

Fig. 5

Fig. 6 ’

We suppose that AB = BD. The point D moves on a straight slot DA. The seinimajor

axisisa=CD+ DB+ BA=CD +2DB and the semiminor axis b = CD.
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The ellipse as hypotrochoid

An ellipse can be generated as a hypotrochoid, too. A small circle with the radius » is
rolling without friction on a fixed circle with radius R. Let P be the tracing point. A
distance from the point P and the centre of the rolling circle is d. We have to find d from
the system

a=r4d, b=|r—d|, 5=s.

If a relation between R and r ig R = 2r =1 holds than we have two values for d (1/8 or
2).

Fig. 7

The conics drawing as an envelope

The ellipse

We draw a circle with a fixed point F inside first. Using a right-angle triangle, we draw
lines through A4 and B, and through A4 and F with right angle /FAB from any point A

on the circle. We repeat this for numerous positions of A keeping F fixed. An envelope
of all lines through A and B will be an ellipse.

=
N4

Fig. 9
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The hyperbola

A point F must be outside of a circle (Fig. 10). We draw a perpendicular line through
A and P to the line through 7' and A. Than we repeat this for numerous positions of 4
keeping F fixed. An envelope of all lines through A and P will be a hyperbola.

P

Fig. 10 Fig. 11

The parabola

We draw a fixed line s and a point F' (Fig. 11). A line through A and B is perpendicular
to the line through 4 and F. A parabola is an envelope of all such lines through A and
B.

Paper folding

The ellipse

We draw a circle with a fixed point F inside (Fig. 12). Let A be a point on the circle.

Then we put 4 on F and fold the paper. We repeat this for numerous of points 4 on the
circle. An envelope of all s produced in this way will be an ellipse.

A

S

®
i

Fig. 12

Fig. 13

NEUHCFEN: PRAZPET

The hyperbola

We draw a circle and a fixed point F outside (Fig. 13). Let A4 be a point on the circle.
Put F on A and fold the paper. We repeat this for numerous of points A on the circle.
An envelope of all such s produced in this manner will be a hyperbola.

The parabolz;

We draw a fixed line ¢ and a point F. A point 4 is on the line . Than we put point
A on F and fold the paper. We repeat that for numerous of points 4 on the line £. An
envelope of all s produced in this way will be a parabola.

Fig. 14

Drawing conics with a computer

We could use Cabri Géométre II, The Geometer’s Sketchpad or some other programines.

Through the individual dragging of a point, usually along a guide-line, a locus is generated
from one or more points constructively dependent on the dragged point.

Here we have three ways to generate ellipses:
Method 1 .
The endpoints A, B of a line segment slide along two orthogonal straight lines. The point

P € AB is fixed on the segment. The point P and the image P’ of this point, reflected
across one of the orthogonal lines, together describe an ellipse.

Method 2

A line segment and a moveable point M on it are given. These two sub-segments are taken
as radii of circles. The centres of these circles are foci F} and F,. The circles intersect at
points P and P'. When the point M is moving along the segment, P and P’ generate an
ellipse.
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Method 3

We use the converse of Pascal’s Theorem. The converse states: ”If the opposite sides of
a hexagon intersect each other on a straight line, its six vertices lie on a conic section”,

We could generate a hyperbola, and a parabola with a computer, too.
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Maglichkeiten einer historischen Akzentuierung im Mathematikunterricht
Stefan Deschauer

1 Einleitung

Selbst fir den Laien wire es kaum mdglich, sich den Deutschunterricht ohne Literatur- und
Linguistikgeschichte vorzustellen, Ahnliches gilt fiir Musik und Kunst. Keine Kulturwissen-
schaft kann sich — auch nicht bej ihrer Vermittlung ~ von ihren historischen Entstehungsbe-
dingungen und Entwicklungsprozessen abkoppeln.

Dennoch wird den Schillern im heutigen Unterrichtsalltag suggeriert, daB die Mathematik ein
weithin ahistorisches Gedankengebiude sei, mit immer schon giiltigen und auch in Zukunft

unumstéBlichen Sitzen und den dazugehdrigen, meist normierten Beweisen. Die Freiheit der

Lehrers »nacherfinden®, der die mathematische Wahrheit im voraus kennt.

Historische Akzente im Mathematikunterricht kénnen dazu fithren, daB Schiiler Einblicke in
die lebendige Entwicklungsgeschichte der Mathematik gewinnen, daf sie die Leistungen von
Mathematikern respektieren, die ohne vorausgewufites Wissen eines Mentors auskommen
muBten, und daB sie iiber geeignete, historisch aufberejtete Beispiele Freude an der Mathema-
tik (wieder)gewinnen, : :

Im vorliegenden Beitrag sollen Ermutigungen und Anregungen zu einem historisch akzentu-
ierten Mathematikunterricht gegeben werden. Dariiber hinaus werden aber auch Probleme und
Grenzen aufgezeigt.

2 Wozn Geschichte der Mathematik im Unterricht?
2.1 Geschichte der Mathematik als Maglichkeit zu einem besseren Verstindnis
von Mathematik, zu einer Verbesserung des MU?
F. KLEIN war wohl der erste, der die genetische Methode explizit mit dem MU verband. Dabej
stiitzte er sich allerdings auf das heute tiberholte biogenetische Prinzip des Biologen E.

HAECKEL, nach welchem das Individuum in seiner Entwicklung in abgekiirzter Reihe alle

Grundlage der genetischen Erkenntnistheorie und Psychologie J. PIAGETs, die mathemati-
schen Lernprozesse unserer Schiiler besser und sind weit davon entfernt, sie auch die histori-
schen Um- und Irrwege nachvollzichen zu lassen.

Andererseits sollen mathematikhistorische Elemente im Unterricht dazu beitragen, daf Ma-
thematik als dynamischer Prozef erlebbar wird. Eine ahistorisch vermittelte Mathematik fiihrt
zum Zerrbild eines unattraktiven Fertigprodukts, wie es H. FREUDENTHAL schon in den sech-
ziger Jahren scharf kritisiert hat. (Vel. [3, S. 110-114].) Hierzu kénnen wir sogar CICERO ins
Feld fiihren: Nescire autem quid antea quam natus sis acciderit, id est semper esse puerum
(zit. n. {7, S. 9]).

Fiir manche Autoren bedarf die Geschichte der Mathematik nicht mehr an Rechtfertigung als
etwa die Literaturgeschichte, die Musikgeschichte und die Kunstgeschichte. So duBert sich
CH. SCRIBA (zit. n. [7, S. 12]): ,,Die Frage, ob die Geschichte der Mathematik etwas zur Ver-
besserung des mathematischen Unterrichts beitragen kann — gleich ob im Schul- oder im
Hochschulunterricht ~ ist falsch gestellt. Es muB vielmehr heiBen: Ist Mathematik ohne Ge-
schichte der Mathematik iiberhaupt denkbar? Alles weitere folgt aus der Antwort, die nur
lauten kann: Nein, es gibt keine Mathematik ohne jhre Geschichte.“

2.2 Mathematik als Teil unserer Kultur

75
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Hinter diese Uberschrift kann man getrost ein Ausrufezeichen setzen, und es versteht sich von
selbst, daBl man eine Kulturwissenschaft nicht »unkultiviert unterrichten kann, Wiederum

3 Welche mathematikhistorischen Akzente sind im MU miglich und sinnvoll?
Den MU historisch orientieren zu wollen scheint mir vermessen und auf Dauer ebenso zum
Scheitern verurteilt zu sein wie die einseitigen Versuche einer Orientierung des MU an ande-

terricht beriicksichtigt werden sollen, Historische Akzente zu setzen ist ein viel bescheidene-
res Ziel, als durchgiéngige historische Orienﬁemngen zu entwickeln, aber es erscheint wesent-
lich realistischer und erfolgversprechender. Es wird darauf ankommen, ejne méglichst grofie
Vielfalt dieser Akzente zu erfassen und zu analysieren, um auf eine dauerhafte Verédnderung
des MU in eine der Wissenschaftsdisziplin Mathematik addquate und daher didaktisch er.
wiinschte Richtung hinzuwirken,

Die nachfolgenden Ausfiihrungen, die hier aus Raumgriinden nur skizziert werden kénnen,
wollen einen Anfang zu dieser Bestandsaufnahme und Analyse bieten. ,

3.1 Namen von Mathematikern
In zahlreichen Lehrplénen finden sich in Verbindung mit bestimmten Begriffen, Definitionen,

L{nterrichtswerke, die ausfihrlicher auf Leben und Werk der Mathematiker eingehenl, lassen
dle- I'-'rage der unterrichtlichen Umsetzung offen, insbesondere die der Integration in den je-
weiligen Stoff, ohne die die Namen keine bleibende Bedeutung erlangen.?

3.2 Uberlieferungen, Anekdoten und Legenden

Uber Mathema?iker wird eine Fiille von launigen Begebenheiten tiberliefert, die die angebli-
chen charakterlichen Eigenheiten auf amitsante Weise aufs Korn nehmen. Ein Beispiel hierzu

und HILBERT, die in [7, S. 181, 183 £.] nachzulesen sind. )

Solche Anekdoten werden die Aufmerksamkeit der Schiiler eher nur kurz auf sich ziehen und”

allenff':lls ein Schmunzeln hervorrufen, vielleicht aber auch auf Unverstindnis stofien.

Aus diesem Grunde sollten im Unterricht im wértlichen Sinne lehr-reiche Traditionen bevor-
gt werden, wobei mir der nachpriifbare oder auch nicht mehr nac'hpriifbare Wahrheitsgehalt
nicht sehr wesentlich erscheint. Ein Beispiel hierzu ist der ,,Bericht* (ob Legende oder nicht)
HERODOTs iiber die dgyptischen Seilspanner (Zwblfknotenseil: Umkehrung des Satzes von
leTH_AGORAS, Einstieg in das Thema »pythagoreische Zahlentripel*).

Ahnlich lehrreich, zugleich aber auch erheiternd, ist die von ViTRUV [14] stammende wohlbe-
kannte »Uberlieferung® der Entdeckung des spezifischen Gewichts durch ARCHIMEDES. In fast

1 .
Vgl_. die in Bayem wohlbeka_nnte Algebra-Reihe [2] aus dem Ehrenwirth-Verlag, deren historische Texte fiir

fchullsche Zwecke zu ausfithrlich und detailverliebt sind, aber reiches, zuverlissiges Material bieten

" Vel hierzu Abschnitt 3.81 ‘
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allen Schulbuchwerken findet man hierzu mehr oder weniger ausfiihrliche Erlauterungen,
zumindest aber eine Aufgabe zur Gold-Silber-Legierung (Mischungsrechnung), die auf dem
beriihmten ,historischen Vorbild beruht.

3.3 Titelblitter alter mathematischer Handschriften und Biicher, Briefmarken

Vielfach eignen sich auch exotisch anmutende Titelblatter oder einzelne Seiten alter mathe-
matischer Handschriften und Biicher, um die Aufmerksamkeit der Schiiler zu biindeln und ihr
Interesse an der historischen Dimension der Mathematik zu wecken. Eindrucksvolle und rela-
tiv leicht zugiingliche Beispiele sind neben vielen anderen der dgyptische Papyrus Rhind aus
dem 19. Jh. v. Chr. [2, Band 1, S. 1 13], die Titelblitter von AL-HWARIzZMI-Handschriften
(ara-bisch / lateinisch) {ebda.,S. 9] und vor allem von deutschsprachigen Frithdrucken, etwa
von [1].

Auch Briefmarken bieten sich als Werbetriger fiir Mathematik(er) an.’

3.4 Herkunft von mathematischen Begriffen und Symbolen

Die Frage nach der Herkunft mathematischer Begriffe und Symbole fiihrt haufig mitten in
tiefliegende mathematikhistorische Zusammenhinge hinein. So gelangt man tiber die Etymo-
logie des Wortes ,,Algebra“ zu den eigentiimlichen Denkweisen der Muslime beim Lésen von
Gleichungen. Ebenso Iohnt es sich, dem Ursprung des Begriffs ,,quadratische Erginzung™
nachzugehen, beim Erfinder des Gleichheitszeichens, ROBERT RECORD(E), die geradezu klas-

sische Begriindung fitr die Wahl seiner Symbolik nachzulesen ([9, Ff 1'], zit. in [13,S.171])
und vieles andere mehr.

3.5 Historische Textaufgaben .

Ein effektives Mittel, Schiiler auf die historische Dimension der Mathematik aufmerksam
werden zu lassen, ist die Prisentation von historischen Textaufgaben. Auch ist der hierzu
notwendige Aufwand denkbar gering. In [2, Band 1, 8. 119, 166, 161 bzw. Band 3, S. 67)
findet man u. a. Beispiele zu linearen Gleichungen aus dem Papyrus Rhind, der Anthologia
Graeca (Lebensalter des DIOPHANT) und dem Rechenbuch [12] von ADAM RIES, auBerdem
eine Textaufgabe aus einer deutschen Algebra-Handschrift von 1461, die auf eine Wurzelglei-
chung fithrt. Zahlreiche historische Aufgaben, die der Unterhaltungsmathematik zuzurechnen
sind, kénnen auch zu hefligem Schmunzeln verleiten. Hier bieten sich Aufgaben von APiaN
[1] zur arithmetischen Progression an.

3.6 Historische Formeln und Verfahren
Als historisch werden hier Formeln und Verfahren bezeichnet, die in friiherer Zeit eine wich-
tige Rolle spielten, heute aber aufgrund héherer mathematischer Methoden oder moderner
Rechenhilfsmittel hre Bedeutung teilweise weitgehend verloren haben. Im allgemeinen l4ft
sich die damalige Funktion dieser Formeln noch gut nachvollzichen.
Beispiele sind
- die Darstellung eines Produkts als Differenz von Quadraten (Babylonien, 17. Jh. v. Chr,)
~ die Suche nach Méglichkeiten, die Multiplikation auf die einfacheren Rechenarten Addition
und Subtraktion zuriickzufiihren (Prosthaphairesis des JOHANNES WERNER (1468-1528),
Entdeckung der Logarithmen durch JosT BURG! (1552-1632) und JoHN NAPIER (NEPER)
(1550-1617))
— die niherungsweise Bestimmung von Quadratwurzeln aus beliebigen natiirlichen Zahlen
(Babylonien, ca. 1600 v. Chr.; HERON, Metrikd, 62 n. Chr.), die uns Respekt abnétigt.

: Vgl das Buch ,,WissenschaRsgeschichte en miniature® von WUSSING und REMANE (Leipzig 1989).
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Auch die Betrachtung historischer Verfahren kann im Unterricht lohnend sein, z. B.

— das schriftliche Divisionsverfahren zur Bestimmung der Quadratwurzel, das Apian [1]in
entsprechend modifizierter Form bis zur 8. Wurzel durchfiihrt

— das bekannte HERONsche Iterationsverfahren, das bereits bei den Babyloniern nachweisbar
ist

~—ein Ausschnitt aus der Geschichte der quadratischen Gleichung (Babylonier, geometrische
Losung der Griechen, italienische »Wortalgebra®, , deutsche Cofl*). Fiir die letztgenannte
Phase zeugt z. B. ADAM RIES [11], der die Thematik allerdings auch nicht immer fehlerfrej

beherrscht.

3.7 Mathematikhistorisch bedeutsame Entdeckungen

Schiilern sollte im Rahmen des Maéglichen auch im Unterricht deutlich werden, daB es in der

Mathematikgeschichte immer wieder epochale Entdeckungen gegeben hat, die die weitere

Entwicklung ganz wesentlich beeinfluBt haben. Um nur einige kurz zu nennen:

- die Entdeckung der Irrationalitit durch die Pythagoreer (an der Quadratdiagonalen oder am
regelmiBigen Fiinfeck)

— die drei klassischen Probleme der Antike, um die mehr als 2000 Jahre 8uflerst fruchtbar ge-
rungen wurde (mit einer schiilergeméBen Information iiber die Unmfiglichkeitsbeweise)

— EUKLIDs Beweis fiir die Unendlichkeit der Primzahlen

— EukLIDs Elemente als historischer Prototyp einer axiomatischen Theorie (Stichwort: Paral-
lelenaxiom)

—die Erfindung des dezimalen Positionssystems durch die Inder

— die Mathematisierung des Zufalls (Begriindung der Wahrscheinlichkeitsrechnung)

— die Entwicklung des Differentialkalkiils®

~ die Geometrisierung der Algebra und die Algebraisierung der Geometrie (griechische Anti-
ke, DESCARTES als Begriinder der analytischen Geometrie).

3.8 (Kurz-)Texte iiber die Entwicklung mathematischer Teilgebiete

Solche Texte lassen sich evil. schon nach dem AbschluB einer thematischen Einheit einsetzen
und kdnnen den Uberblick iiber das Erreichte im Sinne einer ,,Plateau—Erholung“ abrunden
und vertiefen. Es ist jedoch zu bedenken, daB viele Schiiler auch nach AbschluB eines Stoff-

Es soll jedoch auch angemerkt werden, daf nicht alle schulmathematischen Themenkreise
eine sachgerechte historische Betrachtung im Rahmen des Gymnasiums, auch nicht des Lei-
stungskurses, erlauben. Ein Beispiel ist die Entwicklungsgeschichte der Analysis, ein typi-
sches Proseminar-Thema, das zu Recht im mathematischen Grundstudium angesiedelt ist.

* siehe aber Abschnitt 3.8¢
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4 Ficheriibergreifender Unterricht

Mit etwas Phantasie lassen sich Themen des MU unter historischem Aspekt in eine sinnvolle
Verbindung mit Themen des Unterrichts anderer Fécher bringen. Leider aber sind die Proble-
me bei der Realisierung eines fécheriibergreifenden Unterrichts oft riesengroB: Neben den
schulorganisatorischen und personellen Hiirden ist es oft der Lehrplan, der die Behandlung
waffiner* Themenbereiche verschiedener Fécher zu ganz unterschiedlichen Zeitpunkten vor-
sieht. Gelingt aber solch ein ficheriibergreifender Unterricht, so kénnen Schiiler hieraus be-
sonderen Gewinn ziehen: Sie erfahren, daB die Aneignung von Wissen, das zu einer echten
Bildung beitragen soll, mit einem »Schubladendenken® (,,hier Mathe, da Geo“) nicht gelingen
kann. Dariiber hinaus werden sie sensibilisiert fiir die erstaunlichen kulturellen und zivilisato-
rischen Vernetzungen einer historisch gewachsenen Kulturwissenschaft.

Auf einen Katalog méglicher Beispiele will ich hier verzichten und nur kurz auf das Verhilt-
nis ,Mathematikgeschichte und Sprache” eingehen:

Im heutigen MU kénnen mathematische Texte in fremder Sprache Schiilern kaum noch vorge-
legt werden,; insbesondere ist das Griechische fast ganz aus den frither altsprachlichen Schulen
verschwunden. Allenfalls kénnen noch in Lateinklassen italienische Texte (zur Algebra) er-
schlossen werden.

Ein anderer sprachlicher Aspekt beim Lernen von Mathematik betrifft aber die Formulierung
von Definitionen, Sttzen und Beweisen sowie die Beschreibung von Verfahren: Knappheit,
fachsprachliche Korrektheit, Vollstindigkeit und Verstindlichkeit sind dabei maBgebliche
Kriterien. Ein Blick in die Mathematikgeschichte kann hier lehrreich sein und zeigen, daf sich
manche fritheren Autoren ~ teilweise infolge mangelnder fachsprachlicher Moglichkeiten —
nur schwer verstandlich, miBverstindlich oder auch falsch ausgedriickt haben.

5 Verwendung von Mathematik in verschiedenen politischen Systemen, ideologisch be-
griindeter MiBbrauch von Mathematik
Zur Mathematikgeschichte gehort zweifellos auch die ideologisch motivierte miBbriuchliche
Verwendung der Mathematik in verschiedenen undemokratischen Gesellschaftssystemen. Da
man sich von einer moglichst friihen Indoktrinierung der Jugend die besten Erfolge versprach,
war und ist immer auch der MU betroffen, wenn auch nicht so stark wie andere
wideologienahe® Ficher.
wHarmlose* Beispiele finden sich 2. B. in Rechenbiichern aus der Zeit des ,,Vormirz“ bzw.
des Wilhelminischen Kaiserreiches (vel. [4, S. 179] und [8, S. 30, S. 70]), als weniger harm-
los dagegen sind die Beitrige des MU der DDR zur Wehrerziehung einzustufen (vgl. [5)).
Den Gipfel der Infamie stellen jedoch Aufgaben aus der Zeit des Dritten Reichs dar, bei denen
die Kinder mit der rechnerischen Erfassung des Anteils der jidischen Bevélkerung sowie der
Gebrechlichen und Geisteskranken und der fiir sie aufzuwendenden Kosten auf RassenhaB,
Holocaust und Euthanasie eingestimmt werden,

6 Zur Priifungsrelevanz von mathematikhistorischen Themen

Mathematikhistorische Elemente kénnen im Unterricht nur dann dauerhaft verankert werden,
wenn sie fiir Priifungen relevant sind. Die einfachste Maglichkeit, die auch keinerlei Lehrpla-
nénderung erfordert, ist die Einbeziehung historischer Textaufgaben in die normalen Klassen-
arbeiten. Es ist ebenfalls nicht verboten, die iiblichen Aufgabenplantagen in einer Klassenar-
beit etwas zu lichten und den frither gepflegten mathematischen (Kurz-)Aufsatz — nunmehr
iiber ein engumgrenztes historisches Thema — wiederzubeleben. Solche Kurzaufsitze miissen
nicht allein der Sekundarstufe II vorbehalten sein. Im Rahmen der miindlichen Bewertung
konnen - wie in anderen Fichern auch — Referate (iiber mathematikhistorische Themen) eine
wichtige Rolle spielen.
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Dennoch scheinen mir solche Vorschliige auf die Dauer nicht zu geniigen. Wollen wir wirk-
lich der kulturhistorischen Dimension unseres Unterrichtsfachs einigermafen gerecht werden,
So miissen wir auf veriinderte Lehrpldne dréngen, die ausreichende Stundenzahlen fiir die
»mathematikhistorische Akzentsetzung® zur Verfiigung stellen.
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Warum Geschichte der Mathematik?

In der Geschichte der Wissenschaften sollte die der Geschichte der Mathema-
tik einen besonderen Platz einnehmen, gehért doch zum Literaturstudium die
entsprechende geschichtliche Entwicklung, zur Kunst die Kunstgeschichte und
zum Studium der Musik die Musikgeschichte. Ebenso wichtig ist die historische
Entwicklung der Mathematik, beschrankt sich in den Schul- und Lehrbiichern
bisher jedoch nur auf Namen und Lebensdaten einiger herausragender Mathe-
matiker. Thr sollte ein hoherer Stellenwert eingeriumt werden, denn in vielen
anderen Disziplinen, die seit dem Altertum bekannt sind oder die sich spater
entwickelten, mufiten die Gesetze und Erkenntnisse neu iiberdacht werden; die-
Jjenigen der Mathematik jedoch haben groBtenteils jhre Giiltigkeit behalten.
Zwar wurde in der Ausdrucks- und Schreibweise im Laufe der Jahrtausende
einiges formalisiert und verindert, aber der Inhalt st im wesentlichen erhalten
geblieben. So hat ARCHIMEDES (284-212 v.Chr.) durch seine Exhaustions-
metbode gezeigt, daB die Kugeloberfliche mit dem Radius r gleich 4772 ist.
Dafiir brauchte er mehrere Hilfssitze, um den eigentlichen Satz zu beweisen.
Heute beweisen wir eben diesen Satz, der noch immer gilt, mit Hilfe nur ei-
ner Integration. Ebenso unterschied man bis zum 16. Jh. verschiedene Formen
der Gleichungen 2. und 3. Grades, je nach den Vorzeichen der Koeffizienten,
wihrend heute je nur eine allgemeine Lésungsformel gelehrt wird. Der Gedanke
der Proportionenlehre von EUDOXOS (um 368 v.Chr.) wurde iiber 2000 Jahre
spéter von dem Braunschweiger Mathematiker RICHARD DEDEKIND (1831-
1916) wieder aufgenommen und weiterentwickelt, um das reelle Zahlensystem
aufzubauen.

Die Entwicklung der Mathematik von der primitiven bis zur heutigen Form
ist durch die Einfliisse verschiedener kuitureller Faktoren entstanden, weshalb
sie nicht isoliert und ohne ihre Beziehungen dazu betrachtet werden kann. Sie
stellt also einen Teil der Kulturgeschichte dar. Die geschichtlichen Hinweise
sollen aber nicht allein eine oberflichliche Betrachtung der Leistungen grofer
Gelehrter betreffen, sondern auch die Eigenheiten des betreffenden Rahmens
dieser Leistungen einbeziehen. In diesem Zusammenhang ist das nachfolgende
Zitat sehr aufschluBreich?:

»Ich glaube, das ist far die Anfinge mathematischen Denkens
offenkundig. Wenn HERODOT behauptet, die dgypter hatten die
Geometrie erfunden, da die jahrlichen ﬁberschwemmungen des Nils
sie gezwungen hdlten, stets von neuem ihre Felder zu vermessen
und abzustecken, so mag dies historisch nur bedingt zutreffen, zeigt
aber die Richtung an. Astronomische Kalkulationen, kaufmannische
Rechnungen, Buchfihrungsaufgaben fir den Nahrungsmittel- und
Materialbedarf der Héfe und der grofen antiken Stadtstaaten ste-
hen am Anfang mathematischen Denkens, - hierzu mdgen rituelle
Vorschriften treten iber die Gestaltung von Altdren und Tempeln

!Seite 118 aus: Scriba, Christoph J.; Die Rolle der Mathematik in der Auswirkung von
Schillern und Lehrern, Jahresbericht d. Dt. Math.-Vereins 85 (1983), 113-128
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oder die ginstigsten Zeiten far Opfergaben und ebenso das spieleri-
sche Interesse an symmetrisch gestalteten Figuren und Ornamenten.
Mit fortschreitender Entwicklung verselbststandigt sich mathemati-
sches Denken mehr und mehr, so daf es nicht so offensichtlich wie
in der Frihphase méglich zu sein scheint, kulturelle Beziige nachzu-
weisen.“

Darin liegt auch ein wichtiger Grund fiir die Rechtfertigung des Studiums der
Mathematikgeschichte. Zwei weitere Griinde sollen zeigen?, warum jeder ernst-
hafte Student der Mathematik auch die Geschichte der Mathematik kennen

sollte: ~

o Mathematikgeschichte lehrt uns, dafl viele Teilgebiete, die einst auBeror-
dentlich groBes Interesse und Begeisterung geweckt haben und auf denen
die besten Mathematiker forschten, heute unbeachtet bleiben. So betonte
ARTHUR CAYLEY (1821-1895), daB die projektive Geometrie alle Geo-
metrie sei. Heute ist bekannt, daf diese Behauptung falsch ist, weil sie
z.B. die der Relativitatstheorie zugrunde liegende Riemannsche Geome-
trie und einen wichtigen Teil der Geometrie, nimlich die Topologie, nicht
beinhaltet. Dies fithrt zu Fragen, die uns die Mathematikgeschichte be-
antworten kann: Welche mathematischen Themen tiberleben und welche
Ideen waren fiir die Weiterentwicklung der Mathematik wichtiger — und
warum trifft Geschichte ihre logischen Bewertungen?

Im iblichen Mathematikunterricht (Vorlesungen) werden die mathema-
tischen Theorien meist in der fertigen Form dargestellt. Deshalb kénnen
dort in der Regel die Bemiihungen der Mathematiker in deren schépfe-
rischen Prozessen nicht aufgezeigt werden. Derartige Vorlesungen zeigen
auch nicht die Frustration der Gelehrten und den langen schweren Weg,
den sie erleben muBten, um eine Idee zu verwirklichen oder eine Struk-
tur zu konstrujeren. Wer auch von den Umwegen, Irrwegen, Ergebnissen
sowie den Einschrinkungen oder der Erweiterung von Behauptungen im
Laufe der Zeit eine Ahnung hat, wird selber besser fiir die Schwierigkeiten
der Forschung vorbereitet sein.

Die Mathematikgeschichte zeigt auf, wie die mathematischen Strukturen und
Theorien stiickweise geformt wurden und wie die verschiedenen ,Stiicke® aus
den verschiedensten Richtungen kommend uns zu der heute vorhandenen Viel-
falt gebracht haben. Durch sie erfahren wir auch, daB Mathematiker oft Jahr-
zehnte und sogar Jahrhunderte brauchten, um eine Theorie oder ein Ergebnis in
endgiiltiger Form zu erhalten. Sie gibt uns, wie schon angedeutet, einen Einblick
dariiber, wie die grofien Mathematiker stolperten und in Dunkelheit tasteten,
um etwas zu entdecken und manchmal auch durch Zufall zu gewissen Proble-
men stieBen. Diese Tatsache, die der Anfinger aus der Mathematikgeschichte

2Preface aus: Kline, Morris; Mathematjcal Thought from Ancient to Modern Times, New
York, Oxford University Press, 1972
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lernt, enthélt ein wichtiges pidagogisches Element, denn es soll ihn ermutigen,
seine Probleme hartnéickig zu verfolgen und sich nicht durch MiBerfolge entmu-
tigen zu lassen; ihm wird dadurch geholfen, einen griferen Weitblick iiber seine
Probleme zu gewinnen sowie seine Motivationsfshigkeit zu erhalten.

Hierzu ein Beispiel aus der neueren Geschichte: GOTTLOB FREGE (1848~
1925) veréffentlichte in den Jahren 1893-1903 Band I und Band II seines Buches
»Grundgesetze der Arithmetik® in Jena. Wihrend Band II bereits in Druck war,
hat BERTRAND RUSSELL (1872-1970) einen Widerspruch in dem System von
FREGE gefunden (im Juni 1902). FREGE schrieb daher folgendes Nachwort
fiir Band II:

»Einem wissenschaftlichen Schriftsteller kann kaum etwas Uner-
winschbareres begegnen, als daf ihm nach Vollendung einer Arbeit
eine der Grundlagen seines Baues erschittert wird. In, diese Lage
wurde ich durch einen Brief des Herrn Bertrand Russell versetzt,
als der Druck di Bandes sich sei Ende néherte. Es handelt
sich um mein Grundgesetz (V). Ich habe mir nie verhehlt, daff es
nicht so einleuchtend ist, wie die anderen, und wie es eigentlich von
einem logischen Gesetz verlangt werden muf. Und so habe ich denn
auch im Vorwort zum ersten Band S. VII auf diese Schwiche hinge-
wiesen. Ich hatte gerne auf diese Grundlage verzichtet, wenn ich ir-
gendeinen Ersatz dafir gekannt hatte. Und noch jetzt sehe ich nicht
ein, wie die Arithmetik wissenschaftlich begriindet werden kénne,
wie die Zahlen als logische Gegenstande gefafit und in die Betrach-
tung eingefihri werden kénnen, wenn es nicht — bedingungsweise
wenigstens — erlaubt ist, von einem Begriffe zu seinem Umfang
dberzugehen. (...) Solatium miseris, socios habuisse malorum. Die-
ser Trost, wenn es einer ist, steht auch mir zur Seite.“

Es ist interessant, den Briefwechsel von FREGE und RUSSELL in diesem Zu-

sammenhang zu betrachten:
RUSSELL an FREGE®:

Friday’s Hill, Hasleinere, 16 June 1902
Dear colleague, N

For a year and a half I have been acquainted with your Grundge-
setze der Arithmetik, but it is only now that I have been able to find
the time for the thorough study I intended to make of your work. 1
find myself in complete agreement with you in all essentials, parti-
cularly when you reject any psychological element in logic and when
you place a high value upon an ideography [Begriffsschrift] for the
Joundations of mathematics and of formal logic, which, incidentally,
can hardly be distinguished. With regard to many particular questi-
ons, I find in your work discussions, distinctions, and definitions

ISeite 29 aus: Flegg,Graham; Fundamentals (Unit 16), Open University press 1987
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that one seeks in vain in the works of other logicians, Especially so
far as function is concerned (89 of your Begriffsschrift ), I have be-
en led on my own to views that are the same even in the details. (...)

Likewise there is no class (as a totality) of those classes which,
each taken as a totality, do not belong to themselves. From this I
conclude that under certain circumstances a definable collection does
not form a totality. {...)

Very respectfully yours,
BERTRAND RUSSELL

FREGE an RUSSELL*

Jena, 22 June 1902
Dear colleague,

(---) Your discovery of the contradiction caused nie the greatest
surprise and, I would almost say, consternation, since it has shaken
the basis on which I intended to build arithmetic. It seems, then,
that transforming the generalization of alt equality into an equality
of courses-of-values (§9 of my Grundgesetze) is not al ys permit-
ted, that my Rule V (820, p 36) is false, and that my ezplanations in
§31 are not sufficient to ensure that my combinations of signs have
a meaning in all Cases. I must reflect further on the matter. It is
all the more serious since, with the loss of my Rule V, not only the
foundations of my arithmetic, but also the sole possible foundations
of arithmetic, seem to vanish. Yet, I should think, it must be possi-
ble to set up conditions for the transformation of the generalization
of an equality into an equality of courses-of-values such that the es-
sentials of my proofs remain intact. In any case your discovery is
very remarkable and will perhaps result in a great advance in logic,
unwelcome as it may seem at the first glance. (...)

Very respectfully yours,

G. FREGE

Obwohl diese Forschung scheinbar keinen definitiven Erfolg Katte, eréffnete sie
neue Wege fiir die weitere Untersuchung in mathematischer Logik, und dies ist
langfristig als ein Fortschritt anzusehen.

*Seite 30 aus: ebenda
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Nun werden einige konkrete Beispiele angefithrt, um allgemeine Folgerungen
ziehen zu kénnen. ALBERT EINSTEIN schreibt®:

»its evident that the formulation of the general theory of rela-
tivity requires a generalization of the theory of invariants and the
theory of tensors; ... The generalized calculus of tensors was develo-
ped by mathematicians long before the theory of relativity. Riemann
first eztended Gausss train of thought to continua of any number of
dimensions; (...) then followed the development of the theory (...),“

Also ohne die mathematischen Kenntnisse, die vor EINSTEIN bereits existier-
ten, hitte er die Relativititstheorie nicht in dieser wissenschaftlichen Form
formulieren kénnen. Diese Kenntnisse waren u.a. die Tensorrechnung und die
Riemannsche Geometrie.

BERTRAND RUSSELL sagt, daff das mathematische Wissen wie ein Vorrats-
speicher ist, aus dem wir im Notfall schopfen kénnen. Ein klassisches Beispiel

-ist die Anwendung der Theorie der Kegelschnitte in der Astronomie, und ein

modernes Beispiel ist also die Relativititstheorie.

Jede Forschung in der Mathematik ist in einem gewissen Sinne erfolgreich, d.h.
sie hat einen direkten oder indirekten Einfluf auf die Entwicklung der Mathe-
matik und deshalb (durch Anwendung) auch auf die Entwicklung der Industrie
und der reinen Wissenschaft.

Zusammengefafit:

Forschung in Mathematik und ihrer Geschichte ist niitzlich fir die
Weiterentwicklung der Mathematik selbst und fiir Industrie und Tech-
nik.

Nun ist die Zeitspanne zwischen der Jeweiligen Forschung und deren Anwendung
nicht voraussehbar:

Im Falle der Relativititstheorie betrégt diese Spanne ungefihr 60 Jahre, im Fal-
le der Kegelschnitte dagegen betréigt sie 18 Jahrhunderte! Genauer gesagt: Der
Habilitationsvortrag von RIEMANN »Uber die Hypothesen, welche der Geome-
trie zu Grunde liegen* erfolgte im Jahre 1854. Also hat RIEMANN im diesem
Jahr seine Ideen iiber die jetzt s0g. ,Riemannsche Geometrie*® mathematisch
erklirt?.

5Seite 64 aus: Einstein, Albert; The Meaning of Relativity; Princeton University Press,
Princeton 19565 ’

Natiirlich entstand die Riemannsche Geometrie nicht mit einem Schlag. Sie war das Er-
gebnis einer langen Forschung auf dem Gebiet der Geometrie und ist seit Euklid (ca. 340-270
v.Chr.) belegbar. Der Leitfaden dieser Entwicklung wie auch derjenige, der zur Geometrie von
Naikolai lwanowitsch Lobatschewski und Johann Bolyai fiihrte, bildete die Versuche vieler Ma-
thematiker, einen Beweis fiir das finfte Postulat (Parallelenpostulat ) Euldids zu finden. Zwar
gelang ihnen nicht der direkte Bezug dazu, sie stiefien Jjedoch auf die ,nichteuklidischen Geo-
metrien”. Dies zeigt, daB die Relativititstheorie mit fast der ganzen Geschichte der Geometrie
eng verbunden ist.

7S 272 aus: Riemann, Bernhard; Collected works of Bernhard Riemann, edited by Heinrich
Weber; Dover publications, New York, 19532
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Im Jahre 1892 versffentlichte GREGORIO RICCI CURBASTRA die erste sy-
stematische Behandlung der Tensorrechnung. 1901 verdffentlichten er und sein
Schiiler TULLIO LEVE-CIVITA eine Abhandlung iiber die Tensorrechnung so-
wie eine genauere Erklirung der Rechnung und 1916 hat EINSTEIN seine all-
gemeine Relativititstheorie veroffentlicht. Also liegt hier die Zeitspanne von
1854 bis 1916 mit der Folge RIEMANN, RICCI, LEVI-CIVITA, EINSTEIN
zwischen der Entstehung einer mathematischen These und jhrer Anwendung in
der Physik.

MENAICHMOS (um 350 v.Chr.) entdeckte die Kegelschnitte. KEPLER ver-
dffentlichte seine astronomische Theorie in den Jahren 1609 und 1619 und be-
nutzte Eigenschaften der Ellipse. Hier ist die Zeitspanne von 350 v.Chr. bis 1609
vergangen. Bereits vor KEPLER wird diese Theorie bei Spiegeln, Sonnenuhren
und geometrischen Konstruktionen (in Griechenland und in den islamischen
Lindern) zwar benutzt, aber der Gebrauch der Kegelschnitte durch KEPLER
in der Astronomie war die wichtigste Anwendung,

Die angefiihrten Beispiele zur Astronomie und Physik lassen folgende Aussage
zZu:

Um eine fruchtbare Anwendung der Mathematik in Technik und In-
dustrie zu erhalten, ist es manchmal notwendig; Probleme der reinen
Mathematik und Logik zu 16sen und in diesen Gebieten Forschung
zu betreiben.

I"Tbetzeugende Beispiele zu dieser Behauptung lassen sich aus der gesamten
Entwicklung der Mathematik heranziehen.

Als exemplarisches Beispiel fiir die Anwendurg der Mathematik u.a. in der In-
formatik, Nachrichtentechnik und Elektronik dient die Algebra der Logik. Den
ersten Ansatz dazu lieferte bereits ARISTOTELES (384-322 v.Chr.) im Orga-
non. Darin liegen die Wurzeln zum logischen Formalismus und die Einfiihrung
des noch heute iiblichen Aussagekalkils, Er besagt u.a., daB jeder nAussage”
und jeder zulissigen Verkniipfung solcher Aussagen genau einer von zwei Wahr-
heitswerten zugeordnet wird: falsch oder richtig, es gibt keine dritte Maglichkeit
(tertium non datur).

Bis ins 19.Jh. war diese Aristotelische Logik die alleinige Grundlage der Mathe-

atik. Der Englinder GEORGE BOOLE (1815-1864) legte sie erstmals ma-
thematisch dar und schuf das erste System der Algebra der Logik®. Es ist der
Ausgangspunkt fiir die gesamte Entwicklung der mathematischen Logik und
wurde nach ihm die ,Boolesche Algebra® genannt. BOOLE lieferte die Grund-
lagen; Mathematiker wie ERNST SCHRODER (1841-1902) setzten die Unter-
suchungen von BOOLE fort. CLAUDE SHANNON (8eb.1916) forschte im Jah-
re 1931 iiber die Gleichwertigkeit von Aussagenlogik und Kontaktschaltungen®.
Im gleichen Zeitraum untersuchte ALAN MATHISON TURING (1912-1954)
die sogenannte Turingmaschine im Zusammenhang mit den Begriffen seines

8Seite 117 aus: Fischer, Gerd; Hirzebruch, Friedrich; Scharlan, Winfried; Téring, Willi;
Ein Jahrhundert Mathematik 1890-1990 Festschrift zum Jubilium der DMV. Vieweg Verlag
Braunschweig, 1991

®Seite 124 aus: ebenda

——
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Algorithmus. Dadurch waren die theoretischen Grundlagen fiir den Bau von
logischen Rechenwerken gelegt, von Netzwerken und ahnlichem. Die Boolesche
Algebra findet Anwendung in der elektronischen Schaltungstechnik, denn kom-
plizierte Schaltnetze kann man abstrakt mit Hilfe der , Wahrheitsfunktionen
(auf der Basis logischer Operationen) mit den Werten wahr (1) und falsch (0)
darstellen. Die Schalttechnik ist also ein wichtiges Anwendungsgebiet, durch die
der Computer seine logische Grundlage erhielt, wodurch er als elektronisches
Gerit erst erméglicht wurde.

Die Algebra nach BOOLE ist eine zweiwertige Logik mit Beziehungen zum
Bindrsystem. Das wiederum wird in der N achrichtentechnik zur Kodierung und
Dekodierung von Informationen eingesetzt.

Die Mathematik hat ihren Platz nicht nur, wie historisch belegt, in den Na-
turwissenschaften, sie wird in neuverer Zeit auch in den Geistes- und Sozialwis-
senschaften verstirkt angewendet. Durch mathematische Berechnungen werden
beispielsweise Ausbildung und andere gesellschaftliche Lebensprozesse leichter
erfafibar und steuerbar. Besonders die Sprachwissenschaft (Linguistik) rdumt
der Mathematik einen weiten Wirkungsbereich ein. So erkannte man die Spra-
che als ein System von Zeichen, deren syntaktische Strukturen auf mathemati-
sche Satzfunktionen reduziert werden kénnen. Diese Formalisierung erméglicht
den nahtlosen ﬁberga.ng von umgangssprachlichen Informationen in das binire
»oprach®-System des Computers, wodurch die Rationalisierung von Produk-
tions — und Entscheidungsprozessen ohne Zwischenschaltung von »Computer-
sprachen“ erfolgen kann.

_Aus diesen Ausfithrungen 18t sich folgende weitere Aussage aufstellen:

Die Mathematik wird zu einem unentbehrlichen Hauptwerkzeug nicht
nur der exakten Wissenschafien.

Diese kurze Darstellung soll dem Leser bewuft machen, daB die Mathematik,
die in alle Disziplinen der Wissenschaft und das tagliche Leben eingedrungen
ist, eine lange, interessante Entwicklung aufzuweisen hat. Die Kenntnis ihrer
Wurzeln und ihr weiterer Fortgang kénnen ein groBeres Verstindnis und sogar
ein unterhaltsames Interesse in demjenigen wecken, der bereit ist, sich mit ihr
auseinanderzusetzen.

Dr. Alireza Djafari Naini *
Universitit Hildesheim
Zentrum fiir Fernstudium und Weiterbildung
Marienburger Platz 22
D-31141 Hildesheim
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A mathematical aspect of the 16 ¢th century

cartography in the work of Gerhardus Mercator

by Jasna Fempl-Madjarevic

The origin and development of the differential and integral
calculus isg closely linked with the 17°%° century, and to
the present days the infinitesimal method cannot bypass the
names of Leibnitz and Newton as progenitors of a npew idea
in forming judgements, ag well as in “applicability"' of
mathematics, in general. Particularly the role of the
differential and integral calculus has been crucial for the
development of physics, which ig said to have the “soul” of
mathematics! 71f one follows further the development of
mathematicsg, then the 18°%" century was the century of the
French in mathematics; the 19 century was known>as the
century of “"German mathematics”, while the current century
has definitely introduced the Scientists of the “new world~
to the world scene of events in mathematics and science in
general. In other words, it was generally the economic
power of certain countries that has had a substantial
impact on their “scientific Supremacy” . This means that
sScientists, mathematiciansg in particular, of the economic
bowers in specific periods used to have a “world pPower” in
the scientifie thought of the time. It is interesting that
the region of the Netherlands did not fit into this cliché.
Namely, it jisg almost impossible to speak of Belgian and
Dutch mathematicians (about 16 or so of tﬂem) and some
kind of their leading or "visible” role at the time when
this region was economically flourishing. However, the
field where they were dominant during the 16" century, in

particular, wag CARTOGRAPHY, and we can freely say that the
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merits of their mathematician and cartographer Mercator was
80 important that it is felt even today. Thie happened
especially with the start of a "massive” printing of maps
which has pregisely contributed to the linking of science
and mathematics world-wide.

But, 1let’s explain why cartography is closely linked
with mathematics and who deserves most credit for that.
What has it to do with infinitesimal calculus and, finally,
who Mercator ig? Why has the author of this paper decided
to write for the Symposium dedicated to History of
Mathematics about the famous 16 century cartographer. Let
us first give some biographical data of this famous name of
the world of cartography and his 1links with mathematics,
and a number of fundamental concepts of cartography in the
absence of which it would be hard to follow up the
closeness of geography and mathematics.

The ﬁerm map understands a graphic presentation drawn
to scale on usually a flat surface of geographical,
geological or geopolitical features of the Earth or of any
other celestial body. The area dealing with manufacturing
of maps and charts generally is called cartography. This
means that cartography is both an art and science.
Cartography as a science had its origin in the 16 century
when it reached its peak in the works of Gerard Kremer,
known as Mercator, and Ortelius. The merits of Mercator lie
precisely in the fact that he understood the "mathematical
principles of mapmaking”, as well as the imperfection and
value of different projections. Most of his charts
represented a “phenomenon of a completely new order”, he
felt the importance of the “"new method” which had not still
been mathematically clearly formed in cartography or
“disclosed” in mathematics at the time (the 16" century) .

The credit goes to Mercator because he was the first to
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elaborate the “mathematical bases of cartography” thus
placing cartography to the then highesgt possible scientific
level, or he was the first to pave the way for those who
later had at their disposal the "mathematical apparatuses
and mathematical models” (H. Bond, for example) .

Cylindrical projection understands treatment of the
Earth ag a cylinder where parallels are horizontal 1lines
and parallels aPpear as vertical lines.

Mercator’s biographical data: Gerardus Mercator
(original name: Gerard de Cremer) was born on the st of
March 1512 on Rupelmod, Flanders - currently in Belgium.
His family had moved to Flanders from Germany before he was
born. He wasg educated in Hertogenbosch (the Netherlands),
receiving training in Christian doctrine and Latin. As a
young schoolboy he showed an extraordinary talent and
interest in mathematics, geometry in Particular, .which was
for thig type of achool rather rare at that time and in
that region. In 1530, he entered the University of Louvain
(Belgium) to study the humanities ang philosophy and
graduated with a master’s degree in 1532.

At that time religious doubts assailed him for he
could not reconcile the biblical account of the origin of
the universe with that of Aristotle. After two years of
study which led him to Antwerp and Michelen, he emerged
from his personal erisis, fortified in his faith, however,
with 1less enthusiasm for philosophical speculation, angd
more zeal for “natural sciences”, mathematics and, in
Particular, geography, whose fresh taste he acquired after
the return to Louvain.

At that time, the leading Low Countries theoretical
mathematician was Gemma Frisius, also a physicist and
astronomer. Under his guidance, Mercator mastered the

eéssentials of mathematics, geography and astronomy. Frisius
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and Mercator also uged to vigit frequently the workshop of
Gaspar a Myrica, an engraver and goldsmith. The combined
work of these three men Soon made Louvain an important
centre for ?he construction of globes maps and astronomical
instruments. In 1534, Mercator married Barbara Schellekens,

by whom he had 6 children.

By the time he was 24, Mercator was a superb engraver,
an outstanding calligrapher and a highly skilled scientific
instrument maker. In 1535-35 he co-operated with Myrica and
Frisius in constructing a terrestrial globe, and in 1537
its celestial counterpart.. By a graceful and free italic
lettering of the globe, Mercator changed the face of 16"
century maps (the number was to be introduced as a
characteristic on the 16" century maps, although not
massively, precisely thanks to Mercator). Also, during this
peribd, Mercator began to build his reputation of the
foremost geographer of the century with a series of
cartographic works, a geographer who wag a good
"connoisseur” of mathematics, thus paving the way for a
scientific mapmaking: in 1537 the map of Palestine, in 1538
- a2 map of the world on a double heart-shaped projection,
and around 1540 - ga map of Flanders. In the same year he
also published a concise manual on italic lettering, the
Literarum Latinarum quas Italicas * cursoriasque vocant

scribende ratio, for which he engraved wood blocks himself.

In 1544, on a charge of heresy, he was arrested and
imprisoned (he was released only after seven months). His
inclination to Protestantism and frequent absences from
Louvain to gather information for hig maps, had aroused
suspicions, as in the case of 42 other citizens on the same

charge, with the then authorities, the Inquisition. After
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his release from prison he resumed his former way of life.
He obtained a privilege to print and publish books, and was

free to continue his scientific studies.

In 1552, Mercator moved permanently to Duisburg in the
Duchy of Cleve (Germany) where he stayed until his death in
1594. Once in Duisburg, he became a well-known figure. He
assisted the nge in establishing a grammar school by
helping to design its curriculum, and between 1559 and 1562
he taught mathematics in the grammar school. During these
busy years he also undertook genealogical research for Duke
Wilhelm, drew uUp a Concordance of the Gospels, and composed
a detailed commentary on the first part of the Letter of
Paul to the Romans. Public recognition of his
accomplishments came in 1564 (in 1564 he completed a map of
Lorraine which is now lost) when he was appointed as court
“cosmographer” to Duke Wilhelm of Cleve. During these
years he perfected his Projection, which enabled mariners
to steer a course over long distances by plotting straight
lines without continual adjustment of compass readings.
This technique immortalised his name in the *®Mercator

projection®” which he used on his map of the world in

1569. Also, Mercator was the first to introduce the word
ATLAS which is uged still today to denote a collection of

maps .

Mercator’s idea was to execute a Beries of
publications intended to describe the creation of the world
and its subsequent history (unfortunately, his “atlas” was

never fully realised).

The most important Mercator’s work, the Mercator

projection was a kind of map projection introduced in 1569
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by Mercator himself, which is déscribed as a “cylindrical
projection” which has to be derived mathematically.
Mercator did not manage to do it, it was later done by the
English mathematician E. Wright (1560-1615) who gave an
approximate ' formula (in the form of an infinite sum of
calculation of the increasing distances between the
parallels. Mercator’s intention was to create such a map
for the needs of navigation, where different wind
directions could be represented by simple lines, and which
would also make among them the same angles as those made by

corresponding directions on the map .

Mercator’s greatest merit was that he managed to free
the cartography from Ptolemy’s influence who had obstructed
its development (introduction of a new mode of copying,
methodical wutilisation of cartographic and geographic
terms, as well as a eritical approach and publication of 27
maps originally prepared by the Greek geographer Ptolemy)
with adequate correction and commentary in 1578 - under the
title Tabulae Geographicae C. Ptolemei ad mentem autoris
regtitutae et emendatae. During his lifetime, Mercator did
not manage to publissh all his maps (of Italy, “Sclavonia” -
now the Balkan countries), and Greece, the British Isles,
as the last part of the Atlas from 15839. After his death,
his son engaged in publishing in 1595 an edition with the
previous sections. Another printing followed in 1602, and
further maps were added in a later édition in 1606, usually
called the “"Mercator-Hondius Atlas”.

Mercator died on 2 December 1594 in Duisburg.

It now remains to us to wonder whether Mercator would
have been the first true progenitor and reformer of

cartography until the 16°%" century, which primarily thanks
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UBRER DIE GESCHICHTE DER MATHEMATISCHEN MUSIKTHEORIE
IT TEIL: UBER DIE MATHEMATISCHE TRITONUSTHEORIE
Miles éanak,Bbograd

I

Der bekannte jugoslawische Kompenist und Musiktheoretiker D.

Despié hat die Mendgraphie "Tonalitdtstheorie"/siehe [1]/ geschrie~
ben,we alle relevante Aspekte dieser Theerie mit verschiedener Bei-
spiele aus der Musikpraxis verarbeitet werden.Schen am Anfang be=
trachtet er das Tenalititsphinemen als Gegensatz von Statik und Ki-
netik und beschliesst dabei,dass die kinetischen Fakteren eine grés-
sere Helle spielen,denn der Musiklauf ohne Kinetik unﬁewegiich
bleibt.Ein der wichtigsten selchen Fakteren ist die Erscheinung ven

Tritenus stellt das musikalische Intervall von 6 Halbtdne o-

der 3 Ganztone dar,und ldsst -sich als Ubermédssige Quarte eder ver-
minderte Quinte interpretieren.Man sell ihn als einen spezifischen
Konflikt zwischen zwei gegensdtzlichen kinetischen Elementen in der
Tonalitdt,dominanten und subdominanten,betrachten.

Man kann 6 klangverschiedene Tritonen unterscheiden:

1. Deminanter Tritenus/D-Tritenus/ - /f-h/
2. Subdominanter Tritonus/s-Tritenus/ - /d-as/

3. Mixolydischer Tritonus/M-Tritenus/ - /e-B/

4. Lydischer Tritenus/L-Tritonus/ - /c-fis/

5. Dorischer Tritonus/d-Tritenus/ - /és-a/

6. Phrygischer Tritonus/f-Tritonus/ - /des-g/

Der bekannte sevjetische Musiktheoretiker A,Ogolevec/siehe [2]/
hat die ganze Tenalmaterie nach obigem/dominantem/ und unterem/sub-
deminantem/ Bestreben im Bezug auf den Tenaléern/T—D/ Tonika-Demi-
nante,sertiert,Auf Grund dieser Idee konstruierte und verarbeitete
D.Despié [1]'das sgn. kinetische Koordinatensystem,wessen Horison-
talachse die subdominante oder S-Aéhse ist,wdhrend-die Vertikal-
achse die dominante oder D-Achse darstellt/Bild 1/.Auf D=Achse

stellen wir in den gleichen Abschnitten die Tone im Quintenzirkel

nach oben im Bezug auf c/alse g,4,a,e,h,fis/ wihrend auf S-Achse

die Tone im Quintenzirkel nach unten/c,f,b,es,as,des/ liegen.
Der wichtige Teil des Koordinatensystems ist auch die Symme~

trie-Linie des ersten Quadrantes,die die Tonalachse darstellt, Wei-
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terhin konstruiert man ein Gitter
mit den Punkten,die durch ganz-
zahlige Koordinaten dargestellt
werden.Diese Koordinaten werden
kinetische Koordinaten genannt,In

ter Klidnge,die einem Enttlassung stre-

solchem Koordinatensystem kann man ? dom; &
alle 6 Tritonen als Vektoren, ‘-“‘:::l°
wessen Anfang mit dem Koordinaten- fis L ::,o
ursprung zusammenfillt und die h D N\\
Keordinaten des Endpunktes sind die = /' I &<ﬁu
Téne der entsprechenden Tritenen, i [;/7 i %
konstruieren.Jeder Tritonus besitzt TV 2 éi
hier die musikalische Bedeutung eines 4 // b E
dissenanten Zusammenhanges dispara- //;/;//i;//’ P\ =
o E:q b
2 f

ben.Kinetische Koordinaten dieser
g =y
Vektoren sind: £ =(6,1), §=(5,2), :
—
=3, ¥=(3,8, D= (2,5,
L=(1,6) .
Tm weiteren soll man die Lage

Bild 1

und Wirkung diejeniger Tritonusvektoren,die die enharmenischen Aqui-
valenten fiir die vorerwidhnten da%gggffggygfe erscheinen durch Fort-
setzung des hromatischen Systems,zuerst in der Tonalitit der Klassi-
ker mit 15 Tone und 3 Enharmenismen und weiterhin im Stile der
Spédtromantik mit 18 Tone und 6 Enharmenismen/Bild 2/.

Diese neue Tritonen gehen die Grenzen des Tonalgebietes nach
oben und nach unten iiber,und die neuen Gebieten werden supratenale
und infratenale genannt,Die Nahmen dieser neuen Tritenen sind wie
folgt:

1, Supraphrygischer Tritonus/Sf/ ~/cis-g ~ des-g/

2. Suprasubdominanter Tritenus/Ss - /d-gis ~ d-as/

3+ Supraderischer Tritonus/Sd/ - /dis-a ~ es—-a/

4, Infralydischer Tritonus/IL/ - /c-ges ~ c~fig/

5. Infradominanter Tritenus/ID/ - /f-ces ~ f-h/ -
6. Inframixelydischer Tritonus/IM/ -~ /fes-B ~ e-b/ .

Wenn wir die 6 neuen Tritonen mit den vorigen in ein einheit-
liches Bild vereinigen,so erhalten wir einen vellkommenen Uberblick
der tritonalen Erscheinungen und Wirkungen im Rahme der erweiterten
sﬁﬁtromantischen Tonalitdt/Bild 3/.
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nussatz bewiesen,
Satz: Die Menge Jit der
tritonischen Vekteren

i

ldsst sich mittiels einer

isomerphen Abbildung im

die Tonmenge Q des Quin-
tenzirkels abbilden.Diese
Abbildung realisiert sich
durch Kempesitien der ABnbil-

Bilad 3

dungen fl,fz,fj,fq,fs/Bild.4/.Dadurch lassen sich die Elemente ¢
Menge L bis zu den Elementen der Menge U von den verminderten
Dreikl&ngen ergiénzen.
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Noch die alten Pythagorier haben eine Tonleiter auf Grund der
Proportionen ausgebildet.Aber eine ganz andere Stimmung erhdlt sich
durch die Oktavteilung mit Hilfe der Mittel.Denn Archytas schreibt:
"Es gibt drei Mittel in der Musik:einmal das arithmetische,zweitens
das geometrische und drittens das umgekehrte das sogenannte harmo-
nische" ,Fir zwei Zahlen a und b ergeben sich die drei Mittel

wie folgt:
A(a,b)= (a+1b)/2 eder a-A = A-b
G(a,b) = Ya-b eder a:& = G:b

H(a,b) = 2ab/(a+b) oder (a-H) /a = (H~B) / B

und fir a=1 ,b=2

99

Prim — 1, Okfave —» 2 , Quinte = 4{1,2)=3/2 , Quarte=E(1,2)=4/3,

Aber was liegt zwischen Quarte und Quinte ! Zur Prepertien
2:1 gibt es im Bereich der rationalen Zahlen kein geometrisches
Mittel,dies entspricht der Pythagoreern bekanntem Inkommensurabili-
tdt von Seite und Diagonale des Quadrats.Da die irrationale Zahl Je-
doch keine Zahl im pythagoreischen Sinne ist,so sind sie dabei be-
reits auf das "Tritonusmysterium" gestossen.Dieses Problem kinnten
sie dann natiirlick nicht lésen.Erst wiel Jahrhunderten sfiter wur-
de das gleichtemperierte Tonsystem eingefilhrt,Innerhalb einer Ok-
tave sind zwtlf Tonschritte eingebaut,so dass der Quotient der
Schwingungszahlen zweier benachbarter,sonst beliebig wahlbarer To-
ne q = l%fE ist.So erhdlt man die folgende Zahlenfolge

c des d es e b id fis g as. a b h ¢’

1 ¥ B e B OE W OB RS Bl

Hier sehen wir,dass in dieser Reihe ein Legarithmensystem mit

der Basis L

2 vor uns steht,die Logarithmen sind die Expenenten
0,1,2,3,4 ... 12.Das Schreiten wen Ton zu Ton entspricht alse den
Logarithmen,Das fortschreitende Musizieren,das Aneinandererreihen
der Tone,das musikalische Tunm hat in den Logarithmen sein arithme-
tisches Gegenbild.Die Aufstellung einer Legarithmentafel,das sukzes-
sive Erreichen der Legarithmen ist. gleichbedeutend mit der gleich-
méssigen Temperierung eines musikalischen Instrumentes.In der er-
sten HElfte des siebzehnten Jahrhunderts wurden die Logarithmen er-
funden und die ersten Tafeln hergestellt und in der zweiten HE]fte
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desselben Jahrhunderts fiihrte der Halberstddter Orgelbauer Andreas
Werkmeister die moderne Stimmung ein,Johann Sebastian Bach war der
erste,der daraus als Komponist mit seinem "wohltemperierten Klavier"
die Konsequenzen zog.Seine Instrumente Klavichord und Spinett waren
in entsprechender Weige gestimmt.Ferner schrieb er die berihmten
achtundvierzig Priludien und Fugen fiir das Wohltemperierte Klavier,
Damit suchte er zu beweisen,dass auf denm gleichschwebend temperier-
ten Instrument alle Tonarten technisch spielbar sind,ohne dass da-
hei ungewollte Dissenanzen in Akkorden und Verfédlschungen in der
Melodie auftreten.In dieger Tenfolge stellt das mittlere glied,das
die geometrische Mitte des Grundtens und Oktave ist,gleichzeitig
einen Tritenus dar,un& diesem entspricht. der Zahlenwert 2 .
Leenhard Euler [4] war der erste,der eine Rangerdnung der In-
tervalle durch einen linearen algebraischen. Ausdruck definierte.
In seiner Eangierung,wie auch in den Rangierungen von Helmheltz 5]
Plomp-Levelt Bq,Bindel [7],Hindemith[b] und anderen ist Tritenus
immer an der letzten Stelle als das dissenanteste Intervall.Se ha-
bhen wir die folgende Illustration

Tritonus/seom.Mitte/ g
i N x n ¥zl = 3/2 2
Prim: Oktave A
Quarte Quinte
/harm Mitge/ /arith . Mitte

vollkommene Konsonanzen

In seiner erwihnten Monographie "Tonalititstheorie® hat D, Des-
pié [i] die Entwicklung der klassischen Tonalitit durch die Epochen
von Barock,Rokoke,Klassik,Remantik und Impressionismus bis Zum zwan-
zigsten Jahrhundert untersucht.In diesem Zeitverlauf verbreitete
sich der Tritonusficher mwmd erreichte die optimale Zahl von 12,
Diese Tritonen spielen eine dominierende Rolle in der Tonalitdtsthe-
orie,weil die Tenalbewegung in ihrer Abwesenheit lebloes ist.Anderer-
seits zeigt die mathematische Musiktheoria,dass sich der Sinn und
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die Bedeutung der Tritonen nicht durch die Betrachtung der einzel-
nen,sondern durch die g£leichmdssige zyklische Bewegung,vollkommene
Mitwirkung und harmenische Gesamtheit des Tritonusringes zeigen
ldsst,
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Mathematics & Theology

Philip J. Davis

Emeritus Professor of Applied Mathematics
Brown University, Providence, RI,USA.

Abstract

g;hough the.re ha.s. been' constant interplay over the millennia between mathematics and
o eOIOﬁy, this subject h::zs been largely avoided by writers since the secularization and the

1senchantment of the intellectyal world, a relatively recent event that can be located
say, in the late seventeenth century. Thus, to my knowledge though there is a plentif; l’
and rich supply of material, there is no single book that dea]; in depth with theiub 'ecttl
The res.ult has been a shamefu] program of intellectual cleansing that parallels the n-xla :
acts of iconoclastic destruction that has overtaken civilization at various times in histor?,

1?od is returning to center stage from the wings, and science, say some observers has
1 ecomj a m'uch more overtly religious enterprise. There is a whole industry of pbpu-
ar and semi-popular books on science that invoke theological terminology: The God

Particle of Leon I, d. ist: ; ’ . .
FETufls ot ederman, Nobelist; Frank Tipler’s The Physics of Immortahty, and

We :na’yL well look. forward to the re-marriage of science and theology, complementary
quests that were divorced at the dawn of modernity — The Times of India, Nov. 2 1998
y - k) M

In recent yea.r_s, particularly as theoretical physics has become almost indistinguisha,
ble from applied mathematics, the relationship has made a comeback in a va.rgiet ;
ways. In the chain that connects the two, new links have been forged while old li};ﬂ?
have been bro!{en. Thus, mathematical platonism, which appears to be the favoritS
(often unconscious) philosophy of professional mathematicians, is now acknowledged t:
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have a psychological underlay that is theistic, and so serves as a surrogate theism for
mathematicians who are theologen ohne Jehova (H.M. Enzensberger’s phrase).

In this lecture I shall first talk briefly about opinions held over the ages by a variety of
thinkers: Pythagoras, Plato, St. Augustine, Kepler, Leibnitz, Maupertuis. The opinions
of many, many other early writers could be cited.

It is not easy for us who are trained in late 20th Century mathematics, and whose minds
bave been industrialized (- H. M. E.) to enter into the frame of mind of ancient authors
and of the civilizations of which they were part; to think through how the particular
way in which they expressed themselves mathematically related to their total mental
framework. But such an exercise would be stimulating.

I'shall then concentrate on some opinions held in the last generation. These include the

opinions of Kurt Gédel, Ann Forest, John Polkinghorne, Sarah Voss, and neo-kabbalistic
types such as Aldous Huxley or Michael Drosnin. These authors display a wide variety

of interpretations.
What is the relation between mathematics and theology and the theme of this Sympo-

sion: Mathematics ~ Discovered or Created? Simply this: I find it is difficult to discuss
the one set of ideas and questions without the other set constantly insinuating itself

into my thoughts.

It is my hope that in talking about these opinions, I can reawaken more scholarly interest
in a topic that is both humanistic, interesting, and increasingly relevant. Perhaps it will
inspire others who have deeper historical and philosophical knowledge to present us
with a much wider and Penetrating view of the issues involved.

BIBLIOGRAPHY AND A FEW NOTES

Stephen J. Brams, Superior Beings, Springer Verlag, NY, 1983.

Giordano Bruno (1548 - 1600): Allowed multiple worlds; so do some quantum theorists
today. The Church cried heresy: this world is unique. The Crucifixion was a unique
event in cosmic history. Bruno was burned.

Emilie de Chastellet & Voltaire (1694 — 1778) thought that once God had set the
clockwork in motion, He paid no more attention to it. Newton, on the other hand,
earlier, thought that God made slight in flight corrections from time to time with the
mechanism. One might say he viewed God as a mathematical tinkerer.

Don Cupitt, After God: The Future of Religion, Basic Books, 1997. An attempt at an
anti-Platonic conceptualization of God.

Paul C.W. Davies, God and the New Physics, Simon and Schuster, NY, 1983.
Michael Drosnin, The Bible Code, Simon and Schuster, NY, 1997.

Freeman Dyson, Belief in God in an Age of Science. New York Review of Books, May
28, 1998, Reviews of Feynman’s and of Polkinghorne’s books.
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Richard Feynman, The Meaning of it All: Thoughts of a Citizen Scientist, Perseus
Press, 1998.

Amos Funkenstein, Theology and the Scientific Imagination, Princeton University Press,
1986.

Patrick Glynn, God: The Evidence. The reconciliation of Faith and Reason in a Posts-
ecular World. Prima, 1998,

Herbert Hovenkamp, Science and Religion in America, 1800-1860, Univ. Penna. Press,
1978.

Aldous Huxley, Point Counter Point, Doubleday, Doran, 1928, Chapter XI.

Paul H. Kocher, Science and Religion in Elizabethan England, Huntington Library, San
Marino, 1953. v

Mary Jo Nye, et alii, eds., The Invention of Physical Science: intersections of mathema-

tics, theology, and natural philosophy since the seventeenth century. Dordrecht, Boston,
1992.

A.R. Peacocke, Theology for a Scientific Age, Fortress Press, Minneapolis, 1993.

Karl Pearson, The History of Statistics in the 17th and 18th Centuries, egainst a chan-
ging background of Intellectual, Scientific and Religious Thought. (Lectures: 1921-1933).
E.S. Pearson, ed., London , 1978., p.360 (Quoted in Theodore M. Porter, The Rise of
Statistical Thinking 1820-1900. Princeton Univ. Press, 1986).

John Polkinghorne, One World: the Interaction of Science and Theology, Princeton
Univ. Press, 1987.

John Polkinghorne, The Faith of @ Physicist . The Gifford Lectures for 1993-4. Prince-
ton Univ. Press.

Joan Richards, God, Truth and Mathematics in 19th Century England: in: The Inven-
tion of Physical Science , Nye et al. eds., Kluwer, Dordrecht, 1992.

Joan Richards, Mathematical Visions: The Pursuit of Geometry in Victorian England,
Academic Press, 1988.

Brian Rotman, Ad Infinitum: The Ghost in Turing’s Machine: Taking God out of
mathematics and putting the body back in. Stanford Univ. Press, 1993.

Harlow Shapley, Science Ponders Religion, New York: Appleton, 1960. This book
contains an article by Gerald Holton, explaining the theologies of Kepler, Newton,.. .,
Einstein.

Tan Stewart and Martin Golubitzky, Does God Play Dice? Oxford, Blackwell, 1989.

Tan Stewart and Martin Golubitzky, Fearful Symmetry: Is God o Geometer?, Blackwell,
1992.

Sarah Voss, What Number is God? Metaphors, Metaphysics, Metamathematics, and the
Nature of Things, SUNY Press, 1995.
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Hao Wang, A Logical Journey: From Goedel to Philosophy, MIT Press, 1996. Contains
a description of Geodel’s religiosity. :

Margaret Wertheim: Pythegoras’ Trousers: God, Physics and the Gender Wars, Ran-
dom House, 1995,

Norbert Wiener,God and Golem, Inc.: A comment on certain points where cybernetics
tmpinges on religion., MIT Press, Cambridge, 1964.

Robert Wright Three Scientists and their Gods. Times Books, NY, 1988. Kenneth
Boulding (Economist, sociologist, systems analyst , God is the potential) ; E.O. Wilson
(Entomologist, sees the patterns of evolution as divine design), Ed. Fredkin (Computer
scientist. The Cosmos is one big computer. Complexity theory rules.)
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Innovation as tool for discovery:
mathematical modeling of Taylor vortex flows

Rita Meyer-Spasche,
Max-Planck-Institut fiir Plasmaphysik, EURATOM-Association,
D-85748 Garching, Germany
enfail: meyer-spasche@ipp-garching. mpg.de

Mathematical modeling of flow instabilities

For nearly a century now, hydrodynamic stability has been recognized as a very impor-
tant field of research. It is concerned with when and how laminar flows break down, their
subsequent development, and their eventual transition to turbulence. Today, many in-
stabilities of flows are modeled mathematically and numerically. The understanding why
flows turn unstable and what is the mechanism of instability is important for technology

and economy (crash of the Tacoma bridge in 1940; airplane industry; oil industry, etc).

The essential problems of hydrodynamic stability were recognized and formulated in
the 19th century, notably by Helmholtz, Kelvin, Rayleigh and Reynolds. The mathemat-
ical modeling of instabilities, however, turned out to be too difficult at that time. ‘Many
attempts were made to discover some mathematical representation of fluid instability’
(G.1. Taylor 1923) by adapting mathematical methods from particle mechanics to simple
flow configurations. The case, for instance, in which the fluid is contained between two
infinite parallel plates which move with a uniform relative speed (i-e. plane Couette flow)
was discussed by Kelvin, Rayleigh, Sommerfeld, Orr, von' Mises, Hopf and others. Orr
summarized their efforts by the belief: ‘It would seern improbable that any sharp criterion
for stability of fluid motion will ever be arrived at mathematically’ (W. M’F. Orr, 1907).
Today we know from numerical simulations that their qualitative understanding of the
instability was correct, but that any quantitatively correct mathematical modeling of the

instability requires mathematical methods which are being developed only nowadays. The

1
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problem is that the Principle of Linearized Stability is not valid for plane Couette fow.

In 1923, the mathematician G.I. Taylor was successful in ‘obtaining a mathematical
representation of the motion of a fluid in some particular case in which instability can
actually be observed, so that a detailed comparison can be made between the results
of analysis and those of experiment’ [Tay]. Though flows between rotating cylinders
seem much more complicated than flows between moving planes, the basic flow between
infinitely long rotating cylinders corresponds to a known explicit solution of the Navier-
Stokes equations. Moreover, the loss of stability of ‘circular Couette flow’ is governed by
the Principle of Linearized Stability for wide ranges of the parameters involved. It is thus
possible to study instability by perturbing the explicitly known solution. It is one of the
merits of Taylor that he saw which aspects of flows between rotating cylinders can or must
be neglected to obtain a simplified model which is accessible to mathematical analysis. In
his work of 1923 he obtained calculated as well as measured results — impressive for their
vastness, completeness and accuracy. Even more impressive are the comparison and good
agreement (less than 5% deviation of the calculated from the measured values, with about
2% errors in the measurements). Since then, the  Taylor problem’ is a popular research

subject, because it is so simple and at the same time so complex.

Flows between rotating cylinders

In homogeneous fluids instability often is caused by dynamic effects of rotation. An im-
portant example for this type of centrifugal instability is flow between rotating cylinders.
The instability of rotating fluid was first investigated by Lord Rayleigh (1880), in the
case of inviscid fluids (v = 0, v the kinematic viscosity of the fluid). Heuristic physical
reasoning led Rayleigh to derive his famous stability criterion. Though the assumption
v = 0 seemed to be a straightforward simplification in physics, it has strong consequences
for the mathematical nature of the describing equations: they are then the (historically
older) Euler fluid equations instead of the Navier-Stokes equations. The highest deriva-
tives in the Navier-Stokes equations are discarded, ‘and thus part of the initial boundary

conditions cannot be posed.

The stability of viscous (v # 0) rotating fluids was first investigated by chance. In
1881. M. Margules in Vienna suggested to measure the viscosity v by putting the fluid
into the gap between two concentric cylinders, rotating one of them, and measuring the

torque exerted onto the other cylinder. Couette (1890) measured the viscosity of water

V]
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of different temperatures by this technique and found values close to the values known
today. For small angular velocities he observed the expected linear relation (v = const. ).
For larger angular velocities he observed 2 different inclination. This was interpreted as
onset of turbulence (Me99, Figs. 1.2, 1.3].

Mallock (1888, 1896) independently performed similar experiments. Though he also
focused on measuring viscosity, Lord Kelvin used his experiment to get insights on the

stability of viscous flows between rotating cylinders (letter to Rayleigh [Do92]).

Taylor’s model ~

Later on Taylor looked at Mallock’s experiments under the viewpoint of stability [Tay].
He found that Mallock’s results partially contradicted Rayleigh’s criterion for inviscid
flows and that it seemed practically impossible to deduce any rules from these experiments.
Taylor analyzed and criticized Mallock’s experiments very carefully and pointed out the
following possible sources of error:

a) length and diameter of the outer cylinder were nearly of the same size (ca 20 cm);

b) Mallock used the full lengths of the cylinders for his measurements;

c) one of the two cylinders was probably not held rigidly enough and could perform small
lateral movements.

Mallock attempted to construct his three apparati such that ‘the water’ in the gap ‘is
very nearly in the same condition it would be if’ the two cylinders ‘were infinitely long’
[Do92]. He substituted the original bottom by one of liquid mercury in the course of
his work. This suggests that he himself noticed that influences of the bottom were a
problem. Taylor guessed that a) and b) led to the result that Mallock’s experiment
featured instability by 3-dimensional disturbances favored by the bottom and was thus
dominated by end effects [Tay]. He found new approaches such that these problems were
carefully avoided and such that his experiment could actually be modeled mathematically
with periodic boundary conditions in infinitely long cylinders. Also, he constructed “his
apparatus such that both cylinders could rotate independently. Thus a wider parameter

’

regime became accessible [Dy, Figs. 127 - 131].

Experimenters usually give the aspect ratio I' :== H/D, D = R, — R, of their
experiment, where H is the total length of the cylinders and R, and R, are the radii
of the inner and the outer cylinder, resp.. Following Taylor, the Taylor problem in the

strong sense has theoretically infinitely long cylinders, and the experimenters using
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Taylor’s model usually made sure that the published results do not depend on the aspect
ratio. To achieve negligibly small end effects,

* the aspect ratio I is made large (Taylor used ' > 90);

* measurements are performed only in the middle portion of the cylinders, far away from
top and bottom (Taylor used 20 cm out of 90 cm);

* the lids at top and bottom are designed in a sophisticated way.

Today, the most advanced way to mimic infinitely long cylinders is using ramps at the
end portions of the cylinders: the radius of the inner cylinder may be increased or the
radius of the outer cylinder may be decreased towards the ends, with optimized length

and inclination angle.

Also, the influence of other effects which are not included in the mathematical model
but which could be found in a real experiment must be kept small enough to be negligible.
They are of two types: simplifying idealizations and unavoidable imperfections. Idealiza-
tions typically are eliminated when science gets more advanced and they turn out to be
too unrealistic; imperfections get reduced with the advance of technology. Depending on
the questions to be investigated, it is not always clear if a deviation mathematical model
~ real experiment has to be classified as idealization or imperfection.

Idealizations are for instance:

* the fluid is inviscid (eliminated);

* the cylinders are infinitely long, i.e. end effects can be neglected;

* the fluid is homogeneous, i.e. the influence of the aluminum flakes in the oil can be
neglected; the influence of gravity can be neglected;

* the flow is isothermal, i.e. internal heating of the fluid because of dissipation can be
neglected; viscosity and density are constant.

Imperfections are for instance:

* the cylinders are not perfectly concentric; N

* a cylinder was not held rigidly enough and could perform small lateral movements;

* the cooling device works reliably only up to certain speeds of the cylinders.

To keep the effects both of idealizations and of imperfections reliably negligibly small
sometimes required quite some efforts and inventiveness of the experimenters and ig dis-

cussed in their papers, see for instance the review article [Do92].

Following Taylor, comparison between experiment and mathematical model was al-

ways considered important. In some cases, the agreement between computed and mea-
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sured values of flow parameters was excellent [Me99). In several cases when agreement
was poor, convincing explanations were found, and errors could then be reduced consider-
ably. In one case, for instance, it was conjectured that gravity affected the results. Using
horizontal cylinders instead of vertically standing ones actually improved agreement. In
another case when computer simulation and experiment gave qualitatively the same, but
quantitatively strongly differing results (the curves obtained were shifted from each other

by a fixed amount), it was found that this was due to a systematic error in measuring,.

The only pronounced modeling disagreement in the Taylor-Couette community is
whether one can ever neglect the role of the aspect ratio of the experiment or if it al-

ways has to be taken into account.

Invented or discovered?

* The question ‘Why and how do flows turn unstable?’ is invented, though suggested by
observation of Nature.

* The answer to the question ‘Why and how do flows turn unstable?’ must not be in-
vented. 1t has to be discovered (— discovery of laws of Nature).

* Physics experiments have to be designed and thus can be invented; they have to be
invented right to foster a developing theory efficiently.

* Mathematical models and theories may and must be invented, but within limits set by
mathematics itself and by Nature. The quality of a mathematical model strongly influ-

ences the dynamics, the potential and the range of the related mathematical development.
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Euclid, Kepler, ([5//2]+1)/2, and the Fibonacci Numbers.
by Peter L. Griffiths.
Notation. XX means to the power of, and // means to the root of.
$[ means opening subscript, and ]$ means closing subscript.

R means ([5//2]+1)/2, and r means ((5//2]-1)/2.

Outline B

The Fibonacci numbers consist of the sum of the two previous
Fibonacci numbers that is

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233 etc.

These integers were first recognised in 1202 AD by Leonardo
Fibonacci in the course of discussing the mathematics of the breeding
of rabbits. It is not however the breeding of rabbits as such which
gives rise to the Fibonacd numbers but the allowance of one month
for maturity as is apparent from the following table.

1 2 3 4 5 6 7 8 9

ABl1 AB2 AB3 AB4 AB5 AB6 AB7 ABS AB9
ab2 - CD4 CD5 CD6 CD7 CD8 CD9
ab3 -~ EF5 EF6 EF7 EF8 EF9

ab4 - GH6 GH7 GH8 GH9
cd4 - 06 137 138 139

ab5 - KL7 KL8 KL9

cds - MN7 MN8 MN9

efs - OP7 0P8 OP9

ab6 - QR8 QRS9

cdé - ST8 ST9

ef6 - UV UV9
ghé - WX8 WX9
16 _ YzZ8 YZ9

Each column represents one month in the year. In the first month,
Mr Al and Mrs Bl consumate their relationship and produce in month
2 a brother and sister A2 and B2 (described as AB2). Al and Bl
then produce in addition further children for all the months of the
year. )

The Fibonacci numbers are the number of births in a particular
month. There are assumed to be no deaths within the year.
Applying the formula for the Fibonacci numbers, the number of
births in a particular month (n) will be
[(1/r)XXn][1+(1/[<(1/r)XX4>-1]}].

11
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Division into Extreme and Mean Ratio.

Definiton.

A line is divided into extreme and mean ratio when the ratio of the
whole line to the larger part equals the ratio of the larger part to
the smaller part. For example let the whole length be a, the larger
part b, and the smaller part c, so that

a=b+c. Also

a/b = b/c, that is

( a/b)X(c/b) =1, and

(a/b) - (¢/b) = 1 = (a/b) - (b/a). Hence

(aXX2) - (bXX2) = ab.

(aXX2) - (ab) - (bxx2) = 0.

(a - (b/2})xXxX2 "= (5X[bXX2]). Hence

a- (b/2) = [5//2]1b/2. and

a/b = [(5//2) + 1]1/2 = R.

Hence the division into mean and extreme ratio describes not just a
geometric but also an algebraic relationship in the form of the
quadratic equation

faXX2] - ab -[bXX2] =0.

Euclid discusses the geometric relationships of this quadratic
equation in Elements book 2 proposition eleven, and it is highly
unlikely that he could have done this without first knowing about the
above algebraic relationship which he fails to discuss.

Neither Euclid nor Kepler nor any of their successors seemed to
recognise that R and r were trigonometric versions of the rational
angles, 18 degrees, 36 degrees, 54 degrees and 72 degrees.
These angles are to be found in pentagons, decagons and
icosahedrons (20 sides).

The algebraic version of a more general case of

XXX2 ~ bx -¢ = 0 can be found much earHer than Euclid among the
Old Babylonian cuneiforms.

Johannes Kepler in a letter dated 12 May 1608 to Joachim Tanckius a
professor in Lelpzig states

'Now the divine proportion cannot be perfectly expressed in
numbers; it can nevertheless be expressed in such a way that
through an infinite process we come closer and closer to it, and in
delineating the square we are never more than a unity away........ ’
I continue in this way so the shortage of the one is always equal to
the surplus of the other'.

This can be shown in the following table where it will be noted that
(f$[n]$)XX2 - (£$[n-11$)(£f$[n)$ + £$[n-1]8$) =

(-1)XX(n-1).

That is the surplus alternates between +1 and -1,

Column 1 is n, column 2 is f$in]s,
column 3 is (f$[n]$)XxX2,
column 4 is (£$[n-1]$)(£$[n+11$). ’

2 3 4 5 6

1

1 1 1

2 1 1 2 -1 =(-1)XX(n+1)
3 2 4 3 1 =(-1)XX(n+1)

4 3 9 10 -1 =(-1)XX(n+1)
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5 5 25 24 1 =(-1)XX(n+1)
6 8 64 65 -1 =(~1)XX(n+1)
7 13 169 168 1 =(-1)XX(n+1)

8 21 41 442 -1 =(-1)XX(n+1)
9 34 1156 1155 1 =(~1)XX(n+1)
10 55 3025 3026 -~1

11 89 7921

12 144

13 233

Pell's equation supplies the format when the square of odd ordinal
Fibonacci numbers is reduced by the product of the two adjacent
(even ordinal) Fibonacci numbers, to equal +1.

It will be further noted that Pell's equation always but not
exclusively applies when

X= ut+u+l, y=2, and n=u(u+l) In

XXX2 - n(yXX2) =1.

4(uxXx2) + 4u + 1 - 4(uXxX2) - 4u =1.

Calculating the Fibonacci Inteqgers.

The mathematical relationship between successive Fibonacei integers
in fact converges to the irrational number
R= 1.618033989 = 2cos36degrees.
It is however possible to be even more precise in calculating (as
opposed to listing) the Fibonacd integers.
If we raise R= 1.618033989 to various positlve integer powers, we
will note that the results are fairly close to further Fibonacci
integers.
In the following table, columns 1 and 2 are RXXn,
columns 3 and 4 are the nearest Fibonacci integers,
column 5 is the difference between column 3 and column 2 ’

column 6 is the product of column 2 and 1.170820394.

1 2 3 4 s ¢
RXX1 1.618034 2 f£$[3]§  -0.381966 1.89
RXX2 2.61803¢ 3 f£§[4]$ 0.381966 3.065
RXX3 4.236068 5  £$[5]$ 0.763932 4.96
RXX4 6.854102 8  f£${6]$ 1.145898 8.025
RXX®8 46.97871 55  f§[10]$  8.021286 55
RXX12 321.9969 377 f$[14]$  55.00311 377
3
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RXX16 2207.000 2584 f$[181% 377.0005 2584
RXX32 4870847 5702887£5134]$ 832040 5702887

The raising of R to the above powers (n) results in products close
to integers which are fairly consistently below the appropriate
Fibonacd integer f$in+2]s.

The difference between R raised to various powers and the Fibonacci
numbers f${n+2]$ is a fairly easily recognisable constant:
(£$[n+2]$)/RXXn =

1+ (1/{[RXX4] ~1)}= 1.170820394.

It will be noted that the higher differences in column 5 are
themselves close to Fibonacci integers, 4 ordinal units or powers
below. This means that each difference can be expressed as a
constant factor,

1+ 1/([RXX4] - 1} = 1.170820394.

Reciprocals of Fibonacci Integers.

Each reciprocal of a Fibonacel integer consists of two factors, a
constant factor and a varfable factor.

The constant factor is .

([(ZR)xx4]-2xx4}/[(2R)xx4] = 0.854101966.

The variable factor is

[1/R]XXn = 0.618033989%XXn.
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1 16 UBER DIE GFSCHICHTE DER MATHEMATISCHEN SCHACFTHEORIE 117

I TEIL

Mile$ Canak

Antenius van der Linde [1] und H.Murray [Zq bezeichneten Indien
als das Ursprungsland des Schachspiels.Aber eine ganz andere Theerie
entwickelte J,Needham in seinem Werk "Science and Civilizatiem in
China"/siehe [3]/.Needha@ hat dabei ein allen Schachhistorikern zu-
ver unbekanntes Dekument iibersetzt:Die Verrede des Kanzlers Wang Pae
zum Schachbuch des Kaisers Wu Ti,der 569 n.Chr.das gresse astrele-
gische Schach Hsiang Hsi ersanm.Diese Verrede ist in dem Sammelwerke
"Thai Ping Yw Lan"ans dem Jahre. 984 erhalten geblieben.

Die Ubersetzung der Verrede ven Wang Pae lautet wie felgt:

"Das erste/gresse Bedeuten/des Bilder-Schaelis/hsiang hsi/ ist ein
astrolegisches,wegen[der untéi dem Figuren dargestellten Bilder/des
Himmels,der Senme,des Mendes.und der Sterne.Das zweite betrifft Erde,
wegen/der unter den Figuren dargestellten Bilder/ ven Erde,Wasser,
Feuer,Baum und Metall.Das dritte betrifft die Yin und dem Yang;wenn
wir ven einer geraden Zahl aus anf%ngen,bedeutet sie Yang und Himmel,
wenn. wir von einer ungeraden aus anfangen,bedeutet sie Yin und Erde,
Das vierte betrifft die Jahreszeiten,Das fiinfte betrifft die Reihen-
folge von Permutatienen und ﬁbmhinatienen,laut den Veridnderungen der
Stellung der Himmelskorper und der fiinf Elemente.Das sechste betriff¢
die musikalischen Tone,verfelgend die Zerstreuung des chhi/Dieser Be-
griff bedeutet die fluiden,in der Atmoesphire verhandenen Formen der
finf Elemente in Gestalt von Regen,Wind,Blitz und dergleichen/.Das
siebente betrifft die 8 kua, ihre Stellung festsetzend;Chen nimmt
Tui/Donner nimmt Meereswasser/,Li/Senne/nimmt Khan/Mond/ usw.Das ach-
te betrifft die Leyalitidti und Pietdt der Kinder.Das neunte betriffg
Verwalter und Minister...., Das zehnte betrifft Frieden und Krieg...,
..s sDas elfte betrifft BrZuche und Zeremeonien ..., .Das zwilfte bhe-
trifft die Anerkennung ven Tugend und die Bestrafung des Lasters/d.h.
Rangerhthungen und Entlassungen,usw/...... .Die letzten fiinf Punkte
betreffen wehl die Art und Natur der Fragen,die man an das astrole-
gische Urschach als einer Art wahrsagenden Gerdt zur Beantwortung
stellte.Hierunter sind bezeichnenderweise auch jene,die Krieg und
Frieden zum Gegenstand haben,Das astrelegische Urschach der Chinesen

war unter anderem auch ein Planeten- und Elementenorakel zur Kriegs-

filhrung.3eine Rolle war ausserordentlich hedeutungsvoll,da in Chi-
na,wie auch in Indien und Babylen,die Kriegsfilhrung nach astrolo-~
gischen Grundsédtzen und Befragung des Orakels erfelgte.

Der hekannte jugoslawische Schachmeister und Phileseph Pavle
Bidev [4] entwickelte eine. Theorie,dass das indische Chaturanga
nur eine Weiterentwicklung des Hsiang ist.Das chinesische Schach
verfiigt gegeniiber dem Chaturanga die Originalitét des Namens, jene
des Brettes/Punkte anstelle von Feldern/,jene dekx Spielsteine/diske-
idale Scheibchen anstelle ven Figuren/,Diese Eigenschaften lassen
das chinesische Schachspiel in einem primitiven Stadium der Ent-
wicklung erscheinen,se dass das Schach als Weiterentwicklung eines
schlichten Brettspiels anzusehen ist,

Bidev untersuchte ausfiihrlich die Ubereinstimmungen zwischen
Schach,dem magischen Quadrat Nasik 8x8 und den fiinf Elementen.Es
besteht ein sehr wesentlicher Unterschied zwischen westlichen ma-
gischen Quadraten/m.Q./und den indischen Nasiks:erstere stehen ise-
liert im Ranm,und ihre Zahlen weisem keine dinamischen Eigenschaf-
ten auf,die sich iilber den Rahmen des gegebenen Quadrates hinaus er-
strecken.Die indischen m.Q. des Typus Nasik sind demgegeniiber se
koenstruiert,dass sich identische Nasiks in alle Richtungen anlagern
konnen,In diesem unbegrenzten Kontinuum kann an beliebiger Stelle
jedes Quadrat 8x8 herausgegriffen werden und es zeigt alle Merk-
male des vellstdndigen m.Q.

Bidev stellt weiterhin die Frage,wie sich die Statik des Schach-
satzes und die Dynamik der Schachsteine zur Zahlenanordnung inner-
halb nur eines Nasik 8x8/siehe das Bild 1/ verhalten.Dabei betrach-
tet er das mederne,seit der Renaissance im Westen existierende
Schach,. '

Seit seinem ersten Erscheinen 1 158] 3 T60[ 8 6316161
in Indien um die Mitte des 6,
Jahrhunderts nach Christus hat das 16 55 14153 9 (580 11152
achtreihige Schachbrett/indisch: 17 142|119 |44 (24|47 22|45
Ashtapada/seine Jimensionen. nicht :
verdndert,Irgendwelche primitive=- 32/39/30/37|25 34|27 |36
ren Formen des Schachs sind in 57| 2159|4647 |62|5
Indien bislang nicht entdeckt wor- 56|15 |54/13 (4910 5112
den.Das zeigt auf die Moglichkeit,

dass das indische Schach sein Da- 4118 (43|20|48 23|46 | 21
sein einem vollkemmen ausgearbei- 40| 31382933 ‘26 3508

teten mathematischen Modell zu
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verdanken hat.Und tatsdchlich liefert das m.Q. Nasik 8x8 die the-
oretische Erklédrung fiir das in all seiner Vollkommenheit se plotz-
liche Aufkommen des Schachspiels in Indien,

Aus der Definition des-magischen Quadrats ergibt sich hereits,
dass die 4 Reihen,auf denen die 32 Steine postiert sind, jeweils
die magische Kenstante 260 aufweisen,da jede Horizontale,Vertika-
le und zentrale Diagonale im beliebigen m.Q. diese Bedingung erfiil-
len muss,Die Zahlensumme jedes achtgliedrigen Komplexes,sei es auf
dem Konigs- oder Damenfliigel einer Seite eoder in kembinierter Weise
auf beiden Seiten,ergibt stets die Konstante 260: 4 Tirme mit ih-
ren 4 DBauern,4 Springer und & Bauern,4 Liufer und 4 Bauern,beide
Kénigspaare mit ihren % Bauern weisen die Zahlensumme 260 auf,Je-
der solcher achtgliedriger Kemplex stellt ein organisches Ganzes
dar,das als eine Felge ven zweimal erfelgter Zerspaltung in eine
lichte und eine finstere Bilfte,in eine minnliche und eine weibliche
Seite/Konigs- und Damenfliigel/ aufgeteilt ist,

Bidev erklédrt,dass im Schach die mittelalterliche indische Ele-
mentenlehre in arithmetisch-geometrischer Weise mittels mystischer
Symbole dargestellt ist/Bild 2 und 3/ .Jeder achtgliedrige Steinkom-
Dlex erkldrt sich aus der sogenannten Mischungstheorie der fiinf in-
dischen Elemente:Die Erde/prithivi/ kemmt in der Natur nicht rein
vor,sondern ist stets mit anderen vier Elementen derart gemischt,
dass ein Molekiil Erde aus 4/8 eigener Substanz und 4/8 anderer
Elemente zusammengesetzt ist.Die 4 Tirme stellen die reine Sub-
stanz der Erde und die vier Turmbauern die anderen Elemente dar,die
4 Springer mit ihren 4 Bauern bilden den achteliedrigen Komplex
des Wassermolekiils,die &4 Liufer mit ihren & Bauern sind die
8/8 der Luft,und das Konigspaar stellt die Hauptelemente der Natur,
Ather und Feuer,symbolisch dar.Jede Figur zeichnet auf dem Brette
durch die ihr zugeteilte Bewegung die entsprechende geemetrische -
Symbolfigur des betreffenden Elements nach,Die Aufzeichnung dieser
Symbelbilder fiihrt in préziser Weise zur magischen Konstanten 260,

Der Schachkﬁnig/indisch:rajah,persisch:shah/bewegt sich in be-~
kannter Weise im Kreise der 8 ihn umgebenden Felder auf dem Schach-
brett.Bin Kénig vermag auf verschiedene Weise die Konstante 260
durch 7 aufeinander folgende Ziige zu verwirklichen: 1, Wenn er
die Felder von el bis e8 nacheinander durchschreitet.~ 2, Wenn
er abwechselnd gerade und schrige Zige in Form eines Oktogons aus-~
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flibrt,wie z.B, Kel-f2-f3-e4-di-c3
-c2-dl ,oder in Zahlen ausgedrickt:
33+23+10+64+4+54+43+2%

die Summe ist 260.Dasselbe gilt ze~
nauso fir den schwarzen Kénig.

Aber diese Oktogon-Marschroute

kann man von jedem beliebigen
Schachfeld heginneé.Die Summe der
8 durchschrittenen Felder wird
unfehlbar die Kenstante 260 er-
geben,

Das Oktogen ldsst sich als
eine Appreximatien des Kreises be~—
trachten.Der Kgnig bewegt sich, wie
erwdhnt,im Kreise der 8 ihn um~
gebenden Felder.Hier wird gleich—
falls die Tendenz zur Kreisbewe-
gung der Koénigsfigur sichtbar.Un-
ter den 5- altindischen Elementen
stellt der Kionig auf dem Schach-
Yrett das erste,wichtigste oder
das konigliche Element dar.Es ist
der Ather,auf Sanskrit:akasha,Ihm
ist als Symbelfigur das Bild des
Kreises zuerteilt.Daraus erklirt
sich die Bewegung des Kiénigs im
Kreise der 8 ihn umgebenden Fel-
der.In der Sprache der Symbegle De=
deutet der Begriff "Konig" jedes
Wesen eder Ding,das innerhalb sei-
nes Bereichs der lebenden eder
unbelebten Schipfung den. hichsten
Rang beansprucht.Im Reiche der
Elemente ist Ather,in jenem der
Planeten die Senne,im Reiche der
Lebewesen der Mensch,in jenem der
Metalle das Geld.Im Reiche der
geometrischen Figuren betrachtet
man den Kreis als die veollendetste
Linie,
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Die heutige Schachdame war urspringlich eine minnliche Figur,
ndmlich der Yantrin/Rat/ im indischen Chaturanga.Konig und Dame
konnen durch ihre Bewegung die Konstante 260 realisieren,wobei auf
dem Brett reine Bilder des Dreiecks erscheinen.Diese geometrische
Figur ist das Symbelum des heiligen Elementes Feuer.

Weiterhin betrachten wir,wie die Pferde ven ihren Ausgangsfel-
dern aus die Konstante 260 erziehen ktnnen.Die 4 Pferde kinnen
auf felgende 8 Felder springen:/Weiss/ a3,c3,£3,h3, /Schwarz/ a6,
c6,£6,h6,0der in Zahlen des m.Q, Nasik 8x8 ausgedriickt:56+ 54+ 10
+12 =132 und 17+19+ 47+ 45 = 128 mit der Summe 260,Die bei-
den weissen Springer béeinflussen ven Bl und gl insgesamt 6
Felder:e2,c¢3,a3,d2,£3,h3 deren Zahlensumme 200 betrédgt.Rechnet
man nech die beiden Ausgangsfelder 31 und 35 hinzu,ergibt sich
als Summe 266.Im gegnerischen Lager betrigt die entsprechende
Summe 254 .Eine Deppelkenstante vem Zahlenwert 520 entsteht,wenn
man die beider Summen 266 und 254 addiert. .

Seit grauer Zeit ist das Pferd ein mytisches,dichterisches und
volkstiimliches Symbel der weissschidumigen Wellen am Meeres-,Wild-
bach- und Flussgewdssern gewesen.Poseidens rasende Pferde sind nichts
anderes als die stlirmischen Wogen des bewegten Meeres,

Die Halbmendfigur des in~ '
dischen Wassersymbels ldsst

sich gut auf dem magischen Qua- 23 —’17'—’6—“5—*14
drat der Fiinfzahl beebachtemn,. R T
/Bild 4/.Ven allen vier Seiten © ‘K\\
her hat das Pferd durch vier ::\: |9 8 \>2~/
nacheinander gemachte Spriinge i'; T \ i
vier reine Halbmendfiguren Lal-l i i
ausgefiihrt,webei die Summe auf 5‘; 4 ' 16
den jeweiligen fiinf Zahlen die 4_£ f : 1
magische Kenstante 65 zeigt, = -
Auf dem gleichen Bild sehen. _ ;E 1 24"\ 7|
wir auch die magischen Pfade n T //' ‘
fir die anderen Figure,

Der mederne Laufer erhielt 12‘-——211——2 04—'94’-—3
erst in der eurepdischen Re- Bild 4

naissance seinen freien Lauf

auf allen Diagonalfeldern;er entwickelte sich aus dem alten kurz-
schrittigen Elefanten,der bis ins européische Mittelalter einen
schrigen Sprung nur auf das dritte Feld des Schachbretts gygfiihrte,
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Hier ldsst sich auch auf viele Art und Yeise die Konstante 260
erhalten.Zum Beispiel betritt der linke weisse Elefant die Felder
cl,a’,c5,e7,g5,e3,g1l und a7 oder die Zahlen 38,56,30,9,27,49,35
und 16 mit der Summe 260.Der rechte schwarze Elefant verfiigt
Uber folgende 8 Felder:c8,ab,ck,e2,gk,e6,g8 und a2.Die zugehs-
rigen Zahlen sind: 3,17,59,48,62,24,6 und 41 ,ihre Summe ist wie-
derum 260, )

Die Diagonalbewegungen der 4 Elefanten auf dem Schachbrett
fihremzu Dreiecksbildern.Das sell uns nicht wundernehmen,weil die
Elefanten die Atmesphdre versinnbildlichen.Die symbelische Figur
der Luft ist ans zwei ineinander verflechtenen Dreiecken zusammen-
gesetzt.Dieses Symbel ist bekannt unter dem Namen Dawvidstern.In der
hebrdischen Geheimlehre Kabbtala bezieht es sich auf die Harmenie
der oberen himmlichen und der unteren irdischen Welt Die Atmesphi-
re erfillt den Raum zwischen diesen beiden Welten,se dass der Sechs-
stern auch bei den Indern die gleiche symbelische Bedeutung haben
mag.

Man soll nech die symbolische Relle der Eckfigur,des Wagens
fjetzt Turm/,erkliren.Selbst aus leblesem Steff hergestellt,stellt
er das tote Element der Erde dar.Seo ist die ortogonale Bewegung
des Wagens glelchfalls aus der symbelischen Figur des Quadrats der
Erde zu erklédren.

Der Wagen ist bei den Chinesen und lndern ein altertiimliches
Symbel der Erde,Sewohl bei der zeremeniellen Kutsche des chinesi-
schen Kaisers als auch bei jener des indischen Radscha werden in
ihren Grundfermen der Himmel und die Erde nachgeahmt:i:liber dem qua-
dratischen Chassis des Wagens als Sinnbild der Erde wolbte sich die
Kuppel des blauen Baldachins als Sinnbild des Himmels.Der Herrscher
in der Kutsche galt als der Herr der Erde unter dem Schutze des
Himmels,

II

Einige jugeslawische Erforscher haben die innere Harmonie des
Schachspiels im Zusammenhang mit dem geldenen Schmitt gesucht.Wie
es bekannt ist,teilt der Punkt C bei dem goldenen Schnitt die
Strecke AB derart,dass sich die ganze Strecke zum griosseren Teil
se verhdlt,wie der grossere Teil zum kleineren,Hat die ganze Streeke
Einheitslinge,dann gilt 1/x = x/(l-x) .Das flihrt auf die quadrati-
sche Gleichung x2+ x-1=0 ,deren positive Losung x=(-14+ V5 )/2
oder ungefdhr 0,61803 ist.Das Teilungsverhdltnis des goldenen
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Schunittes ist der Kehrwert dieser Zahl una betrigt uncefdhr 1,61803,
B.Pavlovié f5] hat den Begriff des Potentials fiir jede Fiazur
auf dem Schachbrett eingefiihrt.Um den Numerischen Ausdruck fiir das
Potential einzelner Figur zu erhalten stellt man sie auf ein bestimm-
tes Feld F.Dann bestimmt man die Zahl n der Felder,wo diese von
F Dbetretten kann und numeriert das Feld F nit n.Dieses Verfahren
milssen wir fiir jedes Feld wiederho-
len: und so erh#lt man das folgende
Diagramm/Bild 5/,Dabei niitzen wir
nur eine Viertel dieses Diagrams
fir jede Figur,weil alle Zahlem
syunmetrisch geordnet sind,Wenn wir
die Summe ‘dller-Zahlenm auf dem gan-—
zen Brett als Petential der ent-
éprechenden Figur nenuen,ss erhal-
ten wir: $=336,L=560,T=896
D'=1456 .Daraus felgt D = T+L,:
T=L+S wie auch:
D:T == T:L = L:5 =~ 1,6 ... .
Diese Konstante stellt dag Teilungsverhdltnis des goldenen Schnittes
dar,was auf die Harmeonie Zwischen den Schachfigufen hinweist.,
S.6ligorié und P.Micidé [6] haben den Begriff der mittleren Ka-
pazitdt fir jede Figur auf dem
Schachbrett eingefiihrt.Nachleiner

Bild 5

ldngeren Rechnung haben sie die sgn. K D T L S B

Kenversionstaffel/Bild 6/ fiir die 1 0,32 0,50 0,78 1,29 1,95
Kapazitdtsverhdltnisse einzelner Fi- 3,14 1 1,58 2,44 3,80 6,13
guren ausgebildet . Hier erscheint wie~s ) 9g 0,635 1 1,54 2,40 3,87
der das Teilungsverhiltnis des gol~ 1,29 0,41 0,65 1 1,56 2,52,
denen Schnittes in der Wertungsfelge 0,83 4,26 0,42 0,64 1 ~ 1,61

D-T-L-S-B.Die Konstante diesesSy- o g 0,16 0,26 0,80 0,62 )
stems nimmt den Wert C =0,63, Konstante des Systems: ¢ = 0,63

Goldener Schnitt: G = 0,61803

Bild 6
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[6] Gligerié 5.,Micié P.,"Sahevski Vedi&",Beegrad 1988.
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Diirers Geometrie - Genie und Irrtum
Peter Schreiber, Greifswald

Nach seltenen und meist kurzen Erwahnungen von Albrecht Diirers Beitragen zur Geometrie (u.a. Kepler 1619,
Doppelmayr 1730, Lambert 1774, Kastner 1796) machte die mathematikhistorische Literatur des ausgehen-
den 19. Jhs. erstmals breiteren mathematikhistorisch interessierten Kreisen bewuBt, daB es in der Person
Diirers ganz auBerhalb der professionzllen Renaissancemathematik einen bemerkenswerten Kopf gegeben bat
(Gerhardt 1877, Ginther 1886, Staigmiller 1890/91, Cantor 1892*). Seitdem ist die Literatur iiber Diirer als
Mathematiker zu gewaltigen Mengen angeschwollen, und auch die jlngst vergangenen Jahre haben weitere
Beitrige dazu gebracht (u.a. Herz-Fischier 1990, Peiffer 1996, 1997, Klingenberg 1997, Field 1997 u.a.). Ich
sehe hier drei Probleme:

1. Die groBe Fiille von Sekundarliteratur hilt Mathematiker, die sich fiir Diirer interessieren, woméglich
davon zuriick, die gerade in diesem Fall sowohl sprachlich als auch bibliographisch leicht zugangliche
Originalliteratur immer mal wieder mit den Augen von heute anzusehen.

2. Die mathematikhistorische Literatur hat bisher recht einseitig die »Underweysung* (1525, 2. posthume
Ausgabe 1538) ausgewertet und den ,,Vier Biichern von menschlicher Proportion* (1528, im folgen -
den kurz ,,Proportionenlehre®) relativ zu wenig Beachtung geschenkt.

3. Eine Reihe durchaus guter Biicher, vor allem aber die mehr kunsthistorisch orientierte Literatur, haben
den Eindruck erweckt, daB Diirers geometrische Interessen hauptachlich der Zentralperspektive galten
und, wie die néhere Betrachtung weitverbreiteter Bilder suggeriert, dabei mehr der technischen Herstel-
lung solcher Bilder als der mathematischen Durchdringung der Prinzipien .

Ich machte daher hier vor allem

I. zeigen, daB es sich lohnt, Diirer vom Standpunkt der heutigen Mathematik neu zu erschlieBen s

1. daB auch die ,,Vier Biicher von menschlicher Proportion® Diirer in mehreren Richtungen als einen
bedeutenden Vordenker ausweisen,

M. daf Diirers natiirliches Interesse an der Zentralperspektive nur eine von mindestens 11 Komponenten

“seiner mathematischen Interessen gewesen ist, .

(Diese Komponenten seien, da sic im Vortrag nicht alle behandelt werden kémnen, hier vorab aufgezihit:
1. Zentralperspektive, 2. Verfahren zugeordneter Normalrisse, 3 geometrische Konstruktionen mit deutli-
cher Unterscheidung zwischen exakten und approximativen Losungen, 4. deutsche mathematische
Fachterminologie einschlieBlich der Formulierung von Konstruktionsalgorithmen, 3, Erfindung neuer
Prinzipien zur Erzeugung von Kurven durch punktweise Konstruktion bzw, Mechanismen, 6. Parket-
tierungen der Ebene mit reguliren Polygonen, 7. Omamentik, 8. Polyeder, 9. geometrische Transforma-
tionen, 10. die Beschreibung der Natur, insbesondere der menschlichen Anatomie, durch Zahlenver-
hiltnisse, 11. die Konstruktion stilistisch einheitlicher Alphabete.

IV. daB auch Dirers gelegentliche Fehler fiir uns zum Teil lehrreich sind, da sie uns a) lehren, das nicht
Selbstverstandliche wieder als solches wahrzunchmen, b) historische Einsichten in den Stand und in
charakteristische Defizite der damaligen Mathematik vermitteln.

Einige Details zu III:

(2 ) Im Vortrag wird an Beispielen gezeigt, daB Direr die Lasung seiner konstruktiven raumlichen Probleme
mittels Grund- und AufriB bzw. unter Heranziehung eines dritten Risses perfekt beherrschte , daf er ins-
besondere die Darstellung eines Korpers im Mehrtafelverfahren in allgemeiner Lage durch mehrfaches
Drehen um geeignete Achsen aus einer speziellen Lage herleiten konnte. Direr wendet das Verfahren auch in
der Proportionenlehre vielfach an, um die Ansichten eines nach vorn oder nach hinten geneigten oder seitllich
gedrehten Kopfes zu konstruieren. Ahnliche Konstruktionen finden sich mehrfach in der nProspectiva pingen-~
di* des Piero della Francesca (um 1475, Abbildungen und extensive Besprechung neuerdings in {Field]), die
aber wahrend der gesamten Renaissance nicht publiziert wurde. Hat Diirer sic gesehen?

(3) Diirers Verfahren zur approximativen Dreiteilung von Kreisbdgen (also im wesentlichen von Winkeln)

ist frah diskutiert worden, und die Analyse des Fehlers [Vogel 1931] ergab eine groBe Uberlegenheit gegen-
iiber allen spéteren Vorschligen von zum Teil sehr prominenten Mathematikern wie Huygens oder Newton.
Dabei blieb bisher stets auller Betracht, daB Diirers Verfahren deutlich die Méglichkeit der Feration nahe-

* Cantor behandelt 1892 auf 10 Seiten ausfiihrlich Diirers approximative Winkeldreiteilung, die Konstruktion
von reguléren n-Ecken, einige Kurvenkonstruktionen (Muschellinie!) und Hilfsmitte! zur Konstruktion von
zentralperspektiven Bildern. Alles andere wird héchstens kurz erwahnt bzw. ist fur ihn nicht Mathematik.
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legt , so daB Diirers Abbruch nach dem zweiten Schritt lediglich darin begriindet scheint, daB die dann be-
reits emreichte Genauigkeit die Bedirfnisse und Méglichkeiten des praktischen Zeichnens lingst ibertrifft.
(4) In der alteren Ditrerliteratur ist viel die Rede von seinen Vorschlagen, geometrische Objekte und Operatio-
nen erstmals deutsch zu benennen. Sie sind oft von herzerfrischender Naivitat und Deutlichkeit. Hanfig weifl
er gewisse Dinge ,,in deutsch nit anders zu sagen als...“ und dann kommt z.B. eine , kuglette ebne (Teil einer
Kugelflache),eine (ge)“bogne ebne* (meint etwa Fliche mit der GauBschen Krimmung Null) und eine (ver)-
»beulte ebne” (fur eine Fliche mit - modemn gesagt - nichtkonstanter GauBscher Krimmung). Parallele Linien
sind ,,barlinien”, konzentrische Kreise also ,,zirckelkrumm barlinien®. Wesentlicher als all dies erscheint
heute, daB seine Methode, Konstruktionen zu beschreiben, die euklidische Technik des , Adressicrens* richtig
umsetzt. Seine Konstruktionsbeschreibungen sind nicht nur fiir den heutigen Leser leicht nachvollziehbar, was
sich besonders dort bemerkbar macht, wo sich in den beigegebenen Zeichnungen Fehler oder Auslassungen
befinden, sondern sie tragen alle Merkmale einer ordentlichen problemorientierten Programmiersprache.

(6) Darers Versuche, die Ebene mit moglichst wenigen und formgleichen Zwischenraumen durch reguliire
Finf- oder Siebenecke zu pflastern, fiihren erstaunlich dicht an die erst Anfang der siebziger Jahre unseres

_Jhs. entdeckten und seitdem boomenden aperiodischen Parkette,

(7) Eines der von Diirer gezeichneten Zirkelonamente 138t sich als stereographische Projektion einer Par-
kettierung der Sphire mit uendlich vielen Kreisbogensechsecken interpretieren, die sich auf zwei diametrale
singulére Punkte zusammenzieht Damit soll nicht etwa behauptet werden, daB8 Diirer dies so gesehen bzw.
beabsichtigt hat. Vielmehr zeigt das Beispiel, in welchem Mafle Anregungen fiir die Mathematik von Diirers
Schaffen ausgehen.

(8) Dem Vorbild Paciolis folgend, zeigt Diirer auBer den fnf reguliren Polyedem und einer Auswahl von
archimedischen Polyedern auch einige, zum Teil selbsterfundene Polyeder, die im modemen Sinn keine
kombinatorische Regelmiiigkeit aufweisen, jedoch samtlich eine Umkugel besitzen. Auf dicse besondere
Eigenschaft der Polyeder weist er im zugehorigen Text wiederholt nachdriicklich hin * Hier eroffnet sich nicht
nur ein neues Verstindnis des vicldiskutierten abgestumpfien Rhomboeders auf seinem Kupferstich
MELENCOLIA I (1514), der auch eine Umkugel besitzt und dessen Konstruktionsidec im Vortrag rekon-
struiert wird, sondern dariiber hinaus eine historische Einsicht in die Wesentlichkeit der ~Kugelahnlichkeit*
von Polyedern aus der Sicht der Renaissance, die noch bis zu Kepler nachwirkt.**

(9) In der ,Proportionslehre™ probiert Diirer zahlreiche Techniken, durch nichtlineare geometrische Transfor-
mation aus einer menschlichen Normalgestalt bzw. einem Normalkopf die verschiedensten Varianten abzu-
leiten. Derartige Techniken licgen heute den sogenannten Phantombildern der Kriminaltechnik zugrunde.
Diirer gibt die wirkungsvollen Transformationen geometrisch vor, jeder Mathematikstudent im ersten Se-
mester milBte daraufhin in der Lage sein, die entsprechenden parameterabhangigen Abbildungsscharen ana-
Iytisch zu beschreiben. Diirer unterwirft menschliche Korper bzw. Kérperteile genau den gleichen Transfor-
mationsprinzipien, die er an anderer Stelle auf so abstrakte geometrische Objekte wie Kreise oder Kuben an-
wendet , er begreift also in einer Weise, wie es erst heute wieder denkbar ist, alle Obvjekte der Natur als
moglichen und legitimen Gegenstand der Geometrie. Wie weit sein intuitives Verstandnis von der Wirkungs-
weise geometrischer Abbildungen entwickelt ist, zeigen Satze wie ,,Ein jeglich verzeichnet ding in eim cubo so
offt der cubo verkert (d.h. transformiert, verzerrt, abgebildet) wird / so offt wird alles das mit verkert.*

Unter den Irrtiimern Diirers gibt es solche, die sich leicht hatten vermeiden lassen, die zum Teil den Umstan-
den geschuldet sind, unter denen die Biicher in Druck gingen.*** Zum Beispiel hat er anscheinend nicht be-
merkt, daB die zwei von ihm gezeichneten archimedisch halbreguliren Parkette aus Quadraten und Achtecken
gleich sind. (Das eine ist nur um 45° gegen das andere gedreht.) In dem von ihm gezeichneten Netz eines
abgestumpften Wiirfels (mit Umkugel!), in dem die urspriinglichen Quadratseiten zu Zwélfecken umgestaltet

* Diirer schreibt: “Zum drytten sind Corpora die allenthalben gleych sind / von felderen (Flichen)/ ecken und
seyten / die der Euclides corpora regularia nennet / der beschreibt ir fiinffe / darumb das ir nit mer kiinnen
sein /die in ein kugel darin sie allenthalben anriiren verfast migen werdenn... Und von den danach gezeigten
zum Teil nichtarchimedischen Kétpem schreibt er wieder: ,Dise corpora riiren in einer holen kugel mit all
iren ecken an. ... Solichs magst du auch gebrauchen mit den ungeregulirten corporen / wo sie in einer spera
berall anriiren.“

** Kepler zihlt in seiner ,Harmonice mundi“ (1619) alle Moglichkeiten fiir Ecken von archimedischen
Polyedern auf und stoBt dabei, als erster - wie es scheint, zwangsliufig auch auf die Scharen der halbregn-
liren Prismen und Antiprismen, verwirft diese jedoch sofort wieder fiir den Fall von mehr als sechs Ecken
der Grund (und Deck-)ftache, weil sie dann (obwohl sie natiirlich immer noch eine Umkugel besitzen) die
Form einer Scheibe haben und mehr einer ebenen Figur als einer Kugel gleichen. (Buch H, Def. XIIT).
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sind, hat er dibersehen, daB die Summe der Winkel von Flichen eines Polyedemetzes, die in einer beliebigen
Ecke zusammentreffen, immer kleiner als 360° sein muB. Mit den ihm zur Verfligung stehenden Mitteln der
Zweitafelprojektion hatte er die exakte Form der je vier Dreiecke, die in den ehemaligen Wiirfelecken neu ent-
stehen, leicht konstruieren kénnen.

Ein in der #lteren Diirerliteratur schon viel diskutierter Fehler betrifft die eifsrmige Gestalt der Ellipse, die

er nach dem Grund-AufriBverfahren als Schnitt eines Kreiskegels mit einer Ebene konstruiert. Diesen Fehler
halte ich fiir intelligent und lehrreich. Diirer wubte wenig iiber Kegelschnitte. Sein »gesunder Menschenver-
stand “ sagte ihm, daB die entstehende Schnittkurve wohl nur eine Symmetrieachse haben konne, da ja der
Kegel in der Nahe der Spitze eine viel groBere Kriimmung zu haben scheint als weiter von der Spitze entfemnt.
Es gibt in der ,,Underweysung" ein anderes Bild, wo eine Halbellipse als affine Streckung eines Kreises rich-
tig konstruiert ist. Diirers Irrtum Iehrt uns wieder das Staunen , daB die zwei auf so verschiedene Weise er-
zeugten Kurven in Wirklichkeit identisch sind. Die von ihm beim Schneiden eines Kegels angewendete
Methode reicht trotzdem iiber die Antike hinaus, denn sie ist ja im Prinzip auf die Konstruktion der Schnitt-
kurven vieler gekrizmmter Flichen im Raum tibertragbar. Hier wic an mehreren anderen Stellen muB Diirer
als der direkteste und am weitesten vorgedrungene Vorliufer von Monge gelten.

Eine dritte Sorte von Fehlern bzw. Auslassungen dokumentiert deutlich das Defizit der Renaissance-Mathe-
matik hinsichtlich des Begriffs der Tangente einer Kurve (und damit zusammenhingend Richtung einer Kurve
in einem Punkt, Berithrung zweier Kurven). Dies scheint ein antikes Erbe und der Tatsache geschuldet zu
sein, daB fur Kegelschnitte ausnahmsweise eine Tangente elementar als eine solche Gerade definiert werden
kann, die mit der Kurve global genan einen Punkt gemeinsam hat. ,Nun will ich leren machen ein lini / die
einem wolgestalten ey gleich werdt* schreibt Direr, und dann macht er mit einigen Kreisbogen das, was man
heute als splining® bezeichnet, was aber withrend der rund 100 Jahre nach Diirer beginnenden Herrschaft
(beinahe mochte man sagen Diktatur) der analytisch-algebraischen Geometric keinesfalls mehr ein legitimer
Gegenstand von Geometrie sein durfte. In der Konstruktionsbeschreibung wird klar, was an der Zeichnung
nicht zu sehen und darum sicher auch Diirer nicht aufigefallen ist: Seine ,,eilini* hat an zwei zueinander
symmetrischen Stellen minimale Knicke (in der GréBenordnung von 3°), die sich durch geringfiigige Ab-
anderung der Konstruktion leicht hétten vermeiden lassen. Fiir das praktische Zeichnen spielen sie keine
Rolle, aber sie zeigen, daB Direr sich des Problems nicht annihernd bewuBt war. In derselben Konstruk-
tionsbeschreibung wird Gbrigens verlangt, einen Kreis mit gegebenem Mittelpunkt so zu konstruieren, daB er
zwei zu diesem Mittelpunkt symmetrisch gelegene Kreisbogen von innen berihrt. Das kann man mit Zirkel
und Lineal konstruktiv leicht 1osen. DaB Diirer hierzu nichts sagt, vielmehr anscheinend von der Vorstellung
ausgeht, den passenden Radius durch Probieren zu finden (an anderer Stelle kommt noch mal ein analoges
Problem vor), zeigt ein weiteres Mal, daB er in zeittypischer Weise iiber das Phanomen des Beriihrens nichrt
nachgedacht hatte. :

Manches was Diirer insbeondere in seinen Vor- und Nachreden duBert, hren modeme Kiinstler nach meiner
Erfahrung nicht so gern.“Wiewol etlych auB inen durch stetig iibung eyn freye hand erlangt /also das sie ire
werck gewaltighdich aber unbedechtlich / unnd alleyn nach irem wolgefalle gemacht haben (Underwey-
sung). Was aber ganz leicht ist, kann nicht sehr kiinstlich sein. Was aber kiinstlich ist, will Fleil, Miihe und
Arbeit haben™. (Proportionenlehre). Wir sind in eine Zeit eingetreten, in der viele Kinstler auf eine ganz neue
Weise sich mathematisch-technischer Mittel bedienen. Ich denke an den Computer, und da_fiillen sich Dirers
mahnende Worte mit einem neuen Sinn und Inhalt. -

**% Direr schreibt in einer Nachbemerkung zur ,,Underweysung: “Wiewol ich milglichen fleyB hab angekert /
das dise biichlein recht und wol corregiert auB geen mochten / noch dann haben sich durch die aufizichung
und wider eynsetzung der pustaben / auch die eyl etlich yrrtum in worten und dem verstand zugetragen...*
Und am Ende der ,,Proportionenlehre* lesen wir: “Wiewol der frumm und kunstreych Albrecht Diirer dise
vier pucher geschrybenn / so hat er doch nur das erst wider iibersehen und corrigiert / dann ee er an die ande-
ren drey komen ist / hat in die schnelheyt des todes iibereylt.
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SAGAN
SAGAN

DIE PEANO KURVEN VON SCHOENBERG UND ISEXI:
Lebesaue entdeckte in 1904 die folgende sur jektive Abbildung der

ENTDECKT ODER ERFUNDEN ? = Lebesaue entde
HANS SAGAN Cantorschen Menge

5004 Glen Forest Drive, Raleigh. N.C. 27612-3132 F= ozt @t rc@e ... | t, = 0 ader 1 )

auf Q:
Zwei Grundbeariffe spielen eine wesentliche Rolle in d foloende Ot € ¢t ...
u e so noei nell sn Tolgenden O (Rt Y2t yeat)...) = 2tas
Ausfiihrunaen: Die Stetigkelt won Funktionen und die Aguivalenz von 3 s 2 a 0.t t t
A A 272 as"""
Mengen. Mit der Definition (Erfindung) der Stetigkeit werden alle die leicht auf n Dimensionen verallgemeinert werden kann:
stetigen Funktionen gewissermaBen "ins Leben gerufen” - vorerst o.t ¢ . .
auBerhalb unseres Wissensbereiches - und "warten® darauf entdeckt Oi 1 n+1 2n+s 3neg” "
.t t t t PN
2u werden. Gleichweise schafft die bekannte Definition (Erfindung) 2 2 n+2 2n+2 3n+2
= f(Oé(Ett)tat rat ... = O,t_t ¢t t . (1)
der Aguivalenz von Mengen alle mSglichen Aquivalenzklassen von 2 5 2 3 n+3 2n+3 an+3
Mengen die auf Entdeckunag warten. Num hat Cantor nach drei jdhrigen E
heiBen Bemiih’n in 1878 entdeckt daB die Kardinalitit des Kontinuums 0; F2Zn antenT Tttt

von der Dimension unabhingig ist und daB. insbesondere. das Ein=

heitsintervall # = [0,1) mit dem Einheitsaquadrat Q = 0,132 Hqui= ([61). Es ist leicht zu sehen daB diese Abbildung sur jektiv ist: Sej

valent ist ([1)). Es gibt also eine ein-eindeutige Abbildumg von & O.F £ F F ...
: 27117227 13" 14

auf Q. Die Frage erhob sich: Gibt es eine stetige ein-eindeutige 0.5 Z E F ...
2721722 23" 2¢

Abbildung von & auf Q 7 Eugen Netto zeigte in 1979 daB dies nicht P = 08 Z F F ...
2731732 33" 34

mdglich ist: Jede ein-eindeutige Abbildung von einer. m—dimensiona=

0 £ £ £ ...

2°' N1’ n2 N3’ ng

len Manniafaltiakeit auf eine n—dimensionale Mannigfaltigkeit ist
unstetia falls m = n ([2}). Eine sur jektive Abbilduna von # auf Q
ist sher wegen Cantors Resultat gesichert. Dies war die Situatian ein Punkt in [0,17", Dann ist

die G. Peano in 1890 vorfand als er eine stetige sur jektive Abhil= 10, (2
3 511 2521)(EEQI)...(EE“‘)(EEIZ)(EEZZ)(EEaz)...(EEnz)<EE‘a)(Efza)

von £ auf Q entdeckte: Die erste raum-fidllende Kurve | ([3]). @ ) (g ) )
T . - =P,

Peanos Abbildung war natiirlich nicht ein-eindeutig. Ein Jahr spi= : ) a3 na

- 9 SchlieBlich entdeckte Lebesgue in 1905 eine surjektive Abbildung von
ter entdeckte David Hilbert eine einfachere raum-fiillende Kurve r . B} A =

B auf den No—dlmenSLQnalen Einhei tswiirfel (£73):
und einen sehr anschaulichen geometrischen Erzeugungsprozess fiiF
Kurven dieser Art ([4]. siehe auch [51). Es sei hervargehobem daB O;t,t, t ...
Hilberts Erzeuoungsprozess von Cantors Resultat der Aquivalenz von Oétztc txot14 <.
, a(o, (2t , =

# und Q abhinat. Wir wollen uns mit raum—fitllenden Kurven (oder 35 (8F, Bt @t oét4t1ztzotza “en (2)
Peana-Kurven wie sie oft genannt werden) beschdftigen die von Can= oétatz4t4ot55 .
tors Resultat nicht abhidngen, Kurven die auf Henri Lebesques sur= . :
iektive Abbild Cant - Wir ke ie v- :
iektive Abbildungen der Cantorschen Menge auf das Quadrat, den n T komnen die v-te Komponente ¥, von g folaendermaBen schreiben:

dimensiognalen Einheitswirfel [0,1]7" und sogar den Ho— dimensiona=

len Einheitswiirfel 0,11 ° beruhen. -2~

-1-




NEUHOFEN: SAGAN

w (0. (8t (2t Y (Rt )...) =
v 3 1 2 3

= 0.t t t aent . 3)
V-1 V-1 V-1
2 (2°1-1> 2 "(2°2-1) 2 (2°3-1) 2 T@*k-n

n
Ein beliebiger Punkt in (0,11 ° habe die Koordinaten

0,8, 8 ...%

cass V= 1,2,3,...
Z2'vi'wv2'vs

vk
Wir kdnmen

Euk =t V-1
2 (2" k-1

eindeutia fiir t1’tz'ta"" l8sen und sehen daB die Abbildung (2) van

N
% auf [0,11 ° tatsiichlich suriektiv ist.

In beiden Fillen ergénzte Lebesque die Definition der Abbildungen f
und g von I' auf das ganze Intervall & durch lineare Interpolation und
N

erhielt stetiae surjektive Abbildungen von £ auf (0,11 und ro.11 °,

n-dimensionale und Ro—dimensionale raum—-fillende Kurven.

I.J. Schoenberg entdeckte in 1938 fiir den n-dimensionalen Fall und
Kivoshi Iséki in 19446 fiir den No-dimensionalen Fall andere Interpo=
lationen fir die Lebesgueschen Abbildungen (1) und (2) (8], [91).
Beide gaben ihr Resultat an und bewiesen a posteriori daB es die
qewinschten Eigenschaften hat. Wir werden versuchen den Denkprozess
2u rekonstruieren der die beiden Autoren 2u ihrem Resultaten fithr=

te.

Ausgehend von (1), schreiben wir die v-te Komponente pu von f wie

folgt:
w x .
cee) = 4)
P, (0@t 1@ty @t ) ) k)-: todenen /2 (
Kénnen wir die Zihler in obiger Formel durch stetige Funktione er=

setzen die fiir t e I' die gewiinschen Werte anmehmen und geeignet be=
schrénkt sind sodaB die von (4) erhsltere Reihe gleichmiBig konvers=
giert und die Werte van ®, zwischen O und 1 liegen. haben wir das

Ziel erreicht.

Wir bemerken das3
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SAGAN
0= 0.(8t )1(Bt_1(Rt_)... < 1/3 fir ¢t = 0
E] 1 2 3 1
2/3 = 0.¢(2t 1(Bt_ 1Bt _)... € 1 fir t=1
a2 1 2 3 i
Wihlen wir also eine stetige Funktion p fitr die p(t) = 0 fur 0 < t

= 1/3 und p(t) = 1 fir 2/3 < ¢t < 1, dann ist

PO (2t (2t _1(2t_)...) = t .
3 1 2 3 1

Wir konnen die m-te Ternirstelle auf den ersten Platz riicken indem

wir t = Oé(Et‘)(Etz)(Ets)... mit 3™t multiplizieren

3" = ((2t (a2t _Hr...(2¢ V). (2t ) (2t )2t Yo
i 2 m-1 3 nm med m+2

und wir kénnen den geraden ganzzahligen Teil in
plieat 1 (Bt_)...(at M) (2t (a2t ) (2t )e..) ignorieren falls
1i 2 m—-1 a m m¥e m+2
wir verlangen daB p eine 2-periodische Funktion ist. Um eine lange
Beschichte kurz zu machen, erginzen wir die Definition von P wie wir

in untenstehender Abbildung angedeutet haben. Darn ist

!

1

|
win

i .
Wil - ==~ = -2
[JU17X)
R
X1 ] PA——

/ |

4-2 _1 Jo 1 2 2 1
1-3-3 03 1 3 3
Abbildung: Die erzeugende Funktion p

p3™ Yo, (at r(at_rat )...) = ¢ s)

a 1 2 3 m
und N
® (k—1)+~4 k

p,(t) = Kpa” t) /2% v = 1,2,3,....n

k=1
sind die Komponenten einer n—dimesionalen raum-fiillenden Kurve,

der n-dimensionalen Schoenberg-Kurve. Die Einfithrung der erzeugen=
den Funktion p, die bei Schoenberg und Tseki gleichsam als deus ex
machina fungiert, stellt unms vor ein philosephisches Dilemma: p ist

eine stetige Funktion und wurde sie als solche unter allen stetigen
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Funktionen entdeckt, oder wurde sie als Werkzeug zur Erzeugung der
Schoenberg-Kurve erfunden 7
Ausgehend von (2) gehen wir nun genau so vor wie bei der Konstruk=
tion der Schoenberg Kurve: Wir schreiben (3) in der Form
]
k
t

L~

(0. (2t Y(2t_rat_r...r =
V’v 3 * 2 2 k=g 2 i(zk—n

und erhalten wegen (5) die Komponenten der No—dimensionalen Iseki

Kurve:

w, (t) =:91p(3zv—“3““"‘t)/2", v = 1.2,3,...
Wihrend die Komponenten der Lebesgueschen Kurven, die ja auf dem
Kamplement der Cantorschen Menge durch gerade Linien dargestellt
werden. fast tiberall differenzierbar sind, sind die Komponenten
der Kurven von Schoenberg und Iseki nirgends differenzierbar (L1031,

111y,
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Die Henselschen p-adischen Zahlen:
Beispiel einer Erfindung in der Mathematik?

Peter Ullrich

Westfalische Wilhelms- Universitit, Mathematisches Institut,
Einsteinstrafle 62, D-48149 Miinster

1 Die Idee: Reihenentwicklung algebraischer Zahlen

Nach eigener Angabe beschiftigte sich Kurt Hensel (1861-1941) seit 1893 mit nder
Einfiihrung der p-adischen Zahlen* [10, S.473]. Im September 1897, auf der Jahresver-
sammlung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung in Braunschweig, stellte er seine
Theorie dann zum ersten Mal der mathematischen Offentlichkeit vor in einem Vortrag
»Uber eine neue Begriindung der Theorie der algebraischen Zahlen“. Dessen verdffent.
lichte Kurzfassung beginnt mit den Worten [5, S.83-84]:

»Die Analogie zwischen den Resultaten der Theorie der algebraischen Functio-
nen einer Variabeln und der der algebraischen Zahlen hat mir schon seit mehreren
Jahren den Gedanken nahe gelegt, die Zerlegung der algebraischen Zahlen mit
Hiilfe der idealen Primfactoren durch eine einfachere Behandlungsweise zu erset-
zen, welche der Entwickelung der algebraischen Functionen in Potenzreihen fiir die
Umgebung einer beliebigen Stelle véllig entspricht.“

Einige Erlduterungen hierzu erscheinen angebracht (zu Details und genauen Zitaten
siehe [13, insb. S. 165-168] und [14)):

»Die Analogie ... “ auf die Hensel verweist, wird heutzutage oft so gesehen, daff man
endliche Funktionenkérper in einer Unbestimmten und endliche Zahlkérper beides als
Spezialfille der Situation auffaBt, daB man es mit dem Quotientenkérper eines Dedekind-
Ringes zu tun hat. Auch wenn der Namenspatron Richard Dedekind (1831-1916) dreifig
Jahre glter war als Hensel, so muB man hierbei jedoch zugestehen, daff diese Sichtweise

Jahren dieses Jahrhunderts angebracht ist.

Schon zu Hensels Zeit war allerdings bekannt, da8 sich die Ringe der ganzen Elemente
in beiden Fillen entsprechend verhalten, dafl etwa in ihnen der Satz iiber Existenz und
Eindeutigkeit der Primidealfaktorisierung gilt, wobei den Primzahlen p auf der Seite der
Zahlkérper die Linearfaktoren in der Unbestimmten auf der Seite der Funktionenkérper
entsprechen. Die Standardreferenz hierfiir ist der Artikel 1] von Dedekind und Hein-
rich Weber (1842-1913) aus dem Jahre 1880, aber auch Hensels Doktorvater Leopold
Kronecker (1823-1891) und Karl Weierstras (1815-1897), bei dem er Vorlesungen gehért

hatte, wiesen in ihren Veranstaltungen auf diese Analogie hin — und zwar bereits vor
1880.
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Insbesondere hatte WeierstraB in seinen Vorlesungen iiber die , Theorie der Abelschen
Functionen* mit analytischen Mitteln einen Beweis der Primfaktorisierung fiir algebrai-
sche Funktionen gegeben, und hierauf mochte Hensel sich beziehen, als er davon redete,
ndie Zerlegung der algebraischen Zahlen mit Hiilfe der idealen Primfactoren durch ei-
ne einfachere Behandlungsweise zu ersetzen, welche der Entwickelung der algebraischen
Functionen in Potenzreihen fiir die Umgebung einer beliebigen Stelle véllig entspricht*.
Der Begriff ,Potenzreihe® ist hierbei etwas weiter zu fassen als heute iiblich, nadmlich
unter EinschluB von Laurent-Reihen und Puiseux-Reihen.

Hensel kombinierte also die ihm bekannte Analogie des Zahikérper- und des Funktio-
nenkdrperfalls mit der Methode der Reihenentwicklung aus der Funktionentheorie zu der
Idee, algebraische Zahlen als , Potenzreihen® in einer gegebenen Primzahl p zu schreiben.

Wohlgemerkt, solche Reihen waren zuvor noch nirgendwo aufgetreten. Zwar gab es
»p-adisches Denken* schon vor Hensel, némlich bei Ernst Eduard Kummer (1810-1893)
~ und Ferdinand Gotthold Max Eisenstein (1823-1852) —. Und Kummer war der Lehrer
von Hensels akademischem Lehrer Kronecker, der diesen auch in direkten Kontakt zu
Kummer brachte. Allerdings rechnete Kummer immer nur modulo einer geeignet hohen
Potenz der Primzahl p, arbeitete also sozusagen nur mit den endlichen Partialsummen der
p-adischen Reihe. André Weil (1906-1998) urteilte dazu als Herausgeber von Kummers
Werken [11, Bd. 1, S.6-7):

»Of course he [= Kummer] never introduced the concept of p-adic fields; the credit
for this goes to his pupil, or rather his pupil’s pupil Hensel. Perhaps this concept
could only occur to someone like Hensel, who had also been Weierstrass’s pupil
and who was familiar, not only with Cantor’s definition of the real numbers, but
with the ideas of Dedekind and Weber on the analogies between number-fields and
function-fields.“

2 Die Ausfithrung: Konstruktion der p-adischen Zah-
len

Hensel verlie sich auf diese Analogie, als er daran ging, algebraische Zahlen als Potenz-
reihen in einer gegebenen Primzah) p darzustellen. In welchem Sinne — und ob iiberhaupt
— diese Reihen konvergieren sollten, dazu &uBerte er sich zunichst nicht, weder in seinem
Vortrag aus dem Jahre 1897 (5], wo er die Ergebnisse iiber die Reihendarstellung nur
angab, noch in dem Artikel , Ueber die Entwickelung der algebraischen Zahlen in Potenz-
reihen” [6] mit den ausgefiihrten Beweisen, den er im Juni 1900 abschlof: Hensel erhielt
die Reihenentwicklung einer algebraischen Zahl ¢, indem er, Kummers Ideen fortsetzend,
modulo simtlicher Potenzen p¥, N € N, der Primzahl p rechnete, so die Partialsummen
Nd

gewann durch die Bedingung o = Y a,p"/* mod p¥ und diese dann zu einer Reihe als
v=m

o0
rein formalem Objekt zusammenfaBte. Die Darstellung o = 3" a,p*/? bedeutete dabei

nichts anderes, als da8 die obigen Kongruenz fiir jedes N & I\f =g1"'it.

In zwei Arbeiten [7), [8], die 1904 und 1905 erschienen, wagte Hensel dann den Sprung
von der p-adischen Entwicklung algebraischer Zahlen zu den eigentlichen p-adischen Zah-
len: Statt nur diejenigen Reihen zu betrachten, die auf die oben beschriebene Art aus
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algebraischen Zahlen gewonnen werden, untersuchte er jetzt generell Reihen des Typs
=]
Y a,p/d.

v=m

Im ersten der beiden Artikel, [7], beschrinkte er sich dabei auf den Fall, daf d =1
ist und die Koeffizienten a, Zahlen von 0 bis P — 1 sind; er konstruierte also — modern
bezeichnet — die p-adische Komplettierung Q, der rationalen Zahlen. Diese Bezeichnung
ist allerdings ahistorisch: Zwar fiihrte Hensel durchaus die p-adische Bewertung fiir die
von ihm betrachteten Zahlen ein [7, S.61], der abstrakte Bewertungsbegriff findet sich
Jedoch erst 1912 bei-Josef Kiirschak (1864-1933) [12], der ,zu diesen Untersuchungen
durch Herrn K. Hensels Schépfung, die Theorie der p-adischen Zahlen, angeregt* worden
war [12, S. 289].

Im zweiten der Artikel, (8], untersuchte Hensel dann die allgemeinen Reihen, bei de-
nen gebrochene Exponenten v/d von p und Koeffizienten o, auftreten, wie sie bei der
p-adischen Entwicklung algebraischer Zahlen notwendig sind; modern und eben wieder
ahistorisch gesagt, studierte er also die Theorie der endlichen Erweitungen von @,. Be-
merkenswert ist dabei, daB der Titel dieses 1905 erschienenen Artikels gleich lautet wie
der seines Vortrags im Jahre 1897, néimlich , (ber eine neue Begriindung der Theorie der
algebraischen Zahlen“. Offenbar sah Hensel erst jetzt, nach iiber sieben Jahren, das neue
»Denkwerkzeug*, das er damals vorgestellt hatte, als hinreichend entwickelt an.

Da8 er im Laufe dieser Entwicklung eine neue Art von Zahlen oder zumindest doch
Zahlendarstellungen eingefiihrt hatte, irritierte Hensel dabei anscheinend recht wenig,
wie man dem folgenden, die Arbeit von 1904 einleitenden, Passus entnimmt {7, 8.51}:

»In der Arithmetik sind die positiven ganzen Zahlen und nur sie durch die Na-
tur gegeben; die Null, die negativen, die gebrochenen, die irrationalen und die ima-
gindren Zahlen sind Symbole, welche man hinzugenommen hat, um in dem erwei-
terten Gebiete alle Rechnungsoperationen ausfiihren zu kénnen. In welcher Weise
man diese neu eingefiihrten Symbole bezeichnet, ist gleichgliijltig. Ich méchte in den
folgenden Betrachtungen eine von der gewdhnlichen verschiedene Darstellung dieser
Zahlen einfithren und zugleich die aus ihr folgenden neuen Prinzipien der Arith-
metik zur Begriindung einer neuen Theorie der algebraischen Zahlen benutzen. Ich
bemerke dabei aber, daB man auf diesem Wege auch Mittel fiir die arithmetische
Untersuchung der transzendenten Zahlen erhilt. . -; denn die vorliegenden Unter-
suchungen ergeben zum ersten Male eine notwendige Bedingung dafiir, daBl eine
vorgelegte Zahl algebraisch und nicht transzendent ist, und zwar stimmt dieselbe
wortlich mit dem Cauchy-Puiseuzschen Kriterium fir die algebraischen Funktionen
einer Variablen iiberein.*

3 Das Lokal-Global-Prinzip: eine weitere Erfindung?

Das ,, Ceuchy-Puiseuzsche Kriterium* besagt dabei: Eine Funktion auf der Zahlenkugel
ist genau dann algebraisch, wenn sich ihr Werteverlauf um jeden Punkt der Zahlenkugel
durch (i.a. mehrere) Puiseux-Reihen mit endlichem Hauptteil beschreiben 158t. Hensel
brachte mit dem letzten Teil des obigen Zitats somit die Idee ins Spiel, die p-adische Ent-
wicklung fiir Algebraizitits- bzw. Transzendenzfragen zu verwenden. In einem Vortrag,
den er am 26. September 1905 auf der Jahresversammiung der deutschen Naturforscher
und Arzte in Meran hielt, fiihrte er diesen Gedanken genauer aus [9, S.545-546):
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Zuniichst erinnerte er wieder an die Analogie zwischen Funktionen- und Zahlkérpern
und an die Methode der Reihenentwicklung im Falle der Funktionen. Dann bemerkte er,
daB man anhand dieser Reihenentwicklungen die rationalen, die algebraischen und die
transzendenten Funktionen charakterisieren kann. Hensel fubr dann fort [9, S. 545-546):

» Viel weniger einfach liegen die Verhiltnisse bis jetzt bei der Untersuchung der
Zahlen. Auch fiir sie besteht, wie fiir die Funktionen, die Einteilung in die ratio-
nalen, die algebraischen und die transzendenten Zahlen. .. Dagegen erfordert die
Entscheidung, ob eine vorgelegte Zahl a[lJgebraisch oder ob sie transzendent ist,
schwierige Untersuchungen und die Anwendung individueller Methoden fiir jedes
einzelne Problem. . .; jedenfalls ist man augenblicklich in der Arithmetik weit ent-
fernt von einem Kriterium von solcher Einfachheit und Allgemeinheit, wie der in
der Funktionentheorie geltende Satz: Eine eindeutige Funktion ist dann und nur
dann transzendent, wenn sie mindestens eine wesentlich singuléire Stelle hat.

Der Grund, warum die Untersuchung der Zahlen so aufierordentlich viel schwie-
riger ist, als die der Funktionen, scheint mir nun ausschliellich der zu sein, daB wir
fiir die Zahlen nur eine einzige Darstellung kennen, nimlich die in der Form eines
Dezimalbruches ... In der Funktionentheorie dagegen gibt es fiir die Umgebung
einer jeden Stelle ein nenes Funktionenelement, und die einfachsten Eigenschaften
aller jener Elemente zusammengenommen gewibren uns einen vollen Einblick in
die analytische Natur der Funktion. . . wollen wir umgekehrt diese transzendenten
Zahlen dhnlich einfach behandeln, wie die transzendenten Funktionen, so miissen
wir versuchen, statt der einzigen Darstellung durch einen Dezimalbruch unendlich
viele andere zu finden, von denen Jjede einzelne uns einen neven Aufschlu8 iiber das
Verhiltnis jener Zahl zu einer bestimmten ganzen Zahl gewihrt.“

Hensel meinte hier also, man solle auch zahlentheoretische Problemstellungen so an-
gehen, daB man die lokalen, p-adischen Reihenentwicklungen von Zahlen studiert, um
globale Aussagen iiber die Zahlen selbst zu treffen. Damit formulierte er zum ersten Mal
ein Lokal-Global-Prinzip fiir die Zahlentheorie, bemerkenswerterweise, ohne ein korrektes
Beispiel angeben zu konnen: Sein sich an dieses Zitat anschlieBender Versuch, die Trans-
zendenz von e mit p-adischen Methoden zu beweisen [9, S. 552-558], auch [10], scheiterte
nidmlich.

Von einer »Entdeckung® des Lokal-Global-Prinzips durch Hensel kann also kaum die
Rede sein. Ublicherweise wird auch Hensels Doktorand Helmut Hasse (1898-1979) als der
»Entdecker dieses Prinzips bezeichnet, wobei dieser aber angibt [3), [4, Bd. 1, S. VIII-IX],
Hensel habe ihm dieses »Suggeriert“ [4, Bd.1, S. VIII:

Hensel hatte Hasse im Jahre 1920 die Aufgabe gestellt, zu untersuchen, wann sich eine
rationale Zahl r durch eine gegebene quadratische Form q(z1,...,z,) darstellen li8t. -
Es war Hasse bereits gelungen, dquivalente Bedingungen hierfiir anzugeben, wobei er
sich orientierte an einem Ergebnis von Adrien-Marie Legendre (1752-1833) iiber ternire
quadratische Formen, also solche in drei Verinderlichen. Sein Resultat schien sich jedoch
nicht in die p-adische Sichtweise einzufiigen, so daf§ er sich veranlat sah, Hensel deswegen
zu schreiben. Dieser antwortete per Postkarte, qualifizierte Hasses Ergebnisse als ,recht
interessant* und &uferte sich dann zu dem »p-adischen Aspekt wie folgt [3, S. 4], [4,
Bd.1, S.IX]:

»Ich habe immer die Idee, daB da eine ganz bestimmte Frage zu Grunde liegt.
Wenn ich von einer analytischen Funktion weifl, da8 sie an allen Stellen rationalen

4

NEUHOFEN: ULLRBRICH

Charakter [d.h., eine Laurent-Entwicklung mit endlichem Hauptteil] hat, so ist
sie rational. Wenn ich beij einer Zahl dasselbe weiB, daB sie fiir den Bereich Jjeder
Primzahl p und fiir p., [d.h., beziiglich der archimedischen Bewertung] p-adisch ist,
so weif} ich noch nicht, ob sie eine rationale Zahl ist. Wie wire das zu erginzen?¢

Hasses Reaktion hierauf sei in dessen eigenen Worten wiedergegeben {3, S.4], [4, Bd. 1,
§.IX] (Kursivsatz wie in [3, S. 4)):

»Es war die Frage am Schlufl dieser Mitteilung, die mir die Augen gesffnet hat: Die
Bedingungen des Lagrangeschen [lies: Legendreschen] Satzes lieBen sich ja dahin-
gehend formulieren, daf die terndre Form fiir jede Primstelle p eine nicht-triviale
p-adische Nulldarstellung zuldft! Und der Satz selbst besagt, daf sie dann auch
eine nicht-triviale rationale Nulldarstellung zulift.«

Hasse formulierte daraufhin sein Ergebnis um zum heute so genannten ,Satz von
Hasse-Minkowski“: Die Gleichung g(z;, ..., Tn) = r besitzt genau dann eine Losung iiber
dem Kérper Q der rationalen Zahlen, wenn sie eine Losung iiber jeder Vervollstindigung
von Q besitzt, d.h., iiber den reellen Zahlen - der archimedischen Vervollstindigung von
Q - und iber dem p-adischen Kérper Q, fiir jede Primzahl P [2, S.130-131 bzw. S. 4-5,
Fundamentalsatz).
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1. Christianity in mathematics

An important factor common to mathematics and Christianity since the rise
of the latter is their apparent statuses as sources for certain knowledge : Euclid an
authority like the Bible, and so on. However, a substantial difference concems the
status of proof and argument: mathematics was extolled for its finesse (in Euclid,
for example) while a religion was held without recourse to proof. The loss of
certainty, or failure to establish it, in both areas shows some similarities; the
invoking of metamathematics to study mathematics in a specific way has some
parallel with theology trying to fill the vacuum caused by loss of faith.

Until the 18th century many European mathematicians were believing
Christians of some persuasion, and sometimes belief played a role in theorising;
but especially in the later decades such adhesions reduced considerably. An
important figure in this tendency was J.L. Lagrange (1736-1813), especially in
mechanics. Two cases are worth noting. Firstly, the principle of least action was
expounded in the middle of the 18th century, especially by Pierre Maupertuis
(1698-1759) and Leonhard Euler (1707-1783); and Maupertuis asserted, as a
‘metaphysical” principle, that God was the guarantee of the principle — a “proof”
of both its truth and its generality, as it were. Lagrange later took the principle as
a mainstay of his algebraised mechanics, giving it higher status than had Euler: but
he made no use of theology to guarantee generality (Pulte 1989).

Secondly, the basic path of a planet P was determined from Newton’s laws
by the central force from the Sun, but the perturbations off it caused by the forces
coming from other planets could be large enough to send P either elsewhere in the
ecliptic or give it a quite different inclination. (The accidental nearby passage of a
comet might produce similar effects.) Thus the stability of the planetary could rot
be proved. For Newton this possibility was quite satisfactory: God would arrive to
restore equilibrium should danger attend P, and hence God exists. Catholic Euler
sees to have held a similar stance, maybe even doubting that instability could occur
at all. But Lagrange hoped to prove that stability ensued from Newton’s laws
together with the assumption that the planets moved in the same direction around
the Sun. Drawing upc: Euler’s own innovation in celestial r-2chanics to express
perturbation in an infinite trigonometric series, he-changed independent variables
and thereby reduced the stability problem for P to a form that, in terms of the
spectral matrix theory which this work helped to create in the first place, requires
to show that all the latent roots of the matrix associated with the coefficients of the
expansion for P were real, and that their attached latent roots were real. He
formulated this method for a collection of mass-points in general; P.S. Laplace
(1749-1827) adapted it more specifically for the planetary system (Grattan-
Guinness 1990, ch. 6).
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In their lifetimes both Lagrange and Laplace were held to be atheists. Had
T.H. Huxley’s word ‘agnostic’ then been available, it would probably have been
more apposite, but certainly the secularisation of mathematics and science was a
strong drive, and it continued in the new century.

However, in the 19th century Christianity sometimes played some role in
theorising, especially in foundational theories. George Boole ( 1815-1864) was
partly guided by his religious stance in forming his contributions to logic. An
ecumenist, he rarely mentioned religion in his writings; however, in his The laws
of thought he analysed passages from the writings of Samuel Clarke and Baruch
Spinoza that surely did not just happen to deal with properties of the one and only
God (Boole 1854, ch. 13). Again, in his final paragraph he saw the ‘juster
conceptions of the upity, the vital connexion, and the subordination to a moral
purpose, of the different parts of Truth, among those who [...] profess an intel-
lectual allegiance to the Father of Lights’ (p. 424), this phrase a code term for his
kind of Dissension to refer to the unifying Godhead. In the late 1850s he became a
profound admirer of Frederick Denison Maurice, who was dismissed from his
post as professor of Divinity at King’s College London for advocating such a
brand of Christianity instead of party-line Trinitarianism; he even had Maurice’s
portrait placed by his death-bed (Grattan-Guinness 1982). However, after his
death only his widow advocated this aspect of his logic.

Georg Cantor (1845-1918) was the principal creator of set theory,
including the doctrine of the completed infinite. He became aware, and indeed
deeply informed about, predecessors who had affirmed the ‘actual infinite’, often
in a Christian context. Especially drawn to Giordano Bruno and (like Boole) to
Spinoza, his metaphysical framework included a central Christian component
(Bandmann 1992). He saw his theory of the infinites as explicating and clarifying
Christian doctrines of infinitude, and thereby informing believers (or those
capable of understanding his theory). The audience for this aspect of his theory
increased after 1879, when Pope Leo XMl issued an encyclical requiring Catholics
lo pay much more attention to the development of science, and various
philosophers and theologians of that persuasion corresponded with him.

Cantor was also aware of a third kind of infinitude, the ‘absolute infinite’ of
the supposedly greatest cardinal number C, from which two paradoxes follow
(C=C but also C>C; and C>2C but also C<2C). For him ‘Cantor’s paradox’ (as
Bertrand Russell will call the latter in the 1900s) was no problem, or at least the
solution to it was evident; for this kind of infinitude ‘thus appears to me.in a
certain sense as an appropriate symbol of the Absolute’, and if Man played with it,
so much the worse for him. Similarly, the greatest ordinal number had to be
eschewed. ’

In all these cases a religious stance is playing a cognitive role in
mathematical theories. In some other cases belief is present even if not cognitively
operative. Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) was an exceptional case: theJ
mathematician, royalist and Catholic were united to an astounding degree,
especially during the period of the Bourbon revolution (1816-1830) when he
produced an astounding mass of major work, the equivalent of about 12 volumes
in his collected works: truths in heaven and truths in applied mathematics; order
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in society and order in mathematics, to which he consciously brought new
standards of rigour and even pioneered the systematic numbering of formulae in
papers and books. He also chastised his colleagues in the Académie des Sciences
for studying natural history and biology, which lay in God’s province. After the
fall of the Bourbons in 1830 he followed the royal family into exile; and upon his
return to Paris in 1838 he participated in organisations concerned with Catholic
education, and refused to take oaths to the ruling regime (Belhoste 1991, esp. chs.
8-11). .

Despite the increased secularisation of society, the history of the place in
science of Christianity, and religions in general, is fairly well recognised. But in
mathematics it is much less acknowledged; and the converse influence, from
mathematics to Christianity, has gained even less attention. To it we now turn.

2. Mathematics in Christianity

A hypothesis adopted here, not confined to Christianity or to mathematics,
is that ancient religious texts contained important figurative or metaphorical
elements, and were then so understood; but such passages have been
misinterpreted by later adherents as making literal claims. The thesis has been
greatly strengthened for Christianity by some of the texts from Biblical times that
have been discovered and deciphered in recent decades (the Dead Sea Scrolls and
the Nag Hammadi collection); for they explicitly use a method that is not
mentioned in Biblical texts, or else has been excised at some stage. The key word,
in Hebrew, is ‘pesher’, which translates as ‘interpretation of dreams’; it appears in
the Bible in its own right (for example, Genesis 40:5, Ecclesiastes 8:1). An
appropriate verse of text was supplemented by a pesher explaining the events or
person involved, or the intention of the analogy or metaphor stated (Thiering
1992, ch. 8); thus they contain some of the secrets that theology seeks.

Concerning influence from mathematics, the most relevant branches are
taken to be arithmetic (including numerology and gematria, and the use of digit
strings), music, geometry, tri gonometry and mechanics, together with astronomy
and the measurement of time; with very close interactions occurred in antiquity.
Important also is semiotics, the theory of relationships between signs and their
referents, and the possibility of multiply interpreting a (mathematical) sign.
Usually the mathematics is very elementary to modern eyes, or exists at the level
of maybe intuitive thinking rather than formal(ish) theory; but it should not be
derided, for all topics back then were in early stages, and the cultural impact
could have been very considerable. .

There have been two main streams of Christian faith, commonly known as
‘Orthodox’ and ‘Apocryphal’ (the latter referring not only to the addenda so
named to the Old Testament): I use these adjectives, but without affirming or
denying either connotation. The content of the Apocryphal tradition has become
much clearer when in 1991 the Huntington Library made publicly available copies
of the original texts of the Dead Sea Scrolls after decades of Vatican slowness over
publication (Baigent and Leigh 1991). A happier history attends the Nag Hammadi
texts, which were transcribed and translated much more quickly (Harrison 1988).
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By contrast, the Apocrypha advocates dualities: the literally binomial digit
string 1-1 denoting Jesus and Mary Magdalene, and the corresponding number 11
and its powers. A major source for Christian conflict was whether the Blessing
should be given with three fingers or with two. During the High and Late Middle
Ages it was involved in the schisms between Rome and Kiev: when the Viking
occupying forces chose Christianity for the faith of the Russian people,
Trinitarianism was (and is) advocated with especial fervour, as one sense of the
word ‘orthodox’. Russian sacred paintings often depict just the heads of three
Saints. Among other instances, heretic Leonardo Da Vinci made his position
semiotically clear in his famous ‘Last supper’: the person next to Jesus seems to be
a woman, her and his arms semiotically suggest an ‘M, and there is no wine on
the table (that is, no death by crucifixion).

The clash seems to arise in the design of cathedrals and major churches. In
plan they show the shape of the orthodox cross; but in elevation one sees two
towers, surely not just an attractive symmetry. The distinction of doctrine raises
the question of the design and financing of these buildings, upon which reliable
information is scarce; but one source seems to have been descendants of the
Templarians. They had been one of the main proponents of the Crusades before
the murder and torture of many of their members in Paris by the Catholics on 13
October 1307. This event is seemingly the origin of regarding ‘Friday the 13th’ as
unlucky; maybe the day had been deliberately chosen for the stigma attached to 13
as the number of diners at the last supper.

One of the Templars’ later manifestations was in Freemasonry: from the
early 17th century in Scotland and then England, and after that across Europe and
elsewhere, with a major role in the founding of the USA after the war of
independence in the 1770s. They take their doctrines from Egyptian sources,
especially the death of Hiram Abif, a pharaoh also known as ‘Seqenere Tao II’ and
linked to Biblical figures such as Joseph; apparently he was the builder of the Holy
of Holies in the Temple of Solomon in the -16th century (Knight and Lomas 1997,
written by two Masons who disclose the texts of some Masonic discourses).

A main Masonic symbol is the twin pillars of Boaz and Jachin (2 Chronicles
13:7, I Kings 7:21) in front of the Temple, with a semi-circular keystone over
them forming a Trinity. The configuration may also have been a symbol of the
sun waxing up one pillar, rising to its zenith and waning down the other one;
views akin to sun-worship are prominent in Freemasonry. By contrast, the
cognitive content of the Biblical Trinity of Father, Son and Holy Ghost is very
hard to understand; among its consequences, Jesus is not a Christian, since such
believers worship Jesus, which he did not do! Its parentage in the earlier Trinity is
clearly hinted by Paul when twice he described Jesus as a ‘corner stone’
(Ephesians 2:20, 1 Peter 2:6); note also that Jesus’s sect lived at Qumran, a name

which means ‘vault’,
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A geometrical and semiotic difference between the two Christianities
concerns the shapes of crosses.! The cross is a fertility symbol in that in a pre-
Christian tradition vertical lines were male and horizontal ones female, and you
can work out the rest for yourself. Now the orthodox cross “}’ shows the
dominance of male over female: but the Apocryphal tradition shows the equal-
armed cross ‘’, representing sexual equality — a semiotic distinction of great
importance, which however seems to be largely unnoticed today. The latter shape
continued in Apocrypha, coming to be connected with the Rosicrucean movement
as the Rosy Cross, the Circular rose enclosing that cross: ‘@’, but sometimes ‘@’
using the X-shaped cross (a feature missed in Yates’s important book 1972, on the
movement, even though it appears in two of her fi gures!). Both orientations were
also adopted by the Templars and their colleagues the Knights of Malta (82.2), the
latter with two corners on each arm giving the eight-point ‘Maltese’ cross.
Nevertheless, all those movements, especially Freemasonry, were male sexist;
contradictions are not confined to Orthodoxy.

Various other crosses have been shown in Christianity. An interesting one,
of early origin, is the semiotic version based upon the superposition of the first
letters “chi’ and ‘rho’ of “christos’ as the sign ‘f ’; in semiotic style this sign also
doubled as ‘pax’ in Latin (and since the 16th century has left a residue in the
English word ‘Xmas’). It was often accompanied to left and right by the letters
‘a’ and ‘w’, the metaphor attributed 3 times to Jesus as ‘alpha and omega, the
beginning and the ending’ (Revelation 1:8, 21:6 and 22:13) though maybe of pre-
Christian Hebrew origin.

A related example occurs in letter-squares. Here are two cases of a 5x5
square; the second is not well-known.

SITA]JTJO]R S A T A N
A RIE]P O A DJA|M A
T E N E T T _A B A T
O P|lE[R A A M|A[D A
R]1OJT|ATS N A T A s

Seemingly of Orthodoxedly Christian inspiration, the first one uses 8 letters. The
two instances of ‘TENET’ form an equal-armed cross; in addition, ‘ATO’ on two
edges and ‘OTA’ on the other two are presumably acronyms of ‘alpha/omega
tenus omega/alpha’, with ‘tenus’ meaning both ‘up to’ and ‘down to’.2 The text
sort-of means ‘the planter turns the motion of the heavens with his plough’, but it
served mainly as an anagram: leave ‘N’ in the centre, and around it arrange both
as a horizontal row and as a vertical column

! For reasons of space | set aside the question of historicity of the crucifixion,
which is extremely complicated; great doubt can be cast upon the Biblical accounts
of the entire episode. See also the next fount.

2 The ‘T’ may also be semiotic in symbolising the shape of the cross upon which
the crucifixion took place. Discussion of the shape used cannot be discussed
succinctly here, and there is 7o Biblical authority on the matter.
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Again there is an equal-armed cross and ‘alpha’ and ‘omega’, now enclosing ‘our
father’; further, the 13 letters of each line symbolises the disciples surrounding
Jesus, who is represented by ‘N, the 13th letter of the Latin alphabet

In the second letter-square, of Templarian origin, 7 letters are used. The
array of 12 ‘A’s forms the equal-armed cross surrounded by 8 stars, like the
Maltese cross; it serves also as an heraldic device. The central letters ‘A’ and ‘B’
may reflect the alphabet, not in its Greek letters but the Hebrew ‘Alef bet’, which
meant ‘learn wisdom’. The six non-central consonants as underlined above
including both “‘T’s, serve as the acronym for the phrase ‘Solomonis Templum
Novum Dominorum Militiae Templariorum® (Endres 1951, 52-56).3 These two
cases exemplify several of the features of studying mathematics in Christianity:
arithmetic and geometry with semiotics, and historical information from
Templarian sources.
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Modelle zum Linearkontinuum in der Geschichte der Mathematik
DETLEF LAvuGwrTz, Darmstadt

Die heute fast selbstverstindliche Identifikation des Linearkontinuums mit der Menge der
teellen Zahlen ist ein Produkt der von Dedekind und Cantor ab etwa 1870 entwickel-
ten Mengendenkweise. Reelle (»reale*) Zahlen spielten zuvor schon jahrhundertelang eine
wichtige Rolle (in der Form von Dezimalzahlen etwa) als zweckmiBige Parameter in der
Naturwissenschaft, der Geometrie etc. Sie waren niitzliche Erfindungen. Das Linearkon-
tinuum selbst betrachten wir als anschaulich gegeben, als weder erfunden noch entdeckt.
Hat man das Werkzeug der reellen Zahlen erst einmal erfunden, so lassen sich an ihm auch
Entdeckungen machen: e ist transzendent; die Menge R ist nicht abzéhlbar; die sogenannte
»Kontinuumshypothese® ist eine Vermutung itber die Menge R oder 2N, nicht iiber das
anschaulich gegebene Linearkontinuum.

Diese zeit- und anwendungsbedingte Rolle von IR wird durch Betrachtung anderer Vorstel-
lungen deutlich.

In ["Ibereinstimmung mit der Philosophie des Kontinuums be; Aristoteles (die primir von
der Physik handelt) ist bei Euklid die Gerade nicht identisch mit einer Menge von Punkten.
Sie ist geometrischer Ort fiir mégliche Punkte, welche durch zulissige Konstruktionen
erzeugt werden. Dazu gehért eine GréBenlehre. Gréfen sind linear geordnet, und Eudoxos
redet nicht von der Menge aller méglichen GroBenverhiltnisse. Er trifft eine pragmatische
Vereinbarung dariiber, wann zwei GréBenverhiltnisse als gleich zu betrachten sind: Wenn
sie sich beim Vergleich mit Verhaltnissen ganzer Zahlen nicht unterscheiden lassen.

Auf die Diskussion der Kontingenzwinkel, die bis ins 17. Jahrhundert anhielt, soll hier nicht
weiter eingegangen werden. Die Addition eines solchen Winkels zu einem beliebigen dndert
letzteren zwar als geometrische F, igur, aber nach der Festsetzung des Eudoxos macht das
fiir die MaBverhaltnisse nichts aus. In spéterer Sprache sind MaBzahlen stets (positiv) reell.
Das gibt ihnen einen besonderen Realititsbezug.

Die erste umfassende neuere Philosophie des Kontinuums gibt Leibniz, mathematisch im
Zusammenhang mit dem Differentialkalkiil. Die unendlich kleinen Differentiale sind Er-
findungen, Fiktionen, aber sie sind wohl fundiert im Realen. Ebenso sind die imaginsren
Ausdriicke Erfindungen, aber sie sird niitzlich fiirr den Kalkiil, ja manchmal kann man reelle
Lésungen (z. B. kubischer Gleichungen) nur mit ihrer Hilfe darstellen. Fiir die imaginiren
Ausdriicke oder fiir die Differentiale hat man feste Regeln fiir den Kalkiil, und damit kann
man Entdeckungen machen, in der Geometrie, in der Mechanik. Wenn Leibniz die Ruhe als
unendlich kleine Bewegung auffassen will, so scheint es, daB das Unendlichkleine wenigstens
als Fiktion in seinem Linearkontinuum Platz hat. Das Kontinuum ist fiir ihn ohnehin etwas
Ideales, wie es auch die Infinitesimalien sind.

Aber philosophische Kontemplationen geniigen nicht, die Sache hat ja eine praktische Be-
deutung fiir Geometrie und Physik, und dieser wird man erst dadurch gerecht, dal man
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Funktionen betrachtet, stetige Abhingigkeiten (im allgemeinen qualitativ) verschiedener
Kontinua. Das Kontinuititsprinzip in seiner hier wichtigsten Fassung besagt: Unendlich
kleine Anderungen der Daten bewirken nur unendlich kleine Anderungen der Resultate.
Man braucht nicht zu beweisen (auch Euler braucht das noch nicht), daB reelle Polynome
dritten Grades eine reelle Nullstelle besitzen. Noch GauB verwendet das, und Entsprechen-
des fiir beliebige algebraische Kurven, ohne daB er einen Beweis fiir erforderlich hilt.

Bei Euler dominiert die Tendenz zu einer algebraischen Auffassung der Infinitesimalrech-
nung. Das (geometrische) Kontinuum tritt in der Analysis nicht in Erscheinung. Mit in-
finitesimalen und infiniten Zahlen wird umgegangen wie mit reellen, entsprechend dem
Leibnizschen Prinzip, daf die Regeln des Endlichen im Unendlichen weitergelten. Bei La-
grange ist die Tendenz zur Algebraisierung noch stiirker. Er will aber das Unendlichkleine
aus der Mathematik verbannen, benutzt es jedoch heuristisch in der Mechanik.

Bei Bolzano und Cauchy kann man, z. B. in ihren Beweisen des Zwischenwertsatzes,
Anfinge beobachten sowohl zu einer Arithmetisierung des Kontinuums als auch zu be-
grifflichen Fassungen z. B. der Stetigkeit. Doch finden sich bei beiden z. T. recht prézise
Auffassungen zum Unendlichkleinen. Dazu spiter mehr.

Die algebraische Analysis, die sich auf Euler und Lagrange berief, wurde bald unfruchtbar.
Cauchy ist der Exponent einer Auffassung, die wie Leibniz die stetige Variable als Grund-
begriff nimmt, und Cauchy betrachtet die Integration auch nicht mehr als Antiderivation,
sondern beweist die Integrierbarkeit stetiger Funktionen, indem er das bestimmte Integral
als Summe von unendlich vielen unendlich kleinen GréSen auffaBt. In seinen Lehrbiichern
wird nur von stetigen Funktionen geredet, und anscheinend sind sogar nur glatte Funktio-
nen im Blickfeld. Dirichlet und Riemann bereiten einen Ubergang vor. Riemanns Arbeit
iiber die trigonometrischen Reihen, die so gar nicht zu seinen anderen Werken pafit, zeigt
die Tiicken des von Leibniz und Cauchy benutzten Stetigkeitsbegriffs. Dedekind beméngelt
1872, daB die stetige Verinderliche nie wirklich definiert worden sei. Mit der jetzt einset-
zenden Arithmetisierung des Linearkontinuums wird dieses atomisiert. Zugleich wird das
Infinitesimale eliminiert.

Anfang des 20. Jahrhunderts driicken Brouwer und Weyl ihr Miflbehagen iiber die Ent-
fernung vom anschaulichen Linearkontinuum aus, stehen aber durchaus auf mengentheo-
tetischem Boden. Brouwer sah als eines seiner wichtigsten Ergebnisse an, daB er beweisen
konnte: Jede voll definierte Funktion ist stetig. Daraus folgt, daB man aus dem Kontinuum
kein Teilstiick herausreifen kann, denn dessen charakteristische Funktion wire ja unstetig.
Das Kontinuum hingt untrennbar zusammen. Aber die mengentheoretische reelle Analysis
sorgte fiir so viele Arbeitsplitze, daB stérende AuBenseiter wenig Zuspruch fanden.

Ende der fiinfziger Jahre kam das Infinitesimale erneut in Blickfeld, und die neuen Uber-
legungen 6ffneten uns die Augen fiir den Sinn historischer Entwicklungen, indem Modelle
fiirs Linearkontinuum inklusive passender Funktionsbegriffe erfunden wurden.

Der erste Ansatz kam von C. Schmieden und wurde 1958 publiziert. Identifiziert man
zwei Folgen (rationaler oder reeller Zahlen) genau dann, wenn sie fiir fast alle Indizes

2
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iibereinstimmen, so erhalt man die neuen Zahlen. Die Folge der natiirlichen Zahlen selbst
definiert eine unendlich groBe Zahl Q. Entsprechend ist w = 1/ unendlich klein.

Als erster Beitrag zur Geschichte stellte sich 1965 heraus, da gerade publizierte Uberlegun-
gen von Bolzano aus der Zeit nach 1830 damit verstindlich interpretiert werden konnten.
Bolzano war offenbar mit seiner Begriindung der Vollstindigkeitseigenschaft beim Beweis
des Zwischenwertsatzes (1817) nicht zufrieden gewesen. Er untersuchte nun unendliche
Zahlenausdriicke, z. B. Zahlenreihen ohne Riicksicht auf Konvergenz, und sonderte unter
ihnen die ,meBbaren“ Ausdriicke aus, welche - grob gesprochen - unendlich nahe bei reellen

" Zahlen sind.

Das ist ein konstruktiver Zugang, und heute ist klar, daB das Ziel des Beweises der
Vollstindigkeit so nicht erreichbar war.

Robinson publizierte seinen ersten Aufsatz iiber Nonstandard-Analysis 1961, und im An-
fang zu seinem Buch von 1966 findet sich eine Darstellung zur Rolle der Infinitesimalien bei
Cauchy. Letztere konnte dann einfacher auch mit dem Schmiedenschen Ansatz behandelt
werden. In ﬁbereinstim.mung mit Cauchys Definitionen sind die unendlich kleinen Zahlen
genau durch die Nullfolgen gegeben. Wir konnten nun auch erkliren, warum Cauchys Be-
griffe zu seiner Zeit kaum Anklang finden konnten. Wenn eine Infinitesimalie & einmal als
Variable mit Grenzwert 0 aufgefaBt wird, dann aber doch damit wie mit einer festen Zahl
umgegangen wird, so war das schwer verstindlich. Aber jetzt ist « ein festes Element eines
neuen Zahlbereichs, und so hat man dieses Problem nicht. Das Abstraktionsniveau, auf
welchem Cauchy versténdlich wird, wurde von der Mathematik erst im frithen zwanzigsten
Jahrhundert erreicht (abstrakte Riume). Angeblich falsche Sitze Cauchys konnen nun als
korrekt begriindet nachgewiesen werden.

Robinsons Erfindung seiner Nonstandard-Analysis gelang aus der Modelltheorie heraus.
Luxemburg bemerkte sofort ~ und das war eine Entdeckung —, daB man dasselbe erreicht
mit Mitteln der axiomatischen Mengenlehre ZFC, mit den reduzierten Ultraprodukten.
Der Ansatz von 1958 benutzte, so formuliert, naive Mengenlehre und reduzierte Produkte.
Damit war er niher an den Abstraktionsniveaus des 19. Jahrhunderts. Fiir neue mathe-
matische Entwicklungen ist er aber neben den Modellen der Nonstandard-Analysis nicht
konkurrenzfihig.

Alle Modelle leisten eine Neubegriindung des Leibnizschen Kalkiils. Das gilt auch fiir Eu-
lers algebraische Analysis. Sie 1Bt sich besonders durchsichtig darstellen, wenn man die
Methode von 1958 etwas abwandelt. -

Man adjungiert (in einem sehr allgemeinen Sinne) ein neues Element § zu den reellen
Zahlen und setzt fest: Eine Aussage A(f2) ist genau dann giiltig, wenn die Aussagen A(n)
fiir fast alle natiirlichen Zahlen n zutreffen. (Damit folgt z. B. § > nq fiir jede feste
natiirliche Zahl no.) Dabei ist A(.) eine Aussageform. Hier schleicht sich Eulers analytischer
Ausdruck in abgewandelter Form wieder ein! Das tut er sogar auch beim Funktionsbegriff.
Man kann ja nicht etwa iiber jedem beliebigen angeordneten Kérper Analysis treiben,
versuchen Sie z. B. die Exponentialfunktion zu erkiren! Aber hier geht das. Seien ¢,y
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durch die Folgen z,,y, gegeben. Dann ist 7 = exp{ genau dann wenn fiir fast alle n
gilt y» = expz,.. Und dann kann man alles wie iiblich beweisen. Ganz entsprechend kann
man eine spezielle Funktionenklasse aus Folgen reeller Funktionen erhalten: 7 = p(§)
genau dann wenn y, = f,(z,) fir fast alle n. Mit djesen internen* Funktionen gelang
es, Deltafunktionen und ihre Verwendung in der Fourieranalysis bei Cauchy und seinen
Zeitgenossen zu verstehen. Zuvor waren diese Arbeiten unbeachtet geblieben oder, wie in
der Enzyklopidie, ganz mifdeutet worden,

Versuche zum Linearkontinuum, welche nicht zugleich einen brauchbaren Funktionsbegriff
mit erfinden, sind zum Scheitern verurteilt. Das zeigt das Beispiel von Veronese (1890),
der zwar auch ein Element oo, in einem allgemeineren Sinne adjungierte, aber mit den
Funktionen nicht weit genug kam. Trotz einiger Ansitze von Levi-Civitd dazu ( 1893/98)
blieb die Sache in den Grundlagen der Geometrie stecken. .

Wie es scheint, kann jedes Abstraktionsniveau neue Erfindungen zum Kontinuum beisteu-
ern, und der vorliufig letzte Ansatz, die Smooth Infinitesimal Analysis, geht von Katego-
rien- und Topos-Theorie aus (s. Bell 1998). Hier wird Brouwers Satz von der Stetigkeit
aller voll definierten Funktionen als Postulat genommen. Dann ist die Funktion f(0) =
1, f(z) = 0 sonst, unzulissig, und das impliziert sofort den Verzicht auf das Tertium non
datur. Man kann ja nicht sagen, dafl @ = 0 oder @ # 0 stets gelten muB. Die Theorie
fishrt auf (nilpotente!) Infinitesimalien. Solche will man bei L'Hospital sehen. Wahrend
alle vorher erwihnten Erfindungen genauso wie IR das Linearkontinuum als aus (immer
dichter liegenden) Punkten zusammengesetzt erscheinen lassen, ist das hier nicht mehr so.
Man kann kein Stiick aus dem Kontinuum entfernen, schon gar nicht einen Punkt,.

In den Modellen zur Nichtstandard-Analysis braucht man auf unstetige Funktionen nicht
zu verzichten. Man kann z. B. eine Sprungfunktion beschreiben als eine interne Funktion,
welche innerhalb der unendlich kleinen Umgebung der Sprungstelle stetig verlauft.

Der Satz von Brouwer 138t sich iibrigens durchaus in Cauchys Begriffen formulieren und
beweisen. Bezeichnet man als Cauchy-Kontinuum die Gesamtheit der durch Cauchy-Folgen
erhaltenen Zahlen (im Sinne von 1958), so ist eine voll definierte reelle Funktion f(z)
stetig, wenn sie das Cauchy-Kontinuum in sich abbildet. Das ist eine Ubungsaufgabe fiir
Erstsemester.

Dieses Cauchy-Kontinuum hat eine anschauliche Eigenschaft: Es ist von unendlich kleirier
positiver Dicke, eine Vorstellung, die man in der Geschichte oft belegt findet. -

Als Fazit bleibt: Das Linearkontinuum gab AnlaB zu vielfiltigen Erfindungen (Fiktionen),
mit und an denen Entdeckungen (von Fakten) méglich weren.”
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Erfundene Entdeckungen oder entdeckte Erfindungen?
Fallbeispiel Topologie
Birgit Spalt .

»Columbus hat America erfunden.

Griinland ist im j. Chr. 982 erfunden,*

Franck, Sebast. Weltbuch: spielel vnd bildtnisz
des gantzen erdtbodens ... in vier bilcher.
Tilbingen 1534; 2. Drucke 1542.

Johann Benedikt Listings (1808-1882) erste Niederschrift 2zur Topologie
(NachlaB 27 - aus einem Briefe an Herm Miiiller, Catania 1836, April 1.)

»Der Gegenstand der Doctrin (der Topologie) kommt in der Praxis, im
tglichen gemeinen Leben immerwihrend vor, der unzéh]igen Fille
nicht zu gedenken, wo er in der "Mathematik und den
Naturwissenschafien eine Rolle spielt. An seine theoretische

Bearbeitung hat Leibnitz wahrscheinlich zum erstenmal gedacht, aber

‘nur gedacht, und seit ihm ist sbgut als gar nichts dafiir geschehen. Das

Feld mochte zu weit, die Schwierigkeiten zu gross, die Sprache fiir die
Begriffe zu mangelhaft scheinen. Die erste Idee, mich in der Sache zu
versuchen, ist mir durch mancherlei Vorkommnisse bei den pract.
Arbeiten in der Sternwarte zu Géttingen und durch hingeworfene
Aeusserungen von Gauss beigeckommen. Leibnitz wollte die
Wissenschaft Geometria situs nennen und damit ciie Lehre von dem
Zusammenhang und den Gesetzen der gegenseitigen Lage
irgendwelcher (mathem. oder physischer) Kérper im Raume
abgesehen von den der Geometrie angehorigen Grdssenverhiltnissen

bezeichnen. Da aber »Geometrie* schicklicher Weise nicht einen
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Zweig des Wissens bedeuten sollte, in welchem Mass und Grésse
etwas Unwesentliches seyn soll, da man bereits eine sogenannte
géometrie de position zu einer legitimen Wissenschaft erhoben hat,
welcher einmal eingefiihrte Namen der Sache bewahrt bleiben muss
und gleichwohl von jenem der geometria situs dem Wort nach nicht
verschieden ist, und da insonderheit jener Name noch nicht recipiert
ist, weil die Sache so gut wie nicht dagewesen, so bediene ich mich
fur jene Doctrin der, wie mir scheint, schicklichen Benennung
, Topologie®.

(.)

Eine (provisorische) Definition der Topologie wire etwa: ,die Lehre
von den qualitativen Gesetzen der Ortsverhiltnisse®.

(.)

Es ist zu bemerken, dass die Lehre von den Eigenschaften und der
Natur des Raumes, diec man vielleicht hinter dem Namen der
Topologie suchen méchte, als zur Metaphysik gehérig, ganz
ausgeschlossen bleibt.

()

Die Anwendbarkeit nicht bloss auf andere Wissenschaften sondern
auch auf die Technik, die Kiinste (zumal die gymnastischen: Tanzen,
Reiten, Fechten, Turmnen, Schwimmen) auf die Taktik & c. und auf das
tidgliche Leben iiberhaupt, erheischt, so oft, wi? es fast bei jedem
Schritte der Fall ist, die Sprache hinter dem Begriff zuriickbleibt, die
Einfiihrung neuer nicht nur wissenschaftlicher, sondern haufig -auch
gemeinverstindlicher und somit dem Genius der Sprache zusagender
Ausdriicke. Fiir wissenschaftliche, exacte Namen habe ich die
Absicht, dass die lateinische oder griechische Sprache geeigneter sei
als die deutsche, zumal wenn die Concision sich mit einem deutschen

Gewande, deutscher Endung vereinbaren ldsst. Fiir die ins pract.

153



NEUHOFEN: VvOGT
1

NEUHOFEN: B. SPALT

154

Iel)e[[ e]"z]llill"e]l(lell neuen ];e"ell."ull en Weld lCh SO Vlel wie li r t ti T
g Berline Mathema ke zur Frage "Mathematik entdeckt

méglich aus dem genuinqn Wortvorrathe der deutschen Muttersprache oder erfunden?" am Beispiel ihrer Gutachten zu

zu schdpfen versuchen, wobsei ich freilich des Raths derer nicht selten Promotionen von Frauen von 1922 bis 1945.

bediirfen werde, welche Sprachkenntnisse zu ihrem Beruf gemacht Annette Vogt (Berlin)

haben. Dieses Element, so gering es anfinglich an Bedeutung

scheinen mag, ist die Quelle nicht unerheblicher Schwierigkeiten. Die
Im ersten Teil des Vortrages werden einige Probleme der

gebildeteren Sprachen und namentlich unsere deu i i
. P tsche sind reich an : Fragestellung thematisiert und vorauszusetzende Informationen
topologischen Bezeichnungen, aber nachheilig ist, dass dieselben fir das Folgende gegeben.

‘meist einer strengen oder klaren Bedeutung ermangeln. Was heisst im
Im zweiten Teil des Vortrages werden die Auffassungen der

gemeinen Leben rund, viereckig, lan ich? Ei i i
» g, lang, gleich? Ein rechteckiges Stiick Berliner Mathematiker zur Frage "Mathematik - entdeckt oder

Zeug nennen die Damen nicht viereckig. Schwieriger ist es vagen erfunden?" vorgestellt, wie sie sich aus den Gutachten der

Begriffsbezeichnungen eine beschriinktere und schirfere Bedeutung Betreffenden rekonstruieren lassen.

zu verleihen, als-gar nicht vorhanden “

’ g e zu schaffen. Im dritten Teil werden die zusammengestellten AuRerungen aus den
Gutachten vor dem Hintergrund der Mathematikentwicklung zwischen
Ausgehend von dieser Quelle méchte ich den Versuch einer Beantwortung der 1920 und 1945 in Deutschland und der spezifik der Vita der

Beteiligten analysiert. Zu fragen ist dabei auch, inwieweit die

Frage: Erfunden oder Entdeckt? ; :
I A kt? auf mehreren Ebenen angehen: Aussagen verallgemeinerbar sind, ob die Auffassungen fiir die
Erfindet oder entdeckt der Historiker seinen Gegenstand, die Quellen? i Jehrzehnte zwischen 1920 und 1945 typisch oder a-typisch waren.

Erfindet oder entdeckt der Mathematiker seinen Gegenstandsbereich?
1. Mathematik - entdeckt oder erfunden?

War Listing — fiir sein Selbstverstindnis — ein entdeckender oder erfindender
Mathematiker? Es gibt verschiedene Méglichkeiten, sich der Beantwortung dieser
l Frage zuzuwenden. Zundchst kann man in einschldgigen Fach-Lexika

Vor der Méglichkeit eine Beantw nt di L . nachschlagen, was Kenner bzw. Spezialisten hierzu zu

g einer Beantwortung steht die schwierige Aufgabe einer verschiedenen Zeiten geschrieben haben.! Man kann philosophische
Lexika oder Enzyklopddien befragen, ob und wie sich Philosophen
zu verschiedenen Zeiten dazu ge&duRert haben, - dies soll aber
nach Vorgabe unterbleiben. Man kann schlieflich in herkémmlichen

Begriffsklarung, wobei ich nicht nur auf Erfinden und Entdecken eingehen
méchte, sondern auch auf das Forschen als zielgerichtetes Suchen.

Lexika nachschlagen, was unter den Termini "entdeckt® bzw.
"erfunden" an Wissenswertem aufgeschrieben wurde. Schliefflich

1 Vgl. Naas, Joseph und Schmid. Mathematisches Wérterbuch. Berlin, 1984.

Annette Vogt - Vortrag
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selten, wie im Falle der Habilitationsschrift Bernhard Riemanns,
wurde von einem Mathematiker ein Philosoph als wesentliche

Quelle seiner Gedanken genannt.

kann man in den origindren Werken bedeutender Mathematiker nach
Antworten suchen.

Von einigen Mathematikern ist bekannt, daR sie - vor allem in
den Einleitungen zu gré&feren Arbeiten - gleichsam eine
"Philosophie der Mathematik" formulierten. Unter "Philosophie
der Mathematik" kann dabei der engere Begriff gemeint sein, aber
auch ein umfassenaerer, der Uberlegungen zum Gegenstand dexr
Mathematik, seinen Zielen und Methoden einschlieft.2 Aber auch
ohne explizit ﬁiedergeschriebene Artikel zu hinterlassen, haben
alle Mathematiker eine bestimmte Auffassung iiber den verwendeten
Wissenschaftsbegriff, iber die wissenschaftsauffassung oder
"Wissenschaftsethik", zum Methodenarsenal der eigenen Disziplin,
zum Problem des Erkennens und des Erkenntnisfortschritts. Diese
Auffassungen entstanden im Laufe ihrer Bildung und im Verlauf
ihrer wissenschaftlichen Arbeit. Mehr oder weniger unbewuft
haben sie tradierte Vorstellungen iibernommen und weiter gegeben
oder diese bewufRt in Frage gestellt und gedndert.

Was ergab nun die Suche in den Lexika fiir die Beantwortung
unserer Frage?

Zur grofen Uberraschung gab es im "Mathematischen Woérterbuch"
von Joseph Naas und Wolfgang Schmid weder den Terminus
"entdecken" noch den "erfinden", auch nicht die Termini
Entdeckung® und "Erfindung”.4 Aber auch der neue "Brockhaus"
kannte kein Entdecken, sondern nur Entdeckungsgeschichte im
Sinne geschichtlicher bzw. geographischer Entdeckungen, und kein
"Erfinden", sondern nur Erfindungen im technischen Sinne.3
Dasselbe Resultat war beim Nachschlagen in "Meyers Neues

Lexikon"é herausgekommen.

Bevor wir dltere Lexika befragen, soll das Ergebnis der Suche
nach der Verwendung beider Termini in Titeln wissenschaftlicher
Verdffentlichungen hier vorgestellt werden. In zwei Bibliotheken
(des Archivs der MPG und des MPI fiir Wissenschaftsgeschichte,
die beide mit dem Computer abrufbar sind) wurde danach gesucht,
ob und wie die Termini "entdeckt" und "erfunden" als Titel

Zu allen Zeiten waren diese Auffassungen von den philosophischen
Fragestellungen ihrer Zeit beeinfluft oder sogar initiiert. Je
"philosophischer" eine Frage formuliert war, um so enger mufRte
die Beziehung des jeweiligen Mathematikers zur Philosophie
seiner Zeit sein. Beziiglich dieser Wechselbeziehungen gab es
gravierende Unterschiede zwischen Mathematikern. Widhrend zum
Beispiel Bernhard Riemann (1826-1866) fast schon als Philosoph
gezdhlt werden kénnte, traf das fiir seinen Konkurrenten bei der
Begriindung der modernen Funktionentheorie, Karl Weierstrag
(1815-1897), iberhaupt nicht zu.3 Riemann nannte ausdrticklich den

(Keimdrisenhormonderivate), physikalischer (Kernspaltung) oder
Philosophen Friedrich Herbart, der ihn beeinfluRte, demgegeniiber astronomischer (Urknall, Réntgenpulsar, Supernova) Sachverhalte.
stand Weierstraf® den Ideen Immanuel Kants n%her. Aber nur Im zweiten Fall kamen bei 24.388 Titeln (Bibliothek des MPIWG)

wissenschaftlicher Veréffentlichungen vorkamen. Bei 26.720
Titeln (Bibliothek des Archivs) kamen neunmal "entdeckt" und
einmal "erfunden" vor. Der letzte Titel betraf das 1985 von
Herbert Cerutti in Ziirich herausgegebene Buch "China - wo das
Pulver erfunden wurde: Naturwissenschaft, Medizin und Technik in
China". Alle neun Titel, in denen "entdeckt" vorkam, betrafen

Verdffentlichungen iiber die Entdeckung chemischer

2 vgl. zur “Philosophie der Mathematik® zum Beispiel: 4 ygl. Naas, Joseph und Schmid. Mathematisches Wérterbuch. Berlin, 1984,
Hermann Weyl. Philosophie der Mathematik und Naturwissenschaft. 1966; Bd.1l, S.453 und S$.460.

Rudolf Carnap. Einfithrung in die Philosophie der Naturwissenschaft. 1974 514

sowie Christian Thiel. Philosophie und Mathematik: eine Einfithrung. 1995. 5 ygl. Brockhaus, 19. Aufl., 1992, Bd.6, 5.413-415 und S. -

3 Zum Vergleich von Riemann und Weierstra® vgl. Vogt, Annette. Leipzig

6 ygl. Meyers Neues Lexikon, Leipzig, 1972, Bd.4, S.281, S.338.
1984. (Dissertation)
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achtmal "entdeckt” und zweimal "erfunden" vor. Die beiden Titel,
die "erfunden- enthielten, waren Verdffentlichungen von 1789
iber einen "neu erfundenen Chronometer" fiir die genauere Messung
geographischer Lingen bzw. von 1842 iiber ein erfundenes Rohr-
Gestdnge zum Abteufen der Bohrlécher. Bei den "Entdeckungen"
ging es um einen "neu entdeckten Planeten" (Johann Elert Bode,
1784), "neu entdeckten Muschel-Marmor" (Friedrich Christian
Lesser, 1752), aber auch um "Das entdeckte Geheimnis der Natur
in Bau und Befruchtung der Blumen" {(Christian Ronrad Sprengel,
1894) und um eine Biographie mit einem "Verzeichnis neu
entdeckter Paracelsus-Handschriften" (Karl Weimann, Wiesbaden,
1963). Nur einer der acht Titel betraf unsere Fragestellung:
Johann Schultz veréffentlichte 1784 in Rénigsberg die Schrift
"Entdeckte Theorie der Parallelen nebst einer Untersuchung iber
den Ursprung ihrer bisherigen Schwierigkeit" .

Aus dieser Bibliotheksrecherche wurde ersichtlich, daf die
Verwendung beider Termini in den Titeln wissenschaftlicher
Veréffentlichungen eher fiir das 18, und 19.Jahrhundert zutraf.

Wenden wir uns nun einem Lexikon des 19.Jahrhunderts zu. Das
Lexikon "Brockhaus" erschien 1898 in der 14.Auflage. In Band 6
wurden sowohl "Entdeckung" als auch "Erfindung” ausfiihrlich
beschrieben. Im einzelnen hief es iliber "Entdeckung”:
"Entdeckung, die Auffindung eines bis dahin Nichtbekannten oder
der Kenntnis der Menschen wieder Entschwundenen, sei dies ein
neuer Gegenstand oder eine konkrete Thatsache (Urheberschaft
eines begangenen Verbrechens), oder die Deutung eines bisher
nicht Verst&ndlichen (Schlissel zu einer Geheimschrift,
Entzifferung der Keilschrift oder der Hieroglyphen), oder
eine allgemeine Wahrheit (Gesetz der Primzahlen), oder ein
Naturgesetz. Im Gegensatz zur E. ist Erfindung die Auffindung
eines neuen Weges, wie durch menschliche Thitigkeit ein neuer
niitzlicher Gegenstand oder ein bekannter Gegenstand
vorteilhafter hergestellt werden kann, oder eines neuen
niitzlichen Verfahrens, oder eines Mittels, ein bekanntes
Verfahren vorteilhafter ins werk zu setzen. Der Unterschied ist

Annette Vogt - Vortrag
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von grofler Bedeutung, weil Erfinderpatente nicht auf bloRe E.
erteilt werden, sondern nur auf Erfindungen. (S. Patent.) Auch
giebt die bloRe E. kein Urheberrecht (s.o.). Eine neu
aufgefundene, von dem Entdecker zuerst herausgegebene alte
Handschrift, eine von dem Entdecker entzifferte Lesart, ein
entdeckter mat@em. Lehrsatz u.s.w. kénnen beliebig nachgedruckt
werden. Das Urheberrecht kann sich hier nur erstrecken auf die
dem Entdecker eigentiimliche Form der Darstellung. Im iibrigen s.
Erfindungen und Entdeckungen. "’

Da ausdricklich auf die Termini "Erfindungen und Entdeckungen®
verwiesen wurde, lohnte es, nachzuschlagen, was der "Brockhaus"
hier auffiihrte:

"Erfindungen und Entdeckungen. Die Begriffe Erfindung und
Entdeckung sind, obwohl sie vielfach verwechselt werden, doch
wesentlich verschieden. Eine Entdeckung betrifft etwas zur Zeit
der Entdeckung bereits Vorhandenes, das aber bisher unbekannt
war, an welchem aber durch die Entdeckung nichts gedndert wird.
Dies kann etwas rein Materielles sein, oder etwas der Materie
Innewohnendes, eine Eigenschaft derselben; so sprechen wir von
der Entdeckung eines Planeten, der Entdeckung Amerikas, der
Entdeckung eines Minerals, eines Bacillus, irgend eines
Gegenstands der beschreibenden Naturwissenschaften, aber
auch von der Entdeckung der Schwerkraft, des Magnetismus, der
chem. Verwandtschaft u.s.w. Solche Entdeckungen werden durch
Beobachtung allein oder im Verein mit Vergleichung, durch
Verallgemeinerung von aufgefundenen Thatsachen, Aufstellung von
Hypothesen und Theorien und demgemif planmédfig angestellte
Experimente gemacht.

Eine Erfindung betrifft allerdings auch immer eine Sache, die
vorher dem Menschen nicht bekannt war. Aber dieselbe steht mit
schon bekannten Dingen in engem Zusammenhang; sie tritt nicht
als etwas véllig Neues in Erscheinung. Es werden an bekannten
Dingen Anderungen vorgenommen, so daR man mit dem verdnderten
Dinge qualitativ oder quantitativ bessere Wirkungen
hervorbringen kann, als mit dem bekannten.

7 Brockhaus, 1898, 14.Aufl., Bd.6, S.165.
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Die Entdeckungen betreffen jedoch nicht nur die materielle
Korperwelt, sondern auch abstrakte Dinge, allgemeine Gesetze,
wissenschaftliche Wahrheiten, die als solche einen rein
geistigen Besitz darstellen; auch die Erfindungen kénnen auf dem
rein intellektuellen, dem kinstlerischen, dem philosophischen,
dem moralischen Gebiete liegen. Die Rechenkunst mit Hilfe
von Logarithmen ist als eine Erfindung zu bezeichnen,
die Logarithmen selbst stellen eine Entdeckung dar. Mann
kann von der Erfindung eines Versmafes, eines philos. Systems,
einer Staatsform u. dgl. sprechen. Indessen neigt der
Sprachgebrauch dazu, als Erfindungen nur Neuerungen auf
materiellem Gebiete zu bezeichnen und speciell solche, welche,
zur Befriedigung materieller Bediirfnisse bestimmt, eine
gewerbliche Verwertbarkeit gestatten. ... Diesen Entwicklungen
gemdR kann man die Erfindung im engern Sinn, d. h. die
gewerblich verwertbare Erfindung, definieren ...

Erfinden ist weder als eine Kunst, noch als eine Wissenschaft
zu bezeichnen; es ist eine eigentimliche geistige Fahigkeit,
welche bei dem einen stirker entwickelt ist als bei andern, bei
verhdltnismédRig wenigen iiberhaupt in betrédchtlichem MafRe
vorkommt. Wissenschaftliche Kenntnisse, besondere Vertrautheit
mit den Grundlagen, auf welchen die Erfindung erstehen kann,
Konzentrierung des Verstandes auf ein zu erreichendes ziel
kénnen fiir sich ohne Mithilfe der angeborenen Fihigkeit kaum zu
Erfindungen filhren. GroRe Gelehrte, Forscher und Entdecker sind
nur selten grofe Erfinder. Die erfinderische Kraft besteht eher
in einer besondern Rombinationsgabe; sie ist deshalb auch nicht
im ausschlieflichen Besitz besonderer Stdnde oder Berufsklassen.

("kleine" und "groRe" Erfindungen)

In den meisten Staaten sind Mafregeln getroffen worden, welche
dem Erfinder gestatten, den ihm gebihrenden Lohn an Geld und
Anerkennung zu ernten, und trotzdem den Segen’ seiner Erfindung
der Allgemeinheit zukommen zu lassen. Dies wird erreicht durch
Patente (s.o.), welche der Staat gegen eine mdRige Abgabe
erteilt, "8

8 Brockhaus, 1898, 14.Aufl., Bd.6, S$.264-268, hier $.264-265.
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Im Anschluf an die hier auszugsweise zitierte Beschreibung des
"Entdeckens” und "Erfindens" erschien eine Tabelle wichtiger
"Erfindungen und Entdeckungen", in der u.a. die Sonnenuhr und
das Fernrohr, das Gravitationsgesetz und die Spinnmaschine, der
Augenspiegel und der Revolver, die Spektralanalyse und das
Dynamit sowie - als neueste - das Argon und Helium in der
Atmosphdre (1894) und die Réntgenstrahlen (1895) aufgefihrt

wurden.?

Nach der im "Brockhaus" gegebenen Beschreibung miifften die
Theorien in der Mathematik entdeckt worden sein bzw. entdeckt
werden. Was dachten Mathematiker selbst im sp&dten 19. und

beginnenden 20.Jahrhundert dartiber?

Nur selten haben Mathematikhistoriker (und -innen) das Gliick,
authentische Aufferungen von Mathematikern zu dieser - von vielen
Mathematikern als philosophische Frage betrachteten -
Problematik zu finden. Wenn keine authentischen Zeugnisse von
Mathematikern iliber unsere Frage vorliegen, d.h. keine Artikel
oder Briefe, wo kann man dann trotzdem und sinnvoll nach
Antworten suchen? Man sucht Aussagen, die implizit Auffassungen
zu der Frage enthalten bzw. enthalten kénnen. Solche Aussagen
kénnen vielleicht in Denkschriften oder Gutachten enthalten

sein.

Eine Analyse von Gutachten (zu Promotionen, Habilitationen oder
auch fiir Projekt-Antrige) wiirde es dann - wenigstens partiell -
ermdglichen, indirekte oder direkte Aussagen iber den
eigentlichen Gegenstand des Gutachtens hinaus zu gewinnen, so
zum verwendeten "Wissenschaftsbegriff", zu der
"Wissenschaftsauffassung" oder "Wissenschaftsethik", zum
Methodenarsenal der eigenen Disziplin, zum Versténdnis dessen,
was eine Promotion oder Habilitation zu leisten hat, und

schlielich auch zu der Frage, ob die betreffenden Mathematiker

9 vgl. Brockhaus, 1898, 14.Aufl., Bd.§, S.266-267.
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die Problemlésungen in der Arbeit eine Entdeckung oder eine
Erfindung nannten.

Flir die so zu leistende Analyse wurden exemplarisch die
Mathematiker der Berliner Universitat ausgesucht. Zwischen 1922
und 1945 begutachteten einige von ihnen die Promotionen von
Frauen. Diese Gutachten sollen analysiert werden.

Die erste Promot}on einer Frau in Mathematik erfolgte an der
Berliner Universitdt - verglichen mit anderenl® - relativ spét.
Erst 1922 promovierte Dora Prélss (1889-1943) mit einer
algebraischen Arbeit bei Issai Schur {1875-1941) und Erhard
Schmidt (1876-1959). Von 1922 bis 1945 promovierten im Fach
Mathematik insgesamt nur neun Frauen an der Berliner
Universitédt. AuRerdem promovierten zwei Frauen, 1931 und 1932,
zur Philosophie der Mathematik. (Tabelle) Zum Vergleich sei
erwdhnt, daff an der Technischen Hochschule Berlin-Charlottenburg
sogar nur zwei Frauen (1928 Dora Wehage (*1890) und 1942
Gertrud Kotowski (*1910)) im genannten Zeitraum promovierten. 1l

Die neun Gutachten an der Berliner Universitit galt es zu
analysieren. Folgende Fragen wurden bei der Analyse
bericksichtigt:

1. Enthielten die Gutachten Aussagen fiber die Promovendin bzw.
allgemein iiber das Problem Frauen in der Mathematik?

2. Enthielten die Gutachten Auffassungen iiber den Gegenstand der
Mathematik?

3. Wurden Aussagen iiber Methoden in der Mathematik getroffen?

4. Wurde explizit formuliert, ob eine Problemlésung in der
Arbeit eine Entdeckung oder eine Erfindung gewesen ist?

10 Zu den mathematischen Promotionen von Frauen in Deutschland zwischen
1895 und 1933 vgl. Tobies, Renate (1997, 1998).

11 Vgl. Knobloch, Eberhard. Mathematik an der Technischen Hochschule und
der Technischen Universit&t Berlin. 1770-1988. Verlag fiir Wissenschafts-
und Regionalgeschichte. Dr. Michael Engel. Berlin 1998. 123 S. (hier s.83-
116) Von 1928 bis 1987 promovierten insgesamt nur 11 Frauen an der TH/TU.
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5. Welche Auffassungen iber die mathematische Erkenntnis kann
man rekonstruieren, wurden Aussagen iiber einen
Erkenntnisfortschritt getroffen?

2, Die Analyse der Gutachten

Die Gutachten der Mathematiker zu den Promotionen von

Frauen

Bei den neun Promotionen kamen Erst-Gutachter unterschiedlich
vor. Von 1922 bis 1936 war der Algebraiker Issai Schur dreimal
Erstgutachter, d.h. bei drei der funf Promotionen war Schur
Erstgutachter. Der Wahrscheinlichkeitstheoretiker Richard von
Mises sowie der Topologe Heinz Hopf waren je einmal
Erstgutachter; ein einziges Mal &uRerte sich der Zweitgutachter
Erhard Schmidt explizit (im Gutachten zu Erika Pannwitz).

Die Philosophen Maier und Spranger sowie Dessoir und Kéhler
begutachteten die beiden Promotionen zur Philosophie der
Mathematik, aber im Unterschied zu der einen Arbeit zur
Philosophie der Physik von Ilse Schneider 192012 gab es hier kein
Gutachten eines Mathematikers. Deshalb kénnen beide
Promotionsvorgédnge bei der folgenden Analyse unberiicksichtigt
bleiben, da sich kein Mathematiker dazu &uRerte.

An der 1936 gebildeten Mathemathisch-Naturwissenschaftlichen
Fakultdt waren Bieberbach, Knothe, Klose und Erhard Schmidt je

einmal Erst-Gutachter.

Bei der Untersuchung aller Promotionen von Frauen an der
Philosophischen bzw. Mathematisch-Naturwissenschaftlichen
Fakultat war aufgefallen, daR sich die Gutachten iiber Frauen
nicht von denen liber Minner unterschieden.l? In den
Naturwissenschaften bestand das Gutachten normalerweise aus
maximal einer Seite, vom Erstgutachter geschrieben, dem der

12 ygl. Archiv HUB, Phil. Fak. Nr.598. Zu Ilse Schneider-Rosenthal vgl.
Vogt, Annette. Vortrag JKV Berlin, 1997, Manuskript.

13 zu einer ersten Analyse der Gutachten vgl. Vogt, Annette. Vortrag
Humbold:-Universit&t zu Berlin, Mai 1997. Manuskript.
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Zweitgutachter ein "einverstanden” oder Ahnliches hinzufiigte. In
den Geisteswissenschaften schrieben beide Gutachter ihre
Auffassungen getrennt nieder. Léngere Gutachten bzw. ein
Gutachten auch des Zweitgutachters waren in den
Naturwissenschaften die absolute Ausnahme. Diese Gutachter-
Praxis lief sich fiir die gesamte untersuchte Zeit zwischen 1899
und 1945 nachweisen.

Analysieren wir nun im einzelnen die Gutachten der Mathematiker.
Sowohl 1922 als auch 1924 schrieb Issai Schur das Erstgutachten,
und in beiden F&llen handelte es sich um Dissertationen zu
algebraischen Problemen. Im Unterschied zur normalen Praxis
verfafite Schur jeweils ein Gutachten von 2 Seiten. Es fdllt auf,
daf Schur - in beiden F&llen - bei der Charakterisierung der
Arbeiten schrieb, daf es sich um Aufgaben handelte. Die
Verfasserinnen hatten also eine Aufgabe gestellt bekommen. TIm
ersten Fall beurteilte Schur die Beweisfiihrungen, deren "recht
geschickte" (Bl1.265 und Bl.265R) Handhabung er lobend
hervorhob.14 Im zweiten Fall lobte er zundchst die
"auflerordentlich langwierigen Rechnungen®, die "niitzliches
Material fiir das Weiterverfolgen" (Bl.131) ergeben hitten und
betrachtete die Aufgabe als geldst. Er bemidngelte jedoch, daR
die Kandidatin keine eigene neue Methode angewendet hatte
(B1.131) .15

Man kdnnte hieraus folgern, daf Dissertationen fiir Issai Schur
Aufgaben darstellen, die Probleme ltsen miissen, und fiir die
Lésung milssen méglichst "geschickte" Beweise und neue Methoden

"gefunden" werden.

Im Fall der Promotion von Hildegard Ille geschah etwas
Uniibliches. Der Zweitgutachter Schmidt schlug "In Anbetracht der

14 Vgl. Schur, Gutachten zu Dora Prilss, in: Archiv HUB, Phil. Fak. Nr.612,
B1l.264R-265R.

15 vgl. Schur, Gutachten zu Ille, in: Archiv HUB, Phil. Fak. Nr.623,
Bl.130R-131.
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kilhnen Resultate” (Bl1.131) ein besseres Pradikat vor als der
Erstgutachter, und Schur schlof sich dem Vorschlag von Schmidt

an.

Ein wesentliches Beurteilungsmerkmal flir Dissertationen bildete
die Qualitit der Ergebnisse oder der Resultate. Normalerweise
wurde in den Guﬁ;chten immer betont, inwiefern die Ergebnisse
der zu beurteilenden Arbeit die jeweilige Disziplin um
Erkenntnisse bereicherten. Implizit war dabei immer die
Auffassung eines kumulativ wachsenden Erkenntnis-Fortschritts zu
erkennen. Bei den Gutachten zu den Dissertationen in der
Mathematik fehlte in fast allen F&dllen eine solche Beurteilung.

12 Jahre spater, 1935, schrieb Issai Schur sein letztes
Gutachten, zu einem Zeitpunkt, als er schon von der Universitéat
relegiert worden war. Wieder formulierte er, daf die Kandidatin
eine Aufgabe gestellt bekommen hatte. Wieder beurteilte er vor
allem ihr Vorgehen beim Finden des Existenzbeweises. Da ihr
auferdem gliickte, ein im Existenzbeweis "offenbar verborgen
liegendes Konstruktionsverfahren" zu finden, lobte er die Arbeit
ausdriicklich.l®¢ Er hitte auch schreiben kénnen, daf sie das
Konstruktionsverfahren entdeckt habe, da es vorhanden, aber
verborgen war. Er hat aber - zu Recht - nicht geschrieben, daR
sie dieses Verfahren erfunden hitte, denn es existierte ja im
Verborgenen. In diesem Gutachten wurde auch - ein einziges Mal -
eine spezielle Begabung betont, nimlich "eine ausgesprochen
starke Begabung fiir kombinatorische Uberlegungen® (Bl.120aR).
Das Wort Begabung fehlte sonst in allen Gutachten.

Auch Richard von Mises schrieb in seinem Gutachten, daR er der
Kandidatin eine Aufgabe gestellt hatte. Sie sollte Ansdtze einer
bereits lange existierenden Theorie (von Lanchester 1910)
erweitern und Rechnungs- und Konstruktionsverfahren entwickeln.

16 ygl. schur, Gutachten zu Peltesohn, in: Archiv HUB, Phil. Fak. Nr.812,
B1.120-120aR.
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Sie hatte diese Aufgabe gel®st und praktikable Ergebnisse
erzielt .17

Wiederum wurde hier als Gegenstand fiir eine Dissertation die
Aufgabe als Problemlésung verstanden und mit der Entwicklung
braktikabler Verfahren, Rechnungs- und Konstruktionsverfahren,
verknlpft. Kénnte in diesem Kontext von Erfindungen in der
Mathematik gesprochen werden? Sicher nicht, denn von Mises
schrieb, daR sie "das Rechnungs- und Konstruktionsverfahren, das
sie zur Anwendung. bringt, dem Problem gut angepasst und
Ergebnisse erzielt, ..." hat. (B1.213) Daraus geht hervor, daf
sie kein neues Rechnungs- und Konstruktionsverfahren entdeckt
hat oder - im Verborgenen liegend - fand.

In allen vier betrachteten Fallen handelte es sich um
Dissertationen, die eine Aufgabe des Doktor-vVaters behandelten,
und diese Aufgabe 1&sten. Abgesehen von unterschiedlichen
Inhalten (Algebra und Mechanik) und unterschiedlichem
Schwierigkeitsgrad handelte es sich um den Normalfall "normaler"
Dissertationen bzw. "normaler Wissenschaft" (Th. s. Kuhn) .
Beurteilungskriterien bildeten die Eleganz der Ldsung, das
Geschick bei der Beweisfiihrung oder die geschickte Handhabung
von Methoden bzw. Verfahren sowie eventuelle "kithne Resultate".
Implizit wurde unterstellt, daf die Beteiligten im
Gutachterverfahren einen gemeinsamen Begriff dieses "Geschicks"
oder der "Eleganz” besafen, denn sie wurden nicht erliutert.

Eine Ausnahme unter den fiinf Dissertationen zwischen 1922 und
1936 bzw. unter allen neun bis 1945 bildete die Arbeit von Erika
Pannwitz (1904-1975). Diese Arbeit war keine "normale"
Dissertation, weder in der Fragestellung, noch in der Praxis der
Gutachter. Erika Pannwitz verfaBte ihre Dissertation "Eine
elementargeometrische Eigenschaft von Verschlingungen und
Knoten." zu dem relativ neuen Spezialgebiet Topologie. Die
Arbeit erschien im renommierten Journal "Mathematische

17 vgl. von Mises, Gutachten zu Heinicke, in: Archiv HUB, Phil. Fak.
Nr.731, B1.212R-213.
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Annalen"18, beide Gutachter verfaften aufergewdhnliche
Stellungnahmen und bewerteten die Arbeit mit dem nur selten
vergebenen "eximium".l® Das Gutachten von Heinz Hopf umfafte acht
Seiten, und auch Erhard Schmidt als Zweitgutachter schrieb noch
acht Zeilen. Heinz Hopf war im Mai 1931, als er das Gutachten
verfate, bereits Professor an der ETH Zlirich, vielleicht auch
deshalb schrieb ér ein so umfangreiches Votum.

Offensichtlich wegen des Neuheitsgehalts in der Arbeit von
Pannwitz beschrieb Heinz Hopf in seinem Gutachten alle von ihr
behandelten Sdtze und Hilfssdtze. Bei seiner Beurteilung der
Arbeit unterschied Hopf zwischen "objektivem wissenschaftlichem
Wert” und "subjektiver Leistung". Nur Heinz Hopf machte diese
Unterscheidung. Der "objektive wissenschaftliche Wert" betraf
die Ergebnisse der Arbeit von Pannwitz, ihre aufgestellten
Sédtze. Hopf lief noch offen, inwiefern diese Sitze eine neue
Theorie ergeben wirden oder interessante Einzeltatsachen
darstellten. (B1.21R) Die Bewertung der subjektiven Leistung

schilderte Hopf mit den Worten:

“Die Verfasserin hat also durch ganz selbsténdige Untersuchungen
ein schwieriges konkretes Problem, das ihr gestellt wurde,
vollstédndig geldst; sie hat dieses Ziel durch zweckmdfRige Wahl
neuer Begriffe, durch verstindnisvolle und tiefe Einsicht in den
schwierigen, sich ihr darbietenden Stoff, durch die Beherrschung
dlterer Methoden und deren neuartige Verwendung erreicht und
damit in dieser ihrer ersten Abhandlung ihre wissenschaftliche
Reife erwiesen.

Da somit nach meinem Urteil sowohl der objektive
wissenschaftliche Wert dieser Arbeit als auch die in ihr
vollbrachte subjektive Leistung das Niveau guter Dissertationen
ibersteigen, bitte ich die Fakultidt, die von Frdulein Pannwitz
eingereichte Abhandlung mit dem Pridikat "e x i m i u m" als

Dissertation anzunehmen. "20

18 vgl. Pannwitz, Erika. In: Math. Ann., Bd.108, Heft 5, 1933, S.629-672.

19 ygl. Promotion Erika Pannwitz, in: Archiv HUB, Phil. Fak. Nr.744/11,
B1.19-23 Gutachten.

20 Gutachten Hopf, 18.5.1931, in: Archiv HUB, Phil. Fak. Nr.744/11, B1.22R.
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"bereichern" fiir diesen Vorgang, die Theorie wurde um "schéne

i i ] - " ichert. Er verwendete also nicht das Wort
Im Unterschied zur gewshnlichen Praxis, bei der der Satze" bereic

Zweitgutachter ein "Einverstanden" unter das Votum des
Erstgutachters schrieb, verfafite Erhard Schmidt ein eigenes,
acht Zeilen umfassendes, Gutachten, das komplett lautete:
"Ich schliesse mich dem Votum des Herrn Hopf durchaus an. Die
Topologie ist eines der zukunftsreichsten aber zugleich
schwierigsten Gebiete der Mathematik, weil der methodisch-
technische Apparat noch so in den Anfangsgriinden steckt, dass
jedes wertvolle.hrgebnis nur mit einem hohen Masse starker
Erfindungsgabe errungen werden kann. Durch die vorliegende

"entdecken" .

Bieberbach ging in seinem Gutachten 1940 &hnlich wie Schur in
seinen drei Gutachten davon aus, daff er der Kandidatin eine
Aufgabe gestellt hatte, aber er formulierte es nicht explizit.
Sie sollte einen bekannten Satz (von David Hilbert) auf ein
bisher nicht behandeltes Problem ilibertragen. Wiederum erscheint
die Dissertation als eine Aufgabe, als Problemldsung. Bei der
Beschreibung der Lésung vermerkte Bieberbach ausdriicklich, daR
die Kandidatin weitere S&tze gefunden habe und bescheinigte ihr
eine "geometrische Erfindungsgabe” (B1.131R).22 Ahnlich wie
Schmidt 1931 ging also auch Bieberbach 1940 davon aus, daf eine
"Erfindungsgabe” existieren miisse. Aber kann man daraus
schlieffen, daf beide dasselbe meinten und davon ausgingen, daf
sdtze gefunden statt entdeckt werden? Uberdies ist "gefunden"
das Partizip von "finden" und steht nicht unmittelbar mit
"erfinden"” in einem Zusammenhang. Mindestens fiir Schmidt ist
anzunehmen, daf er der Auffassung war, daf® mathematische S&itze
entdeckt werden, daB sie zu finden seien, nicht zu erfinden.
Inwiefern auch Bieberbach diese Auffassungen teilte, muff hier

Arbeit ist die Topologie um eine Reihe ausserordentlich schéner
Sdtze bereichert worden. "2l

In beiden Gutachten sind interessante Hinweise zur Kl&rung
unserer Frage enthalten. Zunichst scheint die Unterscheidung in
einen objektiven und einen subjektiven Wert wissenschaftlicher
Arbeit(en) von Bedeutung. Der objektive Wert wird durch das
Vorhandensein von Elementen einer - geschlossenen - Theorie
definiert. Implizit ist die Auffassung von kumulativ wachsenden
Theorien hier enthalten. Der subjektive Wert wird durch die Art
und Weise der Problemldsung definiert. Zum Lésen von Problemen
gehtren nach Heinz Hopf die zweckmédRige Wahl neuer Begriffe, die offen Llsiben.

Beherrschung &lterer Methoden und ihre Verwendung auf neue Weis ) ) ‘
j N © Im Gutachten von Herbert Knothe 1940 finden sich keine

Bemerkungen, die implizit etwas iliber seine Auffassungen von der
Mathematik aussagen. Er beurteilte eine Arbeit, deren
Aufgabenstellung offensichtlich von Bieberbach stammte, aber
Bieberbach selbst war nur Zweitgutachter. Die Verfasserin hatte
in ihrer Arbeit nur die analytische Ausarbeitung des Problems
durchgefiihrt, ohne besondere Fihigkeiten oder Begabungen
erkennen zu lassen. Dies lieR keinen Raum fiir weitergehende

sowie die - nicht nsher definierte - "tiefe Einsicht~".

Schmidt hob besonders die Bedeutung eines methodisch-technischen
Apparats fiir mathematische Gebiete hervor. Je weniger dieser
Apparat entwickelt sei, um so mehr misse eine "Erfindungsgabe" -
vorhanden sein. Ist fiir Schmidt die Mathematik demnach
wesentlich mit Prozessen des Erfindens verbunden, des Erfindens
auch im Sinne des Findens mathematischer Sa&tze? Oder steht die
Formulierung "Erfindungsgabe" mit "erfinden” in keinem Formulierungen.?:

Zusammenhang? Ausdriicklich verwendete Schmidt das Wort

22 Vgl. Gutachten Bieberbach, in: Archiv HUB, Math.-Nat. Fak. Nr.155,
Bl.131R.

21 Gutachten Schmidt, 11.6.1931, in: Archiv HUB, Phil. Fak. Nr.744/11, 23 ygl. Gutachten Knothe, in: Archiv HUB, Math.-Nat. Fak. Nr.162, Bl.113/1.
B1.23. . !

Anmnette Vogt - Vortrag
Annette Vogt - Vortrag



NEUHOFEN: vOGT
16

170

Die 1942 abgeschlossene Dissertation Charlotte von Baranows
(geb. 1902) bildete wiederum eine Ausnahme. Es handelte sich um
eine Arbeit zur Versicherungsmathematik, die erste und einzige
Dissertation an der Berliner Universitdt dazu bis 1945. Es
handelte sich um eine Arbeit zu Anwendungen der Mathematik.
Gleich drei Gutachter schrieben separate Voten, und nur der
Mathematiker Klose kam von der Universitst. Paul Lorenz und
Moldenhauer lobten das Herangehen, die systematische Darstellung
des mathematischeh Apparates und das tUberraschende Resultat. Der
Mathematiker Klose bemingelte eine Reihe Details, die aber
nichts an den Ergebnissen &ndern wirden und nur vor der
Drucklegung zu beheben wiren. Bei der Anwendung mathematischer
Verfahren, die bekannt sind, entsteht gar nicht unsere Frage, ob
was entdeckt oder erfunden wird.

Auch in der letzten Dissertation, die 1945 von Erhard Schmidt
begutachtet wurde, ging es wieder um die Lésung eines gestellten
Problems, bei dem bekannte mathematische Sachverhalte, die fiir
einen bestimmten Fall als richtig erkannt waren, auf einen -
erweiterten - Fall ibertragen werden sollten. Schmidt lobte
zwar, daf die Verfasserin die Schwierigkeiten "elegant"
tiberwunden hatte, bemingelte aber die mangelnde Ankniipfung an
die vorhandene Literatur (Bl.7R).24 Wieder handelte es sich um
ein Stiick "normaler" Dissertation im Kontext "normaler
Wissenschaft" (Th. S. Kuhn), so daR der Bezug zum ProzeR des
Problemldsens gerechtfertigt erscheint.

3. Entdeckt oder erfunden?

Analysiert man die hier Zusammengestellten Auferungen aus den
Gutachten vor dem Hintergrund der Mathematikentwicklung zwischen
1920 und 1945 in Deutschland und der Spezifik der Vita der
Beteiligten, erkennt man zweierlei.

24 yq1. Gutachten Schmidt, in: Archiv HUB, Math.-Nat. Fak. Nr.206, Bl.7R.
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Erstens erscheinen die Unterschiede in den Gutachten vor und
nach 1933 marginal, obwohl die NS-Zeit gravierende negative
Folgen auch fiir die Mathematikentwicklung in Deutschland hatte.25
Schur wurde von der Universitdt vertrieben, sein ehemaliger
Kollege Bieberbach denunzierte ihn beim Ministerium. Schur
gelang schliefilich die rettende Flucht ins Exil nach Pal&dstina.
Die Promovendinnen Hildegard Ille (geb. 1899), verh. Rothe, und
Rose Peltesohn (geb. 1913) konnten emigrieren, Rothe in die USA
und Peltesohn nach Palistina, aber beiden war eine Karriere als
Mathematikerin verwehrt. Erika Pannwitz konnte trotz
herausragender Dissertation in Nazi-Deutschland keine
Universitdts-Karriere gelingen. Sie hatte auf einem Gebiet
promoviert, das die Nazis entartet nannten, ihr Doktor-Vater war
in der Schweiz, ihr Chef beim Referate-Jourmal "Jahrbuch iiber
die Fortschritte der Mathematik" Bieberbach deklarierte sich als

"Fihrer" der Mathematik in Berlin. Der Bruch 1933 berilhrte alle

diese Frauen existentiell.

Zwischen 1931 und 1940 fand nur die Ausnahmepromotion Rose
Peltesohns statt. Von den vier Promovendinnen zwischen 1940 und
1945 gelang einer eine Anstellung im Versicherungswesen, die

letzte wurde Assistentin an der Universitdt.

Zweitens scheinen allen Gutachten zwischen 1922 und 1945
gemeinsame Auffassungen ilber den Gegenstand einer Dissertation,
die zu bewertenden Resultate, die Verwendung von Begriffen und
Methoden, das Auftreten von Begabungen und die "Eleganz" von
Ldsungen zu Grunde zu liegen, obwohl die Gutachter mindestens

zwei Generationen von Mathematikern angehérten.

Folgende Fragen wurden anfangs gestellt:

1. Enthielten die Gutachten Aussagen iiber die Promovendin bzw.
allgemein iiber das Problem Frauen in der Mathematik?

2. Enthielten die Gutachten Auffassungen iiber den Gegenstand der

Mathematik?
3. Wurde explizit iber Methoden in der Mathematik gesprochen?

25 ygi1. die Ausstellung Persecution and Expulsion of Mathematicians from
Berlin between 1933 and 1945. Berlin, DMV, 1998. (Katalog) .
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4. Wurde explizit formuliert, ob eine Problemlésung in der
Arbeit eine Entdeckung oder eine Erfindung gewesen ist?

5. Welche Auffassungen iiber die mathematische Erkenntnis und
welche Aussagen iber einen Erkenntnisfortschritt wurden
getroffen?

1. Kein einziges Gutachten ging explizit oder implizit auf die
Tatsache ein, daf es sich bei der Promovendin um eine Frau
handelte. Alle Gutachter verwendeten die weibliche Form, "die
Kandidatin", "die Verfasserin", aber keiner verlor ein Wort {iber
das Geschlecht der Bearbeiterin. Diese Beobachtung
korrespondiert mit der Untersuchung aller Gutachten zu
promovierenden Frauen. So ungewthnlich es heute erscheinen mag,
aber die Gutachten vermitteln den Eindruck, daR ein hohes Maf an
Selbstverstdndlichkeit promovierenden Frauen gegeniiber bestanden
haben muf. Selbst Bieberbach, der am chesten frauenfeindlich
eingestellt war, schrieb erstens ein Gutachten und zweitens ein

"verninftiges".

2. Die Gutachten behandelten in fast allen Fillen
Problemlésungen aus dem Umkreis bekannter mathematischer Gebiete
(Algebra, Kombinatorik, Geometrie), so daR gar keine
Notwendigkeit bestand, iiber den Gegenstand der Mathematik zu
philosophieren. Es hitten nur in den beiden Gutachten zur Arbeit
von Erika Pannwitz Gedanken tiber die Topologie als Gegenstand
der Mathematik enthalten sein kénnen.

3. Die verwendeten Methodiken wurden in mehreren Gutachten
besprochen, auch bewertet. Zwei Aspekte fanden dabei
Beriicksichtigung, zum einen die Wahl geeigneter bekannter
Methoden und ihre neuartige Verwendung und zum zweiten die Suche
bzw. das Finden neuer Methoden. Danach konntén Methoden
verwendet und angewendet, aber auch gefunden werden.

4. In allen Gutachten wurde die Dissertation als eine Arbeit

beschrieben, die ein vom Doktorvater aufgestelltes Problem zu
l6sen hatte. Die Bewertung schitzte die Eleganz oder das Fehlen

Annette Vogt - Vortrag
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derselben beim Probleml&sungsprozef ein. Das hier dargestellte
Herangehen kann mit David Hilberts beriihmtem Ausspruch "Da ist
das Problem - 18se es"26 beschrieben werden.

5. Eine mathematische Erkenntnis ist eine Entdeckung, aber ein
mathematischer Satz kann gefunden werden, man (auch Frau)
benétigt eine r"Ii‘.rfindungsgabe" (Schmidt 1931, Bieberbach 1940).
Mathematische Erkenntnis ist ein fortwidhrender ProzeR des
Erkennens, die dabei gewonnenen Resultate bilden sukzessive,
kumulativ, eine jeweils neue mathematische Theorie. Eine neue
mathematische Theorie enthidlt frithere Theorien als Bestandteile.

Es war zu fragen, inwieweit diese Aussagen verallgemeinerbar und
ob diese Auffassungen fiir die Jahrzehnte zwischen 1920 und 1945
typisch oder a-typisch waren. Die hier zusammengestellten
Auffassungen scheinen eher typisch gewesen zu sein fiir die Zeit
zwischen 1900 und 1945. Hilberts Ausspruch war gleichsam ein
Leitfaden fiir ganz verschiedene Mathematiker, fiir Schur wie fiir
Schmidt, fiur Hopf wie fiir Bieberbach.

Die Analyse der Gutachten zeigte zwar, daf durchaus aus
Primdrquellen wie diesen implizite und explizite AuRerungen zum
Wissenschaftsbegriff, zum Wissenschaftsverstindnis und zu
Erkenntnisproblemen gewonnen werden kénnen. Aber andererseits
sind diese Quellen kritisch zu lesen und zu deuten. In den -
iberwiegenden - F&llen, in denen Gutachten Ergebnisse "normaler
Wissenschaft" beschreiben und bewerten, enthalten sie naturgemif
kaum Aussagen zur Beantwortung unserer Frage. Wenn es sich
dagegen um Einschétzungen besonderer, herausragender, Leistungen
handelt, koénnen Gutachten mehr als Einschitzungen zum L&sen von
Problemen widerspiegeln und durchaus tiefere Einsichten iiber den
verwendeten Wissenschaftsbegriff und die Ethik des Faches

vermitteln und zur Beantwortung unserer Frage beitragen.

26 ygl. Hilbert, David.
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Drei Aspekte des mathematischen Schaffens, illustriert durch Probleme aus
derGraphentheorie

Das vorgegebene Rahmenthema beriihrt Grundfragen der Philosophie, zu denen
unterschiedliche Antworten gegeben worden sind. Hierauf will ich - der Vorgabe
geméB - nicht eingehen. Ich denke aber, wenn man "Entdecken”, "Erfinden", "Finden"
in ganz bestimmtem Sinne auffaBt, kann man sagen, daB im Erkennen des
Mathematikers die Aspekte des Entdeckens, Erfindens und des Findens, des
Auffindens nach systematischer Suche, unlésbar miteinander verkniipft sind. Schaffend
bewegt er sich in seiner "Welt". Das ist eine Welt geistiger Konstrukte. In dieser Welt
gibt es viele gut gesicherte und fundierte Gebiude, die axiomatisierten mathematischen
Theorien - und auch etliche erst behelfsmaBig errichtete. In einigen ist er ganz zu
Hause, in anderen weniger, und einige Gebaude nimmt er von weitem in ihren
Umrissen wahr. Gelegentlich sieht er plétzlich in einem ihm sehr vertrauten Gebaude
Dinge und Verhiltnisse, die ihm so noch nicht aufgefallen waren - mag sein, er hatte
seinen Standpunkt oder den Blickwinkel versndert. Und bisweilen lassen
Assoziationen Beziehungen zwischen den Gebiuden deutlich hervortreten - was so
erstaunlich fiir ihn auch wieder nicht ist, denn er weiB ja, daB all die Gebdude auf
demselben festen Grunde stehen, daB sie im Urgrund seiner Zahlen und Formen
verankert sind. Jedenfalls hat der Mathematiker in seiner Welt etwas Neues entdeckt.
Besonders erfreut ist er, wenn das fiir ihn Neue auch von seinen Mathématikerkollegen
noch nicht vordem gesehen wurde. Die geistige Welt des schaffenden Mathematikers
darf natiirlich nicht mit der realen Welt verwechselt werden, in der der Mathematiker
lebt und arbeitet. Doch ist sie mit dieser eng verbunden - zum ersten durch ihren
Urgrund, geschaffen durch die Fahigkeiten des Zzhlens, des Erkennens von Formen,
des folgerichtigen Verkniipfens. Diese haben sich iiberlebensadiquat wihrend der
Evolution der menschlichen Art herausgebildet.
Der Mathematiker Ott-Heinrich Keller sprach davon, daB sich zwei evolutiv
erworbene Fahigkeiten des Menschen, die er mit einigen Tierarten teilte, namlich die
zum intuitiven Erfassen von Ordinalzahlen (Rangordnung!) und die zum intuitiven
Erfassen von Kardinalzahlen - bis zu einer gewissen (niedrigen) Ordnung - wie Kette
und SchuB zur Fahigkeit des emotionslosen Zahlens vereinten (Kell, 1984). Und was
das adiquate Erfassen von Formen und Entfernungen betrif®t, hat Simpson sicher
recht, wenn er sagte: "Um es grob, aber bildhaft auszudriicken: Der Affe, der keine
reale Vorstellung von dem Ast hatte, nach dem er sprang, war bald ein toter Affe und
gehort also nicht zu unseren Vorfahren." (aitiert nach (Voll, 1985, S. 39))
Natiirlich ist der Mathematiker nicht nur durch den Urgrund seiner geistigen Welt mit
der wirklichen Welt verkniipft. Er und die gesamte Mathematikergemeinschaft sind
unlosbar in ein dichtes Netz von Skonomischen, gesellschaftlichen, kulturellen
Beziehungen eingebunden; in die Arbeitsteilung der Gesellschaft sind sie fest
integriert. Ganze mathematische Disziplinen haben sich - verstirkt seit den vierziger
Jahren dieses Jahrhunderts - in Wechselwirkung mit anderen Wissensgebieten
herausgebildet, stindig stimuliert durch die Anforderungen, die die Losung immer
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komplexer werdender Probleme an die Mathematik stelite. Zuneh{llenci. mt'erdlsm.plmar
werden Problemlosungen gesucht und Algorithmenpakete gf:schnu.rt, dle die Bja51s
umfangreicher Software bilden. Fiir den Mathematiker, Qer in diszipliniibergreifenden
Kollektiven arbeitet, tritt der Aspekt des Erfindens deutlich hervor.
Dann haben wir da noch das Durchmustern groier Zghlenmengen, das Vermutungen
aus quasi empirischer Erfahrung gebiert, - denken w1r_etwa an d§s GauBsc:he _
"planméBige Tattonieren". Manche Probleme lassen sich durcfh eine vollstandige
Durchmusterung l6sen, durch ein ,,mechanisches Rechnen* eigentlich, das man getrost
echner iibertragen kann. ) . _

?)eaﬂs1 gusanimenspiel gieser drei Aspekte im mathematl:schen Schaffen wd bexi
Problemen und Aufgaben aus der diskreten Mathematik besonder_s deut]lc.:h. E¥nmal
tritt der eine Aspekt deutlicher hervor, einmal der anden'e, - dqch immer sind sie
miteinander verkniipft. Einige graphentheoretisch-kombinatorische Prpbleme - auch
solche mit einem breiten und bedeutenden Anwendungsfeld - lassen §1ch S0
formulieren, daB sie selbst ein mathematisch nicht besonders .Vorgebllfieter verstehen
kann. Auch ein trivialer Losungsalgorithmus leuchtet oft unmittelbar ein, Qer nur
Ausdauer im Rechnen und Vergleichen zu verlangen scheint. Sollte sich vielleicht
,-alles* durch Rechnen 16sen lassen (vgl. (Bong, 1988, S. 20))?

Hier beginnt ein anderer Gesichtspunkt hineinzuspielen: Gerade an Hand solcher.
Beispiele aus der diskreten Mathematik 148t sich. l'iberzeu‘gend klarmachen, daB die
Schopferkraft des Mathematikers unverzichtbar ist und nicht d.urch schnelle {{s'::chner
ersetzt werden kann. Die Idee, der schopferische Gedanke, "die Entdec}cung in der
Welt des Mathematikers, ist essentiell fir den Fortschritt der mathematischen
Wissenschaft!

Wir gehen ein auf

¢ das Kénigsberger Briickenproblem,

e die berithmte Arbeit von Kirchhoff aus dem Jahre 1847,

e das n-Arbeitskrifte-n-Jobs-Zuordnungsproblem und

e das Vierfarbenproblem.

. dnigsberger Briickenproblem _ '
zn]f?a:]sglges lgS. J]:.gkursierte in der Unterhaltungsmathematik eine Aufgabe, in der ein
Spazierweg iiber die sieben Konigsberger Pregelbriicken gesucht wurde, der iiber jede
der Briicken genau einmal fiihren und an seinem Anfan.gspunkt. aucl.l enden sol.llte'
(Abb. 1). Der Trivialalgorithmus leuchtet sofort ein: Wir schreiben Jege der moglichen
7! = 5040 Reihenfolgen der sieben Briicken auf und iiberpriifen, ob die an den .
Spazierweg gestellten Bedingungen etfiillt sind. "Diese I_Jésungsal.'t ..... konnte .. in
andem Fragen, wo noch viel mehr Briicken vorhanden sind, gar nicht mehr
angewendet werden.“ Zudem ,,wiirde vieles gefunden, wonach gar nicht gefragt
war.....", bemerkte Euler (Sachs, 1986, S. 291). Die Eulersche.Lésung des Problems
ist von genialer Einfachheit! Sie sprengte jedoch die maltbematlschen Denkmuster der
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Zeit und bedurfie eines Geistes, der in der Lage war, diesen einengenden Rahmen zu
verlassen.

C
(P
4 D
. V,

3

Abb. 1

Euler betrachtete das Problem aus einem nicht iiblichen Blickwinkel und frei von jeder
Schablone. In der in ihrer vermeintlichen Eintonigkeit in fast unangreifbarer
Komplexitit erscheinenden Menge von Permutationen der sieben Briicken sah er die
bisher nicht erkannte Ordnung, die alles bestimmende Struktur: Die fiir die Aufgabe
wesentlichen Beziehungen lassen sich durch einen Graphen, ein Gebilde aus Punkten
und diese verbindende Linien, darstellen. Mit dieser neuen Sicht war der
entscheidende Schritt vollzogen. Eulers Losungsmethode ist dieser Struktur organisch
angepaBt, - er reduzierte die Komplexitiit des Problems durch Ausnutzen seiner
natiirlichen Strukturierung. Eulers Arbeit kann im Nachhinein als ein frither Beitrag
(methodisch als der erste wesentliche) in die Geschichte der Graphentheorie
eingeordnet werden.
Euler betrachtete gleich den allgemeinen Fall von n Briicken; seinen Gedankengang
wollen wir kurz skizzieren. Wir bezeichnen die einzelnen Staditeile, die durch die
Arme des Flusses voneinander getrennt werden, mit A, B, C, ..... Ist n die Anzahl der
Briicken, so entspricht jeder zulissigen Wanderung eine F olge von nacheinander
betretenen Stadtteilen der Lénge n+1 und somit eine Buchstabenfolge F der Lange
I(F) = n+1.
I(F) 148t sich aber - wie folgt - auf eine zweite Weise ausdriicken.
Der Stadltteil X sei durch genau q(X) Briicken mit anderen Stadtteilen verbunden.
Dann gilt das folgende Lemmas
Ist q(X) = 2r, so kommt der Buchstabe X in der Folge F entweder (r+1)- mal oder -
mal vor, je nach dem, ob der Spaziergang von X ausgeht oder.nicht,
Ist q(X) =2r + 1, so kommt X in F genau (r+1)-mal vor.
Beweis:
1. q(X)=2r:
a) F beginne nicht mit X. Dann erscheint X nur an inneren Punkten der Folge F, und
mit jedem X, das in der Folge auftaucht, sind zwei Briicken verbraucht, namlich die,
iiber die man zum Stadtteil X gelangt ist und die, iiber die man ihn wieder verlassen
hat. Da am Ende alle 2r Briicken "verbraucht” sind, erscheint X genau r-mal in F.
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b) F beginne mit X, d.h. mit dem Verlassen des X am Anfang der Folge .ist eine Briicke

verbraucht®, es bleiben 2r - 1 = 2(r-1)+1. Damit erscheint X (r-1)-mal im Inneren von
i;, und F endet mit X, - womit dann die letzte Briicke verbraucht ist. X tritt also (r+1)-
mal in F auf.
2.qX)=2r+1: ]
Der Beweis wird durch eine dhnliche Uberlegung wie unter 1. gefiihrt.
Damit ergibt sich sofort die Losung des Koénigsberger Briickenproblems:
Einerseits ist I(F) = n+1 = 8; andererseits folgt aus dem Lemma I(F) =3+2+2+2 =9,
Dieser Widerspruch besagt: i
Es gibt keinen Spazierweg, der iiber jede der 7 Kénigsberger Pregelbriicken
genau einmal fiihrt und an den Ausgangspunkt zuriickkehrt. (vel. (Sachs, 1989, S.
626
Eule)z fand weit mehr als die Laosung dieses Problems der Unterhaltungsmathematik.
Unter dem ,,Satz von Euler” versteht man heute in der Graphentheorie die folgende
Aussage: Ein Graph 148t sich genau dann in einem geschlossenen Kantenzug (in dem
jede Kante genau einmal enthalten ist) durchlaufen, wenn alle Knotenpunkte des
Graphen von gerader Valenz sind (d.h. wenn von Jjedem Knotenpunkt des Graphen
eine gerade Anzahl von Kanten ausgeht). Graphen, in denen alle Knotenpunkte von
gerader Valenz sind, werden Euler-Graphen genannt.

2. Die beriihmte Arbeit von Gustav Robert Kirchhoff aus dem Jahre 1847

In der Mitte des vorigen Jahrhunderts begannen sich in den Naturwissenschaften und
in der Technik die Grenzen der kontinuierlichen Mathematik abzuzeichnen..

Als 21jshriger Konigsberger Student hatte Kirchhoff 1845 die spater nach 1hm
benannten Regeln fiir lineare Stromkreise erkannt, die "Knotenregel” und die
"Maschenregel” (Abb. 2; aus (Kirch, 1847, S. 497)).

L Wenn die Driﬂita' ki dy, .. . eine geschiassegx& Fxgm'
bilden, und wy bezeichnet ‘den Widerstand des Drahtes 4, Es
die elekiromotorische Kraft, die in demselben ihren Sxtz hat,
nach derselben Richtung positiv gerechnet wie I:;,,_ so ist, falls
I3y fayr... alle pach eier Richtung als positiv gerechnet
warden: :
wkxIM +'N.‘gﬁIxs de = E*l +E;,5. e

X1, -'Wenn die Drihte 1, 4,, ... in einem Punkte zusammen-
stass;;: und Iy, I,,... alle nach diesem Punkte 2u als positiv
gerechnet werden, so ist:

Iil +I;a‘+" eses =0-

Abb. 2
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Zwei Jahre spiter - 1847 - publizierte er die Losung des sich aus diesen Regeln Erst Wilhelm Ahrens (Ahre, 1897) transformierte diese angewandte Mathematik in
ergebenden linearen Gleichungssystems, bestehend aus n Gleichungen mit n "reine", die nun wieder als Modell fiir weitere Anwendungen zur Verfiigung stand -
Unbekannten. ) und von ihrer Entstehung her deutlich ausgeprigt den Aspekt des "Erfindens” aufwies.
(Abb. 3; aus (Klrch,_ 1882, S. 25)). Eine Lésungsmethode ist seit 1750 bekannt: Die Mit Kirchhoff wird die Theorie der elektrischen Netze zu einem ersten grofien
Cramersche Regel _llefert natiirlich die Losung des Problems. Doch der ' QuellfluB der Graphentheorie, der wenig spiter auch von der Strukturchemie gespeist
Rfechenauﬁva.md wird schon bei relativ kleinen Netzen sehr groB. Bedenken wir daB wird. Nicht zufillig stimmen die Bezeichnungen der modermen NetzwerkfluBtheorie
Kirchhoff keinen Computer zur Verfiigung hatte, der ihm nach geeigneter ’ mit aus der Elektrizititslehre geldufigen iiberein, wenngleich natiirlich begrifflich keine

ey L 4 .cz: Ol t .+ dhwnd, = ol E +a E+.. 1 aE Ubereinstimmung besteht
3 A ’ » A2 ¥ P ﬂ
“f w f + L A R #,-wn.ﬁ. = a§1§ -+ a§E, 4+t ol E 3. Das n-Arbeitskriifte-n-Jobs-Zuordnungsproblem
T T .. o Mit dem folgenden Zuordnungsproblem illustrierte Dantzig die Schlagkraft seines
# LAy 2 oo Simplexalgorithmus (vgl. (Dant, 1983)).
0 . . : ) _
i ‘j-; Foy wh +o ot @ 0y L o, & 'i"“;ﬁi R a*,ﬁE” n Arbeitkrifte sollen fiir n Jobs eingeteilt werden, jeder Job muB getan werden und
a,t"“% + “’:“ﬁ"% AT A Li=0 Jjede der Arbeitskrifte soll eingesetzt werden. Wenn die i-te Arbeitskrsft den j-ten Job
R N G - . aEAF ausfiihrt, moge das die Kosten cij verursachen. Unter den n! méghchen Zuordnungen
xa e ok, 1A T ,+ =t I‘ =0 ist eine kostenminimale zu finden. Es handelt sich also um ein diskretes
L ) .} R way Tt e e Optimierungsproblem. Der Trivialalgorithmus der vollsténdigen Enumeration l:Bt sich
Hh tearh+... 4+ o Ly = 0, fiir kleine n bequem von Hand abarbeiten. Bereits fiir n = 70 jedoch (eine Zahl, die

AD. 3 dem mathematisch nicht besonders Geiibten noch gar nicht so groB erscheinen mag) ist
auch ein Hochgeschwindigkeitsrechner bei weitem tiberfordert (Abb. 4).

Programmienung das Rechnen hitte abnehmen kénnen!

Das Stromnetz 4Bt §lch In seinen wesentlichen Verhiltnissen wieder durch Das n-Arbeitskriifte-n-Jobs-Zuordnungsproblem
KﬂOte_ﬂpurlkte gnd diese verbindende Linien darstellen. Durch die Struktur des Netzes
und die klare Sicht auf die in ihm ablaufenden Prozesse (Fliisse) wurde Kirchhoff zy oS s T
Ie(l;lrell;lh ng’z“ Lésungsalgorithmus gefiihrt, der in der diskreten Mathematik wurzelt n Arbeitskaafe Mo My, M, .. My
C. -
techm'szhe lr{::llll::l ::nglewzzll:ie g'.lath"elan;:tlk hel:yor, an An.schaum}g_, Experiment, n=1 . I =2 ho I h I
natirlich i ~Ting g A pit; er “sah” die Losung quasi, wobei im Hintergrund 1 Maglichkeit M, 2 Maoglichkeiten M M. M M;
aturlich immer sein im Konigsberger Mathematisch—Physika]ischen Seminar n=3: 6 Moglichkeiten der Zuordnung:
erworbenes theoretisches Wissen stand. Ll s il ) Ll il Js 5L s hi 12 s
Kirchhoff formulierte und bewies den folgenden Satz: MM;M; MM:M, MM M; MMM, MMM, MMM,
"Es sey m die Anz . :
Zwei oﬁer mehrerea]glr:]:t:evzo:sh;nn(:neri I‘(;euzungspunkte, d.h. der Punkte, in denen n=4: 4] =24 Moglichkeiten n=70: 70! > 10'" Moglichkeiten )
emeinschafiliche N “ens 0. ep, und es S€y g =n-m + I, dann ist der Nehmen wir an, 1 Computer bendtige 1 Sek. fiir 10° Permutationen. Dann ber}ﬁtl_gt er
g ic! e Nenner aller GréBen 7 die Summe derjenigen Combinationen von 10! Sek. fiir 10'™Permutationen. Nehmen wir weiter an, die Erdoberfliche sei mit
Wi, W2, ... Wy Zu je p Elementen, Wki * Wic * * * wy,, welche die Eigenschaft haben. daB derartigen Computemn vollgestellt, wobei ein jeder eine Fliche von 1 m® einnehmen moge.
nach Fortnahme der Drihte k;, ka, ..., ky keine geschlossene Figur iibri bleil " ADFiE ErdeaEhETdmn, c $ maf 10 Eninptas
und es ist der Zzhler von I, die Summe L(lier'em' Combinati gur iibrig bleibt, 5 mal 10° Computer bendtigen 1 Sekunde fiir 5 mal 10° rzloal 10°=5 'mal 10" PerTnuta.tlon.en
je 1 - 1 Elementen . ] gen -ombinationen von w;,w,,...w, zu 5 mal 10° Computer benotigen >> 10% Sekunden fiir 10**° Permutationen, d.h. die Zeit, die
> Wki *Wia * * * Wiy, welche die Eigenschaft haben, daB nach seit dem Urknall (vor rund 10" Sekunden) vergangen ist, geniigte bei weitem nicht, um alle

70! Permutationen auch nur durchzumustern.

Fortnahme von.kl,.kz, s kp._l., eine geschlossene Figur iibrig bleibt, und daB in dieser
)»l vlg;kommt;‘ eulie Jede Combination multiplicirt mit der Summe der
elekiromotorischen Krifte, welche sich auf der zugehéri i

: gen geschlossenen Fi
beﬁnden..Dxe elektromotorischen Krifte sind hierbei in der Richtung als positil']r zu AbD-4
rechnen, in der 7, als positiv gerechnet ist." (Kirch, 1847, 'S. 497/498)
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Dieses und andere Probleme der linearen und kombinatorisch-graphentheoretischen
Optimierung werden mit dem Simplexalgorithmus effizient gelost. Das 70-
Arbeitskrifte-70- Jobs-Zuordnungsproblem lieB sich bereits mit den Rechnern der 80er
Jahre in wenigen Sekunden erledigen. Also: der Trivialalgorithmus kombiniert mit
einem schnellen Rechner geniigt nicht zur Losung des Optimierungsproblems, wohl
aber der Simplexalgorithmus, ausgefiihrt auf dem gleichen Rechner.

Der Durchbruch, die entscheidende Reduktion der Komplexitit des Problems, wurde
durch einen schlagkraftigen, der Struktur des Problems angemessenen Algorithmus
erzielt - und dieser entsprang der Schopferkraft des Mathematikers.

4. Das Vierfarbenproblem

(vgl. dazu (Voss, 1993, S. 33 - 52)) Als 1976 ein rechnergestiitzter Beweis der 4-
Farben-Vermutung vorgelegt wurde, hatte der - wohlprogrammierte - Computer bereits
eine zwanzigjahrige Probezeit als »Beweisfiihrer” hinter sich. Bereits in den 50er
Jahren hatte Hao Wang ein Programm vorgelegt, das es gestattete, eine Vielzahl von
Satzen der , Prinzipia Mathematica“ von Russell und Whitehead durch den Rechner
beweisen zu lassen. All diese Sitze waren vorher bereits »traditionell bewiesen
worden. In den 80er Jahren entstanden verschiedene Programme, die mit Hilfe des
Rechners graphentheoretische Vennutungen produzierten, die dann in interaktiver
Arbeit zwischen Mathematiker und Computer weiter bearbeitet wurden,

Beim Beweis der 4-Farben-Vermutung ist der Sachverhalt ein anderer: Erstmals wurde
ein Theorem vorgelegt, das unter (bisher) unersetzbarem Einbezug des Rechners
bewiesen wurde. Mit Hilfe des Rechners wurde also eine neue (und wesentliche)
mathematische Erkenntnis erhalten,

Das 4-Farben-Problem verlangt eine Antwort auf die Frage: Sind die Lander einer
(regularen) Landkarte stets so mit vier Farben firbbar, daB (iiber eine Grenzlinie)
benachbarte Lander unterschiedliche Farben haben?

D) (o

M M
Abb. 5: Die Karten M und M' erfordemn 4 Farben zum zulissigen Firben.

1852 an de Morgan herangetragen, fand es breiteres Interesse erst, als Arthur Cayley
es 1878 den Mitgliedern der Londoner Mathematischen Gesellschaft vorgestellt hatte.
Bereits im Jahr darauf legte der mathematisch interessierte Rechtsanwalt Arthur Bray
Kempe einen Beweis vor, mit dem das Problem als "erledigt” und die 4-F arbbarkeit
Jjeder reguliren Landkarte als Tatsache galt, - aber wohl als eine fiir Mathematiker
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doch nicht so interessante und mehr am Rande liegende. Es dauerte namlich elf Jahre,
bis der Fehler in Kempes Gedankengangen entdeckt wurde - von Heawood, der auch
den ersten Beweis des 5-Farbentheorems unter Nutzung der Kempeschen Ideen gab..
Das nun wieder offene Problem wurde in mannigfacher Weise aquivalent umformuliert
und von namhaften Mathematikern bearbeitet, widerstand aber allen Bemiihungfan.
Insbesondere die graphentheoretische Forschung wurde durch das Ringen um die
Lésung des 4-Farbenproblems befruchtet. Der Beweis des 4-Farben-Theorems (4FT),
den schlieBlich Kenneth Appell und Wolfgang Haken, assistiert von Johp Koc_h, und
gestiitzt auf die reichen Vorarbeiten von Heinrich Heesch l.lIld dessen Mitarbeiter
(Biga, 1988), vorlegten, regte kontrovers gefiihrte Diskusswx;en um .Fragen auch.
philosophischer Relevanz an. Insbesondere war zu kliren: Gibt es einen wesentlichen
Unterschied zwischen einem traditionellen Beweis und dem Beweis des 4FT?_ '

Der traditionelle Beweis wird gewohnlich durch drei Eigenschaften charakterisiert, er
ist aberzeugend, iiberschaubar und. - im Prinzip - formalisierbar. o

Wir wollen einen Blick auf den Beweis des 4FT werfen, um zu sehen, inwieweit
dieser die genannten Eigenschaften aufweist oder nicht.

Ein Graph heiBt vierfirbbar, wenn jeder seiner Knotenpunkte mit einer von vier Farben
so gefirbt werden kann, daB adjazente ("benachbarte") Knotenpunkte niemals
dieselbe Farbe haben. Jede Landkarte bestimmt einen Graphen, ihren sogenannten
dualen Graphen in der folgenden Weise: Innerhalb jedes Landes wirfi E?l']‘l Knotenpunkt
plaziert (seine Hauptstadt) und Knotenpunkte werden genau dann miteinander
verbunden, wenn sie zu benachbarten Lindern gehéren (Abb. 6).

Abb. 6 Abb. 7 - Horseshoe

Es 1aBt sich zeigen: Wenn jeder einfache planare Graph; d h. jeder planare Graph ohne
Schlingen und Mehrfachkanten, vierfirbbar ist, dann auch Jjede regulire Landkarte. .
Zum Beweis der 4FT geniigt es offensichtlich, sich auf einfache planare Gfaphen, c.he
Triangulationen sind, zu beschrinken. Jede planare Triangulation hat nur endlich viele
Knotenpunkte, so daB sich zum Beweis des 4FT eine Induktion iiber die Anzahl v der
Knotenpunkte fast aufdringt. ' o
Induktionsanfang: Fiir v<4 ist jede Triangulation vierfirbbar - das ist oﬂ"ensnchthch.
Induktionsvoraussetzung (IV): Jede planare Triangulation G* mit n oder weniger

Knotenpunkten ist vierfarbbar. L
InduktionsschluB: Jede planare Triangulation G mit n+1 Knotenpunkten ist vierfirbbar.
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Der InduktionsschluB (IS) stiitzt sich zunéchst auf die Euler-Descartesche
II;;)llyederformel ﬁ1r konvexe Polyeder, 2 = P - k + £, wobei p die Anzahl der
otenpunkte, k die Anzahl der Kanten und £ die Anzahl der Flichen ist. Bezeichnen

Wir mit v; die Anzahl der Knotenpunkte der Valenz i i ie maxim
' und
emes Knotens der Triangulation, dann ist mitm diem ale Valenz

p = E;" k=1 ‘E_le. und (wegen 3f = 2k) 3f= _IEni-v;.
Damit geht die Euler-Descartesche Polyederformel iiber in
(1) 3vs + 2vs + vs + Ovg - v, '3"‘ -3vs- .. - (m-6)va=12. (vgl. (Barn, $. 22 u_§. 29-30))

Da die rechte Seite von (1) groBer als Null ist, muB mindestens einer der Werte v, v,

Vs ungleich Null sein, wir haben also fiir den IS die folgenden drei Falle zu betrachten:

Fall 1: G enthilt einen Knotenpunkt - x - der Valenz 3 (Abb. 8).

\ e
|
3
Abb. 8 Abb. 9

Der nach Entfernung von x verbleibende Gr. i i
aph G* ist nach IV vierfirbbar. Dj i
Nachbarpunkte von x verbrauchen drei Farben, die vierte Farbe erhlt X. = Beas

Fall 2: v; =0, ab i ilt ei
(AbE.2) 3 er vs ungleich 0, d.h. G enthilt einen Knotenpunkt - x -der Valenz 4
}]f.s Interssiert nur der Fall, daB fiir die F arbung der vier Nachbafpunkte von x alle
Ke;rtl;)en becr;l:itzt werden. Jetzt greifen die Ideen Kempes: die Bildung von Kempe-

- ) N T,
angos l111:; ! as Umfirben lings solcher Ketten. Das Vorgehen wird in Abb. 9
Vom Nachbarknoten 1 ausgehend, wird eine (1 i

\ " »3)- Kette gebildet i i

und mit 3 gefirbte Knotenpunkte abwechseln. ) eviiet aufder sich mit 1
1. zer Nachbarknotenpunkt 3 (der mit der Farbe 3 gefirbte) von x liegt nicht auf

eser (1,3)-Kette. Dann werden die Knoten der Kette umgefarbt, so, daB die mit 1
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gefiirbten Knoten die Farbe 3 erhalten und die mit 3 gefirbten die Farbe 1.
DieVierfirbung von G* bleibt dabei zuldssig. Nach dem Umfirben hat der
Nachbarknotenpunkt 1 von x die Farbe 3. Die Farbe 1 steht damit zur Fiarbung von
x zur Verfiigung.

2. Der Nachbarknotenpunkt 3 von x liegt auf der (1,3)-Kette (wie in Abb. 9
angedeutet). Dann bringt uns die Umfirbung der Kette in der unter 1. angegebenen
Weise nicht weiter. Die (1,3)-Kette ,,trennt“ jedoch die Nachbarknotenpunkte 2 und
4, d.h. diese liegen nicht auf ein- und derselben (2,4)-Kette. Damit kann einer der
Knoten 2, 4 umgefirbt werden. Damit 148t sich die Zahl der Farben, die zur
zulissigen Fiarbung der Nachbarknotenpunkte von x nétig sind, wieder auf drei
reduzieren. Mit der vierten Farbe wird x gefarbt. (vgl. (Barn, 1983, S. 5 - 14))

Bemerkung;

Die Koeffizienten in Gleichung (1) lassen sich als ,,Ladungen® betrachten: Jeder
Knotenpunkt der Valenz i tragt die Ladung 1. ,.Entladen® des Knotenpunkte y bedeutet
eine Verteilung der Ladung von y auf die Nachbarknotenpunkte von y. (Dabei bleibt

die Gleichung (1) bestehen.)

Die ohne Hochgeschwindigkeitsrechner nicht zu meisternde Schwierigkeit des
Beweises liegt im Fall 3!

Fall 3: v; =0, v4 =0, vs ungleich 0, d.h. G enthilt einen Knotenpunkt x der Valenz 5.
Es geniigt nicht, wie bei den beiden vorhergehenden Fiillen, den Knotenpunkt x und
die mit ihm inzidenten Kanten zu entfernen und in dem so entstehenden Graphen G*
langs Kempe-Ketten umzufirben. Stattdessen werden geeignete "Konfigurationen”
entfernt, Systeme von miteinander verbundenen Knotenpunkten (Abb. 7 zeigt ein
Beispiel).

Eine Konfiguration heiit "reduzibel”, wenn die Vierfiarbung der Triangulation G, in der
sie enthalten ist, aus der Vierfiirbung des Graphen G* abgeleitet werden kann, der
nach ihrer Entfernung aus G entsteht. Beim Beweis der Reduzibilitit einer
Konfiguration spielen die Methode des Umfiirbens von Kempe-Ketten und und
gewisse Entladungsprozesse ineinander’. -

Es gilt eine sogenannte "unvermeidbare Menge von Konfigurationen" zu finden, d.h.
eine Menge von reduziblen Figuren, die so umfassend ist, daB jede Triangulation eine
Konfiguration aus dieser Menge enthilt.

Aufbauend auf Untersuchungen von Heinrich Heesch, entwickelten Appell, Haken und
Koch eine Theorie der Entladungsprozeduren, deren jede eine unvermeidbare Menge
von Konfigurationen liefert.

Der publizierte Beweis des 4FT zerfiel in zwei Teile:

! Die Methoden zum Nachweis der Reduzibilitiit einer Konfiguration wurden bereits 1913 von George Birkhoff
praktiziert.
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® Eine Liste der 1482 Elemente einer Menge U und einen iiberschaubaren Beweis der
Unvermeidbarkeit von U mit Hilfe des »Entladungssatzes®.

® Das Lemma: Jede Konfiguration aus U ist reduzibel.

Der Beweis des Lemmas wurde iiber ein Programm dem Computer iibertragen. Er

tiberpriifie jede der Konfigurationen aus U auf Reduzibilit4t und benétigte dazu iiber

1200 Stunden!

(vgl. (Tymo, 1979, S. 57 - 83) u. (Tymo, 1985))

Diese kurze Darlegung hat gezeigt, da8 die Struktur des Beweises des 4FT durchaus
iiberschaubar iat. Der Beweis selber jedoch enthilt fiir den Leser eine Kluft, die von
ihm nicht iiberbriickt werden kann, Auch traditionelle Beweise enthalten oft
Abkiirzungen der Art "wie man leicht sieht" oder "was der Leser selber beweisen mag"
oder "wie aus den Lemmata A, B, C unmittelbar folgt". Das sind fiir den Leser
zunéchst auch Liicken im Beweis. Diese konnen jedoch von ihm gefiillt werden. Die
Situation ist beim Beweis des 4FT eine ganz andere: Die Lebenszeit eines
Mathematikers wiirde gar nicht ausreichen, um den Verweis "mit Hilfe des
Computers" aufruldsen.

Hier 148t uns unser Rahmenthema ethische Dimensionen beriihren:

Wie jede Arbeitsteilung in der menschlichen Gesellschaft, erfordert auch die
wissenschaftliche Arbeit ein hohes MaB an Vertrauen, - auch in die wissenschaftliche
Lauterkeit jedes einzelnen. Die Rolle des Vertranens steigt auBerordentlich an, ja sie
gewinnt eine neue Qualitt, wenn Liicken "mittels Computers" in einem publizierten
mathematischen Beweis zugelassen werden. Um die Losung des Vierfarbenproblems
hatten namhafte Mathematiker 100 Jahre lang vergeblich gerungen, daher stand der
vorgelegte Beweis des 4FT im Mittelpunkt mathematischen Interesses. Aber
keinesfalls jeder der fast uniiberschaubaren Menge jahrlich versffentlichter
mathematischer Sitze st&Bt auf ein solch breites Interesse innerhalb der Gemeinschaft
der Mathematiker! So wire es durchaus méglich, daB - durch unkontrolliert gewahrtes
Vertrauen - ein lickenhafier Beweis eines richtigen Satzes oder, was viel schlimmer
wire, ein "Beweis" eines falschen Satzes durch den Hinweis “mittels Computer” in das
System mathematischen Wissens eindringe und dort seine zerstérerische Wirkung
ausiibte.
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Goethe iiber Erfinden und Entdecken

Eher zufillig, denn Systematisch gesucht, stieB ich bei der Beschiftigung mit den
naturwissenschaftlichen Schriften und insbesondere mit den so zahlreichen Aphorismen aus

dem NachlaB J. W. von Goethes auf eine Uberschrift, die dem Thema unserer Tagung

"Erfinden und Entdecken"t

Es ist immer der Mithe wert nachzudenken, warum die vielfachen und harten Kontestationen
iiber Prioritiit bei Entdecken und Erfinden immer fortdauern und aufs neue entstehen.

Zum Entdecken gehért Gliick, zum Erfinden Geist, und beide konnen beides nicht entbehren.

Dieses spricht aus und beweist, daB man ohne Uberlieferung, unmittelbar persénlich
Naturgegenstinde oder deren Eigenschaften gewahr werden kénne.

Das Erkennen und Erfinden sehen Wwir als den vorziglichsten selbst erworbenen Besitz an und
briisten uns damit.

Der kluge Englinder verwandelt ihn durch ein Patent sogleich in Realititen und iiberhebt sich
dadurch alles verdrieBlichen Ehrenstreites.

Aus obigem erschen wir wie sehr wir von Autoritit von [_Iberliefemng abhingen, daf ein ganz
frisches eigentiimliches Gewahrwerden so hoch geachtet wird; deshalb auch niemand bl
verargen ist, wenn er nicht aufgeben will was ihn vor so vielen andern auszeichnet.

Um sich die Prioritit zu bewahren einer Entdeckung die er nicht aussprechen wollte, ergriff
Galilei ein geistreiches Mittel, er versteckte seine Erfindung anagrammatisch in lateinische
Verse, die er sogleich bekannt machte um sich im Falle ohne weiteres dieses offentlichen

Femer ist Entdecken. Erfinden, Mitteilen, Benutzen so nabe verwandr daB mehrere bej einer
solchen Handlung als Eine Person kénnen angeschen werden. Der Giirtner entdeckt dafi das
Wasser in der Pumpe sich nur auf eine gewisse Hohe heben liBt, der Physiker verwandelt eine
Fliissigkeit in die andere und ein grofles Geheimmis kommt an den Tag; eigentlich war jener der
Entdecker, dieser der Erfinder.

"Uber Mathematik und deren Mifibrauch sowie das periodische Vorwalten einzelner
wissenschaftlicher Zweige"2

| Johann Wolfgang von Goethe: Die Schriften zur Naturwissenschaft, Erste Abteilung: Texte, Bd. | 1,
Aufsitze, Fragmente, Studien zur Naturwissenschaft im Allgemeinen, Leopoldina- Ausgabe Weimar 1970, S.
180/181
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Das neu hervorstrebende, frisch aufstrebende Erkenntnis erregt die Menschen zur Teil.nahm?.
Miuner die durch vorziigliche Beschiftigung sich in solchen Fichem vorgetan, ar_belteq sie
sorgfiltig aus, die gewinnen sich Schiiler, Mit- und Nacharbeiter, und s0. scl}wﬂlt ein gwisser
Teil des Ganzen zum Hauptpunkte auf indessen die ibrigen schon in ihre Grenzen als
Teilnehmer einer Gesamtheit zuriickgetreten sind.

... die Geschichte der Wissenschaften lehrt uns, daf} gerade die§e Vorliebe ﬁ_jrs Neue und noch
Unbekannte das Gliick der Entdeckung sei, das einen Finzigen begiinstigte, und nun das
lebhafie Zugreifen mehrerer zur Folge hat. ...

Jede unerwartete Entdeckung interessiert als Zeitungsnenigkeit die Welt; nun aber wird sie
durchgearbeitet, durchgepriift, durchgestritten, niemals erschopft, zuletzt aber doch
eingeordnet und beseitigt.

"Uber Naturwissenschaft im allgemeinen
einzelne Betrachtungen und Aphorismen"?

Es ist eine Eigenheit dem Menschen angeboren und mit seiner N.atur lmugst v_erwebt: daB thm
zur Erkenntnis das nichste nicht geniigt; da doch jede Erscheinung, die wir s.elbs‘t gewahr
werden, im Augenblick das niichste ist, und wir von ihr fordem koénnen, daB sie sich selbst

erklare, wenn wir kriftig in sie dringen.

Alles was wir Erfinden, Entdecken im héheren Sinne nennen, ist die bedeutende Ausiibung,
Betitigung eines originalen Wahrheitsgefiihles, das, im stillen Fingst ausgebildet, unversehens
mit Blitzesschnelle zu einer fruchtbaren Erkenntnis fiihrt. Es ist eine aus dem Innern am
AuBemn sich entwickelnde Offenbarung ...

"Femeres iiber Mathematik und iiber Mathermatiker"+

Die groBe Aufgabe wiire die mathematisch-philosophischen Theorien aus den Teilen 'der Physik
zu verbannen, in welchen sie Erkenntnis anstatt sie zu fordern nur verhindern, und in welchen
diec mathematische Behandlung durch Einseitigkeit der Entwicklung der neuemn
wissenschaftlichen Bildung eine so verkehrte Anwendung gefunden hat.

Hannelore Bemhardt, Berlin

23, a. 0. S.277278
Ja.a 0. S.355/356
‘a.a.0.8.370
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