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Handschrift und gedrucktes Buch —
was ist Henne, was ist Ei?

ULRICH REICH, KARLSRUHE

Forschung kann so spannend und auch so miihselig sein wie die Aufkla-
rung eines Kriminalfalles. Dies soll hier an einem Beispiel aus der Mathe-
matikgeschichte des 16. Jahrhunderts dargestellt werden. Zum besseren
Verstindnis bietet sich die Darstellung in chronologischer Reihenfolge an.
Unterwegs gab es Irrwege und zusétzliche andere {iberraschende Erkennt-
nisse und Funde. Der Autor benétigte mehrere Jahre, um diese Nuss
weitestgehend zu knacken. Letzte Unklarheiten bleiben bestehen.

1 Dortmunder Handschrift

Bei Nachforschungen zum Rechenmeister Adam Ries (1492 — 1559) er-
hielt der Autor Kenntnis von einer 135 Blitter umfassenden Handschrift
zur Unterweisung der Rechenkunst im Oktavformat (10 cm x 15 cm), die
im Handschriftenbestand des Stadtarchivs der Stadt Dortmund als Bestand
203 Nr. 29 gefiihrt wird. Dabei handelt es sich um ein fragmentarisches
Manuskript, das im Wesentlichen nach der Erlduterung der Grundrechen-
arten aus einer Sammlung von Dreisatzaufgaben besteht. In seinem Brief
vom 14.9.1992 teilte Prof. Dr. Thomas Schilp vom Stadtarchiv Dortmund
mit, dass die Herkunft als ungeklart gelten miisse. Die Handschrift
stamme mit Sicherheit aus dem 16. Jahrhundert und sei teils lateinisch,
teils hochdeutsch abgefasst. Mit Sicherheit habe sie kein Dortmunder
niedergeschrieben.

Ein Vergleich mit der Handschrift von Adam Ries erwies sich als auf-
schlussreich. Die Dreisatzaufgaben entsprachen in Form, Inhalt und
Dialekt denjenigen bei Ries. Eine Rechenaufgabe behandelte ausgerechnet
das im Erfurter Raum verbreitete Blaufarbemittel Waid. Und Ries hatte
sich um 1520 mehrere Jahre in Erfurt aufgehalten. Die Schrift und hier
insbesondere die Ziffern dhnelten den Darstellungen bei Adam Ries. In-
tensive Untersuchungen waren jedenfalls erforderlich. Dabei stellte es sich
rasch heraus, dass es sich bei der Dortmunder Handschrift keinesfalls um
die Hand des Adam Ries handeln konnte. Nun war vollkommen offen,
wer der Verfasser dieser Handschrift sein konnte. Die Handschrift wurde
nach dufBeren und inneren Erkennungsmerkmalen untersucht.

VIII. Osterr. Symp. Gesch. Math.
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An den Wasserzeichen des Papiers, auf das die Rechenaufgaben ge-
schrieben waren, biss ich mir die Zihne aus. Ein Wasserzeichen war der
Buchstabe P wie Papier. Ich schaute mir im Hauptstaatsarchiv Stuttgart in
Gerhard Piccards Wasserzeichenkartei einen Tag lang 9500 Buchstaben P
an. Der Erfolg war gleich Null. Seither kann ich kein Wasserzeichen mit
dem Buchstaben P mehr sehen.

Aus dem Inhalt der Rechenaufgaben kann nur wenig gefolgert werden.
Die erwihnten Waren und Miinzwihrungen lassen keine weiteren Riick-
schliisse zu. Auch der sprachliche Befund gestattet keine genaue Dialekt-
und damit Raumeingrenzung. Zeitlich kann die Handschrift auf einen
Entstehungszeitraum um 1540 eingegrenzt werden.

Die Handschrift gliedert sich auf in sieben Teile:

1.) Species, f. 0" — f. 18,

2.) Regula Detri mit den Aufgaben 1119, f. 20" - 537,

3.) Progressio mit den Aufgaben 120 — 131, f. 57" — 62/,

4.) Species in Briichen mit den Aufgaben 132 — 166, f. 65— 78’,

5.) Regula Detri in Briichen mit den Aufgaben 167 — 196, . 79" — 108/,

6.) Regula Detri auf den Vorteil mit Wihrungs- und Gewichtstabellen
und den Aufgaben 197 — 211, f. 115" - 127,

7.) Niederdeutscher Teil (Aufgaben der Unterhaltungsmathematik) mit
den Aufgaben 212 - 219, f. 127" - 131"

2 Suche nach dem Autor

Die Aufgabensammlung konnte der Entwurf fiir ein geplantes Rechen-
buch, die Vorlage oder auch die Abschrift eines gedruckten Rechenbuches
sein. Genau so gut konnte eine Handschrift vorliegen, die nie zum Druck
gelangt war bzw. nichts mit einem gedruckten Rechenbuch zu tun hatte.

Welches Rechenbuch kénnte in Frage kommen? Es gab gut hundert
Rechenbuchautoren. Die Suche nach einem Druckwerk glich der Suche
nach der Stecknadel im Heuhaufen. Kann man die Suche bei den Rechen-
buchautoren auf ein paar wenige ,Hauptverdédchtige* eingrenzen? Wer
kommt am chesten in Frage? Der Autor hatte das Gliick des tiichtig
Suchenden: Er entdeckte viele Aufgaben der Dortmunder Handschrift in
einem Rechenbuch des Rechenmeisters Johann Albert von Wittenberg.

Mit dem Fund des Rechenbuches erhob sich die Frage: Ist die Hand-
schrift der Entwurf des Rechenmeisters fiir sein Druckwerk oder lediglich
eine Abschrift, die er selber, ein Freund oder ein Schiiler aus dem Rechen-
buch angefertigt hat? Was ist Henne, was ist Ei? So war es nahe liegend,
Leben und Werk von Johann Albert genauer unter die Lupe zu nehmen.
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3 Vita des Johann Albert

In der Lutherstadt Wittenberg war Johann Albert unbekannt. Aber mit
Hilfe der Melanchthon-Forschungsstelle Heidelberg gewann der Autor
iiber das Leben Johann Alberts Kenntnisse, die bis dato so in der Fachwelt
nicht bekannt waren.

Johann Albert (Albrecht) ist 1488 in Zérbig geboren. Uber seine Ju-
gend ist nichts bekannt. In der Kastenrechnung 1524/25 wird er als Stuhl-
schreiber in Wittenberg angefiihrt. Etwa 30 Jahre lang lehrte er Arithmetik
und Katechetik an der Madchenschule. Unter dem Reformator Johannes
Bugenhagen war er 26 Jahre lang Kiister an der Stadtkirche. Albert
schrieb nach seinem ersten Rechenbuch ,, Rechenbiichlein auff der Linien
...." Wittenberg 1534, ein zweites mit dem Titel ,, New Rechenbiichlein
auff der Federn ....“, das erstmals 1541 gedruckt wurde. Titelschmuck und
Zeichnungen der Wittenberger Auflagen stammen aus der Werkstatt des
Lucas Cranach d. A.. Johann Albert war der nach Ries erfolgreichste
deutschsprachige Rechenbuchautor des 16. Jahrhunderts. Er verstarb im
Alter von 70 Jahren und wurde am 12. Juni 1558 in Wittenberg bestattet.

4 Identifizierung der Handschrift

Ein vager Hinweis 16ste den Verdacht aus, in Wittenberg eine Handschrift
Alberts aus seiner Titigkeit als Kiister aufspiiren zu kénnen. Johann
Albert soll handschriftlich am Wittenberger Einnahme- und Ausgabe-
register des Gemeinen Kastens in einem mehrjahrigen Zeitraum mitge-
wirkt haben. So fuhr ich nach Lutherstadt Wittenberg, um personlich die
Register am originalen Ort, der nicht 6ffentlich zugénglichen Ordinanden-
stube, in der Stadtkirche St. Marien in Augenschein nehmen zu kénnen.

Thomas Schilp und ich wurden im Einnahme- und Ausgaberegister
findig: An vielen Stellen entdeckten wir die uns von der Dortmunder
Handschrift vertraute Schrift, die wir zweifelsfrei als die Schrift des
Wittenberger Kiisters und Rechenmeisters Johann Albert identifizieren
konnten.

Damit liegt - was fiir das 16. Jahrhundert bisher einmalig erscheint -
eine deutsche Rechenschrift im handschriftlichen Entwurf und im Druck
vor. Wie aber hiingen diese Werke voneinander ab. Welche Druckwerke
sind fiir die Untersuchung relevant?

5 Alberts Rechenbiicher

Johann Albert schrieb 1534 ein Rechenbuch und 1541 ein zweites, das bis
1622 insgesamt 40 Auflagen erlebte, wovon 32 als gesichert erscheinen.
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Das erste Rechenbuch fiihrt den Titel ,, Rechenbiichlein auff der linien,
dem einfeltigen gemeinen man oder leien vnd jungen anhebenden liebha-
bern der Arithmetice zu gut“ (s. Abb.). Es umfafit 326 Seiten im Oktav-
format und wurde 1534 von Georg Rhaw in Wittenberg gedruckt. Der
Titelschmuck und eine Zeichnung stammen aus der Werkstatt des Lucas
Cranach d.A.. In den vergangenen zehn Jahren konnten drei Exemplare im
Adam-Ries-Museum Annaberg-Buchholz, in der Bibliothek des For-
schungsinstituts fiir diskrete Mathematik der Universitit Bonn und in der
Ratsschulbibliothek Zwickau mit Signatur 2.8.9.(1) aufgespiirt werden.

h bcrn/ gant; [ncbt/ aus rechiemn !
E]l ] grond / jnn Bantsen vnd Ges Bf
= brochen / YTeben angebefftem / y:

St .2 onlanaft / ausaelaffnern Diich. &2
; Imfm 7dem einfeltigen gu R Lein anff den Cinicn / dem einfels s

mt:mué man gbba;rblmz /bvnb L™ tigen gemeinen fDan /vnd
sungen anhebendess lichs I L . ithz
b oct. Heithe MRS S anbebenden der Arichz

mencessugut; e . metica Liebhabern
vurch Y B 1 guf.
T E “Jobann Albredst/ A ) 3 gub
. Rechenmerftersn XOuttembderg || (04 ] Hig 3 Diuch Johan Albere ] Rechenmelfrer
4 & » G by i
o auffs fafligft sufsmen gerragen, B ' [ LBitesmbery/ wufamen brache /Qluﬁfnm
i ’m XX XIS jar, B.SR 2L Y) mit allem vleis oberfehen/ gemepyss
Blae % G ond gebefforts

Sein zweites Rechenbuch brachte Johann Albert 1541/42 unter dem
Titel ,, New Rechenbiichlein auff der Federn, gantz leicht aus rechtem
grund, jnn Gantzen vnd Gebrochen. Neben angeheffiem, vnlangst aus-
gelassnem Buechlein auff den Linien, dem einfeltigen gemeinen Man vnd
anhebenden der Arithmetica Liebhabern zu gut* heraus (s. Abb.). Das
Buch im Oktavformat umfaBt 220 Seiten. Titelschmuck und zwei Zeich-
nungen stammen aus der Werkstatt des Lucas Cranach d.A.. Albert
datierte die Widmung auf ,, Freitags abends der Beschneidung vnsers
lieben Herrn vnd Heilands im Tausent funffhundert 41 Jar“. Das Buch
schlieBt mit dem Colophon ,, Gedruckt vnd volendet zu Wittemberg durch
Georgen Rhaw. 1542

Heute sind bei den 40 Auflagen weltweit die Standorte von 52 Exem-
plaren in 37 verschiedenen Stidten bekannt.
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6 Zusammenhang zwischen der Dortmunder Handschrift
und den beiden Rechenbiichern

6.1 Vergleich der beiden Rechenbiicher

Wie hingen die beiden Rechenbiicher und die Handschrift zusammen?
Am einfachsten fillt bei der Betrachtung dieser drei Werke der Vergleich
zwischen den beiden gedruckten Rechenbiichern von 1534 und 1541 aus.
Auf die Betrachtung zusitzlicher Auflagen des zweiten Rechenbuches
kann hier verzichtet werden, da es sich bei den spateren Auflagen stets um
Nachdrucke ohne inhaltliche Anderungen handelt.

Selbstverstiandlich baut das zweite auf dem ersten Rechenbuch auf.
Nach dem Titel des ersten Rechenbuches war es Alberts Absicht, nur das
Rechnen auf den Linien vorzufiihren. Seine Erlduterungen zu den einzel-
nen Rechenaufgaben fallen - im Gegensatz zu den anderen damaligen
Rechenbiichern - iiberraschend ausfiihrlich aus, was man mit den begrenz-
ten Moglichkeiten und Schwierigkeiten des Linienrechnens bei anspruchs-
vollen Dreisatzaufgaben begriinden kann. So erreicht Albert bei seinem
ersten Rechenbuch zur Beschreibung der Grundrechenarten und Rechen-
regeln samt 344 Aufgaben und deren Erléuterungen 326 Seiten im Oktav-
format.

Diesem ersten Rechenbuch waren hauptsichlich aus zwei Griinden
keine weiteren Auflagen vergonnt: Einerseits war es gegeniiber Konkur-
renzprodukten, z.B. dem zweiten Rechenbuch des Adam Ries mit ca. 142
Seiten, zu umfangreich und damit zu teuer, andererseits waren dem Rech-
nen auf der Linien Grenzen gesetzt, und es verstirkte sich der Bedarf nach
dem schriftlichen Rechnen.

Diese Umstinde erkannte auch Albert. So nahm er in seinem zweiten
Rechenbuch zusitzlich die schriftlichen Losungsmoglichkeiten bei den
Grundrechenarten der Addition, Subtraktion, Duplikation, Mediation,
Multiplikation und Division von ganzen Zahlen (samt Proben mit der
Quersumme) und von Briichen auf. Zu diesem Teil formulierte er 36 Re-
chenaufgaben. Andere Erweiterungen nahm Albert nicht vor.

Sonst iibernahm Albert alle Teile seines ersten Rechenbuches. Er ver-
wertete von den 344 Aufgaben des ersten Rechenbuches 293 Aufgaben im
zweiten Rechenbuch. Auf 51 Aufgaben verzichtete er, dafiir fiigte er 60
weitere Aufgaben hinzu, von denen sich 36 auf den Themenkreis des
Rechnens auf der Feder bezogen. Die groBte Einsparung an der Seitenzahl
erreichte Albert durch Weglassen seiner ausfiihrlichen Erkldrungen. Nur
so konnte er den Inhalt von 326 auf 220 Seiten reduzieren. Bei diesem
Seitenumfang konnte Albert mit dem damals erfolgreichsten Rechenbuch
von Ries konkurrieren und 40 Auflagen erzielen.
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6.2 Unterschiede zwischen der Handschrift und den Rechenbiichern

Wie ist die Dortmunder Handschrift einzuordnen? Ganz eindeutig ist ihr
engerer Zusammenhang mit dem zweiten Rechenbuch zu sehen. Hierzu
werden im folgenden Argumente aufgelistet und Beispiele angedeutet.

Besonders aufschlussreich ist die Uberpriifung auf die Konkordanz
zwischen der Handschrift und den beiden Rechenbiichern.

Dortmunder Handschrift

18

Konkordanz der 422 Rechenaufgaben

Aufschlussreicher als die Gemeinsamkeit, dass 155 Aufgaben in allen
drei Werken auftauchen, sind die Unterschiede: Es gibt neben 30 Aufga-
ben zum Rechnen auf der Feder 16 weitere Aufgaben, die im zweiten Re-
chenbuch und der Handschrift, aber nicht im ersten Rechenbuch erschei-
nen. Umgekehrt findet man keine einzige Aufgabe, die nur in der Hand-
schrift und im ersten Rechenbuch anzutreffen ist, aber nicht im zweiten
Rechenbuch.

Den besonders engen Zusammenhang zwischen der Handschrift und
dem zweiten Rechenbuch erkennt man bei folgender Aussage: Von den
ersten 211 Aufgaben der Handschrift stehen 201 im zweiten Rechenbuch,
umgekehrt befinden sich diese 201 unter den ersten 223 Aufgaben des
zweiten Rechenbuches, die restlichen 130 Aufgaben der insgesamt 353
Aufgaben des gedruckten Buches fehlen in der fragmentarischen Hand-
schrift. Damit deckt die Handschrift nach der Zahl der Aufgaben und nach
dem Seitenumfang etwa 60 % des gedruckten Buches ab.

Bei unterschiedlicher Aufgabenformulierung orientiert sich die Hand-
schrift am zweiten Rechenbuch. Hierzu koénnte man viele Beispiele auf-
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listen. Aus Platzgrinden wird verzichtet. Und bei unterschiedlicher
Reihenfolge von Aufgaben im ersten und zweiten Rechenbuch weist die
Handschrift die gleiche Reihenfolge bei den Aufgaben auf wie das zweite
Rechenbuch. Im ersten Rechenbuch sind bei einzelnen Aufgaben die
Waren Kalmas, Feigen, Rosinen, Unslat, Lorbeer, Reis und Kiimmel
bezeichnet, im zweiten Rechenbuch und in der Handschrift fehlen diese
Bezeichnungen.

Als Resiimee kann gezogen werden: Das zweite Rechenbuch und die
Handschrift hingen direkt zusammen.

Auf eine mathematische Beson-
derheit wird hingewiesen: Beim Dar-
stellen von Briichen verwendet Albert D fu z)w ‘/4 . f
bei seiner Handschrift meist wie ge- S M’m C M m":l?
wohnt den Bruchstrich, doch er be- ‘hw“r" £t V»?‘M‘%'
schreitet vereinzelt auch Neuland mit ﬂmw (i/ m"?
einer auBergewdhnlichen Darstellung. e “Thmy 24
Albert schreibt den Nenner iiber den %-"
Zahler und trennt die Zahlen dutch 2% 07 i sffoi )9,
einen Halbkreis, den er als ,media JW W ,QM,W Q. ac QI”&M-L
luna“ (Halbmond) bezeichnet. In 'ﬁ’”“
seinen Rechenbiichern von 1534 und 1
von 1541 verwendet er hierfiir die
Begriffe Mond und Zirckel.

6.3 Bewertung der Handschrift

Zunichst wird die vereinfachende Frage aufgeworfen: Handelt es sich bei
der Handschrift um einen Entwurf fiir das zweite Rechenbuch oder um
eine Weiterentwicklung, die auf dem zweiten Rechenbuch aufbaut? In
diesem Zusammenhang sei darauf verwiesen, dass es sich bei der Hand-
schrift lediglich um ein Fragment handelt, das nur Teile des zweiten
Rechenbuches behandelt. Die These, dass es sich bei der Handschrift um
einen Entwurf fiir das zweite Rechenbuch handele, kann nicht mehr
aufrecht erhalten werden, weil die weitergehenden Anderungen nicht in
dem zweiten Rechenbuch aufgenommen worden sind. Vielmehr baut -
was nicht verwundert - das zweite auf dem ersten Rechenbuch auf.
Fliichtigkeitsfehler in der Handschrift deuten ebenfalls darauf hin, dass sie
aus dem zweiten Rechenbuch abgeschrieben worden ist. Daher kann eher
an die kaum zu verifizierende These geglaubt werden, dass Albert auf der
Basis seines zweiten Rechenbuches eine lateinische Ausgabe seines
Rechenbuches geplant hat. So konnen die lateinischen Passagen in der
Handschrift gedeutet werden. Folgende Argumente sprechen dafiir.

Der Kundenkreis fiir ein lateinisches Buch zur Arithmetik wére bei den
Studenten an der Artistenfakultit (und auch bei Schiilern der Lateinschu-
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len) zu suchen. Albert stand in irgendeinem Zusammenhang zur Universi-
tat Wittenberg, weil seine Todesnachricht in ,, Scriptorum publice proposi-
torum a gubernatoribus studiorum in Academia Wittebergensi. Tomus
tertius. Complectens annum 1556 et tres sequentes. Witebergae excusus
ab haeredibus Georgii Rhauu. 1559. gedruckt worden ist.

Der Wunsch nach einem solchen Rechenbuch bestand in Wittenberg.
Denn seit 1540 wurden mehrere Auflagen des lateinischen Rechenbuches
. Arithmeticae Practicae Methodus Facilis“ von Rainer Gemma Frisius
(1508 — 1555) in Wittenberg gedruckt. Dieses Rechenbuch wurde an den
Universititen und Lateinschulen sehr beliebt und erlebte mindestens 118
Auflagen. Es wurde wie Alberts Biicher von Georg Rhaw gedruckt und
enthielt als Titelschmuck aus der Cranach-Werkstatt das Bildnis eines
Schiilers beim Rechenmeister, das ebenfalls bei Albert im ersten und im
zweiten Rechenbuch (1541, 1544 und 1546) wiedergegeben ist.

Das Rechenbuch des Gemma Frisius war mit 180 Seiten im Oktav-
format knapp gehalten und damit relativ preiswert. Vielleicht scheiterte
Albert deshalb oder brach von sich aus den Versuch ab, ein lateinisches
Rechenbuch zu verdffentlichen. Ob er bei den anspruchsvollen lateini-
schen Formulierungen seiner Handschrift von anderer Seite unterstiitzt
worden ist oder ob er selber Latein so hervorragend beherrscht hat, 1dsst
sich nicht belegen.

6.4 Weitere Zwecke von Teilen der Handschrift

Man kann davon ausgehen, da8 Albert mit seinen handschriftlichen Noti-
zen weitere Zwecke verfolgte, die bei den einzelnen Teilen unterschied-
lich ausgefallen sind. So hat er sich niederdeutsche Aufgaben aufnotiert,
um sie spéter in einem Rechenbuch oder im Unterricht verwerten zu kon-
nen. Teile seiner Notizen konnte Albert auch als Unterrichtsmanuskript an
der Wittenberger Madchenschule verwerten.
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Morning star and evening star in East and
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1 Introduction

The topic From Clay Tablets to the Internet — The Influence of the Media
on the Development of Mathematics ? of the symposium in Miesenbach in
2006 should mean that in at least one talk clay tablets, i.e. Mesopotamian
mathematics, should occur. Hence I chose a topic which touches several
ancient cultures including the Ancient Near East. However, my focus is on
the planet Venus which can be observed as morning star or evening star by
humans on Earth.

The planet Venus (as an inner planet seen from the Earth) is always
relatively close to the Sun, either in the East or in the West. During the
periods when Venus is too close to the Sun Venus is invisible from Earth.
Yes, in most cases, but not always. There are two exceptions possible. During
a solar eclipse or close to this eclipse Venus can be observed, even if it is not
far from the Sun in the sky. In very few occasions Venus is situated exactly
between the Earth and the Sun, hence the black Venus disk passes across the
disk of the Sun, a socalled Venus transit. This paper will mainly focus on
Venus transits in history.

Concerning ancient cultures only medieval Islamic culture is discussed in
some detail. The main part of this paper describes European observations of
the last centuries. Last but not least, for the special purpose of this paper I
chose to write East and West as well as the Sun, the Moon, and the Earth
with capital letters.

2 East and West

On the one hand, Venus is in the East and in the West in relation to the
Sun. On the other hand, Venus is observed in Eastern and Western countries
or regions or continents of the Earth, and Venus is just one name for this
planet. Other important names are Inanna, Ishtar, Astarte, and Aphrodite,
just to mention some of them. Moreover, Venus is the name of a goddess

1
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which is closely related to the planet in many cultures of the world. And in
many cases the most important female god or goddess is connected to this
planet.

East and West may mean Eastern Europe and Western Europe, e.g. rep-
resented by Greek and Roman (or Latin) culture. East and West may stand
for the Orient (Near East) and the Occident (Europe). In comparison to
China (which I have to leave out in this paper) the East stands for Eastern
Asia whereas the whole region between Western Europe and India represents
the West. What about America, e.g. Mexico or Brasil ? Is it East or West
in relation to the Old World ? How was it 500 years ago and how is it now
at the beginning of the third millennium ?

3 Venus transits

3.1 Recent Venus transits

Between the years 1400 and 2100 there are 10 Venus transits on the following
days, computed astronomically. Six of them (between 1639 and 2004) have
certainly been observed by humans, for the first three events this is in doubt,
the event of 2012 is still in future.

26.05.1518, 23.05.1526, 07.12.1631, 04.12.1639, 06.06.1761,
03.06.1769, 09.12.1874, 06.12.1882, 08.06.2004, 06.06.2012.

The two earliest of these dates are given in the Julian calendar. The other
dates in the Gregorian calendar are those in the telescope period.

3.2 The general scheme

Venus transits normally occur in cycles of 243 years containing 4 transits
with 8, 121.5, 8, and 105.5 years of time intervals inbetween. This produces
the following scheme.

1275 1283 1388 1396
1518 1526 1631 1639
1761 1769 1874 1882
2004 2012 2117 2125

A short and easy explanation for this scheme is the fact that 152 synodic
Venus periods of 583.9 days yield 88755.8 days and 243 years contain 88755
or 88756 days. Moreover, 5 synodic Venus periods yield 2919.6 days and 8
solar years are equal to 2921.9 days. This difference of 2.3 days is responsible
for the shifting of the date by 2 or 3 days during 8 years.
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3.3 The importance of Venus transits

Why are these Venus transits interesting ? They are quite rare. If an ancient
report can be related to such an event this supplies very helpful information
concerning the absolute chronology of a culture, i.e. the relation of ancient
calendars to our own calendar. So far chronology and history.

In the eighteenth century observations of Venus transits were the key to
measure the distances in our Solar System and as such the basis for distance
measurements in the universe.

Also from a cultural point of view Venus transits belong to the few inter-
esting alignment events in our Solar System, like eclipses and occultations,
which interrupt and highlight the usual movement of the celestial bodies.

3.4 Venus and Venus transits in ancient and foreign
cultures

Whether Venus transits were observed before the seventeenth century is not
clear. Some aspects are discussed in this paper. Moreover, a general discus-
sion of Venus embedded in several cultures in connection to mathematics, mu-
sic, religion, and other aspects should be given here for Ancient Mesopotamia,
the Islamic world, and Mesoamerica.

However, the focus will be on the Islamic world. The medieval Islamic
world is the neighbour of the modern European world in space and time.
The relevant sources are at least a bit more reliable and clearer than in other
ancient and foreign cultures whose discussion has to be postponed here, also
because of the restricted length of this paper.

3.5 The Islamic world

The earliest Venus transits after the Hijra, the beginning of the Muslim era,
happened in the Christian years 667, 789, 797, 910, 1032, 1040, 1153, 1275,
1283, 1396, 1518, 1526, etc.

Concerning possible Venus transit observations by Muslim scientists in
these years let me refer to the papers by B. Goldstein ([?] and [?]). Discussed
are al-Farabr (died 950), Ibn Sina (died 1037), Ibn Bagga (died 1139) and
others.

3.5.1 1Ibn Sina
As far as Ibn Sina is concerned he says in one of his works:

I say that I saw Venus as a spot on the surface of the sun.

He does not give a date. During his lifetime there was only the Venus
transit of 1032 which was visible in the Islamic West, but in the East. As far
as we know, he never travelled to the West.
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3.5.2 Ibn Bagga

Ibn Bagga was an astronomer, philosopher, poet, and musician from the
Islamic West. He was born at or near Zaragoza (now Spain) and died in Fez
(now Morocco) in 1139 (533 A.H.). In Latin he is known as Avempace. When
the Christians captured Zaragoza in 1118 he moved to Valencia, Sevilla, and
further to Oran (Algeria) and Fez.

Ibn Bagga does not belong to the very well known Islamic scientists,
but recently he has been studied also by Spanish scholars, e.g. Miguel Asin
Palacios and Joaquin Lomba Fuentes.

Ibn Bagga states (cited later by al-Shirazi (died 1311)):

At sunrise one day ..... I saw two spots on the surface of the sun. I
calculated the positions of Venus and Mercury ..... and I found them
both near the position of the sun. Therefore I concluded that the two
spots were Venus and Mercury.

Now, due to our calculations there was no Venus transit between 1040
and 1153, i.e. during his lifetime, not at all a simultaneous transit of Venus
and Mercury (see below).

Concerning the discussion above it might well be that certain Muslim
scientists observed Venus transits, these reports were copied by others and
integrated into their works who themselves have personally never observed a
transit.

3.6 Observed Venus transits
3.6.1 The 17" century

In the seventeenth century there were still problems concerning the accuracy
of precalculations for the Venus transits. It looks as if the transit of 1631
was not observed. Kepler had computed the day of the transit, but he died
one year earlier. In most parts of Europe this transit was not visible but in
Eastern Europe it would have been possible, e.g. in most parts of Austria.

If only Kepler had lived another year, he might have seen it himself.

This is how the authors of a recent book [?] describe it. By the way, the
Mercury transit of 1631, also calculated by Kepler, which took place 4 weeks
earlier was observed by Gassendi in Paris and two other Europeans. Gassendi
was not successful in observing Venus and published a book Mercurius in Sole
Visa et Venus Invisa.

Anyhow,the following report is by J. Horrox commenting the 1639 transit,
a translation from his book Venus in Sole Visa, published by Hevelius in 1662.

About fifteen minutes past three in the afternoon, when I was again at
liberty to continue my labors, the clouds, as if by divine interposition,

4
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were entirely dispersed, and I was once more invited to the grateful
task of repeating my observations. I then beheld a most agreeable
spectacle, the oblect of my sanguine wishes, a spot of unusual magni-
tude and of a perfectly circular shape, which had already fully entered
upon the sun’s disc on the left, so that the limbs of the Sun and Venus
precisely coincided, forming an angle of contact. Not doubting that
this was really the shadow of the planet, I immediately applied myself
sedulously to observe it.

This is the earliest known report which clearly describes a Venus transit.
By the way, Kepler in his precalculations had missed this Venus transit of
1639. This young Englishman Horrox, born in 1619, calculated the day of the
Venus transit a few weeks before the event. He died already in 1641. Maybe
that is the reason why he is not much known in the history of astronomy.

As far as we know only Horrox and his friend Crabtree observed this
Venus transit of 1639 although it was visible throughout nearly the whole of
Italy, France, and Spain.

3.6.2 The 18™ century

Whereas one century earlier Europeans were mainly still focussed on Europe
fighting a bloody internal Thirty Years’ War, now in the eighteenth century
expeditions from Europe were sent around the world in order to observe
the Venus transits from different angles and to measure a base length in
the Solar System. This was the key to absolute distances in comparison to
relative distances obtained from Kepler’s laws.

Among many others Maximilian Hell and James Cook will be discussed
here shortly. James Cook explored the distant Pacific Ocean and chose the
island of Tahiti as his basis where still today, not far from the capital Papeete,
a Pointe Vénus exists.

The transit of 1769 was not visible in some parts of Europe, in Africa,
and in the Near East. While Tahiti represents one of the few observation
points in the rest of the world, Maximilian Hell’s trip to Northern Norway
was one of the many expeditions to Western and Northern Europe.

Maximilian Hell (born in Schemnitz (now Bansks Stiavnica in Slovakia)
in 1720, died in Wien in 1792) was a Jesuit and the director of the observatory
in Wien.

3.6.3 The 19" century

Another century later the two Venus transits of 1874 and 1882 were no longer
events in which a few scientists were interested in order to obtain new data.
A broader interested public in many countries of the world took part in the
observations accompanied by the new technique of photography. Let me
focus here on the aspect of how the Venus transits were discussed in one
of the books published for this special purpose by R.A. Proctor [?], titled

5
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Transits of Venus. A popular account of past and coming transits from the
first observed by Horrocks A.D. 1639 to the transit of A.D. 2012.

Preface. This work is intended to be partly historical and partly ex-
planatory. So far as I know, no book has hitherto been published in
England giving a complete account of the transits of 1639, 1761, and
1769. .....

[p-229] It is not probable ... that any of my readers will witness the
transits of 2004 and 2012. Nevertheless, it may be interesting to know
the circumstances of those transits and the regions of the earth where
they will be wholly or partially visible.

... The astronomers of the first years of the twenty-first century, look-
ing back over the long transitless period which will then have passed
..... should there then be found, among old volumes on their book-
stalls, the essays and charts by which I have endeavoured to aid in
securing that end (perhaps even this little book in which I record the
history of the matter), .....

3.6.4 The 21* century

In the twentieth century there were no Venus transits. The transit of 2004
was called the small eclipse (in comparison to the solar eclipse of 1999). In
many countries of the world it was observed by a lot of interested people,
just for fun. The Venus transit of 2012 is still ahead of us; another chance
for those who missed 2004, and very probably the last chance for all people
living now. The next event after 2012 will be in 2117.

4 Venus in the Internet

Much information on Venus can be obtained from the Internet nowadays.
In this sense not only the development of mathematics depends on and is
influenced by the media but also the research in the history of mathematics
is influenced by the new media as well.

Apart from information on the history of Venus transits and further his-
torical events the main focus on Venus in the Internet is information on Venus
positions in the sky at certain dates or information on space flights like Venus
Ezpress telling us details not only on Venus, the disk in the sky, or Venus, the
goddess, but also on Venus, the celestial body, and on the physical properties
of this body.
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5 Further events in past and future

5.1 Venus von Willendorf

Circa 25000 years ago the Venus von Willendorf was produced. It was found
again in 1908 in Willendorf in der Wachau not too far from Miesenbach and
Wien. Whether this Venus is related to the planet or to a goddess or to a
beautiful woman in the past is not clear at all.

5.2 The next Venus transit

The next Venus transit will occur on June 6, 2012. In Europe it will happen
during the early morning hours after sunrise and will last until 6:55 hours
(Central European Summer Time) in Wien. At sunrise the disk of Venus will
be already in front of the Sun. However, in Reykyavik in Iceland the whole
transit will be observable (nearly 7 hours) because the Sun will be above the
horizon the whole night in June. Of course, the meteorological conditions
will play a certain role.

5.3 Mercury transits

Of course, not only Venus transits are of interest. There are also transits of
the second inner planet (with respect to Earth), Mercury. These Mercury
transits are more frequent than Venus transits. The next such Mercury
transit shall occur on November 8, 2006.

One might ask whether a simultaneous transit of Mercury and Venus may
occur at some time (see [?]). This is not possible in the near future since
in our time Mercury transits occur in May and November whereas Venus
transits occur in June and December. Just now the angle between the two
node lines is 28 degrees. However, this difference decreases by 0.285 degrees
per century. In the year A.D. 69163 there will be a Mercury transit and a
Venus transit at the same time. Already earlier such an event will nearly
happen. On September 17 in A.D. 13425 Mercury and Venus will transit
the Sun, but with a time difference of 9 hours. However, 4 days later, on
September 21, Venus will occult Mercury 7 degrees west of the Sun. Such
occultations among planets are also quite rare events.

It must also be remarked here that these calculations into the far future
heavily depend on numerical integrations of differential equations and the
positions of the involved celestial bodies. An important question is which
bodies should be considered in these calculations. In this sense these data
above should be regarded with a certain amount of critical scepticism.
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5.4 Earth transits

Unfortunately, neither Mercury nor Venus has a satellite. However, let’s go
from Earth one step towards the outer edges of our Solar System, to Mars.

(From Mars an Earth transit can be observed from time to time. In this
case

the Earth transit is accompanied by a Moon transit. The last of these
events took place in 1984, the next one will be in 2084, maybe observed by
a human on Mars ? Nobody knows now. However, there is a human report
on the Earth transit of 1984, by an astronaut, but only in fiction, in science
fiction written in 1971 by Arthur C. Clarke, Transit of Earth [?].

Only a minute to go; getting down to business. For the record: year,
1984; month, May; day II, ..... Four thirty-two. Any moment now ...
There it is ... there it is ! I can hardly believe it ! A tiny black dent
in the edge of the Sun ... growing, growing, growing ... Hello, Earth.
Look up at me, the brightest star in your sky, straight overhead at
midnight.

For sheer, triumphant power and glory there’s nothing in the whole

of music to match the Toccata and Fugue in D. I won’t have time to
hear all of it, that doesn’t matter. Johann Sebastian, here I come.

Here (in this science fiction story on Mars) our own planet with all its
people, its history, and its culture (in East and West) is just a disk in the
(Martian) sky, sometimes a morning star in the East, sometimes an evening
star in the West, and very rarely a black disk in transit.
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DIE INSTITUSIONALISIERUNG DER FORSCHUNG AUF DEM GEBIET GESCHICHTE DER
MATHEMATIK IN BRASILIEN. *

von Dr. Sergio Nobre™
UNESP — Brasiien

Einleitung

Brasilien wurde am 22. April des Jahres 1500 von dem Portugiesen Pedro Alvares
Cabral entdeckt. Als die Portugiesen in Brasilien landeten, lebten nach derzeitigen
Schitzungen fiinf Millionen Indianer im Land: 3,7 Millionen in den Regenwildem
Amazoniensgebiet und 1,3 Millionen im restlichen Territorium. Heutzutage sind sie nicht
mehr als 200.000 und leben im Reservat.

Das Land wurde bis 1808 von Portugal aus verwaltet. Im Jahr 1808 floh der
portugiesische Prinzregent mit seinem Hofstaat wegen der napoleonischen Truppe, die auf
den Weg nach Portugal war, nach Rio de Janeiro. Damit begann eine neue Ara. Brasilien
verlor seinen Koloniestatus und wurde Regierungs- und Verwaltungszentrum des Vereinigten
Kénigreichs von Portugal und Algarve. Also Rio de Janeiro wurde die Hauptstadt des
portugiesischen Kénigreichs. Mit dieser Tatsache begann die brasilianische Entwicklung im
Bereich der Wirtschaft, der Wissenschaft und der Kultur. Sofort nach der Ankunft des Kénigs
befreite D. Jodo die Produktion und den Handel von den Beschrinkungen, die Brasilien durch
das Monopolsystem auferlegt worden waren, und 6ffnete die brasilianischen Héfen fiir die
befreundeten Nationen.

Eine sehr wichtige Tat im Kulturbereich war die Aufhebung des Gesetzes, das der
Druck von Biichern und Zeitungen auf brasilianischem Boden verboten hatte. In demselben
Jahr (1808) wurde die kénigliche Druckerei gegriindet. Mit dem Umzug brachte der Kénig
auch die Bibliothek des Hofes mit und griindete im Jahr
1810 die National Bibliothek in Rio de Janeiro. Diese
Bibliothek ist heute die grofte Bibliothek in Lateinamerika
mit circa 9 Millionen Titeln. 1810 griindete er die
konigliche Militdrische Akademie und wurde das erste
akademische Studium in Brasilien eingefiihrt.

Der erste Kurs in der Militérischen Akademie war
fiir Offizier Ingenicurwissenschaft und Artillerie.

1817 heiratete der Kronprinz D. Pedro die
Osterreichische Erzherzogin Leopoldina, eine intelligente,
geistreiche Frau, die in der Regierung grofle Rolle spielte.
Nach vielen Historikern war sie eine der treibenden Krifte,
die die Unabhingigkeit Brasiliens 1822 erreichten. Die
Farbe der brasilianischen Flagge sind Griin aus Portugal und
Gelb aus Osterreich. Leopoldina iibte auch einen groBen
Einfluss auf die europdischen Speditionswissenschaft in
Brasilien aus. Zum Beispiel die Spedition von Carl von Martius, die die brasilianische Flora
geforscht hat. Leopoldina war auch sehr wichtig fiir die Einwanderungsbewegung in
Brasilien, insbesondere fiir die Deutsche. Die groBe Zeit der deutsche Siedlungsgeschichte in

il 3

Erzherzogin Leopoldina

* Durch die Unterstiitzung von FUNDUNESP — FundagZo para o Desenvolvimento da Unesp wurde es moglich
meine Teilnhame am VIILOsterreichisches Symposion zur Geschichte der Mathematik.

** Dr. habil. Sergio Nobre, Privatdozent der Staatlichen Universitit von Sgo Paulo (Unesp), Brasilien. General-
Sekretir der Gesellschaft fiir Geschichte der Mathematik Brasiliens. Herausgeber der Revista Brasileira de
Histéria da Matemética - an international journal on the History of Mathematics.
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Brasilien beginnt erst am 25. Juli 1824, als
die ersten deutschen Einwanderer im Siiden

Brasiliens angelangen sind wund eine
Siedlung, die nach dem Namensheiligen der
Kaiserin des Landes Sao Leopoldo benannt wird,
gegriindet wurde.

D. Pedro II, Sohn von D. Pedro I und
Leopoldina, spielte auch eine groBe Rolle im Raum
der wissenschaftlichen Beziehung zwischen
Brasilien und européischen Lindern.

1889 begann die Republik in Brasilien

Es wurden viele Hochschulen (Jura,
Medizin, Ingenieurwissenschaft) in verschiedenen
Stadten gegriindet, aber die erste Universitit
Brasiliens wurde im Jahr 1933 gegriindet. Die Kaiser D. Pedro II
Universitdt von Sao Paulo. Diese Universitit ist die
grofite und bekanntest Universitét in Brasilien.

Alligemeiner Uberblick von der Forschung auf dem Gebiet der Naturwissenschaft
und der Mathematik in Brasilien

Staden: Wahrhaftige Historia... - Titelblat und Figur

Ein sehr wichtiges Forschungsgebiet ist heutzutage die ethnographische Forschung.
Mit dieser Forschung hat man die Absicht die Gewohnheit und Lebensstil der Native
(Indianer) zu untersuchen. Damit versucht man die wissenschaftlichen Auffassungen der
Indianer zu verstehen. Einige Arbeiten auf dem Gebiet Ethnomathematik gehéren zum
Rahmen der Geschichte der Mathematik aus der Zeit vor Kolumbus. Eine wichtige Quelle ist
das Buch, Zwei Reisen nach Brasilien, von Hans Staden. Hans Staden hat im 16.
Jahrhunderten gelebt. Er war zwei Mal in Brasilien. Sein Buch "Wahrhaftige Historia..." hat
mehr als 80 Auflagen erlebt, davon 15 in portugiesischer und 25 in deutscher Sprache. Es ist
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das édlteste Werk mit einer genauen Beschreibung der Urbevilkerung Brasiliens. Die
"Wahrhaftige Historia..." beschreibt das Land, seine Tier- und Pflanzenwelt, die Hans Staden
mit fast wissenschaftlicher, neuzeitlich wirkender Schirfe zwischen S3o Vicente und Ubatuba
beobachtete.
Die Arbeiten der Jesuiten sind auch bedeutungsvoll, wenn man mehr iiber die
Indianer, ihre Kultur und Gewohnheit erfahren will. Sie
) g‘&g{-,,,w Pl kamen nach Brasilien im Jahr 1549 an und blieben im
R TG ML 3 O ¥ .;t; wz . . e . .
M e Lande bis 1759, als die portugiesische Regierung ihre
Mission abgeschafft hat. Sie hatten viele Kontakte zu

" “O,RBE
P ON SIN Q;’ den Indianern, bei den sie viel lernten. Die erste
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sehr wichtige Sache war das Lernen von der Erkennung
und der  Benutzung der verschiedensten

ov i Grammatik von einer indianischen Sprache (tupy)
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1 23, 25, 0 23 ol 2

St O
% REY de PORTVGAL &c. T . - >
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Sameee ’?«‘""G'ﬁ'"‘;‘ 63 ‘.s“*“ Republik) geboren, und war Dozent fiir Grammatik und
" Stanzel: Orbe Affonsmo Titelblat Mathergatlk an der Universitdt von Olmiitz und Prag.

1655 reiste er nach Rom und Portugal. In Portugal war
er titig als Lehrer in Evora und Lissabon. 1663 kam er nach Brasilien, wo er bis seinen Tod
im Jahr 1705 blieb. Stanzel war Lehrer fiir Grammatik und Mathematik an der jesuitischen
Schulen in Salvador. Seine Hauptforschung auf dem wissenschaftlichen Gebiet war iiber die
astronomische Beobachtung. Er sendete einige Berichte iiber die Ergebnisse seiner
Forschungen nach Europa, die in verschiedenen wissenschaftlichen Zeitschriften jener Zeit
verdffentlicht wurden. Diese Zeitschriften waren Giornale de Letterati, (Italien), Acta
Eruditorum Lipsiensis (Deutschland), Journal des S¢avans (Frankreich) und Philosophical
Transactions (England). Einige bekannte Wissenschaftler lasen diese neuen Informationen
tiber den siidlichen Himmel und zitierten in seinen Werken. Das beste Beispiel davon ist das
Zitat von Isaac Newton in seinem Buch Principia. Die Ergebnisse seiner Beobachtungen in
Brasilien wurden gesammelt und in Prag im Jahr 1683 publiziert. Mehrere wissenschaftliche
Arbeiten von Stanzel sind bis heute unbekannt. Aus der allgemeinen Literatur, wissen wir,
dass es andere wichtige Arbeiten von ihm gibt, aber bis heute wurden sie noch nicht
gefunden. Ich muss noch sagen, dass wir noch viel iber die Jesuiten und ihrer
wissenschaftlichen Arbeiten forschen miissen.

Aber nicht nur die Jesuiten spielten eine grofle Rolle am Anfang der Geschichte der
Mathematik in Brasilien. Brasilien war eine neue Welt und ein begieriges Land. Verschiedene
Nationen wie Frankreich und Niederland versuchten das Land einzudringen. Um das Land zu
verteidigen, wurde die portugiesische militarische Kraft eingesetzt. Die Armee sorgte dafiir,
ihre Offiziere zu bilden. Sie griindeten einige bestimmte militdrische Schulen. Aus dieser Zeit
wurde das erste brasilianische mathematische Buch erschienen. Es ist ein Buch {iber
Artillerie, aber dieses Buch behandelt viel von der Elementar Mathematik.
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Alpoim: Exame de Artilheiros - Titelblat

Wie schon es am Anfang erw#hnt wurde, war die
Grindung der Militdir Akademie (1810) sehr
bedeutungsvoll fiir die Institutionalisierung der
Mathematik im Lande. Der erste Kurs in der
Militédrischen Akademie war fiir Offizier,
Ingenieurwissenschaft und Artillerie. Dieser Kurs bestand
in zwei Teile: Militir Kurs, der 3 Jahre dauerte und
Mathematik Kurs mit 4 Jahren Dauern. Mit dieser Tat
wurde die akademische Mathematik ins Land eingefiihrt.

Dieser mathematische Kurs bezog auf die Werke
von Lacroix, Euler, Bezout, Monge, Legendre, Laplace,
usw. Zu dieser Zeit begann auch die Ubersetzung der

mathematischen Biicher in Brasilien. Die ersten
ibersetzten Biicher waren von Legendre und Euler.
Ab 1842 hat man die Moglichkeit eine

Doktorarbeit in Brasilien zu verteidigen. Im Jahr 1848
wurde die erste Dissertation im Lande verteidigt.

Die ersten Doktorarbeiten, die in der Militir
Akademie verteidigt worden sind, bezeichneten den
Beginn der wissenschaftlichen Forschung auf dem Gebiet

der Mathematik. Die erste Dissertation erschien im Jahr 1848 und bis 1858 wurden mehr als
20 Dissertationen verteidigt. Die Hauptthemen dieser Dissertationen waren Astronomie,
Infinitesimal Mathematik und angewandte Mathematik. Ich m&chte ein bisschen mehr {iber
die erste Dissertation und deren Verfasser reden.

Joaquim Gomes de Sousa, bekannt als Sousinha, schrieb die erste Dissertation, wodas

Thema die Art die neuen Gestirne zu forschen
ohne Hilfe der direkten Beobachtung behandelt
wurde. Die damalige neuerliche Entdeckung den
Planet Neptun (1846) ermutigte ihm diese
Dissertation zu schreiben. Um diese Arbeit zu
schreiben, beruhte er auf das Werk von Laplace:
Traité de Mécanique Céleste. Hier muss ich
sagen, dass er eine relativ moderne Mathematik
im Vergleich mit der Mathematik, die in Europa
diskutiert geworden war, nutzte. Sousinha ist zur
Zeit als der wichtigste Mathematiker des 19.
Jahrhunderten in Brasilien anerkannt. Er hat ein
kurzes Leben. Er war erst 34 als er gestorben ist.
Aber trotz seines Kurzlebens hat er viel getan.
Mit 19 Jahren alt verteidigte er seine Dissertation
und begann er mathematische Artikel zu
schreiben. Zwei Biicher von ihm wurden in
Deutschland, Leipzig — Bei Brockhaus,
publiziert. Bei einem handelt es um die Gedichte
und dem anderen um die Mathematik. Das erste
Buch hat eine merkwiirdige Geschichte, die uns
bis heute nicht klar ist. Die Frage ist, wie konnte
er ca. 500 Gedichte in 17 verschiedenen

Sprachen sammeln? Beherrschte er alle diese Fremdsprachen? Uber das zweite Buch habe ich
schon etwas in Leipzig bei dem Brockhaus Archiv geforscht. Es ist wichtig zu sagen, dass das
zweite Buch keine Auflage von Brockhaus ist, es wurde einfach dort gedruckt. Als das Buch

DISERTACA0

SOBRE
» N9DO DE IHRABAR NOVES ARTHOR
SEM AUXILIO DAS OBSERVAGOES DINECTAS

bR
APRESENTADA A ESCHOLA MILITAR
ron
Joaquim Gomes de Sousa
FLTUBAL DA ('IBFIIF(; DO MARANIAD
Fillio fegilimo do Major
GNACLO JOSE' GOMES DE SOUSA, E DE D. ANTONIA CARNEIND
DE BRITO E SOUSA,
A FIM DE ODTEN O GilAO

DE DOCTOR EM MATHEMATICAS

RIO DE JANEIRD
TYPOGRAPNIA DE TEIXEI&A & C.* BUA DOS OURIVES K.° 21. .

1848

Gomes de Sousa: Promotionsarbeit - Titelblat
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gedruckt wurde, war Sousinha schon tot und der brasilianische Konig wollte ihm huldigen,
deswegen finanzierte die brasilianische Regierung diese Auflage.

Die erste Beitrige zur Mathematik, und auch zur Wissenschaft in Brasilien, wie von
Sousinha, z. B., waren nur individuelle Ergebnisse. Bis dann gab es keine Forschungsgruppe.

Am Ende des 19. Jahrhunderten, mit dem Beginn der Republik, war Brasilien von den
Positivismus Gedanken sehr beeinflusst. Das ist ganz deutlich zu merken. Zum Beispiel in der
brasilianischen Flagge stehen bis heute die Worter: Ordnung und Fortschritt. Fir die
Mathematiker in Brasilien spielte die mathematischen Werke von August Comte auch eine
groBe Rolle. Die Biicher von Comte waren iibersetzt ins Portugiesische und bei den
Wissenschaftlern sehr beliebt. Sie waren ungefihr wie eine Bibel fiir den Mathematiker in
Brasilien. In dieser Zeit wurden auch viele mathematische Lehrbiicher geschrieben, und die
meisten verfolgten die Gedanken des Positivismus. Am Anfang des 20. Jahrhunderten gab es
einen groBen Streit zwischen den Anhéngern und den Gegnern Comtes Gedanken im Bereich
der Mathematik. Der Positivismus ist ein umfassendes Forschungsthema fiir die Geschichte
der Mathematik in Brasilien.

Am Anfang des 20. Jahrhunderten begann die Modernisierung der wissenschaftlichen
Institutionen in Brasilien. An der Hochschule fiir Ingenieurwissenschaft, in Rio de Janeiro,
waren die ersten berilhmten Mathematiker des Landes. Otto de Alencar Silva (1874-1912),
Manuel Amoroso Costa (1885-1928) und Theodoro Augusto Ramos (1895-1935)

Otto de Alencar Silva war ein strenger Gegner des Positivismus. Seine Hauptarbeit
war auf dem Gebiet der Analysis und er fiihrte ins Lande die mathematische Arbeit von Felix
Klein ein.

Amoroso Costa griindete die brasilianische Akademie flir Wissenschaft, und hatte
enge Kontakte mit Emile Borel. Nach Empfehlung von Borel, Amoroso Costa war Gast an
der Universitit Sourbone im Jahr 1928. Durch seine Vermittlung, beriihmte Wissenschaftler
besuchten Brasilien: Emilie Borel (1922), Jacques Hadamard (1924), Albert Einstein (1925),
Marie Curie (1926) u. a.

Theodoro Ramos hatte seine Promotion iiber Analysis in der Hochschule fiir
Ingenieurwissenschaft, in Rio de Janeiro, aber er verbrachte grof3es Teil seines Kurzen Leben
an der Polytechnische Schule in Sao Paulo, wo er einen modernen mathematischen Lehrplan
fiir das Studium einfiihrte. Theodoro Ramos war auch Gast an der Universitidt Sourbone, und
aus seiner Vorlesung, wurde das Buch Legons sur le Calcul Vectoriel bei dem Verlag Librarie
Scientifique Albert Blanchard publiziert.

Mit der Griindung der ersten Universitit in Brasilien, im Jahr 1933. Die Universitit
von S3o Paulo, Theodoro Ramos war verantwortlich fiir die Anstellung einige
Wissenschaftler aus Ausland, um die Lehrkraft der Universitit zu verstirken. Es kamen nach
der Philosophischen Fakultit fiir das Lehrstuhl Physik Gleb Wataghin (1899-1986), Schiiler
von Enrico Fermi und fiir Mathematik Luigi Fantappi¢ (1901-1956), Schiiler von Vito
Volterra, alle beide aus Italien. Spiter, nach Empfehlung von Fantappi¢, iibernahm anderer
Italianer den Lehrstuhl von Analysis. Gidcomo Albanese kam aus Palermo und war Schiiler
von Ulisses Dini und Francesco Severi

Fantappié arbeitete im Funktional Analysis und Albanese im Algebraische Geometrie.
Die ersten Schiiler von Fantappié¢ und Albanese fiihrten die mathematische Forschung an der
Universitit durch. Mit dem Beginn des 2. Weltkrieges, kehrten die Italianer nach Italien
zuriick, aber Gleb Wataghin, Jude, blieb und spiter bekam die brasilianische
Staatsbiirgerschaft. Es ist bekannt, dass Fantappi¢ in der faschistischen Bewegung hoch
engagiert war und dass er nach Europa kam, um auf der Seite der italianischen Regierung zu
kimpfen. Nach dem Zweiten Weltkrieg kamen noch viele anderen beriihmten Wissenschaftler
zur Universitit von Sao Paulo. Fiir die Mathematik, erstes war Andre Weil, dann Jean
Dieudonné, die beiden arbeiteten an der Philosophische Fakultét fast 3 Jahre. Spéter kamen
Oscar Zariski, Jean Delsarte und Alexander Grothendieck, aber sie waren nur kurze Zeit an
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der Universitit beschiftig. Weil war auf den Lehrstuhl fiir Hohere Analysis beschiftig. Sein
Ausdruck iiber die Fakultit wurde in seinen Biographie geschrieben: Meine Lehrtitigkeit
forderte mich wenig. Mein Vorginger Albanese war ein angesehener Experte auf dem Gebiet
der Geometrie gewesen und hatte fiir die Fakultit eine aufBergewihnlich gute Bibliothek, vor
allem auf dem Gebiet der algebraischen Geometrie, sei Spezialgebiet, zusammengetragen.
Das kam mir sehr gelegen. André Weil griindete eine wichtige mathematische
Forschungsgruppe an der Universitit von Sao Paulo und seine Schiiler haben eine sehr
wichtige Rolle in dem mathematischen Forschungsgebiet in der zweiten Hilfte des 20.
Jahrhundert gespielt. Unter andere Betreuung hat Andre Weil die erste Mathematik-
Promotionsarbeit von einer Frau in Brasilien betreut. (1950). Mit groBem Einfluss von Andre
Weil, 1946 wurde die erste mathematische Gesellschaft Brasiliens — die Mathematische
Gesellschaft von Sao Paulo, gegriindet. Beide, Andre Weil und Jean Dieudonné hielten
Vorlesungen fiir Hoch Mathematik an der Universitit. Diese Vorlesungen wurden von einigen
Schiiler auf Portugiesische aufgeschrieben und spiter durch die Sao Paulo Mathematische
Gesellschaft publiziert. 1947 ging Weil nach Chicago, aber fiir viele Jahre blieb er im engen
Kontakt mit seinen brasilianischen Schiilern.

Infolge der politischen Probleme in Spanien und Portugal flohen viele Wissenschaftler
nach Lateinamerika, vor allem nach Brasilien und Argentinien. Also die Portugiesen nach
Brasilien und die Spanier nach Argentinien. Unter den portugiesischen Mathematikern,
Antonio Aniceto Monteiro war der beriihmteste. Schuler von Maurice Fréchet, Monteiro war
Begriinder der Mathematische Gesellschaft in Portugal und der mathematischen Zeitschriften
Portugaliae Mathematica und Gazeta de Matemdtica. Monteiro ging nach Rio de Janeiro
1945. In Rio de Janeiro arbeitete er an der National Philosophischen Fakultit und, wie Andre
Weil in Sao Paulo, griindete er eine wichtige Forschungsgruppe auf den Feld der abstrakte
Algebra. Monteiro war Begriinder der mathematischen Zeitschrift Summa Brasiliensis
Mathematicae, die zusammen mit der Zeitschrift der Sao Paulos Mathematik Gesellschaft die
Verbreitungsmittel der mathematischen Wissenschaft in Brasilien war. Als Gegner der
Salazars Regierung in Portugal, hatte Monteiro auch politisches Problem in Brasilien.
Deshalb ging er 1949 nach Argentinien, und ab 1957 koordinierte er ein wichtiges
mathematisches Zentrum an der Universidad Nacional del Sur in Bahia Blanca. Ende des 40er
wurden in Rio de Janeiro das Brasilianisches Zentrum fiir Physikalische Forschung (CBPF)
und Anfangs der 50er das Institut fiir reine und angewandte Mathematik (IMPA) gegriindet.
1957 begann die National Mathematische Kolloquium und seitdem findet dieses Kongresses
jedes 2. Jahr statt.

In den Sechzigern Jahren wurde die Sao Paulos Mathematische Gesellschaft geloscht
und es wurde eine neue brasilianische Gesellschaft fiir Mathematik gegriindet. Von Anfang an
fithrten Sao Paulo und Rio de Janeiro die wissenschafiliche Bewegung fiir Mathematik im
Land. Aber heutzutage gib es auch Mathematikforschung an andere Universitit, z.B. in
Recife, Belo Horizonte, Brasilia, u. a. Zur Zeit iiben einige Mitglieder der brasilianischen
Mathematik Gesellschaft einen groBen politischen Einfluss auf die Internationale Gesellschaft
aus. Z. B. der Vorsitzender der International Union of Mathematics ist ein Brasilianer.

Die Institutionalisierung auf dem Gebiet Geschichte der Mathematik in Brasilien

Bis zum Achtzigern Jahren wurden einige Einzelne Arbeiten auf das Gebiet
Geschichte der Mathematik geschrieben. Einige Mathematiker hatten Interesse an dieses
Thema und haben es als Hobby untersucht. Thre Hauptaufgabe im Beruf war nicht dieses
Thema. In den letzten Jahren begann eine Bewegung in Brasilien in dem Sinne die Geschichte
der Mathematik zu institutionalisieren. Bis jetzt haben wir schon viel geschaffen, z. B.: Im
Jahr 1995 wurde den ersten Lehrstuhl als Privatdozent fiir Geschichte der Mathematik in
einem mathematischen Institut geschafft. 2001 wurde die erste Habilitationsarbeit auf dem
Gebiet Geschichte der Mathematik in einer brasilianischen Universitdt verteidigt. Mehrere
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Zu den Lah-Zahlen
mit Hilfe der umbralen Rechnung
Marko Razpet
Padagogische Fakultat in Ljubljana
Miesenbach, 21.—27. Mai 2006

Hier werden zuerst die Grundziige der von Gian-Carlo Rota und Steven
Roman entwickelten umbralen Rechnung vorgestellt. Ihre umbrale Rech-
nung ist ein systematisches Studium der Sheffer-Folgen von Polynomen, die
einem geordneten Paare zweier formalen Potenzreihen der Ordnung 0 und
1 gehoren. Debei ist eine einfache Technik der modernen linearen Alge-
bra gebraucht. Damit kann man Zusammenhangskoeffizienten zwischen zwei
Sheffer-Folgen von Polynomen finden. In einem Spezialfall der steigenden
und fallenden Faktoriellen bekommt man die Lah-Zahlen.

"The progress of mathematics can be viewed as progress from the
infinite to the finite.” (Gian-Carlo Rota (1932-1999))

Einleitung

Es sei IF ein Korper mit Charakteristik 0. Mit F[z] bezeichnen wir alle Poly-
nome p(z) in Variable z mit Koeffizienten ag,a,...,a,-1,a, in F. Wenn
p(Z) = apz™ + ap_12" ' + ... + @17 + ao € Fz] und a, # 0, dann hat p(z)
den Grad n. Mit F[[t]] bezeichnen wir aber alle formalen Potenzreihen f(t)
in Unbestimmter ¢ mit Koeffizienten in F:

ft) = a0 + art + agt® + Z axt® € F[[t]].

Die Ordnung einer Potenzreihe f(t) # 0 ist der kleinste Index k, fiir welchen
ar # 0. Man nimmt fiir f(¢) = 0 die Ordnung oo.

Operationen mit formalen Potenzreihen sind normalerweise definiert, ebenso
die Gleichheit. Fiir formale Potenzreihen

= >_ait®, g(t) = but* € F[[t]]
k=0 k=0
definiert man das Produkt durch die Regel

f(t)g(t) = aobo + (aoby + a1bo)t + . Z cat™,
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Cn = aObn + albn—l +...+ a'n,—lbl + anbO = Z akb'n—k .
k=0

Es ist klar, dass f(t)g(t) € F[[t]]. Die formale Potenzreihe f(t) der Ordnung
0 (a0 # 0) ist im algebraischen Sinne invertierbar. Das Inverse von f(t)
beziiglich der Multiplikation wird mit 1/f(¢) = f(¢)™* bezeichnet. Es gilt:
FRf@)~ =1

Wenn die Ordnung der formalen Potenzreihe f(t) grofler als 1 ist, existiert
fiir alle anderen formalen Potenzreihen g(t) die Komposition h(t) = g(f(¢))
als eine neue formale Potenzreihe. Die formale Potenzreihe f(¢) der Ordnung
1 ist invertierbar beziiglich der Komposition. Dieses Inverse ist ebenso der
Ordnung 1 und wird mit f(t) bezeichnet. Es gilt: f(f(t)) = f(f(t)) =t.
Eine formale Potenzreihe der Ordnung 1 heifit auch Delta-Reihe. Die Ord-
nung von f(t)* ist in solchem Falle eben der Exponent k.

Man schreibt oft f(¢) € F[[¢]] in so genannter exponentialer Form:

&= 5 t*
k=0 "
Fir zwei formale Potenzreihen
X a 2b
f@) =2t ) =3 ot

in exponentialer Form hat das Produkt auch exponentiale Form:

f(t)g(t)=§:&t”, cn=§j(">akbn_k; n=012....

1
= n! b k

Jede formale Potenzreihe f(t) € F[[t]] in exponentialer Form kann man als
lineares Funktional auf F[z] behandeln, wenn man ihre Wirkung fiir n =
0,1,2,... definiert durch

(f®) | 2") = an

und dann f(t) linear auf alle Polynome p(z) € F[z] erweitert. Umgekehrt, fiir
jedes lineare Funktional L auf F[z] gibt es eine eindeutig bestimmte formale
Potenzreihe f(t) € F[[t]}, so dass (L | p(z)) = (f(¢) | p(z)) fiir alle p(z) € F.
Diese Reihe ist (L | )
= z
f(t) = Z K!

k=0

e
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Es ist leicht zu beweisen, dass

e 1) = 3= (D) U0 1290660 |7 n=013,...

k=0
Damit wird F[[t]] eine Algebra — die umbrale Algebra.

Fiir alle h(t) € F[[t]],p(z) € Flz] gelten folgende Reihen- und Polynoment-
wicklungen:

ae =3 LI gy 5 E 1)

.
[ ’ [
e k! ! k!

Die letzte Reihe hat eigentlich endlich viele Terme.

Ist die Ordnung von fi(t) € F[[t]] gleich k und (f(¢) | p(z)) = (fu(t) | ¢(z))
fir k = 0,1,2,..., wobei p(z),q(z) € Flz], so ist p(z) = q(z). Ist aber
der Grad von p(z) € Fz] gleich k und (f(2) | pr(z)) = (9(t) | pr(z)) fiir
k=0,1,2,..., wobei f(t),g(t) € F[[t], so ist f(t) = g(t).

Die formale Ableitung beliebiger formaler Potenzreihe

1) =3 ¢ e F]

k!
k=0
ist die formale Potenzreihe
[ty =32 gkt =30 = t* € B
k=1 " k=0

Es gilt die Identitat: (f(t) | zp(z)) = (f'(t) | p(z)) fiir alle p(z) € Flz]. Fiir
alle a € F und fiir alle p(z) € F[z] gilt auch die Identitdt (f(t) | p(az)) =
(f(at) | p(z)) .

Wenn f(t) eine Delta-Reihe ist, heifit das entsprechende Funktional auch
Delta-Funktional. Die Reihe f(t) € F[[¢]] ist Delta-Funktional genau dann,
wenn (f(t) | 1) =0 und (f(¢) | z) #0.

Beispiele der Funktionale

Fiir alle Polynome p(z) € F[z] gilt:

(t* | p(z)) =p®(0); k=0,1,2,....

Fir die formale exponentiale Reihe

exp(yt) = > +t*, yeF,

Miesenbach 2006

27



M. Razpet

gilt fiir alle p(z) € F[z]:
(exp(yt) | p(z)) = p(y), (exp(yt) — 1| p(z)) = p(y) — p(0),
(texp(yt) | p(z)) =P (), (1—1)7" | p(z)) = /0 ” p(u) exp(—u) du,

(expyt) = 1)/t ] @) = [ plw) du.

Jede formale Potenzreihe f(¢) € F[[t]] kann auch die Rolle eines linearen
Operators auf F[z] spielen.

Die fallende Faktorielle 2% und die steigende Faktorielle z* sind definiert
durch:

=gz -1)(z—-2)...c—k+1), 2 =a@z+1)(z+2)...(z+k—1)

fiir natiirliche k > 1, speziell aber fir k =0: 22=1, 2z°=1. Die Wirkung
des Operators t* auf die Potenz 2", wenn n, k = 0,1, 2, .. ., ist definiert durch:

the™ = nEgnk

Die Wirkung wird dann normalerweise auf eine beliebige Potenzreihe erweit-
ert. Schreibt man namlich

£t = > %4 e P,

= k!

so findet erhalt man sofort:

n k n
fR)z™=>" %akm‘"‘k =Y (Z) arz™ .

k=0 k=0

Der Operator f(t) steigt nicht dem Polynome seinen Grad. Deswegen kann
man nicht jeden linearen Operator auf Fz] mit einer formalen Potenzreihe
f(t) € F[[t]] vorstellen. Die Multiplikation der Polynome mit z ist dafiir ein
einfaches Beispiel.

Wenn f(t) € F[[t]] eine Delta-Reihe ist, heiflt der entsprechende Operator
auch Delta-Operator.

Ein Operator A auf F[z] ist durch eine Potenzreihe f(t) € F[[t]] vorstellbar
genau dann, wenn A mit irgendeinem Delta-Operator kommutiert.
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Allgemein gilt auch:

Lf©)g®)]p(2) = fB)lgMp(2)] = F()9(t)p(z) = g(t) f(t)p(z) .

Uberschreitet die Ordnung der formalen Potenzreihe f (t) den Grad des Poly-
noms p(z), so ist f(¢)p(z) = 0.

Ebenso wie fiir Funktionale auf F[z] gelten auch folgende Lehrsétze:

Ist die Ordnung von fi(t) € F[[t]] gleich k und f,(t)p(z) = fe(t)g(z) fiir
k=0,1,2,..., wobei p(z), q(z) € Fz], so ist p(z) = g(z). Ist der Grad von
pr(z) € Flz] gleich k und f(t)pp(z) = g(t)pk(z) fiir k = 0,1,2,..., wobei
£(t),9(2) € F([]], so ist f(£) = g(2).

Wenn sich Potenzreihen f(t) und g(t) in beiden Rollen treffen, gilt

(f(®)g(®) | p(2)) = (9(t) | f(t)p(2)) = (F(t) | 9(t)p(x)) .

Beispiele der Operatoren

Fir alle Polynome p(z) € F[x] gilt:
thp(z) = ™), k=01, 2,....
Fir die exponentiale Reihe

exp(yt) =Y =-tF, yeF,

gilt fiir alle p(z) € F[z]:

exp(yt)p(z) = p(z +y), (exp(yt) — 1)p(z) = p(z +y) — p(z),

texp(yt)p(@) =#/(z +), (1= 1)7'p() = [ p(o +w)exp(—u) du

T+Yy
((exp(vt) = 1)/lp(z) = [~ plu) du,

T

Die Sheffer-Folge von Polynomen (s,(z))%,, wobei

5n(z) €F[z] und degpn(z)=n fir n=0,1,2,...,
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entspricht einem beliebigen geordneten Paare formaler Potenzreihen (g(t), (1)),
wobei g(t) € F[[t]] invertierbar beziiglich Multiplikation und f(¢) € F[[t]] eine
Delta-Reihe ist. Dabei muss aber gelten:

(g F()* | sn(2)) = nld,y, fiir alle n,k=0,1,2,....

Die Sheffer-Folge von Polynomen (p,(z))2, des Paares (1, f(¢)) heifit Basis-
folge der Delta-Reihe f(t). Fiir ein beliebiges Paar (g(t), f(t)) gilt

g(t)sn(z) =pa(z) fir n=0,1,2,....
Fiir alle h(t) € F[[t]],p(z) € Flz] gelten folgende Reihen- und Polynom-

entwicklungen:
h(t) = Ii ﬂ%ﬁg(t)ﬂﬂk, p(z) = Ii (g(t)f(tlz! | p(z)) su() .

Die letzte Reihe hat eigentlich endlich viele Terme.
Unter anderen gelten fiir alle y € F folgende Entwicklungen:

exp(yr) = 3 UL gy s, exm) = 3 % o100

und am Ende die erzeugenden Funktionen der Sheffer- und Basispolynome:

(O exp(u) = 3= ED e, el = 3PP

Diese Entwicklungen sind notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir,
dass die Folge (s,(z))%2, die Sheffer-Folge des Paares (g(t), f(t)) ist, bezieh-
ungsweise dass die Folge (p,(z))%, die Basisfolge der Delta-Reihe f(t) ist.
Aus der Identitét

(G f@)F | F(t)sulz)) = (9 F )" | nsna(2)),
die fiir alle nicht-negativen ganzen Zahlen k£ und n gilt, folgen Identitaten
f(t)sn(m) = nsn_1($) ) f(t)pn(m) = np’n—l(x) ’

die Analogien fiir die Ableitung tz" = nz™ ! sind. Algemein gelten noch
folgende Identitaten

F) sn(z) = nEsni(z), F()*pa(z) = n*pa-i(z).
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Die Wirkung des Operators

)= 5> OIS ) oy

k=0

auf s,(z) ergibt:

o) =3 PO gy, @) = 3 (1) 400 onato)) o)

(@) = 3 (1) 0 so-s(e)) ),

BE)pa(o) = i (’,j) (D) | Prs(a)) Pe(o).

exp(yt)on(z =g(};‘) (exp(0) | sok(0)) (@)
exp(yt)pa(z) = (Z) exp(yt) | Pa-(z)) Pr(2) -

So hat man die Sheffer—Identltat

n

sa(z+y) =3 (Z) Sn—k(Y) k()

k=0
und im Falle der Basispolynome die binomische Identitét:

n

e +3) =3 () slidoeto).

k=0

Die Bedingungen

Pn(0) = (1| pn(2)) = bno und  f(t)pn(z) = npp-1(z)

sind notwendig und hinreichend dafiir, dass die Folge (p,(z))%2, die Basis-
folge der Delta-Reihe f(t) ist.
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Wenn das Funktional [g(f(t))] ' exp(yf(t)) auf die Potenz z™ wirkt, ergibt
sich

50(6) = (DO )| %) = 3 5 (WG F0* 127) o

So berechnet man explizite Entwicklungen
no1 _ - " no1 _
(@) = g (la(FENF®F 12™) 2%, palz) = > (F@F |2m) o*
firn=20,1,2,....

Beispiele

exp(yt) = Z t’“:pn (z) = z".

Die binomische Identitét fiir Bamspolynome

n

SRR (TAEAY

k=0

geht in die klassische iiber:

@yt =y (Z) "k

f(t) = exp(t) — 1, f(t) =log(1+1t), exp(ylog(l+1))=(1+1¢),

exp(ylog(l+1)) = y_tk = pp(z) = 2.

Die binomische Identitat fiir Basispolynome

n

Palz+y) =3 (Z)pn_k(fﬂ)pk(y)

k=0

8
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geht in die folgende iiber:

f(t) =1—exp(—t), f(t) = —log(1 ~ 1),
exp(—ylog(l—1t)) = (1-1)7Y,
o,k

exp(—ylog(l —t)) = > =tF = p,(z) = 27,

Die binomische Identitat fiir Basispolynome schaut so aus:

(@+yT=3 (Z) s RyE

k=0

Die Laguerre-Polynome L{*) (z) sind Sheffer-Polynome des Paares (g(t), f(t)),
wobei

g(t) = (1 —t)™7, ft)=f)=tt-1)7".

Der obere Index a € T ist die Ordnung der Laguerre-Polynome.
Fir o = —1 hat man die Basispolynome L,(z) = L{-Y(z) der Delta-Reihe
f(t) =t(t —1)~! und die erzeugende Funktion:

exp(yt(t— 1)1 = 3 L’Z(!y) tk

k=0
Die binomische Identitdt hat die folgende Gestalt:

n

Loe+9) = 3 (1) Bresta) 1)

k=0
Aus expliziter Formel der Basispolynome

Pn(z) = i % <f(t)k | g;n> zF

k=0
hat man in diesem Falle
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Aus Entwicklungen

(= 1)7* = (~DH1 ) = (<1 S(-1

(-1 2") = (- 1) tham) = nk((t—1)7* | z"7F)

(0 =17 | 2") = (~1)Frk(=1)"H (Rt = (—1)knbk™,

ergibt sich: L
n pkgnk

k=0

Am Ende kann man L,(z) folgende Gestalt geben:
m nl —
L.(z) = Zﬁ(n 1) —z)kF = ZL (n, k)(—xz)*.
o kI\k —
Die Zahlen

L@@=%@:D

sind die so genannten Lah-Zahlen, die im Jahre 1955 zuerst publiziert wurden
(I. Lah, Eine neue Art von Zahlen, ihre Eigenschaften und Anwendung in
der mathematischen Statistik, Mitteilungsbl. Math. Statist., Vol. 7 (1955),

S. 203-212).
0123 4 5 —n
0T 000 0 o0
10 1 2 6 24 120
L 2{0 0 1 6 36 240
k 3[0 0 0 1 12 120
410 0 0 0 1 20
50 000 0 1
10
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Fiir die Delta-Reihe f(t) € F[[t]] definiert man den umbralen Operator A;
auf F[z] folgenderweise:

Apz™ =po(z), n=0,1,2,....

Dabei sind p,(z) Basispolynome der Reihe f(t). Wenn wir noch eine Delta-
Reihe £(t) haben, definieren wir ebenso den umbralen Operator Ay:

A" =gn(z), n=0,1,2,....

Polynome ¢, (x) sind dabei Basispolynome der Reihe £(t).
Die umbrale Rechnung lehrt uns, dass folgende Regeln fiir die Komposition
und das Inverse gelten:

AfOAg=Agof, A}_1=Af

Dabei gilt A; = I, das heifit der identische Operator auf F[z].
Die Komposition (€0 f)(t) = £(f(t)) hat aber die Basisfolge (g, (7 (x)))2

n=0*
Mit ¢, (7 (x)) bezeichnet man die so genannte umbrale Komposition des Poly-

noms ¢,(z) mit Polynomen p,(z) in folgendem Sinne: wenn

n
Qn(z) = Z an,kmk )
k=0

So ist
0.(P (7)) = kZ_“,O O Pk (Z) -

Es gilt ndmlich:
A" = gn(z) = Y oip piz®,
k=0

(ApoAe)z™ = Apgn(z) = D anphsa® = 3 anipi(z).
k=0 k=0

Darum:
(Af o Ae)m" = Agofm" = qn(ﬁ'(a:)) .
Also, Polynome ¢,(p'(z)) sind Basispolynome der Komposition (£o f)(t).

11
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Laguerre-Polynome L, (z) sind Basispolynome fiir die Reihe f(t) = ¢(t—1)"7,

die eine schéne Eigenschaft hat: (f o f)(¢) = i(t) = t. Weil Basispolynome
von der Reihe i(t) =t gewthnliche Potenzen z" sind, gilt die Identitét

Ln(L(z)) =z".

Es seien f(t) und £(t) Delta-Reihen mit Basispolynomen p,(z) und g,(z)
entsprechend.

Das Zusammenhangskoeffizientenproblem fragt nach solchen Konstanten ¢, , €
F, fiir welche fiir alle nicht-negativen n die folgenden Gleichungen gelten:

n
pn(z) = E Cn k@ (T) -
k=0
Mit umbralen Operatoren ergibt sich:

n n
Apz™ = cophes®,  Appa™ = NAsz" =" copa® = t,(z).

k=0 k=0

Also, Polynome t,(z) sind Basispolynome der Delta-Reihe F(t) = f(£(t)).
Es ist aber bekannt, dass Polynome, die Basispolynome der Delta-Reihe F(t)
sind, folgende Gestalt besitzen:

Endlich haben wir:

i = 15 (FOF 7)== (FO)* | 27)

Analogisch wird auch das Zusammenhangskoeffizientenproblem fiir die Sheffer-
Polynome gelést. Wenn Polynome s, (x) Sheffer-Polynome des Paares (g(t), f(t))
und ,,(z) Sheffer-Polynome des Paares (h(t), £(t)) sind, so sind Zusammen-
hangskoeffizienten ¢, in Gleichungen

sn(#) = X i)
folgender Gestalt:
enie = 2 (RO FON (L FO)* | 27

12
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Die Idee steckt in der Einfilhrung des Sheffer-Operators A, ¢, der definiert
ist durch:
Ay sz = sp(2).

Hier sind Polynome s, (z) Sheffer fiir das Paar (g(t), f(¢)). Die Komposition
und das Inverse rechnet man nach den Regeln:

-1
Ag g0 Ane= Agopy,tor, A 5 =Ny, 7-

Beispiel

Polynome p,(z) = z™ sind Basispolynome der Potenzreihe f(t) = 1—exp(—t)
mit f(t) = —log(1 —t). Polynome g,(z) = 22 sind aber Basispolynome der
Reihe £(t) = exp(t) — 1. Die Zusammenhangskoeffizienten ¢, verbinden
folgenderweise:

n
" =" coprt.
k=0

In diesem Beispiel hat man
F(t) = E(]F(t)) =tl-t) 1= —t(t — 1)—1

und nach allgemeiner Formel bekommt man

Cok = %([t’f(t— 1)7F | 2" .

Erinnern wir uns an die Laguerre-Polynome

Ln(z) = kg:%% (t(t—1)7 | ") o,
WO 1
= <tk(t —1)7*| :1:"> = (=1)*L(n, k).

Also, die Zusammenhangskoeffizienten sind die bekannten Lah-Zahlen:
Cnk = L (’I’L, k)

Die Lah-Zahlen hangen fallende und steigende Faktoriellen 22 und z” durch
die so genannte Lah-Identitat zusammen:

£ =Y L(n,k)z.

k=0

13
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Nach der Substitution z — —z und durch die einfachen Identititen
(—z)" = (=1)"22, (—z)2= (=1)"z™

kann man auch eine andere Gestalt der Lah-Identitit entwickeln:

n

2% = 3" (=1)""*L(n, k)z* .

k=0

Mit Hilfe der so genannten Transferformeln der umbralen Rechnung hat man
auch einen kiirzeren Weg zu den Laguerre-Polynomen:

Ln($)=l‘(t— nnl_xz 2t’nk'nl

= nk' - n_l) _
= 2 1)k k Zklk i) =

k=0 k=0 (n

-3 Z— (” T = LR o

k=0
Wer war Ivo Lah?

Ivo Lah wurde in Strukljeva vas (Struckelsdorf) unweit von dem merkwiir-
digen periodisch auftretenden Cerknica-See (Zirknitzer See) am 5. September
1896 geboren. Er besuchte die Volksschule in Sv. Vid (St. Veith) nahe
Cerknica (Zirknitz) und in Ljubljana (Laibach), wo er im Dezember 1915
das klassische Gymnasium mit den besten Noten vollendete. Vom Jahre
1918 studierte er Mathematik und Physik, ein Semester an der Universitiit
in Wien und dann sieben Semester an der Universitit in Zagreb (Agram).
Dort beendete er seine Studien in April 1925. Wihrend des Studiums in
Zagreb studierte er auch Geschafts- und Verkehrswissenschaften, was er im
Jahre 1923 mit Staatspriifung vollendete. Wahrend des ersten Weltkriegs
kémpfte er als freiwilliger Leutnant an der Isonzo-Front gegen Italien, nach
dem Krieg bot er Schutz an der neuen nérdlichen Grenze mit Osterrelch
Ivo Lah war im Jahre 1921 Assistent fiir Mathematik an der Fakultit fiir
Forstkunde in Zagreb, von September 1921 bis Oktober 1950 arbeitete er an
der Anstalt fiir Sozial- und Versicherungssachen in Ljubljana, Zagreb und
Beograd (Belgrad), danach noch an dem Féderalen Statistischen Amt in
Belgrad bis December 1956, wann Lah voll pensioniert wurde.

14
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Die Adriatische Versicherungsgesellschaft, Riunione Adriatica di Sicurita,
die in Triest begriindet worden war, schickte ihn nach Wien um dort in
Jahren 1927 und 1928 Versicherungskunde zu studieren. Als Vertreter der
Versicherungsmathematikerunion Kénigreichs Jugoslawien, wo er ein aktives
Mitglied von 1933 bis 1941 war, hat er am Internationalen Kongress der
Versicherungsmathematiker in Rom (1934) und Paris (1937) teilgenommen.
Im Jahre 1943 wurde Lah nach Rom an die dortige Fakultit fiir Statistik
eingeladen, aber wegen des Krieges blieb er in der ewigen Stadt nur einen
Monat.

In den Jahren 1937-1941 war Ivo Lah Redakteur der Zeitschrift Glasnik
udruZenja aktuara Kraljevine Jugoslavije (Zeitschrift der Versicherungsma-
thematikerunion Konigreichs Jugoslawien), wo er einer von den Griindern
war. Auf diese Weise wurde er Korrespondent mit vielen Institutionen aus
Portugal, Belgien, Italien, Deutschland, Frankreich und aus der Schweiz. Im
Jahre 1932 iibernahm Ivo Lah neue Verpflichtungen in Statistik der Sozialver-
sicherung in Slowenien, wo er seine Arbeit mit den Studien an der Universitit
in Ljubljana verband. Er lehrte Studenten Seminaraufgaben und Projekte
tiber die Statistik zu verfertigen und mehrere Doktorarbeiten in Statistik und
Versicherungskunde dank Ivo Lah wurden geschrieben. Er arbeitete auch an
praktischer Demographie und Statistik.

Die grofite Arbeit von Ivo Lah ist das dreisprachige Buch Radunske osnovice
Zwotnog osiguranja, geschrieben in kroatischer, russischer und franzésischer
Sprache (Rechengrundlagen der Lebensversicherung). Das Buch wurde im
Jahre 1947 in Zagreb publiziert. Der lateinische Satz Natura non facit saltus
in diesem Buch gefiel aber den Behérden gar nicht, der fragliche Satz wurde
als antimarxistisch proklamiert und das Buch wurde aus Umlauf genommen
und im Jahre 1951 fast ganz vernichtet. Ivo Lah rettete nur seltene Stiicke.
Es gibt eine tragische Ironie, dass Ivo Lah ein Mitglied der jugoslawischen
Delegation war, wann die Verhandlungen iiber die Kriegsreparationen nach
dem zweiten Weltkrieg verliefen. Dank seinem Wissen waren die Verhand-
lungen maximal erfolgreich, trotzdem wurde er aber schwer bestraft, so dass
sein Monatslohn gering war um kaum eine Fahrkarte Beograd-Ljubljana zu
kaufen.

Die wissenschaftliche Bibliographie von Ivo Lah umfasst ungefahr 120 Ti-
tel, die ein breites Spektrum der mathematischen, statistischen, demographi-
schen und anderen Gebiete beriihren. Zum Beispiel, in Zentralblatt fir Ma-
thematik findet man 19 Titel und in Mathematical Reviews 10 Titel von Lahs
Arbeiten. Im Jahre 1955 publizierte Ivo Lah die so genannte Lah-Identitét,

15
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wo die Lah-Zahlen L(n,k) auftreten. Nach Lah benannte diese Zahlen der
fihrende Kombinatoriker jener Zeit, John Riordan, der Lahs Werke vor dem
Publizieren durchgesehen hat. Die Benennung ” Lah-Zahlen” treffen wir zum
ersten Mal in Riordans Buch Introduction to Combinatorial Analysis im Jahre
1958.

Ivo Lah publizierte seine Zahlen in seinem Aufsatz Eine neue Art von Zahlen,
thre Eigenschaften und Anwendung in der mathematischen Statistikim Jahre
1955. Die Gesellschaft der Mathematiker, Physiker und Astronomen Slowe-
niens enthiillte im Jahre 2005, 50 Jahre nach der Entdeckung der Lah-Zahlen,
dem versehenen und verschwiegenen Mathematiker an seinem Geburtshaus
in Strukljeva vas eine bescheidene Gedenktafel.

Ivo Lah stért auch drei Stereotype iiber Mathematiker: er war nicht jung, er
hatte nicht Doktorat, er arbeitete nicht lange an der Universitit. Trotzdem
war er sehr erfolgreich beziiglich seiner Entdeckungen.
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Katscher

Friedrich Katscher (Wien):
Das Rechnen mit Jetons in Frankreich

Das Rechnen auf den Linien mit Rechenpfennigen in Deutschland wurde bei
Tagungen des Adam-Ries-Bundes in Annaberg-Buchholz eingehend behandelt.
Auch in Frankreich war dieses nichtschriftiche Rechnen, lart de calculer — oder
compter — avec les jetons (die Kunst des Rechnens mit den Jetons), Jahrhunderte
lang dblich. Heute wird das Wort Jeton meist nur noch im Sinne von Spielmarke,
meist aus Plastik, verwendet, doch friiher waren die Jetons das franzésische
Gegenstiick der deutschen Rechenpfennige, 2 bis 4 Zentimeter groRe Miinzen, in
der Regel aus minderwertigem Metall, Kupfer, Bronze oder Messing, mit denen, auf
einer Flache nach bestimmten Regeln aufgelegt, addiert, subtrahiert, multipliziert und
dividiert wurde. Auf beiden Seiten der Jetons gab es die vielfaltigsten Pragungen,
Symbole, Bilder und Inschriften, jedoch keine Angabe eines Geldwerts.

Das franztsische Wort Jeton, das erst spater verwendet wurde, und ebenso seine
zahlreichen Vorgéanger, sind eigentlich nicht plausibel. Sie stammen namlich alle von
dem franzésischen Zeitwort ,jeter”, das vom lateinischen Verb ,iactare herriihrt und
ebenso wie das italienische ,gettare® ganz eindeutig kraftig werfen* oder
»Schleudern” bedeutet. Doch niemals wurden die Jetons tatsachlich geworfen,
obwohl sie auch auf englisch casting-counters (Wurf-Zahlpfennige) genannt werden
und im Niederlandischen manchmal als Werpgeld bezeichnet wurden.

In allen Anleitungen wurde die Tatigkeit, die Jetons fiir die Rechnung an die richtige
Stelle zu bringen, auf franzdsisch mettre, poser, placer oder disposer und auf
lateinisch  ponere, seltener apponere oder deponere, also legen, ab-, hin-,
niederlegen, stellen, setzen, platzieren oder anordnen genannt, und das geschah
nattrlich sacht und keineswegs heftig, wie es das Wort werfen andeutet.

Die franzsische Endung —oir findet sich bei Instrumenten, Geraten, Utensilien. So
heit moucher sich die Nase putzen und das Taschentuch mouchoir, raser rasieren
und rasoir das Rasierzeug, und ebenso entstand aus jeter oder geter zuerst das Wort
jetoir oder getoir. In den Handschriften, Biichern und auf manchen Rechenpfennigen
findet man mehrere Formen: gectoirs, gettoirs, gettouers, jettouers, giets, gects, gets,
gietons usw., und spéter getons, jettons (auch mit i statt j), und schlieBlich jetons.
Hier soll das Rechnen mit Jetons in Frankreich anhand von Biichern in franzésischer
und lateinischer Sprache dargestellt werden und zwar in der Reihenfolge des
Erscheinens der ersten Auflage, zuerst die franztsischen Werke:

1) Le liure des gectz grandement profitable pour messeigneurs les marchans et
aultres, also ,das Buch der Gectz (ein alter Name fiir Jetons), sehr profitabel fiir die
Herren Handler und andere”. Es hat keinen Autor, erschien um 1490 in Lyon und das
Exemplar in der British Library in London (Signatur IA 41 783), das der Referent
kopierte, umfasst neben dem Titelblatt nur 13 Seiten. Obwohl es in altem
Franzésisch und mit Abkiirzungen geschrieben ist, ist es doch leicht verstandlich.
Hier sei der erste Abschnitt des Liure des gectz wiedergegeben, in modernes
Franzdsisch tbertragen und auf Deutsch ibersetzt:

Cy commence le liure des getcz

lci commence le livre des jetons

Pource que plusieurs marchans qui ne sauent lire ne escripre et leur est necessaire
Parce que plusieurs marchands qui ne savent ni lire ni écrire et leur est nécessaire
de bien scauoir compter lintemption de lacteur et dieu aidant de fayre Ung petit tracte
de bien savoir compter l'intention de I'auteur est dieu aidant de faire un petit traité

de algorisme le quel donnera la practique de bien scauoir compter au getz comme
d’algorisme lequel donnera la pratique de bien savoir compter aux jetons comme
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ala plume. Et sappellera ceste practique de bien gecter au grant getz. Et

a la plume. Et cette pratique s’appellera de bien jeter aux grands jetons. Et
premierement vous deues mettre vne table de getoers selon la somme que vous
premierement vous devez mettre une table de jetons selon la somme que vous
voulles fayre lung get loing de lautre enuiron deux bons doys. Puis deues

voulez faire, I'un jeton loin de I'autre environ deux bons doigts. Puis devez
commencer au premier get vers vous et dire nombre. Et le second diseynne. Et le
commencer au premier jeton vers vous et dire nombre. Et le second dizaine. Et le
tiers santeinne. Et le quart millier: Et le cinquiesme diseynne de millier. Et le
troisieme centaine. Et le quatriéme millier. Et le cinquiéme dizaine de millier. Et le
sixiesme santenne de milliers. Puis million et diseynne de million: et santeynne de
sixieme centaine de milliers. Puis million et dizaine de million et centaine de

million. Et ainsi poues mettre iusquez a neuf getz en Ia table si besoing y font.

million. Et ainsi vous pouvez mettre jusqu'a neuf jetons sur la table s'il y a besoin.
Car iamais ne passe neuf. Et au droit du premier get qui se dit nombre

Car jamais il ne passe pas neuf. Et & droite du premier jeton qui se dit nombre

deues mettre tous ce qui est moins de dix. Comme sont .i..ii.iii. et .iiii. Et ainsi

vous devez mettre tout ce qui est moins de dix. Comme sont I, II, I, et lIll. Et ainsi
des aultres. Et au droit du second get deues mettre toutes les diseynnez.

des autres. Et a droite du second jeton vous devez mettre toutes les dizaines.
Comme sont .x.xx.xxx. Et ainsi des aultres. Et au droit du tiers get deues

Comme sont X, XX, XXX. Et ainsi des autres. Et a droite du troisiéme jetons devez
mettre tous les cens et au droit du quart les milliers. Et du quint les

metire tous les cents et a droite du quatriéme les milliers. Et du cinquiéme les
diseynnes de milliers. et ainsi par ordre. Et notes bien qu’ung get de ceulx qui sont
dizaines de milliers. Et ainsi par ordre. Et notez bien qu’un jeton de ceux qui sont
endroit de lespasse vault cinc de ceulx qui sont endroit de Ia ligne. Car sil y a ung

a I'endroit de I'espace vaut cinq de ceux qui sont a I'endroit de la ligne. Car s'ily a un
get endroit le meillieu du nombre et de la diseynne celui get vault cinc de ceulx du
jeton a I'endroit du milieu du nombre et de la dizaine ce jeton vaut cing de ceux du
nombre. et sil ya .i. get entre la diseynne et la centeynne. Celui vault cinquante et
nombre, et s'il y a | jeton entre la dizaine et la centaine celui-ci vaut cinquante, et

ung entre la centeynne et le millier vault cinc cens. Et ainsi des aultres. car tousiours
un entre la centaine et le millier vaut cinq cents. Et ainsi des autres. Car toujours

ung get de ceulx de lespasse vault cinc de ceulx de la ligne qui est dessoubz.

un jeton de ceux de I'espace vaut cinq de ceux de la ligne qui est dessous.
Ubersetzung: ,Hier beginnt das Buch der Jetons. Weil mehrere Handler, die weder
lesen noch schreiben kénnen und gut rechnen kénnen miissen, ist es die Absicht
des Autors mit Gottes Hilfe eine kleine Algorismus-Abhandlung zu verfassen, die die
Praxis, mit den Jetons und mit der Feder gut rechnen zu kénnen, geben wird. Und
sie heildt Praxis, um gut mit den groRen Jetons zu rechnen. Und zuerst miissen Sie
einen Jeton-Tisch gemaR der Summe, die Sie machen wollen, aufstellen, einen
Jeton ungeféhr zwei Finger vom anderen entfernt. Dann miissen Sie mit dem ersten
Jeton bei lhnen beginnen und ihn Zahl (Einer) nennen. Und den zweiten (oberhalb
davon) Zehner. Und den dritten (wieder darliber) Hunderter. Und den vierten
Tausender. Und den fiinften Zehntausender. Und den sechsten Hunderttausender.
Dann Million und zehn Millionen und hundert Millionen. Und so kénnen Sie bis zZu
neun Jetons auf den Tisch legen. Denn niemals Ubersteigt man (bendétigt man mehr
als) neun (Jetons). Und an der Stelle des ersten Jetons, der Zahl heil3t, missen sie
alles auflegen, was weniger als zehn ist. Wie es I, II, Il und Il sind. (Man beachte:
Die Zahlen sind nicht mit arabischen, sondern mit rémischen Ziffern geschrieben.)
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Und an der Stelle des zweiten Jetons miissen Sie alle Zehner auflegen wie es X, XX,
XXX sind. Und ebenso die anderen. Und rechts vom dritten Jeton miissen Sie die
Hunderter auflegen und rechts vom vierten die Tausender. Und vom fiinften die
Zehntausender. Und so in dieser Anordnung. Und merken Sie sich gut, dass ein
Jeton von denen, die im Zwischenraum (franzésisch: espace = Spacium oder
Spatium) sind, als fiinf von denen gilt, die auf der Linie liegen. Denn falls es einen
Jeton in der Mitte zwischen den Einern und den Zehnern gibt, so gilt dieser fiinf von
denen der Einer. Und falls es | (einen) Jeton zwischen den Zehnern und den
Hundertern gibt, so gilt dieser funfzig und einer zwischen den Hundertern und den
Tausendern gilt funfhundert. Und ebenso von den anderen. Denn immer gilt ein
Jeton von denen im Zwischenraum fiinf von jenen der Linie darunter.”

Es folgen Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division, doch nur die Aufteilung
von tausend Francs unter drei Handlern. Ergebnis: ,drei hundert und .xxxiii. Francs
.Vi. solz (Sous; von lateinisch solidus) und viii, deniers (von lateinisch denarius,
Pfennig)”. (12 Deniers waren ein Sous, und 20 Sous ein Franc.) Danach Proben
(durch die entgegengesetzte Rechenart), Regel de tri, Gesellschaftsrechnung und
Tausch.

Wesentlich ist, dass hier nicht auf gezeichneten oder eingravierten Linien gerechnet
wird wie in Deutschland, sondern mit Hilfe einer Disposition (Anordnung), die
Tranchant (siehe Buch 3) nur arbre (Baum) und Le Gendre (Buch 6) Arbre de
Numeration (Baum des Zahlens oder Zahlbaum; ohne den heute iiblichen Accent
aigu von numération) nennt.

Bei dieser Methode wird senkrecht eine Reihe von Miinzen aufgelegt (bei Le Gendre
sind sie groRer als die anderen). Jede reprasentiert eine Zehnerpotenz, also von
unten nach oben die Einer, Zehner, Hunderter, Tausender usw. Dieser Zzhlbaum —
oder vielmehr sein ,Baumstamm" - bleibt unverandert an Ort und Stelle liegen und
dient lediglich als Markierung, als Ged&chtnisstiitze, um den Stellenwert der
Rechenpfennige, die rechts von der jeweiligen Zehnerpotenz, gewissermalen als
Zweige des Baums, auf nur gedachten Linien, aufgelegt werden und mit denen
gerechnet wird, anzugeben. Jean Frangois (Buch 5) schreibt auf Seite 5 seines
Buches: ,On nomme cet ordre & cette rangée des jettons I'Arbre.* (Man nennt diese
Anordnung und diese Reihe der Jetons den Baum.)

2) In der Bibliothéque Nationale in Paris gibt es drei Exemplare des Buches von
Anthoine Catalan: Arithmetique et maniére a chiffrer & conter par la plume & par les
getz (Arithmetik und Art und Weise mit Zahlen umzugehen und mit der Feder und mit
den Jetons zu rechnen), Lyon 1556, das der Referent nicht sah.

3) L’Arithmetique de lean Tranchant, departie en trois livres, Ensembles un petit
discours des Changes, Auec l'art de calculer aux Getons (Die Arithmetik von Jean
Tranchant, aufgeteilt in drei Blicher, zusammen mit einer kleinen Abhandlung tber
die Geldwechsel, mit der Kunst mit Getons zu rechnen) ist der Titel eines Buches,
das der Referent besitzt. Es erschien 1647 in der Stadt Rouen. Doch die erste
Auflage des Buches kam 1558 in Lyon heraus. Es gab 21 oder 22 Auflagen, von
denen die letzte von 1694 stammt. Die Osterreichische Nationalbibliothek besitzt die
zweite Auflage von 1561. Zumeist wird der Name des Autors jedoch Trenchant mit e
geschrieben. ,L'Art et Moyen de calculer auec les Getons" (Die Kunstfertigkeit und
Fahigkeit mit den Jetons zu rechnen) umfasst im Exemplar des Referenten die
letzten 13 Seiten und es gibt auch Abbildungen.

Der Titel von Kapitel Il lautet ,De I'arbre, disposition, & valeur des getons" (Uber den
Baum, die Anordnung und den Wert der Jetons), und von Kapitel Ill ,Representer
tout nombre par les getons*” (Jede Zahl durch die Jetons darstellen).
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Tranchant zeichnet auf seinen Abbildungen zwar Linien, aber sie dienen nur zur
Veranschaulichung. Auf seinen lllustrationen stehen auf den Miinzen des Zahlbaums
auch Bezeichnungen: 1, ein eigenes Zeichen fur 10, C (Abkiirzung von Cent) fur 100,
M (Abkirzung fur Mille), ein Zeichen fir sous ahnlich unserem scharfen s und ein
Zeichen fiir denier &hnlich dem fritheren deutschen Abkurzungszeichen fiir Pfennig.
Wahrend in deutschen Biichern tiber das Linienrechnen auf den Abbildungen
mehrere Rechenpfennige immer nebeneinander liegen (Ausnahme Gregorius Reisch
in seiner Margarita philosophica von 1503 und spater), liegen sie bei Tranchant und
Le Gendre (Buch 6) jeweils zur Hélfte iibereinander.

4) Cursus Mathematici Tomus Secundus, Continens Arithmeticam practicam...
Tome Second du Cours Mathematique, Contenant F'Arithmetique pratique...Par
Pierre Herigone, Mathematicien (Zweiter Band [von sechs] des Mathematikkurses,
enthaltend die praktische Arithmetik ... Von Pierre Herigone, Mathematiker [1580-
1643]), Paris 1644, ist ein lateinisch-franzdsisches Werk, von dem sich ein Exemplar
in der Osterreichischen Nationalbibliothek befindet. Kapitel XVI (Seiten 125-135) hat
den lateinischen Titel ,De Logistica per Calculos und den franzésischen ,De Ia
Logistique par Getons* (Uber die Rechenkunst mit Jetons; auf lateinisch also calculi,
Rechensteine). Im ersten Satz verwendet der Autor die franzésische Bezeichnung
l'eschelle (heute ohne s) ou arbre, die Stufenleiter (oder Rangordnung) oder der
Baum, doch tibersetzt er arbre nicht auf lateinisch, sondern spricht nur von scala.

5) L'arithmetique ou I'Art de Compter toute sorte de Nombres, Avec la Plume, & les
lettons, Par le P. (Pére) lean Francois de la compagnie de lesus (Die Arithmetik oder
die Kunst alle Arten von Zahlen zu berechnen, Mit der Feder, & den lettons, Von dem
Pater Jean Frangois [eigentlich Jean-Francois Charnage, 1586-1668: einer der
Lehrer von Descartes] von der Gesellschaft Jesu [Jesuiten]), Rennes, 1653, befindet
sich in der Wiener Universitatsbibliothek. (Andere Auflagen von 1655, 1659 und
1661.) Die Anleitungen fiir das Rechnen mit Jetons sind an mehreren Stellen am
Anfang des Buches, und die Jetons sind als kleine Kreise wie der Buchstabe O
dargestellt. Der Autor verwendet ebenfalls die Bezeichnung Arbre.

6) L'Arithmetique en sa Perfection, mise en pratique selon I'usage des financiers,
gens de pratique, banquiers, et marchands, contenant une ample & familiere
explication des ses Principes, tant en nombres entiers qu’en fractions...Et un autre
Traité d’arithmetique aux Jettons...Par F. (Francois) Le Gendre, Arithmeticien (Die
Arithmetik in ihrer Vollendung, in die Praxis gesetzt gemall dem Gebrauch der
Finanzleute, Leute der Praxis, Bankiers und Handler, eine umfassende und vertraut
gemachte Erklarung ihrer Prinzipien, sowohl in ganzen Zahlen als auch in Briichen
enthaltend... Und eine andere Abhandlung der Arithmetik mit Jettons. Von F. Le
Gendre, Arithmetiker) ist der Titel eines anderen Buches im Besitz des Referenten.
Es erschien 1718 in Paris. Doch die erste Auflage kam 1657 in Paris heraus und es
gab rund 25 Auflagen in verschiedenen Stadten, die letzte 1812 in Paris. Die Wiener
Universitatsbibliothek besitzt ein Exemplar aus dem Jahr 1727. Im Exemplar des
Referenten befindet sich die Abhandlung Uber die Arithmetik mit Jettons mit
Abbildungen am Ende des Buches auf 26 Seiten.

Sie beginnt mit dem Satz: ,Diese Arithmetik ist ebenso nutzlich wie jene, die man mit
der Schreibfeder macht. Le Gendre schreibt auch: .Diese Art zu rechnen wird von
den Frauen mehr praktiziert als von den Mannern...“, offenbar weil sie seltener
schreiben und lesen kénnen. (In Osiris | (1936), 510-518 erschien eine Abhandlung
von Vera Sanford: Frangois le Gendre, Arithmeticien.)

Nun die rein lateinischen Anleitungen zum Rechnen mit Jetons:

7) Ars supputandi tam per calculos quam per notas arithmeticas suis quidem regulis
eleganter expressa Judoci Clichtovi Neoportuensis (Die Kunst des Rechnens sowohl
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mit Rechensteinen als auch mit arithmetischen Schriftzeichen, mit seinen Regeln
wirklich elegant dargestellt von [dem Theologen] Judocus Chlichtoveus [Josse
Clichtove, 1472/73-1543; studierte in Paris und lehrte dort] aus Nieuwpoort
[Flandern, Belgien]), ist die zweite von fiinf Abhandlungen, die der Humanist,
Philosoph und Arzt loannes Caesarius luliacensis (Johann Kaiser, Kayser? aus
Jilich, um 1468-1550; studierte ebenfalls in Paris) in einem Sammelwerk ohne einen
Haupttitel und ohne Ort 1507 herausgab. Es enthalt keine Abbildungen der Calculi.
Ein Exemplar des Buches befindet sich in der Osterreichischen Nationalbibliothek.

8) Ars arithmetica loannis Martini Silicei: in Theoricen & Praxim scissa: omni
hominum conditioni perquam wtilis & necessaria (Die arithmetische Kunst des
loannes Martinus Siliceus, aufgeteilt in Theorie & Praxis, jeder Stellung der
Menschen Uberaus nitzlich & unentbehrlich), Paris, 1514. Die Osterreichische
Nationalbibliothek besitzt ein Exemplar. (Andere Auflagen: 1513, 1518, 1519, 1526,
1529, 1542, 1544.) Bei der 9. Tagung der Fachsektion Geschichte der Mathematik
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung im Mai 2005 in Rummmelsberg bei
Nurnberg hielt Wolfgang Breidert einen Vortrag mit dem Titel Zur ,Arithmetica“ von
Siliceus. Siliceus (Kieselstein), eine Latinisierung seines spanischen Namens
Guijeno oder Gujarro, geboren 1477, 1485 oder 1486 und gestorben 1557, studierte
in Sevilla und an der Pariser Universitit. Er war Professor an der Universitat von
Salamanca und wurde, nachdem er sechs Jahre Hauslehrer des Prinzen Philipp II.,
des zukiinftigen Kénigs von Spanien, gewesen war, 1541 Bischof von Cartagena,
1546 Erzbischof von Toledo und 1555 Kardinal.

In der Praxis der Arithmetik behandelte er im Tractatus secundus auf 18 Seiten mit
Abbildungen, auf denen die nummi (Muinzen) ubereinander liegen, die Rechnung auf
den Linien, und zwar numeratio, additio, subtractio, multiplicatio und divisio. Das
Tatigkeitswort ist ponere.

9) R. P. (Reverendissimi Patris) Claudii Francisci Milliet Dechales Camberiensis e
Societate Jesu Cursus seu Mundus Mathematicus (Mathematikkurs oder die
mathematische Welt des hochwirdigen Paters Claudius Franciscus [Claude
Frangois] Milliet Dechales [1621-1678] aus Chambéry von der Gesellschaft Jesu),
Lyon 1690, befindet sich in der Wiener Universitatsbibliothek. ,Arithmeticae Liber
Quartus®, das vierte Buch der Arithmetik im ersten Band des groliformatigen Buches
hat den Titel ,Arithmetica calculatoria, et divinatoria® (Jeton- und Rate-Arithmetik) und
beginnt mit den Worten ,Calculatoria Arithmetica differt 3 vulgari, quod calculis, aut
metallicis nummis pro characteribus utatur.. (Die Jeton-Arithmetik unterscheidet
sich von der gewdhnlichen dadurch, dass Rechensteine/Jetons oder vielmehr
Metallmilinzen als Zahlzeichen verwendet werden...) Das Spacium von Adam Ries,
in welchem das Finffache der Linie liegt, heillt hier intervallum. Linea und
intervallum zusammen werden sedes (Sitz, Rang) genannt. Dechales gibt aber auch
die Methode an, den Jeton fiir 5 und die restlichen Jetons einer Zehnerpotenz
nebeneinander, aber mit einem Abstand, anzuordnen. Auf diese Weise macht er
auch alle Rechenbeispiele.

Ich mbchte noch ein spanisches Buch iiber das Rechnen mit Rechenpfennigen
behandeln, und zwar

10) Arismetica, Pratica, y Especulativa, del Bachiller luan Perez de Moya. Agora
nvevamente corregida, y afiadidas por el mismo autor muchas cosas... (Praktische
und theoretische Arithmetik, von dem Baccalaureus Juan Perez de Moya [1513%-
1596]. Jetzt neu korrigiert und vom selben Autor viele Sachen hinzugefugt...),
Madrid, 1598, ebenfalls in der Osterreichischen Nationalbibliothek.

Capitulo XIIl. Trata las reglas, que dizen calculatorias. (Kapitel XlIl. Behandelt die
Regeln, die Rechenpfennigregeln genannt werden.) Es beginnt mit den Worten: ,Die
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Methode, mit calculos oder contadores zu rechnen, ist auf zwei Arten. Die erste,
Linien machend und in der ersten von unten eine piedra (einen Stein) oder contador
legend um 1 und 2 bis 4 zu bezeichnen, und um 5 zu bezeichnen, lege 1 in den
Zwischenraum, den diese erste Linie oben hat bis sie die zweite erreicht, derart,
dass man in der ersten Linie mit ihrem Zwischenraum [die Zahlen] von 1 bis 9 legen
kann." Dann folgt das Zahlenbeispiel 7916 mit einer Zeichnung. ,Die zweite Methode
zu rechnen macht man ohne Linien, aber an ihre Stelle legt man contadores auf die
Weise, die in der Figur erscheint.” Die Zeichnung zeigt den franzésischen Zahlbaum.
Es werden Dezena de Millar (Zehntausend), Millar (Tausend), Centena (Hundert),
Dezena (Zehn) und Unidad (Einheit) jeweils durch einen Kreis angezeigt und die
Rechenpfennige durch kieinere Kreise. Die Zahl 8002 ist aufgelegt. ,Und so kann
man andere Zahlen von kleinerer oder gréRerer Quantitat legen und nennen.” Dann
werden Addieren, Subtrahieren und Multiplizieren gezeigt, doch iiber das Dividieren
steht nur: ,Das Partir (Dividieren) des Gesagten kann der Wissbegierige folgern und
durchfithren, wie es ihm am besten erscheint."

Die frihesten bekannten franzdsischen Jetons stammen aus der Zeit um 1250. Die
letzten kamen nach der franzésischen Revolution heraus. Ich besitze neben anderen
zwei Jetons mit dem Kopf von Kénig Ludwig XVI. (geboren 1754, Konig seit 1774)
und der Umschrift ,LOUIS XVI ROI DE FRANC(E)" auf der Vorderseite (Avers), die
auf der Riickseite (Revers) die Umschrift ,SOL REGNI ABIIT“ (die Sonne des
Kénigreichs ist untergegangen), eine drapierte Aschenurne mit der Aufschrift LOUIS
XVI, auf dem Boden liegend links eine umgestiirzte Krone und rechts ein Zepter und
unten die Inschrift ,D 21 IAN 1793" (defunctus, gestorben, oder decapitatus,
enthauptet, am 21. Januar 1793) zeigen. Die Jetons sind ein Sammelobjekt der
Numismatiker und es gibt viele Nachschlagwerke mit Abbildungen tber sie.
LITERATUR: Barnard Francis Pierrepoint, The Casting-counter and the Counting-
board. A Chapter in the History of Numismatic and Early Arithmetic, 1916 (Nachdruck
1981), Scharlig Alain, Compter avec des Jetons, 2003.
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STAFFEL — und SPROSSENRADMASCHINEN

Gerhard Lindbichler, Wien, Mai 2006

Im Gegensatz zu einfachen Rechenhilfen hat eine mechanische Rechenmaschine einen
Mechanismus aus Zahnradern, Rasten, Federn, Hebeln und anderen Bauteilen. Nur wenn
der Zehneriibertrag wéahrend des Rechenvorgangs automatisch durchgefiihrt wird, spricht
man von einer Rechenmaschine, andernfalls von einem Rechengerit.

Als Beispiele fir RECHENGERATE werden kurz besprochen und vorgefiihrt:
Kugeladditionsgerét, Multiplikationsgerét nach Napier und ein Addiator Produx.

Wilhelm Schickard (1592 — 1635) und Blaise Pascal (1623 — 1662) bauten die ersten
RECHENMASCHINEN, die allerdings nur Addieren und Subtrahieren konnten.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) entwarf mit Staffelwalzen — und Sprossen-
radmaschinen die ersten ,,Vierspeziesmaschinen®.

Als Beispiele fir RECHENMASCHINEN werden ausfiihrlich besprochen und vorgefiihrt:
CURTA, ORIGINAL ODHNER, BRUNSVIGA und DOPPELBRUNSVIGA

NAPIER — MULTIPLIKATIONSGERAT

Das fir das HDMA nachgebaute MULTPLIKATIONSGERAT wurde von John Napier of
Merchiston (1550 — 1617) 1617 in dem kleinen Biichlein Rabdologiae in Edinburgh
erstmalig verdffentlicht: Mit dem nach ihm benannten Napier-Rechenstiben erfand er far
breitere Bevdlkerungskreise eine einfache Hilfe fiir die Multiplikation. Statt Multiplizieren,
also ohne Kenntnis des Einmaleins, musste man nur Addieren. Das Grundprinzip basiert
auf der aus Indien stammenden Gelosia — Methode. 1614 publizierte Napier das erste
Tafelwerk mit Logarithmen. Dank dieser Verdffentlichung wurden Logarithmen als
wissenschaftliche Rechenhilfe sehr schnell bekannt.

Das linke Foto zeigt die von Prof. Otto Eisenbock nachgebaute Multiplikationsmaschine,
das rechte eine Originaldarstellung mit der Handschrift von J. Napier.

Beispiel: 345 x 7 = 2415 2/1 2/8 - 3/5 2415

2415
33
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ZAHLENSCHIEBER

ADDIATOR PRODUX (1920), ADDIATOR SUPRA (1930), ADDIATOR DUPLEX (1950)

Die Urtypen der Zahlenschieber zdhlen zu den &ltesten Rechenmaschinen. Um 1660 er-
fand der franzdsische Architekt und Naturforscher Claude Perrault eine einfache Addier-
maschine, die Zahlenwerte durch das Verschieben vertikal angeordneter Zahnstangen
addierte. Aufwandiger war die Konstruktion des Mathematikers Christian-Ludwig
Gersten von 1735. Wahrend Perraults und Gerstens Addierer den Zehneriibertrag auf
einfache Weise von selbst ausflihren, besitzen die eigentlichen Zahlenschieber keinen
automatischen Zehneribertrag. Man bewegt bei ihnen einfach Schieber, die entweder
selbst Ziffern tragen oder unter einer bezifferten Schlitzmaske laufen. Der jeweils einge-
stelite Zahlenwert ist sofort in Schauléchern ablesbar. Der Zehnerlibertrag muss jedoch
mit der Hand ausgefiihrt werden. Deshalb verfigt eine grof’e Anzahl von Geriten iiber
primitive oder verfeinerte Hilfseinrichtungen, die den manuellen Zehneribertrag erleich-
tern.

Den ersten wirklichen Zahlenschieber baute 1720 der Franzose Cace. Fiir den lastigen
Zehnerlbertrag entwarf der Russe Kummer 1847 eine wirkungsvolle Hilfseinrichtung, die
bis 1920 immer wieder von anderen Erfindern aufgegriffen wurde. Es handelt sich dabei
um den so genannten Haken-Zehneriibertrag. Dieser ist eine gebogene Verlangerung des
Einstellschlitzes neben der Position 9, in die man mit dem Einstellstift fahrt, woraufhin die
Zahnstange der néchsthéheren Dezimalstelle um eine Position weitergerickt wird.

Ab 1890 wurden weltweit eine groRe Anzahl von Zahlenschiebern verschiedener Firmen
erzeugt. 1912 kam mit dem TRICK — ADDIATOR von Christel Hamann ein Gerit auf den
Markt, das neue Maflstabe setzte. Der TRICK enthielt alle sinnvollen Details seiner Vor-
ganger und darlber hinaus eine zentrale Ldschvorrichtung durch einen Zugbiigel (siehe
ADDIATOR SUPRA und ADDIATOR DUPLEX). Zahlenschieber wurden in vielen Modellen
bis in die 70er Jahre hinein produziert.
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STAFFELWALZE

Das ,,Herz“ einer Rechenmaschine fiir die
viet Grundrechenarten (Spezies) sind
Darstellungselemente fiir die Zahlen 0 bis
9. Sie reprisentieren mechanisch den Wert
der eingestellten Ziffer und iibertragen ihn
in das Resultatwerk. Sie miissen so konstru-
fert sein, daf3 jede Ziffer von 0 bis 9 iiber-
tragungssicher mechanisch dargestellt wer-
den kann. ‘

Staffetwalze von Lebniz, um 1700.

Gottfried Wilhelm Leibnig hatte als erster
zwei prinzipielle Ideen zur mechanischen
Zahlendarstellung. Die eine, nimlich die
Staffelvalze, verwendete er ab 1673 in sei-
nen Rechenmaschinen.

Eine Staffelwalze ist ein Zylinder mit einer
Anordnung von Zahnrippen gestaffelter
Linge. Leibniz nannte sie anschaulich

» Wendeltreppe®. Die lingste Rippe repri-
sentlert die Ziffer 1. Die lingste und die

1l

—— - Ty e |

Industriell gefertigre Sraffelwalze, 1879,

zweitlingste Rippe stellen die Ziffer 2 dar,
alle neun Rippen die Ziffer 9.

Und so funktioniert es:

Das Ziffernrad des Einstellwerks wird von Hand
eingestellt. Dabei verschiebt es jiber eine Zabnstange
die Staffelwalze in horizontaler Richtung und posz-
tiontert sie so, daf§ das Abgreifzabnrad des
Resultatwerks die dem eingestellten Ziffermvert ent-
sprechende Anzabl an Zabnrippen abgresft.

Kann das Abgreifzabnrad iiber 5 Rippen gleiten,
wird das Ziffernrad des Resultatwerks um 5
Zdbne weiterbewegt; greift es aber schon nach 3
Rippen ins Leere, s0 werden nur 3 Zibne weiter-
geschaltet.

Ziffernrad des
Resultatwerks

Abgreif-

gabnrad

Staffelwalze

Ziffernrad des :
Einstellerks
und Zabnstange

Handkurbel — :

-3-
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CURTA

Die Geschichte der CURTA ist die Geschichte von CURT HERZSTARK (1902 -1988)

Stellenzah)

C. H. war der Sohn des Wiener Rechenmaschinen - Fabrikanten Samuel Jacob Herz-
stark.

Auf Reisen durch ganz Europa verkaufte C. H. die Maschinen seines Vaters, die als Staf-
felwalzenmaschinen nach dem Prinzip von Charles Xavier Thomas (1785 — 1870) gebaut
wurden. Uberall vernahm er dabei den Kundenwunsch nach einer kleinen Taschenrechen-
maschine. 1937 fiihrten seine Uberlegungen zum Patent einer .Komplementéren Staffel-
walze®. Ein Jahr spéter gab es bereits ein erstes primitives, aber funktionsfahiges Modell.
Im gleichen Jahr wurde C. H. von den Nationalsozialisten verhaftet und ins KZ Buchen-
wald gebracht. Der SS war seine Erfindung bekannt und man wollte sie dem ,Fiihrer* als
Siegesgeschenk (berreichen. So erhielt C. H. die Gelegenheit, seine Entvwcklungen im
geheimen Gustloff — Werk fortzusetzen. 1944 waren die Plane zu seiner ,,Lilliput” ge-
nannten Maschine in der endgiiltigen Form fertig gestelit. Am 11 April 1946 befreiten ame-
rikanische Soldaten das KZ Buchenwald. Weltweit hatten viele Firmen starkes Interesse
die CURTA, wie sie nun hie8, zu produzieren. Unter den Interessenten war auch Fiirst
Josef der Il von Liechtenstein. Er wollte die Industrie in seinem Lande mit neuen Produk-
ten aufbauen. Nach einer Einladung ins Palais Liechtenstein in Wien wurde die Cortina AG
gegrundet und C. H. zum technischen Direktor bestellt. Die CURTA war kleiner, schneller,
billiger und leiser als alle anderen Vierspeziesmaschinen zuvor. Sie konnte sich am An-
fang sogar gegen die ersten elektronischen Tischrechner behaupten, die noch sehr grofy
und teuer waren. Als aber die ersten elektronischen Taschenrechner preiswert auf dem
Markt erschienen, war das auch 1970 das Ende fiir die CURTA. Bis zu diesem Zeitpunkt
wurden etwa 140 000 Maschinen gebaut und zwar in zwei Ausfiihrungen:

| Modell | Jahr - | Einstellwerk ;| Umdrehungszahle
I [ab1947 | 8stellig |  6stlig | lstellig 80000'_2
I | ab1954 | 1lstellig | - Bstellig | I5stellig | 60000

Die im HdMa befindliche Maschine ist vom Typ 1 und leicht beschadigt.
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BUNZEL DELTON NO 5

Die Rechenmaschine BUNZEL DELTON No 5 ist eine seltene Staffelwalzenmaschine,
die vom Bunzel-Delton-Werk, Fabrik automatisierter Schreib- und Rechenmaschinen,
Wien X, FavoritenstraBe 194, zwischen 1908 — 1915 gebaut wurde. 6 x 7 x 12, Handbe-
trieb, Schiebereinstellung, ohne Zehneriibertrag im Zahlwerk, im ankippbaren Holzkasten
mit abnehmbarem Deckel (48 cm x 19,8 cm x 15,5 cm). Bei dieser Maschine war es mog-
lich von Additon-Multiplikation auf Subtraktion-Division (und umgekehrt) umzuschalten.
Der Designer der Maschine war Hugo Bunzel, ein Lehrer fiir Schonschreibkunst und ehe-
maliger Maler aus Prag. 1915 wurde die Produktion mit dem Tod des Fabrikeigentimers
eingestellt. Die Maschine wurde am 25. April 2005 von Herrn Hermann Moser, 1020
Wien, dem HdMa geschenkt. Sie kommt der von C.X.Thomas (s.u.) entwickelten Maschi-
ne in Form und Funktion am nachsten.

Eine Staffelwalze ist ein Zylinder, der auf 1/3 seines Umfanges 9 Z&hne mit gestaffelter
Lange hat, so dass bei einer Umdrehung ein verschiebbares Zahnrad im Ergebniswerk je
nach seiner Stellung von einstellbar vielen Zéhnen weitergestellt wird. Dieses Prinzip
wurde 1672 von Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) entwickelt. Seine Maschine ar-
beitete aber nicht fehlerfrei. Charles Xavier Thomas (1785-1870) aus Kolmar entwickelte
um 1820 das Arithmometer, die erste serienméaBig gefertigte Rechenmaschine iiber-
haupt. Staffelwalzenmaschinen werden deshalb auch Thomas-Maschinen oder in
Deutschland auch Glashditten-Maschinen genannt.

Ausmalle: 41 cm x 20 cm x 16 cm, Masse: ca. 5 kg, Seriennummer: 7409: Inschrift auf der
Maschine: Factory 17 Graben Vienna.
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SPROSSENRAD

Neben der Staffelwalze erfand Leibniz auch
das Sprossenrad zur mechanischen Zahlen-
darstellung. Das Sprossentad ist ein Zahn-
rad, bei dem neun bewegliche Zihne ein-
und ausgefahren werden kénnen. So kann
der Wert einer eingestellten Ziffer mecha-
nisch dargestellt und in das Resultatwerk
ubertragen werden.

Leibniz hat das Sprossentad in einem unda-
tierten Manuskript entwotfen, bei seinen Re-
chenmaschinen abet wohl nicht verwendet.

\ Einstellhebe!

Abgreifzabnrad
des Resultatwerks

Und so funktioniert es:

Der Einstellring des S prossenrads bewegt eine
Kurve, mit der bis su neun Sprossen nacheinander
nach anflen gedriickt werden.

Wird das Sprossenrad in Bewegung geset3s, so
riicken die herausgedriickten Sprossen das
Abgreifzabnrad des Resultatwerks um die ent-
sprechende Zihnezahl weiter.

Sprossenrad, gezeichnet von G. W. Leibniz,

Wie das Staffelwalzen—Prinzip wurde das
Sprossentad-Prinzip im 19. und 20. Jahr-
hundert zu einem wichtigen Ubertragungs—

prinzip fir mechanische Rechenmaschinen.

Das nebenstehende Modell ist den frithen
industriellen Varianten des Sprossenrads
aus der Zeit um 1875 nachgebildet.

Industriell gefertigtes Sprossenrad, um 1890.
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ORIGINAL ODHNER

Zwei Erfinder préagen die Entwicklung der industriell gefertigten Sprossenradmaschine:

Der Amerikaner Frank S. BALDWIN (1838 — 1925) konstruierte ab 1870 in St. Louis eine
Sprossenradmaschine, fiir die er 1875 ein amerikanisches Patent erhielt.

Der Schwede Willgodt T. ODHNER (1845 — 1905), Ingenieur in den St. Petersburger
Werken von Ludwig Nobel, stellte 1874 das erste Exemplar einer Sprossenradmaschine
fertig. Ein Patent dafur erlangte er jedoch erst 1878. Bis 1914 wurden in St. Petersburg
30.000 Exemplare hergestellt. Eine geschickte Lizenzvergabe sorgte dafiir, dass Odhner
Maschinen in Europa (erzeugt in Géteborg) und Amerika bis 1942 als ORIGINAL -
ODHNER vertrieben wurden.

Der junge schwedische Ingenieur Willgodt Theophil Odhner (1845 — 1905) arbeitete zu Beginn
seines langjdhrigen Aufenthalts in Russland auf dem Gebiet der Landvermessung. Er kannte das
Arithmometer des Franzosen Charles Xavier Thomas, das unhandlich, sehr teuer und selten vor-
handen war. Odhner beschloss eine eigene Rechenmaschine zu konstruieren, die handlich und
preiswert sein sollte, geeignet fiir den téglichen Rechenbedarf. Durch Ausbildung und Beruf besaf
Odhner beste Voraussetzungen fiir das Gelingen des Projekts. Am 10. August 1845 im Norden der
schwedischen Provinz Védrmland geboren, wurde er mit 12 Jahren nach Stockholm geschickt, um
eine kaufménnische Lehre zu beginnen. Odhner fand jedoch mehr Gefallen an der Technik und
wechselte nach drei Jahren in die Werkstatt des Instrumentenbauers Lyth. Von 1864 bis 1866 ab-
solvierte er am Kdniglichen Institut fiir Technik ein Ingenieurstudium. AnschlieRend ging Odhner
nach Russland, wo er zun&chst bei der Landaufteilung mitwirkte, bevor er die von ihm angestrebte
Anstellung bei Ludvig Nobel, Bruder des Dynamiterfinders Alfred Nobel, in St. Petersburg erhielt.
Im russischen Werk von Ludvig Nobel wurden u. a. Gewehre hergestellt und somit konnte Odhner
die industriellen Anforderungen einer Massenfertigung kennen lernen. Ludvig Nobel unterstiitzte
sehr das Projekt seines jungen Landsmannes. Fiir die Konstruktion seiner Rechenmaschine orien-
tierte sich Odhner an einem Ubertragungsprinzip, das schon vor ihm einige Erfinder benutzt
hatten, das Sprossenrad.

Es ist uns nicht bekannt, welche Vorbilder Odhner wirklich gekannt hat. Wahrscheinlich orientierte
er sich an dem Patent des Englédnders Wertheimer, das eine Zeichnung enthélt, die dem Odhner-
Sprossenrad auffallend dhnelt. Bereits 1876 waren einige Versuchsmaschinen aus Odhners Werk-
statt vorhanden. Ab 1878 erlangte Odhner erste Patente (in Deutschland: DRP 7393). In der Fol-
gezeit verbesserte Odhner sein Arithmometer im Sinne einer Massenproduktion, die 1886 endgtil-
tig anlaufen konnte (durch Lizenzvergaben in ganz Europa). W. T. Odhner starb am 15. Septem-
ber 1905 in St. Petersburg. Sein Sohn Alexander und sein Schwiegersohn Karl Siewert iibernah-
men die Firmenfiihrung. Nach der russischen Revolution (1917) verlegten sie den Betrieb nach
Goteborg in Schweden. Wir wissen, dass bis 1914 in St. Petersburg 30 000 Maschinen erzeugt
wurden (Maschine im HdMa hat die No.:12 693, also wurde diese vor 1914 gebaut.)
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BRUNSVIGA - DOPPELBRUNSVIGA

Die Vierspezies - Rechenmaschine Brunsviga, Modell Nova 13, ist eine manuelle Zehn-
tastatur Sprossenradmaschine der Firma Brunsviga in Braunschweig (BRD). Die Braun-
schweiger Nadhmaschinenfirma Grimme, Natalis&Co. begann 1892 mit der Herstellung
einer Sprossenradmaschine nach der Lizenz von Odhner. Mit Franz Trinks als Produk-
tionsleiter und innovativem Kopf der Firma begann ein steiler Aufschwung. 1912 hatte man
bereits mehr als 20.000 Maschinen in 15 Modellen abgesetzt. Die Brunsviga Nova 13
wurde ab 1928 gebaut. Brunsviga Rechenmaschinen, teils elektrisch betrieben, wurden
bis 1969 hergestelit

Die Doppelrechenmaschine Brunsviga D 13 Z (um 1935) ist eine wissenschaftliche Spe-
Zialrechenmaschine (Vierspezies-Sprossenradmaschine) flr geodétische Zwecke, nach
dem Motto ,doppelt rechnet besser”. Sie besteht aus zwei gekoppelten Maschinen des
Modells 13 Z. Die beiden Teil-Maschinen kénnen parallel oder einzeln bedient werden.
Diese Maschine verfligt zudem Uber eine Zusatzeinrichtung zum Einstellen konstanter
Werte. Stellenzahl: 10 x 13 x 8.

Ein breites Anwendungsgebiet mechanischer Rechenmaschinen befand sich im Vermes-
sungswesen (,frigonometrische Landvermessung"), wobei bei der Festlegung und Berech-
nung von Grundstiicken eine Fille von Daten verarbeitet werden musste. Nachdem die
mechanischen ,Vierspezies-Rechenmaschinen” eine sichere Funktionsweise gewonnen
hatten, lieferten vor allem Vermessungstechniker Ideen fiir spezielle Zusatzeinrichtungen.
Schon um 1914 wurden die ersten Maschinen mit einem zweiten Resultats- oder Umdreh-
ungszahlwerk ausgestattet. Die Zwillingsmaschine der dsterreichischen Firma S. Jakob
Herzstark (siehe auch CURTA) von 1913 diirfte die erste Maschine dieser Art gewesen
sein. Sie enthielt zwei komplette Staffelwalzengetriebe und zwei Resultatwerke. Ab 1920
kamen auch die ersten Doppelsprossenradmaschinen auf den Markt. Diese enthielten den
vollstandigen Ubertragungsmechanismus zweimal. Die bekannteste Doppelmaschine
wurde von der Firma Brunsviga ab 1925 gebaut. Vom Modell D 13 Z, ab 1930 erhéltlich,
wurden bis 1947 (iber 3000 Exemplare hergestellt.

Die im HdMa befindliche D 13Z stammt aus der Sammlung Johann Orth (Bezirkmuseum
Floridsdorf, Wien) und wurde im Februar 2005 von Herrn HR DI/ Helmut Meckel dem
HdMa ibergeben.

Ausmafe: 41,2 cm x 21,5 cm x 16,5 cm; Masse: 15 kg; Seriennummer 172 006

Fotos: Daniele Lindbichler, Wien
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Anspruchsvolle mathematische Probleme
in einem byzantinischen Manuskript von 1436

Stefan Deschauer

Der Codex Vindobonensis phil. Gr. 65, der in der Osterreichischen Nationalbibliothek aufbe-
wahrt wird, ist ein mathematisches Manuskript, das von zwei anonymen Autoren verfasst
wurde (hier A and B genannt). Es enthilt 163 Blitter mit 36 Zeilen pro Seite.

Bei dem kiirzeren Text von B handelt es sich um eine Sammlung arithmetischer Aufgaben,
die wahrscheinlich in Saloniki um das Jahr 1430 — bereits unter tiirkischer Herrschaft — ge-
schrieben wurde. Es werden das positionelle Dezimalsystem (mit einem Punkt fiir 0) und —
worauf besonders hinzuweisen ist ~ auch Dezimalbriiche verwendet. Der Text wurde im Jahre
1963 von HUNGER/VOGEL herausgegeben, iibersetzt und kommentiert >

Auf der anderen Seite gehen 149 Blitter auf den Schreiber A zuriick. Er verfasst zunéchst ein
methodisches Rechenbuch (von ihm selbst “1. Buch* genannt), in dem dem dezimalen Stel-
lenwertsystem (mit einem besonderen Symbol fiir 0) eine besondere Rolle zukommt®, Aber
zusétzlich — in seinem “2. Buch” — bietet er Methoden zur niherungsweisen Berechnung von
Wurzeln zweiten bis vierten Grades, Algebra und Geometrie.* Bis heute ist kein anderer al-
gebraischer Text aus der byzantinischen Mathematik bekannt!

Zweifellos ist die algebraische Methode von A der damaligen italienischen entlehnt: Es han-
delt sich um eine reine “Wortalgebra”, ohne jede Symbolik. Ganz offensichtlich hat A die
italienischen Fachausdriicke weitgehend grizisiert: Aus numero (Konstante), cosa (Ding, un-

ser x), censo (Vermdgen, Potenz, unser x* ), cubo (Kubus, unser x3) und quadro (Quadrat,

unser x4) wurden ap16udc (arithmds), npdyua (pragma), évoov (tzénson), kovPov (kitbon),
und k&8pov (kddron) oder 1etpéyavov (tetrdgonon).’

Im folgenden Beitrag méchte ich eine Reihe von anspruchsvollen Problemen aus Zahlentheo-
rie und Algebra vorstellen, die ich im ,,2. Buch* von A gefunden habe.

Es handelt sich um folgende Aufgaben, deren Originalldsung mit modernen Lésungsmetho-
den verglichen werden sollen.

' Mein Beitrag bezieht sich also im Rahmen des Tagungsthemas auf das Medium ,,Handschrift“. Einerseits kann
man ohne Ubertreibung davon sprechen, dass dieser Codex einen Hohepunkt der spitbyzantinischen Mathema-
tik darstellt, andererseits ist wohl auszuschlieBen, dass er so kurz vor dem Zusammenbruch Konstantinopels
noch einen nennenswerten Einfluss auf die mathematische Bildung der Byzantiner ausgeiibt hat. Als Medium
»Buch” hitte er noch Verbreitung im Westen finden kénnen. Als Mathematikhistoriker diirfen wir dennoch froh
sein, dass sich diese wichtige Handschrift bis auf den heutigen Tag erhalten hat.

2 HUNGER, HERBERT / VOGEL, KURT: Ein byzantinisches Rechenbuch des 15. Jahrhunderts - 100 Aufgaben aus
dem Codex Vindobonensis phil. Gr. 65. Text, Ubersetzung und Kommentar. Denkschriften der phil.-hist. K1.
der Osterreichischen Akademie der Wissenschaften, 78. Band, 2. Abh. Wien 1963

? Aus einer Multiplikationsaufgabe (Berechnung der Tage nach Christi Geburt) geht das Abfassungsjahr 1436
hervor.

* Inzwischen ist der Text von A vollstindig analysiert, auBerdem existiert eine (noch unversffentlichte)
Transkription des ,,1. Buchs*,

* Dabei gehorten wévoov, koOBov und xadpov nicht zum griechischen Vokabular.
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Kap. 140 (Ein Problem aus der Zahlentheorie)

Welches ist der (nicht notwendig ganzzahlige) Teiler von 13, wenn der Quotient eine
gemischte Zahl mit 5 als Ganzzahl und 4 als Zihler sein soll?¢

Unsere Losung:

13: 22542 (a,b)=1, (4,n)=1,4<n
b n

Es folgt:

a__13n mitn=2n'+3, n'e N* wegen (a,b)=1, n>4
b 5n+4 '

und daher

a_26n+39 e N,

b 10n'+19

Wenn d ein gemeinsamer Teiler des ungeraden Zzhlers und Nenners ist,

dann ist 4 auch Teiler von 13 (10n'+19)-35 (26n'+39) =52.

Esfolgtd=1v d =13.

Im letzteren Fall suchen wir n’' 21 so, dass 107’ +19 durch 13 teilbar ist.

Wegen (13,10) =1 durchléuft der Term 10n'+19 zusammen mit »' ein vollstéandiges Rest-

system modulo 13.

Dabei erzeugt ny' =2 als einziger Wert im Intervall 1< n’ <13 ein Vielfaches von 13.

Daheristn'=13A+2 (A€ N) die allgemeine Losung fiir Vielfache von 13.

Als Ergebnis erhalten wir die beiden folgenden Losungstypen:
26n'+39 4 ,

13: =5+ (n'e N*, n'2130L+2, Ae N) und
10n'+19 2n'+3

13 26A+7 ~ 54 4
10A+3 260 +7

Der erste Fall wird durch a=13n, b=5n+4 charakterisiert, der zweite durch

Sn+4

13

(Ae N)

a=n, b=

Der Autor fiihrt — ohne weitere Erklirung — die folgende Rechnung vor:
Sein erster Schritt ist 13—-4=09,
Dann sucht er nach natiirlichen m, fiir die 9+13m durch 5 teilbar ist, und findet m = 2.

Seine weitere Rechnung ist 9+2-13=35, 35:5=7, 35+4=39, 39:13=3, 7:3=2%,

und er gelangt zu 13: 2% = 5;. Es handelt sich um unseren 2. Ldsungstyp, speziell mit A = 0.

Ein Vergleich mit unserer Rechnung zeigt: 13—4+13m = 13(m+1)-4=13b-4=5n
mitm=2,b=3, alsoa=n=7 (d. h. ng =2, A=0).

Verallgemeinerung:
Offenbar war die Primzahleigenschaft von 13 fiir die obige Herleitung unabdingbar.
Wir ersetzen 13 durch eine Primzahl p, 5 durchkund 4 durch ! (%, € N).

S Das Problem aus diesem Kapitel scheint aus anderen Texten nicht bekannt zu sein.
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Jetzt ist die Gleichung p: % =k +i mit gegebenen p, k, [ zu untersuchen.
n

(Der triviale Fall [ = 0 fiihrt zu %:f, falls p | k, oder %:%, falls p 1 k.)
P
Wir suchen nach a, b, ne N* mit (q, by=1,l<n (,n)=1.

Dazu betrachten wir die rechte Seite von = = k:—n mit (I,n) =1.

+1
Wenn d ein gemeinsamer Teiler von Zzhler und Nenner ist,

dann ist d auch Teiler von pnund von p(kn+1)—kpn = pl. Es folgt:
di(pn,pl)=p,d.h.d=1vd=p

Im letzteren Fall erhalten wir %: mit p / nwegen(,n)=1,

kntl
P
und es treten die Unterfille plk oder plk auf:
plk impliziertp1l: £=—" _ pirpr=k p_ 1
b k'n+l p p

p/k :
Der Term kn +1 durchliuft zusammen mit # ein vollstédndiges Restsystem modulo p-
Daher existiert genau ein ng, 2<ny < p+1, mit p | kng +1. Es folgt p 1 k (ng + A p) +1

firalle Ae N. Somit ist n=ny+Ap das generelle n, das Vielfache von p erzeugt:

a n0+7\,p
b - kjp)#.{.kx

Insgesamt ergeben sich die drei folgenden Lésungstypen:
pn l

=pn,b=kn+l,d.h. p:—F—=k+=,
a=pn P kn+1 n

falls I<n, I,n)=1, p [ kn+1

a=n, b=£n+i, d.h p: =k’p+l—p,
P D k'n+l' n

falls k'=£ (e N), l'=i (eN), I'p<n, (I'n)=1
p p

_kn+l

ng+A
a:n,b_ 'Lp l

. p: =k+ .
p kn0+l+k;" ngtAp

,d.h

falls pfk A plkng+l (2<ny< p+1), I<ng+Ap (AeN), und (,ny+Ap)=1

In seinen Beispielen betrachtet der Autor nur den letzten Losungstyp:
D13:2=5+2  po13 k=5 1=4, no=7,A=0: 13:21=52
b n 3 7

a 5 1 5
2)31:==7+2  p=31, k=7, =5 ny=17, A=0: 31:4Lle73
)3ep=TH b "o 4 '17
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9
3) 53:;‘j—=10+2 p=53, k=10, 1=9, ng=15 A=0: 53:5=IOE M
n

Kap. 142 (Spezielle Systeme zweier linearer Gleichungen)

Der Autor gibt hier spezielle Methoden zur Losung von Zahlenritseln’ an, die auf bestimmte
Systeme zweier linearer Gleichungen fithren. Diese Methoden sind richtig, aber im Text fehlt

jede Begriindung.
1 2
1. =—y, y=—x+10
EEEE
1

2 1
Autor: 10:==15=y, —-15=7—=x
utor 3 y ) 5

Unsere Erkldrung: Sei allgemein x=ay, y=bx+c mit abc # 0. Dies fiihrt zu
y(l—ab)=c, aber es gilt y =% gemiB der Methode. Daher hat man
l1-ab=b, d. h. (a+1)b=1 (notwendige und hinreichende Bedingung).

Dies ist z. B. erfiilltfiira=%,b=§ und jedes ¢ #0.
2 3
2, x==y, y==x+10
X=2y y=gx
1

Autor: 10:§=13—=x, 2.13 =20=y
4 3 2

W=

Unsere Erkldrung:

x=ay, y=bx+c fiihrt zu x (1-ab) = ac; also giltx=§ genau dann, wenn ab =%.
Dies ist z. B. erfiillt fiir g = %, b =% und jedes ¢ # 0.

3. x=iy, y=%x+10

4
Autor: 10:i=123, 3-122=183=x, 2-122=25= y
5 4 2 4 4 4
Unsere Erkldrung:

2

L Allg. erhalten wir y (1—ab) =c; daher gilt y=— genau dann, wenn 2(1—ab) = b,

und jedes ¢ # 0.

wn| s

b
d. h. (2a+1) b=2. Dies ist z. B. erfiillt fiir a =%, b=

4 5
4, x=—y, y==x+10
57776

Autor: 10:—2—=12, 2:12=24=x, %-24=30=y

Unsere Erkldrung:

7 0 q . L
wahrscheinlich aus islamischer Tradition
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L Allg. erhalten wir x (1—-ab) =ac; daher gilt x= % genau dann, wenn 2(1—ab) = ab,

d. h. ab=§. Dies ist z. B. erfiillt fiir a =g-, b =% und jedes ¢ # 0.

Andererseits betont der Schreiber, dass die obigen Methoden nicht allgemeingiiltig sind, und
er 16st in einem anderen Kapitel allgemeine Systeme zweier linearer Gleichungen.

Kap. 153 (Schiffsreisen)

Jemand unternahm Schiffsreisen und fiihrte Gulden (@%) mit sich.

Nach der 1. Reise hatte er % des urspriinglichen Betrags hinzugeéwonnen und noch 1 @
dazu.

Nach der 2. Reise hatte er % des letzten Betrags hinzugewonnen und noch 2 ¢ dazu usw.

Die Anzahl der Schiffsreisen stimmte mit der urspriinglichen Zahl der Gulden iiberein.
Am Ende besaB er 15 .

Wie viele Schiffsreisen hatte er unternommen?

Wie viele Gulden fiihrte er urspriinglich mit sich?’

Losung des Autors:
Er schitzt die Zahl der Reisen: 3 oder 4 (D). Daher ist sein Ansatz (3 + x) Reisen,
das bedeutet auch (3 + x) @ Anfangsbetrag.

Nach der 1. Schifffahrt hat der Schiffsreisende ( B+x) +§(3 +x)+ l) Q = (5 + 1% xJ Q.

Nach der 2. Schifffahrt hat er 5+1-1-x)+l (5+llx)+2 [0) =(83+11x) .
, 3 3 3 3 9
. 5 .10

Nach der 3. Schifffahrt hat er 14§+ ZEx Q.

Nun schreibt der Autor:
Nimm, verursacht durch x, noch eine 4. Schifffahrt an. (Denn es gilt 14% <15.)

Er féhrt mit folgender Rechnung fort: ] 14§+2£x +4{Q=(8—=+—x |0
3 9 27 27 81

Die anschlieBende Multiplikation mit x ergibt 8;—;x+%x2. Damit linearisiert er das Prob-

lem fiir die verbleibenden !

8 Abkiirzung der Miinzeinheit pAovpi (phluri), pl. $Aovpié (phluri4) in der Handschrift

® Ahnliche Aufgaben sind bei PIERO DELLA FRANCESCA (um 1440), LUCA PACIOLI ( 1494), ESTIENNE DE
LA ROCHE (1520) und MICHAEL STIFEL (1544) zu finden - s. TROPFKE, JOHANNES: Geschichte der Elementar-
mathematik, 4. Auflage, Band 1: Arithmetik und Algebra (neu bearb. v. Vogel, Kurt / Reich, Karin / Gericke,
Helmuth). Berlin/New York 1980, S. 544).

5
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Danach addiert er 14§+ Z%x (Betrag vor der letzten Schiffsreise) und erhilt — die Summe

64
muss gleich 15 sein: 14§+112—67x+-8—1x2 =15

SchlieBlich 16st er die quadratische Gleichung und gelangt mithilfe einer Nherung fiir die

1'° zu x=i

128

Resultat: Der Schiffsreisende unternahm 3% Fahrten und besal3 zu Beginn genauso viele .

Quadratwurze

Verallgemeinerung:
Sei ay der Anfangsbetrag und a,, der Betrag nach der n-ten Reise.

Wir ersetzen den Bruch% durch% fiir beliebiges k > 0.

Es ergibt sich die rekursive Formel a, = (1 +%) a,1+n, ne N*, aus der man die explizite

n
Formel a, =((ao +k(1+k))(1+%) —k(1+k+n) herleiten kann.

Die speziellen Werte des Autors waren k =3, ay=n, a, =15.
Tatséchlich hitte er die folgende Exponentialgleichung 16sen miissen:

15= (n+12)(§) -3(n+4) (n=3,046)

Sein durch Linearisierung erzieltes Ergebnis n = 3% = 3,039 fiihrt ndherungsweise zu

14,934 auf der rechten Seite.

Kap. 157 (Die Spieler)

3 Minner haben hyperpyra (1'"). Einer nach dem anderen verdoppelt das Geld der je-
weils anderen Minner. SchlieBSlich hat jeder von ihnen 8 1. Wie viel Geld hatte Jeder
von ihnen am Anfang?

Hinweis: Die Summe der !l ist konstant.

1. 2. 3.
g 8 8
4.1 4 16 n| 3.
21u0) 140 snj2.

13 1 70 4] 1.

Der Autor rechnet riickwirts.
Zum besseren Verstindnis ist die oben stehende Tabelle niitzlich.

' In einem friiheren Teil seines “zweiten Buchs” behandelt der Autor verschiedene Methoden zur Approximati-
on von Wurzelwerten, worauf er hier zuriickgreift.
"' Abkiirzung der Miinzeinheit in der Handschrift
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Die konstante Summe der Il ist 24.

Vor der letzten Verteilung (1. Zeile) hat der 3. Mann die ' der anderern zu verdoppeln, also
hatte er 16 I und die anderen jeweils 4 1l (2. Zeile).

Eine Runde vorher hatte der 2. Spieler das Geld der anderen zu verdoppeln: Die Verteilung
war 2 I, 14 u, 8 11, (3. Zeile)

Der nichste Schritt fiihrt zur Ausgangsverteilung; hier hatte der 1. Spieler die Betrige der
der anderen zu verdoppeln.

Resultat: Am Anfang hatte der 1. Mann 13 1, der zweite 7 I und der dritte 4 1. 4. Zeile)

Der Autor variiert das Problem mehrfach. Sein schwierigster Fall ist der folgende:

4 Minner haben hyperpyra (). Einer nach dem anderen verdreifacht das Geld der je-
weils anderen Miinner. SchlieBlich hat jeder von ihnen 9 1. Wie viel Geld hatte jeder
von ihnen am Anfang? '

(Die konstante Summe der 1! ist 36.)

Der Schreiber gibt die richtige Losung an, allerdings ohne jeden Kommentar:
1.: £-9 =241 2.: E-9 I =3l o3 E-9 =21 4.: i-9 =1
81 9 81 9 81 9 81

Auf den damaligen Leser miissen die Faktoren ziemlich ritselhaft gewirkt haben.

Verallgemeinerung:

n Ménner haben hyperpyra (). Einer nach dem anderen ver-k-facht das Geld der je-
weils anderen Minner (k € N*). SchlieBlich hat jeder von ihnen 1 1'%, Wie viel Geld hat-
te jeder von jhnen am Anfang? '

(Die konstante Summe der ! ist n.)

Wir verfolgen die schrittweise Verinderung der n Geldbetrége riickwirts. Das Geld desjeni-
gen, der gerade die Betréige der anderen ver-k-facht hat, ist fett gedruckt. Rechts davon finden
sich die Betrige der Minner, die diese Aktion bereits durchgefiihrt haben, links davon die
Betrége derer, die noch an die Reihe kommen. Die Unterklammerung gibt die Anzahl der
Terme an.

1. Schritt riickwirts:
A,...1,1) > (l,,,_,l,n_"—l) _ (1,.__,1’ nk—n+1)
n-1 k—-,l_ka k k 1 k k
n— n—

2. Schritt riickwirts:

1 11 nk—n+l -
(LLlmmnery 1 1
R R & !

n-2

1 1 n-2 nk-n+1 nk—-n+1
— n— —
k2
[
n-2

k? kT g2

(1 1 nk®-nk+1 nk-n+l
“\ 22 2 ’ 2
k a k k k
o
s. Schritt rlickwirts (1< s <n, durch Induktion):

2 Normierung o. B. d. A.
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1 1 1 nk'-nk* 241 nk-n+l .
(ks—l [ ks—l ’ k.\"l ’ ) ks—l ' == ks-l )
n-s s—1
1 1 n—s nk*1—nk*2?+1 nk-n+1 nkS'—nks2 +1 nk—n+1)
7(_-"—"”’;;’"_ ks - k-" T e k-" ,‘ k-‘ g Moy k-"
n—s sll

Bringt man den zweiten Term auf den gemeinsamen Nenner k°, so erhilt man den Zihler
nk® —n+s—nk" " +nk 2 —nk 2 +nk* 3 ... ~nk? + nk -nk +n—(s-1)-1

=nk® —nk*1+1 (Teleskopsumme).
Dabher fiihrt der s. Riickwirtsschritt zu

1 1 nk*—nk*1+1 nk*—nks2 41 nk—n+l)

FEMTA K K K

\—

n—-s 51

SchlieBlich haben wir fiir s = n
(nk" —nk" 41 nk™ T —pk" 2 41 nk—n+1)

’ gresy

k" k" k"
- n-1
(nk" - n) +n
In der Tat betriigt die Summe der n Terme ——kn—— =n.

Vgl. die Beispiele des Autors: n=3,k=2: E,l,i B opn=4k=3: m,ﬁ,é’i
8 88 81 81 81 81

Kap. 158
(Ein wohlbekanntes Problem mit einer bemerkenswerten Losungsmethode)

3 Minner haben Gulden ().

Der erste sagt zu den anderen: Gebt mir % von eueren @ and 5 ¢ dazu. Dann habe ich
das Dreifache euerer @ zuziiglich 4 .

Der zweite sagt zu den anderen: Gebt mir % von eueren ¢ and 3 ¢ dazu. Dann habe ich
das Vierfache euerer @ abziiglich 5 .

Der dritte sagt: Ich habe % euerer @ zuziiglich 5 @.

Wie viele Gulden hatte jeder?

Dieses wohlbekannte Problem der Unterhaltungsmathematik'* fiihrt auf ein lineares Glei-
chungssystem (3x3-System).

" Diesen Fall findet man auch in friihen deutschen Rechenbiichern, z. B. bei JOHANNES WIDMANN (1489) und
CHRISTOFF RUDOLFF (1525) — s. TROPFKE (1980, S. 647 £.).
"'s. TROPFKE (1980, S. 609-611)
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@ x; +§(x2 +x3)+5=3(§(x2 +x3)—5)+4
(2) X9 +%(x1 +x3)+3=4(%(x1 +X3)—3)—5

3 X3 0= %(xl +X3)+5

Der Autor verfolgt eine bemerkenswerte algebraische Lésungsmethode, die sich auf eine
einzige Variable beschrinkt.

Er wihlt den Ansatz, dass die drei Ménner zusammen x v besitzen, d. h.

(4) x1+xy+x3=x.

Wir wollen die wesentlichen Losungsschritte des Autors in unserer Terminologie
wiedergeben und beschrinken uns dabei auf seine Auswertung von (1).

Sei
1 2 .
(5) x1'=x1+§(x2+x3)+5, x2’+x3'=§(x2+x3)—5 mit

x1'+x2'+x3'=x1 +x2 +X3 =X
a) Anngherung: x, =3(x,'+x3") impliziert x,": (x,' +x5')=3:1.
Der Autor erhilt x,'= %x, Xy +x4' = %x.
b) Korrektur: Statt dessen gilt x;'=3(x,'+x4')+4. Daraus ergibt sich
(k) =4):(xy'+x3)=3:1 und x{~4= %(x—4), Xy +x3 = %(x—4). Somit ist

3 1
6) x/==x+1, x,)/+x7=—x-1.
6) x 2 2¥x3'=7

¢) Situation vor der Ubergabe von 5 v:

Sei
(7) xl"=x1'—5, XZH+X3”=x2’+X3’+5 mit xl”+X2H+X3"=x gema.B (5)
Mit (6) folgt
®) x{"==x-4, x,"+x3"=~x+4

Andererseits gilt gemilB (5)

" 1 " " 2
©) x =x1+§(xz+x3), X3+ X3 =§(x2+x3)-
: 2 2 1 : .
Mit (4) folgt aus (8) and (9) g(x—x1)=§(x2 +x3)=Zx+4 mit dem Ergebnis
(10) x1=§x—6.

Nach derselben Methode erhilt der Autor aus den anderen Gleichungen (2) and (3):

Q
4
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(10" x2=§x—8 10" x3=§x+3

Im Hinblick auf (4) fiihrt die Addition auf die Gleichung x = lgx—l 1, die der Autor 16st:

x=173 zieht x; =5, x, =2E, X3 =10i nach sich.
5 25 25

Kap. 162 (Loschen einer Schiffsladung)

3 Miinner wollen eine Schiffsladung léschen.

Wenn der zweite und der dritte 7 Tage arbeiten, beendet der erste die Arbeit in 3 Tagen.
Wenn der erste und der dritte 8 Tage arbeiten, beendet der zweite die Arbeit in 4 Tagen.
Wenn der erste und der zweite 6 Tage arbeiten, beendet der dritte die Arbeit in 2 Tagen.
Wie viele Tage benotigt jeder von ihnen, wenn er die Ladung allein léschen miisste?

O\OOUJ:-'
N AN
N 00 | W

Tabelle im Text
Ansatz des Autors: 1 Tag(esleistung) des zweiten = x Tages(leistungen) des ersten

Mit den Bezeichnungen TL(n) fiir die Tagesleistung des n-ten Mannes (n = 1, 2, 3) and GL fiir
die insgesamt zu erbringende Leistung erhalten wir das folgende lineare Gleichungssystem:

(11) (B+7x) TL(1)+7 TL(3)=GL
(12) (8+4x) TL(1)+8 TL(3)=GL
(13) (6+6x) TL(1)+2 TL(3)=GL

Wenn man 1 TL(1) als Einheit betrachtet, bleiben die Variablen x, TL(3) und GL zu bestim-
men.

Ein Vergleich von (11) mit (12) fiihrt den Autor zu

(14) 1TL3)=(-5+3x) TL(1)."

Diese Gleichung multipliziert er mit 7 und substituiert (1 1) mit dem Ergebnis

(15) (28x-32) TL(1)=GL.

Eine weitere Substitution von (14) in (13) fiihrt zu

(16) (12x-4) TL(1)=GL.

Jetzt bildet der Autor die Differenz der linken Seiten von (15) and (16):
(28x-32)—(12x—4) = 16x-28.'6

Danach 16st er die Gleichung 16x=28: x = l%

1Ganz selbstverstindlich geht er mit negativen Zahlen und Termen um. Der Term in Klammern lautet bei ihm:
napd e’ xoi ¥’ mpdypata (weniger S und 3 prdgmata)

"%mit den Worten des Autors: X1’ mpdyuata napd AR’ mapd 1’ mpdynata napa 8 €oti 15 mpdypata nopd
Pn’. (28 prdgmata weniger 32 weniger 12 prdgmata weniger 4 ist gleich 16 prdgmata weniger 28.)

10
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Gemail seinem fritheren Ansatz und im Hinblick auf (14) erhélt er
1
a7n 1 TL(2)=1% TL(1), 1 TL(3)=Z TL(1)

mit der Folge
(18) 7TL(1)=4TL(2)=28 TL(3).
Nun zeigt sein Vergleich von (18) beispielsweise mit dem 1. ,,Dienst“ (3 /7 /7):

3 7 7 3 7 7)
-2, ~. 2)+—-28 TL(3) = | =+—+— |7 TL(1
GL - 7TL(1)+4 4 TL(2) 58 3) (7 i o5 (1)

= 2%-7 TL(1) = 2%-4 TL(2) = 2%28 TL(3)

Damit kommt er schlieBlich zur Losung

(19) GL=17TL()= 9% TL(2) =68 TL(3).

Er vergleicht (18) auBerdem noch mit den anderen ,,Diensten®, (8 / 4 / 8) bzw. (6 / 6 / 2), und
auf diege Weise vergewissert er sich, dass sein Ergebnis richtig ist.

Der Autor weist hier seine Fahigkeit nach, 3x3-Systeme linearer Gleichungen nur mithilfe
einer expliziten Variablen zu 16sen. Wir begegnen der Vergleichs-, der Subtraktions- und der
Substitutionsmethode. Dabei geht er vollig unbefangen mit negativen Zahlen und Termen um
und benutzt das Wort mopd (pard) fiir ,,minus*. '

Dieses Leistungsproblem ist wegen seiner Kombination von gleichzeitiger Arbeit und Folge-
arbeit besonders reizvoll. Hier wird nicht die sonst iibliche Frage gestellt, in welcher Zeit die

Ladung geldscht wird, wenn alle drei gleichzeitig arbeiten (hier: 5 % Tage) .

Eine “leichtere Methode”

Der Autor behauptet:

Wenn die Spaltensummen im Diagramm gleich sind, kann man die Losung unmittelbar able-
sen.

Wir sehen, dass die Spalten im obigen Diagramm die gemeinsame Summe 17 haben, aber im
Allgemeinen miissen diese Summen nicht gleich sein. Dies zeigt z. B. folgendes Diagramm
mit den Summen 6 oder 5:

(Hier erhalten wir GL =9 TL(1) =9 TL(2) = 3 TL(3).)

W = N
— N W

W N =]

Der Autor belegt seine Behauptung u. a. an folgendem Beispiel:

Ohne jede Rechnung gibt er hier das korrekte Ergebnis an:

1. {2.]3. 3
317 17 GL=20TL(22)=80TL()= 117 TL(3)
g g g (Ausgehend von GL = 20 TL(2) kénnen die entsprechenden Bezie-
hungen zwischen GL und TL(1), TL(3) nicht direkt verifiziert wer-
2 202020 den, sondern hierfiir ist noch ein System von — allerdings nur noch

"7 TROPFKE (1980, S. 578-581) fiihrt bei den Leistungsproblemen nur diesen leichteren Typ an.
11
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zwei — linearen Gleichungen zu losen.)
Aber der Autor erkldrt nicht, warum ausgerechnet 7L(2) die Spaltensumme als Faktor hat. Ist
dasselbe auch mit den anderen TL méglich? Und wenn ja, wie trifft man die richti ge Wahl?

Tatsdchlich ist ein Gegenbeispiel leicht zu finden:

213 Die Rechnung fiihrt zu

2. 7' 7. GL = 21% TL(1) = 8% TL(2) = 85 TL(3)

Z g ? mit Faktoren, die alle von der Spaltensumme 17 verschieden sind.
X 1717 17

Wir wollen das vorliegende Problem allgemeiner untersuchen:

1. | 2. | 3. Sei 1 TL(2) = x TL(1), 1 TL(3) = y TL(1) mit der Einheit 1 TL(1),
2 la- la d.h. 1 TL(1):=1.
b] " 2 " 2 Aus dem Diagramm entnehmen wir das Gleichungssystem
1 | b2 | by
€y |€1 | €2 aytay(x+y)=GL
> d d d (20) by (1+y)+by x=GL

ci(l+x)+c, y=GL

mit der zusétzlichen Bedingung

21) ay+by+cy=ay+by+cy=a,+b;+c, =d.

Addition der linken und der rechten Seite von (20) fiihrt zu
(22) d(1+x+y)=3 GL.

Nach (22) erhalten wir a, (1+x+ y) = % GL, und mit der 1. Gleichung von (20) folgt

(23) [%’2—— )GLzaz—al.

Damit wird eine Fallunterscheidung erforderlich:

@) Aus 3a, =d folgt a; =a, und nach (21) b, =b;,c, =c;.
Dies fithrt wegen (20) zu @, =b; =c¢; =a, =b, =c,. Das System (20) reduziert sich auf
eine einzige Gleichung, nimlich a, (1+x+ y) = GL, die mit konstanten a, und GL unter-

bestimmt ist. Um die Behauptung des Autors niher zu priifen, setzen wir GL = d TL(),
i=1oderi=2oderi=3,d. h.esgilt GL=3a, oder GL=3a,x oder GL =3a;y. Dies
ist nur fiir x+y=2 bzw. 2x~y=1 bzw. 2y—x=1 erfiillt, also nicht allgemein.
B) 3a, #d fiihrt zu
(a 2~ al ) d
3a,-d
Um x, y zu berechnen, greifen wir auf die 2. Gleichung von (20) und wieder auf (22) zu-
riick: Nach Eliminierung von x erhalten wir

29) (y=b;) (1+) == (d=3by) GL

(24) GL=

12
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Offenbar fithrt b; =b, wieder auf den Fall o). Fiir b; # b, ergibt sich

(26) 1+y =ﬂ GL,
(by-by)d
zusammen mit (22) also x= 31’1——‘1 GL.
(by—-by)d
Nun liefert (24) und a, -a; = b; -b, gemiB (21)
3b;—-d
27 x= .
3a,-d
In gleicher Weise erhélt man aus (26), (24) und a,+by=d—-c, gemiB (21)
(28) y=1"2
3a,-d

Auf dem Hintergrund von (24), (27) und (28) sind wir nun in der Lage, Kriterien fiir
GL=dTL(i),i=1,2,3,d.h. fiir GL =d oder GL = dx oder GL = dy, anzugeben.

Es gilt

(29) GL =d genau dann, wenn d = a; +2a,.
(Summe aus der 1. Zeile im Diagramm)

(30) GL = dx genau dann, wenn d =35, — a+ay bzw.d =2b; + b, (gemiB (21)).
(Summe aus der 2. Zeile im Diagramm)

(31) GL =dy genau dann, wenn d =3¢, —a, +a; bzw. d = 2¢1 +c¢, (gemiB (21)).
(Summe aus der 3. Zeile im Diagramm)

Resultat:

Wenn die Spaltensummen im obigen 3x3-Diagramm den gemeinsamen Wert d mit d #3a,
haben'®, dann gilt fiir i=1, 2, 3

GL = d TL(i) genau dann, wenn die Summe aus der i-ten Zeile im Diagramm ebenfalls gleich
d ist.

Bemerkung:

In beiden Beispielen des Autors sind die Spaltensummen jeweils gleich (17 bzw. 20).
Beim ersten ist (nur) die Summe aus der 2. Zeile ebenfalls 17, und es gilt GL = 17 TL(1).
Beim zweiten ist (nur) die Summe aus der 2. Zeile ebenfalls 20, und es gilt GL =20 TL(2).

Kap. 163 (Eine Bewegungsaufgabe)"’

Zwei Wanderer brechen zur selben Zeit auf, der eine (4) geht von Florenz nach Rom,
der andere (B) geht von Rom nach Florenz. Die Entfernung betriigt ungefihr 200 Mei-
len.

A geht am ersten Tag 1 Meile, am zweiten Tag 2 Meilen usw.

'® Letzteres bedeutet: Unterschiedlich bezeichnete Zahlen im Diagramm haben nicht denselben Wert,
** Vgl. TROPFKE (1980, S. 588-598), insbesondere S. 590, “Typ B b)".

13
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B geht tiglich 10 Meilen.
Wann und nach wie vielen Meilen treffen sie zusammen?

Autorenl6sung:

Sie gehen 12 oder 13 Tage (ohne Begriindung!), also gehen sie (12 + x) Tage.
In dieser Zeit geht B (120 + 10x) Meilen.

Nach 12 Tagen hat 4 % -12-13 Meilen = 78 Meilen zuriickgelegt, aber weil es sich um

(12 + x) Tage anstatt um 12 Tage handelt, geht er (12 + x) x Tage zusitzlich. (1)
Daher geht 4 insgesamt (78 +12x + x2) Meilen.

Die weitere Rechnung:

120+10x + 78 +12x + x% =198+ 22x + x> = 200

Daraus folgt 2 =22x+x% mit der Losung x=+/123-11 und 12+x=+/123 +1z1222701.

Daher treffen sie sich nach ungefihr 12 —222% Tagen.

B legt bis zum Aufeinandertreffen 10 (\/123 + 1) Meilen »~ 120% Meilen zuriick, woraus
fiir 4 folgt, dass dieser bis zum Treffpunkt etwa
200— 120—2@ Meilen = 79£ Meilen gelaufen ist.
221 221

Der Autor macht noch eine Gegenprobe:
A geht (78 +(12 + x) x) Meilen mit x =+/123 -11.

Daher geht er (190—10\/123) Meilen ~ (190—110%%) Meilen = 79% Meilen in

Ubereinstimmung mit obigem Ergebnis.

Verallgemeinerung:

Wir nehmen £ anstatt 10 Meilen fiir den Wanderer B, d anstatt 200 Meilen fiir die Entfernung
der beiden Stidte.

Das Aufeinandertreffen der beiden finde nach (n+ x) Tagen (0 < x <1) statt.
Somit verwendet der Autor die Wegegleichung

(Au) %n(n+1)+x(n+x)+k(n+x)=d (d=200,k=10; n=12, x= /——123_11z227(>1)

AnschlieBend stellt er weitere Aufgaben desselben Typs vor und probiert zwei andere
Methoden fiir die Behandlung des letzten Tages aus — die “falsche Linearisierung” (fL), d. h.
die Linearisierung des n-ten Tages, sowie die “richtige Linearisierung” (rL), d. h. die Lineari-
sierung des (nt+1)-ten Tages.

Diese Probleme 16st er nun ohne Algebra. Wir wollen hier nur die Losung des Autors mithilfe
(rL) ohne seine Wegeberechnung vorstellen (in allgemeinen Termen).

Nach n Tagen haben die beiden Wanderer insgesamt %n (n+1)+kn Meilen zuriickgelegt.

o
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Ihr Abstand voneinander betriigt noch d — % n(n+1)—kn Meilen. Wenn sie noch den ganzen

(n+1)-ten Tag gehen wiirden, dann wéren (n+1+k) Meilen anstatt d —%n (n+1)—kn Mei-
len zu addieren. Deshalb bendtigen sie vom letzten Tag nur noch den Anteil
d—%n(n+l)—kn d—ln(n+l)-—kn

, und ihr Aufeinandertreffen findet nach n+ Tagen
n+k+1 n+k+1

statt.
(Man vergleiche diesen Wert mit n+x, in der Gleichung fiir (rL) weiter unten.)

Ohne Begriindung schreibt der Autor, dass die Methode gemiB (rL) richti g sei, die Methoden
(Au) und (fL) hingegen seien falsch.? '

Wir wollen nun noch Interpolationsmethode (I) hinzunehmen und die vier Wegegleichungen
miteinander vergleichen. Das Aufeinandertreffen der beiden Wanderer finde nach

(n+x;) Tagen, 0< x; <1, i=1,...,4, statt:

(rL) %n(n+1)+(n+1) x +k(n+x)=d

4)) %(n+x2) (n+xy+D)+k(n+x)=d

(Au) %n(n+l)+x3 (n+x3)+k(n+x3)=d

(fL) %n(n+1)+nx4+k(n+x4)=d

Fiir d =200, k =10 erhalten wir
n=12 und x =2_23’ ) =%(V2041—45), x3 =123 ~11, x4=1—11.

Allgemein ldsst sich zeigen: x; Sx, Sx3 < x4
Dartiber hinaus gilt:
Wenn zwei x;,x ; (1=4,j<4,i# j) gleich sind, dann verschwinden x; und x;.

In diesem Fall treffen die Wanderer nach genau n Tagen aufeinander, d. h. es gilt sogar
X1 =Xy =X3 =X4 =0.

29 Daher hat er auch seine vorherigen Ausfithrungen durchgestrichen.
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Der Autor auf der Suche nach der richtigen Losung seiner Bewegungsaufgabe von Kap. 163 (fol. 97%)
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EQUATIONS THROUGH HISTORY — HER MAJESTY “THE EQUATION”

Jasna Fempl-Madjarevic — Belgrade

»A lesson - how to get to know all unclear, difficult
things, all secrets that objects hide in them ...

From Ahmes’ papyrus containing the problems which
are solved today by first-degree equations!

INTRODUCTION
In the past:
An enigma about the length of Diophant’s life — (L)
One-sixth part of his life Diophant spent as a boy, and one-twelfth part as a young man!
Before marriage, Diophant spent one-seventh part of his life, and after 5 years his son
was born! One half of his life was the length of his son’s life, 4 years he spent suffering
from pain before he died. The answer is very easy thanks to Her Majesty — the Equation
— even the linear one.

L=ax+b

The equation — a notion which confuses a mathematical layman and excites a
mathematical connoisseur. Although devoid of both conceptual and denominative
notation and form, equations were also present in the »childhood“ of mathematics,
algebra in particular (ancient Chinese used to solve the systems of linear equations with
the abacus, as did the Egyptians and the Babylonians who had developed methods for
solving both the linear and some quadratic equations — quadratic equations were also
solved by ancient Greeks, much credit particularly goes to Diophant for the development
of various types of equations with one, two or more unknowns, and for working with the
so-called equations. Let us recall that the Greeks did not solve equations with negative
numbers or with zero. That is why the story about , Her Majesty the Equation® as a notion
(which is common for all types — all are »exceptional“ for the areas which, if possible,
they dominantly represent and describe) is unbreakably linked with the history of
mathematics and its development through centuries, and that story touches upon all
principal mathematical themes and flows. Also, equations allow and provide a specific
insight into what moves and inspires the mathematicians and scientists in general. They
»Shape® the reality in unrepeatable mathematical way — to express with an equation a
certain ratio or event from reality, space and time often means extraction of hidden
information and ratios understandable only to those »dedicated” to their solving or to the
solving of systems! Anything ,,given by equation” is also frequently an answer to the
most intricate questions of nature. Let us not forget that nature is our inspiration and that
one finds in it the most perfect forms — and equations are precisely a mathematical
~device” for their explanation. Various practical happenings often get copied to
corresponding equation systems which catch a given problem as if with a specific device.
Here, the dominant role is played by physics which has »the soul and the spine“ of
mathematics — it may happen that with 100 kilos of mathematics we get 5 grams of
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physics. Which mathematics? Naturally, the entire systems of equations (differential,
integral, partial, exponential, logarithmic, trigonometric) is needed; however, solutions
are only possible for some cases, linear and quadratic —higher degree equations are
complicated, while the 5th degree equation, as Abel proved, is unsolvable!. And those ,,5
grams of physics* is often an answer to fundamental questions; however, inversion is also
present. Isn’t the interpretation of the universe grandiose and simple through Einstein’s
famous equation E = mc? , which in extremely simple mathematical way gives the ratio
of the key parameters of nature, and/or their ratios of energy, mass and the speed of light
— eternal cosmic constants and the mysterious light.

In a word, equations connect the fundaments of mathematics — they make the world
global and by diversity they respect each problem individually. Further, they connect the
fundaments of mathematics created as early as by Pythagoras with the most complex
ideas of modern mathematics (naturally, with completely different symbols). They often
create the biggest enigmas in the history of mankind and disclose them thereafter as
something easily understandable and ,within reach®. Equations also allow us to
understand that even the most complex things are essentially very simple; however, this
in no way means that the path leading to such complex things is simple. Let us remember
the variety of equations or systems whose solution is, said by the language of
mathematics, highly complicated because they are using ,hard* mathematics. And when
it comes to their symbol in particular, it is by no means simple. Although many equations
are still ,unsolvable” the attempts made through history to solve them often led or
contributed to the creation of an amazingly valuable arsenal of mathematical techniques
and tools (recently the famous Fermat’s theorem was solved— in 1997 by Andrew Wiles—
X" +y"=2z", for n>2 — there is no solution by integers.

Introduction of the Notion of Unknown Number

Introduction of the notion of unknown number and the symbol for the same can be
taken as a very important moment in the expansion of equations. With the Egyptians it is
a ,heap“ (hay) with a special symbol; the names and symbols of the Babylonians, ancient
Greeks, the people of Central Asia and others are new in terms of their form and other
secondary properties, but identical in terms of their essence. For example, the method
FAN-CHEN appears in old Chinese solutions of linear equations: here, the basic symbols
for given numbers is in the form of a grid and then, on the corresponding columns of the
counting board (the abacus) the necessary subtractions and multiplications of numbers
are made, as well as other operations. All is done mechanically. Evidently, these
operations are similar to matrix transformations, but in the form of the working rule of
the ancient Egypt, Babylon and others.

Here follows an example of a ,false position* used by ancient Egyptians in solving
the problems. It was used for several thousands of years and served as a model to many
nations — this method had ,,won“ not only the space but also the time — it was in

application even in the 18th century. Essentially, it is a method of assumption typical in
modern arithmetic.
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The problem from Ahmes’ papyrus: ,,a heap, its seventh part, the heap entire. To
make 19. Or, said in modern language, — which number increased by its seventh part
gives 197 (x + x/7=19).

Here is the Egyptian logic shown as a table:

\IIH

N =
N
*
(=)

TN
N
=
)
&

s~
[—
N

o0 =

Q=
TNy
00 [

altogether 19

Naturally, there are also other similar examples among which also interesting is the
example of Leontiy Filipovich Magnicky who applies the method of ,two false
positions* to a known problem:

~A pupil’s father asked the teacher how many pupils he teaches, and the teacher
answered that if the number of pupils were twice as many as he currently had plus a half
of that plus the son of the father asking him about the number of pupils, he would exactly
have 100 pupils.

Presently, one would easily get the solution algebraically by applying the equation
x(1+1+1/2+1/4) +1 =100, or arithmetically

(100-1): (1+1+1/2+1/4)=..=36

Also from Ahmes’ calculus, from the Moscow papyrus, the problem marked as the
6™ problem is presented in modern form, and as we will see, in the text are

simultaneously given both the problem and the method determining the solution, as well
as the solution itself:
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»If you are asked about a figure of 12 which has the width which is 3/4 of the
length, you must divide 1 by %. Now take this 12 times | 1, and the result is 16. Now
3

you have to find the number which multiplied by itself gives 16; so, the result is 4 for the
length, and for the width it is % of which, namely, 3,

As we can see, the method is one-sided, it does not offer logical explanations,
there is neither induction not deduction, only a bare sequence is given which has to be
logically followed.

It is a ,working rule“ whose types and the sequence of operations (in this
problem) will serve as a model for other problems of similar nature and structure, and
which were using the Egyptian method which is concrete, without generalization,
abstraction and rules. Such method also appeared elsewhere, in China and Babylon (there
is not a single representative of all rectangulars). Modern solution would be as follows:

A=12,y=3/4 x, x 3/4 x =12..x*=16,x=4,y=3

A great mathematician Mohammed Ibn Musa Al-Hwarizmi (*780 + 850) with his
two major works ,,Kitab al-Jabr va-l-Mukabala® and »Kitab al-djamva-t-tafrik which
reached Europe, exerted a great influence on the expansion of mathematics and,
accordingly, on the solution of equations. He found in the Arabic language excellent
expressions in connection with equations, while in solving linear equations with one
unknown he is quite concrete, i.e. he reduces it to (1) shifting the members from one to
the other side (al-djebr), and (2) the arrangement of similar members (walmukabala). His
methods have a planetary application — it is just a part of merits of the Arabs for the
expansion of mathematics to and in Europe.

Actually, apart from Al-Hwarizmi, enormous credits for the development of
algebra also go to Arab mathematician and poet Omar Hayyam (*1048 + 1131). They
applied equations in many ways and by solving practical problems of , different origin
and type“ they exerted a strong influence on the formation of the attitude of Europeans
towards algebra as universal arithmetic (Newton, Euler, and others), which is a typical
issue even nowadays.

The way of writing the equations similar to their present-day form was introduced
in the 17th century (Vieta, Harriot, Descartes), while the equality sign and brackets have
been in use only since the 18™ century (Euler introduced the brackets).

Finally, the origin and method of solving the systems of linear equations with, for
example, 2 unknowns have their roots in India, China and with the Arabs. They appeared
in Europe only in the 13% century (Leonardo of Pisa — 13% century, Paccioli — 15%
century, Stiefel — 16% century. As systems are also in the focus nowadays, let us mention
that the method of opposite coefficients was the first to appear, and only later the method
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of substitution and comparison. All of the three methods are in Newton’s lectures
(published as a separate book in 1707).

Currently, many equation systems, the linear in particular, and others as well are
solved by computers. Thanks to the ,,prince* of mathematics, Evariste Galois, approach
to the theory of groups and sets differ completely from the one practised in the past.
Nevertheless, the equation still has a leading role in mathematical modeling of the reality.
There are dozens of types of different equations today which are exploited by different
sciences — serving as ,,slaves“. However, the notion of the equation is so important that it
allows to largely replenish and at the same time preserve the famous Al-Hwrazmi’s
sentence by which he finalized all his lectures and statements: ,,The world rests on 4
elements only: the erudition of the sage, the impartiality of the noble, the prayer of the
innocent, and the courage of the brave. If there were no equations, this attitude eroded
by the time would not have support in all its elements.

Jasna Fempl — Madjarevié,
5th Belgrade Gymnasium,
KMM Arhimedes and
Mathematical Institute
e-mail: jasnaf@Eunet.yu
Home address: Vidikovacki venac 27
11000 Belgrade, Serbia
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Influence of computers on teaching geometry
Nada Razpet, Faculty of Education Koper, Faculty of Education Ljubljana

Abstract: Geometry is certainly one of the oldest branches of mathematics
and was taught in all schools from the ancient times. In the old times the main
problems were connected to the use of ruler and compasses when solving differ-
ent construction problems. In modern computer times the contents and methods
of teaching geometry have changed. Computer programs for dynamic geometry
enable interactive investigations of connections between different geometrical el-
ements. Students autonomously use computer programs to search for relations
between geometrical elements. Simultaneously they may check their predictions.
At the end the students can reflect the lesson and by that strengthen gained knowl-
edge. We shall limit our presentation to a study of the influence that the program
Cabri Geometry has to a teaching of geometry in our schools.

Preface

The teaching of geometry has changed trough history or, to be precise, some
things now appear in different form. We will focus on two Slovenian authors
of text books: dr. Fran Moénik and dr. France KriZanié. Computer analysis of

some of their exercises will be discussed as examples of what new technology can
do.

Moc¢nik’s legacy

Mocnik’s text books of geometry were written in German, first translations in
Slovenian language were published sometimes around 1870. Major subjects from
these text books (volumes I and II) for lower grammar school were:

Volume I starts with basics of the geometrical solids, defines the straight lines,
the curves, the segments and the angles. It continues with the angles on skew and
parallel lines, the adjacent, the opposite and the corresponding angles before it
proceeds to the triangles (its characteristics and construction tasks), the quadrilat-
erals (a square, a rectangle, a parallelogram) and the polygons. The next subjects
are Pythagoras’ theorem and transformation of geometrical objects into objects of
cqual areas. Volume ends with the properties of similar figures.

Volume II starts with the circle (a radius, a cord, a centre angle, an angle at
the circumference), relationship between a line and a circle, relationship between
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the two circles, a cyclic quadrilateral and a circle-tangent regular polygon, calcu-
lation of a circle or a circle segment’s (a perimeter and an area). Next, the text
book describes a ellipse, a hyperbola and a parabola followed by plane geome-
try. The main subject of this volume is the use of Pythagoras’ theorem. The last
two chapters cover three-dimensional geometry (relationship between the straight
lines and a plane and relationship between the two planes) and the geometrical
solids such as a prism, a pyramid, the regular solids, a cylinder, a cone, a sphere
and a frustrum of a cone and a pyramid.

Basic terminology is explained in each of the chapters along with descriptions
of geometrical solids and theirs dressmaker’s patterns. Short description of how
to approach each exercise are added to solutions.

Exercises are rather classic: calculation of the triangle’s angles, construction
of the triangles using ruler and compasses. The use of Pythagoras’ theorem and
transformation of the geometrical objects into the objects of the equal areas are
the main tasks in these exercises. Several exercises have a use in everyday life or
have some connection with physics.

An example: Equi-areal triangles.

A given triangle is ABC and a given side of a new triangle is AD. A construc-
tion of a new triangle is as follows: first we connect D and C, then EB || DC.
The new, transformed triangle is ADE. Explanation:

e AFEBC and AEBD have equal areas (they share one side and the altitude).
® DABE -+ DEBD = DADE

® DABE + PEBC = PABC

® DABC = PADE

In the book of geometry for “young townswomen” many patterns are added
(Geometric morphology). Girls were constructing them by ruler and compasses.

In the last section of the book the general properties of transformation is given
(translation, rotation and dilation). The dilation (enlargement) were important (for
girls?) to cut out the proper size of a dress.
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In later text book for grammar-schools (around 1957) the authors added some
sections like how to draw a clear figure in three-dimensions and how to inscribe
one geometrical figures into other (or to circumscribe a geometrical figures about
other).

To the end of seventies geometry classses in the middle school began with
the classic Euclidean geometry. Students learned axioms and theorems and used
them to prove relationships between the geometrical objects. The same subjects
were also studied in elementary schools, however in middle schools, trigonomet-
ric identities and logarithms were added. Grammar schools included coordinate
geometry problems such as finding the equation of the tangents and the normals
to the given curves at a given point, finding the intersection between a parabola
and a line and so on. Like in all geometry classes, construction tasks with ruler
and compasses were standard exercise.

The dr. France KriZanic¢ text books

A school reform (one of the many later reforms) in the early 1980’s resulted in
new text books. Dr. France KriZani¢ introduced geometry through the Euclidean
vector space. This was a challenge for students who now had to approach tasks
using vectors and scalar (and vector) products of two vectors. But, another reform
came and the old Euclidean geometry with less strict axiomatic approach was
reestablished in schools.
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The proof of the theorem in a right-angled triangle (from the KriZani¢’s first
book).

Cabri Geometry

Formal Euclidean geometry has been very difficult for students, because they were
given theorems to learn and apply them to mostly meaningless problems. The use
of computers with appropriate software such as DERIVE and Cabri Geometry
has changed the way of learning and teaching geometry. In the beginning, these
programs run in DOS environment but today they are mostly used in Windows
operating system.

What are the capabilities of geometry software?

It allows the exploration of any aspect of mathematics capable of a geometric
interpretation. This includes properties of the triangles, the circles, the polygons
or curves and their relationships, rotation, transformation, projections and dila-
tion. Software enables automatic measurement of the segments, the angles, the
polygons perimeters and the areas. It provides new opportunities for the interac-
tive generation of the loci (the locus is the path followed by a dependent point
related to some other independent point which is itself constrained to move on
predetermined path). We can use it for examples: in the heuristic phase of solv-
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ing construction task, when we verify the construction results or when we like to
construct the conics. The possibilities to define macro-construction as a graphic
function enable to spend less time for future construction.

The teaching of geometry has changed in the last few decades. Construction
tasks with ruler and compasses have almost dissapear. Computer programs en-
able students to solve construction problems and to work on open-ended tasks.
It is easear for students to prove the theorems because they can verify the rela-
tion between objects first and then connect the relation with the axioms and theo-
rems. The coordinate geometry task can also be solved by students in elementary
schools, because the intersection of curves (subject not covered in elementary
schools) can be calculated with program. By using ruler and compasses, some
difficult tasks take too much time to solve them in designated time, the use of
computers allow students to tackle more demanding tasks then previously. Con-
structions can also be saved and used later.

Here is an example on the use of Cabri Geometry for solving a task from
Mocnik’s text book.

The triangle DBP can transform into a triangle BDT. We vary the position
of a point P along the segment CT and measure the respective area. It is constant.
WHY? Because the segment BP is parallel to CD so the altitude of the triangle
with base PD is constant.

We end our list of application with the following task: Two squares are in-
scribed in an equilateral triangle with the base c, the altitude v and the angle o
(the figure bellow). The point P € AC could be move along the side. It is easy to
see, that the sum of the bases of two squares is constant.

We would like to know, when the sum of the areas of the both squares is
minimal. Let be the sum of the two bases of the square t

t=a;+b b1=t—a1 = a%—|—(t—a1)2=p,
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where p is the sum of the areas of the two squares. How the sum of the areas is
related with the side a;?
2, 42 2 2 2 tyo , 1
p=a;+1t°—2ta; +af p=2aj—2ta; +1 =2(a1—§) +5
The sum is a quadratic function of a;. This relation can be discovered with
using the loci function. The graph of p(a;) is a parabola. The least value of p(a1)
is in the vertex T'(¢/2, t2/2).
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The sum has least value when:
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Conclusion: the two squares are congruent. The common side is on the alti-
tude of the triangle.

We can see (and calculate) that the largest inscribed square has one vertex on
the side AC' and one on the side BC and the smaller square is inscribed beside
the big square on the left or the right side of the triang]e.

The calculation is hard for elementary school students, but the hypotheses can
be formed and tested visually and numerically using computer software. Using
computer software, Euclidean geometry can be made easier to understand by ele-
mentary school students.
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Stabilitit und Wandel: Vergleich von Entwicklungs-Mustern fiir eine
Geschichte mathematischer Lehrbiicher seit der Antike.

Gert Schubring

Kurzfassung

Thomas Kuhn hat den Lehrbiichern eine wesentliche Funktion in der Wissenschaftsentwicklung
eingerdumt, allerdings beschrinkt auf die Phasen "normaler" Wissenschaft. In der Tat gibt es in der
Mathematikgeschichte bemerkenswerte, auch kulturiibergreifende Beispicle einer hohen Stabilitit
von Lehrbiichern. Andererseits waren es aber in der Mathematikgeschichte auch immer wieder
Lehrbiicher, die Wandel eingeleitet haben. Es ist gerade dieses Spannungsverhiltnis von Stabilitit
und Wandel, das Aufschluss tiber die Funktion von Lehrbiichern in unterschiedlichen Kontexten gibt
und das im Vortrag dazu benutzt werden wird, um charakteristische Phasen der Entwicklung der
Mathematik voneinander abzugrenzen.

Moderne ,,Klassiker*

Mathematik-Lehrbiicher bilden offenbar Paradigmen fiir Klassiker, fiir Stabilitit in der
Lehrbuch-Produktion, wo Generationen von Lemenden mit dem gleichen Lehrtext
konfrontiert sind. Zunichst méchte ich einige eindriickliche Beispiele fiir solche Stabilitiit
zeigen, bevor ich zu der Diskussion iibergehe, wie Wandel in diesen Bereich der Stabilitit
eindringen kann.
Ein solches Beispiel aus Deutschland ist die Aufgabensammlung von Ernst Bardey (1828-
1897), die zuerst 1875 erschienen ist, und von der es 1925 - nicht gerechnet die vielen
regionalen Ausgaben und Uberarbeitungen die 33. Auflage gab:
Dr. E. Bardeys Aufgabensammlung: methodisch geordnet; mehr als 8000 Aufgaben enthaltend
iber alle Teile der Elementar-Arithmetik, vorzugsweise fiir Gymnasien, Realgymnasien und
Oberrealschulen. Alte Ausg., 33. Aufl. (Leipzig: Teubner, 1925).
Ein weiteres klassisches Beispiel aus Deutschland ist die Aufgabensammlung von Eduard
Heis (1806-1877) - zuerst 1838 erschienen, als der Autor noch Lehrer in Aachen war. Spéter
war er Mathematikprofessor an der Akademie in Miinster. 1900 erschien bereits die 101.
Auflage:
Sammlung von Beispielen und Aufgaben aus der allgemeinen Arithmetik und Algebra; in
systemat. Folge bearb. fiir Gymnasien, Realgymnasien, Oberrealschulen u. Gewerbschulen von
Eduard Heis. - 99.-101. Aufl. (K6ln: DuMont-Schauberg, 1900).
Ein besonders bemerkenswertes Beispiel ist die Elementargeometrie von Andrey Petrovich
Kiselev (1852-1940): deren erste Auflage erschien 1893, noch im zaristischen RuBland. Nach
der Oktoberevolution blicb das Buch ein Klassiker und wurde in den Schulen der
Sowjetunion bis zu den 1960er Jahren benutzt, als es von der Modemisierung des
Mathematikunterrichts verdringt wurde. Aber in den 1990er Jahren wurde es wieder populér -
1996 erschien eine neue Auflage, basierend auf der Ausgabe von 1931!
Kiselev, Andrej Petrovic: Elementarnaja geometrija: kniga dlja ucitelja. (Moskva:
Prosvescenie, 1996).

Historische ,,Klassiker*

Diese recht modemnen Reprisentanten von Stabilitit kann man erginzen durch noch
wesentlich langlebigere und noch stirker international verbreitete Lehrbiicher:

- die Elemente der Geometrie, von Euklid, ca. 300 v.uZ., und als Gegenstiick zu diesem
Jahrtausende hindurch wirkungsvoller Klassiker in Europa
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- fiir China Jiu Shang Suan Shu, von einem unbekannten Autor, um ca. 200 v.u.Z., zumeist
iibersetzt als Nine Chapters of Arithmetic. Da aber sowohl arithmetische Methoden dargestellt
werden, als auch deren Anwendung in der Geometrie, kénnte man den Titel besser als "Neun
Kapitel des Sachrechnens" iibersetzen.'

- Diesen beiden Paradigmen der Stabilitit méchte ich noch ein Beispiel aus der arabischen
Zivilisation an die Seite stellen:

Miftah al-Hisab, von Jamshid al-Kashi (ca. 1390-1450), von ca. 1440: Der Schliissel zum
Rechnen (oder besser: zum Sachrechnen). Dieses Buch ist nicht eigentlich ein klassisches
Lehrbuch geworden, da es ein umfangreiches Handbuch darstelit, das praktisch das bekannte
Wissen der elementaren Mathematik enthilt, jedoch hat sein Titel die Lehrbiicher in
zahlreichen Kulturen zur Ubernahme des Titels "Schliissel” angeregt.

Die genannten Beispiele belegen das durchgingige Muster von hoher Stabilitét; es ist schwer
zu identifizieren, wie Wandel entstehen kann - jedenfalls wenn mehr als bloBe textliche
Redaktionen gemeint sind.

»Normal science” versus ,,Vulgata*“

Solche invarianten Strukturen werden auch gerade von der bestehenden historischen Literatur
bestdtigt. Eine sehr einfluBreiche und wichtige - und mehrfach iibersetzte - einschligige
Studie ist eine Arbeit von André Chervel von 1988. Chervel, Forscher am Service d'Histoire
d'Education des INRP in Paris, argumentiert darin intensiv fiir die Unabhingigkeit der
Geschichte der Schulficher von der Geschichte der Erziehung, da letztere die Inhalte des
Unterrichts ausblendet, zugunsten der implizierten sozialen Prozesse.
Lehrbiicher, als Kernelemente der Geschichte jedes Schulfaches, erfahren durch den Autor
praktisch eine Apotheose. Thm zufolge macht der umfangreiche Bestand an Lehrbiichern das
Phinomen einer ,,Vulgata® in praktisch allen Lehrfichern deutlich:
»Innerhalb jeder Epoche ist der Unterricht, wie er von den Lehrern gegeben wird, im wesentliche
identisch. Alle Lehrbiicher, oder fast alle, stellen dann die gleichen Dinge dar, oder fast die
gleichen. Die gelehrten Begriffe, die benutzte Terminologie, die Einteilung in Abschnitte und
Kapitel, [...], sind identisch, bis auf einige Varianten (Chervel 1988, 95; meine Ubers., G.S.).
Den jeweiligen Grundtypus nennt Chervel die Vulgata des Schulfachs und erklirt die
Beschreibung und Analyse dieser Vulgata zur Hauptaufgabe des Historikers eines
Schulfaches. Chervel hat aber auch Briiche zwischen Epochen reflektiert. Die Geschichte
cines Schulfaches alterniere oft zwischen Perioden der Stabilitit (,paliers) und
grundlegenden Verinderungen, ja Umwilzungen. Dann ersetze eine neue Vulgata die
bisherige und begriinde eine neue Phase von Stabilitit, unabhéngig von den unvermeidlichen
Varianten. Die Phasen der Stabilitdt seien voneinander getrennt durch Phasen des Ubergangs
oder der Krise, in der die bisherige Lehre Turbulenzen erfahre und in dnen das Alte und das
Neue nebeneinander bestehen. SchlieBlich setze sich aber ein Lehrbuch als dominierend durch
und bestimme, was jetzt die neuen, anerkannten Methoden sind. Es definiere jetzt die neue
Vulgata (ibid.).
Chervel hat also versucht, sowohl Stabilitit wie Wandel und deren Verhiltnis zu reflektieren
— unter evidenter Nutzung von Thomas Kuhns Begriffen des Paradigmas, der normal science
und der wissenschaftlichen Revolution, allerdings diese Ausdriicke ersetzend durch die
theologisch geprigten der Vulgata.

! Die Neun Kapitel sind vor kurzem in einer vorziiglichen und umfangreich kommentierten Edition

erschienen: Les neuf chapitres : le classique mathématique de la Chine ancienne et ses commentaires . - Bd.
critique bilingue, nouvelle présentation / trad., présentée et annotée par Karine Chemla et al. (Paris: Dunod,
2005). ;
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Chervels Studie hat das Verdienst, systematisch die Reflexion auch auf Umbruchsphase
gelenkt zu haben. Es gibt jedoch keine Hinweise auf Untersuchungen zu mé glichen Ursachen
fiir Umbriiche, fiir ihre Abfolge und fiir die schlieBliche Wendung zu neuer Normalitit. Wenn
man jedoch nicht an Geschichte als einer blofen Sammlung von Daten interessiert ist,
sondern an einer strukturellen Geschichte, sollte man nicht nur den Ursachen fiir tiefgehende
Umschwiinge nachforschen, sondern auch versuchen, die Strukturen und Muster aufzudecken,
die Stabilitit bestimmen.

Wandel und Kontexte

Fiir eine solche Strukturgeschichte ist Chervels Ansatz allerdings nicht hilfreich, da sich bei
niherer Betrachtung zeigt, daB er nur ein einziges Muster von Entwicklung voraussetzt und
nicht unterschiedliche Muster begrifflich fasst. In der Tat besteht das bei ihm vorausgesetzte
Muster in der franzdsischen zentralistischen Praxis von Unterrichtspolitik. Um jedoch
allgemeinere strukturelle Muster ermitteln zu kénnen, sind Vergleiche zwischen
unterschiedlichen Bildungssystemen und Kulturen erforderlich.

Eine erste Annéherung an iibergreifende strukturelle Muster ergibt sich durch die vorgingige
Systematisierung der Situationen, wo und wie Lehrbiicher genutzt werden. Die Reflexion
dieses Rahmens macht bereits evident, da3 die Funktion von Lehrbiichern im Lehr- und
Lernprozef historisch enorm variiert hat und daB sie von vielfiltigen kulturellen Faktoren
abhéngig ist. Phasen der Normalitit und von ,,Revolutionen® erfolgen daher nicht uniform,
sondern zu unterschiedlichen Zeitpunkten und aus unterschiedlichen Anlissen in den
verschiedenen Lindern und Kulturen. Ein Schema — praktisch ein didaktisches Dreieck - soll
dazu dienen, um die Grundstrukturen und deren Verinderlichkeit zu illustrieren:

Lehrende r Lehrbuch

Lernende r

Benutzung, Rolle und Funktion von Lehrbiichern hingen von einer Vielzahl materieller,
sozialer und kultureller Faktoren ab. In der Tat gab und gibt es zwei Medien im Lehr- und
LernprozeB: das Lehrbuch und den Lehrer.

Wandel der Funktionen innerhalb des ,, Dreiecks*

Dic erste — und bislang zeitlich lingste — Epoche war diejenige vor Erfindung der
Druckerpresse. Lehrtexte waren fiir diese Epoche Manuskripte. Schon weil die Herstellung
bzw. Erhaltung der Manuskripte aufwendig und schwierig war — siehe Keilschrifttafeln,
Papyri oder Palmblitter — existierte zumeist nur ein Exemplar eines Manuskripts fiir eine
gegebene Lernsituation. Und diese Kopie war in der Hand des Lehrenden. Zugleich ist als
allgemeines Strukturelement festzuhalten, daB kulturiibergreifend Oralitit die beherrschende
Form insbesondere auch der Wissenstibermittlung war. Diese Strukturelemente gemeinsam
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bewirkten, da3 der Lehrende das ,,Organ® des Lehrbuchs war, daB also das Lehrbuch das
entscheidende Element im didaktischen Dreieck war:

- der Lehrende diktierte den in Manuskript-Form vorhandenen Text und iiberwachte dessen
korrekte Ubermittlung/Auffassung durch die Lehrenden; er musste nicht spezifisch fachlich
qualifiziert sein;

- die Lernenden mussten das Diktierte memorisieren; ihre Rolle war passiv, aufnehmend.

- das Wissen war statisch; es gab keine Anregung zur Weiterentwicklung. Im Gegenteil ging
es darum, die klassischen Texte korrekt zu tradieren.

- in diesem Sinne fungierte ein Lehrbuch durchaus als Vulgata — aber es waren
unterschiedliche Vulgatae in verschiedenen Lindern. Siehe das Beispiel des Gegensatzes der
Elemente Euklids und der Neun Kapitel, mit ihren gegensitzlichen Methodologien einer
deduktiven Struktur vs. Prozeduren zur Problemlésung.

Die Erfindung der Druckerpresse bewirkte in den Landern, in denen sie eingesetzt wurde,
erstmals strukturelle Verénderungen innerhalb des didaktischen Dreiecks. Das Manuskript
wurde zum gedruckten Lehrbuch und konnte auch in die Hand des Lernenden gelangen.
Dadurch veréinderte sich die Rolle der Oralitit:

- die Lernenden waren nunmehr grundsétzlich in der Lage, nicht mehr nur passiv aufnehmen
zu miissen, sondern anhand eigener Arbeit mit dem Lehrbuch eine aktive Rolle gegeniiber
Lehrbuch und Lehrendem einzunehmen;

- gleichzeitig waren die Lehrenden nicht mehr notwendig dem Lehrbuch untergeordnet; sie
wurden féhig, selbst tiber das zu lehrende Wissen zu arbeiten und dazu auch eigene, neue
Lehrbiicher zu publizieren.

- Insgesamt konnte jetzt gegeniiber der Orthodoxie und Tradition eine Dynamik der
Entwicklung von Wissen eingeleitet werden.

Auf der anderen Seite wurden nunmehr soziale und politische Faktoren wirksam, die solche
Dynamik sich nur in beschriéinkter Weise wirksam werden lieBen. Solange noch kein staatlich
organisiertes allgemeines Bildungssystem bestand, also vor dem 19. Jahrhundert, fehlten die
Voraussetzungen, um den Lehrenden eine eigenstindige Funktion im didaktischen Dreieck zu
ermdglichen.

Charakteristisch dafiir sind die Kollegs/colléges/colegios des J esuitenordens, der
dominierenden Form héherer Schulen in den katholischen Territorien, die dort auch keine
universitire Form der Lehre entstehen lieBen. Dort durfte nur ein zentral vorgeschriebenes
Lehrbuch benutzt werden. Und die Lehrer - Novizen des Jesuitenordens - waren weithin nicht
spezifisch fiir diesen Unterricht qualifiziert. Trotz erheblich eingeschrinkter Rolle der Oralitit
und trotz der Benutzung gedruckter Lehrbiicher hatte auch hier noch das Lehrbuch die
dominierende Rolle inne.

Die Franzésische Revolution — ein Wandel auch der
Lehrbuchfunktionen

Es war schliefllich ein politisches Ereignis, das die erste effektive "Revolution" in Einsatz und
Funktion von Lehrbiichern bewirkte: die Franzosische Revolution von 1789. Ihr erster Effekt
bestand allerdings darin, die Dominanz des Lehrbuchs noch zu verstirken. Da alle colleges
und Universitéten als traditionelle Korporationen aufgelsst worden waren, bestand eine tabula
rasa im Bildungssystem. Man wollte keine neuen Korporationen entstehen lassen und
konzipierte daher keine Institutionen fiir Lehrerbildung. Vielmehr sollten neue,
wissenschaftsorientierte Lehrbiicher, die sog. livres élémentaires, im Sinne der Aufklarung
dic weitere Verbreitung von Vorurteilen verhindern und modernes Wissen unter den Biirgermn

Miesenbach 2006 89



Schubring

verbreiten. Die erste konkret ergriffene MaBnahme war daher 1794 die Ausschreibung eines
concours, zur Erstellung der besten Lehrbiicher fiir insgesamt zehn Lehrdisziplinen. Anhand
der so erwarteten Modell-Lehrbiicher sollten sich Lehrer bilden und Schulen ersffnen (s.
Schubring 1982).

Der concours endete aber mit einem Scheitern: einerseits dauerte die ganze Prozedur
einschlielich Auswertung und Entscheidung dariiber insgesamt zwei Jahre; andererseits war
das Ergebnis des concours emiichternd mager. Da das Bildungssystem nicht solange blockiert
bleiben konnte, wurde 1795 die Ecole Normale gegriindet, als erste Hochschule fiir
wissenschaftliche Lehrerbildung. Fiihrende Wissenschaftler Frankreichs wurden dort als
Dozenten tétig. In revolutiondren Kursen von nur vier Monaten Dauer sollten Lehrer
ausgebildet werden, die in den Distrikten Schulen erdffnen sollten. Das eigentliche Ziel von
Primar%ehrerbildung wurde nicht erreicht, eher der Ausbildung von Lehrern héherer Schulen
(ibid.).

Dafiir realisierten die Wissenschaftler an der Ecole Normale erstmals eine fiihrende Funktion
des Lehrenden, zudem in einer neuen From von Oralitit: Thre Lehre beruhte nicht auf
bestehenden Lehrbiichern, sie schufen vielmehr neue: ihre ganz innovative Lehre diente der
Elementarisierung des modernen Standes der jeweiligen Wissenschaft, dank dessen
Integration in die neu entwickelten Grundlagen des Faches. Die miindlich vorgetragenen
Neustrukturierungen wurden von Stenographen mitgeschrieben - gleichfalls eine
entscheidende Innovation fiir die Umkehrung der Rollen im didaktischen Dreieck! -, gedruckt,
von den Dozenten sofort korrigiert und diese Druckbogen den Studenten schon nach wenigen
Tagen ausgehindigt, so daB sie in Skriptenform wissenschaftliche Lehre als Lehrbuch
erhielten.

Zentralismus versus methodische Autonomie

Diese innovative Praxis war nicht von langer Dauer. Unter Napoleon erfolgte die Riickkehr
zur Dominanz des Lehrbuchs; in der neuen Form eines strikt zentralisierten Sffentlichen
Schulsystems.

Tatsichlich schirfte das Unterrichtsgesetz von 1802, mit dem die écoles centrales aufgelost
und durch die lycées ersetzt wurde, den Lehrern ein, keinerlei andere Lehrtexte als das zentral
vorgeschriebene Lehrbuch zu benutzen:

"Le professeur ne pourra, sous quelque prétexte que ce soit, enseigner d'autres ouvrages" (zit. n.
Schubring 1984, 371).

Zugleich erfolgte ein Wandel der kulturellen und sozialen Werte. Nicht mehr standen die
Mathematik und die Naturwissenschaften in héchstem Ansehen, gemil ihrer Funktion in der
Aufklirung, mit modernem Wissen die préjugés zu bekimpfen - es setzte wiederum eine
Orientierung auf Literatur und das Altertum ein. Das Konzept der livres élémentaires wurde
daher durch das der livres classiques ersetzt.

In dieser Unterrichtspolitik gelang es einem Lehrbuchautor, Sylvestre-Frangois Lacroix
(1765-1843), sich praktisch als den Monopolisten des Lehrbuchmarktes fiir den
Mathematikunterricht zu etablieren. 1803, bei der ersten Festlegung der Schulbiicher fiir ganz
Frankreich, waren nur seine Lehrbiicher fiir Mathematik zugelassen (Schubring 2003, 104).

Mit dieser ersten Etablierung eines &ffentlichen gesamtstaatlichen Bildungssystems differenzierten sich

nunmehr auch Lehrbiicher fiir die Hochschulen und Lehrbiicher fiir das Schulwesen. Auf deren sich
herausbildende strukturelle Differenzen kann hier nicht eingegangen werden. :
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Es ist diese Situation eines strikten Zentralismus, die in Chervels Konzeptualisierung des
Wirkens von Vulgatae vorausgesetzt ist.>

Dieses franzosische Modell des zentralen Vorschreibens eines einzigen Lehrbuchs fiir das
betreffende Schulfach oder -teilfach hat in anderen Lindemn immer wieder eine grofle
Attraktivitit ausgeiibt.® Es war verbunden mit der Leitidee, es sei méglich und erreichbar,
"das beste" Lehrbuch fiir ein Fach zu finden. Diese Leitidee hat sich aber immer wieder als
Ilusion erwiesen.

Ein zu Frankreich ganz kontrires Modell ist im 19. Jahrhundert in Deutschland, und dort
insbesondere in PreuBen praktiziert worden - aufgrund unterschiedlicher politischer, sozialer
und kultureller Bedingungen. Es war insbesondere das Programm der neuhumanistischen
Bildungsreform, das auf dem Imperativ der Selbstitigkeit beruhte, das dem Lehrer an den
reformierten héheren Schulen, den Gymnasien, einen hohen sozialen Rang zusprach, das
eigene wissenschaftliche Produktion forderte und ihm dann den Status eines Gelehrten
zusprach. Die unmittelbare Konsequenz und Anwendung war, daB der Lehrer eine
weitgehende Autonomie im Beruf genoB, daB ihm die "Freiheit der Methode" zustand und
mithin auch die Auswahl des Lehrbuchs.

Es ist nun charakteristisch, da eine groBe Anzahl gerade der guten Lehrer eine eigene
selbstéindige Auffassung sowohl von der Methode wie der Epistemologie der Mathematik
hatten und es demzufolge vorzogen, statt fremde Lehrbiicher zu benutzen ein Lehrbuch nach
der eigenen Konzeption zu verfassen. Tatséchlich ergibt eine vergleichende Auswertung der
Produktion mathematischer Lehrbiicher von 1775 bis 1829 in verschiedenen europdischen
Léndern mit denen in den groBeren deutschen Staaten einen enormen Unterschied zwischen
der Anzahl sogar in Frankreich und der Anzahl in PreuBen alleine aber noch massiver mit der
in allen deutschen Staaten (Schubring 1990, 126).

Diese starken Unterschiede haben durch das ganze 19. Jahrhundert hindurch bestanden (vgl.
etwa Greve/Rau 195x). Aufgrund der so erheblich differierenden epistemologischen und
methodischen Auffassungen der Mathematiklehrer zeigte die grofle Anzahl der Lehrbiicher in
Deutschland in der Tat auch deutliche Unterschiede; sie waren keineswegs mehr oder weniger
identisch. Walther Lietzmann hat die Unterschiedlichkeit der Auffassungen der Mathematik,
die zu der groBen Anzahl publizierter konkurrierender Lehrbiicher fithrte als "mathematischen
Subjektivismus" der Mathematiklehrer kritisiert - eine bemerkenswerte Kritik angesichts der
vielbeschworenen Objektivitit der Mathematik (Lietzmann 1909).

Differenzierungen in den Funktionen

Neben diesem Wandel in den gegenseitigen Grund-Verhiltnissen des "didaktischen Dreiecks"
gibt es weitere Dimensionen in Produktion und Einsatz von Lehrbiichern, in denen Wandel
erfolgen kann - und auch wiederum unterschiedlich in verschiedenen Kontexten.

Eine erste solche Dimension bildet die Erstellung unterschiedlicher Formen von Lehrbiichern
fiir verschiedene Nutzer. Die wichtigste solche Unterscheidung ist die eines eigenen
Handbuchs fiir Lehrer, gegeniiber den Lehrbiichern fir die Hand der Schiiler. Die
Unterscheidung zwischen diesen zwei Formen ist zuerst von Condorcet 1792 vorgeschlagen
worden. Zum ersten Mal realisiert worden ist sie von J. B. Sarret 1794, der damit ein Konzept
Condorcets ausgearbeitet und den Preis fiir Mathematik im concours gewonnen hat
(Schubring 1988a).

} Die verschiedenen Phasen und Formen der staatlichen Zulassung von Schulbiichern in Frankreich im

19. Jahrhundert sind analysiert in Choppin 1986. In der zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts bestand teilweise das
System des "veto", des erst nachtriglichen Ausschlusses von fiir ungeeignet gehaltenen Schulbiichern.

4 Siehe den gescheiterten Versuch von A. L. Crelle 1829, in PreuBlen ein zentrales Lehrbuch
vorzuschreiben (Schubring 1988).
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Dieses neue Konzept ist zunichst auch in Preuflen aufgegriffen worden, mit den Lehrer-
Handbiichemn zu J. A. Matthias' heuristischem Leitfaden von 1813 (1814-15) und zu Ernst
Gottfried Fischers Lehrbuch der Elementarmathematik, 1820-1824. Doch diese beiden frithen
Lehrbuchwerke der neuhumanistischen Gymnasialreform blieben auch die einzigen. Es setzte
sich dann die Meinung durch, da8 solche Lehrerhandbiicher im Gegensatz stehen zur
Autonomie des Lehrers, zu seiner methodischen Freiheit. Die bevorzugte Form in Preufen
wurde eine andere Paarung: ein kurzer Leitfaden fiir die Hand des Schiilers, der mit der
methodischen und epistemologischen Konzeption des jeweiligen Mathematiklehrers
tibereinstimmte, und eine Aufgabensammlung, auch fiir die Hand des Schiilers: da die
Aufgaben relativ neutral waren gegeniiber den Mathematik-Auffassungen, konnten sie mit
den meisten Lehrbiichern zusammen zur Ubung und Festigung eingesetzt werden.

Wandel in der Wissenschaft

Die letzte wesentliche, hier zu besprechende Dimension fiir die Lehrbuchgeschichte und fiir
das Verhiltnis von Stabilitdt und Wandel ist die Auswirkung von Wandel in der Wissenschaft
Mathematik auf die Inhalte von Mathematik-Lehrbiichern. Es ist merkwiirdig, daB diese
Dimension in Chervels Studie weder diskutiert noch iiberhaupt erwiihnt ist. Der Grund ist
offenbar, da8 er eine Unabhingigkeit des Schulwissens postuliert - eine jedenfalls fiir die
Mathematik ganz ungeeignete Auffassung.

In der Tat bildet es eine wichtige und zentrale Herausforderung zu untersuchen, aufgrund
welcher Prozesse Verdnderungen in der Wissenschaft Mathematik sich in der Lehre der
Mathematik niedergeschlagen haben - sei es im Hochschulbereich, oder sei es, insbesondere
seit dem 19. Jahrhundert, in den héheren Schulen -, und wie dabei die Schulmathematik
erginzt oder iiberhaupt rekonstruiert worden ist.

Einen Schliisselgegenstand sowohl fiir die Entwicklung der Mathematik wie fiir die
Architektur der Schulmathematik bildet das Verhiltnis von Geometrie und
Arithmetik/Algebra. Historisch 146t sich diese Grundrelation aufschluireich an der Rezeption
der Proportionentheorie in Euklids V. Buch studieren. Aus einem urspriinglich geometrischen
Konzept zum Operieren mit inkommensurablen GréBen entwickelte sich schlieBlich die
arithmetisierte Theorie der reellen Zahlen.

Im Vortrag wurden die Konflikte zwischen den unterschiedlichen Sichtweisen auf das
Verhiiltnis von Geometrie und Algebra in verschiedenen mathematischen Kulturen am Fall
der divergierenden Rezeptionen von Adrien Marie Legendres (1752-1833) berithmten
Geometrielehrbuch  Eléments de Géométrie (1794) aufgezeigt. Analysiert wurden
insbesondere die Rezeptionen in Frankreich, Griechenland, Italien, England und den USA —
mit dem Ergebnis, daB z.B. in den USA am Ende des 19. Jahrhunderts die von Charles Davies
bearbeiteten Ausgaben kaum noch eine Ahnlichkeit mit dem Original aufwiesen.>

Im Gegensatz zur Auffassung von Thomas Kuhn sind Lehrbiicher jedenfalls fiir die
Mathematik nicht nur der Ausdruck von normal science, sondern durchaus auch von Wandel.
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JOHANN SERASTIAN BACH UND DIE MATHEMATIK

Milo¥ Canak,Beograd

Johann Sebastian Bach/Eisenach 21 Mirg 1685,Leipzig 28 Juli
1750/ war einer der grossten Tonmeister aller Zeiten.Er steht an
der Wende zweier Stilepochen.Seine Kunst stellt eine gewaltige
Synthese der alten polyphonen Musik mit dem konzertierenden Stil
der neuen,in ltalien entstandenen,harmonischegebundenen Musik.Sie
ist der kronende Abhschluss der Epoche linear kontrapunktischer
Vielstimmigkeit,die durch Charakteristik und Logik der Stimmfilh~
rungen und durch kiihne,ausdrucksstarke Harmonik bereichert wird,

Seinen Zeitgenossen war Bach im allgemeinen nur als unver-
gleichlicher Orgelvirtuos bekannt,Die wenigen Werke,die zu sei-
nen Lebzeiten im Druck erschienen waren,wurden hald vergessen.
Erst etwa finfzig Jahre nach seinem Tode wies Forkel auf den
grossen Meister hin.Beethoven bewunderte Bachs Werk "Das wohltem-
perierte Klavier".Abher erst die Auffilhrung der Mathduspassion
durch Mendelssohn in Berlin hundert Jahre nach ihrer Entstehung
/1829/ lenkte die allgemeine Aufmerksamkeit auf Bach.Man erkannte
seine liberragende Bedeutung.Die Unerschopflichkeit der melodischen
und harmonischen Erfindung,der Reichtum der vielgestaltigen Rhyth-
mik,die zwingende Klarheit des formalen Aufhaus,die Grosse und
Tiefe der geistigen Konzeption,haben seinen Schopfungen in der
Folgezeit jene Ausnahmestellung verliehen,die sich in der Bewunde-
rung durch die Musiker aller Richtungen spiegelt,

Die Musikerforscher hahen ausfiihrlich sein Lehen,seine Werke
und seine Bedeutung untersucht.Aber man kann eine andere Frage
stellen:Warum sind die Mathematiker mit Bach so hegeistert und
welche "Mathematik" erfinden sie in seinen Werken?

Viele Verfasser befassen sich mit dem erwdhnten Thema.In die-
sem Artikel macht man einen Spaziergang durch die Literatur iiher
die Zusammenhang zwischen den Werken von Johann Sebastian Bach

und der Mathematik,
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In seinem Buch "Mathematik im Reich der Tone"/siehe [1]/ riht
Eherhard Schriéder eine mathematische Erklédrung des chromatisch-
temperierten Tonsystems,

Als erstes stellt man die Forderung,die Oktave rein zu bhieten.
An einem Instrument /z.B,Klavier/ sind weiterhin innerhalh einer
Oktave zwolf Tonschritte einzubauen,Zwei Tonintervalle sind fiir
unser musikalisches Empfinden genau dann gleich,wenn die Quotien~-
ten ihrer Frequenzen miteinander iibereinstimmen.Andererseits soll
sich die Frequenz- auf zwélf Tonschritte gleich verteilt- verdop-
peln.Beide Forderungen sind erfiillt,wenn der Quotient der Schwin-
gungszahlen zweier henachbarter,sonst heliehig widhlbarer Tine
(1=]£y2; ist,denn es muss gelten q12=

Lgsung fir die Verhéiltnisse der Tonfrequenzen?

2 .50 ergiht sich folgende

/
a b h c

as
1 1\2[3 6\]-2-%2/5 12 25‘5 1\2[2—7 71/.—22 X 23 %-5 1\%—112

was eine geometrische Folge darstellt.

¢ des d es e f fis g

Die ausserordentliche Uberlegenheit des temperierten Systems
liegt jedoch darin begriindet,dass sie den Bau von Instrumenten
fester Tonlage mit optimaler Modulationsfédhigkeit ermoglicht.Bei
den Klaviaturen derart gestimmter Instrumente ist die Tastenan-
ordnung filir die anschlaghbaren Tone so getroffen,dass jede Tonart
technisch spiebhar ist,.

Eine erste Anregung fir die "gleichschwebend temperierte”
Stimmung gab bereits 1482 der Italiener Bartolomg Ramos/um 1440
-1491/ in Bologna in seinem Buch "De musica tractatus".Eine mathe-
matische Ausarbeitung dieses Stimmungsprinzips enthidlt das Buch
"Harmonie universelle" des franzosischen Mathematikers Marin Mer-
senne.Bahnbrechend fir die gleichschwehend temperierte Stimmung
wirkte der Halberstddter Urganist Andreas Werckmeister/1645-1706/
durch sein 1691 erschienenes Buch mit dem umfénglichen Titel:
"Musikalische Temperatur,oder deutlicher und warer mathematischer
Unterricht/Wie man durch Anwendung des Monochordi ein Klavier/son-
derlich die Urgelwerke/Positive,Regale,Spinetten/uﬁd dergleichen

wohl temperiert stimmen konne ....."/siehe[l]/.Johann Sebastian
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Bach trat gleichfalls als Komponist und virtuoser Organist mit
allem Nachdruck fiir das neue Tonsystem ein.Seine Instrumente Kla-
vichord und Spinett waren in entsprechender Weise gestimmt,ermer
schrieb er die beriihmten achtundvierzig Prdludien und tugen fiir
das "Wohltemperierte Klavier",Damit suchte er zu heweisen,dass auf
dem gleichschwehend temperierten Instrument alle Tonarten tech-
nisch spielbar sind,ohne dass dabei ungewollte Dissonanzen in den

Akkorden und Verfadlschungen in der Melodie auftreten.

I1T

Im Buch "Die Zahl e - Geschichte und Geschichten"von E1i Maor
/siehe {2]/ wurde diese Idee durch einen interessanten Parallelis-
mus zwischen der Familie Bach und Bernoulli weiter verarbeitet.

Unausweichlich vergleicht man die Bernoullis mit den Bachs,
Beide Familiendynastien wirkten fast iliher den gleichen Zeitraum
etwa 150 Jahre hindurch.Es gibt aber auch deutliche Unterschie-
de.Insbesondere iiherragt ein einziger Johann Sebastian Bach,alle
anderen Angehdrigen der Familie.,Seine Vorfahren und seine Sthne
wahren alle hegabte Musiker,von denen einige,wie Carl Philip Ema-
nuel und Johann Christian,auch als Komponisten einen Ruf erlangten.
Die liherragende Gestalt von Johann Sebastian Bach stellte sie je-
doch alle in den Schatten.

lm Falle der Bernoullis sind es drei,die iiher den anderen ste-
hen: die beiden Briider Jakob und Johann und der zweite Sohn des
letzteren,Vaniel.Die Familie Bach lebte in Harmonie miteinander:Va-
ter,Onkel und Sohne widmeten sich friedvoll der Musik.Im Gegensatz
hierzu waren die Bernoullis filir ihre erbitterten Fehden und Riva-
litédten bekannt,die sie untereinander,aber auch mit anderen ausfoch-
ten,

Mit Johann Sebastian Bach erreicht die Xra des Barock ihren
Hohepunkt.Gleichzeitig kommt in einem grossen Finale eine Periode
der Musik zum Abschluss,die fast zwei Jahrhunderte gewdhrt hatte,
Die Bernoullis dagegen legten die Grundlagen flir einige neue Gebie=x
te der Mathematik,zu denen die Wahrscheinlichkeitsrechnung und die
Variationsrechnung gehoren,Gleich den Bachs taten sich auch die

Bernoullis als Lehrer hervor und ihren Anstrengungen ist es zu ver-
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danken,dass die gerade erfundene Infinitesimalrechnung auf dem
europdischen Kontinent bekannt geworden ist,

Von den vielen Kurven,die seit der Einfiihrung der analytischen
Geometrie durch Descartes im Jahre 1637 das Interesse der Mathe-
matiker geweckt hatten,nahm die logarithmische Spirale r==eaf}
/Bild 1/einen besonderen Platz ein.Sie war die Lieblingskurve von
Jakob Bernoulli.lhre wichtigste S
Eigenschaft ist folgende:ilésst
man den Winkel §# um gleiche
Betrige wachsen,dann verviel-

facht sich der Abstand r vom
Pol in gleichen Verhdltnissen, //’—\\\

das heisst,in einer geometri- f ) ] ' - x
schen Folge. , K\\\_/////
E,Macr stellt in seinem

Buch die Frage:"Ist irgendein

Mitglied der Familie Bach je-

mals einem der Bernoullis he-
gegnet" und antwortet: Wahr- Bila 1

scheinlich nicht.Im siebzehnten Jahrhundert war eine Reise ein Un-
terfangen,dem man sich nur aus zwingenden Griinden unterzog.Abgesehen
von einer zufédlligen Begegnung wére der einzig denkbare Grund fir
ein derartiges Treffen ein Ubergrosses lnteresse an der Tdtigkeit
des jeweils anderen gewesen,Dennoch dréngt sich der Gedanke auf,
dass ein solches lreffen stattgefunden haben konnte.Und E ,Maor
stellt uns eine mogliche Begegnung zwischen Johann Bernoulli/Jo-
hann I/ und Johann Sebastian Bach im Jahr 1740 vor.Jeder der hei-
den ist auf dem Gipfel seines Huhmes.Bach ist im Alter von fiinf-
undfiinfzig Jahren Organist,Komponist und Kapellmeister an der
Thomaskirche in Leipzig.Ver dreiundsiebzigjdhrige Bernoulli ist

der bedeutendste Professor der Universitdt Basel,Die Begegnung
findet in Nirnberg statt,ungefdhr auf halbem Wege zwischen ihren
Heimatstéddten,Sie fiihren ein Gesprach,wohei Johann Bernoulli iiher
die Eigenschaften der logarithmischen Spirale/Lieblingskurve sei-
nes Bruders Jakob/ spricht.Johann Sebastian Bach erklédrt ihm das
temperierte Tonsystem,Dann ersehen die beiden,dass die logari-

thmische Spirale gleichzeitig dieses Tonsystem heschreibt/Bild 2/,
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Man soll die zwolf gleichen Halbtone v4
darauf eintragen,Um ein Stlck von
einer Tonleiter in eine andere zu
transponieren,muss man die Spirale
so drehen,dass der erste Ton der

Tonleiter auf die x-Achse fallt,.Die

tibrigcen Tone kommen automatisch auf

ihren Platz und man hat wirklich mit '
- Die zwdIl Téne

der gleichschwehend
temperierten Tonleiler
entlang einer logarith-
mischen Spirale

. angeordnet.

einer Art mu$ikalischer Rechenschie-

her zu tun,

Bild 2

Iv

Das Thema "Musik und Mathematik" war Gegenstand des 15.
Salzburger Musikgesprédches 1984 unter Vorsitz von Herbert von
Karajan/siehe [3]/.Die Teilnehmer dieses Ustersymposiums repri-
sentierten ein breites Spektrum von der Musikwissenschaft his zur
Musikinterpretation und XKomposition,von der Mathematik bis zur In-
formatik.,

Mehrmals wurde Bach und seine Kunst der Fuge im Lichte der
mathematischen Musiktheorie erwahnt,In seiner Arheit "Musiktheo-
rie und Mathematik /siehe [4]/ analysiert Rudolf Wille die Unter-
suchungen von Wolfgang Graeser /siehe [5]/ und zitiert ihn:"Bauen
wir einmal ein kontrapunktisches Werk auf.Da hahen wir zunidchst
ein Thema.,Dies ist eine Zusammenfassung gewisser Tone,also eine
Menge,deren Elemente Tone sind,Aus diesem Thema bilden wir eine
Durchfilhrung in irgendeiner Form,Immer wird die Durchfiihrung die
Zusammenfassung gewisser Themaeinsédtze zu einem Ganzen sein,also
eine Menge,deren Elemente Themen sind.Da die Themen selber Mengen
von Tonen sind,so ist die Durchfiihrung eine rMenge von Mengen.Und
eine kontrapunktische Form,ein kontrapunktisches Musikstiick ist
die Zusammenfassung gewisser Durchflihrungen zu einem Ganzen,also
eine Menge,deren Elemente Mengen von Mengen sind,wir kionnen also
sagen:eine Menge von Mengen von Mengen/ [5],Seite 17/" . Zur Veran-
schaupglichung der Graeserschen Begriffshestimmung ist die erste

Notenseite des Contrapunktus I aus Bachs "Kunst der Fuge" als
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.
Mengendiagramm dargestellt, CONTRAPUNCTUS I !
Herbert von Karajan/[}],s.86/ “¥334“ﬂmMN -
: ey
hat gesagt:"Manche,hesonders 4 — =y T =
Bach,haben,ohne es wahrschein- @g&d R EE s ot IEE L ,"255=

lich iiberhaupt zu wissen,ein-

fach von Natur aus dieses Ge-

fiihl gehabt . Wenn Sie die Kunst

der Fuge genauer durcharbeiten,

konnen Sie nicht anders als den- 5 =

ken,dass Bach mit einem unge- ges===

heuren,mathematischen und auch =N - e
zusammenfassenden Geist begabt £ =4 —
war,der ihm das méglich gemacht 25 i) EE gEis=r Ez;g%ﬁi%ﬁ

hat und,obwohl er es nicht ge- =1L = =it =

wusst,sondern nur instiktiv ge- et 2 P
fiihlt hat,ist eben dieses Kunst- =5 t =

werk herausgekommen,Wir haben in 3 =

London eine Fuge von einem Com- jEi=r

puter herstellen lassen.EBEr war
genau informiert iiher die Form-
und die Stimmfiihrungsregeln.Es wurde ein vollkommen richtiges Stiick,
Nur es war keine Musik",

v

In seinem Buch "Geometrie der Tone-Elemente der mathematischen
Musiktheorie"/siehe[6]/ entwickelte Guerino Mazolla eine lokale
Theorie der Symmetrien in der Musik.Eine von dieser Symmetrie ist
die Symmetrie des Krebses,.,Sie ist anschaulich gesprochen die Spie-
gelung des Zeitablaufes an einem hestimmten Zeitpunkt.Die gewohn-
te Form des Krebses betrifft zwei Parameter:Einsatzzeit und Dauer.
Er setzt sich zusammen aus einer Spiegelung in der Einsatzzeit,ge-
folgt von einer Scherung in Richtung Einsatzzeit,welche diese um
die Dauer des gespiegelten Tones vermindert.

Insgesamt definiert man eine Symmetrie KS/= Krebs/ die auf
einen Punkt (E,D) der Ebhene der Einsatzzeiten E und Dauern D
so wirkt/Bild 4/

K (E,D)=(s - E - D,D)
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Als das beste Beispiel wdhlt Mazzola den Krehskanon von Bach

aus dem Werk "Musikalisches Opfer"/siehe [7]/.
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Der bekannte serbische Komponist und Musiktheoretiker D,Des-
pié hat die dreiteilige Monographie "Tonalitédtstheorie"/siehe [8],
[9],[10]/ geschrieben,wo alle relevante Aspekte dieser Theorie
mit verschiedener Beispiele aus der Musikpraxis verarheitet werden.
Ein solches Beispiel ist die Tonalitétsanalysis des Werkes "Ga-
votte en Rondeau" aus der Partita N,3,E-dur fiir Violine solo
/Bild 6/.Die Tonalitdtslinie liegt in einem mathematisch-musikali-
schen Koordinatensystem,wo die x-Achse gleichzeitig die Dauer/in

Takten ausgedriickt/ darstellt.
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Auf Grund dieser Analysis hat M.éanak [1ﬂ alle mathematische
Tonalitdtsparameter ausgerechnet,Die Ergebnisse korrespondieren in

einem grossen Teil mit der musikalischen Realitédt,
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Walshfunktionen und Anwendungen - ein historischer Uberblick

Von Franz Pichler, Linz

1. Einleitung

Der amerikanische Mathematiker Joseph L. Walsh ( 1895- 1973 ) fiihrte im Jahre 1923 ein
vollstindiges orthogonales Funktionensystem fiir den Hilbertraum der iiber dem Einheitsintervall
quadratisch integrierbaren Funktionen ein, das sich durch besondere Eigenschaften auszeichnet

( Walsh 1923). Jede Funktion dieses System ist stiickweise konstant und nimmt nur die Werte +1
und —1 an. Des weiteren ist das System gegeniiber der Multiplikation abgeschlossen und bildet eine
Gruppe, wobei die konstante Funktion mit Wert +1 das Einheitselement ist und jede Funktion zu
sich selbst invers ist. Diese Eigenschaften haben nicht nur in der Mathematik selbst das Interesse
erweckt sondern es sind auch verschiedene praktische Anwendungen, besonders in neuerer Zeit
bekannt geworden. Dabei ist besonders der Beitrag des aus Wien stammenden 6sterreichischen
Wissenschaftlers Henning F. Harmuth zu nennen, der bereits sehr friih die Bedeutung dieses
Funktionensystems, nunmehr allgemein als das System der Walshfunktionen bekannt, fiir die
Nachrichtentechnik erkannte (Harmuth 1969 ).

In diesem Beitrag sollen einige historische Fakten zur Entwicklung der Theorie der
Walshfunktionen und deren Anwendungen in der Nachrichtentechnik behandelt werden, wobei sich
der Autor auf seine eigene Erfahrung dabei beruft. Dazu gab auch schon ein fritherer Artikel
Gelegenheit ( Pichler 1989). Walshfunktionen und ihre Theorie finden auch heute noch das
Interesse in der Mathematik, wie das im Jahre 1990 erschienene Buch iiber ,,Walsh Series, auf das
hier besonders, auch wegen der darin zu findenden historischen Notizen, hingewiesen werden soll

( Schipp 1990). Zum Kennenlernen der verschiedenen méglichen Anwendungen von
Walshfunktionen kann immer noch mit Vorteil das Buch von Beauchamp ,,Walsh Functions and
their Applications® aus dem Jahre 1975 herangezogen werden (Beauchamp 1975).

2. Walshfunktionen

Im Jahre 1923 erschien von Joseph L. Walsh im Amer. Journal of Mathematics die Arbeit ,, A
closed set of normal orthogonal functions* (Walsh 1923). Joseph L. Walsh erhielt sein Doktorat in
Mathematik im Jahre 1920 von der Harvard Universitit an der er auch spiter iiber viele Jahre als
Professor titig war. In den USA ist er spiter durch seine Biicher als Vater der
Approximationstheorie bekannt geworden. Seine ,,Jugendarbeit®, die ihn wegen der darin
behandelten Funktionen heute allgemein bekannt gemacht hat, spielte dabei keine besondere Rolle.
Norbert Wiener beschreibt in seiner bekannten Autobiographie seinen Mathematikerkollegen ,,Joe
Walsh* als er ihn 1920 in Paris traf wie folgt ,.er ist ein groBer, warmherziger Mensch mit einer
tiefen drohnenden Stimme, und sein blondes Haar stand damals fast senkrecht iiber seiner hohen
Stirn“ ( Wiener 1965). Als der Autor im Jahre 1970 anlésslich seines Aufenthaltes an der
Universitit von Maryland, College Park, USA, Prof. Walsh kennen lernte, waren seither 50 Jahre
vergangen, ebenso die senkrecht iiber der Stim stehenden blonden Haare. Prof. Walsh, damals als
Emeritus am Department fiir Mathematik, war jedoch sehr an den damals verfolgten modernen
Anwendungen seiner Funktionen interessiert. Dass er auch Humor hatte beweist die Tatsache, dass
er bei einer Kaffeestunde in seinem Haus eine von seiner Frau gemachten Krawatte mit
eingestickten Walshfunktionen trug.

An die Arbeit von Walsh des Jahres 1923 schlossen sich in den nachfolgenden Jahren zahlreiche
Arbeiten von Mathematikern aus verschiedenen Lindern an. Zu erwihnen ist hier auf jeden Fall die
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Arbeit des jungen britischen Mathematikers R.E.A.C. Paley, ein Schiiler von Littlewood, der zum
erstenmal die Walshfunktionen als Produkt der bereits seit dem Jahre 1922 bekannten
Rademacherfunktionen darstellte ( Paley 1932). In der Theorie wird heute diese Definition der
Walshfunktionen bevorzugt, wihrend die urspriingliche von Walsh benutzte rekursive Definition,
da sie die Funktionen nach der Anzahl der Sprungstellen ordnet, in Anwendungen 6fters bevorzugt
wird.

Eine wichtige Erweiterung der Walshfunktionen auf die positive reelle Zahlengerade wurde vom
amerikanischen Mathematiker N.J. Fine angegeben, wobei auch die Theorie des Walsh-Fourier
Integrals behandelt wurde ( Fine 1950). Fine erkannte auch zugleich mit dem russischen
Mathematiker N.J. Vilenkin die Beziehung der Walshfunktionen zur dyadischen Gruppe (bestehend
aus den Binirdarstellungen der Zahlen des Einheitsintervalls) und ihre Eigenschaft als
Charakterfunktionen dieser Gruppe. Damit waren die Walshfunktionen auch als ,,wesensgleich zu
den Kreisfunktionen cos(kx) und sin(kx) erkannt und konnten in das allgemeine Gebiet der

_ Abstrakten harmonischen Analyse® eingegliedert werden ( Rudin 1962). Ahnlich zu den
Funktionen cos(kx) und sin(kx) gibt es fiir die Walshfunktionen ein ,,Multiplikationstheorem* und
einen ,,Verschiebungssatz* mit dem angegeben wird, um wie viel eine symmetrische Walshfunktion
zu verschieben ist um deckungsgleich mit der entsprechenden schiefsymmetrischen Funktion zu
sein ( Pichler 1967).

3. Diskrete Walshfunktionen

Im Zuge der spiteren Anwendungen der Walshfunktionen in digitalen Kommunikations- und
Computersystemen zeigte es sich, dass dafiir geniigt, die Walshfunktionen fiir das endliche diskrete
Intervall der Zahlen 0,1,...,N-1, wobei N eine Zweierpotenz ist, zu definieren. Damit kann dann
jedes System von endlichen diskreten Walshfunktionen durch eine (N,N)-Matrix mit Eintrégen +1
und —1 angegeben werden. Diese ist auch als Walsh-Hadamard Matrix bekannt. Die zugeh6rige
dyadische Gruppe reduziert sich in diesem Falle auf die Menge der n- stelligen Binérzahlen mit der
,, Addition modulo 2 komponentenweise genommen, als Addition. Mehr algebraisch kann die zu
den endlichen diskreten Walshfunktionen gehorige dyadische Gruppe auch als n-faches direktes
Produkt der zyklischen Gruppe der Ordnung 2 gesehen werden.

Diese mit der Digitalisierung der Systeme in den Anwendungen eingetretenen Vereinfachung
freuten die Techniker nicht aber so sehr die Mathematiker. Die schone mit Hilfe der Analysis
aufgebaute Theorie reduzierte sich damit auf eher einfache Aussagen aus der Linearen Algebra.
Die technischen Zielsetzungen blieben jedoch gleich so dass nun mit einfachen mathematischen
Mitteln aber nach dem Muster der bisherigen Ergebnisse vorgegangen werden konnte. Ein
wichtiger Beitrag, der nun mit algebraischen Mitteln geleistet werden konnte, war die Entwicklung
eines schnellen Algorithmus fiir die Ausfiihrung der Diskreten Walshtransformation DWT. Diesem
entspricht, analog zum entsprechenden Fall bei der Diskreten Fouriertransformation DFT eine
gewisse Faktorisierung der entsprechenden Walsh-Hadamard Matrix ( Welchel 1968).

Von besonderer Wichtigkeit war die Moglichkeit eines schnellen Algorithmus dieser Art fiir die
Anwendungen der Diskreten Walshtransformation in der Digitalen Bildverarbeitung (Pratt 1969).

Die Hinwendung zu den endlichen diskreten Walshfunktionen belebte auch das Interesse an den
entsprechenden Verallgemeinerungen, wie solche vor allem von Vilenkin eingefiihrt wurden
(Vilenkin 1952). Die Rolle der dyadischen Gruppe der diskreten Walshfunktionen wird dabei von
einem direkten Produkt von zyklischen Gruppen verschiedener Ordnung eingenommen. Es konnte
gezeigt werden, dass sich auch in diesem Falle die zugehdrige verallgemeinerte
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Fouriertransformation durch einen schnellen Algorithmus realisieren ldsst (Nicholson 1971).
Allgemein kann diese von den diskreten Walshfunktionen stammende Verallgemeinerung auch als
eine mehrdimensionale Diskrete Fouriertransformation angesehen werden, wobei die zyklischen
Gruppen die jeweilige diskrete Struktur in den einzelnen Dimensionen bestimmen.

4. Notizen zu Anwendungen in der Nachrichtentechnik und Signalverarbeitung

Der bereits friiher genannte Wissenschaftler Henning F. Harmuth, Professor Emeritus der Catholic
University in Washington D.C., hat wie viele andere zuvor diec Walshfunktionen fiir sich selbst
erfunden ( bei Harmuth zuerst als ,,M#anderfunktionen* bezeichnet) und setzte sie erfolgreich fur
seine Vorschlige zu neuartigen nachrichtentechnischen Systemen ein ( Harmuth 1964a,b,c). In
diesem Zusammenhang war Harmuth bestrebt die zugrundeliegende mathematischen Ergebnisse zu
verbessern und suchte Kontakt zum Mathematischen Institut der Universitét Innsbruck, wo an der
Theorie der Walshfunktionen gearbeitet wurde ( Liedl 1964, Weill 1967a). In diesem
Zusammenhang entstand auch die Dissertation des Autors ( Pichler 1967) und weitere Arbeiten, die
zur mathematischen Unterstiitzung der Ideen von Harmuth gedacht waren ( Pichler 1968,1970).
Unabhiingig davon war auch dies in Innsbruck der Anlass sich mit Anwendungen der
Walshfunktionen im Gebiet der Codierungstheorie zu befassen ( Weill 1967b,¢).

Die von Harmuth vorgeschlagene Methode einzelne analoge Nachrichtenkanile als Alternative zur
bekannten Frequenztellung oder Zeitteilung mittels Ortho gonaltellung zu multiplexen, d.h. zu
einem einzigen Ubertragungskanal zusammen zu fassen, konnte erst im Zeitalter der weitgehenden
Digitalisierung elektronischer Systeme, in dem wir uns jetzt befinden, praktische Anwendung
finden. Sie wird in wesentlicher Weise heute sowohl beim amerikanischen von der Firma
Qualcomm entwickelten mobilen Funknetz als auch bei UMTS in Europa angewendet, wo
Walshfunktionen als Trigerfunktionen zur Modulation digitaler Kanile eingesetzt werden. Eine
interessante Anwendung der Diskreten Walsh Fouriertransformation DWT liegt im Gebiet der
Kryptographie bei folgender Problemstellung vor: Zur Kopplung von kryptologisch schwachen
Pseudorauschfolgen um damit eine kryptologisch starke Pseudorauschfolge zu erreichen kann eine
boolsche Funktion f dienen, deren Diskrete Walsh Fouriertransformierte DWT(f) folgende
Eigenschaften aufzuweisen hat: Damit f wie kryptologisch gewlinscht ,.korrelationsimmun von der
Ordnung k* ist, muss DWT(f) an allen Stellen die zu Walsfunktionen gehdren, die sich aus einem
Produkt von weniger als k Rademacherfunktionen zusammensetzen den Wert 0 haben. Eine
Methode zur Konstruktion korrelationsimmuner boolscher Funktionen wurde in (Pichler 1986)
angegeben. Zum Abschluss sei noch auf eine in das 19°te Jahrhundert zuriickgehende Anwendung
der endlichen diskreten Walshfunktionen in der Telegraphen- und Telefontechnik h1ngew1esen Bet
der Fithrung von mehreren Leitungspaaren iiber Land kann durch Induktionswirkung ein
unerwiinschtes Ubersprechen von einer Leitung auf eine benachbarte Leitung aufireten. Um dies zu
vermeiden, koénnen die einzelnen Leitungen nach einem bestimmten Schema in gewissen
Abstinden gekreuzt werden, wodurch die stérende Induktionswirkung kompensiert wird. Dieses als
Kreuzungsplan von Pinkert bezeichnete Schema entspricht den Walshfunktionen, wobei durch
deren Orthogonalitit die gewiinschte Wirkung erzielt wird (Feyerabend 1929).
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Hopfs elementare Bemerkung zur Loésung elliptischer Differential-
gleichungen

Karl-Heinz Schlote (Leipzig)

Im Juni 1927 begriindete Eberhard Hopf (1902-1983) in einer von Erhardt Schmidt (1876-
1959) der Berliner Akademie der Wissenschaften vorgelegten Arbeit das sog. Maximum- und
Minimumprinzip fiir partielle Differentialgleichungen. Im Folgenden soll kurz skizziert
werden, wie dieses Prinzip aus dem bekannten Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen
auf elliptische partielle Differentialgleichungen verallgemeinert wurde. Beim klassischen
Maximumprinzip handelt es sich um die Aussage, dass eine in einem abgeschlossenen
beschrinkten Gebiet G nicht konstante harmonische Funktion u ihre Extremwerte nur auf dem
Rand von G annehmen kann. Es ist eine Folgerung aus dem schon von Carl Friedrich Gauf3
(1777-1855) formulierten Sachverhalt: Ist K eine Kugel vom Radius r um den Mittelpunkt P,
so gilt fiir eine in K harmonische und in K sowie auf dem Rand 6K der Kugel stetige Funktion

u: u(P)= 4%”2 udo , wobei do das Flichenelement auf dem Rand von K ist.

oK
Der Zusammenhang mit dem Thema der Tagung ergibt sich einfach dadurch, dass die Art der
Verallgemeinerung, die Einfachheit des Beweises die Anwendung des Resultates in der
Theorie der partiellen Differentialgleichungen wesentlich beeinflusst haben. Die entscheidende
Publikation von Hopf umfasste ganze fiinf Seiten und hatte die Schénheit und Eleganz einer
Mozart’schen Symphonie und die Brillanz eines Gemiildes von Vermeer.'

Die Vorgeschichte

Gauf3 hat das oben erwihnte Resultat 1839 in seiner Abhandlung iiber die ,,Allgemeine(n)
Lehrsdtze in Beziehung auf die im verkehrten Verhiltnisse des Quadrats der Entfernung
wirkenden Anziehungs- und Abstossungs-Krifie* formuliert. Es gehorte dann sehr bald zum
Grundbestand der funktionentheoretischen Kenntnisse. Es dauerte aber bis zum Beginn des 20.
Jahrhunderts, ehe die Verallgemeinerung auf elliptische Differentialgleichungen ernsthaft in
Angriff genommen wurde. Die Ansitze dazu entstanden in jenem breiten Strom der
funktionentheoretischen Forschungen, die sich mit der Analytizitit von Funktionen, speziell
der Analytizitdt von Losungen partieller Differentialgleichungen beschiftigten und die ihren
Niederschlag im 19. Hilbert’schen Problem fanden. David Hilbert (1862-1943) formulierte das
Problem in der Frage: ,,Sind die Losungen reguldrer Variationsprobleme stets notwendig
analytisch?“ und fithrte dann weiter aus: ,,Eine der begrifflich merkwiirdigsten Tatsachen in
den Elementen der Theorie analytischer Funktionen erblicke ich darin, dass es partielle
Differentialgleichungen gibt, deren Integrale simtlich notwendig analytische Funktionen der
unabhingigen Variablen sind, die also, kurz gesagt, nur analytischer Losungen fihig sind.?
Hilbert betrachtete dann die sog. reguldren Variationsprobleme, auf die man bei vielen Fragen
der Geometrie, der Mechanik und der mathematischen Physik gefiihrt wird. Es galt dann zu
entscheiden, ,ob jede Lagrangesche partielle Differentialgleichung eines reguliren
Variationsproblems die Eigenschaft hat, dass sie nur analytische Integrale zulisst — selbst wenn
man, wie bei dem Dirichletschen Potentialproblem, der Funktion irgendwelche stetige, aber
nicht analytische Randwerte aufzwingt.*

! Hopf 2002, S. 9
% Aleksandrov 1971, S. 67f.
* Aleksandrov 1971, S. 68f.
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Erste Beitrdge zu diesem Thema hatte Emile Picard (1856-1941) bereits im Jahrzehnt vor
Hilberts Pariser Vortrag geleistet. Er bewies unter anderem, dass alle Lésungen z der Diffe-
rentialgleichung

Zxx T Zyy taz, +bzy +¢cz=0,

wobei a, b und c analytische Funktionen der Verinderlichen x und y sind, ebenfalls analytisch
sind, wenn die ersten und zweiten Ableitungen von z endlich und stetig sind. Picard hat seine
Ergebnisse 1905 in der zweiten Auflage seines ,,Trait¢ des analyse* zusammenfassend darge-
stellt. In diesem Kontext vermerkte er dann unter Hinweis auf die Herleitung eines analogen
Resultats fiir die Losungen der Laplace-Gleichung, dass die Losungen der Gleichung

alyy + 2buyy +cuyy, + 2du, +H2eu, =0

kein Maximum bzw. Minimum in dem zugrunde gelegten Definitionsgebiet annehmen kénnen.
Die Koeffizienten der Gleichung wurden in diesem Gebiet als analytische Funktionen von x
und y vorausgesetzt und sollten die Relation b? - ac < 0 erfiillen.* Der Beweis basierte
wesentlich auf der Analytizitdt der Losungsfunktion u(x, y) und der Transformation der
Hilfsgleichung auf die Laplace-Gleichung.

Als Sergej N. Bernstein (1880-1968) 1903 begann, sich mit dem 19. Hilbert’schen Problem zu
beschiftigen, kniipfte er sowohl an die Forschungen Picards als auch an Ideen Hilberts an, die
dieser von einigen seiner Schiiler fiir einige Spezialfille hatte realisieren lassen. Fiir die hier
untersuchte Verallgemeinerung des Maximumprinzips kénnen diese Arbeiten iibergangen
werden. Bernstein bestitigte die Aussagen Picards fiir die allgemeinere Gleichung

F(x, Y, Z, Zx, Zy, Zxx, Zxy, Zyy) =0,

wobei F eine analytische Funktion sei und 4F, FZ'W - (F;w )? > Ofiir alle x, y des betrachteten

Gebietes und alle z gelte. Doch auch bei ihm waren die Aussagen iiber die Maxima und
Minima eine Folgerung aus den diffizilen Betrachtungen zur Analytizitit der Lésungen. Nach
tiber 40 Seiten des Nachweises analytischer Losungen fiir verschiedene elliptische
Differentialgleichungen wird das Maximumprinzip formlich als Randbemerkung angefiigt und
der Beweis dem Leser iiberlassen:
,»On vérifiera aussi facilement les deux propositions suivantes:
P8 P2 Oz Pz

Ox Oy 0Ox* OxOy Oy>
étant une équation elliptique admettant la solution z = 0, 1° aucune de ses solutions ne peut
avoir ni maxima, ni minima, 2° une solution réguliére dans tout le plan se réduit i une
constante.

Die veriinderte Sicht auf das Maximumprinzip

Wenige Jahre nach Bernsteins Publikation, 1911, deutete sich dann in den Untersuchungen von
Leon Lichtenstein (1878-1933) eine Anderungen in der Betrachtungsweise an. Zwar ging es
auch ihm in der Hauptsache darum, die Voraussetzung fiir das Aufireten analytischer Losungen
abzuschwichen, und der Beweis des Maximum- und Minimumprinzips war unverindert eine
Folgerung aus den vorangegangenen Betrachtungen zur Analytizitit der Losungen, aber er
wies der Aussage einen eigenen Paragraphen zu. Man darf hier zumindest vermuten, dass
Lichtenstein die eigenstandige Bedeutung der Aussage iiber Maxima und Minima erkannte und
entsprechend hervorheben wollte. Dies wird gestiitzt durch die Tatsache, dass er 1924, als er in
einer weiteren Arbeit wieder lineare partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung vom

elliptischen Typus studierte, den Satz unter den allgemeinen Eigenschaften der Lésungen
einreihte.

* Picard 1905, S. 29f.
’ Bernstein 1904, S. 69
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Drei Jahre spiter machte Hopf dann das Maximum- und Minimumprinzip zum alleinigen
Gegenstand seiner Arbeit. Er wiirdigte einleitend die Beitriige von Picard, Bemstein und
Lichtenstein und bemerkte dazu: ,,Wahrend die genannten Autoren dabei von tiefer liegenden
besonderen Darstellungen der Losungen ausgehen, geben wir in dieser Note eine ginzlich
elementare Begriindung und Weiterfiihrung jener Resultate.“S Er fiihrte dann den linearen
particllen Differentialausdruck zweiter Ordnung von elliptischem Typus L(u) ein:

n n
L(u) = Zavyux,,xy +zbvux‘, °
v=1

v,u=1
a,, und b, seien stetige Funktionen des Punktes P = (x, X3, ... , Xn) eines n-dimensionalen

Gebietes T und die quadratische Form Zavﬂ (P)A,A, seiin T fiberall positiv definit. Fiir

v,u=1
diesen Operator bewies er den folgenden Satz:
»Qenligt die in T mit stetigen partiellen Ableitungen zweiter Ordnung versehene Funktion u(P)
dort tiberall der Ungleichung L(u) > 0 und ist, wenn Py ein fester Punkt von T ist, u(P) < u(Po)
iiberallin T, so istin T u(P) = u(Py). Dasselbe folgt, wenn L(u) < 0, u(P) > u(Po) in T ist.*’
Hopf beschrinkte sich der Ubersichtlichkeit halber auf den Beweis fiir n = 2, fiir den
allgemeinen Fall verlief der Beweis analog. Er gab einen indirekten Beweis und nahm an, dass
es einen ganz in T gelegenen Kreis K’ gibt, in dessen Innern stets u(P) < M = u(Py) gilt und auf
dessen Rand mindestes ein Punkt P; mit u(P;) = M existiert. In K’ sei ein weiterer Kreis K
einbeschrieben, der vollstindig in K’ liegt und diesen nur in P; beriihrt. Fiir alle Punkte P von
K (einschlieBlich des Randes, aufler im Punkt P;) gilt dann u(P) < M. Der entscheidende
Schritt des Beweises ist, dass Hopf nach der Festlegung weiterer Kreise eine Hilfsfunktion h(P)
einfiihrt, die in einem der Kreise der Bedingung L(h) > 0 geniigt und mit deren Hilfe er einen
Widerspruch ableiten kann. Diese Idee der Hilfsfunktion war es, die den Beweis vereinfachte
und die Tiir zu vielfiltigen Anwendungen 6ffnete.
Eine sehr wichtige Verallgemeinerung gelang Hopf noch in der angegebenen Arbeit, indem er
die Aussage fiir nichtlineare Gleichungen herleitete. Gleichzeitig erhielt er noch Folgerungen
fur die Losung der Differentialgleichung, falls diese unter gewissen Voraussetzungen in einem
Punkt ein Extremum annahm. In diesem Fall musste die Losung den Extremalwert in einer
ganzen Umgebung dieses Punktes annehmen. Auf diesem Weg ergab sich u. a. ein Satz iiber
die Eindeutigkeit der Lésung des Dirichlet-Problems fiir die entsprechenden nichtlinearen
elliptischen Differentialgleichungen, was Hopf aber nur erwihnte, ohne es genauer zu
erlautern.
Die Hopf’sche Arbeit war der Ausgangspunkt fiir zahlreiche weitergehende Studien zur Theo-
rie der Differentialgleichungen und hat somit eine sehr stimulierende Wirkung auf die ganze
Entwicklung ausgeiibt. Das férdernde Medium lag hier in der Mathematik selbst. Die Ent-
flechtung der beiden Problemstellungen und Hopfs Einsicht, die Untersuchungen zum Maxi-
mumprinzip ohne die Betrachtungen iiber die Analytizitit der Losungen von partiellen Diffe-
rentialgleichungen durchfiihren zu konnen, erméglichten eine grundlegende Vereinfachung des
Beweises, sowohl im Aufbau als auch hinsichtlich der Heranziehung anderer Beweismittel.
Dies konsequent durchgefiihrt zu haben, ist das Verdienst von Hopf und darauf fuBt auch die
Bedeutung seiner Arbeit. Ein wichtiger Vorteil des Maximum- und Minimumprinzips besteht
darin, dass es fiir die mit den jeweiligen Differentialgleichungen verkniipfte 1. Randwert-
aufgabe eine Apriori-Abschitzung der Losung liefert, d. h. allein aus der Annahme, dass eine
Losung des vorgelegten Problems existiere, erhdlt man Abschitzungen, die jede mogliche
Losung erfiillen muss. Die Methode der Apriori-Abschitzungen hat sich inzwischen zu einem
wichtigen Werkzeug in der Losungstheorie partieller Differentialgleichungen entwickelt und

S Hopf 2002, S. 3
7 Hopf 2002, S. 3
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die Untersuchungen zum Maximum- und Minimumprinzips fiir partielle Differential-
gleichungen fithlen ganze Monographien.
Zu Leben und Werk von Eberhard Hopf

Zur Abrundung sei abschlieBend Eberhard Hopf, als wichtigster, der erwihnten Akteure, mit
einigen biographischen Angaben kurz vorgestellt.

Eberhard Hopf wurde am 17. April 1902 in Salzburg geboren. Er studierte von 1920 bis 1926
in Berlin, unterbrochen vom Sommersemester 1924, das er an der Universitit Tiibingen
verbrachte. Seine Lehrer waren vor allem Erhard Schmidt und Issai Schur (1875-1941), bei
Ersterem promovierte er 1925. Ab 1926 arbeitete er als Assistent im Astronomischen
Rechenzentrum der Berliner Universitéit. Im Januar 1927 legte er noch das Staatsexamen ab
und habilitierte sich im Juli 1929 fir Mathematik und Astronomie. Als Stipendiat der
Rockefeller Foundation ging er im Oktober 1930 fiir zwei Jahre an das Trinity College in
Oxford und an das Observatorium der Harvard Universitit in Cambridge (Mass.) und lehrte
dann als Assistant Professor am dortigen Massachusetts Institute of Technology (MIT). 1936
kehrte er nach Deutschland zuriick und lehrte an der Leipziger Universitit. Die Berufung zum
Ordinarius am Mathematischen Institut erfolgte im Juli 1937 riickwirkend zum 1. Mai 1937,
Die Riickkehr ins faschistische Deutschland und die Annahme der Professur ist Hopf von
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vielen Kollegen veriibelt worden, obwohl er diesen Schritt spiter selbst als Fehler bezeichnet
hat® 1942 wurde er zu wissenschaftlichen F orschungsarbeiten an die aerodynamische
Abteilung der Deutschen Forschungsanstalt fiir Segelflug nach Ainring in Bayern eingezogen,
blieb aber Angehériger der Leipziger Universitit. Zwei Jahre spéter wechselte er jedoch als
Nachfolger von Constantin Carathéodory (1873-1950) nach Miinchen.

Nach dem Krieg erméglichte insbesondere Richard Courant (1888-1972) Hopfs Riickkehr in
die USA, indem er ihm eine Gastprofessur am Courant-Institute verschaffte. 1948 wechselte
Hopf dann an die Indiana University in Bloomington, wo er bis zu seiner Emeritierung 1972
forschte und lehrte. Nach langer Krankheit ist er am 24. Juli 1983 in Bloomington gestorben.
Eberhard Hopf hat zu vielen Gebieten der Mathematik wesentliche Beitrige geliefert und deren
Entwicklung mafigeblich beeinflusst. Der hier besprochene Beweis des Maximumprinzips
gehort zu seinen Forschungen iiber Differentialgleichungen, mit denen er seine wissenschaft-
liche Karriere begann und auf die er spiter wiederholt zuriickkam. Die bei der Herausarbeitung
des Maximum- und Minimumprinzips fiir Differentialgleichungen als Ausgangspunkt auftre-
tende Frage nach der Analytizitit der Gleichungsldsungen hat er ebenfalls untersucht und um
vielbeachtete Ergebnisse bereichert. Als im Zusammenhang mit Studien zur Hydrodynamik,
vor allem in den 50er und 60er Jahren, Differentialgleichungen wieder stirker Hopfs
Aufmerksamkeit fanden, trat er u. a. mit der Anwendung der Theorie der schwachen Lisungen
auf die Navier-Stokes-Gleichung hervor.

Ein zweiter Problemkreis, dem sich Hopf nach seiner Promotion zuwandte, war das
Strahlungsgleichgewicht von Stemen. Dies fiihrte ihn zur Ldsung von linearen Integral-
gleichungen, insbesondere von singuléren Integralgleichungen von Faltungstyp

f(x)= J.K(x— ¥)f(y)dy. Zusammen mit Norbert Wiener (1894-1964) fand er 1931 eine

- Methode zur Losung dieser Gleichung mit Hilfe der Fourier-Transformation und baute eine
Losungstheorie auf. Die Lésungsmethode wird heute oft mit den Namen von Wiener und Hopf
verbunden und die obige Gleichung bzw. der Spezialfall, wenn der Kern K durch eine e-
Funktion gegeben wird, als Wiener-Hopf-Gleichung bezeichnet. Da diese Gleichung sehr
hiufig in der Mathematik und ihren Anwendungen (z. B. Probleme der Mechanik, Elektro-
dynamik, Geophysik) auftritt, ist die Wiener-Hopf’sche Losungsmethode und deren Weiter-
entwicklung heute von zentraler Bedeutung,

Einen dritten Themenkreis in den Forschungen von Hopf bildete die Ergodentheorie und das
Studium dynamischer Systeme. Hopf kommt hier das Verdienst zu, als einer der Ersten zu
Beginn der 30er Jahre erkannt zu haben, dass man, um die Bewegung dieser Strémungen und
mechanischen Systeme im GroBen mathematisch adiquat zu erfassen, die MaBtheorie
verwenden muss. Er erweiterte und verallgemeinerte bereits vorliegende Resultate und beweis
neue Ergodensdtze. Zu den wichtigsten Resultaten zihlten seine Erkenntnisse iiber die
Ergodizitit von Strémungen lings geoditischer Linien auf Flichen mit konstanter negativer
Kriimmung. 1937 erschien sein bekannter Ergebnisbericht in der Springer-Reihe ,»Ergebnisse
der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, der vielen Mathematikern einen ausgezeichneten
Uberblick iiber den aktuellen Forschungsstand in der Ergodentheorie vermittelte.

Abschlieflend seien noch Hopfs Uberlegungen zur mathematischen Behandlung von Turbu-
lenzerscheinungen und zur sog. Hopf-Bifurkation, d. h. zur Abzweigung einer periodischen
Losung von einer stationdren Losung eines Differentialgleichungssystems erwihnt, ohne dass

damit ein vollstindiger Uberblick iiber die Beitrige von Hopf zur Mathematik des 20. Jahr-
hunderts erreicht wire.

® Siegmund-Schulize 1998, S. 138. Man beachte auch die von Siegmund-Schultze teilweise zitierte Passage aus N.
Wieners Autobiographie beziiglich Hopf, der Situation am MIT und der Stimmungen unter einigen Emigranten.
(Wiener 1962, S. 170ff.) Die von Wiener behauptete Hinwendung Hopfs zu den Nazis wird durch die Leipziger
Akten nicht bestitigt.
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So wie Hopf im Falle des Maximumprinzips haben andere Mathematiker durch Fortsetzung
und Erweiterung oder durch eine verbesserte, vereinfachte Darstellung mehrere Ideen und
Methoden von Hopf wiederum in eine fiir eine breite Rezeption und Anwendung geeignete
Form gebracht und fest im Wissenskorpus der Mathematik verankert.
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ﬁBER DIE TISTCRISCHE ENTWICKLUNG UVD DIE HARMONISCHE
REDEUTUNG DER VEKUASCHEN DIFFERENTIALGLEICHUNG

Milo¥ Canak,Beograd

Das System der partiellen Differentialgleichungen

b i i o
= Vy 0 UyT TV ()

mit den unhekannten Funktionen u(x,y) uwnd v(x,y) die den he-
stimmten Bedingungen geniigen,stellt einerseits das einfachste ellip-
tische Gleichungssystem und andererseits die Definitionsrelation
fiir die analytischen Funktionen der komplexen Verdnderlichen
w(z) = ul{x,y)+ iv(x,y) dar.

E.Beltrami([i],[21,1867/68,1878) gab die Idee,dass man durch
Verallgemeinerung dieses Systems auch andere ¥lassen der komplexen
Funktionen erhalten kann.E.Picard([?],18Q1) untersuchte die Systeme

der Form

i { : ‘[ _ / /
Ve = aux-+ buy ’ vy = cu_ ¥ duy
wohei die Koeffizienten a(x,y),b(x,y),c(x,y) und d(x,y) der Bedin-
(9]
gung (a-d) -+ Abc < O geniigen,

Diese Idee entwickelten weiterhin L.Bers([ﬁ],1953),G.N.Poloiij
([5],1947) und I.N.Vekua([6],1932).Sie haben die sgn. 2 -monogenen,
p-analytischen, (p,q)-analytischen und verallgemeinerten analytischen

Funktionen durch folgende Deffinitionsrelationen

) { —~— I . r . r . .
[ | oo .
puL = vy y pu, = -vy (v)
u! w! - v’ =0 ~qu’ + pu’ +v' =0 ' )
P X+ q y y - ’ 1 < ™ P y x (P,q
] ! i i .
u, - Vy = aut+hv+f , uy+ vV, =cutdv+g (V)

eingefiihrt,wobei p,q,a,b,c,d,f,z gegebene Funktionen von x wund
y sind,die den hestimmten Bedingungen geniigen,.Alle diese Funktionen
besitzen zahlreiche Eigenschaften,die den entsprechenden Eigenschaf-
ten filir die analytischen Funktionen analog sind.

Auf der Menge der komplexen Funktionen w(z,z)=u(x,y)+iv(x,v)
hat G.Kolossov ([7),{s],[9],1909,1914,1914) den Operator

Dw = u)’{ = v}i 4= i(v}lix-i- u}’,)=2w;_ (2)
eingefiihrt,und er niitzte denselben zur Integration verschiedener Sy-

Miesenbach 2006 113



Canak

steme der Differentialgleichungen,die in der mathematischen Phy-
sik und in der Elastizitdtstheorie erscheinen,
Weiterhin zeigte Kolossov dass sich die komplexen Differential-

gleichungen der Form
- (2) : o
F(Z,Z"V’DWQD(Q w e o 00 D(n)w):--o LB)

auf eine #dhnliche Art und Weise wie die gewohnlichen Differential-
gleichungen

Fix,y,y ,vy" oo y™ =0
losen konnen.Reil ﬁhergang von der gewohnlichen Gleichung auf die kom-
plexe Gleichung soll man anstatt x die Verdnderliche 2/2 ein-
setzen,anstatt der gewbihnlichen Ableitung y! die areolédre Ableitung
D nehmen und beliebige Konstante mit heliebiger analytischen Funk-
tion vertauschen,

Einige, fiir die Praxis wichtige komplexe Differentialgleichungen
hat S.Fempl([ld],[rﬂ) gelost.Das gilt speziell fiir die lineare,kom-
plexe Differentialgleichung vom Vekuaschen Typus

U'E =MU+ L . (4)

Fempl hat gezeipgt,dass ihre allgemeine Losung die Form

ooy don o (fom JOO :
U(@,z)=e [Q(Z)‘-l—j(Le )J (5)
besitzt,wobhei J den Integraloperator,der dem Operator /0%
invers ist,darstellt.
D.Pompeiu(lié],[15],1905,1912) suchte eine solche Formel,die
der Cauchyschen Integralformel fiir die analytischen Funktionen ana-

log ist,und kam zum Ausdruck

, : 1 1 I

=1 ———
f Nr 0o m(G,) 21 S w(z)dz

, T |

wohei m(Gn) den Flédcheninhalt des Gebietes Gn hezeichnet und die
Schreibhweise n-9as die Tatsache ausdriickt,dass sich die Kurve Pﬂ
unter Abnahme ihrer Linge auf einen Punkt =z zusammenzieht,Dieser
Ausdruck wurde als areoldre Ableitung der nichtanalytischen Funktion
w(z) genannt.Seine Nachfolger G.Calugareano,M,¥icolesco und N,Theo-
dorescu haben zahlreiche Eigenschaften dieser Ableitung und des in-

versen Integraloperators

T.f = --L j_f(_S_). asd
G g SG I-2 3 ’VL
untersucht.Erst spédter niitzte I.,N,Vekua diese Operatoren in seiner

Theorie der elliptischen Systeme partieller Differentialgleichungen,
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IX

In der Theorie der verallsemeinerten analytischen Funktionen

spielt das Integral vom Cauchyschen Typus

eine wichtige Rolle.Dahei ist L eine einfache,glatte geschlosse-

$(2) = E’Jlng et 4 Tel (6)

ne oder nichtgeschlossene Kontur und €(T) eine gegehene stetige
Funktion,Das Integral (6) stellt eine analytische Funktion in der
ganzen Ebene ausser der Punkte auf der Kontur dav,

Die Grundfrage in der Theorie des Integrals vom Cauchyschen
Typus ist die Untersuchung des Betragens dieses Integrals auf der
Integrationskontur.J.V.Sohocki([14],1873) hat die folgenden wich-

tigen Formeln
$Fty =

$ () = - eI+ P (t)

o=

Y+ (1)

P(r)= 21’31'1 :g(—t)t T
L

i) - =eit)
ausgefithrt,wohei q:th) und () die Grenzenwerte der analyti-
schen Funktiontb(z) sind,wenn =z nach dem Punkt t innerhalb
oder ausserhalb der Kontur L strebt.

Eine pgrosse Wichtigkeit haben die Arbeiten von J.Plemelj
(Dfﬂ, ﬁ6],1908).Er hat wieder die Sohockische Formeln in einer
neuen Formulation und genug streng ausgefiihrt.Weiterhin hat er
auch den folgenden Grundsatz iiber das Betfﬁen der brenzenwerte
des Integrals vom Cauchyschen Typus bewiesen,

Satz: Wenn L eine glatte geschlossene Kontur ist und wenn die
Funktion “€{t) der Holdersche Bedingung
le(t,) - €@l < Alt, - ) (0<A = 1)

’
geniigt,so geniigen die Grenzenwerte $F(t) und P7(t) Ades Cauchy-

schen Integrals auch dieser Bedingung im Falle 0<A= 1,
Plemelj niitzte das Integral vom Cauchyschen Typus als ein
mathematischer Apparat fiir das Aufldsen der konkreten Randwert-
aufgahen in der Theorie der analytischen Funktionen,
Eine weitere Intwicklung dieser Theorie und der AnWéndungen

des Integrals vom Cauchyschen Typus ist mit den Yamen der sovie-
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tischen Mathematiker I.I,Privalov (1918) und N,I ,MusheliSvili
(1922) gehunden,

III

In seinen hekannten Monographien: "Ohobh&&enie analiticdeskie
funkcii"(‘17],1958) und "Sistemi differencialjnih uravnenii pervo-
go porjadka elliptideskogo tipa ... "([51,1952) wie auch in vielen
anderen Arheiten entwickelte Il1ja Nestorovid Vekua (1907 - 1977)
eine ausfiihrliche Theorie der elliptischen Systeme partieller Dif-

ferentialgleichungen in der Form

[} H
u -V
X y

/ i’
uy-l- Ve

= alx,y)u+ b(x,») v+ £(x,y) -
. (7

= c(X,y)u+ dx,y)v+ g(x,y)

wobhei a(x,y),b(x,y),c(x,y)d(x,y%f(x,y) und g x,y) regehene,ste-~

tige Funktionen sind,Wenn man die zweite Gleichung (7) mit i

multipliziert und mit der ersten addiert,so erhdlt man eine ein-

zige Komplexe Differentialgleichung

! === \

mit

U=u+tiv, U=w-iv , A=(a+d+ic - ib)/k

B=(a - d+ic+ib)/4 , F=(f+ig)/2 .

Diese Gleichung nennen wir weiterhin Vekuasche komplexe Differen-
tialgleichung,

Zuerst hat Vekua eine "neue Definition der Operation 9/22 "
eingefiihrt.Es sei U(z)=u +iv eine im Gebiet To stetige Funk-
tion von 2z = x+iy ,die dort stetige partielle Ableitungen er-
ster Ordnung nach x und y hat.In diesem Falle gilt fiir Jjedes
Gehiet T,das von einer einfachen,geschlossenen,rektifizierharen
Kurve L  Thegrenzt wird und ganz in To liegt,die Gauss-Ostro-

gradskische TFormel

2y _ 1 \
.” 2z T = 53 _§ Ult)dt : (9)
T L

( Hier verstehen wir unter 9U/3% den Ausdruck

H(5hes 5E))
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Nunmehr moge sich die Kurve L wunter Abnahme ihrer Lange
in bheliebiger Weise auf den Punkt =z =x-+1iy zusammenziehen,Dann
erhalten wir aus (9)

JU . 1 Y
55 = tim,_ETTTT U (t)dt (10)
z L

wohei 1T} den Fldcheninhalt des Gebietes T bezeichnet,

Die Beziehung (10) haben wir unter Annahme der Stetigkeit der
partiellem Ableitungen von U nach x und y hergeleitet,Es
kann jedoch der Fall eintreten,dass die rechte Seite dieser Bezie-
hung auch fiir eine solche stetige Funktion existiert,die keine
partiellen Ableitungen nach x wund y hesitzt,Ein solches Beispiel

ist die Funktion

oite .

e i :
f(x,y)= T , (re "=z )
log =
r
Sie bhesitzt im Punkt =0 keine partielle Ableitungen aber die

komplexe Ableitung 80/&92‘ existiert im Sinne der Definition (10),

Vekua zeipgte weiterhin dass die Funktion
| f(§, m)yata- n, - o
PR | FILER] TGO SO

der Bedingung 93 U/J Z = f(x,y) geniigt und dass sie diesen Integral-

operator definiert,der dem Differentialoperator 0U/& % invers
ist,

Die Untersuchung der Vekuaschen Differentialgleichung hat
eine grosse praktische Bedeutung,weil viele Probleme der Mechanik
dichter Medien auf derartige Gleichung fiihren.las pgilt speziell
fiir die Fragen der Theorie elastischer Schalen,

Die Erscheinung der konjugierten unhekannten Funktion U
stellt etwas neues im Bezug auf die Gleichungen (3) von Kolossov
dar.Dieses Glied erschwert wesentlich das Auflosensverfahren und

es gibt keine Analogie mit den reellen Djfferentialgleichungen,
Iv

Durch Suhstitution U=w Uo,wo Uo eine regulédre,partikulé-
]
re Losung der Gleichung U~ =AU ist,die man leicht hestimmen
kann(siehe [10]),geht die Gleichung (8) in die sgn.kanonische

Form
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Wy = CWt D (11)
mit B-T
C = = D= =
U ’ U
0 0
iiber,

Vekua hat gezeigt,dass die allgemeine Losung der Differential-
gleichung (11) folgende Form

w(z,7)= <P(z)+§g 0z, tXplt)ar + SS V¢, t)Pt)ar -

fﬁp (=, 1300 aT "FSgQ (2, tyD TV at (12)

mit
(z E7
dTg,Q(ztrzg ar

T

(2, )= ;?;KQJCz,t) , e, t"'szK- l(z,t)

Fl(z,ﬁ')

K (z,t)= -ﬂ-%‘-%—z—; , Kn(z,t)'zj-‘SKl(z,G) K _,(&,t) arg
besitzt,wobeiﬁ>(z) eine heliebige analyvtische Funktion ist,

Die Lgsung (12) ist praktisch unanwendhar,weil sie mnehen den
unendlichen Reihen und Rekurrenzen auch die singulédren Doppelinte-
grale vom Cauchyschen Typus enthdlt und diese lassen sich im allge-
meinen Fall nicht in einer endlichen Form ausrechnen,

In vielen Problemen der Physik,Mechanik und Technik hesitzt
der reelle und imagindre Teil der Losung eine hestimmte physika-
lische Bedeutung.Wenn die allgemeine Losung der Vekuaschen kom-
plexen Differentialgleichung in einer "schinen",endlichen,ge-

schlossenen und expliziten Form
w = w(z,Z,0(z) ,0(z) ) 13)

dargestellt wird,wobei Q(z) eine heliehige analytische Funktion
ist,dann ist es moglich,ihren reelien und imagindren Teil zu tren-
nen,Aber snan konnte solche Beispiele in der Literatur nicht finden,

In seiner Arheit "Uber die explizit-l1dshbaren Vekuaschen Diffe-
rentialgleichungen"(]}8],2003) hat M.Canak die sgn, Grundfamilie
der Vekuaschen Differentialgleichungen

wh o= - ___.,fﬁ'fnz_} v

€+ @

(14)

VA

erfunden,wobei ¥(z) regehene analytische Funktion ist.Die allge-

meine Losung der Gleichung (14) hesitzt die Form
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. ]
r » = € (7)
- Q - (Q+ Q — 9
w = () (2z) ) ){4,_ (15)

wohei G(z) eine heliehige analytische Funktion ist.Aus der
Grundfamilie (14) kann man weiterhin andere Klassen der explizit-

16sharen Gleichungen ausfiihren,

A

Harmonikale Bedeuntung der Vekuaschen Differentialcleichung
ersieht man durch das Ganzheits- und Dualitédtsprinzip.DPDas Ganz-
heitsprinzip gilt fiir diejemige Ohjekte und Phdnomene,die sich
ganz rekonstruieren lassen,wenn nur ein ihrer Teil hekannt ist.

Dieses Prinzip konnen wir mit folgenden Beispielen illustrieren.

1, Es sei L eine einfache clatte geschlossene Kontur,die das
Gehiet D Thegrenzt,Fiir jeden Punkt 2z innerhalh D gilt die

Cauchysche Integralformel

S S tf:t; dt = £f(z) , =z € D (16)
L

wobei f(z) eine analytische Funktion in D idist.Diese Formel ilu-
striert das Ganzheitsprinzip,weil sie die Ausrechnung des Funk-
tionswertes im jeden Punkt des Gebietes ermdglicht,wenn die Wer-
te dieser Funktion auf der Kontur L hekannt sind.Dadurch ermo-
glicht diese Formel das Auflosen der Grundrandwertaufgahe fir die
analytischen Funktionen,

Fiir die verallgemeinerten Vekuaschen analvtischen Funktionen

gilt die verallgemeinerte Cauchysche Integralformel

1

U(z) = g5 -S,Ql(z,t)U(t)dt —
L

2Jri

S.Qz(‘z,t)U(t)dt - (17)
L
Sie driickt die Werte einer in D reguldren Losung der Vekuaschen

Differentialgleichung
{ -~ .
Uz - AT =0 (18)

gnd.ge

durch die Randwerte dieser Lisung aus,Die Funktionensz

1 2

nennen wir die Kerne der Formel (17).
Fir A = 0 geht die Gleichung (18) in die Cauchy-Riemannsche
iber und die Formel (17) in die gewshnliche Cauchysche Integral-

formel (16) fir analytische Funktionen.
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2, In der Theorie der Vekuaschen Differentialgleichungen ha-

hen die Randwertaufgaben von Riemann,ililbert und Carleman eine
grosse theoretische und praktische Bedeutung wie auch zahlreiche
Anwendungen ,Auf Grund der gegehenen Randbedingung auf einer einfa-
chen glatten geschlossenen Kontur L,hestimmt man die Vekuasche

verallgemeinerte analytische Funktion im ganzen Gebiet D,

3. Betrachten wir die Vekuasche Differentialgleichung
I — tmem A
Ws = A(z,zZ)W (19)

wobei A(z,zZ) eine gegebene stetige komplexe Funktion ist,Auf
Grund der Formel (15) suchen wir die allgemeine Losung der Glei-

chung (19) in folgender Form
w= CQ(z+ (0 + 5,)u0 (20)

wo u. eine partikulédre Losung dieser Gleichung ist und C eine
heliebige reelle Konstante darstellt.M.Canak [1?1 hat gezeigt dass

es moglich ist,wenn der Koeffizient A folpgende VForm
) : = .
A= -¥(2)/(e+e) (21)

besitzt und das gilt fiir die Grundfamilie der explizit-ldsbaren Ve-
kuaschen Gleichungen.las hedeutet weiterhin,dass fiir diese Familie
das Ganzheitsprinzip gilt,weil ein Teil ( partikuldre Losung ) die

Information iber die Ganzheit (allgemeine Losung ) gibht.

Das Dualitdtsprinzip dieser Gleichungsfamilie gilt im Bezug
auf das Vorzeichen und die Form der Koeffizient A wie auch auf

die Form der allgemeinen Losung.

1, Wenn w eine Lgsung der Gleichung (19) ist,so ist V =iw
eine Losung der Gleichung
' ey — ;
wo = =A(z,Z)W (22)
und umngekehrt.Die Gleichung (19) und (22) nennen wir zueinander

assoziierte Differentialgleichungen,

2. Neben der Familie der explizit~ldsbaren Vekuaschen Gleichung

(14) existiert auch die duale Familie in der Form
o= felae )i .
3 Die allgemeine Losung der vekuaschen Gleichung (14) Xkann man

in der Form

W o= c:Q‘(z)-}-(Q +
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wie auch in der dualen Form
N 2 =
w=c:Q(zy+(Q - Qu

suchen,
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The Media and Mathematics Look at Each Other

ABSTRACT

Mathematicians complain that media treatments of their subject are
scanty. The media complain that mathematicians give them nothing that is
comprehensible or arouses interest. My complaint is that media treatments
(from papers to novels to movies and plays) go for the sensational and avoid
the mathematizations that characterize contemporary life. To what extent do
the media treatments affect the public's conception of mathematics ? The
word media will mean here not only the newspapers and television, but also
novels, stories, plays, movies, museums; in short, all modes of popular
communication of that might shed light on mathematics.

An Abridged Version of a Larger Manuscript
A few selected classic views about mathematicians.

In Gulliver's Travels (1726), Jonathan Swift mocks the Laputian
mathematicians:

" And although they are dexterous enough upon a piece of paper in the
management of the rule, the pencil, and the divider, yet in the
common actions and behavior of life, I have not seen a more clumsy,
awkward, and unhandy people, nor so slow and perplexed in their
conceptions upon all other subjects, except those of mathematics and
music. They are very bad reasoners, and vehemently given to
opposition, unless when they happen to be of the right opinion, which
is seldom their case."

In Arthur Conan Doyle's The Final Problem (1893) the mathematical
genius is a criminal:

"[The arch-criminal Col. James Moriarty] is a man of good birth and
excellent education, endowed by nature with a phenomenal
mathematical faculty. At the age of twenty-one he wrote a treatise
upon the binomial theorem, which has had a European vogue. On the
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strength of it he won the mathematical chair at one of our smaller
universities, and had, to all appearances, a most brilliant career before
him."

The complaints of mathematicians.

Briefly: mathematics gets very little coverage of recent developments
in the papers. It would like much more. And when mathematics is treated by
the papers, they frequently get it wrong. Technical details are mostly omitted
and their "take" or point of view is irksome.

Dr. James Crowley, CEO of SIAM (Society for Industrial and Applied
Mathematics) wrote me:

" Media professionals (writers, reporters) will often tell you that what
they seek are items that have "human interest" or that deal with
controversial issues. Unfortunately, for mathematics, "human interest"
usually involves a stereotypically nerdy or flaky representation ofa
mathematician. And controversy [which is stock in trade of the
papers] is hard to find within mathematics. We tend not to make
statements of global warming or stem cell research, but rather whether
a given theorem is true or not -- hardly the kind of thing to generate
heated debates among people on the street.

My main complaint about the treatment of mathematics in the
media is that mathematics is not treated in the media. One need only
look at the Science Times on Tuesdays to verify that there is little
covered in our area of research. I think this is a general problem,
though, and not entirely the fault of the media itself. Look at the press
releases issued by the National Science Foundation. One sees very
little having to do directly with mathematics or mathematicians."

In 1994, Fields Medallist William Thurston wrote a well received
article in the Bulletin of the American Mathematical Society. Here are a few
quotes:

"We mathematicians need to put far greater effort into communicating
mathematical ideas. To accomplish this, we need to pay more
attention to communicating not just our definitions, theorems, and
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proofs, but also our ways of thinking. We need to appreciate the value
of different ways of thinking about the same mathematical structure.

We need to focus far more energy on understanding and explaining
the basic mental infrastructure of mathematics... This entails
developing mathematical language that is effective for the radical
purpose of conveying ideas to people who don't already know them."

The complaints of the media.

Gina Kolata , a widely read science writer for the New York Times,
wrote me

"You have to ask what newspapers are trying to do. There are
hundreds of articles every day crying for out readers' attention. And
every article has to tell a reader: ‘why am I reading this and why am I
reading this now? ' The news can feature something incredible, like
the solution to Fermat's last theorem or the cloning of a dog, or it can
involve some issue that has a big impact on society like health care, or
it can be a discovery of something quirky. Newspapers are not there to
educate or to teach people about the mathematics that underlies search
engines unless there is something you can say about that mathematics
that makes it new and compelling. The fact that the mathematics is
there is not enough. With most things we use -- a car, a iPod, a DVD,
most of us don't really care how it works."

Rob Finer, a former editor of the New York Times wrote

"Mathematics has no emotional impact. What physicists do
challenges peoples' notion of origins and creations, Mathematics
doesn't change any fundamental beliefs or what it means to be
human."

In view of the fact that the increasing mathematization of life is changing
what it means to be human, this strikes me as a completely imperceptive

view of the matter.

Novels, plays, and movies with a mathematical underlay.
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In the last two decades, these have come thick and fast. To name just a
few Morte Di un Matematico Napoletano, Good Will Hunting (1997),
Arcadia (1999) by Tom Stoppard, Fermat's Last Tango (2000) A Musical.
Won an Emmy Award Uncle Petros and Goldbach’s Conjecture. (English
translation, 2000) 4 Beautiful Mind (2001) This movie won four Academy
Awards. Proof (2005 ) won a Pulitzer Prize.

The solid impression gained from these stories is that mathematicians
are strange and peculiar people. This impression is confirmed by consulting
a large database of mathematical fiction etc. compiled by Prof. Alex
Kasman of the College of Charleston, South Carolina, a mathematician, an
author, and an archivist for literary works with a mathematical underlay. The
database contains brief summaries and opinions of about 500 works.

I estimate that about half of the individual works catalogued
sensationalist. What is clear to me is that there is much material in what I
have found that can easily support the assertion that the popular stereotype
of the mathematician, as brilliant, somewhat mad, socially inept or reclusive,
obsessive, living in the clouds, given to the arcane, the fantastic, is not in
error. The mathematicians or mathematics depicted in these works come
wrapped in the following sensational themes: magic, codes, espionage, the
devil, ghosts, secret messages , other worlds, futurism, madness, autism,
apocalyptism, mysticism, the occult, obsessions, prizes, distopias, evil
mathematical productions and cults, machines that turn in to sorcerers'
apprentices, alternate time concepts. Apparently, there is a steady market for
this kind of literature and mathematicians themselves are writers, producers,
and readers of it. Mathematics is often regarded by the average person as a
kind of magic and this view fits right in with the fictional themes. Moreover,
there is no doubt that the community of professional mathematicians likes to
write this kind of material.

Is there any reality to these stereotypes ?

There is some reality, and its perception starts from the simple
observation that certain people are good at mathematics and some are not.
Some people care about mathematics deeply; they think about it constantly.
Other people couldn't care less. Nature and nurture ? Presumably, and on the
side of nature, common observation leads to the speculation that some
people are "hard wired" for mathematics (whatever that expressions might
mean.)
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If we humans are hard wired, we appear to be not all wired at the
same level. At the very far end of creativity, consider Asperger’s Syndrome
(Hans Asperger, 1906-1980, Austrian pediatrician,) about which there has
been much speculation. This is a psychiatric condition, a certain type of
autism, often characterized by poor social interactions, repetitive behavior
patterns and numerous eccentricities. The mathematical talent displayed by
people with this syndrome can be very considerable. And mathematical
candidates suggested for Asperger have included some of the most famous,
As anthropologist Clifford Geertz wrote: " The rational beauties of
mathematical proof are guarantees of no mathematician's sanity."

Where does the difficulty of communication lie and what can be done ?

There is, paradoxically, a disconnect between the substantial
mathematization of everyday life to which everyone is subj ected and the
extreme reluctance of the general public to learn anything of the subject
beyond grade school material. Why should they know more when today
relevant numbers and implications are spewed out automatically?

Where does the difficulty lie? Does it lie with mathematics
education in the lower grades, often taught by teachers for whom the subject
is poison ? Doesn't every specialized activity from cooking to dentistry have
its specialized terms that the public becomes familiar with ? Shouldn't
grades K-12 provide a basic vocabulary and infrastructure of understanding
so that the average newspaper reader will not turn the page rapidly upon
encountering the word "mathematics" ? Does the difficulty lie with the
nature of mathematics which, at its higher reaches, is a difficult subject
requiring much more time for absorption and patience on the part of readers
than newspaper articles do ? Does the difficulty lie therefore with the nature
of the media with its promise of instant information and understanding ?
Does it lie with the journalists who write about recent accomplishments in
the field ? With the mathematicians themselves who, in the opinion of many
outsiders constitute a priesthood of obsessive specialists ? It would appear
that all of the above are operative.

A West Coast mathematical sciences writer with a BA in the subject
said to me recently that there are now many books written by professionals
to popularize their specialties. "And you know what ? After five pages,
they've lost me."
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What Kind of Reportage Would I Like To See ?

As an antidote for sensational reportage, I would suggest that
newspapers run articles that give a semblance of understanding of the degree
to which mathematics that underlies today's world -- yes a semblance. We
are living in an age which is mathematized and is increasingly so. To realize
this, take a look at the front page of a newspaper and count the number of
numbers that are on it. Some numbers invoke trivial mathematics; some less
so. Go to the business section and do the same. Go to the sports section and
do the same.

Just think what a different (perhaps better) life we would lead if IQ's
were not around to tell us who is "intelligent" and who is not. How would
we live if there were no blood pressure or cholesterol numbers to advise us;
if there were no pre-election polling on every conceivable issue; if the
trajectory of a missile or of a rocket to Mars were computed by pre-
Newtonian theories or by guesswork; if, when we went to the supermarket,
the checkout clerk took a pencil from behind his ear, marked down the
prices of our 18 items and toted them up. Have you looked at a weather map
with its isobars and isotherms? There are mathematical algorithms that
underlie the production of these pictures. What meaning can be ascribed to
the statement that "it will rain tomorrow with 40% probability" ? Do you
know that the diffusion equations have been invoked to advise orchid
growers how often to water their plants?

Each of these experiences and hundreds more, have been created by
calling in an underlay mathematical ideas and methods, some trivial, some
deep and by no means within the abilities of the general public, and as yet
few of them have been called to the attention of the public as something
worthy of its attention.

I should think that at the very least it should be possible for a
newspaper to educate us to the fact that mathematics is formatting a good
portion of today's life and to point out where this is occurring. It need not
even give the readers a semblance of understanding of the technical
mathematics; that is too much to expect. But I should hope that clever
writers might point out how mathematics is altering our lifestyles.

Philip J. Davis, Division of Applied Mathematics, Brown University
Providence, R.L

T .
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Grattan-Guinness

The reception of Godel's 1931 incompletability theorems by
mathematicians

1. Grattan-Guinness June 2006

Summary

Among those concerned with mathematical logic and axiomatics, the impact of Godel’s
1931 theorems on first-order arithmetic was fairly rapid and positive. But the reception in
the mathematical community in general was much slower and more muted. Evidence for
this impression will be presented from the literature. The slowness is itself evidence of
the ambiguous attitude that mathematicians have usually shown toward logic.

1. Introduction

Around 1930 developments in the foundations of mathematics were becoming
dominated by the programme of metamathematics led by David Hilbert (1862-1943), and
the reasonable expectation that all logical and mathematical theories that could be
axiomatised would be shown to be complete and consistent. Gédel’s own Dissertation at
the University of Vienna was of this kind, as in it he showed that the first-order predicate
calculus (as we now call it) with identity passed muster; a lightly revised revision was
published as (G6del 1930). But in that year he unexpectedly changed the direction of
research, for ever. In a paper (Gddel 1931) that was to be accepted as his Habilitation at
the University, he showed two properties of the system P of axiomatised first-order
arithmetic. In his first theorem he proved that, if P was @-consistent, then it contained
more truths than theorems. Some months later he proved the second theorem, that any
proof of the consistency of P would requite a logically richer theory than that of P itself,
not a poorer one.

The history of the early reception of Gddel’s paper by logicians has been well
recorded (see especially Dawson 1985; also Grattan-Guinness 2007, sec. 3). This article
summaries the reception by the mathematical community in general. Three tables of
references to primary literature for the mathematicians are presented in section 7. To
avoid duplicating references, items from these tables are cited in the text in curled
brackets, with the table number followed by a forward slash and then the author and date
code; for example, ‘ {2/Rosser 1953}°. The bibliography of all other references follows
section 8, and items listed there are cited in the usual way using in round brackets.

2. The significance of Gidel’s theorems

The first theorem sunk the programme for mathematics that had been developed
by A.N. Whitehead (1861-1947) and Bertrand Russell (1872-1970) in their three-volume
Principia mathematica (1st edition 1910-1913, 2nd edition 1925-1927; hereafter ‘PM).
They held that that ‘all” mathematics (or at least quite a lot of it) could be derived solely
from mathematical logic including set theory (Grattan-Guinness 2000a); but they had
only hoped for consistency and completeness without having any means at hand to
exhibit them. This theorem also did not do much good for metamathematics either.

The second theorem sunk the conception of metamathematics that Hilbert had
been developing in recent years; for, though he was not always explicit about it, he saw
the hierarchy of mathematics, metamathematics, ... as an ascent into simplicity. The
theorem also did not do much good for logicism either. The proof method was rich in
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consequences in its own right, for the method of ‘Godel numbering’ (as it became
known) played a major role in the growth of recursion theory and the formation of
companion impossibility theorems and conjectures in other contexts by Alan Turing
(1912-1954), Alonzo Church (1903-1995) and others.

In addition but rarely noted, oo recognised the central importance of
distinguishing theory from metatheory, logic from metalogic, signs from their referents,
and so on in all contexts. The distinction was not new, metamathematics being one
distinguished partial anticipation; but elsewhere it was not well grasped or followed. (PM
was a disaster in this respect, especially with its all-purpose implication.) Around the
same time the Pole Alfred Tarski (1901-1983) had been coming to the same conclusion
partly from other considerations (Feferman and Feferman 2004, esp. int. 3), and both men
deserve the credit for this major change in conception of logic. To most of their
predecessors logic was some vast all-embracing body of knowledge relative to which
metalogic could not be formed; but from now on hierarchies were essential, whether in
standard bivalent logic within which Godel's theorem lay, or in any other logic to come.

3. The reception among mathematicians: the technical literature

Those closely linked to Godel’s concerns recognised his theorems and their
consequences quite soon.! The field of formal logic, along with related topics such as
axiomatic set theory and aspects of model theory, progressed steadily, its social status
raised by the launch in 1935 in the USA of the Association of Symbolic Logic and its
Journal the following year. By then G&del’s theorems formed part of the furniture for
logicians.

But the extent and manner of the reception of the theorems among
mathematicians in general was very different from that of the logicians. Let us start with
the technical works from formal logic that mathematicians could have seen had they
wanted.

3.1 Some logicians wrote books with a broader audience than fellow specialists in
mind, and mathematicians may have read them. I note some principal examples.

Just before the Second World War Bernays published the second volume of his
survey of metamathematics, including proofs of both theorems in detail {1/Hilbert and
Bernays 1939} ; however, ensuing events must have limited its circulation. During the
War and later various writings of Tarski are relevant; for example, the logic textbook
{2/Tarski 1941}, which appeared in various languages. After the War such books
included the substantial presentation by Stephen Kleene (1909-1994) of metamathematics
{1/Kleene 1952}, and the technical monograph by Andrzej Mostowski (1913-1975) on
Godelian results for arithmetic {1/Mostowski 1952}. Some years later Martin Davis
published a broad account of recursion theory; naturally the main hero was Turing, but
Godel was duly noted {1/Davis 1958}.

However, there is also the account of ‘logic for mathematicians’ by Barkley
Rosser (1907-1989), in which he summarised the treatment of mathematics given in PM
but deliberately avoided details of the theorems and referred to Godel rarely {2/Rosser
1953}. This decision is regrettable, especially as the resumé of PM itself is of course very
capable.

! On the history of logic in general up to the early 1960s see, for example, (Mostowski
1966) and (Mangione and Bozzi 1993, chs. 5-7). '
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3.2 Another foundational area of mathematics affected by Goédel’s theorems was
axiomatic set theory. The two main systems were those launched by Emst Zermelo
(1871-1953) in the late 1900s, and by John von Neumann (1903-1957) 20 years later;
both were modified by others later, including Godel. Since first-order arithmetic is
expressible within each of them, then they are both incompletable, as Godel mentioned in
the first paragraph of his paper. In the 1950s there began to appear books on axiomatic or
general set theory for a broader audience, and so one would expect that this important
feature would be explained. However, several of them were silent, although they noted
Gddel’s later consistency results on set theory.

An important example is Abraham Fraenkel (1891-1965), one of the modifiers of
Zermelo’s system. He was well familiar with Godel’s paper, for he wrote an excellent
review of it for the mathematics reviewing journal Jahrbuch iiber die Fortschritte der
Mathematik {1/Fraenkel 1938} (the tardy publication reflects the declining state of the
journal). He had also heard Godel lecture on his theorems in September 1931 at the
annual meeting of the Deutsche Mathematiker-Vereinigung, where he had spoken himself
on set theory.” Nevertheless, most of his books do not mention the theorems: his account
of ‘abstract set theory’, though Gdédel’s paper was listed in the superb bibliography that
graced the first edition {3/Fraenkel 1953}; Bernays’s book, to which he contributed a
lengthy historical introduction {3/Bemays 1958}; or even his own short account of ‘logic
and set theory’ {3/Fraenkel 1959}. The only one of his books where incompletability
received some notice was in the one written with Yehoshua Bar-Hillel (1915-1975)
{1/Fraenkel and Bar-Hillel 1958, esp. pp. 303-308}, making the silence elsewhere all the
more noticeable.

Some of these books were presented as textbooks (at an advanced level). Several
others on or including axiomatic set theory came out in the ensuing years (including in
1973 a revision of Fraenkel's and Bar-Hillel’s book by Azriel Levy, with still more
details). Discussion of incompletability in connection with sets was patchy: none in
{3/Suppes 1960}, some in {1/Stoll 1961, ch. 9 on first-order theories}, and not really in
{1/Kneebone 1963, ch. 11} though the theorems themselves were treated in ch. 8. The
account by W.V.O. Quine (1909-2001) of the relationship between set theory and logic,
which naturally gave some space to the set theories embedded in his own logical systems,
did note incompletability, though rather sparingly {2/Quine 1963, esp. pp. 110, 305,
325}.

4. The reception among mathematicians: the general literature

The other main source for mathematicians was popular writings on mathematics
that covered the pure sides and/or foundations and axiomatics; in many cases the authors
themselves were not specialists in logic or set theory.

4.1 The earliest item of this kind was review of G6del’s paper in the new
reviewing journal Zentralblatt fiir Mathematik, by the philosopher Walter Dubislav
(1895-1937) {1/1932a}. Among popular(ish) books, the first quartet that contain more
than passing mentions are in three different languages: a survey of current philosophies

2 The third speaker at this special session on foundations was Zermelo, who was trying
to prove the completeness of mathematics using a vague proto-theory of infinitely long
proofs. The aftermath included a superb letter on his theorems that Godel wrote to
Zermelo; it was published in (Grattan-Guinness 1979), and now also in Godel Works, vol.
5, 422-429, without the annoying typesetting errors that of the first printing. '
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of mathematics by Dubislav {1/1932b, esp. pp. 20-22}, together with a recognition of the
‘epoch-making work of K. G8del’ in the review of the book by Heinrich Scholz (1884-
1956) {2/Scholz 1933}; a similar survey by Friedrich Waismann (1896-1959), like Gédel
a member of the Vienna Circle (1/Waismann 1936, esp. sec. 9A}; a discussion of
axiomatics and formalism by the French philosopher Jean Cavaillés (1903-1944)
{1/1938, esp. pp. 143-149}; and a general account of the development of mathematics by
the American historian E.T. Bell (1883-1960). Typically, Bell presented the theorems as
concerning logic rather than arithmetic {1/Bell 1940, 575-578}; on the other hand, his
account formed part of a substantial survey of various recent foundational studies that
would not have been familiar to many of his readers.

4.2 Another book of this kind appeared in 1940: a review of ‘mathematics and the
imagination’ by two New York authors {3/Kasner & Newman 1940} . Since they
included a chapter on paradoxes and Russell’s work (ch. 6), then Godel could have arisen
naturally; but nothing was said. However, the situation for the junior author was to
change so substantially that he becomes a major figure in our story.

James Roy Newman (1907-1966) trained as a lawyer at Columbia University in
New York. Early in his career he formed a passion for popularising mathematics: the first
manifestation was the book just noted, for which Edward Kasner (1878-1955) was a
professor in mathematics at Columbia. Soon after the book appeared Newman conceived
of editing a large collection of articles on all aspects of mathematics for a general
audience; it eventually appeared in 1956 as a four-volume set entitled ‘the world of
mathematics’. Among several articles concerning axiomatics and logic, Newman wrote
one called ‘Godel’s proof® with his old philosophy professor at Columbia, Ernest Nagel
(1901-1985) {1/Nagel and Newman 1956b}. A somewhat different version of it with the
same title appeared that year in the popular journal Scientific American, of which
Newman was a member of the editorial board {1/Nagel and Newman 1956a}.> Two
years later they extended the articles into a short book of the same title {1/Nagel and
Newman 1958} . It was shorter than they intended, because they wanted to included an
English translation of the original paper; but unfortunately Gédel imposed such
unreasonable conditions on the whole project (Godel Works, vol. 4, 2-8 and vol. 5, 135-
154) that the plan had to be abandoned.

These three publications raised considerably the visibility of the theorems in the
mathematical community, and indeed beyond. The role of Newman is a remarkable
example of highly effective popularisation of mathematics led by someone outside the
profession.

4.3 The importance of the USA in this story is enhanced further. Weyl had played
a valuable role before Newman: in 1927 he had published in German a survey of the
philosophy of mathematics and of science, and when it was translated into English he
added several appendices, including a substantial one on the theorems and their historical
and philosophical context {1/Weyl 1949, app. A}.

Five years later another distinguished mathematician with a serious interest in
foundational issues, R.L. Wilder (1896-1982), published a general book on foundations,

3 The differences between the two versions of the article seem to be due only to copyright
concemns; there is no substantial variation in content.

No historical work seams to have been done on Newman; for further information
consult his own declaration in Who's who in America, vol. 4 (1968), 701.
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including a section on the theorems {1/Wilder 1953, 256-261}. This work had an
educational echo five years later, when the mathematics educators Howard Eves (1911-
2004) and Carroll Newsom (1924-1986) published a book w1th a very similar title but set
at a level for undergraduates {2/Eves and Newsom 195 81.* They followed an historical
approach to foundations — Eves was a good historian of mathematics — and ended with
Godel’s theorems. They stated that the details were above the level of their book, but they
had nicely revealed the context in which the theorems arose. Further, in a revised edition
of their book in 1965 they did provide some of the details in a new appendix.

Quite different results came from another American textbook of the same period.
In outlining ‘logic in elementary mathematics’ the mathematics educators Robert M.
Exner (1914-2001) and Myron F. Rosskopf adopted quite a formal approach to logic
{3/Exner and Rosskopf 1959}. All was ready for Godel; yet silence reigned in the
mathematical chapters of the book, since they did not treat arithmetic at all. A nice
opportunity was missed.

5. Reception on some other countries

The last section was dominated by Americans, a fact that forms part of my
general conclusions. But a rounder picture should be given by considering some other
countries where English was not the mother tongue. My impression is that the main
reception of the theorems in other countries dates largely from the 1960s onwards.

5.1 France is an obvious case: an exceptionally important mathematical country
for some centuries, and also well known for its long derision of logic. How did they react
to the theorems? Since our story starts in the 1930s, to a substantial extent the question
becomes: how did the Bourbaki group react to the theorems?

The tone was set by Jean Dieudonné (1906-1992) in the 1939 volume of the
popular journal Revue scientifique with an article on ‘modemn axiomatic methods and the
foundations of mathematics’ {3/Dieudonné 1939}. The title fits Godel pretty exactly; but
Dieudonné ignored him even though he noted Hilbert’s ambition to ‘prove the non-
contradiction of mathematics’! He just emphasised some aspects of rigour, deduction
from (vaguely known) primitives, and set theory. Similarly, four years later in the same
journal Henri Cartan (b. 1904) mused ‘On the logical foundation of mathematics’, surely
a Russellian title {3/Cartan 1943}. However, he largely set aside ‘logistic’ and focussed
instead on transfinite arithmetic, axiomatic set theory, and some aspects of logic,
including quantification theory and even the ‘Entscheidungsproblem’, and a mention of
his compatriot logician Jacques Herbrand (1908-1931).

After the War the first numbers of Bourbaki’s Eléments des mathématiques began
to appear, with historical notes in some of them. Godel was absent, of course, though
about 25 years later the newer members of the group were aware of him (see the
references in the collection (Bourbaki 1969), for example; and also the head of section 7).

At that time Francois Le Lionnais edited a substantial volume on current
developments in mathematics {3/Le Lionnais 1948} . Three articles are relevant :
Bourbaki on ‘the architecture of mathematics’, emphasising structure and axiomatics;
Dieudonné on aspects of the achievements of Hllbert (who had died in 1943); and two
other authors on ‘the logical synthesis of results and researches’. Silence reigned once

* The influence of Wilder upon Eves and Newsom is clear, as the authors state that one of
them had been his student; however, neither of them took a doctorate under his direction.
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more. In 1962 the book was reissued, and the editor added to it a reprint of Dieudonné’s
1939 article; so encore rien.

The Bourbakists were much concerned with rigour and accuracy in mathematics,
but they drew little upon logic as a discipline in its own right to fulfil their purposes. This
attitude was made very clear by André Weil (1906-1998) in a lecture delivered before the
Association of Symbolic Logic late in 1948, where he outlined the ‘foundations of
mathematics for the working mathematician’ {3/Weil 1949}. He noted some features of
logic, such as well-formed formulae and quantification, and some set theory, but that was
all.

5.2 Concerning other countries, Gédel’s own part of the world, central Europe, is
a good example: most major logicians and several mathematicians had emigrated after
the arrival of Hitler, and logic was judged to be a degenerate academic subject. After the
War there were still logicians prosecuting the subject, but our concern is with the
mathematical community in general.

In Germany the second edition of the Encyclopddie der mathematischen which
included two articles on logic where the theorems were described {1/Schmidt 1950,
1/Hermes and Scholz 1952}. No articles on logic appeared in the first edition (1898-
1935); but in contrast to that massive achievement, the second edition petered out rather
quickly, and so these articles may not have been widely read.

In 1956 was a popular book on mathematics by Herbert Meschkowski (1909-
1990) contained a short section {1/1956, ch. 11}, and a passage from Godel’s paper was
quoted in the German source book for ‘formal logic’ by the Pole Innocentius M.
Bochenski (1902-1995) {1/1956} (an English edition of that book appeared five years
later). A pioneering philosophical muse on ‘incompleteness and undecidability’ was
offered by Wolfgang Stegmiiller {1/1959, esp. ch. B}, though I doubt that many
mathematicians would have read it.” Most of the impact seems to have been made from
the 1960 onwards; that is, later than the level of publicity achieved in American English
writing. For example, the 1958 book of Nagel and Newman was translated into German
only in 1964, while the new material in Weyl’s philosophy book of 1949 (section 5.3) did
not come out in German until the third edition of 1966.

6. Concluding remarks

One cites the case of an eminent university figure who, in a recent lecture
given at Princeton in the presence of Gédel, would say that nothing new had been
done in Logic since Aristotle!

(Bourbaki 1969, 14).

6.1 The evidence presented suggests that the mathematical community did not
become generally aware until around 25 years after publication; and Americans authors,
especially the non-mathematician Newman, played the major role. In this section I
discuss these conclusions.

This survey is knowingly incomplete in respects other than that concerning
countries. Firstly, for reasons of space I have not cited all the items listed in the three

5 This remark is not intended as a criticism of Stegmiiller’s book. But mention of it
suggests another interesting historical question that to my knowledge has not been
studied: what is the history of the reception of Gdel’s theorems in the philosophical
community? ‘
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tables below; but the others corroborate the impression conveyed. Secondly, there must
be literature in the dominant languages that I have not tracked down; since the theorems
relate to such a basic part of mathematics, there might be discussions by mathematicians
anywhere within a wide range of interests, making all of them very hard to locate.
Thirdly, mathematicians specialising in certain areas sometimes become familiar with
other ones (to give a lecture course on them in their institution, for example), but do not
leave a published trace in the form of papers or books; doubtless formal logic formed
such an alternative for some mathematicians. For example, the Briton G.H. Hardy (1877-
1947) on occasion lectured both on logicism and on metamathematics; but he did not

include any foundational topics in his own popular book on mathematics {3/Hardy
1940}.

6.2 Despite these caveats I think that the conclusions drawn are broadly correct,
especially the difference in speeds of reception between logicians and mathematicians.
Moreover, I do not find the differences surprising. In my years of studying the history of
mathematics and the history of logic I have long been aware not only of the long history
of both disciplines but especially that they usually had /ittle to do with each other. For
example, despite great efforts at publicity even leading mathematician Hilbert was unable
to convince mathematicians in large numbers from the 1920s onwards to follow leading
logician Hilbert and take up metamathematics as a field of study, or even of teaching.

Among many differences between formal logic and mathematics, logic is the
broader discipline, and many of its concerns are and have been profitably pursued
without paying any special attention to mathematics; for example, some books on formal
logic published in the period covered by this article have not been cited precisely for this
reason. The main points of contact lie in some aspects of axiomatics and (since around
1900) model theory (Peckhaus 1999, Grattan-Guinness 2000b). But otherwise, to a
mathematician logic is certainly important for supplying rules of deduction such as
modus ponens and proof by contradiction, and maybe to help in the well-formation of
formulae; to him there is no special need to study matters that to a logician are central,
such as why or in what circumstances a deduction is valid, nor to consider other
foundational aspects of mathematical theories. The common attitude of mathematicians is
exemplified, in a markedly forceful way, by the Bourbakists (section 6.1); indeed, to
some extent it shows their influence upon the mathematical community.

One aspect of mathematical theories rarely considered by mathematicians but well
noted by logicians is the forms and role of definitions (Dubislav 1931). Godel’s proof of
the first theorem rests on a sequence of 46 definitions that had to be tight because of the
need to keep logic and metalogic rigidly apart. If a mathematician were to work his way
through the sequence, he would find a level of rigour that is very likely much higher than
that obtains even in so-called ‘rigorous’ mathematics, so that Gédel’s theorems would not
apply to his way of doing mathematics.

To logicians mathematicians are rather sloppy and none too familiar with logic,
while to mathematicians logicians are fussy and none too familiar with mathematics. The
quotation at the head of this section typifies both sides, not only because of its content but
also for its context, namely that Aristotle’s writings ‘encourage philosophers in their
neglect of the study of mathematics and block the progress of formal Logic’ (Bourbaki
1969, 14).

The wide gap between mathematics and formal logic was evident to me even
before I began to work on history. Around 1960 I was studying for a degree in
mathematics: that is, three years of proving theorems and proving theorems and proving
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theorems, but bereft of significant reflections on proof theory. In particular, Godel’s
theorems were not mentioned in any course, though we did study the completeness
theorem of 1930 in one on sets and models (with the logic explained in a few lines). I
record these memories because I am sure that my experience was quite typical of its time,
for all or at least many countries.

In these contexts the difference between the speeds of reception of Gédel’s
theorems is to be expected; indeed, without Newman the gap might have been still
greater. It has reduced somewhat from the 1960s onwards, especially because of the
steadily increasing use of computers in general and the companion rise of computer
science as an academic discipline, and (partly for this reason) the continual growth of
work in formal logic. Godel (and also Tarski and Turing) grew to be very well known,
and his theorems became quite popular; for example, three English translations of the
paper appeared, in 1962, 1965 and 1967. Formal logic became even somewhat trendy,
with many textbook publishers wanting a book on it (maybe including some
mathematics) in their list.

7. Three bibliographical tables

7.1. General(ish) works in which Gédel’s theorems are reviewed or discussed.
Year Author, (short) title Comments
1932a |W. Dubislav, Review of Gédel's paper, Zent. Math., 2, 1
1932b (W. Dubislav, Philosophie der Mathematik in der
Gegenwart, Berlin
1936 |F. Waismann, Einfiihrung in das mathematische 6 pp. English trans. 1951
Denken, 1st ed., Vienna
1938 |J. Cavailles, Méthode axiomatique et formalisme, 3 pts., ¥ pp.
Paris
1938 |A.A. Fraenkel, Review of Gédel's paper, Jbch. Fort.
Math., 57(1931), 54
1939 D. Hilbert and P. Bernays, Grundlagen der Mathematik, By Bemnays. Available

vol. 2, Berlin outside Germany?
1940 [E.T. Bell, The development of mathematics, New York B pp. in 30 pp. on found-
& London ations; faulty
1949 |H. Weyl, Philosophy of mathematics and natural 17 pp.. Only in German
science, Princeton in 3rd ed. (1966)

1950 |A. Schmidt, ‘Mathematische Grundlagen’, Enc. Math.  [Widely read?
Wiss., 2nd ed., vol. 1, sec.1, pt.2, 1-48

1952 |S.C. Kleene, Introduction to metamathematics,
Amsterdam and Groningen

1952 H. Hermes & H. Scholz, ‘Mathematische Logik’, Enc.  [Widely read?
Math. Wiss., 2nd ed., vol.1, sec.1, pt.1, 1-82
1952 |A. Mostowski, Sentences undecidable in formalised Technical monograph
arithmetic, Amsterdam
1953 |R.L. Wilder, Introduction to the foundations of 6 pp.
mathematics, New York
1956 |LM. Bochenski, Formale Logik, Freiburg & Munich Source book; English

trans. 1961
1956 [H. Meschkowski, Wandlungen des mathematischen Pnd ed. 1960; English
Denkens, Braunschweig trans. 1965
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of mathematics, London

1956 [F. Desua, ‘Consistency and completeness — a review’, [Godel’s theorems
Amer. math. monthly, 63, 295-305 prominent

1956a |E. Nagel & J.R. Newman, ‘Gddel’s proof’, Sci. Amer., [Pioneer popularisation
194, no. 6, 71-86

1956b |[Version of previous], in J.R. Newman (ed.), The world [Parts of book on
of mathematics, 4 vols., New York, 1668-1695 axiomatics & on logic

1958 [E. Nagel & J.R. Newman, Gddel’s proof, New York Book version of articles:

German trans. 1964
1958 M. Davis, Computability and unsolvability, New York |Book focussed around
recursion

1958 |A.A. Fraenkel & Y. Bar-Hillel, Foundations of set Section in ch. 5; more in
theory, Amsterdam 2nd ed. 1973

1959 |E.W. Beth, The foundations of mathematics, A chapter; Godel’s paper
Amsterdam not cited!

1959 |W. Stegmiiller, Unvollstindigkeit und Philosophical discourse
Unentscheidbarkeit, Vienna

1961 [R.R. Stoll, Set theory and logic, San Francisco Textbook; short section

1962 [K. Godel, On formally undecidable propositions, 1st English trans.; intro.
Edinburgh by R.B. Braithwaite

1962 [W. & M. Kneale, The development of logic, Oxford History; 13 pp.

1963 |G.T. Kneebone, Mathematical logic and the foundations [Textbook; ch. 8 (14 pp.)

& other mentions

7.2 General(ish) works in which the theorems are mentioned.

1933 H. Scholz, review of {1/Dubislav 1932b}, Jber. Dtsch.
Math.-Ver, 43, 88-90.
1934 |A. Heyting, Mathematische Grundlagenforschung.
Intuitionismus. Beweistheorie, Berlin

1939 [R. Camap, Foundations of logic and mathematics, Part of ‘International
Chicago encyclopedia’

1941 |A. Tarski, Introduction to logic, 1st ed., New York Later eds. and transs.

1941 [R. Courant & H. Robbins, What is mathematics?, New [Small note; to 4th ed.
York 1947

1946 [H. Weyl, ‘Mathematics and logic’, Amer. math. General review of
monthly, 53, 2-13 foundations

1949 |L. Chwistek, The limits of science, London Polish orig. 1935

1951 [E.T. Bell, Mathematics queen and servant of science, Quote from Weyl (1946)
New York

1953 [E.R. Stabler, An introduction to mathematical thought, Only corollary properly
Cambridge (Mass.) conveyed

1953 [I.B. Rosser, Logic for mathematicians, New York Theorems deliberately

minimised

1955 |E.W. Beth, Les fondements logiques des Also mentions in other of
mathématiques, 2nd ed., Paris his books

1958 {H. Eves & C.V. Newsom, An introduction to the Some details given in
foundations & fundamental concepts of mathematics, appendix to 2nd ed
New York (1965)

1961 [R.R. Stoll, Set theory and logic, San Francisco Textbook
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1963

W.V. Quine, Set theory and its logic, Cambridge
(Mass.)

Ond ed. 1969

8.3. General(ish) works in which the theorems are not mentioned.

1933  |H. Hahn, Logik, Mathematik und Naturekennen, French trans. 1935
Vienna

1935 |E.R. Stabler, ‘An interpretation and comparison of [Covers logicism,
three schools of thought in the foundations of metamathematics and
mathematics’, The mathematics teacher, 28, 5-35 postulation theory

1939  |J. Dieudonné, ‘Les methodes axiomatiques Repr. in Le Lionnais (1948),
modernes et les fondements des mathématiques’, 1962 repr.
Rev. sci., 77, 224-232

1940 |G.H. Hardy, A mathematician’s apology, Author well familiar with
Cambridge foundations

1940 |E. Kasner & J.R. Newman, Mathematics and the  |Ch. on paradoxes &
imagination, New York & London foundations

1943  |W.W. Sawyer, Mathematician’s delight, Foundations not handled
Harmondsworth

1943  [H. Cartan, ‘Sur le fondement logique des ‘Logistic’ deliberately
mathématiques’, Rev. sci., 81, 2-11 minimised

1944 |‘Russell’s mathematical logic’, in P.A. Schilpp Reviews only Principia
(ed.), The philosophy of Bertrand Russell, New mathematica: no mention
York, 192-226 of his theorems

1948 |F. Le Lionnais (ed.), Les grands courants de la 3 related articles, inc. one by
pensée mathématique, Paris; repr 1962 Bourbaki

1949 |A. Darbon, La philosophie des mathématiques, Detailed study of Russell, but
Paris [posthumous] no PM; done < 19107

1949 [N. Bourbaki, ‘Foundations of mathematics for the [Lecture delivered to the
working mathematician’, J. symb. logic, 57, 221~ Association of Symbolic
232 Logic by A. Weil

1940s |N. Bourbaki, Eléments des mathématiques, Paris  |A few mentions in later eds.

1951 |A. Bakst, Mathematics, its magic and mystery, Mostly on heuristics
Princeton

1952  |L. Couffignal, Les machines a penser, Paris Popular book on computing;

no Turing

1953 [B.V. Bowden (ed.), Faster than thought, London |Mainly on computers

1953  |A.A. Fraenkel, Abstract set theory, Amsterdam Paper only in the (huge) bibl.

1958  [K. Menninger, Zahlwort und Ziffer, 2nd ed., Historical, but not on
Gottingen foundations

1958  [P. Bemays, Axiomatic set theory, Amsterdam Incompleteness not
[Historical preface by Fraenkel] explicitly mentioned

1959  |A.A. Fraenkel, Mengenlehre und Logik, Berlin Ditto re incompleteness.

English trans. 1966

1959 [R.M. Exner & W.F. Rosskopf, Logic in Textbook level; arithmetic
elementary mathematics, New York excluded!

1960 |P. Suppes, Axiomatic set theory, Princeton

1962  (T. Dantzig, Number the language of science, 4th  [Historical work; includes sets

ed., New York
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1964  |The mathematical sciences. Essays for COSRIMS, [No foundations, but article on
Cambridge (Mass.) continuum hypothesis
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Die Herausgabe der Weierstrafischen
ySFormeln und Lehrsdtze zum Gebrauche
der elliptischen Functionen“
durch Hermann Amandus Schwarz

PETER ULLRICH
Universitdt Koblenz-Landau, Campus Koblenz, Mathematisches Institut
‘UniversitétsstraBe 1, 56070 Koblenz, Deutschland

Der Briefwechsel zwischen KARL WEIERSTRASS (1815-1897) und seinem
Lieblingsschiiler HERMANN AMANDUS SCHWARZ (1843-1921) erstreckte
sich tiber die Jahre von 1866 bis 1893 und umfa8t ingesamt fast 200 Schrei-
ben. Man findet darin, wie zu erwarten, den Austausch mathematischer
Gedanken und auch Kommunikation iiber Kollegen, vor allen Dingen, was
Berufungsangelegenheiten betrifft.

Unterstellt man jedoch — im Anschlu8 an FELIX KLEIN (1849-1925) [1,
S.283] —, WEIERSTRASS habe unter einer prinzipiellen Abneigung gegen
Druckerschwirze gelitten, so erlebt man eine Uberraschung: Zahlreiche
Briefe befassen sich mit der Herausgabe der ,, Formeln und Lehrsétze zum
Gebrauche der elliptischen Functionen“ [4], die SCHWARZ auf der Basis
WEIERSTRASSscher Ergebnisse unternahm.

Insbesondere im Jahre 1881, in dem die ersten 6 der insgesamt 12 Bo-
gen dieses Werks erschienen, dominierte dieses Thema véllig die Briefe
von SCHWARZ. Dieser war generell nicht unbedingt lakonisch in seinen
AuBerungen, und gerade bei der Herausgabe eines auf seinen akademi-
schen Lehrer zuriickgehenden Textes wollte er sich offenbar bei diesem
stets riickversichern, ob Einwinde bestiinden, — und vielleicht auch die-
sem klarmachen, wie ernst er, SCHWARZ, diese Aufgabe nahm, und wie
viel Mithe er investierte. Diese Mitteilungsfreude liefert eine vollstindi-
ge Dokumentation der Entstehung des genannten Werks, ausgehend von
den Vorstellungen von WEIERSTRASS und SCHWARZ zu dessen Inhalt und
Adressatenkreis, tiber die Wahl des Vervielfaltigungsverfahrens und die fi-
nanzielle Kalkulation bis zu typographischen Fragen wie der Gestaltung
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einzelner Bleilettern. Hier liest man auch von jenen Details und Problemen,

die SCHWARZ in seiner Einleitung zur zweiten Auflage nicht erwahnte [4,
2. Auflage, S. V-VIII]. |

1 Urheberschaft und Adressatenkreis

Die Inhalte der ,, Formeln und Lehrsétze . .. “ [4] stammen aus der WEIER-
STRASSschen Theorie der elliptischen Funktionen, wie auch deren Unter-
titel ,,Nach Vorlesungen und Aufzeichnungen des Herrn Professor K. Wei-
erstrass bearbeitet und herausgegeben von H. A. Schwarz“ bekundet. Die
eigentliche Ausgestaltung lag aber véllig in der Hand von SCHWARZ, was
auch WEIERSTRASS so sah, etwa wenn er an SCHWARZ von ,,Thre[r] For-
melsammlung® {11, 9.4.1881 und 3.3.1883] schrieb. Dies bedeutete aller-
dings auch, dal WEIERSTRASS dies nicht mehr als eine Angelegenheit
ansah, deren Fortschritt hohe Prioritét fiir ihn hatte:

So duferte er erst den Wunsch, die partiellen Differentialgleichungen
der o-Funktion sollten ausfiihrlicher behandelt werden als von SCHWARZ
geplant [6, 9.4.1881], und lieferte auch am 25. Juni 1881 ein Manuskript
dafiir [11, 25.6.1881], verlangte dieses aber schon am nichsten Tag wie-
der zuriick, um es stattdessen als Abhandlung ,,Zur Theorie der ellipti-
schen Functionen“ [9] in den Sitzungsberichten der Berliner Akademie zu
publizieren [11, 26.6.1881]. Und der Theorie der Transformationen ellipti-
scher Funktionen, die SCHWARZ als die ,,grosste Zierde der Sammlung® 6,
9.4.1881] bezeichnet hatte, weil dies ein Abschnitt sein sollte, den WEIER-
STRASS selbst geschrieben hétte, erging es noch viel schlechter: SCHWARZ
schrieb am 25. Mérz 1886 an WEIERSTRASS, der das Manuskript fiinf Jahre
lang schuldig geblieben war, jetzt aber an Ausarbeitungen iiber Abelsche
Funktionen und iiber Variationsrechnung dachte [6, 25.3.1886]:

»Lerner erlaube ich mir, Sie um freundliche Zusendung des
mir versprochenen Beitrages zur Formelsammlung, betreffend die
Transformation der elliptischen Functionen zu bitten. Es muss
doch die Formelsammlung endlich einmal fertig werden und ich
werde nicht eher an der Ausarbeitung der Variationsrechnung
mit voller Kraft arbeiten kénnen, als ich nicht sehe, dass die
Formelsammlung gliicklich zu Ende gefiihrt ist.“

Wohlgemerkt: Die ersten Bogen der ersten Auflage von [4] erschienen 1881,
die letzten 1885; es gab eine zweite Auflage im Jahre 1893 beim Springer-
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Verlag. In allen fehlt die Theorie der Transformationen elliptischer Funk-
tionen, sogar im Nachdruck aus dem Jahre 1962.

Trotz dieser Disharmonien waren sich WEIERSTRASS und SCHWARZ
einig, was die generelle Stuktur der ,, Formeln und Lehrsitze . .. “ betrifft:
Beide hatten offenbar zu Anfang — was in diesem Fall den Beginn der
1870er Jahre bedeutet — an eine reine Formelsammlung gedacht, die priméar
als Hilfe fiir Studenten im Vorlesungsbetrieb dienen und auch den Lehren-
den von der Anschreibearbeit entlasten sollte. Weiterhin sollte sie eine
Referenzquelle fiir Forscher bilden und nicht zuletzt, wie gerade SCHWARZ
betonte [6, 2.10.1874 und 6.2.1875], die WEIERSTRASSsche Theorie do-
kumentieren und dadurch ihre Position gegeniiber anderen akademischen
Schulen stérken.

Im Jahr 1874 jedoch erschienen die zweib&ndigen » vorlesungen iiber die
Theorie der elliptischen Functionen® 2] des &ltesten, aber recht proble-
matischen WEIERSTRASS-Schiilers LEO KOENIGSBERGER (1837-1921),
und WEIERSTRASS teilte SCHWARZ mit, daB die Formelsammlung [11,
1.9.1874]

»jetzt, nach dem Erscheinen des Kénigsberger’schen Buches un-
ter allen Umsténden mit einer Einleitung versehen [werden] muss,
worin ich meine Methoden klar darlege und rechtfertige®.

SCHWARZ hatte zwar sehr viel an KOENIGSBERGERS Buch auszuset-
zen [6, 2.10.1874], betonte aber dennoch den Wert auch einer reinen For-
melsammlung [6, 6.2.1875], moglicherweise in der Ahnung, daf es sehr lan-
ge dauern kénnte, bis WEIERSTRASS die geplante Einleitung geschrieben
héitte; in der Tat ist diese in der publizierten Fassung [4] nicht enthalten.
Der Stillstand wurde noch dadurch verschérft, daf WEIERSTRASS ab Ende
der 1870er, Anfang der 1880er Jahre durch der Herausgabe der Gesammel-
ten Werke von CARL GUSTAV JACOB JACOBI (1804-1851) und JACOB
STEINER (1796-1863) mit Beschlag belegt war. Erst als SCHWARZ sich
entschied, davon abzugehen ,blosse Formeln den Zuhdrern in die Hén-
de gegeben zu wollen“ [6, 31.1.1881], also zu Formeln und Lehrsitzen
iiberzugehen, und, viel entscheidender, WEIERSTRASS anzubieten, daB er,
SCHWARZ, die ,, Formeln und Lehrsétze . . . “ aufschreiben wiirde, kam wie-
der Bewegung in die Angelegenheit. Dabei versiumte SCHWARZ es nicht,
den immer die finale Darstellungsform anstrebenden WEIERSTRASS da-
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rauf hinzuweisen, dies wiirde nur eine vorldufige Fassung darstellen, die
man mit der Zeit verbessern konnte [6, 31.1.1881].

Der Adressatenkreis war dabei derselbe wie zu Anfang, hauptséchlich
die Horer der beiden Beteiligten in Berlin bzw. Géttingen. Fiir SCHWARZ
bedeutete dies, daf [6, 9.4.1881]

»fur die in Frage stehende Veroffentlichung eine Auflage von tau-
send Exemplaren angemessen sein wird, damit nicht allzubald die
immerhin erhebliche Miihe sich wiederholt®.

2 Technische Fragen der Vervielfiltigung

Dafl die bei Vorlesungsmitschriften iibliche Reproduktionstechnik des Ab-
schreibens mit der Hand fiir solch ein Unternehmen nicht in Frage kam,
war klar. Somit stellte sich die Frage nach der Vervielfiltigungstechnik:

Neben dem klassischen Bleisatz, wie er fiir Biicher und Zeitschriftenarti-
kel verwendet wurde, stand dem 19. Jahrhundert mit dem lithographischen
Druck eine weitere Reproduktionstechnik zur Verfiigung. Bei diesem wird
die Druckplatte aus Stein oder auch Metall, insbesondere Zink, so vor-
behandelt, daB8 diejenigen Teile, die spéter drucken sollen, fettanziehend
werden und daher die fetthaltige Druckerfarbe annehmen, wahrend die
nichtdruckenden Teile wasseranziehend werden und daher die Druckerfar-
be abstoflen. Besonders beliebt fiir die Vervielfiltigung von Handschriften
war der autographische Druck: Man schrieb (oder zeichnete) mit einer
speziellen autographischen Tinte auf Papier, das mit einer wasserléslichen
Kleisterschicht {iberzogen war. Von diesem wurde die Schrift als Negativ
auf den Druckstein bzw. die Druckplatte iibertragen, wovon — nach ent-
sprechender chemischer Weiterbehandlung — dann die Drucke als Positive
abgezogen werden konnten.

Zwar 148t dieses Verfahren im Vergleich zum Bleisatz nur geringe Druck-
geschwindigkeiten zu, und es ist auch nicht ganz problemlos, von einer
solchen Druckvorlage eine zweite Auflage zu erstellen. Fiir mathematische
Texte jedoch hatte das autographische Verfahren gegeniiber dem Druck
mit Lettern den beachtlichen Vorteil, dass der Formelsatz nur von der
Geschicklichkeit des Schreibers (oder der Schreiberin) abhing.

Dabher ist es nicht verwunderlich, dafl dieses Verfahren auch verwendet
wurde, um Ergebnisse von WEIERSTRASS unter die Interessenten zu brin-
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gen. Das bekannteste Beispiel ist wohl der WEIERSTRASSsche Vorberei-
tungssatz aus der Theorie der Funktionen mehrerer komplexer Verinder-
lichen. Dieser wurde 1879 verdffentlicht als einer von , Einige[n] auf die
Theorie der analytischen Functionen mehrerer Veraenderlichen sich bezie-
hende Saetze” [8], die wie der Untertitel verrit, ,[z]usammengestellt und
dem mathematischen Verein zu Berlin zur Veroeffentlichung uebergeben
[waren] von Professor Dr. C. Weierstrass®. Vervielfaltigt wurden sie im
Jahre 1879 als ,, Autogr[aphischer] Druck®. Sieben Jahre spéater, 1886, liefl
WEIERSTRASS sie dann konventionell setzen und mit andereren

»Abhandlungen (iiber die Theorie der eindeutigen Funktionen)
...1m Verlage von Springer wieder abdrucken (mit Verbesserun-
gen und Zusétzen)“

[11, 18.4.1885], den , Abhandlungen aus der Functionenlehre® [10]. Uber
das Ergebnis der klassischen Drucktechnik war er jedoch nicht sehr begei-
stert: ,In den ,,Abhandlungen aus der Funktionenlehre® finden sich leider
viele Druckfehler. [11, 29.3.1886] Noch zu seinen Lebzeiten, im Jahre
1895, erschienen die Arbeit [8] nochmals in Blei gesetzt, im Band 2 seiner
»Mathematischen] Werke*“ [12].

Fiir den Druck der ,Formeln und Lehrsétze ... “ hatte SCHWARZ zu-
néchst an die Alternativen autographischer Zinkdruck oder Bleisatz in der
REIMERschen Buchdruckerei in Berlin gedacht, die grofe Erfahrung mit
dem Satz mathematischer Texte hatte. Von der zweiten Maoglichkeit ging
man jedoch nach Riicksprache mit LEOPOLD KRONECKER (1823-1891)
ab, da die Wartezeit dafiir zu lang gewesen wire [11, 9.4.1881]. SCHWARZ
selbst schlof nach einiger Uberlegung auch die Vervielfiltigung mittels
Zinkdruck aus, da diese [6, 9.4.1881]

»den Nachtheil [hat], dass sie bei einer grésseren Auflage viel Zeit
erfordert. Da nun fiir die in Frage stehende Veroftentlichung eine
Auflage von tausend Exemplaren angemessen sein wird [...], s0
fallt dieser Punkt sehr ins Gewicht®.

Daher hatte er die Alternative Steindruck ins Auge gefafit, aber durch
Preisvergleich festgestellt, [6, 9.4.1881]

ndass der Preisunterschied fiir die Herstellung mittelst Stein-
druckes und diejenige mittelst Buchdruckes bei einer Auflage von
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500 Exemplaren allerdings sehr bedeutend ist, dagegen bei den
mir gegenwéirtig gemachten Offerten schon bei einer Auflage von
1000 Exemplaren garnicht mehr in Betracht kommt.*

Daher entschied er sich, die , Formeln und Lehrsétze . .. “ bei der , Diete-
richschen Universitdts-Buchdruckerei (W. Fr. Kaestner)“ in Géttingen im
Bleisatz drucken zu lassen.

3 Finanzielle und typographische Fragen

Dies hatte allerdings zur Konsequenz, dass zum einen die Herstellung
der Druckvorlage bezahlt werden mufite (unter besonderer Beriicksichti-
gung etwaiger Autorenkorrekturen) und dass zum anderen die notwendigen
Satztypen vorhanden sein muBten. Die Dieterichsche Buchdruckerei hatte
zwar Erfahrungen mit dem Satz mathematischer Texte beim Druck von
Bénden der Werke von CARL FRIEDRICH GAUSs (1777-1855) gemacht;
es zeigten sich aber bald — teilweise erhebliche — Probleme.

3.1 Die kaufminnische Kalkulation

SCHWARZ hatte zun#chst gehofft, dafl der Vertrieb einerseits iiber den Ber-
liner Mathematischen Verein und andererseits iiber einen Verleger in Kom-
mission erfolgen wiirde, und dabei gleich an ,eine , anstindige“, wohlbe-
kannte Firma“ [6, 9.4.1881] wie REIMER oder DUMMLER in Berlin gedacht.
WEIERSTRASS mufte ihn aber auf den Boden der Tatsachen zuriickbrin-
gen [11, 11.4.1881]:

»Ich fiirchte [...], die hiesigen Buchhéndler wiirden Ihrem — von
mir durchaus gebilligten ~ Vorhaben, auch durch den hiesigen
Mathematischen Verein Exemplare, und zwar an die Studenten
zu einem billigen Preise verkaufen zu lassen, entgegen sein.“

So blieb SCHWARZ nichts anderes iibrig, als den buchh#ndlerischen Ver-
trieb durch den Géttinger Buchhéndler PEPPMULLER erfolgen zu lassen
unter den Bedingungen [6, 20.5.1881]:

,Commissionsverlag, Antheil des Herausgebers 50 % des Laden-
preises, Vertrieb an die Studenten in Berlin durch den Berliner
mathematischen Verein®.
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Das verlegerische Risiko trug wohlgemerkt SCHWARZ selbst, und er
machte auch in seinem Brief vom 9. April 1881 die Kalkulation:

Fiir einen Bogen (zu 8 Seiten) rechnete er bei einer Auflage von 1000 Ex-
emplaren mit Kosten von 70 Mark. (Um die Preise in Relation zu setzen, sei
angemerkt, dal SCHWARZ bei seiner Berufung als Ordinarius nach Gottin-
gen ein Festgehalt von 2.400 Mark jahrlich angeboten bekommen hatte [11,
5.6.1875], das sich aber durch die Horergelder in der Regel weit mehr als
verdoppelte.) Von den Herstellungskosten machten Satz und Druck ohne
Papier 36 Mark aus.

Auf der anderen Seite setzte er fiir die Berliner Studenten einen Sub-
skriptionspreis von 20 Pfennig pro Bogen an [6, 9.4.1881]:

»,Noch billiger den Preis anzusetzen hat keinen Sinn, denn wer
nicht 20 Pfennig pro Bogen zahlen kann, der braucht iiberhaupt
nicht zu studieren.

Bei einem vollstdndigen Absatz der Auflage hitte SCHWARZ also einen
Rohgewinn von 130 Mark pro Bogen gemacht, und das bei zuletzt insge-
samt 12 Bogen. Ob und wie er den Berliner Mathematischen Verein fiir
dessen Vertriebsarbeit entschédigen wiirde, behielt sich SCHWARZ dabei
sogar noch vor [6, 20.5.1881].

Allerdings mufite dieser Betrag auch sein Honorar als Herausgeber und
Autor abdecken und — die Kalkulation ging nicht so ganz auf! Wie die
Geschichte des Springer-Verlags vermeldet [3, S. 128]:

»Schwarz stellte hochste Anspriiche an die typographische Kor-
rektheit des Formelsatzes.

Und dies hatte seinen Preis, wie er WEIERSTRASS schon am 20. Mai 1881
berichten mufite [6, 20.5.1881]:

»90 wenig Formeln auch der erste Bogen enthélt, so betragen
doch die Kosten fiir die sogenannten ,, Verdnderungen“ d. h. fiir
die Aenderungen im Satze, welche ich im Interesse grosserer ty-
pographischer Schonheit der Formeln habe eintreten lassen, fiir
diesen Bogen allein nicht weniger als M 11.50, so dass die Her-
stellungskosten fiir diesen Bogen sich auf 80 M erhohen.“

Dies gab sich nicht etwa mit der Zeit, sondern fiir die Bogen 3 und 4,

wenn auch zusammen, erhielt er eine Zusatzrechnung iiber 37 Mark [6,
26.6.1881].
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Was den Verkaufspreis betrifft, so gab es offenbar geniigend auch zah-
lungskriftige Abnehmer: Bereits 1883 wurden Bogen in einem Antiquari-
atskatalog zum Zehnfachen des Subskriptionspreises angeboten, woriiber
sich SCHWARZ erheblich aufregte [6, 28.7.1883].

Der reguldre Absatz lief offenbar nicht schlecht: Bereits am 17. Juni
1881 konnte WEIERSTRASS aus Berlin melden, dass 130 Exemplare abge-
setzt waren [11, 17.6.1881]. Die letzten Bogen der ,,Formeln und Lehrsétze

.. “ wurden erst 1885 gedruckt, und bereits am 30. Oktober 1890 plan-
te SCHWARZ eine Neuauflage, bei der er, aus Erfahrung klug, versuchte,
moglichst viel des Formelsatzes durch stereotypisches Abformen von den
alten Druckplatten unverdndert zu erhalten [6, 30.10.1890).

3.2 Typographische Probleme

SCHWARZ war keinesfalls ein weltfremder Asthet, der sich noch nie mit
den Problemen des Bleisatzes auseinander gesetzt hatte: Schon vor dem
18. April 1881 hatte er sich ,[h]insichtlich des Typographischen |[...] der
Hiilfe des Herrn Barich vergewissert® [6, 18.4.1881]. C. BARICH war der
technische Leiter (,Factor”) der REIMERschen Buchdruckerei in Berlin,

seine — keinesfalls kostenlose — Unterstiitzung erwies sich als auflerordent-
lich hilfreich [6, 20.5.1881]:

,derselbe hat mich bereits auf sehr viele Einzelheiten aufmerk-
sam gemacht, auf welche ich gewiss nicht geachtet haben wiirde.*

Und auch den direkten Umgang mit dem Setzerblei scheute SCHWARZ
nicht:

»Man sagt Schwarz gar nach, dal er bei einem unbefriedigen-
den Satzbild den Korpus der Zeichen selbst abfeilte, um eine
gewiinschte Unterschneidung zu erreichen.“

Dieses Zitat aus einer Darstellung des Springer-Verlags [3, S. 128-129] ge-
winnt an Glaubhaftigkeit, wenn man die Details zur Erstellung von Druck-

typen zur Kenntnis nimmt, die SCHWARZ in seinem Brief vom 26. und
27. Juni 1881 berichtete.

So wurden fiir nicht oder nicht in hinreichender Qualitdt vorhandene
Schrifttypen die GieBformen in Leipzig bei (dem Musikverlag) Breitkopf
& Hartel hergestellt. Besonders stolz war SCHWARZ auf die Typen fiir die
o-Funktionen; er schickte WEIERSTRASS Bleiabgiisse, also die eigentlichen
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Satz-Typen, verbunden mit dem Angebot, ihm auch die — von SCHWARZ
selbst bezahlte — GieBform fiir den Druck einer von dessen Abhandlungen
(vermutlich [9]) zur Verfiigung zu stellen.

Die Anfertigung der Schrifttypen in Leipzig war zeitaufwendig, und so
ging SCHWARZ dazu iiber, selbst , auf galvanoplastischem Wege fiir die Ty-
penverbindungen Giessformen*“ herzustellen [6, 26.6.1881]. Umgekehrt lief
er bei den Typen 7 und & den Buchstaben und die Schlange dariiber ein-
zeln gieflen, um beide spéter getrennt verwenden zu kénnen [6, 15.4.1881].

Ahnliche Sonderanfertigungen wurden im Laufe der Herstellung immer
wieder notwendig, so bei dem sehr formellastigen Bogen 9, dessen Typen
mit zusétzlichen 80 Mark zu Buche schlugen [6, 28.2.1883]. Fiir die letzten
beiden Druckbogen, 11 und 12, lieB SCHWARZ 1885 sogar extra kleine
Typen fir p und o anfertigen, die einen dichteren Formelsatz erméglichten
und mit denen er sehr zufrieden war [6, 27.5.1885].

So hatten mit der Zeit SCHWARZ und die Dieterichsche Druckerei zu
einer guten Zusammenarbeit gefunden. Hatte SCHWARZ noch 1881 geklagt
6, 26.6.1881]:

»die hiesige Druckerei ist eben doch nicht in ausreichender Weise
mit den zu verwendenden Typen versehen, oder die Typen sind
schlecht, undeutlich; [...]%,

50 bat er im Jahre 1886 den Springer-Verlag sogar darum [3, S. 128], seine
»Gesammelte[n] Mathematische[n] Abhandlungen® [5]

»in der hiesigen Universitatsbuchdruckerei (W. Fr. Késtner) aus-
gefiihrt (zu) sehen, welche fiir mathematischen Satz gut einge-
richtet ist.“

Nachdem WEIERSTRASS mit dem 1886 in Berlin erfolgten Druck sei-
ner ,Abhandlungen aus der Functionenlehre“ [10] nicht zufrieden gewesen
war ([11, 29.3.1886 und 19.5.1890], siehe hierzu und zur Publikation von
[5] auch [7]), war es daher nur natiirlich, daff auch die ersten Binde von
WEIERSTRASS’ ,Mathematische[n| Werken“ [12] in der Dieterischen Buch-
druckerei gedruckt wurden, auch wenn SCHWARZ Géttingen schon 1892
verlassen hatte, um die Nachfolge seines akademischen Lehrers in Berlin

anzutreten. (Herrn BARICH war iibrigens wieder als typographischer Be-
rater mit dabei.)
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Georg Olms: Hildesheim and Johnson Reprint: New York o. J.
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EMIL WEYR AND SOME HIS ACTIVITIES
Martina Beévirova

Emil Weyr (1848-1894) was a great Czech geometer. His scientific career was predominantly
influenced by the trainee-ship in Italy in the years 1870-1871, above all by encountering Luigi
Cremona (1830-1903). After his Italian stay he became an adjunct professor of mathematics at the
Czech polytechnic in Prague and since 1875 he was appointed as a full professor at the university
in Vienna. In the following text we are trying to describe his life and some of his scientific
activities which were important for the international development of mathematics.

Youth of Emil Weyr

Emil Weyr was born on September 1, 1848, in Prague as the second of ten children of Marie
Rumplova (1825-1889) and FrantiSek Weyr (1820-1889), secondary school professor of
mathematics and physics.

From 1859 to 1865 he attended the German realschule in the Mikulandska street in Prague.
Actually at that time he inquired into higher mathematics lead by his father. During the years 1865—
1868 he studied at the Prague Polytechnic, where he started to employ himself with new geometry
lectured by the German mathematician Wilhelm Fiedler (1832-1912). Emil Weyr was an excellent
student. Already during his studies Emil Weyr started to publish his first works and his talent
attracted attention.

In September 1868 Emil Weyr became an assistant of the higher mathematics chair of the German
professor H. Durége (1821-1893). From March 1869 to January 1870 he was doing his one-year
volunteer military service. On May 5, 1869, he gained a doctorate in philosophy at the Leipzig
University. Encouraged by the physicist and philosopher Ernst Mach (1838-1916), Emil Weyr
applied for habilitation at the Prague University; on May 3, 1870, he was appointed as private
docent of new geometry. In the years 18691870 he published two treatises by Teubner in Leipzig:
Theorie der mehrdeutigen geometrischen Elementargebilde und der algebraischen Curven und
Flichen als deren Erzeugnisse (156 pages) and Geometrie der riumlichen Erzeugnisse ein-zwei-
deutiger Gebilde, insbesondere der Regelflichen dritter Ordnung (175 pages). By the year 1870
(inclusive) he had published another 29 works.

Trainee-Ship in Italy, Weyr's Diary and Significance of Italian Stay

In autumn 1870, Emil Weyr started to prepare himself for the trainee-ship in Paris (he gained the
state scholarship of 1000 golden), where Ch. Hermite (1822-1901), J. A. Serret (1819-1885),
M. Chasles (1793-1880) and other great mathematicians of that time held lectures. Nevertheless,
the German-French war changed his plan. On November 7, 1870, he left for the study in Milan.
First he travelled by the train to Trieste, then he continued to Venice, where he went sightseeing for
several days. He arrived at Milan as late as on November 17. From the end of November till mid-
January he spent his time at home in Bohemia again. Therefore he began to attend the lectures of
Luigi Cremona and Felice Casorati (1835-1890) at the polytechnic not until the beginning of
February. In April 1871, he interrupted the studies, travelled through Italy, visited several Italian
universities (Padova, Bologna, Pisa, Florence, Roma, Napoli), he also climbed Vesuvio, and made
contacts with other prominent Italian scientists. Emil Weyr stayed in touch with many
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mathematicians' and some astronomers®, also the poet Domenico Carbone (1823-1883) and
engineer Quintino Sella (1827-1884) were his friends. Towards the end of May 1871, he had to
return to Prague, where the occupation of the chair of an adjunct professor at the Czech Polytechnic
was being decided.

In the Archive of the Academy of Sciences of the Czech Republic there is deposited a diary, written
by Emil Weyr during his stay in Italy with several later notes. It is a small notepad (11,8 x 18,4 cm)
inside a damaged thin blue cover with a blue-white label. The first record was made on November
7, 1870; the diary was written in German until March 2, 1871, since then it was written in Czech.
The last entry was dated on April 23, 1871. The records were written in pencil or black ink. Some
parts are poorly legible, Czech notes are full of grammatical and syntactic mistakes. The diary is
interesting not only for a description of contacts of Emil Weyr with Italian mathematicians and an
atmosphere in the Italian scientific community. It also illustrates cultural and political events in
Italy; above all it provides information on collecting first experiences of a young mathematician in
his 23 years, his view of world, as well as his struggle with the Czech language, his youthful
enthusiasm and his eagerness for all new and free.

During his stay in Italy Emil Weyr established a lifelong friendship with Luigi Cremona, as it is
supported by his 27 letters from the years 1870-1891 preserved in Cremona's inheritance deposited
in Istituto Guido Castelnuovo, Universitd La Sapienza, Roma. At the beginning, Emil wrote his
letters as Cremona's student; they were formal, very polite and impersonal. Later he wrote as
Cremona's colleague, friend and admirer. The letters contain information on Weyr's mathematical
explorations and papers, activities in the Union of Czech Mathematicians and Physicists and at the
Czech Polytechnic, on Weyr's family and his Italian friends. They give an evidence of the lifelong
friendship between both mathematicians and show that Emil Weyr established a friendship with
many other Italian scientists and artists. In the letters we can also find mathematical problems with
which Weyr turned to Cremona, words of thanks for advice, suggestion, help with grammatical
corrections of papers, etc. Let us remark that Weyr's stay in Italy was immensely important and
inspirational for his further scientific work. He acquainted himself with the latest achievements in
projective and synthetic geometry and wrote several treatises that helped him to gain an attention of
European geometers.

As a reaction to his stay in Italy, Emil Weyr wrote 22 works in 1871 (13 German, 8 Italian,
1 Czech), 11 works in 1872 (6 German, 3 Czech, 2 Italian), and 11 works in 1873 (5 German,
4 Czech, 2 Italian). Italian papers were published in journals Rendiconti di Real Istituto Lombardo
and Annali di matematica pura ed applicata (thanks to the co-operation with L. Cremona) and in
Giornale di matematiche (thanks to the co-operation with G. Battaglini).

Subsequent Life Story of Emil Weyr — his Activities in Prague

On October 15, 1871, Emil Weyr was entrusted with a deputization of an adjunct professorship at
the Czech Polytechnic in Prague. On December 1871, his appointment as an adjunct professor of

mathematics was confirmed. Together with the lectures at polytechnic he also started to lecture as
a private docent at the university.

! Angelo Armenante (1844-1878), Eugenio Bertini (1846-1933), Giuseppe Battaglini (1826-1898), Francesco Brioschi
(1824-1897), Giulio Ascoli (1843-1896), Ulisse Dini (1845-1918), Emesto Padova (1845-1896), Giusto Bellavitis
(1803-1880), Enrico D'Ovidio (1842-1933), Eugenio Beltrami (1835-1900).

? Giovanni Virginio Schiaparelli (1835-1910) and Angelo Secchi (1818-1 878).
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From February 6, 1870, Emil Weyr was a member of the Jednota ceskyjch mathematikii (Union of
Czech Mathematicians), which arose in 1869 from the students' society named Spolek pro volné
predndiky z mathematiky a fysiky (Association for Free Lectures in Mathematics and Physics)
established in 1862. At the plenary session on July 7, 1872, he was elected a chairman of the
Union. In the first half of the seventies, he significantly participated in the development of the
social life, in publishing activities, in creating a scientific library, he initiated an exchange of
publications with foreign societies etc. He was also one of the first redactor of the Czech
mathematical journal Casopis pro péstovini mathematiky a fysiky (Journal for Cultivation of
Mathematics and Physics)’ which was founded in the spring of 1872.* Emil Weyr asked Luigi
Cremona to collaborate with the journal. On February 15, 1872, Emil Weyr wrote:

Ich darf nicht schliefen ohne eine ergebene Bitte vorzubringen. Wenn Sie gelegentlich eine
wissenschafiliche (selbst elementare) Kleinigkeit z.B. einen einfachen Beweis irgend eines
mathematischen Satzes w.s.w. mir, fiir das im Friihjahr bei uns zu erscheinende Journal zur
Verfiigung zu stellen die Giite hitten so wiirde ich Ihnen hochgeehrter Herr Professor vom ganzen
Herzen hiefiir dankbar sein. Um meinen Brief nicht unmdfig zu verlingern, behalte ich mir vor in
meinem ndichsten Briefe einige Aufklirungen iiber diese meine Bitte zu geben.

On May 30, 1872, Emil Weyr repeated his demand. He wrote:

Die Redaktion besteht aus Prof. Studnicka, Prof. Blazek, Dr. Neumann® und mir, und erlaubt sich
der geehrten Redaktion der “Annali di Matematica” die beiden ersten bereits erschienenen
Nummern zu iibersenden. Es wire fiir uns eine hohe Ehre wenn die Redaktion der Annali geneigt
wire auf einen Austausch der beiden Zeitschriften einzugehen. Die einzig und allein Vortheil
habenden wiren freilich nur wir. Da jedoch die béhmische Zeitschrift vom Vereine béhmischer
Mathematiker edirt wird, so fiillt selbstverstindlich jedes durch Austausch erworbene Werk dem
Vereine zu, und von diesem Standpunkte aus betrachtet, wiirden Sie hochgeehrter Herr Professor
unserem Vereine und ich kann wohl sagen unseren Bestrebungen — den Bestrebungen einer nach
ihrem Rechte und nach geistiger Bildung ringenden Nation — einen Samariterdienst leisten, wenn
Sie die besondere Giite hdtten einen Austausch der beiden Journale zu Jfordern. Ich erlaube mir zu
bemerken, daf3 das Giornale di Matematiche von Neapel bereits auf einen derartigen Austausch
eingegangen ist und uns die diesjiihrigen Hefte zugesandt hat. Da Sie Herr Professor derzeit
Generalsecretir des Kgl. Lombardischen Institutes sind so darf ich es vielleicht wagen auch in
Bezug auf diese hohe Gesellschaft die Anfrage zu richten, ob es in dhnlicher Weise nicht moglich

* The volumes of the Journal Jor cultivation of Mathematics and Physics from 1(1872) up to 75(1950) are available in
the digital version on the www page: http://dz-srv1 .sub.uni-goettingen.de/sub/digbib/loader?did=D93748.

* The body of editors was consisted of FrantiSck Josef Studnitka (a redactor in chief), Gabriel Blazek, Emil Weyr,
Mirumil Neumann and August Seydler.

* Luigi Cremona never wrote any article for this journal.

8 Frantiek Josef Studnitka (1836-1903) was a Czech professor of mathematics. From 1864 up to 1871 he taught at the
Polytechnic in Prague, from 1871 he taught at the University in Prague. He was interested in algebra (theory of
determinants), analysis, physics, astronomy, meteorology, history of sciences. He was one of the most well known
representatives of the Czech scientific and cultural life in the Czech lands in the second half of the 19 century. Fore
more information see M. Némcova-Be&vatova: Frantisek Josef Studnicka (1836-1903), edition D&jiny matematiky,
volume 10, Prometheus, Praha, 1998.

Gabriel BlaZek (1842-1910) was a Czech mathematician and politician. He was a professor of mathematics at the
Polytechnic in Prague, during the years 1887 and 1900 he was a deputy in Wien, from 1907 he was a general director
of Hypoté¢ni banka kralovstvi Ceského v Praze. Fore more information see M. Betvétova: Z historie Jednoty 1862—
1869, edition Dé&jiny matematiky, volume 13, Prometheus, Praha, 1999.

Mirumil Neumannn (1843-1873) was a Czech physicist and assistant of physics at the University in Prague by the
professor Ernst Mach (1838-1916).
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wdre deren Schriften fiir unseren, fiir uns so sehr wichtigen Verein zu erwerben. Ich sehe mit
Spannung Ihrer freundlichen diefbeziiglichen Erdffnung entgegen.”

Together with his brother Eduard he published two volumes of atextbook Zdkladové vyssi
geometrie (Foundations of Higher Geometry, 1871, 114 pages; 1874, 186 pages). Emil Weyr also
translated two Cremona's books: Cremonovy geometrické transformace itvari rovinnych
(Cremona's Geometric Transformations of Plain Figures, 1872, 47 pages) and Uvod do geometrické
theorie kfivek (Introduction to Geometric Theory of Curves in Plain, 1873, 176 pages).® Emil Weyr
consulted his Czech translations with Luigi Cremona during his Italian studies and trips and also
through the wide correspondence between them. He was also involved in the work on Rieger's
educational dictionary. Weyr’s translation was one of the first translations of Cremona’s book in
Europe.

In April 1873, Emil Weyr was again in Italy (accompanied by August Seydler,’ later his brother-in-
law). The travel was mainly motivated by consultations with Cremona and official dealings
concerning translation of Cremona's second book. Emil Weyr spent holidays 1874 in Paris, where
he contacted M. Chasles. He also visited Bordeaux, where G. J. Hotiel (1823—1886) was working,
having close relations to the Union from earlier time (honorary member since 1873). After
a reconstitution of the Union in 1874, Emil Weyr became its permanent secretary. In July 1874, the
Union founded an international journal Archiv mathematiky a fysiky (Archive of Mathematics and
Physics). Emil Weyr became its editor, published three papers there (in German, French and
Italian) and attracted various collaborators (e.g. G. J. Hotiel).

Already in 1873 the board of professors of the polytechnic tried to reach Weyr's appointment as
a full professor. Nevertheless, it was not accomplished.

Emil Weyr’s Activities in Vienna

On September 26, 1875, Emil Weyr was appointed as a full professor at the Vienna University. By
that time he had published more than 80 papers in journals. On November 7, at the general meeting
of the Union, he was elected its honorary member and Weyrova cena (Weyr's award) was founded
on the suggestion of F. J. Studni&ka. It was intended it would be awarded every five years for the
best achievements in new geometry. Weyr's moving to Vienna was understood as an honour for
a Czech mathematician, but also as a significant loss for the Czech mathematical life. Termination
of the Archiv mathematiky a fysiky was most likely connected with Emil's leaving for Vienna.

When Emil Weyr left Prague, he stopped playing an important role in the Czech mathematical
community and basically he did not published in Czech.

We have no detailed information on his further years. In 1877, he married Marie Waniek (1860-
1934) in Vienna; they had three children: Franti¥ek (1879-1951), who became a famous lawyer
(professor of Masaryk University in Bmo, president of the State Statistical Office, co-author of the

7 Emil Weyr’s letters to Luigi Cremona from 1870 up to 1891 are in Cremona’s estates at the Istituto matematico Guido
Castelnuovo, Universita La Sapienza, Roma.

¥ In Italian language their titles were Sulle trasformazioni geometriche delle Jigure piane, Memorie dell'Accademia
delle scienze dellIstituto di Bologna 1863, 1865, and Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane,
Bologna, 1862.

® August Seydler (1849-1891) was a Czech physicist, assistant at the observatory in Prague (from 1870), associate

professor of physics (from 1872) and full professor of physics and astronomy at the University in Prague (from 1882).
His wife Anna Weyrova was a younger sister of Emil Weyr.
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Czechoslovak constitution from the year 1920; we cite many times from his extended memoir
here), Jindtich (1880-1957) and Marie (1883— ?).

Emil Weyr taught at the university in Vienna from the winter semester 1875/76 up to the summer
semester 1892/93.'° In the seventieth he lectured the analytic geometry, spherical trigonometry,
projective geometry and theory of curves and surfaces. He had from 5 up to 11 hours a week.'!
From the eightieth Emil Weyr taught differential and integral calculus, algebra and geometry (7-13
hours a week). Since the winter semester 1876/77 the two-hour mathematical seminar (Ubungen im
mathematischen Seminar) and from the school year 1885/86 the one-hour special seminar
(Mathematisches Proseminar) were opened and Emil Weyr became one of its director.

Let us remind Emil Weyr’s colleagues and his most talented students at the university in Vienna. In
the 1877 Leo Konigsberger (1837-1921) was appointed as a full professor of mathematics in
Vienna but in 1884 he left his place for the better position at the university in Heidelberg. In the
same year Gustav Ritter von Escherich (1849-1935) was appointed on Kénigsberger’s place and he
stayed there up to his superannuation in 1920. After Emil Weyr’s death Franz Carl Josef Mertens
(1840-1927) was named a full professor of mathematics. During Weyr’s teaching at the university
in Vienna the following mathematicians became privat-docents'?: V. Dantscher (1847-1921),
V. Sersawy (1848-1901), M. Ungar (born 1850), G. Kohn (1859-1921), O. Peithner Freiherr von
Lichtenfels (1852-1923), W. Wirtinger (1865-1945) and A. Tauber (1866-1942). Under Emil
Weyr’s influence and thanks to his reviews mathematicians given bellow became doctors'®:
F. Hocevar, V. Sersawy, O. Freiherr von Lichtenfels, M. Ungar, O. Biermann, G. Pick, A. Lanner,
K. Sigmondy, A. KaluZa, L. Spitzer, K. Zirngast, J. Kleinpeter, K. Bruno, I. Seyfried, K. Ott and
R. Daudlebsky von Sterneck. Emil Weyr helped them with their studies, with their theses and used
his contacts with German mathematicians to help them publish their articles and works. We can
remind some words from the correspondence between Felix Klein and Adolph Mayer:

Eine héchst wunderbare Sendung allerdings habe ich ebene T'[eubner] zuriickgebracht: Aufsiitze
von A. Ameseder, ord. Horer der tech. Hoschule Wien, von Emil Weyr an Schiémilch gesandt
u. von diesem an Teubner geschickt mit den Worten:

“An ManuscriptiiberfluB leidend, sende ich Ihnen 3 Aufsitze mit der Bitte zu, dieselben der
Redaction der Math. Annal. zustellen zu wollen. En Einsender Prof. Em. Weyr werde ich hiervon
benachrichtigen.”

Dr. Schmidt will an Weyr schreiben, daf} er mittheilen mochte, ob er di Aufnahme in die Annalen
wiinsche, in welchen Falle die Arbeiten IThnen fiir Begutachtung zugeschickt warden sollten. Es
sind 2 Aufsitze iiber die Fuf3punktencurven der Kegelschnitte u. einer iiber das Erzeugnif3 eines
eindeutigen Biischels u. eines 2deutigen Strahlensystems 2. O. mit zusammen 6 F; iguren.'’

' For more information see Offentliche Vorlesungen an der k.k. Universitit zu Wien.

' In the Zentralbibliothek fiir Physik in Wien there are Weyr’s lectures on the analytic geometry from winter semester

1875/76 (232 pages), on the curves of second degree from the summer semester 1875/76 (124 pages) — both were

written by Joh. Vorel. They were published by E. Grafs as the so-called annograph. Aufzeichnungen. In the

Fachbibliothek fiir Mathematik, Statistik und Informatik an der Universitit Wien there are Weyr’s lectures on the

theory of the curves of third degree from the summer semester 1876/77 (from 16. 4. up to 28. 6., 94 pages) which were

written by G. Albrecht.

2 For more information see Ubersicht der Akademischen Behérden, Professoren, Privatdozenten, Lehrer, Beamten etc.

(13n der k.k. Universitiit zu Wien fiir das studien-Jahr ... .

, For more information see Dissertation-Verzeichnis der Philos. Fakultit der Universitiit in Wien, Band 3, Wien, 1936.
A. Mayer’s letter from Leipzig 4. 3. 1879. Oscar Schlémilch founded in 1856 his mathematical journal Zeitschrift fiir

Mathematik und Physik which became very famous later. In 1891 Adolf Ameseder became an assistant of geometry at

1
1
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In 1878, the third volume of the textbook Zdkladové vyssi geometrie (Foundations of Higher
Geometry) of brothers Weyrs (167 pages) was published. In eighties Emil Weyr published in
Vienna Beitrdge zur Curvenlehre (1880, 64 pages), two-volumes book Die Elemente der
projectivischen Geometrie (1883, 1887, 231 + 228 pages) and a small treatise Uber die Geometrie
der alten Aegypter (1884, 35 pages).

The Last Period of Emil Weyr’s Life

In the last three years of his life Emil Weyr was ill (“general tuberculosis™). He spent his holidays
in spas; in spring of the year 1892 he was in the spa Helouan in Egypt (nearby Cairo), during the
holidays in 1893 he was in a sanatorium Purkersdorf near Vienna. His illness lead up to the loss of
is hearing. On January 25, 1894, Emil Weyr died in less than 46 years; he was buried in a family
grave in Ol3any in Prague on January 30.'

On February 18, 1894, David Hilbert (1862-1943) from Kénigsberg wrote to Felix Klein (1849—
1925) on Emil Weyr’s death:

Soeben schreibt mir Kohn aus Wien, dass Weyr gestorben, und macht nun die gréssesten
Anstrengungen, dass fiir ihn etwas geschieht.'®

The significance of Emil Weyr’s work

Emil Weyr (1848-1894) was a great Czech geometer. The list of his journal papers contains 137
items; these works were written in German (100), Czech (16), Italian (14) and French (7). Separate
publications were mentioned in the text above; they were written in German (6) and Czech (5). The
majority of the works was devoted to projective geometry. Emil Weyr published his important
results in foreign languages. In the last decade of his life he was therefore considered the greatest
Austrian geometer and an important European mathematician, his achievements in projective
geometry were highly appreciated. Czech mathematical community received his international
activities and successes with enthusiasm. Nevertheless, at the turn of the 19" and 20™ centuries
geometry was substantially transformed; works of Emil Weyr belonged to the topics that subsided
gradually and remained without a continuation in modern geometry.

Emil Weyr was awarded various honours. He was an extraordinary member of the Royal Bohemian
Society of Sciences (1870), Czech Academy of Sciences and Arts (1890), academies in Milan
(1872), Vienna (1875 corresponding, 1882 full member), Zagreb, scientific societies in Bordeaux
and Liége and mathematical societies in Paris (1874), Moscow and Charkiv. In 1893 he was
appointed as a court counsellor.

the Technical University in Vienna. For more information see R. Tobies, D. E. Rowe: Korrespondenz Felix Klein —
Adolph Mayer. Auswall aus den Jahren 1871-1907, B. G. Teubner, Leipzig 1990, pp. 69-71.

" Weyr’s death and his burial were described in many newspapers and journals, let us remind the most important
articles: Kleine Chronik, Neue Freie Presse 26. 1. and 29. 1. 1894; Prof. dr. Emil Weyr, slavny mathematik Cesky,
Narodni listy 27. 1. 1894; Poh#eb dvor. rady dra Emila Weyra, Narodni listy 31. 1. 1894; Prof. dr. Emil Weyr, slavny
mathematik Cesky, Zlati Praha 11(1894), n. 12 from 2. 2. 1894, pp. 135; A. Sucharda: Emil Weyr, Ziva 4(1894),
pp. 157-159.

'® G. Frei (ed): Der Briefwechsel. David Hilbert — Felix Klein (1886-1918), Vandenhoeck & Ruprecht, Gottingen,
1985, pp. 106-108.
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Emil Weyr’s Activities in the European and International Mathematical Community

Emil Weyr wanted to inform the European mathematical community about the Czech mathematical
production. Thanks to his international activities and contacts he had the possibility to write several
reviews of the treatises of Czech mathematicians. From 1872 up to 1874 he published his reviews
in the journal Jahrbuch diber die Fortschritte der Mathematik und Physik."” He reported on more
than 30 articles and he signed reviews on them by the abbreviation W. In 1875, Emil Weyr was
superseded by his brother Eduard Weyr (1852-1903) in this role.'® He wrote reviews only two
years. Then FrantiSek Josef Studnitka took over these activities for 18 years and he wrote roughly
260 articles. In the beginning of the year 1895, F.J. StudniCka put that position to Antonin
Sucharda (1854-1907)."”

Since 1875 Emil Weyr published reviews of the treatises written by Czech mathematicians in
Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques.*® He was quoted at the title page of this
journal as one of the collaborators from 1876 up to his death.

International bibliographic Congress of Mathematical Sciences

At the International bibliographic congress of mathematical sciences that took place in Paris in July
1889, Emil Weyr was elected a vice chairman and deputed to conduct the bibliographical work in
Austria. As a result of these international efforts, a referative journal Revue semestrielle des
publicaté'?ns mathématiques published by Société mathématique d'Amsterdam started to be printed
in 1893.

Emil Weyr wrote on his activities at the International bibliographic congress of mathematical
sciences to August Seydler in his letter from the 5™ of February 1891. He explained the main aim
of the bibliographical work and as a chairman in Austria he addressed to A. Seydler to find well-
educated people and good mathematicians and physicists disposing for the long time collaboration.
Emil Weyr called upon A. Seydler but he was very serious ill and he recommended Josef Theurer.?
J. Theurer was not willing to collaborate because he had many activities at the Miner Academy in
Pfibram and in the Union of the Czech Mathematicians and Physicists.?

"7 Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik und Physik was published in Berlin from 1868 up to 1942. The
volumes of the journal from 1868 up to 1942 are available in the digital version on the www page:
http://www.emis.ams.org/projects/JFM/content.html.
¥ Eduard Weyr (1852-1903) was a professor of mathematics at the Czech technical University in Prague. For more
information see J. Bedvaf a kol.: Eduard Weyr (1852—1903), edition Dgjiny matematiky, volume 2, Promethus, Praha,
1995.
' Antonin Sucharda (1854-1907) was a teacher at many Czech secondary schools for long time, in 1900 he was named
an extraordinary professor of mathematics at the Czech polytechnic in Brno.
*® Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques was published from 1870 in Paris, from 1885 under new name
Bulletin des sciences mathématiques.
2! For more information see Projet de Répertoire bibliographique des Sciences Mathématiques, Paris, Imprimerie
Nationale, 1889, A. Favaro: Sopra la parte fatta alla storia in un disegno di Bibliografia delle Matematiche, Rivista di
Matematica 1(1891), pp. 72-77, and Resoluce PFijaté mezindrodnim kongressem bibliografickym véd mathematickych,
konanym od 16. do 19. cervence 1889 v Parizi, Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 19(1890), pp. 207-210.
Weyr’s travel to Paris was supported by the Austrian Academy. According to the materials which are deposited in the
Archive of the Academy of Science in Wien Emil Weyr got 500 golden to go to Paris.
;j Josef Theurer (1862-1928) was named in 1889 a professor of mathematics at the Miner Academy in Pfibram.

More information can be find in Emil Weyr’s correspondence card to August Seydler from the 15% of March
1891which is deposited in the Archive of the Academy of Sciences of the Czech Republic in Seydler’s estate.
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Emil Weyr was a good coordinator of the bibliographical work despite of his serious illness. In
1892, he wrote two letters to Henri Poincaré (1854-1912) to brief him on the beginning of
bibliographical activities in Austria. In the letter form the 25™ of April 1892 Emil Weyr wrote:

... M. le baron de Lichtenfels professeur de mathématiques a I’école polytechnique de Graz s’est
changé de déponiller avec moi le journal de Crelle, et Monsieur le Dr. Kohn Privatdocent dans
notre univérsité s’occupera avec les Mathematische Annalen. Peut-étre que je trouverai des
collaborateurs pour les autres récueils. Ayez la bonté, je Vous en prie, de nous envoyer les fishes
préparés. La collection de fiches déja finie, concernant les Sitzungsberichte et les Denkenschriften
de Vienne et de Prague, les publications polonaises et quelques autres publications Vous
parvientra en quelques jours par la poste.

Monsieur le professeur Franke a Lemberg, mon collaborateur pour la Pologne autrichienne
m’ecrit qu'il voudrait bien déponiller les publications mathématiques de la Société fondeé en 1870
a Paris du comte Dzyalinski; mais il serait possible que Vous avez déja quelcun qui fait ce travail.
Je Vous pris de bien vouloir communiquer a moi Votre décision dans cette question, et de plus me

communiquer le nom du collaborater réprésentant 1'Allemagne dans la commission permanente.
2

Monatshefte fiir Mathematik und Physik

In 1890, together with Gustav von Escherich (1849-1935), he founded a journal Monatshefte fiir
Mathematik und Physik, which is still published (since 1952 Monatshefte fiir Mathematik).2® At the
beginning of the 90" Emil Weyr contacted the most important European mathematicians to publish
their scientific results in the Monatshefie fiir Mathematik und Physik. He got through the strong
acceptances by the Austrian and German mathematicians. His colleagues from university and
polytechnic, his friends and earlier students wrote for this journal very good articles. (Those authors
were e.g8. Leopold Gegenbauer, Franz Mertens, Emil Miiller, Gustav Kohn, Karl Sigmondy,
R. Sterneck von Daudlebsky, Eduard Janisch (1868-1915), Alfred Tauber etc.).

Emil Weyr wrote also to his Italian friends. On February 15, 1891, he addressed to Luigi Cremona:

Hochverehrter Herr Director!

Nach langer Zeit wage ich es wieder einmal Sie durch diese Zeilen zu beldistigen, und ich bin
beschdmt es zu thun um mit einer Bitte an Sie heranzutreten! Mit meinem Collegen v. Escherich (an
der hiesigen Universitit) und unter dem Schutze unseres Unterrichtsministeriums verdffentliche ich
die “Monatshefte fiir Mathematik und Physik”. Heute erlaube ich mir den ersten Jahrgang (1890)
an Ihre Adresse zu iibersenden, und kniipfe im Namen der Redaction hieran die Bitte um giitigen
Austausch gegen Ihre ausgezeichneten “Annali di matematica pura ed applicata”. Wir wiirden uns
gliicklich schdtzen wenn unsere Publication auch in Ttalien einigen Anklang finde, und wenn sich
auch die italienischen Mathematiker derselben zur Verdffentlichung ihrer Arbeiten bedienen
wollten. Wir sind in der angenehmen Lage ein bescheidenes Autorenhonorar (16 fl. OW per
Druckbogen) zu bezahlen, nebst den 25 Separatabdrucken die auch sonst iblich sind, .2

** Emil Weyr’s letters form the 25® March 1892 and the 25" April 1892 are deposited in H. Poincaré’s estate in
Nancy.

% The volumes of Jjournal Monatshefte fiir Mathematik und Physik from 1(1890) up to 29(1918) are available in the
d6igital version on the www page: http://dieper.aib.uni-linz.ac.at/contactus. htmnl.

% Emil Weyr’s letters to Luigi Cremona from 1870 up to 1891 are in Cremona’s estates at the Istituto Matematico
Guido Castelnuovo, Universiti La Sapienza, Roma.
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Among important contributors of the journal we can find also Italian mathematicians as Gino Fano
(1871-1952) and Giuseppe Peano (1858-1922). They published their articles during first ten years
of its existence. '

Through the August Seydler’s mediation Emil Weyr addressed to Seydler’s friends and colleagues
in the Czech lands.?” In the first ten volumes of the journal we can find works of these Czech
mathematicians: Matya$ Lerch (1860-1922), Eduard Weyr, Frantisek Machovec (1855-1892), Jan
Sobotka (1862-1931), Antonin Sucharda, FrantiSek Josef Studnicka. They published there most
important works on mathematical analysis, geometry and theory of determinants. But the quality
level of Monatshefte fiir Mathematik und Physik went down with the German mathematicians
teaching at the German school in the Czech lands. We can find there the papers of August Leo
Otto Biermann (1858-1909), Karl Bobek (1855-1899), Seligman Kantor (1857-1902), Anton Josef
Gmeiner (1862-1927) and Anton Puchta (1851-1903).
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The Development of the Cluj
(Kolozsvér/Klausenburg) School of Mathematics
between 1872-1919

JOZSEF KOLUMBAN
Babes-Bolyai University, Cluj, Romania

1 Prologue

At the centurial commemoration (January 15, 1903) of Janos Bolyai’s birth in
Kolozsvar (Cluj) the board of Hungarian Academy of Sciences announced the
foundation of the Bolyai prize, intending to award it in five-year periods to a
mathematician with outstanding achievements during the previous years. The
person who first was honored with this prize was the French mathematician,
Henri Poincaré. With respect to this event, Jend Gergely, who once had been
the disciple of Frigyes Riesz, then professor at the Bolyai University in Cluj,
related the following story.

Many prominent representatives of the Hungarian scientific life waited in
excitement the arrival to the Eastern Railway Station in Budapest of the Paris
express. One of the greatest scientists of those times was coming to Budapest
to receive the Bolyai prize. After the welcoming speech Poincaré asked: “Where
is Feujé?”. The Hungarians looked at each other in confusion. Who is Feujé?
Suddenly they realized that Poincaré was talking about Lipét Fejér, a professor
at the Kolozsvar (Cluj) university, who, despite of his young age (he was only 25
years old at that time), was one of the most famous Hungarian mathematicians
of those times. His results related to the trigonometric series had been published
in Comptes Rendus (Paris) when he had been only twenty years old. Since then
the main periodicals published regularly important results achieved by Fejér.
Thus we can easily understand Poincaré’s wish to meet the young scientist
during his short visit to Hungary. What was to be done? Thanks to an efficient
mediation a train consisting only of an engine and one carriage started to rush
within a few hours from Cluj to Budapest. . .

Whether it is true or not, the story is interesting, also because it reflects the
condition of mathematics in Cluj at that time. Lipét Fejér was not the only
mathematician, whose activity had a great influence on the scientific develop-
ment in the 20th century, and who was working for a while at the university of
Cluj. It is remarkable that it was the Franz-Josef University of Cluj, not that
one in Budapest among Hungarian universities that first became an important
centre of mathematics. During the decades preceding to the world war the
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school of mathematics in Cluj became one of the best centres of mathematics
in the world. Its representatives gained imperishable merits for themselves and
for the Hungarian scientific life. It is not probable that a week day passes un-
less mentioning somewhere in the world the name of Gyula Farkas, Lip6t Fejér,
Alfréd Haar or Frigyes Riesz.

How did mathematics in Cluj reach so high at the beginning of the 20th cen-
tury? What personal conditions, social and economic facts, strategies aiming
the scientific life and the development of education contributed to this develop-
ment?

2 The first decades

In 1872, when the university of Cluj was established, the situation concerning
mathematics wasn’t promising at all. Apart from the activity of the Bolyais the
mathematical literature of that time was quite poor here. The main event wor-
thy to mention is related to Sdmuel Brassai, who translated into Hungarian the
book of Euclid called Elements. The first professors in Mathematics and Mathe-
matical Physics were Sdmuel Brassai (1800-1897) — a former high-school teacher
at Cluj, Lajos Martin (1827-1897) — former officier of the engineer corps, and
Mér Réthy (1848-1925). The first two of them have not any worth mentioning
original mathematical result.

Moér Réthy was one of the extremely talented young mathematicians, who
acquired thorough knowledge and doctor’s degree at famous German universities
and who started to work at the university of Cluj. He studied at the universities
of Vienna, Gottingen and Heidelberg. Taking his doctorate in Heidelberg in
1874, he became in that year extraordinary professor at the university of Cluj,
and after two years full professor at the Department of Mathematical Physics.
He was the head of the Department of Elementary Mathematics between 1884
1886. After that he moved to the Technical University in Budapest. He was
one of the first Hungarian professors in theoretical physics.

In 1874 he presented a lecture in Cluj on Bolyai’s geometry; this was the first
lecture on this issue in Hungary. We note here that the excellent Austrian math-
ematician, Johannes Frischauf already had course-like lectures in the academic
year of 1871-72 at the university of Graz on the non-Euclidean geometry. These
lectures comprised the first detailed overview of J4nos Bolyai’s brilliant work,
the Appendix. The lectures were published in Leipzig in 1872 under the title
Absolute Geometrie nach Johann Bolyai. This booklet was the only treaty for a
long time, which constructed the absolute geometry using elementary methods,
relying on the Appendix.

We continue the enumeration of important personalities of the university
with Gyula Vélyi (1855-1913), the most famous disciple of Réthy. He was
the first important mathematician teaching at the university of Cluj, who was
originated from Transylvania. He graduated his studies in 1877 in Cluj, then
supported by the university attended the lectures of Weierstrass, Kirchhoff,
Kronecker, Borchardt and Kummer in Berlin for four semesters. He sustained
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his thesis entitled Contributions to the theory of second-order partial differential
equations in 1880 in Cluj. He became an associate professor in 1881 at the
university of Cluj. He was promoted full professor in 1884 of mathematical
physics, then in 1886 of elementary mathematics.

According to the curriculum of the university it was Gyula Valyi who first
presented course-like lectures on the Appendix in the second semester of the
1891-1892 academic year. He repeated this popular course almost invariably
every four years. The lithographed lecture notes of 102 pages were published in
1904 in Cluj, with the title Bolyai Jdnos Appendizérdl (On Jénos Bolyai’s Ap-
pendix). He completed the original demonstrations by explanations. When com-
paring the absolute and the hyperbolic geometry he made use of Lobatschewsky’s
results in some places.

It is also due to Gyula Valyi’s enthusiastic work that Cluj became the centre
of the Bolyai cult, and many of his disciples had achievements in the further
development of the Bolyai geometry.

3 New impulses

At the beginning of the last decade of the 19th century important changes oc-
curred in the university life. By that time the number of departments increased
to 51, the members of the teaching staff to 68, while the number of the scientific
employees comprising the teaching assistants and trainees to 119. During the
first 25 years the number of students increased from 233 to 702. Similarly the
number of mathematicians also increased.

We must mention the good result of the Hungarian high-school reforms.
The law on public education linked with the name of Jézsef Eétvés meant ma-
jor changes in the field of mathematics and physics too. A modern network of
schools was built up by the end of the nineties, where the education became de-
manding and effective. Excellent high-school teachers showed up, whose tireless
work won many young people over to sciences.

Lordnd E6tvds (1848-1919) and Gyula Kénig (1849-1913) founded in 1891
the Society of Mathematics and Physics. Lorand Eotvos formulated the purpose
of the Society as follows: “Let’s learn from each other, thus we teach better.”
The teacher training colleges and training schools established on the basis of
the concepts of Mér Kérman (the father of the world-famous physicist, Tédor
Kérman) next to the universities in Budapest and Cluj (like the Demonstration
School in Budapest) resulted in the increase of the teachers’ training level. The
specific Hungarian teacher-training model was completed with the establishment
of the Edtvos College. In this college talented students could learn under the
guidance of famous professors.

The “Hungarian wonder”, the Kozépiskolai Matematikai Lapok (High School
Mathematics Journal) launched by the young professor from Gy#r, Daniel Arany
in 1893 played an important role in mathematics and physics training. Among
such periodicals this is the journal lasting for the longest time in the world.
(After three years the legendary teacher of the Lutheran College in Budapest,
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Lészl6 Ratz took over the editing of the journal.) It turned out very soon how
useful was when gifted young people were racking their brains on dozens of
exercises for years and they wrote down their thoughts. Part of the students
educated by the journal called today officially K6MalL became scientists, the
others “only” very good professionals or professors. The best Hungarian math-
ematicians of the 20th century came among the students solving the exercises,
like those who developed mathematics in Cluj before the First World War to
the state-of-the-art.

Gyula Farkas (1847-1930) studied at the university of Pest, where Anyos
Jedlik had a great influence upon him. Among his youthful achievements in
mathematics we mention here only his examinations referring to Farkas Bolyai’s
trinom equation, which had referred to the algorithm for the approximation
of the roots briefly presented in the Tentamen. Thus the Bolyai algorithm
became well known, and many Hungarian and foreign mathematicians have
been interested in its generalization, applicability, and the related convergence
issues, even in our days. Gyula Farkas was an associate professor until 1887 in
Pest, when he was nominated extraordinary professor at the university of Cluj.
In 1888 he became a full professor at the university, he held this position until
1915.

As a professor his interest focused mainly on problems related to theoretical
physics, but he elaborated the background of the examined physical problems
in such deepness that there are classical mathematical results as well among
these elaborations. Dating from the nineties he was particularly preoccupied by
the Fourier principle of mechanics. His studies specify the necessary condition
of balance in case of conditions given by inequalities. For this he demonstrates
his theorem on linear inequality, which is one of the most famous Hungarian
mathematical achievements, known as the Farkas-lemma. On the basis of these
works it is obvious today that Gyula Farkas was one of the modern creators of
the optimization theory.

Lajos Schlesinger (1864-1933) was the best known professor abroad at
the turn of the century. He studied in Heidelberg and Berlin. He was the
disciple and the son-in-law of the famous professor from Berlin, Lazarus Fuchs,
that is why people said about him that “the talent is inherited mainly by the
son-in-law”.

In 1897, when he became a full professor at the university of Cluj, he already
was a well known scientist. The Teubner Publishing House in Leipzig had
published the first two volumes of his famous book (Handbuch der Theorie der
Linearen Differentialgleichungen) that he had written as the associate professor
of the Berlin university. He published the third volume in 1898 as a professor
in Cluj. The society of mathematicians knew him by that time as one of the
prominent authorities in the theory of differential equations built on the complex
analysis. Many parts of this significant theory were enriched by Schlesinger.

After arriving to Cluj he got involved in education with a great enthusiasm
besides the continuation of his research. Fifteen of his lecture notes still can be
found in the mathematics library in Cluj.

These lectures are fascinating due to their clear, distinct style and the ac-
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curate treatment of the referred latest results. There is no doubt that the
above-mentioned lectures belong to the best results of mathematical education
in Cluj.

The book entitled Vorlesungen tber lineare Differentialgleichungen and pub-
lished in 1908 by the Teubner Publishing House can be considered an important
result of Lajos Schlesinger’s scientific activity carried out in Cluj. This is not
the revision of the theory elaborated in the above-mentioned Handbuch, but
a treatment of linear differential equation systems using totally new methods.
This is the first monograph treating the linear differential equation systems
with variable coefficient using the product integral as interpreted by the Italian
mathematician, V. Volterra.

It can be considered a recognition of his authority that the Teubner Pub-
lishing House published in 1909 his book entitled Bericht diber die Entwicklung
der Theorie der linearen Differentialgleichungen seit 1865, edited by the Ger-
man Mathematics Society. He wrote his famous book, Automorphe Funktionen
(that still can be found in the mathematics library in Cluj) as a professor at the
university of Giessen.

During his stay in Cluj Schlesinger contributed significantly to the advance-
ment of the local mathematics. Together with Gyula Farkas and Gyula V&lyi he
had a basic role in the establishment of an excellent mathematics library within
the university.

Lip6t Klug (1854-1944) took a diploma in mathematics at Budapest. He
was a professor in Pozsony (Bratislava), then in Pest. Between 1897-1917 he

was a professor at the department of descriptive geometry at the university of
Clyj.

4 The peak

Besides his up-to-day valid scientific activity, Gyula Farkas had a predominant
role in the development of the Mathematical Institute in Cluj. Started out al-
most from nothing the institute became after a quarter of century one of the
best scientific workshops of the Monarchy. Due to his commitment to sciences
and outstanding virtues Farkas had a great authority among his colleagues and
students, which he made use of in the university administration. He was dean
for seven times and once even the rector of the university. His word was always
decisive. He was exigent, he expected much from himself and others. He ap-
preciated the human values, and helped a lot those deserving it. He made use
of his influence to improve the material and personal conditions of the univer-
sity activity. It was due exclusively to his intercession that such brilliant young
mathematicians came to the university like Lipét Fejér (1905), Frigyes Riesz
(1911) and Alfréd Haar (1912), who together with the elder professors raised
the quality of the mathematics training to such a high level in the first decades
of the 20th century, that this level, considering the international reputation of
the professors, would be hard to surpass.
Who were the above-mentioned representatives of the new wave?
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Lip6t Fejér (1880-1959) studied at the Technical University of Budapest,
but after a semester he moved to the so-called general section, as a student
in mathematics and physics. There he attended mainly the lectures of Gyula
Konig, Jézsef Kiirschdk and Gusztdv Rados, then he moved to the University
of Budapest. During the academic year 1899-1900 he studied at the Univer-
sity of Berlin, where he attended the courses of L. Fuchs, G. Frobenius and
H. A. Schwarz. Once returned home he spent the 1900-1901 academic year at
the University of Budapest. He published in Comptes rendus his theorem on
Fourier’s series that made his name all at once worldwide known. He wrote his
dissertation in mathematics on Fourier’s series, in physics on the phenomena
of diffraction. From September 1st, 1901 he was an associate professor at the
University of Budapest, in spring 1902 he acquired the doctor’s degree there. He
spent the first semester of 1902-1903 in Gottingen, where he attended mainly
the lectures of D. Hilbert and H. Minkowski. He spent the second half of the
same year in Paris, attending the lectures of E. Picard and J. Hadamard. He
had nine publications until 1905, three among these in the Comptes rendus,
one in the Matematische Annalen. After such preliminaries, as Gyula Farkas
expressed it, no one would have liked to “loose him in favour of some foreign uni-
versities”. The university of Cluj ensured him the possibility of advancement.
He was employed as an associate professor at the Department of Mathematical
Physics (its head being Gyula Farkas). Besides the proofs of his brilliant talent
in mathematics a reason for this could have been that he had learnt physics
earlier, and he was interested in theoretical mechanics. Following his habilita-
tion on June 23rd, 1905 at the Faculty of Mathematics and Natural Sciences
of the Franz-Josef University in Cluj with his thesis called Stability and insta-
bility examinations in the mechanics of mass point system his star was raising
rapidly. In the first half of the 1905-1906 academic year he was the assistant
lecturer of Lajos Schlesinger, in the second semester the associate professor of
analysis and analytical mechanics, in September 1906 senior lecturer, and in
1911 extraordinary professor. He finished his activity at the university of Cluj
in summer that year, as from September he became full professor at the Uni-
versity of Budapest. In 1908 has was elected a correspondent member of the
Hungarian Academy of Sciences. During his stay in Cluj he published around
30 scientific treaties, mainly in famous journals of mathematics. His treaties
relate to Fourier’s series, theoretical mechanics and analytical functions.

Frigyes Riesz (1880-1956), who directed the Department of Higher Math-
ematics between 1912 and 1919 started his university studies at the Technical
University of Zurich. However his vocation for science prevailed over the attrac-
tion to make a career as an engineer, thus he continued his studies from 1899 at
the University of Budapest, and then spent a year in Géttingen. In Budapest
the lectures of Gyula Kénig and Jézsef Kiirschdk, in Géttingen the lectures of
Hilbert and Minkowski had the greatest influence on him. In 1902 he was con-
ferred a doctoral degree in Budapest. He published his first scientific discovery,
the so-called Riesz-Fischer theorem when he was 27 years old. Later the iden-
tity of the two composition of the quantum mechanics, the wave mechanics of
Schrédinger and the matrix mechanics of Heisenberg has been proved using this
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theorem. It is also linked to Riesz the widely applied discovery of the space
of the integrable function on the pth exponent, the representation of the linear
functionals defined on the set of the continuous functions in the form of the
Stieltjes integral, respectively the definition of the dual of the Hilbert spaces.
In 1908 he defined in his presentation held at the international mathematics
conference in Rome the term of the topological space. Due to all these youthful
discoveries he became famous before coming to Cluj.

Frigyes Riesz is not only one of the excellent Hungarian mathematicians, but
he is considered worldwide as one who had the greatest effect on the grounding
and development of modern branches of mathematical analysis. The terms and
methods he had introduced, the achievements related to him belong today to
the classical material of the real function theory, the functional analysis and the
general topology. These results were partly included in his famous book written
jointly with Béla Sz6kefalvy-Nagy entitled Lecons d’analyse fonctionnelle, which
was translated into several languages, and is known worldwide.

The last young mathematician who came to Cluj from the present terri-
tory of Hungary was Alfréd Haar (1885-1933). He studied in Budapest and
Gottingen. He attended the lectures and seminars of Beke, Edtvos, Frolich,
Kiirschdk, Rados, Scholtz in Budapest, respectively of Carathéodory, Hilbert,
Klein, Minkowski, Prandtl, Runge, Schwarzschild, Voigt and Zermelo in Gottin-
gen. He took his doctor’s degree under the guidance of Hilbert. After that he
was an associate professor at the Technical University in Zurich. In 1912 he
was nominated to one of the physics departments at the university of Cluj, first
as extraordinary professor, then in 1917 as full professor. His work had an ac-
knowledged effect on the modern development of mathematics. His talent was
linked with the conscientiousness of the real scientist. His research covered a
wide area. His results related to the systems of orthogonal functions, to the
variation calculus, to the singular integrals, to the theory of sets, the function
approximation, the linear equations and the topological groups are famous even
today. The terms Haar’s basis, the function systems having Haar features, but
especially the term Haar’s integral are definitely part of the every-day tools of
mathematicians. The present effect of Haar’s results are well proved by the
lectures kept at the centenary scientific meeting in 1985, which are collected in
the volume entitled Alfred Haar Memorial Conference.

5 Epilogue

In 1919 the university of Cluj entered under Romanian authority, therefore most
of the professors — like Alfréd Haar and Frigyes Riesz — moved to Szeged, where
they laid the foundations of a new university. In the meantime the Hungarian
“mathematicians producing machine” continued its operation. A short time
after the war great scientists showed up, like Tédor Kdrmén, Gyorgy Pélya,
Géabor Szeg6, John von Neumann and others. However they didn’t start towards
the eastern regions of the Carpathian Basin anymore, alike their colleagues a
few years before, but towards. .. But this one is another story to tell.
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Gyula Valyi

Gyula Farkas

Lipot Fejé
Ludwig Schlesinger pot Kejer
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Frigyes Riesz Alfréd Haar

Matrtin Lejos (1827-1897)
- Brassai Samuel
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Bemerkungen zu Fermats Geburtsdatum

Klaus Barmer, Kassel

Das falsche Geburtsjahr (1606) Fermats in einem gerade erschienenen Werk ist der AnlaB,
iiber meine neuesten Erkenntnisse hinsichtlich des Geburtsdatums des conseiller au parlement
de Toulouse zu berichten.
Der Pierre Fermat, der nach dem Taufregister der Gemeinde Beaumont-de-Lomagne am 20.
August 1601 getauft wurde, ist ein friih verstorbener Halbbruder des berithmten Mathemati-
kers gleichen Namens aus der Ehe des GroBhindlers Dominique Fermat mit Francoise Caze-
neuve, die nach der Geburt (14. Médrz 1603) ihrer (bald verstorbenen) Tochter Anthoinette
starb, vermutlich am Wochenbettfieber. Der Sohn Pierre erhielt seinen Namen nach Landes-
sitte nach dem Namen seines Taufpaten Pierre Fermat, des einzigen (Halb-)Bruders seines
Vaters Dominique. ([Bar 20017)
Dominique Fermat, katholischen Glaubens, heiratete im Jahre 1604 in zweiter Ehe nach refor-
miertem Ritus die aus einer Hugenottenfamilie stammende Claire de Long, die zukiinftige
Mutter des Mathematikers. ([Gai 2001], p.54)
Ein ungeféhres Geburtsdatum des Mathematikers 148t sich aus dem in seinem Todesjahr 1665
gefertigten Epitaph von der wéhrend der franzosischen Revolution zerstorten F amiliengrab-
stdtte in der Augustinerkirche zu Toulouse berechnen. Die letzte Zeile der Inschrift lautet:

OB. XII. IAN. M.DC.LXV. AET. AN. LVIL.
(Obiit duodecimo Ianuarii mille sescenti sexaginta quinque aetate annorum quinquaginta sep-
tem) Er starb am 12. Januar 1665 im Alter von 57 Jahren. Danach ist er zwischen dem 13. Ja-
nuar 1607 und dem 12. Januar 1608 geboren. ([Bar 2001], p.214)
Ab der zweiten Hilfte des Jahres 1607 bis zum Jahre 1611 einschlieBlich fehlen simtliche
Taufregister von Beaumont. Soweit die Register der ersten Hilfte des Jahres 1607 noch erhal-
ten sind, findet sich keine Taufe eines Kindes des Dominique Fermat darunter. Dies spricht
fiir die Geburt in der zweiten Jahreshilfte 1607. ([Gai 2001], p.5, und miindliche Mitteilung
Gairins)
Am 30. Oktober 1606 wurde ein Sohn von Dominique Fermat und Claire de Long auf den
Namen Samuel getauft. Taufpate ist der Bruder der Mutter, Samuel de Long. Das Kind
scheint bald gestorben zu sein. Es ist daher #uflerst unwahrscheinlich, daB Pierre Fermat vor
dem 1. September 1607 geboren wurde. ([Gai 20011, p.55)
Am 14. Mai 1631 wurde Fermat als conseiller et commissaire de la chambre des requétes des
parlement de Toulouse vereidigt. Dies war die unterste Kammer des Parlaments, In ihr konnte
man schon mit 20 Jahren Mitglied werden, durfte aber weder bei Entscheidungen mitstimmen
noch als rapporteur (Berichterstatter) titig werden. ([Dub 1885], tomel, p.296) Zur Zeit des
Eintritts in diese Kammer war Fermat erst 23 Jahre alt. Er scheint daher in den ProzeBakten
der Kammer zunichst nicht als rapporteur auf.
Am 30. Oktober 1632 wurde der Herzog Henri II de Montmorency wegen des crimen laesae
majestatis vom gesamten Parlament, das heiBt von allen Kammern inklusive der beiden Zivil-
kammern (chambres des enquétes) und der chambre des requétes zum Tode durch Enthaup-
ten verurteilt. Dazu hatte Richelieu das Parlament unter Androhung von Waffengewalt ge-
zwungen. Jeder einzelne conseiller muBte dem Urteil namentlich zustimmen. Ausgeschlossen
waren nur die Kleriker (conseillers clercs), die nach dem kirchlichen Verstindnis , kein Blut
vergieBen® durften, und die noch nicht 25 Jahre alten Mitglieder der chambre des requétes.
Die sechs Mitglieder dieser Kammer, die gezwungen waren an der Verurteilung des Herzogs
teilzunehmen sind: Dutillet, Lanson, le Maitre, Mangot, Biel und Machault le jeune. Der
Name Fermat ist nicht darunter. ([Dub 1885, tome 2, p.181) Wahrscheinlich war Fermat am
30. Oktober 1632 noch keine 25 Jahre alt.
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Am 6. Dezember 1632 findet sich in den Protokollen der chambre des requétes Fermats erster
rapport. ([Bla 1957], p.31) Zu diesem Zeitpunkt war er sicher schon einige Tage 25 Jahre alt.
Ich halie es daher fiir sehr wahrscheinlich, daB} er im November 1607 geboren wurde.
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EINIGE ANMERKUNGEN ZUM EINFLUSS VON
COMPUTERN AUF MATHEMATIK UND PHYSIK

Rita Meyer-Spasche,
Max-Planck-Institut fiir Plasmaphysik, EURATOM-Association,
D-85748 Garching, Germany; meyer-spasche@ipp-garching.mpg.de

GOOGLE-PRELUDIUM, 2006: Durch Googeln von ‘Impact of computers on’ be-
kommt man die Nachricht, da8 es ca 108 = 100 Millionen Eintrige gibt. Bei ‘Im-
pact of computers on mathematics’ sind es noch etwa halb so viele; auf den ersten
Seiten typisch ‘...mathematics and computers in ...impact ...’ ‘social impact’,
... ‘educational impact’ . . .. Bei Benutzung von GOOGLE SCHOLAR und ‘Impact of
computers on mathematics’ sind es immerhin noch 12 000 Eintrage. Dort habe ich

Artikel [8] gefunden.

RUCKBLICK, ERWARTUNGEN, 1946: Im Jahre 1946 fand in Princeton zur 200-
Jahr Feier eine mathematische Konferenz statt [1], auf der zwei namhafte Mathe-
matiker Bemerkungen iiber méglichen Einfluss von Computern auf die Mathematik
formuliert haben: ‘Hermann Weyl expressed concern that the store of mathema-
tical substance which formed the basis for current generalizations was in danger
of becoming exhausted without outside help ‘be it even by such devilish devices
as high-speed computing machines’. John von Neumann remarked ... success of
mathematics with the linear differential equations of electrodynamics and quantum
mechanics ..., failure with the nonlinear differential equations of hydrodynamics,
elasticity and general relativity ... expressed the hope that the computer-aided so-
lution of a large store of problems in nonlinear continuum mechanics would indeed
supply a basis for mathematical generalization.’ (gekiirzt zitiert nach J. Charney,
MIT, [6, p.117]). Siehe auch [2].

ERSTE BILANZEN, 1968 - 1974: Nachdem sich die Benutzung von elektro-
nischen Rechenmaschinen einige Jahre lang entwickelt hatte, scheint dann in den
Jahren 1968 - 1974 international ein allgemeines Bediirfnis bestanden zu haben, Bi-
lanz zu ziehen {iber die durch Computer bedingten Verénderungen, sowohl in der
Mathematik (3, 5, 7] als auch in der Physik [4, 6]: es entstanden eine Reihe von Sam-
melbénden, in denen sich Vertreter verschiedenster Felder gegenseitig erzahlten, wie
Computer ihr Arbeitsgebiet versindert haben. 1974 war auch die Informatik bzw.
Computer Science so weit entwickelt, da$ Donald Knuth es unternommen hat, sie ge-

1
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gen ihre Mutter Mathematik abzugrenzen [8]. Das schloss natiirlich eine Diskussion
des Verhiltnisses Mathematik - Computer mit ein.

Im folgenden will ich einige der in der zitierten Literatur gefundenen Gedan-
kengéinge nachzeichnen, verquickt mit eigenen Erfahrungen. Da mein eigenes Be-
rufsleben 1969 begonnen hat, habe ich einige der Veridnderungen selber miterlebt.
1962 habe ich im Studienfiihrer der U Hamburg gelesen: ‘jeder Mathematikstudent
sollte lernen, mit Computern zu arbeiten.’ Etwa 1964 habe ich in Géttingen zum
ersten Mal einen Computer gesehen: ein Holzregal, in dem Réhren installiert waren,
programmierbar {iber einen Hollerithstreifen. 1969 habe ich dann gelernt, mit einem
Computer zu arbeiten, einer IBM 360/91. Die gerade ausgemusterte Vorgéngerma-
schine stand exklusiv den Blasenkammerleuten vom Nachbarinstitut zur Verfiigung.

EINFLUSS VON COMPUTERN AUF DIE PHYSIK: Da die von John von Neumann
1946 genannten Differentialgleichungen aus der Physik und ihr verwandten Gebieten
stammen, scheint es angemessen zu sein, zunéichst den Einfluss von Computern auf
die Physik zu betrachten.

Auf der ersten europsischen Konferenz iiber die junge Disziplin ‘Computational
Physics’ [6] haben sich Physiker aus den unterschiedlichsten Gebieten getroffen,
von ihrer Forschung gesprochen, aber vor allem dariiber, wie sich ihr Gebiet durch
den Einfluss von Computern verindert hat und weiter verdndern wird. Hier einige
Stimmen:

‘Computers have brought a new situation for astronomers, since formerly there
was no way to experiment with stars and now you can make your own star and watch
it changing with time. ... The real problem is to prove that these computer stars have
anything to do with those stars we see in the sky.” [6, H.-C. Thomas, MPA, Miin-
chen, p. 151]. Auch dort, wo experimentiert werden kann, aber Experimente sehr
zeitraubend und/oder sehr teuer sind, werden heute zundchst Computerexperimen-
te durchgefiihrt, damit die spéter materiell durchgefiihrten Experimente besonders
erfolgreich sind.

impact of computers mostly for systems with two types of problems: °...
complex physical systems (many particles, many degrees of freedom, many variables)
and systems of a highly nonlinear character’ [6, Van Hove, p. 164]. Also z.B. Kon-
tinuumsmechanik, Strémungsmechanik, Plasmaphysik.

“The computer has transformed bubble chamber physics from a qualitative science
to a really quantitative science.’ [6, B. French, p-158]. Und nicht nur die Blasen-
kammerphysik, auch andere Zweige der Physik und andere Naturwissenschaften.
Sobald eine Wissenschaft quantitative Ergebnisse produziert, also GroSen kennt,
die gemessen werden konnen, gibt es die Mébglichkeit zu mathematischer Modellie-
rung: es werden Gleichungen aufgestellt und die gemessenen Grdssen zusitzlich noch
ausgerechnet. Gibt es Diskrepanzen, die nicht auf irgendwelchen anderen Fehlern
beruhen, so muf das mathematische Modell verbessert werden.

‘... the ready availability of powerful computers has had a profound influence on
what is acceptable as a good theory.’ [6, P.G. Burke, Queen’s U, Belfast, p.1].

Auf dieser ersten europiischen Konferenz iiber Computational Physics war die
Plasmaphysik iiberhaupt nicht vertreten, obwohl Computational Plasma Physics
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damals schon eine wichtige Rolle spielte. Die zweite européischen Konferenz iiber
Computational Physics [9] fand dann im IPP in Garching statt, behandelte nur
Probleme aus Plasmaphysik und Astrophysik und war eine ganz auf Fachprobleme
konzentrierte (normale) Konferenz.

Eine Zeitlang war es iiblich, zu sagen, da8 es Experimentalphysik, theoretische
Physik und Computational Physics gebe. Inzwischen werden Computer iiberall be-
nutzt, insbesondere auch bei Entwurf und Durchfiihrung von Experimenten. In den
anderen Naturwissenschaften ist es dhnlich, doch spielt da die noch zu leistende Ma-
thematisierung eine gréBere Rolle als in der Physik, die sich seit langem in engem
Austausch mit der Mathematik entwickelt hat.

EINFLUSS VON COMPUTERN AUF DIE MATHEMATIK: Hier sollen nur einzelne
Aspekte erliutert werden durch Beispiele dafiir, wie Computer den Charakter der
Angewandten Mathematik verindert und das Entstehen neuer Gebiete angeregt
haben.

Rechenkunst (unter Ausniitzung von Besonderheiten des zu losenden Problems)
wurde durch Numerical Analysis (eine allgemein anwendbare Theorie) ersetzt. Wir
haben heute Methoden, um die Qualitét numerischer Verfahren zu beurteilen und
den Rechenaufwand zu messen (Fehleranalyse, Konvergenzordnung, Anzahl der
benétigten Operationen, Komplexitit von Algorithmen und von den zu lésenden
Problemen), und kénnen deshalb systematisch nach verbesserten Verfahren suchen
und/oder die Umformulierung des zu lésenden Problems verlangen (gut/schlecht
konditionierte Probleme). Ganz nebenbei ergeben sich dabei auch neue Fragestel-
lungen in traditionellen mathematischen Gebieten wie z.B. der Funktionalanalysis.

Wissenschaftliches Rechnen bzw. Scientific Computing umfasst die folgenden
Schritte: Formulierung eines mathematischen Modells (falls nicht schon vorhan-
den), mathematische Analyse dieses Modells, Formulierung eines fiir numerische
Simulation geeigneten numerischen Modells, Implementierung auf einem geeigneten
Computer (unter Umstéinden unter Ausniitzung seiner Architektur), numerische Si-
mulation, Auswertung der Ergebnisse im Lichte des Anwendungsgebietes (z.B. der
Physik). Es handelt sich dabei also um ein interdisziplinires Gebiet, in dem mathe-
matische Analysis und numerische Analysis mit Natur- und Ingenieurswissenschaf-
ten und Informatik wechselwirken und das Teilaspekte hat, die durchaus den Namen
Ezperimentalmathematik verdienen.

Durch die numerische Simulation von nichtlinearen (Systemen von) partiellen
Differentialgleichungen (z.B. denen, die John von Neumann 1946 erwihnt hat), ent-
stehen neue Einsichten und Hypothesen, und dies regt neue Theoriebildung an (z.B.
Turbulenzforschung, Dynamische Systeme). Anders als in der Physik kénnen die in
der Experimentalmathematik durch numerische Experimente angeregten Theorien
jedoch nicht nur durch Gegenbeispiele falsifiziert, sondern in manchen Fillen auch
durch mathematische Beweise verifiziert werden.

Gleichzeitig mit der allgemeinen Computerisierung und bedingt durch sie findet
eine weitere Mathematisierung traditioneller Forschungsgebiete (Naturwissenschaf-
ten, Wirtschaftswissenschaften, Humanuwissenschaften) statt. Dies wird im Vorwort
der im Springer Verlag seit 1988 erscheinenden Reihe ‘Tezts in A pplied Mathematics’
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so formuliert: ‘Mathematics is playing an ever more important role in the physical
and biological sciences ... newer techniques, such as numerical and symbolic compu-
ter systems, dynamical systems, and chaos, mix with and reinforce the traditional
methods of applied mathematics.’

SCHLUSSBEMERKUNG: Es handelt sich hier nur um einige Anmerkungen. Es
fehlt z.B. alles, was mit Datenverarbeitung (Sortieren, Suchen, statistisch Betrach-
ten usw.) oder Geometrie zu tun hat, und auch der Einfluss von Computern auf
die ‘Reine Mathematik’ blieb hier unberiicksichtigt, soweit er nicht durch Wechsel-
wirkungen von Angewandter und Reiner Mathematik bedingt ist. Eine vollstindige
Darstellung heute (2006) zu versuchen, wire wohl auch vermessen. Zumal der durch
die Verfiigbarkeit von Computern eingeleitete Verinderungsprozess bei weitem noch
nicht abgeschlossen ist und vieles iiberhaupt noch nicht vorhersehbar. Auch heute
noch ist die schon vor mehr als 30 Jahren vom Mathematiker George E. Forsythe ge-
machte Bemerkung [8] aktuell: ‘“the question What can be automated? 1s one of the
most inspiring philosophical and practical questions of contemporary civilization.’
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Graphische mathematische Methoden fiir das Losen
praktischer Probleme

Iris Runge als Mittlerin in der angewandten Forschung und Industrie’

Renate Tobies

Am 18. Oktober 1937 schrieb Rudolf Sewig (1904-1972), damals Dozent an
der TH Dresden, an Iris Runge (1888-1966), die er wahrend seiner kurzen Té-
tigkeit in der Osram GmbH in Berlin, 1929 bis 1931, kennen und schatzen ge-

lernt hatte (vgl. auch [Runge/Sewig 1930]):

.Liebes Frl. Runge!

Ich komme mal wieder, Sie um lhren bewahrten mathematischen Rat zu fragen,
nachdem ich in dem kleinen Géschen-Heftchen und in dem Werk lhres Vaters lber Praxis
des Zahlenrechnens keinen gefunden habe. Es handelt sich um folgendes. [...]*

Obgleich Iris Runges Antwort auf diese Anfrage nicht bekannt ist?, driickt die-
ser Brief aus, dass sie als Expertin fiir das Losen praktischer mathematischer
Aufgaben galt. Bei dem von Sewig erwdhnten Géschen-Béndchen handelte es
sich um die von Iris Runge besorgte, 1931 erschienene zweite, verbesserte
Auflage von Graphische Darstellung in Wissenschaft und Technik (Sammiung
Gdschen, Bd. 728). Mit dem ,Werk des Vaters“ bezog sich Sewig auf einen
ebenfalls in der Goschen-Sammlung erschienenen Band Carl Runges (1856-
1927), Praxis der Gleichungen [Runge 1900, 21921].

Der Beitrag thematisiert, wie Iris Runge Expertin fiir das Anwenden graphi-
scher Methoden wurde und welche Rolle graphische Methoden fiir das Lésen
praktischer Probleme in den ersten Jahrzehnten des 20. Jahrhunderts spiel-
ten.

! Beitrag zum DFG-Projekt ,Die Anfange der Technomathematik in der elektrotechnischen
Industrie: Das Exempel Iris Runge®. Die Autorin dankt der DFG fur die Férderung des Pro-
jekts.

2 Im Archiv der TU Braunschweig, wo Sewig ab 1948 eine apl. Professur fiir technische Phy-
sik inne hatte, existiert eine sehr fragmentarische Personalakie; ein Nachlass ist nicht
bekannt; die Autorin dankt Herrn Andreas Litjen, M.A., Archiv der TU Braunschweig, fur die
Unterstitzung.
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Graphische Methoden im Kontext der angewandten Mathematik

Im Rahmen der ,Goéttinger Vereinigung zur Férderung der angewandten Phy-
sik und Mathematik®, einem exklusiven Kreis von Industriellen und Wissen-
schaftlern, beschrieb der Motor von ,angewandter Mathematik® in Deutsch-
land, der Mathematiker Felix Klein (1849-1925), wie mit Carl Runge graphi-

sche Methoden in den Vordergrund traten:

»Seit wir Kollegen Runge hier haben, verstehen wir unter angewandter Mathematik die Lehre
von der mathematischen Exekutive, d.h. die numerischen und graphischen Methoden, wo-
von die darstellende Geometrie einen Seitenzweig bildet. Ueber graphische Methoden hat
letzthin Kollege Runge Vortrage in den USA gehalten, die in diesen Tagen im Druck erschei-
nen werden.” (Klein 1912, abgedruckt in Tobies 1989, S. 246])

Runge hatte — bevor er auf Betreiben Kleins 1904 als Ordinarius fir ange-
wandte Mathematik nach Géttingen kam (vgl. [Tobies 2004]) — gemeinsam mit
Rudolf Mehmke (1857-1944) numerische und graphische Methoden in das
Zentrum geriickt, als sie das Programm der Zeitschrift fiir Mathematik und
Physik erlduterten:

»...weil die in diesen Zweigen geleisteten Verfahren erst in den Stand setzen, irgend welche
Anwendungen der Mathematik bis zu Ende durchzufuhren...” [Mehmke/Runge 1901, S. 9]

Um die Methoden zu verbreiten, hatten sie sich auch an der Encyklopédie der
mathematischen Wissenschaften mit Einschlul3 ihrer Anwendungen beteiligt.
Wie Mehmke [1902, S. 1007] ausfiihrte, wurden zum graphischen Rechnen im
weiteren Sinne alle Verfahren gezahlt, die zum Lésen analytischer Aufgaben
durch Zeichnung dienten. Mehmke behandelte unter der Uberschrift ,Numeri-
sches Rechnen® auch graphisches Rechnen, Nomographie, Apparate und me-
chanische Rechenmaschinen sowie physikalische Methoden zur Auflésung
von Gleichungen. Er beschréankte sich auf die gewdhnlichen Rechenarten und
das Auflésen von Gleichungen, verwies auf historische Ansatze zur geometri-
schen Behandlung algebraischer Gleichungen in Antike und Orient, auf Ar-

beiten von Vieta (1593), Rechnungen geometrisch zu ermitteln, und betonte:

+Zwar ist das graphische Rechnen kein neues, etwa dem 19. Jahrhundert eigentimliches
Lehrgebiet, aber nachdem es zeitweilig durch die rechnerischen Methoden zuriickgedrangt
worden war, ist es in der zweiten Halfte des 19. Jahrhunderts durch systematischen Ausbau
wie durch die Entwicklung neuer, allgemeiner Methoden bedeutend geférdert worden und es
hat (besonders unter den zeichengewandten Ingenieuren) grosse Verbreitung gefunden.”
[Mehmke 1902, S. 1007f.]
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Mehmke erliuerte die einzelnen Verfahren, sich auf vorliegende Literatur (Cul-

mann, Cremona, u.a.) stlitzend und unterstrich:

,Im allgemeinen sind die zeichnerischen Verfahren anschaulicher, {ibersichtlicher, schneller
ausfuhrbar und mit geringerer Anstrengung des Geistes verbunden, als die rechnerischen; in
manchen Fallen (wie bei der Aufldsung beliebiger Gleichungen) gewéhren sie bis jetzt allein
die Maglichkeit eines direkten Vorgehens ...“ [Mehmke 1902, S. 1007].

Die von Mehmke ausgelassenen graphischen Verfahren héherer Rechenar-
ten, bis hin zur Integration partieller Differentialgleichungen, behandelten Carl
Runge und sein Schiiler Friedrich-Adolf Willers (1883-1959) in der Encyklopa-
die [Runge/Willers 1915]. Runge hatte selbst neue graphische Methoden zur
Lésung von Differentialgleichungen gefunden [Runge 1907], vier seiner Schu-
ler in diese Richtung gelenkt (vgl. [Tobies 2004]), Praxisbeispiele zum Thema
in der Industrie gesammelt [Runge 1949, S. 130f.] und seine Vorlesungen tber
Graphical Methods [Runge 1912] wéahrend seiner Gastprofessur 1909/10 in
den USA auch fiir die Publikation vorbereitet, die schlieflich drei, immer wie-
der verbesserte deutschsprachige Auflagen erlebte [Runge 1914, 1919, 1928].

Als Iris Runge sich zum SS 1907 als Horerin an der Universitat Gottingen
einschrieb, hatte ihr Vater nicht nur gerade den Inhalt von ,Thesen tber ange-
wandte Mathematik mafgeblich gepragt: ,Das Wesen der angewandten Ma-
thematik liegt in der Ausbildung von Methoden zur numerischen und graphi-
schen Durchfiihrung mathematischer Probleme.” [JDMV, S. 518] Er gab viel-
mehr selbst ein Beispiel dafiir, wie Probleme aus der Praxis in die Forschung
einflielen konnten:

im August [1907] bin ich 9 Tage in der Briickenbauanstalt Gustavsburg bei Mainz gewesen,
einer Filiale der Nirnberger Maschinenfabrik [...] und studirte die mathematischen Metho-
den, nach denen sie ihre Eisenkonstruktionen berechnen, zeichnerische und rechnerische.
[...] Die mathematische Arbeit, die von den Ingenieuren geleistet ist, die wollte ich gerne in
der Werkstatt selbst beobachten. Ich kam sehr befriedigt nach Hause zuriick.”
[Hentschel/Tobies 2003, S. 167]

Allerdings gelangte er zur Ansicht, dass die Aufgabe der Entwicklung entspre-
chender Methoden nicht dem Astronomen, Physiker, Ingenieur Uberlassen
bleiben diirfe,

....weil diese Leute ihr Augenmerk nur auf die Ergebnisse richten, und daher geneigt sind,
die Verallgemeinerungen der von ihnen etwa ersonnenen Methoden zu vernachlassigen, wo-
gegen in der Hand des Mathematikers die Methoden von einem héheren Gesichtspunkte aus
entwickelt werden und die Frage nach ihrer Anwendbarkeit auf andere Probleme, auch sol-
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che anderer Gebiete wissenschaftlicher Forschung, gehérige Bertcksichtigung findet.”
[Runge 1919, S. 2]

So baute er die Methoden in Forschung und Lehre systematisch aus, vermit-
telte sie auch an seine Kinder Iris und Wilhelm Runge (1895-1987). Iris Run-
ges Ausfiihrungen in der Biographie tber ihren Vater sind ein Zeichen dafr,
dass sie die Methoden beherrschte und dass sie sich selbst und ihren Bruder
mit dieser Arbeitsweise identifizierte:

,Runge [...] definierte die angewandte Mathematik als die Methodenlehre von jeglicher ma-
thematischen Exekutive. Nach seiner Auffassung gehérten zur angewandten Mathematik ne-
ben den oben genannten Disziplinen® auch die praktischen numerischen Methoden der
Aufldsung gewohnlicher linearer und nichtlinearer Gleichungen, und ebenso auch die Her-
stellung von Losungen von gewdhnlichen und auch partiellen Differentialgleichungen, ferner
die Berechnung von Reihen, die Durchfilhrung von Interpolations- und Ausgleichsrechnun-
gen, Fourieranalysen u.a.m.; ebenso gehéren dazu die graphischen Methoden fir die glei-
chen Aufgabenarten.” [Runge 1949, S. 120]

Ausbildung beim Vater

Wahrend sich Wilhelm Runge die theoretischen Grundiagen erst nach dem
Ersten Weltkrieg bei seinem Vater aneignen konnte (vgl. [Runge 1949, S.
171]), stieg Iris Runge bereits wahrend ihres zweiten Studiensemester, WS
1907/08, in das Gebiet ein. Der Vater berichtete am 18. November 1907:

.Meine alteste Tochter Iris hort diesen Winter bei mir ,Graphische Methoden’ 4 Stunden Vor-
trag und 4 Stunden Uebungen.” [Hentschel/Tobies 2003, S. 167]

Wie erfolgreich sich Iris Runge dem Gegenstand gewidmet hatte, deutet ihr
Bericht Uber einen Fortbildungskurs in Goéttingen an; sie schrieb nach New
York an den Vater am 5. Oktober 1909:

,Putti* und ich milssen abwechselnd protokollieren, und wahrscheinlich auch bei den
Demonstrationen mit herumfithren. Es wurde sehr bedauert, dass Du nicht da bist, und
Erich® auch nicht, und Deine graph.[ischen] Methoden auch nicht. Ich habe Pfeiffer® meine
ach so mangelhafte Ausarbeitung der Graph.[ischen] Meth.[oden] leihen missen und auch
die wenigen halbwegs anstandigen Zeichnungen, die ich damals bei Dir gemacht habe. Er

® Weiter oben waren genannt: darstellende Geometrie, graphische Statik und Vermes-
sungswesen, d.h. Gebiete, die bereits 1898 in die preuflische Prifungsordnung fir das
hohere Lehramt fur die neue Fakultas ,angewandte Mathematik“ gelangt waren.

* Elisabeth Klein (1888-1968), jiingste Tochter Felix Kleins.

® Erich Trefftz (1888-1937), Neffe Carl Runges, der als dessen Assistent 1909/10 mit in den
USA weilte und den Runge als einen wesentlichen Fortfiihrer seiner Methoden betrachtete;
o. Prof. TH Dresden seit 1922.

® Friedrich Pfeiffer (1883-1961) hatte 1907 an der TH Minchen promoviert, war wissen-
schaftlichen Assistent bei dem Felix-Klein-Schiller Walther Dyck (1856-1934) gewesen
(1905-08) und hatte 1909/10 eine Assistentenstelle an der Universitat Gottingen inne, o.
Prof. in Heidelberg 1921, TH Stuttgart 1922.

17 C
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soll ja Uber Anschauungsmassige Hulfsmittel im math.[ematischen] Unterricht sprechen*
[SPK, 546].

Iris Runge vertiefte die Ausbildung bei ihrem Vater weiter, belegte bei ihm im
Sommersemester 1911 ,Numerisches Rechnen mit Ubungen®. [SPK, 747, BI.
15] In einer Arbeit zum Staatsexamen fir das Lehramt an héheren Schulen —
das sie fiir die Facher Mathematik, Physik, Geographie (12.7.1912) absolvierte
und spater noch um Chemie (28.1.20) erganzte — erprobte sie das Anwenden
eines Niherungsverfahrens; das Thema lautete: JAnwendung der W. Ritz-
schen’ Integrationsmethode auf das Problem der Schwingungen einer parabo-
lisch begrenzten Membran. Berechnung einiger Eigentdne bei speziellen For-
men.“ [SPK, 747, Bl. 17] Im Rahmen ihres Promotionsverfahrens unter dem
Physiko-Chemiker Gustav Tammann (1861-1938) wahlte sie im Rigorosum
(16.12.1921) ,Angewandte Mathematik® als ein Nebenfach. Der prifende Va-
ter bescheinigte ihr gute und sichere Kenntnisse Uber numerische und graphi-
sche Verfahren. [UAG] Offensichtlich war Iris Runge dem Ratschlag ihres Va-

ters gefolgt, den er in einem seiner Blicher auch schriftlich niedergelegt hatte:

_Dem Schiiler seien praktische Ubungen empfohlen. Nur die wiederholte Anwendung der
Methode kann ihm zur Beherrschung des Gegenstandes verhelfen. Denn es genigt nicht,
die zu Grunde liegenden Gedanken erfasst zu haben, es ist vielmehr notwendig, sich eine
gewisse Leichtigkeit in der Anwendung anzueignen. Man koénnte ebenso gut das Klavierspiel
nur durch Konzertbesuch, wie die graphischen Methoden nur durch Héren von Vorlesungen
zu erlernen hoffen.” [Runge 1919, S. 3]

Die Art, wie Iris Runge das Forschen ihres Bruders Wilhelm beschrieb, war
zugleich Ausdruck ihrer eigenen Arbeitsweise in der Gluhlampen- und Radio-

rohrenforschung bei Osram und Telefunken:

,...nach den ersten Semestern in Géttingen hatte dieser [Wilhelm R.] sein technisches Stu-
dium in Darmstadt fortgesetzt und gleich nach dem Examen eine Stellung bei Telefunken in
Berlin angetreten. Aus seinen Briefen erhieit [Carl] Runge allerhand interessante Einblicke in
Probleme der modernen Hochfrequenztechnik und wurde auch mehrmals Uber mathemati-
sche Methoden zu ihrer Losung herangezogen. Er hatte die Freude zu sehen, dass sein
Sohn die von ihm selber ausgebildete Tradition, praktische Aufgaben systematisch mit den
Mitteln der Mathematik anzupacken, mit Erfolg fortsetzte und dabei in seiner Laufbahn gut
vorankam.” [Runge 1949, S. 193f.]

7 Walter Ritz (1878-1909); Ritz, Walter: Gesammelte Werke — Oeuvres, published by the
Société Suisse de Physique. Gauthier-Villars: Paris 1911. Vgl. zur Methode von Rayleigh-
Ritz [Runge/Willers 1915].
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Ausbau graphischer Methoden in der angewandten Forschung und
Industrie
Als Marcello Pirani (1880-1968), Leiter des wissenschaftlich-technischen

Dienstes der Osram GmbH, 1922 die erste Auflage von Graphische Dar-
stellung in Wissenschaft und Technik vorlegte, entsprach dieses Goschen-
Bandchen offensichtlich einem Bediirfnis des mit praktischen Problemen be-
fassten Forschers und Ingenieurs. Diese graphischen Methoden wurden we-
gen ihrer Vorztige jedoch nicht nur gern benutzt, sondern ihr Potential war zu
diesem Zeitpunkt keineswegs ausgeschopft. Als Pirani Iris Runge mit der Edi-
tion der zweiten Auflage betraute, hatte sie sich — seit 1923 in der Osram
GmbH tatig — als Expertin fir das Arbeiten im Grenzgebiet von Mathematik,
Physik und Technik bereits ausgewiesen.

Das Ziel des Géschen-Bandchens, ,eine Zusammenfassung der fir die gra-
phische Darstellung giiltigen Regeln und Gesetze und eine Beschreibung der
einfachsten Methoden zur Herleitung graphischer Rechentafeln an Hand von
praktischen Beispielen [zu] geben® [Pirani 1931, S. 6] anderte sich mit den
nachfolgenden Auflagen nicht; der Wortlaut der Einleitung war auch in der
dritten Auflage 1957 noch derselbe. Die Auflagen widerspiegein aber die wei-
ter entwickelten Methoden. Die von Iris Runge besorgte Auflage [Pirani 1931]
basierte nicht nur auf den genannten Arbeiten von Mehmke, Carl Runge, des-
sen Schiilern Willers und Horst von Sanden (1883-1965), sie enthielt auch
neuere Resultate der Nomographie auf abbildungsgeometrischer Grundiage
(Ludwig Bieberbach, Franz KrauB, Paul Luckey, Hans Schwerdt), deren Aus-
arbeitung Richard von Mises (1883-1953) prognostiziert hatte, als er 1921 das

Programm der Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik umriss.

Weit umfassender und eines Ausbaues fahiger sind zweifellos die Methoden des graphi-
schen Rechnens, die all dem gerecht werden, was die numerische Rechnung zu leisten im-
stande ist.” [v. Mises 1921, S. 4]

_Der zweite Punkt, auf den wir die geometrische Betrachtungsweise ausgedehnt zu sehen
wiinschen, fallt in das Gebiet der Approximationsmathematik im Kleinschen® Sinne. Es han-
delt sich um eine geordnete Entwicklung der Grundsétze und der Hilfsmittel des graphischen
Rechnens [...]. Bekanntlich hat d’Ocagne vor nicht langer Zeit durch Schaffung der No-
mographie hier sehr wesentliche Fortschritte herbeigefiihrt’. Man ist jetzt in der Lage, funktio-

& Zum Begriffspaar Prazisions- und Approximationsmathematik nach Felix Klein auch hier [v.
Mises 1921, S. 3].

® 'Ocagne, Maurice: Traité de Nomographie. Gauthier-Villars: Paris 1899; Schilling, Fried-
rich: Ueber die Nomographie von d’Ocagne. B. G. Teubner: Leipzig 1900.
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nale Zusammenhange zwischen mehr als zwei Veranderlichen durch ebene Figuren zu be-
herrschen. Allein fast alle prinzipiellen Fragen der Nomographie harren noch der Losung,
und man wird nicht fehigehen, wenn man von deren Klarung auch eine Erweiterung der An-
wendungsgebiete erwartet. in letzter Linie liegen hier ,Abbildungs“-Probleme vor, die man ja
einer geniigend weit gefassten _darstellenden” Geometrie zuordnen konnte; auch andere
Aufgaben der zeichnerischen Rechenverfahren, z.B. die Konstruierbarkeit unter Zuhil-
fenahme einer festen Kurve (analog den Steinerschen'® Konstruktionen mit festem Kreis),
dann die schon beriihrten infinitesimal-geometrischen Fragen bei der Integration gewdhn-
licher und partieller Differentialgleichungen, weisen mehr als nur auBerliche Berihrungs-
punkte mit den Begriffsbildungen und Verfahren einer allgemeinen ,Abbildungs®“-Geometrie
auf.“ [v. Mises 1921, S. 9]

Iris Runge berlicksichtigte die neuen Ergebnisse in der 1931 vorgelegten zwei-
ten Auflage von Graphische Darstellung in Wissenschaft und Technik; sie trug
auch selbst dazu bei, Verfahren fiir spezielle praktische Probleme zu verfei-
nern. So dokumentiert die dritte, 1957 erschienene Auflage, nicht nur, dass
international zahlreiche weitere Arbeiten zum Thema publiziert und die An-
wendungsgebiete stark erweitert worden waren; das Literaturverzeichnis ver-
weist auch auf Arbeiten Iris Runges, in denen sie graphische Methoden auf
konkrete Probleme der Fabrikationskontrolle im Osram-Konzern anwandte.
Insbesondere entwarf sie spezielle Nomogramme, Fluchtlinientafeln, basie-
rend auf Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung [Runge 1936a, 1936b].
An den Hochschuleinrichtungen wurden Lehre und Forschung zu diesen
Methoden weiter ausgebaut. Alwin Walther (1898-1967), von 1928 bis 1966
Professor an der TH Darmstadt, betonte 1936 — sich auf Carl Runge bezie-
hend —, dass mathematische Laboratorien einzurichten seien, damit die Stu-
dierenden ,Einrichtung und Gebrauch des Rechenschiebers, [...], von Re-
chenmaschinen, Planimeteren, Spiegellinealen, Integraphen, harmonischen
Analysatoren, von Rechenschablonen und anderen niitzlichen Hilfsmitteln er-
lernen, Fingerspitzengefiinl fur ihre Benutzung und Genauigkeit erwerben”
soliten. [Walther 1936, S. 7]. Auch die Analyse der mathematischen Disserta-
tionen dieser Zeit zeigt, dass weiterhin daran gearbeitet wurde, graphische
Methoden und Instrumente zu vervollkommnen [Wehage 1929; Emrich 1933],

Fehlergrenzen dieser Methoden abzuschatzen [Frotscher 1932, Correll 1944]

10 Jacob Steiner (1796-1863); Steiner, Jacob: Die geometrischen Konstruktionen, ausgefihrt
mittelst der geraden Linie und eines festen Kreises, als Lehrgegenstand auf hdheren Unter-
richtsanstalten und zur praktischen Benutzung. 1833, hrsg. A. J. v. Oettingen, 1895, 21913.
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und die Anwendungsgebiete zu erweitern [Starke 1931]; zum Einsatz in der
Luftfahrtforschung vgl. [Stanke 1939] [Tobies 2003].

Mit der Entwicklung elektronischer Rechenautomaten wurden graphische
Methoden als Rechenhilfsmittel auRer Kraft gesetzt; bis zum vollen Einsatz
des leistungsfahigen Computers waren jedoch entsprechende Methoden in
vielen Gebieten auch nach 1945 noch langer im Gebrauch, wie z.B. [Pirani
1957] dokumentiert.
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From Parlor Games to Computer Networks

MAGDALENA HYKSOVA, PRAGUE

The paper picks up the threads of author’s contribution [5] given in Miesenbach two years
ago that discussed several milestones in the history of game theory, including the first
known mixed strategy solution related to the card game /e Her. The aim of this article is to
outline the natural connection of the initial game theoretical ideas to the contemporary
problems of computer and transportation networking. A typical example is represented by
the Internet: here various subjects like network operators, service providers and users
interact; moreover, the network itself was not designed by a single person or institution
but emerged from the interaction of various entities. Different “players” compete with
each other, bargain, build coalitions or learn optimal strategies throughout the time.

1 Non-Cooperative Games

1.1 Historical Overview: from Cournot to Nash

Recall that fundamental solution concept of non-cooperative games, Nash equilibrium (see
[5], p- 49), has its roots already in the work [2] published by Antoine Augustin Cournot
(1801-1877) in 1838. Besides other topics, Cournot investigates the demand function
D=F(p) which he assumes to be downward-sloping and draws it in price-quantity
space; this function summarizes the empirical relationship between the price p and the
quantity D sold. The fifth chapter contains a detailed analysis of monopoly. Cournot intro-
duces the concept of a cost function ¢(D) and gives a mathematical solution of the maxi-
mization of the profit pF(p)—¢(D) considered as the function of the price p. The next
chapter deals with the impact of various taxes and other fees on the income of producers
and consumers. The seventh chapter contains today famous Cournot duopoly model: Let
us now imagine two proprietors and two springs of which the qualities are identical, and
which, on account of their similar positions, supply the same market in competition.'
Coumnot denotes by D, (D,) the sales from the first (second) spring and considers the

price p as the function of the total sales, p = f(D, +D,). First he neglects the cost of pro-

duction and investigates the situation where the two proprietors — each of them indepen-
dently — seek to maximize their profits expressed by D, (D, + D,) and D,f(D,+D,).

Today we would speak about a game: each proprietor controls only a part of the total
production; the price he receives for his products to sell them all therefore depends not
only on his own decision, but on the decision of the opponent, too, and we would use the
best-reply analysis to find the equilibrium point. It is remarkable that Cournot did exactly
the same, only without the word “game”:

Proprietor (1) can have no direct influence on the determination of D, : all that he can
do, when D, has been determined by proprietor (2), is to choose for D; the value which is
best for him. ... Analytically this is equivalent to saying that D, will be determined in
terms of D, by the condition

d[D.f(D, +D,))] -0
le ’

' [2], English translation, p. 79.
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and that D, will be determined in terms of D, by the analogous condition

d[DZf(D1+D2)]_O 2
dp, S

whence it follows that the final values of Dy and D,, and consequently of D and of p, will
be determined by the system of equations

O fDy+D,)+D f'(D, +D,) =0, (2) f(Dy+D,)+D,f(D, +D,)=0.

Then Cournot constructs the curves that we today call “reaction curves”, investigates
the dynamics of the duopoly “game” and comes to the equilibrium solution that also
represents the globally stable steady state:

Let us suppose the curve mpn, to D,
be the plot of equation (1), and the
curve mym; that of equation (2), the va-

riables D, and D, being represented

by rectangular coordinates. If propri- 7,1
etor (1) should adopt for D, avalue

@
|

represented by ox,, proprietor (2)

-

i
| 1T
y”._..._:.___l_q- .
would adopt for D, the value oy, ! b ik
/
e SR TN I B
which, for the supposed value of D, ¥ T T | T 1 !
. ) ! 1
would give him the greatest profit. But b ! ! i
then, for the same reason, producer (1) ! B E o - D
0 r, m,x,rrxax’ n, 1

ought to adopt for D, the value ox,,,
which gives the maximum profit when D, has the value oy,. This would bring producer

(2) to the value oy, for D,, and so Jorth, from which it is evident that an equilibrium can
only be established where the coordinates ox and oy of the point of intersection i

represent the values of D, and D,. The same construction repeated on a point of the
figure on the other side of the point i leads to symmetrical results.

The state of equilibrium corresponding to the system of values ox and oy is therefore
stable; i.e. if either of the producers, misled as to his true interest, leaves it temporarily,
he will be brought back to it by a series of reactions, constantly declining in amplitude,
and 01; which the dotted lines of the figure give a representation by their arrangement in
steps.

In the same chapter Cournot also considers the case of 7 producers and takes into
account also the costs ¢, of production, which leads him to the system of equations:

S(D)+Df'(D)-¢{(D)=0, where i=1,2K,n, D=D,+D,+L +D, .

It is not possible to discuss here the whole development of duopoly and oligopoly mo-
dels. Let us only mention the duopoly model that we will need later in this contribution,
namely the model proposed by Heinrich von Stackelberg (1905-1946) in his book [16]
published in 1934. Stackelberg considers the situation where the two duopolists act se-
quentially. One of them — usually called leader — moves first, choosing a quantity. The
second one ~ follower — observes the leader’s choice and then picks a quantity that repre-

2 Cournot uses the same notation for the derivative of a one variable function and for partial derivatives.
Vil English translation, pp. 80-81, figure at the end of the book.
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sents his best reply; in his decision, the leader takes into account this follower’s reaction.
It has become common to speak about a Stackelberg game in the case of any game where
one player acts as a leader in the sense that he chooses his strategy first, while the other
players act as the followers: they observe the strategy chosen by the leader and then
choose their strategies to maximize their payoffs.

1.2 Applications: From Oligopoly to Network Optimization

It is not necessary to recall that within the second half of the twentieth century game
theory became an inseparable part of the disciplines that deal with the interactions of
people or institutions lead by people (economy, political or military sciences). With the
fast development of computer as well as transportation networks the game theoretical
approach has gradually gained a prominent position also in this optimization domain.
Whether we speak about data or cars, the fundamental problem is almost the same: we are
given a network and a rate of traffic between the source and destination nodes, and seek an
assignment of traffic to source-destination paths. Usually it is assumed that each network
user controls a negligible fraction of the overall traffic and the time needed to run through
a single link of the network is load-dependent, that is, the common latency suffered by all
traffic on the link increases with the increase of the link congestion. When there is
a central authority with the competence to control the traffic flow to achieve the best
performance of the network, it can prescribe the optimal assignment as a feasible
assignment minimizing the total latency. Nevertheless, the network users are often free to
act according to their own selfish interests; in this case we can expect the network traffic
to converge to the Nash equilibrium.

The first example of an equilibrium network flow emerged in the field of economics:
it is contained in the first edition of the 1920 book [10] written by Arthur Cecil Pigou
(1877-1959), the English economist known above all for his advocacy of so-called
Pigouvian taxes — discouraging taxes on activities that cause negative externalities
(pollution, traffic congestion). Although Pigou could not explicitly use the equilibrium
concept introduced by John Nash almost 30 years later, he expressed the same:

Suppose there are two roads ABD and ACD both leading from A to D. If left to itself,
traffic would be so distributed that the trouble involved in driving a “representative” cart
along each of the two roads would be equal [in other words, no driver can improve his
travel time by changing the route]. But, in some circumstances, it would be possible, by
shifting a few carts from route B to route C, greatly to lessen the trouble of driving those
still left on B, while only slightly increasing the trouble of driving along C. In these
circumstances a rightly chosen measure of differential taxation against road B would
create an artificial” situation superior to the “natural” one. But the measure of
differentiation must be rightly chosen.

Today we can imagine ACD as a road that is [(x)=1
broad enough to accomodate all cars traveling from A - é— TS~ o
to D without congestion, but with many traffic lights g s
that prolong the travel time which is always equal to
one hour. 4BD can represent a highway that is fast g @
but susceptible to congestion. Denote by x the
fraction of the overall traffic from A to D using the B
particular road, and /(x) the travel time experienced I(x)=x

by drivers on that road. If the fraction of drivers using

the road ACD was positive, the travel time on the road ABD would be lower than one hour
and it would be profitable to change the road from ACD to ABD. In equilibrium, all dri-
vers therefore use the road 4ABD with the travel time equal to one hour.
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$1>0. [(x)=1 _a=0_
(A) (D) (A) Ix)=1 (D)
B B
[(1-x)=1-x,<1 x=1..1(1)=1

Nevertheless, from the point of view of the whole society whose aim is to minimize
the overall travel time x -1+(1-x)-(1-x)=x-(x —1)2+2, it would be optimal if one
half of all drivers use ACD and the other half 4BD, which yields the mean travel time 45

minutes. This is much better than one hour in equilibrium; nevertheless, it does not seem
to be fair for those driving on ACD.

Pigou introduced this example to illustrate the necessity of discouraging taxes for
optimal performance of a network. After the critique by the influential American
economist Frank Hyneman Knight (1885—1972) he omitted this example in other editions
of the book. Nevertheless, today it is one of the most famous examples used for the
illustration of the fact that the selfish behavior by independent, non-cooperative “agents”
need not produce a socially desirable outcome.

Another today famous example was independently introduced by Dietrich Braess in
his 1968 paper [1]. Using the same notation as above, we can describe it in the following
way. Consider a network with two source-destination paths svz, swz with travel times given
by the left figure bellow. In equilibrium, the traffic splits evenly between the two paths
and each driver travels one hour and a half.

1(112)=1/2

1(12) =1 1(12) =172

Now imagine that an additional road from v to w is built of unlimited capacity and
zero travel time (right figure). We can easily check that in equilibrium all drivers use the
path svwt with the travel time equal to two hours. As expressed by Roughgarden: Breass
paradox thus shows that the intuitively helpful (or at least innocuous) action of adding
a new zero-latency link may negatively impact all of the traffic. ([11], p. 6)

The recent 11terature deals with several interesting questions that have their roots in
the above examples:* How bad is selfish routing? It means, what is the worst-possible
ratio between the total latency of a flow at Nash equilibrium and that of the best
coordinated outcome minimizing the total latency? On the other hand, how unfair is the
optimal assignment in the comparison with Nash equilibrium? When there is no chance of
control, the performance of the system can be positively influenced by the appropriate
architecture of the network.

* For more details and references see [11],[12].
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Still, in many systems there is a mixture of “selfishly” and “centrally” controlled
jobs; the congestion due to centrally controlled jobs influences the actions of selfish users.
Similarly, there can be a central authority — for example the provider of the network — who
can settle the prices for various paths before the selfish users start to act. These situations
can be modeled via Stackelberg games where the leader is the central authority which
searches the strategy that induces the selfish users (followers) to react in a way that
minimizes the total latency in the system.

2 Bargaining

2.1 Historical Overview: from Edgeworth to Nash and Rubinstein

In the domain of non-cooperative games, the players cannot usually take full advantage of
the situation. For example, in the case of Cournot or Stackelberg duopoly it would be
better for both players to cooperate and act together as a monopolist. Thus we come to
a bargaining problem that is usually referred to as a problem where two or more indivi-
duals have before them several possible contractual agreements. All have interests in
reaching an agreement but their interests are not entirely identical. What will be the agreed
contract, assuming that all parties behave rationally? This problem was already presented
by Francis Ysidro Edgeworth (1845-1926) in his 1881 book [3]. Since then many
attempts had been made to get a clear cut solution.

John Forbes Nash and the Axiomatic Approach

One approach to the bargaining problem solution that corresponds to the general inclina-
tion to axiomatic foundations of various parts of mathematics and other scientific disci-
plines was proposed by John Forbes Nash in his paper [9] published in 1953. Nash consi-
dered a two-player bargaining problem as an ordered pair (P, u,), where P is a coopera-
tive payoff region (the set of all possible payoff pairs), uy = (uy,v,), where u,,v, are the
payoffs in the case of a disagreement (“threats”). Let us denote the bargaining solution as
(P, (up,vy)) = (u*,v*) . Nash called for the satisfaction of the following conditions that

correspond to our intuition about a fair bargaining solution:

1. Individual Rationality: u*2>u,, v*2v,.

2. Pareto Optimality: there does not exist any other payoff pair (u,v)eP for which
u2u* and v>v*, withal at least one inequality is strict.
3. Feasibility: (w*,v*)eP.

4. Independence of Irrelevant Alternatives: if P' is a payoff region contained in P and
(anvo)s(u*sV*) € P': then LP(f) 'a (u09v0)) = (u*’V*) .

5. Independence Under Linear Transformations: suppose that P' is obtained from P by
the linear transformation u'=au+b, v'=cv+d, where a,c >0 ; then

lI"(P', (auo +b,Cv0 + d)) = (au *+b’cv*+d) .
6. Symmetry: If P is symmetric (i.e. (u,v) € P < (v,u)eP) and Uy =v,, then u*=v*,

For a given bargaining problem, Nash constructs the solution which maximizes the
product of the utility gains (u—u,)(v—v,) on the set of feasible and individually rational

payoff pairs, and proves that it is the unique solution satisfying the conditions 1—6.
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V4 Vi (u—ugl)(v—-vy)=k

(2) bargaining set

4

|ety= (14, vy)

P> - >
u

uy=(up, V_o)

More generally, Nash bargaining solution for the case of #n players and the threats
(d,,d,,K ,d,) selects the utility vector that maximizes the product of the utility gains

(v, —d)(u, —d,)L (u,—d,) of the players over the set of feasible agreements that are
individually rational, i.e. #, >d,,K ,u, >d,,.

Later other solutions were proposed that omitted some of the above conditions
(mainly the condition 4) and replaced it by other ones.’

Rubinstein’s Model of Alternating Offers

In 1982 Ariel Rubinstein introduced his well-known strategic bargaining model of
alternating offers of two players. Now it is common to consider 7 players who need to
reach an agreement on a given issue. It is assumed that the players can take actions in the
bargaining only at certain times in the set 7 ={0, 1, 2,...} that are determined in advance

and are known to the players. In each period ¢ e T, if the bargaining has not terminated
earlier, a player whose turn it is to make an offer at time ¢ suggests a possible agreement,
and each of the other players may either accept the offer, reject it, or opt out of the
negotiation. If an offer is accepted by all the players, the bargaining ends and this offer is
implemented. If at least one of the players opts out of the bargaining, it ends with
a conflicting outcome. If no player has chosen to opt but at least one of them has rejected
the offer, then the bargaining process continues to period #+1 when the next player makes
a counteroffer, the others respond, and so on.

Strategy of a player now specifies what to do next, for each sequence of offers
50,5,K ,5,. It means, in time periods when it is the player’s tum to respond to an offer,

the strategy specifies whether to accept it, reject it or opt out of the bargaining; when it is
the player’s turn to make an offer, the strategy specifies which offer to make. Strategy
profile is a collection of strategies, one for each player.

Nash equilibrium, as it was introduced for one-stage games, denotes the strategy
profile such that no player can profitably deviate, given the actions of the other players.
Rubinstein highlighted the inadequacy of this concept for multistage bargaining.
Following Selten’s definition of the perfect equilibrium (see [14], [15]), he based the
bargaining analysis on this stronger concept. In simple words, a strategy profile is a sub-
game perfect equilibrium of a model of alternating offers if the strategy profile induced in
every subgame is a Nash equilibrium of that subgame.

3 For the detailed survey and references see [17].
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2.2 Applications: From Bargaining Politicians to Multi-Agent Systems

One of the greatest challenges for computer science is building computer systems that can
work together. Among the examples of such intelligent systems we can find for instance
automated agents that monitor electricity transformation networks, teams of robotic sys-
tems acting in hostile environments, computational agents that facilitate distributed design
and engineering, distributed transportation and planning systems, intelligent agents that
negotiate over meeting scheduling options on behalf of people for whom they work or
Internet agents that collaborate to provide updated information to their users. In such envi-
ronments, cooperation may improve the performance of the individual agents or the over-
all behavior of the system they form (see [6], pp. 79-85).

For example, Kraus [6] uses Rubinstein’s model of alternating offers for data alloca-
tion problem where the players are servers of a given system and agreement is a distribu-
tion of datasets to information servers. Nash conditions or their modifications are usually
used for characterization of optimal and fair solutions; one of the application possibilities
is the Internet pricing as a game between an Internet service provider who chooses the
price, and users who decide on their demand (see [18]).

3 Evolutionary Game Theory

3.1 Historical Overview: from Darwin to Maynard Smith

For a brief historical overview see author’s contribution [5], pp. 53—56.

3.2 Applications: From Species Evolution to Internet

Non-cooperative and cooperative games discussed above are based on two essential
assumptions: unbounded rationality and global knowledge. Both of these assumptions
cannot be justified when considering large networks like Internet or the transportation
system of a large city. The view that the players are not always rational, due to either
limited computational capabilities, or limited knowledge of other players’ nature is the
point of departure for evolutionary game theory. As we could see in [5], the evolution
process deals with a huge population of players that are “programmed” to adopt some
strategies. As time proceeds, many small games are played and the strategies with high
payoffs spread within the population. Evolutionary games in large populations thus create
a dynamic process where the frequencies of the strategies played by population members
change in time because of the learning or selection forces guiding the individuals’ strate-
gic choices.

In the field of biology where these ideas were originally formed, the players are the
genes in which the instinctive behavior is coded. The development of Internet and other
extended networks led to the transmission of the evolutionary theory from biology to the
domain of multi-agent systems: for the reasons mentioned above, it is more realistic to
consider agents as players with only partial information on the nature, possible strategies
and payoffs of other players. Agents learn how to perform well in the game by experience;
from time to time they revise their strategies on the basis of local observations, giving the
strategy that has led to a higher payoff a higher probability of choosing in the next round.

A typical application is the adaptive network routing discussed for example by
Fischer and Vécking in their 2005 paper [4]. In the simplest case of the network with one
starting point and one terminal point, the system can be described by the following

differential equation: j8,§ =1 fp -(Z—l p), Where fp denotes the flow on the path P, I, is
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the latency of this path, J; is the average latency and 1>0 is a proportionality factor.

1
Besides investigating stable solutions, evolutionary game theory enables us to study the
dynamics of routing.
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Waltraud Voss, TU Dresden

Aus Gustav Zeuners ,,Geheimakten*: Briefe im Vorfeld von
Berufungen

Wenn man den groBen Bereich der Geschichte der Mathematik der Wissenschaft
Mathematik zuschligt und sich dem kleinen Teilbereich »Personalbewegung
und Berufungsvorgénge“ zuwendet, wird man letztlich doch — und heute wie vor
50 Jahren - auf die alten Akten zuriickgreifen miissen, oft auf solche, die in der
Zeit ihres Entstehens ,,geheim* waren. Dieser Vortrag lisst Sie einen Blick in
die ,,Geheimakten* von Gustav Zeuner (1828-1907) werfen, der von 1873 bis
1890 Direktor des Dresdner Polytechnikums war. Es geht um die Berufung Axel
Harnacks 1877, Karl Rohns 1885 und Martin Krauses 1888.

1. Zur Berufung Axel Harnacks

Axel Harnack (1851-1888) wurde am Polytechnikum Dresden der Nachfolger
von Leo Konigsberger (1837-1921), der in den zwei Jahren seines Wirkens in
Dresden viel auch fiir die Attraktivitit des dortigen Lehramtsstudiums der
Facher Mathematik und Physik getan hat. Kénigsberger stand von 1875 bis 1877
der seit 1862 bestehenden ,,Lehrerabteilung® vor, initiierte 1875 die Griindung
des Dresdner Mathematischen Seminars und hatte wesentlichen Anteil an der
Berufung des Physikordinarius der Universitét Graz, August Toepler (1836-
1912), an das Polytechnikum Dresden. Als Konigsberger im Begriff war, von
Dresden nach Wien zu wechseln, sah er sich selbst nach einem geeigneten
Nachfolger um. Davon zeugt auch der folgende Brief.

14. Februar 1877: Adolph Mayer (1839-1908)-Leipzig an Leo Konigsberger—
Dresden:

Verehrter Herr Geh.-Rath!

Meinem bestem Danke fiir Ihre Sendung brauche ich wohl kaum erst noch
ausdriicklich hinzuzufiigen, wie sehr es mich freuen wiirde, wenn Sie noch vor
Wien einmal heriiberkommen kinnten. Leider bin ich augenblicklich noch durch
die Ausarbeitung meiner Antrittsvorlesung (Princip der kleinsten Action) zu sehr
beschiiftigt, sonst wiirde ich mir das Vergniigen machen, Sie wenigstens auf ein
paar Stunden in Dresden zu besuchen. Es liegt mir aber alles daran, diese
bisher (d. h. seit nun schon 5 Jahren) immer aufgeschobene, ldstige Stiliibung
noch in diesem Semester nicht nur fertig zu bringen, sondern auch vorzutragen,
da dieselbe mich sonst doch noch einen Theil der Ferien von wirklicher Arbeit
abhalten wiirde. Thre Andeutung wegen Harnack fasse ich wohl richtig dahin
auf, daf3 Sie, um den schweren Verlust, den das Polytechnikum durch Ihren
Weggang erleidet, wenigstens einigermafen zu mildern, gern noch vorher
tiichtige Krifte fiir Dresden gewinnen michten. Denken Sie wirklich in diesem
Sinne an Harnack, so wird mich das fiir ihn ebenso sehr freuen, als es mir
andererseits Leid thut, dafS wir dann die Hoffhung auf eine baldige
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Zuriickberufung Harnacks hierher wohl oder iibel werden aufgeben miissen. In
letzterer Hinsicht bedaure ich fast, daf} ich ohne Verletzung der Aufrichtigkeit
Ihnen nichts anderes sagen kann, als da Harnack als Docent hier
aufSerordentliche Erfolge gehabt hat u. seine Zuhirer fiir ihn schwdrmten, wie
ich denn iiberhaupt unter allen jiingeren Geometern Harnack entschieden fiir
die bedeutendste Arbeits- und Lehrkraft halte, und iiberdies, abgesehen
natiirlich immer von Klein, keinen kenne, den ich auch als Menschen lieber zum
Collegen haben wiirde. - Vielleicht ist es nicht iiberfliissig, noch eine Bemerkung
hinzuzufiigen. Harnack heiratet gegen Ostern in Riga. Es wire daher, falls man
ihn anderswo zu haben wiinscht, wohl rithlich, ihn seine Hiuslichkeit in
Darmstadt nicht erst zu fest und behaglich einrichten zu lassen.

Mit herzlichem Gruf3 u. in der Hoffnung auf baldiges Wiedersehen hier oder in
Dresden

Ihr ganz ergebener Adolph Mayer.

Axel Harnack stand dann letztlich auf der von der Berufungskommission
erarbeiteten Kandidatenliste ganz oben. Er wurde fiir Dresden gewonnen. Als
Inhaber des Ersten Mathematischen Lehrstuhls (von vieren) war er Direktor des
Mathematischen Seminars und Leiter der »Lehrerabteilung®. Bereits 1879 wurde
am Dresdner Polytechnikum eine eigene Priifungskommission fiir Kandidaten
des hoheren Schulamts der mathematisch-naturwissenschaftlichen und der
technischen Richtung installiert. In diesem Jahr wurde fir den Zweiten
Mathematischen Lehrstuhl Aurel Voss (1845-1931) gewonnen, der 1885 an die
TH Miinchen ging.

2. Zur Berufung Karl Rohns

Der Berufungskommission fiir die ,,Nachfolge Voss* gehérten die Mathematiker
Louis Burmester (1840-1927), Arwed Fuhrmann (1840-1907), Aurel Voss, der
Physiker August Toepler und der Professor des Bauingenieurwesens, Wilhelm
Frénkel (1841-1895), an. Als Berufungskandidaten waren im Gesprich:
Hermann Schubert (1848-1911), Otto Staude (1857-1928), Friedrich Schur
(1856-1932), Hans von Mangoldt (1854-1925), Karl Rohn (1855-1920) und
Ludwig Scheeffer (1859-1885). Im Januar 1885 gaben die Professoren Wilhelm
Gottlieb Hankel (1814-1899) und Felix Klein (1849-1925) aus Leipzig und
Gustav Bauer (1820-1906) aus Miinchen Auskiinfte zu den Kandidaten.
Nachfolger von Aurel Voss wurde Karl Rohn, der seit einiger Zeit am
Polytechnikum bereits den erkrankten Axel Harnack vertrat.

2. Januar 1885: Wilhelm Gottlieb Hankel-Leipzig an Gustav Zeuner-Dresden:
Hochzuverehrender Herr Geheimer Rath,

vor einigen Tagen hat sich Ihnen der Privatdozent Dr. O. Staude aus Breslau
(Sohn des Medicinalraths Dr. Staude in Zwickau) vorgestellt, und ich benutze
gern diese Veranlassung, Ihnen den jungen Mann auf das Angelegentlichste zu
empfehlen. Dr. Staude ist mir gleich bei seinem Einschreiben in der Universitiit
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bekannt geworden, und ich habe seine ganze Bildungsweise verfolgen kénnen.
Mit einer vortrefflichen allgemeinen Bildung ausgeriistet, hat er seine
Studienzeit auf unserer Universitiit benutzt, um sich eine genaue Kenntnif} des
gesamten Gebietes der Mathematik zu erwerben. Er hat es vermocht, sich eine
klare Einsicht sowohl in das Gebiet der Analysis, (wie) auch in das der neueren
Geometrie zu verschaffen; und daff er bis zum reifen Verstindnisse
durchgedrungen, zeigte gleich seine erste allerseits mit grifter Anerkennung
aufgenommene Publication der Construction eines Ellipsoids mittelst eines
gespannten Fadens, ebenso wie auch seine spiteren Abhandlungen. Auch hat
ihn mein College Prof. Dr. Klein bei der Herausgabe der Werke des
verstorbenen Professors Mobius zur Mitarbeiterschaft herangezogen. — Seine
Vorlesungen an der Universitit Breslau finden, wie die Zuhérerzahl beweist,
allseitigen Beifall.

In grofSter Hochachtung verharrend

Euer Hochwohlgeboren ganz ergebenster Professor Dr. Hankel

15. Januar 1885: Felix Klein-Leipzig an Axel Harnack-Dresden:

Lieber Freund!

Unter den fiinf Candidaten, welche Du nennst, steht Schubert, was Alter und
Umfang der Leistung betrifft, billig obenan. Schubert ist, wissenschaftlich zu
reden, ein genialer Kopf: er hat ganz besondere Gedanken von bleibendem
Werthe in die algebraisch-geometrischen Disciplinen eingefiihrt. Andererseits
ist er ein Mann von unzweifelhaft bedeutender pddagogischer Begabung.
Trotzdem kann ich seine Berufung an eine Hochschule jetzt nicht mehr
befiirworten. Es ist ihm doch etwas, schwer Definierbares aber ganz bestimmt
Verstandenes, entgangen, indem er wihrend der 15 Jahre, die wir uns jetzt mit
Vorlesungen der mannigfachsten Art abmiihen, con amore seinen speciellen
Neigungen nachgehen konnte. Ich mochte diesbeziiglich auf den Streit zwischen
Schubert und Halphen' iiber die Giiltigkeit der Charakteristikentheorie
verweisen, wo Sch. sich zweifellos eine Blofle gibt, so dass man sagen muf: das
eigentlich Principielle, die Dimension der algebraischen Grundlage, ist nicht
seine Sache. Ich spreche dies hier nur darum mit solcher Schdrfe aus, um
tibertriebene Lobpreisungen, wie sie allemal bei Berufungsangelegenheiten von
vielen Seiten zufliessen, auf ihr richtiges Maass zuriickzufiihren. Du weift, dass
mir Schubert so wie die meisten der sonst Genannten persénlich sehr nahe steht,
und ich bitte Dich also, von diesen und Ghnlichen Aeusserungen nur einen ganz
discreten Gebrauch zu machen. - Ueber Rohn, den Du an zweiter Stelle nenmst,
habe ich hier kaum Neues hinzuzufiigen. Das Gutachten unserer Facultit ist
beinahe vollstindig durch jene Sitze, die ich Dir neulich schrieb,
wiedergegeben ... Rohn steht den anderen vier Candidaten, was Selbstindigkeit
der wissenschaftlichen Persénlichkeit betrifft, meines Erachtens voran: ich
kinnte da hochstens Scheeffer ausnehmen, der ja einen vorziiglichen Eindruck

! Georges Henri Halphen (1844-1889)
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macht, aber doch wohl noch einige Zeit arbeiten muf}, ehe man ihn ernstlich Siir
eine grofSere Stelle in Betracht nimmt. — Was die Vorlesungen angeht, die Rohn
hier gehalten, so bezogen sie sich in der Hauptsache auf geometrische Themata
und zwar sowohl auf projective Geometrie als namentlich auch
Flichenkriimmung. Daneben hat er Differential- und Integralrechnung,
Functionentheorie etc. gelesen. — Du fragst auch speziell nach Modellen. Die
sehr schénen Modelle II, III, 1V der Kummerschen Fliche mit 8, 4, 2 Knoten ...
riihren von Rohn her, ... - Also Staude hat mit seinem bescheidenen Auftreten
und seiner monotonen Stimme zuvorderst bei den Collegen kein Gliick gemacht.
Ich von mir aus muf8 auf Grund genauer Kenntnif3 Staude sehr riihmen. Er trigt
vorziiglich vor, was aus Breslau bestitigt werden wird. Er ist weniger productiv
als eindringend, die richtige Gelehrtennatur. Seine Literaturkenntniss geht
auflerordentlich weit. Eben dies ist ein Hauptverdienst seiner Arbeiten iiber
hyperelliptische Functionen, dass er alle die unvermittelt nebeneinander
stehenden Publicationen Anderer unter hohere Gesichtspuncte zusammenfasst
und gleichzeitig in ... Abhingigkeit von einander versetzt. Nun aber will ich last
not least die auflerordentliche Gewissenhaftigkeit von Staude nennen. Du weisst
dass ich bei der Gesammtausgabe von Moebius®, welche die hiesige Gesellschaft
der Wissenschaften in die Hand genommen hat, mitwirke. Ich habe mich fiir die
Correctur etc. nach Hiilfe umgesehen und mich dazu sofort an Staude gewandt,
... = Ueber Schur haben wir ja viel gesprochen. Nimm hinzu, dass Schur Jetzt
den gesammten geometrischen Unterricht an der hiesigen Universitit, soweit
niedere Semester in Betracht kommen ... in der Hand hat. Er liest 3 St. proj.
Geometrie, 3 St. darstellende, 2 St. Fundamente der Geometrie, und er liest gut
und klar und anregend. ... Seit 1880 ist Schur bei uns habilitiert. Wir haben ihn
Jetzt hinter Rohn als a.o. Professor vorgeschlagen und diirfte es unzweifelhaft
sein, dass er um Ostern dazu ernannt wird. - Endlich v. Mangoldt! Ich kenne v.
M. ja weniger, aber ich glaube doch nicht zu irren, wenn ich ihn
folgendermafien charakterisiere: sehr guter Lehrer fiir niedere Anforderungen,
gewissenhaft und klar, aber ohne hohere Ideen, ohne Schwung. ... Ich habe v.
M. als es sich um Hannover handelte, ... sehr empfehlen kinnen. Nun aber
mdchte ich noch etwas abwarten, wie er sich weiter entwickelt. Mir ist nicht
ganz klar, wie er sich der hiheren Aufgabenstellung gegeniiber verhalten
wiirde, die durch Eure Lehrerabtheilung gesetzt ist. - Doch genug fiir dieses
Mal, besonders da ich hier abbrechen und ins Colleg eilen muf3. Hoffentlich
kann Dir mein Brief etwas niitzen. Wie ich urtheilen wiirde, ist kaum nothig zu
sagen ....

Mit herzlichen Griissen Dein F. Klein

17. Januar 1885: Gustav Bauer—Miinchen an Aurel Voss-Dresden:
Hochgeehrter Herr Professor!

> August Ferdinand Moebius (1790-1868)
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Ich freue mich Ihnen, schon bevor Sie in unseren Kreis eingetreten sind, einen
kleinen Dienst erweisen zu konnen und zwar um so mehr, da ich iiber die
Persénlichkeiten, iiber welche Sie mich befragen, eigentlich nur Gutes zu sagen
habe. Was Herrn Scheeffer betriffi, so ist derselbe am 1. Juni 1859 zu
Konigsberg geboren, evangelischer Religion, er absolvierte das Gymnasium zu
Berlin 1875, studierte sodann auf den Universititen zu Heidelberg, Leipzig und
Berlin und wurde 1880 in Berlin zum Dr. phil. promoviert. Ein Jahr darauf,
nach bestandenem Staatsexamen, trat er als Probecandidat in das unter Leitung
des Prof. Schellbach stehende Piddagogische Seminar des Friedrich-Wilhelm-
Gymnasiums zu Berlin ein; in dieser Stellung, in welcher er auch den Unterricht
in Prima und Ober-Secunda zu leisten hatte, verblieb er vorschrifismdfig ein
Jahr. Im Sommer 1883 meldete er sich zur Habilitation an unserer Universitiit;
da aber der Schluf3 des Semesters zu nahe war, verzogerte sich die Sache und
die Habilitation fand im Midrz 1884 statt. Herr Scheeffer ist also erst im 2.
Semester bei uns in Aktivitdt; im vergangenen Semester las er iiber
Variationsrechnung (9 Zuhérer), in diesem Semester Elemente der Differential-
und Integralrechnung (Zahl der Zuhorer 16). Dies sind die duferen
Lebensumstinde. Was nun seine Kenntnisse betrifft, so war ich allerdings noch
nicht ganz befriedigt. Seine Doctor-Dissertation zwar ... scheint mir eine recht
gute Arbeit, habe sie mit Vergniigen gelesen; weniger befriedigte jedoch seine
Habilitationsschrift ..., die Arbeit zeigte, daf3 er sich mit Funktionentheorie
beschiftigt hatte, aber die einschligigen Arbeiten von Prym’ waren ihm
unbekannt geblieben ... In dem Colloquium, das ich mit ihm hatte, zeigten sich
bedeutende Liicken in Bezug auf die verschiedenen geometrischen Theorien und
was damit zusammenhdngt. Ich hitte daher gewiinscht, daf} er vor seiner
Habilitation seinen Studien eine breitere Basis gegeben hitte. Indessen hat sich
mein Urtheil seitdem sehr zu seinen Gunsten umgewandelt. Schon seine
Probevorlesung iiber Darstellung einer Funktion durch Fourier'sche Reihen
befriedigte in hohem Maafle, sowohl in Bezug auf die Behandlung des Stoffs, als
auch in Bezug auf den Vortrag selbst. Einem recht guten Vortrag im
mathematischen Krdinzchen tiber die 2. Variation haben Sie, glaube ich mich zu
erinnern, selbst beigewohnt. Nach meinem Urtheil und auch nach dem meiner
Collegen ist Herr Scheeffer ein klarer Kopf, hat einen sehr guten Vortrag .... Da
er auflerdem sehr fleiffig ist und bestrebt, seine Kenntnisse zu erweitern (fiir das
ndchste Semester hat er |, Vorlesungen iiber theoretische Geometrie”
angekiindigt), so ist nicht zu bezweifeln, dafs wenn ihm eine Lehraufgabe zufiele,
er alles Ernstes bestrebt wire und es ihm auch gelingen wiirde, derselben in
kurzer Zeit gerecht zu werden. Was seinen Charakter betrifft, so empfiehlt er
sich durch bescheidenes, von sittlichem Ernst zeugendem Wesen, so daf3 er sich
bei uns allen ganz wohl gelitten gemacht hat, ich fiige hinzu, daf8 er auch
angenehme gesellschaftliche Formen besitzt. Er wiirde daher gewif3 einen ganz
guten Collegen abgeben. Wenn freilich Herr Scheeffer allenfalls zu concurrieren

3 Friedrich Prym (1841-1915)
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hatte mit Herrn Rohn, der gegenwirtig ohnehin an Ihrer Anstalt dociert, so
wiirde er einen schweren Stand haben. Denn Rohn ist ebenfalls ein sehr
talentierter Mann, aber c. 4 % Jahre dilter und ebensoviel ldnger Docent, er hat
ein umfassenderes Wissen und bedeutendere Arbeiten vorzuweisen. Rohn galt
schon seit mehreren Jahren fiir einen der hervorragenden jiingeren Docenten
und hdtte wohl schon friiher Stellung gefunden, wenn nicht ein etwas zu hohes
Selbstgefiihl ihm hinderlich gewesen wire. Diesen Fehler soll er jedoch in der
letzten Zeit, belehrt durch die harte Schule des Lebens, ganz abgelegt haben. Es
wiirde mich daher sehr freuen, wenn er endlich nach langem Harren und
schwerer Arbeit entschidigt wiirde.

In der Hoffnung in wenigen Monaten Sie hier als Collegen begriifien zu kénnen,
griifie ich Sie mit ausgezeichneter Hochachtung.

Ihr ganz ergebenster Dr. Gustav Bauer

3. Zur Berufung Martin Krauses

Am 3. April 1888 starb Axel Harnack; der damit frei gewordene Erste
mathematische Lehrstuhl am Dresdner Polytechnikum musste schnell wieder
besetzt werden. Der Berufungskommission gehérten die Mathematiker Karl
Rohn (nun Darstellende Geometrie) und Arwed Fuhrmann (4. mathematischer
Lehrstuhl: reine Mathematik, Vermessungswesen), dazu Baurat Wilhelm
Fréankel von der Bauingenieurabteilung und Otto Mohr (1835-1918) von der
Mechanischen Abteilung an. Zunichst wurde die Riickberufung von Aurel Voss
angestrebt, die jedoch wegen Gehaltsvorstellungen, denen das Ministerium des
Kultus und offentlichen Unterrichts in Dresden nicht folgen wollte, nicht
realisiert werden konnte. Noch bevor sich das Ministerium in Bezug auf Voss
endgiiltig geduBert hatte und bevor die Berufungskommission die Liste 1.
Kiepert-Hannover, 2. Krause-Rostock, 3. Staude-Dorpat* unterbreitete, gab es
einen regen Briefaustausch innerhalb der Gruppe Klein-Géttingen, Kiepert-
Hannover und Rohn-Dresden, - doch auch das eigentlich Vertrauliche daraus
kam letztlich auf den Schreibtisch von Gustav Zeuner. Zeuner selbst hatte Leo
Konigsberger zu Rate gezogen, der ihm Martin Krause, einen Schiiler der ersten
Heidelberger Zeit, empfahl.

11. April 1888: Ludwig Kiepert-Hannover an Felix Klein-Gottingen:

Mein lieber Felix!

Dein freundliches Schreiben von heut habe ich soeben erhalten, und will es,
Deinem Wunsche entsprechend, umgehend beantworten. Ich habe, wenn ich es
Dir ganz offen sagen soll, nicht darauf gerechnet, daf3 ich fiir Dresden in Frage
kommen kénnte. Um so mehr bin ich erfreut, daf3 es doch der Fall ist. Meine
Stellung hier in Hannover ist ja duflerst angenehm; trotzdem erscheint mir ein
Wechsel, und zwar gerade mit Dresden — ceteris paribus — sehr erwiinscht. Es
sprechen dafiir mehrere Griinde, von denen ich Dir wenigstens einige anfiihren
mdchte. In Hannover habe ich folgende Vorlesungen zu halten: 1.) Differential-
und Integralrechnung I (5 Stunden wichentlich durchs ganze Jahr), 2.)
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Analytische Geometrie der Ebene und des Raumes, und zwar muf ich iiber
diesen Gegenstand alljdhrlich zweimal dieselbe Vorlesung halten (3 St. im
Winter und 6 St. im Sommer), 3) Geometrie der Lage (bisher 2 St. im Winter,
von jetzt ab 4 St. im Sommer). Dazu treten noch wéchentlich 1 bis 2 Stunden fiir
Repetitionen. Du siehst daraus, dafy ich Jahr ein Jahr aus nur dieselben sehr
elementaren Dinge vorzutragen habe. Wihrend ich in Freiburg und auch in
Darmstadt, wo auch ein mathematisches Seminar fiir zukiinftige Lehrer bestand,
Gelegenheit hatte, eine ganze Reihe hoher liegender Gegenstinde zu dociren
und darin abzuwechseln, fiirchte ich hier, in meiner eigenen Fortbildung
zurtickzubleiben, weil meine Vorlesungen, so lieb sie mir auch im Ubrigen sind,
5o oft sich wiederholen und so niedrige Anforderungen an mein Wissen stellen.
Ein neuer Wirkungskreis wiirde mir daher an und fiir sich schon eine
fruchtbringende Anregung gewdhren, besonders aber in Dresden, wo noch die
Lehrer-Abtheilung besteht. Daf3 diese Abtheilung zur Zeit schwach besucht ist,
fallt dabei nicht so sehr in’s Gewicht. Mehr als in Hannover bietet die
technische Hochschule in Dresden fiir mathematische Bestrebungen jedenfalls.
Auf meine Veranlassung richteten zwar die Abteilungen 4 und 5 vor mehreren
Jahren an den Herrn Minister die Bitte, auch in Hannover eine Lehrer-
Abtheilung einzurichten; wir haben aber auf unsere Eingabe gar keine Antwort
erhalten. Spdter theilte mir der Herr Referent (Wehrenpfennig) miindlich mit,
daf3 schon auf den Universitdten viel zu viele Mathematiker ausgebildet wiirden,
deshalb ddchten sie gar nicht daran, auch noch an den technischen
Hochschulen Lehrer fiir Mathematik auszubilden. Ein zweiter Umstand, der
mich von Hannover forttreiben konnte, ist das hiufige Aufireten sehr scharfer
und rauer Ostwinde. Ich habe zwar in den 17 Jahren meiner akademischen
Lehrthitigkeit noch keine einzige Vorlesungsstunde wegen Krankheit oder
Unwohlsein ausgesetzt; wenn man aber das hiesige Klima nicht gewohnt ist, so
neigt man doch leicht zu Erkdiltungen. Ich hoffe, daf8 mir Dresden in dieser
Beziehung mehr zusagen wird. Auch die Stadt Dresden selbst mit ihrer
reizenden Umgebung hat fiir mich viel Verlockendes. Du weif3t, wie sehr ich die
Natur liebe, und wie grof3 noch immer von Freiburg her meine Sehnsucht nach
den Bergen ist. Ebenso ist Elb-Florenz in Bezug auf Kunstgeniisse der guten
Stadt Hannover bei weitem iiberlegen. Schlieflich mdéchte ich noch darauf
verweisen, daf3 ich aus Schlesien gebiirtig bin und mich freuen wiirde, meiner
Heimath mit all” meinen alten Freunden und Verwandten wieder niher zu
riicken.

Was nun mein Gehalt anbetrifft, so wurde ich vor 8 ¥ Jahren hierher mit 5500
Mark berufen. Seitdem hat man mich zweimal ohne besonderen AnlaB um je 500
Mark aufgebessert, so daf3 ich jetzt 6500 Mark habe. Dazu treten noch 660
Mark Wohnungsgeldzuschuf3 und etwa 60 Mark Priifungsgebiihren. Andere
Nebeneinnahmen haben wir hier aber nicht, namentlich fliefen die
Collegiengelder in ihrem vollen Betrage der Staatskasse zu. Auch das Amt des
Abtheilungsvorstehers (Dekanat) und die Senatorenwiirde bringen zwar viele
Geschdfte aber keine Einnahmen mit sich. Nur der Rektor erhiilt jihrlich 1500
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Mark, dafiir soll er aber auch reprdsentieren. Ich wiirde daher, wenn ich einen
Ruf nach Dresden erhalten sollte, die etwaigen Nebeneinnahmen an
Collegiengeldern u.s.w. bei der Normirung des Gehaltes in Rechnung ziehen.
Andererseits mdchte ich noch hinzufiigen, daf ich meine letzte
Gehaltsaufbesserung erst vor einem halben Jahre bekommen habe, und es
deshalb wohl kaum erwarten darf, dafs man mir im Falle eines Rufes hier schon
wieder eine Zulage geben wiirde.

Mit den herzlichsten Griifsen von Haus zu Haus bleibe ich

Dein treuer Freund L. Kiepert.

6. Mai 1888: Ludwig Kiepert—-Hannover an Karl Rohn—Dresden:
Lieber Freund und College!
Professor Klein theilte mir gestern mit, Sie hdtten an ihn geschrieben und die
Sorge ausgesprochen, daf man mich in Dresden bei der Berufung
moglicherweise iibergehen werde, weil man glaubt, ich werde fiir den zur
Verfiigung stehenden Gehalt von 7000 Mark den Ruf doch nicht annehmen. Sie
hdtten daher Klein gebeten, er méchte mir noch einmal etwas zureden.
Daraufhin hat mir Klein gerathen, ein Schreiben mit der bindenden Erklirung
an Sie zu richten, daf3 ich, wenn man mich ruft, bereit bin, mit einem Gehalte
von 7000 Mark nach Dresden iiberzusiedeln. Was nun die Gehaltsfrage
anbetrifft, so trage ich kein Bedenken, diese Erkldrung, wenn es nitig sein
sollte, schon jetzt abzugeben. Ich habe zwar in Hannover bereits ein
pensionsberechtigtes Einkommen von 7160 Mark (nimlich 6500 Mark Gehalt
und 660 Mark Wohnungsgeldzuschuf3);, da aber in Dresden noch 400 bis 500
Mark Collegiengelder hinzutreten, so wiirde ich mich immerhin um etwa 300
Mark verbessern. Wenn auch diese Zulage nicht so grof3 ist, wie sie bei
Berufungen im Allgemeinen gewdhrt wird, so will ich bei meiner Entscheidung
doch die iibrigen Vorziige von Dresden in Rechnung ziehen. Neben der
Gehaltsfrage kommen aber noch mehrere andere Punkte bei der Berufung in
Betracht, die ich schon neulich andeutete, und iiber die ich erst an Ort und
Stelle nach eingetretener Verhandlung Klarheit gewinnen kann. Die
wesentlichsten unter diesen Punkten sind die folgenden:
1.) Wie lautet mein Lehraufirag?
2.) Werde ich auch zum Mitgliede der Priifungs-Commission ernannt?
3.) Wie sind die Pensionsverhdltnisse in Sachsen? und werden mir meine
bisherigen Dienstjahre angerechnet?
4.) Wie ist die Wittwenkasse eingerichtet? ...
5.) Welche Nebeneinnahmen, z. B. an Priifungsgebiihren, treten noch zu dem
Gehalte hinzu?
6.) Werden Umzugskosten gewdihrt?
7.) Wieviel zahlt man in Dresden fiir eine anstindige Professoren-Wohnung
Miethe?
8.) Wie hoch sind in Dresden Schulgeld und Steuern?
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Ich wiirde den Verhandlungen in einer fiir mich bedenklichen Weise vorgreifen,
wollte ich mir nicht zur Erwigung dieser Fragen noch freie Hand lassen. Ich
darf aber wohl annehmen, daf3 sie keine wesentlichen Schwierigkeiten mehr
verursachen werden. Sollte auch wirklich der eine oder der andere Punkt gegen
die Annahme des Rufes sprechen, so wird dieser Schade vermuthlich durch die
tibrigen Punkte wieder ausgeglichen. Jedenfalls kann nach Abwigung aller
einzelnen Fragen eine Differenz, welche sich zu Ungunsten von Dresden
herausstellen sollte, nur unbedeutend sein. Dann wire es aber leicht maoglich,
mich fiir diesen kleinen Ausfall in irgend einer Weise zu entschidigen, wenn ich
nicht freiwillig auf eine solche Entschidigung verzichten will.

Es ist wohl selbstverstindlich, daB ich es nicht unternommen hitte, die
vorstehende Erklirung abzugeben, ehe man mich gerufen hat, wenn mich nicht
Klein, der iiber den Stand der Dinge ja wohl genau orientiert ist, dazu
aufgefordert hiitte. Er versichert mir, dass meiner Berufung nur der Zweifel im
Wege stiinde, ob ich fiir ein Gehalt von 7000 Mark zu haben sei. Es werde daher
fiir alle Theile niitzlich sein, in dieser Beziehung Klarheit zu schaffen.

Mit den herzlichsten Griifien bleibe ich

Ihr freundschaftlich ergebener L. Kiepert.

10. April 1888 Leo Konigsberger-Heidelberg an Gustav Zeuner-Dresden:

Mein lieber hochverehrter Freund!

Ich sage Ihnen zundchst meinen herzlichsten Dank fiir Ihre lieben Zeilen, die
mich durch die Mittheilung von Ihrem und der Ihrigen Wohlergehen innig
erfreuten. Leider brachten dieselben mir aber auch eine solche Fiille des
Traurigen, daf3 ich ganz niedergedriickt Ihren Brief zu beantworten mich beeile.
Das Leiden Harnacks war freilich schon seit lingerer Zeit derart, daf3 man
einer Katastrophe entgegensehen mufite — aber wahrhaft erschiittert hat mich
Ihre triibe Anschauung von dem Zustande meines guten, lieben Toepler’! Wie
sollte man da nicht iiber etwaige Gereiztheiten und Empfindlichkeiten mit Milde
und Nachsicht hinwegsehen, wenn man sich der iiberaus groflen Verdienste
erinnert, die Toepler sich durch seine glinzende Docententhitigkeit und die
Beriihmtheit seines wissenschafilichen Namens um das Dresdner Polytechnikum
erworben! Werden Sie nur nicht miide, lieber Freund, die grofen Interessen
Ihrer Anstalt mit der gewohnten Objectivitiit und Liebe weiter zu wahren! Wenn
ich Ihren ausfiihrlichen Brief heute so fliichtig beantworte, so bitte ich es damit
zu entschuldigen, dass ich IThrem Wunsche gemdf3 Thnen meine Ansicht iiber die
Persénlichkeiten zu unterbreiten wage, welche meiner Meinung nach bei der
Besetzung der fiir das Polytechnikum hochwichtigen Professur der Mathematik
in Frage kommen diirften. Wenn irgend moglich, muf3 ein Mathematiker gesucht
werden, der als Gelehrter einen geachteten Namen besitzt und sich als tiichtiger
Docent schon lingere Zeit hindurch bewdihrt hat, bei dem aber auch mit einiger
Bestimmtheit angenommen werden darf, dass derselbe bei den in Frage

4 August Toepler war erkrankt und musste mehrere Semester vertreten werden.
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kommenden Anerbietungen den Ruf anzunehmen geneigt sein wird. Nach
reiflicher Uberlegung mache ich Ihnen die folgenden Vorschlige:

Primo loco:

Dr. Martin Krause, friiher auflerordentlicher Professor in Breslau, seit 7-8
Jahren ordentlicher Professor an der Universitiit in Rostock; derselbe hat eine
grofle Reihe recht guter Arbeiten in den verschiedensten Journalen
verdffentlicht, auflerdem vor einem Jahre ein gréfBeres Werk iiber die
Transformation der hyperelliptischen Functionen, ist in Rostock als
vortrefflicher Docent bekannt sowie dies auch friiher in Breslau gewesen, und
hat sich als bewdhrter Leiter des dortigen mathematischen Seminars einen
Namen gemacht. Ich habe Grund zu der Annahme, dass derselbe gern einem
Rufe nach Dresden folgen wiirde, und bin tiberzeugt, dass das Polytechnikum in
ihm einen ausgezeichneten und liebenswiirdigen Collegen gewinnen wiirde.
Secundo loco:

Dr. Alfred Pringsheim’, auferordentlicher Professor an der Universitit in
Miinchen und

Dr. Hurwitz, auf3erordentlicher Professor an der Universitit in Konigsberg.
Beide sind durch recht gute wissenschaftliche Arbeiten den Mathematikern
bekannt; ich wiirde Herrn Hurwitz groflere wissenschaftliche Bedeutung
zusprechen, wihrend ich wiederum fiir Herrn Pringsheim, den ich personlich
kenne, eine ganz ungewdhnliche Lehrbefihigung, Klarheit und Eleganz des
Vortrags geltend machen muf3.

Tertio loco:

Dr. Staude, auferordentlicher Professor in Dorpat, und

Dr. Rausenberger, Gymnasiallehrer in Frankfurt a.M..

Die Arbeiten des Dr. Staude sind, wenn auch nicht zahlreich, doch originell und
von wissenschaftlicher Bedeutung, iiber seine Docentenfiihigkeit ist mir nichts
bekannt. Herr Dr. Rausenberger hat eine Reihe schoner Arbeiten in den
verschiedensten mathematischen Journalen verdffentlicht, auflerdem ein
grofferes Werk iiber periodische Functionen, vor kurzem ein interessantes
Werkchen iiber die Elemente der Geometrie, und ein umfangreiches Lehrbuch
iiber Mechanik von ihm ist im Druck. Ich wiirde auf eine ausfiihrlichere
Besprechung der Arbeiten der einzelnen Vorgeschlagenen eingehen, wenn ich
nicht wiinschte, dass Sie meine Ansicht tiber die betreffenden Candidaten so
schnell als moglich kennen lernten — ich glaube, Thre Commission wiirde am
zweckmdfigsten zundchst Prof. Krause unico loco vorschlagen — wenn ich nicht
irre, haben Sie, verehrter Freund, Krause zur Zeit des Jubilaeums in meinem
Hause gesehen, er hat viele Beziehungen zu Hermite. Dies in einiger Eile —
entschuldigen Sie die Fliichtigkeit des Schreibens und nehmen Sie noch die
herzlichsten Griiffe

von IThrem treu ergebenen

Leo Koenigsberger

> Alfred Pringsheim (1850-1941), Adolf Hurwitz (1859-1919), Otto Rausenberger (1852-)
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Gustav Zeuner, dem Direktor des Dresdner Polytechnikums gingen die
Vorabsprachen um Ludwig Kiepert (1846-1936) zu weit; zudem wird Zeuner
aus Kieperts vertraulichen AuBerungen (an Klein) entnommen haben, dass
dieser fiir die mathematische Forschung doch eigentlich verloren sei. Zeuner
favorisierte, gestiitzt auf die Einschétzung Leo Konigsbergers und anderer ihm
Vertrauter, Martin Krause (1851-1920) und konnte sich beim Ministerium mit
seinem ,,Direktionsvorschlag” gegen den Kommissionsvorschlag durchsetzen.

Quellen:

Séchsisches Hauptstaatsarchiv: Ministerium des Kultus und 6ffentlichen
Unterrichts Nr. 15547: Teile 6, 2, 3 (Hieraus stammen alle angefithrten Briefe.)
Voss, Waltraud: ,, ... eine Hochschule (auch) fir Mathematiker ...“. Dresdner
Mathematiker und die héhere Lehrerbildung: 1825-1945. — Augsburg 2005
(Algorismus Heft 51); speziell S. 107-111, S. 117-121, S. 137/138, S. 152-156

Verfasserin;

Dr. rer. nat. et phil. habil. Waltraud Voss
TU Dresden — Universititsarchiv

01062 Dresden

Email: Waltraud.Voss@tu-dresden.de
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PC, TEX, WWW, arXiv, Google ...

Fin informeller, fragmentarischer und subjektiver Riickblick
auf das letzteDritteljahrhundert.

Peter Schmitt

Wihrend der letzten drei bis vier Jahrzehnte hat die technische Entwicklung
(Computer, Internet) die mathematische Arbeitsweise und die Form der Publi-
kation mathematischer Arbeiten in einer Weise verdndert, die durchaus mit der
Erfindung des Buchdrucks durch Gutenberg verglichen werden kann.

Ein Blick zuriick wirft viele Fragen auf — mehr als beantwortet werden kénnen.

Eine wesentliche Rolle spielte (und spielt) dabei — zumindest im mathematisch-
naturwissenschftlichen Bereich — das von Donald E. Knuth entwickelte Satzpro-
gramm TEX, auf dessen Entstehung, Entwicklung und Wirkung ich etwas niher
eingehen mdchte.

Auf den folgenden drei Seiten finden sich Muster aus mathematischen Publika-
tionen des 20. Jahrhunderts, die zeigen, daR technischer Fortschritt nicht immer
mit einer (qualitativen) Verbesserung einhergeht. (Die Unterschiede im Druck-
bild sollten trotz der qualitativ schlechten verkleinerten Wiedergabe erkennbar
sein.)

Sie stammen aus:

den Transactions of the AMS (nach Knuth),

dem Zentralblatt fiir Mathematik

und der traditionsreichsten Springer-Reihe, den Grundlehren der mathematischen
Wissenschaften.
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I—:l:s’{S—:!:\/{(aa'd')(aa'a"‘

there correspond two quadric forms each contain
rameters. Somuch HiLperTatates. In ordert
as known systems it will be convenient to use ¢
mental cubic, doe to Hesse,®
Referred to an inflexianal triangle, the equati

@ O = o) + 2} + 2} + Omzp
Al eonio polars ascordingly have the form :
(@)  ad =2 +yA +ya) + Im{yam,

) € (21, 23, <o+, T 191, Jay o0

in which the , are polynomials in g1, y2, -+, 2
has been comsidered recently by W, D. Ma
usual algebraic elimination theory to the m
O (21, 23y ***y Tm:3a) would be found fa
(0,0, -+, 0: 3) would be, say, of degreep.
theorem to & (21, 23, ==, Zu : gu), therefore,
degree p would appear. This is not in general t
is sought in this paper, as may readily be sho
The polynomials g, may have roots for which

validate the fundamental proposition

I call this ineffective part of x, “fumocwous™

[F(z2) # flz2)]=(z;

which was proved above (P. 4) for effective val
ineffective part of z, is innocuous is clear: it, as
that the variation of x, does not take place in it

D. 3. But this consideration leads to the defin
of z. By this I mean the collection of values wi
ie,

six planes gy = 0, each counted three tim
tyre ¥ 32 — ¥ ¥, = 0, each connted twice.
‘We have seen that any point on the line 3, +
image in (X) the whole line X, 4 X, = 0, X,
in (y) meets the line in one point, its image s co
the system s has also the three lines of this typ
12. Algebraic procedure. The plane cot
and the vertex (1, 0, 0, 0) has the equation

Pus T+ s 25 s 24

Sinee (y) and (') both satisfy this equation we

of systems of division algebras. The next syst:
of order p°¢* over F with the basal units 4%k (
with an jrreducible equation of degree pg, three
rational functions 8(s) and ¢(5) with coefficie
iterative 0°(3) of 8(3) is 4, and likewise Y»(5) =i

by
0‘["(")]-"[’“’] (‘-olll ..
The complete multiplication table of the un
assodiative law from
femg,

ey, k=ojk, ji=

)eE also the set

bounded closed mubsct of C*, unisolvent with respec

z =620 u (#2),....6"20), 05052,
< C" is called & Reinhardt circular st if along w

Gllal=|A. &=12..8)

The fuaction b(z) being defined and lower semic

W= ("ﬂ"- ssepy 'lS"l- Vo = c--n—l,—l

HLONY 5 ‘a

(b) vol 13 (1912), p. 135;

FIGURE I. A sequence of typog;rapm styles in the AMS Transactions:

(a) vol 1(1900), p. 2; (c) vol 23 (1922), p. 216;

) vo] 25(1923), p. 10;  (¢) vol 28 (1926), p. 207;  (f) vol 105 (1962), p. 340;

O-M(Zrm)—(Zmam-};:'

This element is of lower length. It follows there
i=1,.--,k. Hence, (a) yields that r;= Ars, N
Now 1,520, by the minimality of k, and 3 A«
which we deduce that 3 M\a;= 0. But the «; a
which is impossible since in perticular Ay =1.

TueoreM 7. Let R be a dense ring of linear ¢
F be a maximal commutative subfield D. If Ry
tion of finite rank over F, then R contains als

The set N, is nowhere dense in Z, and thus N=pi
For each { € Y- N we must prove that f; satisfic
be the unique projection in (P, | d€ D} such that
the algebra (E/E)-P, is finite and homogeneou
onal abelian projections E;, Es, ..., E, such that
(15, kS n) be partial isometrio operators in (Es.
(1) UUpm=3,,Uy, where 8 is the Kronecker d¢
(2) Ut=Uy; and
@) Uy=E,,
forall15j,k, I, mSn. For each 4 in (E&E)-P,, t
in 2, P, such that

The algebra P is nearly simple if and only if the
(8) N is spanmed by a,-«-, a"2~1, byyene
l.- i‘lv"'l‘-
(b) Either m— k= char F with k evenor n

Prool. By Theorem 5.3, there are elements
-, a" bt byy-++y by Furthermore, ab, =
for all j, j where each a,, A" is in F. Fromt
space of the space spanned by a®~4-1, bireses

Assume P is nearly simple. Then there is
show that each b, is in M. To do this, it is nec

stions in GL(W) and h,p, @, B € I as coordinate
ined by the respective bases chosen above. If a,
anction of A’ is the minor of |g;| determined by

columns g(1),.. ., B(p). The coordinate ring of
Y.p topether with 1/detjh,4|, while that of GL(W)
agether with 1/det|gy|. The coordinate functions
, 50 to show A’ is a morphism it suffices to show
nial in g; and 1/det|gy|. For this, the following

haracter of GL(W) is an integral power of the

if O, Le.
)= 0 forevery x €A for which x(0) = 0}.
‘or m, isequivalent to the one induced by the

x@): x €4, IxI<1 and x(w) = 0).

;present the open unlt disk in the complex plane, C,
t polydisk in rm-dimensional complex space C". T
oundary of D7, ie.

:onverges pathwisemx‘.mdunifotmly fort e
*for which X, is the (last) minimum of YA, let 2,
ilues of Y, and Z* the intejump times for ¥*
stan i such that ¥ = 7* = co. Notice that 1 i
ud that as e — 0, ¥ converges to I* = inf, X}. Le
18 of (—co, o0). Then, for example, if / > 1

HEBRL-RECTR,EDN>Q>1)
eATNeB - eCTheEDN>Q

(g) vol 114 (1965), p. 216;
(j) vol 179 (1973), p. 314;

(h) vol 125 (1966), p. 38;
(k) vol 199 (1974), p. 370;

det (Dy(+)). Then &, satisfies the following 2-step recursive formula:

(27)

do=go, 'di=quq —Irol’, dny2= Gn+2dn+1 — [Tnt1|*dn.
If we let £ := |3|?, we observe that d, is a polynomial in ¢ of degree n + 1, and if

(i) vol 169 (1972), p. 232;
(1) vol 225 (1977), p. 372

¥

il =

Lo P

B et ]

b4

KHIVYOOdAL TVOLLYWHHLVI

6E¢

we write dy, = Y1 e(n, §)t', then the coefficients c(n, i) satisfy a double-indexed

recursive formula, namely

(2.8)

e{n+2,i) =uprae(n+1,i) + vppac(n+1,i — 1) —wpy1e(n, i~ 1),
e(n0)=ug--un, clnn+1)=vy- vy, ¢(1,1) = uyvp + v1up — wy

(n>0,i>1). We say that W, is positively quadratically hyponormal if c(n,i) > 0
forevery n > 0, 0 i < n+1(cf [9]). Evidently, positively quadratically

hyponormal == quadratically hyponormal. The co:

general (cf. [3]).

The following theorem establishes a useful relation be
positive quadratic hyponormality.

nverse, however, is not true in

tween 2-hyponormality and

Theorem 2.2. Let o = {an}2, be a weight sequence and assume that W, is

2-hyponormal. Then W, is positively quadratically hyponormal. More precisely,

Wo is 2-hyponormal, then
(2.9)

cnd) > v vimiti U

(n>0.0<i<n+1).

i (15
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Schmitt

Wenn man versucht, die Bedeutung der ,Medien“ fiir die Mathematik zu kliren, so
ist man zunéchst einmal geneigt, ihnen keine spezielle Rolle zuzuerkennen — jedenfalls
keine andere als fiir andere Wissenschaften auch. Schlieflich braucht der Mathemati-
ker im Prinzip nur ein Medium, auf dem er seine Gedanken festhalten und mit dem er
sie anderen mitteilen kann. War dies zunéchst noch Sand, Ton, Stein oder Pergament
(in Einzelanfertigung), so kam durch den Buchdruck ein Qualititssprung zustande,
ndmlich die vereinfachte Verbreitung (durch die Auflage identischer Exemplare).

Ungeachtet grofer technischer Fortschritte fand der néichste Qualitdtssprung erst in
den Achtzigerjahren (des 20. Jahrhunderts) statt und wurde durch die Entwicklung
des PCs und des Internets ermoglicht. Er besteht darin, dal Schriften nun auch ohne
Hilfe anderer (Drucker und Verlage) erstellt und — gegebenfalls sogar nur ,yvirtuell“ —
ohne zeitliche Verzogerung verteilt werden kénnen.

Es ist nicht iiberraschend, daf Naturwissenschaftler — allen voran theoretische Physi-
ker und Mathematiker — diese neuen Méglichkeiten als erste intensiv und innovativ zu
nutzen begannen, waren sie doch schon vorher mit der Entwicklung des Computers
(in Form von Rechenzentren) verbunden und versuchten die sich rasch entwickelnden
Méglichkeiten zu nutzen und auszureizen (numerische Berechnungen, Experimente).
Der erste spektakuldre Erfolg — der (zunéichst noch nicht ganz einwandfreie) Beweis
des Vier-Farben-Satzes — leitete eine Entwicklung ein, die sich erst mit den (raschen,
leicht zu bedienenden und individuellen) Tischcomputern wirklich durchsetzen konnte:
Spezielle Software (Macsyma, Maple, Mathematica, etc.), die beim Entdecken (und
Beweisen) mathematischer Satze hilft. Dabei dient der Computer aber als Werkzeug,
nicht als Medium.

Die neuen Moglichkeiten, die sich (mit gewisser Verzégerung) auf alle Lebensberei-
che ausgebreitet haben, haben das Umfeld der wissenschaftlichen (mathematischen)
Arbeit stark beeinfluft: e-Mail beschleunigt den Austausch von Ideen und erlaubt
daher intensivere Kooperation auch auf (rdumliche) Distanz, elektronische Datenban-
ken erleichtern die Literatursuche (Zentralblatt, Reviews) und vermeidet das (zeit-
aufwendige) Durchforsten schwerer und staubiger Biinde, elektronischer Zugriff auf
Zeitschriften ersetzt oft den Gang zur Bibliothek und ,erspart* so manche Ablen-
kung durch Zufallsfunde (und soziale Kontakte). Aber auch ,normale“ Suchmaschi-
nen (Google, etc.) konnen bei der Recherche helfen (und liefern dabei manchmal auch
Zufallsfunde). Preprint-Archive (arXiv), (nichtkommerzielle) elektronische Zeitschrif-
ten und natiirlich auch persénliche Homepages bieten den Zugriff auf wissenschaftliche
Quellen unter Umgehung des (immer kostspieliger werdenden) Verlagswesens. Gleich-
zeitig bietet das Internet eine Gelegenheit, allen Interessenten die Wissenschaft und
ihre Resultate zu prisentieren, und damit Offentlichkeitsarbeit in einem vorher nicht

Miesenbach 2006 209



Schmitt

moglichen Ausmaf zu machen. (Wahrend die Probleme der dauerhaften Datensiche-
rung durch die grofen Archive sicherlich 16sbar sein werden, besteht die — vor allem fiir
Historiker nicht unwesentliche — Gefahr, daff vieles, was frither in Manuskripten und
Briefen bewahrt wurde, heute gar nicht gespeichert wird oder nur auf Datentrigern,
die nach einer vergleichsweise kurzen Periode nicht mehr lesbar sein werden.)

Der Buchdruck und die Erfindung der beweglichen Lettern durch Gutenberg brachten
zwar einen grofen Fortschritt, mathematische Texte blieben aber — wegen der oft kom-
plizierten (zweidimensionalen) Struktur mathematischer Formeln und der hiufigen
Verwendung von Diagrammen — ein miihsamer Sonderfall. Trotzdem erreichte die ty-
pographische Gestaltung mathematischer Publikationen bei renommierten Verlagen
ein hohes Niveau (und verlagstypisches Layout). Der dafiir notwendige Aufwand be-
wirkte und rechtfertigte hohe Preise fiir gut gestaltete mathematische Publikationen.
Bei der Erstellung der Manuskripte war die Schreibmaschine (selbst die elektrische
Schreibmaschine mit mehreren Kugelkopfen oder Typenrddern) nur beschrinkt (und
miihsam) verwendbar.

Neue Druckmethoden fiihrten in den Sechzigerjahren zu dem paradoxen (wenn auch
nicht unbedingt seltenen) Resultat, daf der technische Fortschritt nicht automatisch
auch eine verbesserte (oder zumindest gleichbleibende) Qualitit garantiert. Neue
Druckverfahren ermdglichten es, die Kosten fiir teure Fachkréfte zu sparen, indem
man man dazu iiberging, manche Manuskripte — anstatt sie setzen zu lassen — pho-
tographisch zu reproduzieren: Maschinenschrift, oft sogar mit per Hand eingesetz-
ten mathematischen Zeichen (Zentralblatt, manuscripta mathematics, Lecture notes,
etc.) gaben Biichern und Zeitschriften das Aussehen von Skripten. Als Anfang der
Siebzigerjahre der Computersatz begann, den Bleisatz zu verdringen, ging auch bei
gesetzten Werken die typographische Qualitdt deutlich zuriick (Fonts Kerning, Rand-
ausgleich, etc.).

In dieser Situation geschah etwas Bemerkenswertes: Donald E. Knuth, ein junger
Computerwissenschaftler, der an einem umfassenden mehrbéndigen Werk zur theore-
tischen Informatik arbeitete, war nicht nur an der Verbreitung seiner Ideen interessiert,
sondern auch an der &uferen Form, in der diese publiziert wurden! Als der Verlag sich
(wegen des Wechsels zum Computersatz) auBerstande erklirte, die Neuauflage eines
Bandes mit demselben Erscheinungsbild (in der traditionellen Typographie) herzustel-
len, fafite er den Entschluf, fiir diesen Zweck selbst eine geeignete Software — unter
Beriicksichtigung des traditionellen Wissens — zu entwickeln. Sein (selbstbewuRtes)
Ziel: die Produktion von ,beautiful books*. Er ging dieses Projekt mit der ihm eige-
nen Konsequenz und Liebe zum Detail an, sodaf es kein Wunder war, daf die Arbeit
an dem Programm (die auch von der American Mathematical Society unterstiitzt
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wurde), mehrere Jahre in Anspruch nahm.

So entstand TgX, das heute im mathematisch-naturwissenschaftlichen Bereich (aber
nicht nur dort) zum ,Standard“, zum fithrenden Computersatz-Programm, geworden
ist, mit dem man — entsprechende Sorgfalt vorausgesetzt — traditionelle typographische
Qualitét erzielen (oder sogar iiberbieten) kann. TEX kam genau im richtigen Moment.
Fiir die Verwendung in Rechenzentren (mittels Textterminals) konzipiert, konnte es
dank seiner effizienten Programmierung schon frith auch fir PCs (AT mit 640kb
RAM) verfiighar gemacht werden. Dieser Umstand war sicherlich mitentscheidend fiir
die rasche und weite Verbreitung von TEX an mathematischen Instituten. Fiir den
andauernden Erfolg (welche Software iiberdauert praktisch unveréindert 20 Jahre?)
waren aber die klugen Design-Entscheidungen bei der Konzeption maRgeblich: Platt-
formunabhéngigkeit (IBM, Unix, PC, Apple, etc.) und Geréteunabhingigkeit (Nadel-,
Tinten-, Laserdrucker), Stabilitit, eine Markup-Sprache mit flexiblen Makro-Féahig-
keiten. Auch die - in der Entstehungszeit selbstverstindliche — Eingabe iiber die
Tastatur ohne WYSIWYG kann als Vorteil betrachtet werden.

Zweifellos hat TEX die Arbeitswelt des Mathematikers und das Erscheinungsbild der
Fachliteratur entscheidend verédndert. Manuskripte werden fast ausschlieflich in TEX
— genauer: meist in I4TEX, dem verbreitetsten Makropaket — geschrieben und ge-
druckt. Das hat positive, aber auch negative Auswirkungen: Einerseits macht es
IATEX leicht, ohne Fachkenntnisse ein ansprechendes Aussehen zu erzielen. Das hat
aber dazu gefiihrt, daf die Verlage oft das fertige Manuskript des Autors {ibernehmen,
ohne den Text und das Layout zu lektorieren. Uber Verlagsgrenzen hinaus gleich aus-
sehende Biicher, oft mit simplen typographischen Unzulénglichkeiten, sind die Folge,
da nur wenige Autoren sich auch mit solchen ,Details“ beschiftigen wollen. Obwohl
also Verlage kaum mehr Arbeit (und Geld) in den mathematischen Satz investieren,
sind die fertigen Biicher erstaunlicherweise (oder vielleicht auch nicht erstaunlicher-
weise) nicht billiger, sondern vielmehr (noch) teurer geworden. (Zahlreiche Beispiele
beweisen jedoch, daf mit TEX tatsichlich ,beautiful books” individuell gestaltet wer-
den konnen.)

Natiirlich ist es nicht so, daf es heute ohne TEX keine Méglichkeit gibe, Formeln
am Computer zu setzen. Man kann jedoch mit gutem Grund daran zweifeln, daf
ohne Knuth eine andere Software derselben Qualitit mit denselben Vorziigen ent-
standen wére. Vermutlich wiirden mehrere teure (kommerzielle), miteinander nicht
kompatible und sich oft (inkompatibel) &ndernde Programme (mit geringeren Qua-
litatsanspriichen) das Leben schwer machen, wie es Word (mit Formeleditor) vorfiihrt.
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Prince Albertus Dalmatskii and the first Russian manuscript

of XVIIth century on theoretical geometry

S.S. Demidov, R.A. Simonov

1. Geometrical manuscripts in Russia in XVII cenrury

During seventeenth century in Russia the level of mathematical culture comparing
with the west European one was not sufficient high. Russia waked up from the status
of medieval reticence and begun to pay attention to the west European scientific
asquaintance. For medieval Russia the traditional mathematical knowledge was
restrict to the elementary topics. From this period we have manuscripts concerning
practical arithmetic and geometry. The level of the arithmetical manuscripts
comparing with these of the west Europe was practically the same, but the level of the
geometrical manuscripts was clearly lower. In this geometrical manuscripts there are
serious errors and the geometrical figures are not always of good quality. The cause of
this difference is explained by the famous historian of mathematics A. P. Yushkevich
by the following words [1, p. 46]: “First of all arithmetic was useful for the
enterprising merchants who evaluated very high the exactness concerning commercial
exchanges. Land-measuring geometry was the object of the Russian administration
which utilized ancestor" s methods and did not interesting about its rigor. Of course
this situation of non-exactness arranged them fully. The abundance of territory does
not stimulate also the exactness of the measuring”.

An exceptional position occupies the manuscript known in modern bibliography
as “Sinodal’naya Ne 42”. Itis the unique known Russian manuscript of XVII-th
century concerning theoretical geometry. It is conserved in the Collection of State

Historical Museum in Moscow (The department of the manuscripts. State Historical
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Museum. Collection of Synod Ne 597 (Ne 42)). This manuscript provoked the interest
of many scholars, in particularly: A. I. Sobolevskii A. I. [2], T. L Rainov [3], Yu. A.

Belyi i K. L. Shvetsov [4], D. TshiZewskii [5], M. Woltner [6], A. P. Yushkevich

[1].

2. «Sinodal’naya Ne 42»

The author of this manuscript presented himself in the introduction (in this
manuscript there are two introductions): humble Iohannis (UBamxa), prince
Elizarov son Albertus from Dalmatie. He informs us that his work is a translation
from the English land-measuring printed books and he notes two dates: 1616 and
1625. These two dates are probably related to these books or to his translation itself.

The principal part of the first introduction constitutes a replica to the fragment of
the book known in XVI - XVII centuries, the book of Peter Ramus or Pierre la
Ramé, “27 books in Geometry”, published in 1569. This fragment presents the
definition of the object of geometry, the explication of the term itself of geometry
according to other authors and so on.

The first book has two parts and contains 27 definition (named by the author
“cBepuienns”) and 74 planimetrical theorems (named “Bvimenus”). It is obvious that
this Russian term originated from the Greek word Oedprpo. in the meaning of the
word “what can I see”.

This book contains also the definitions of: a straight line, a surface, a solid, a
perpendicular, different kinds of angles, triangles, quadrangles, circle, tangent,
parallel lines, congruent figures etc.

Furthermore it contains the definition of the area of a square and the explication of

the measurement of angles in degrees. Sometimes there are informations about the
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properties of geometrical figures. For example after the definition of the equilateral
triangle the author says that each angle is 1/6 of the circumference

(“Benen”). The majority of these theorems which are presented in this manuscript
originated from the first six books of Euclid's Elements. Among these theorems we

find the following inequality

[=]

31

¢ m (37,

~
—

the approximation of the value of 7z equal to 2, the formula of the area of a circle

through his radius and the length of the circumference, also the approximative value
of the area of a square constructing on the diameter of the circle through 14/11 of the
circle’s area (these last theorems with references to Archimedes) and also the
theorem about the relation of the areas of the circles from the 12% book of Euclid's
Elements . All this theorems are accompanied with explications but sometimes the
author gives an incomplete demonstration.

The second book with two parts contains also 132 geometrical constructions (the
term for construction is “nposunenue™). Except of ordinary constructions here we
found for example the division of the circumference in 10 equal parts, the
transformation of an arbitrary pentagon in equal quadrangle, how to trace a tangent
from a given point to a circle, the construction of a triangle according some
conditions, for example, to construct a triangle congruent to another given triangle
and equal to a given square, the division of a triangle in a given number of the equal
parts by the straight lines who begin in one given point of one side of the triangle.

The language of the translation is very ponderous and difficult to understand it.

Probably all these difficulties can be explained by the fact that the Russian was not
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the mother-language of the author. His strange name - Albertus von Dalmatie
(Anebepryc Jlammarxuit) - indicated his foreign roots.

His task was complicated also by the necessity to invent geometrical terminology.
Sometimes he used Russian words («@unenus»), sometimes copied in Latin or in
English terms (for example “merpuc” from the English word degrees, “ckapa” from

the English word “square” and so on).

3. Who and to whom ?

A question arises: to whom this manuscript was addressed ? The author himself in
one of his introduction stresses its educational character. More T. I. Rainov [3]
proposed the hypothesis that this manuscript was addressed to the crown-prince
Aleksei Mikhailovich, who was born in 1629. Indirectly this hypothesis is confirmed
by the fact that the author in his introduction named himself humble Ioannis
(UBamxka).

In his introduction the author expressed his wish to the tzar Mikhail Fiodorovich
concerning the publication of this manuscript. But unfortunately his wish never was
realized.

From this fluent exposition we can see the richness of the content of this
manuscript. A question again arises: who is the author, who named himself by a such
complicate name ? The answer of this question is not simple.

According to A. I. Sobolevskii [2] the author was the prince Dmitri Albertus, who
participated in 1644 in religious debate in Moscow. Although it is very strange why
prince Dimitrii named himself humble Ioannis (MBamko) ? Yu. I. Belyi and K. I.

Shvetsov [4] proposed the hypothesis that the author was a noble from Zvenigorod
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Ivan Obraslanov Elizarov. In this case prince Albert from Dalmatie according to
Belyi and Shvetsov was the man to whom this book was dedicated. But it is strange
that the declination of the name (Ans6epryc lamvankmii) was not correct ( it must be
written - AnsbepTycy Jlammarkomy).

The first step for the right solution was made by the German scholar M. Woltner
[6] and the final step was made by the Russian scholars O. E. Kosheleva and R. A.
Simonov [7]. Both of them studied documents of X VIIIth century conserving in the
National State Archive of the Ancient Documents in Moscow, in particular the Greek
documents among the papers of Foreign department (ITocomsckui mpukas) about the
foreigners who came in Russia during 1628 — 1629.

As it was made clear the author is Greek John, Elizar's son, his family name was
Albertus and he was the prince of Dalmatie. He came from England in 1628 desiring
to enter in tsar's service and he was well received.

His ancestors were princes of Dalmatie. One of his ancestors, Albert was the
gospodar of Dalmatie about 100 years ago. After the conquest of Dalmatie and its
division in several parts by Turkey, Pope and Venice, the ancestors of Ioannis
Albertus emigrated to Patras in Peloponese where converted to the Orthodoxy.
Albertus considered himself as a Greek, athough he preserved the title of prince of
Dalmatie.

When he was very young he left his home at Patras and tried to find a post in
Constantinople (during this period Constantinople was under Sultan's Achmet reign).
The situation was not very stable and Albertus went to the West. Firstly in France
when he lived four or five years and then arrived in England. It is not known what
was his occupation there. In England he married an anglican woman but he preserved

his faith in orthodoxy. In Moscow there are some documents concerning the
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personality and the activities of prince Ioannis. In particular his name was involved in
a process where he was one among the witness. He was married (it is necessary to
think that his first wife till this time was dead) with the widow of a noble man from
Ryazan. He died in Moscow in 22 September of 1641.

These data about his life permitted us to give more convinced propositions about
the sources which Ioannis Albertus utilized for his manuscript. As Yu. A. Belyi and
K. I. Shvetsov pointed out [4] the principal source of it was probably the book of
“Spherical Triangle” by John Speidel, edited in 1627 before the departure of Ioannis
Albertus from England. The introduction of this book is marked by 1625 and the part
which was translated by prince Ioannis was edited in 1616 under the title “Extraction
from Geometry”. That explains the two dates in the introduction of the manuscript

“Sinodalnaya Ne 42”.

4. Prince Albertus Dalmatskii and Russian renaissance in XVIIth century

We must say that one of the reasons that the manuscript of Ioannis Albertus was
neglected is a following: it was early for such kind of research in Russia. The first
printed book about practical geometry appeared only in the beginning of the X VIIIth
century (1708; the translation of J. Bruce of the book von Purkenstein [1]).
Concerning theoretical geometry such a book was appeared later, namely only in
1739 - it was a rewriting of Tacquet's book of 1640.

From a local point of view the author of the manuscript “Sinodalnaya Ne 42” was
unique in his task to introduce theoretical geometrical knowledge in Russia, but from
a global point of view this author as many other intellectuals worked to prepare the
cultural renaissance in Russia and the educational reforms of Peter the Great. From

political and economical point of view it was necessary for the country to have good
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diplomats, well educated functionaries, specialists in military art, in navi gation, in
engineering and so on. For church also it was necessary to have educated clergy with
knowledge in Greek, in Latin, in theology too. For all these reasons it was necessary
the existence of high educated persons and well organized system of high education.
It is why the government benefited the arrival of such specialists well educated and
faithful to the orthodoxy. One of such person was the prince loannis Albertus -
trained in the Orthodox tradition, European educated, this Greek became one of the
outstanding representatives of the Russian renaissance of the XVIIth century.
Together with such remarkable figures as the boyard Fiodor Rtishchev, the known
clergyman Simeon Polotskii, organized in 1681 in Moscow the known school a monk
Timofei, the Greak monks brothers Likhudas, who founded in Moscow in 1685 the
first in Russia Supreme school - Slavic-Greek-Latin Academy, Albertus Dalmatskii
worked for the preparation the ground, on which during the XVIIIth century by a

wonderful way was acclimatized the shoot of the new European science.

Bibliography

1. Yushkevich A. P. Istoriya matematiki v Rossii do 1917 goda. Moskva. 1968.
(In Russian)

2. Sobolevskii AL Perevodnaya literatura Moskovskoi Rusi XIV — XVII vv.
Bibliograficheskie materialy. St.-Petersburg. 1903.

3. Rainov T. L. Nauka v Rossii XI — XVII vekov. Moskva-Leningrad. 1940.

4. Belyi Yu. A., Shvetsov K. I. Ob odnoi russkoi geometricheskoi rukopisi
pervoi chetverti XVII veka // Istoriko-matematicheskie Issledovaniya. Bd. XII.
1959. P. 186 — 188. (In Russian)

5. Tshizewskii D. Neue Leserfruechte. IV. // Zeitschrift fuer slavische Philologie.

218 VIII. Osterr. Symp. Gesch. Math.



Demidov

Heidelberg. 1962. Bd. 30. Ne 2. S. 270 - 271.

Woltner M. Wer ist der Uebersetzer der ersten theoretischqn Geometrie in
Russland // Orbis Scriptus. Muenchen. 1966. S. 947 — 951.

Kosheleva O, E., Simonov R. A. Novoe o pervoi russkoi knige po

teoreticheskoi geometrii XVII veka i eio avtore // Kniga. Issledovaniya i

materially. Moskva. Vol. 42. 1981. S. 63 ~ 73, (In Russian)

Am Abend, von links nach rechts: Friedrich Katscher, Detlef Grd.ﬁal'l, Maﬂene Breidert,
Phil Davis, Enid Grattan-Guinness, Ivor Grattan-Guinness, Wolfgang Breidert, Gisela von
Renteln, Christa Binder. (Foto: Peter Schmitt)

Miesenbach 2006

219



FOUR PROBLEMS FROM BAMBOO STRIPS
- A PRELIMINARY STUDY -

MA Li

ABSTRACT. A collection of mathematical texts written on bamboo strips
have recently been unearthed in central China. Four of the problems are
solved by the method of excess and deficit, which is essentially equivalent
to that of double false position. A comparison is made with Chapter seven
of the Nine Chapters on Mathematics, where the method has been known
to be first presented in Chinese works. The new evidence shows that the
method had already been used to solve a variety of problems by the first
half of the second century BC. Moreover, much material contained in the
Nine Chapters must have been compiled even earlier.

Key words and phrases: excess and deficit, double false position,
Suan Shu Shu, history of Chinese mathematics.

Mathematics Subject Classification (2000): 01A25

1 Introduction

The Nine Chapters on Mathematics (JZSS: Jiu Zhang Suan Shu) has long been
regarded as the earliest specialized mathematical writing from China.! The
situation changed when a collection of mathematical texts on bamboo strips
was excavated from the end of 1983 to the beginning of 1984. The excavation
took place at Zhangjiashan near Jiangling in Hubei province and three tombs
(catalogued as M247, M249, M258) were unearthed.

More than a thousand bamboo strips were found from M247, almost two
hundred of them are relavant to mathematics. On the back of one of these
strips there are three characters indicating the title of this collection: Suan Shu
Shu (A book on numbers and computations, to be abbreviated as SSS below).
This title does not seem to have been mentioned or cited anywhere in historical
records. Another document from the same tomb was a calendar which ended in
the second year of Empress Lii’s regn in the Western Han period, viz. 186 BC.
If the occupant of the tomb died that year the texts must have been written
before 186 BC.

The SS8 covers a variety of topics. On some strips the text begins with a
heading of one to four characters. There are a total of 67 headings according
to [5]. Mathematical problems are presented in question and answer form, as
in JZSS. In this paper we discuss the four problems solved by the method of
excess and deficit.

INeither the date nor the authorship of JZ55 is known. In Ma [3] pp.9-10 I argued that the
book was probably completed during the reign of Xuan emperor of the Western (or Former)
Han period, viz. the first half of the first century BC.
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2 The method of excess and deficit

Prior to the findings of the $5S the method of excess and deficit has been known
to be first presented in the JZSS. In Chapter seven 20 problems are solved by
the method. The first eight might be called “model examples” and can be out-
lined as: let a group of people make a purchase. If each person pays p’, there is
an excess of ¢’; if each person pays p”, there is a deficit of e”. Question: What
are the number n of people taking part in the purchase and the price of the
merchandise m, respectively?

The application of the method can be illustrated by laying counting rods on
a counting board according to some standard scheme:

pll pl pllel plell plel/ + pllel
— —
eII eI eIl e/ eI + el’
(a) (b) (o)

First form the arrangement (a), from which by cross-multiplication follows (b).
Then by addition (c) is obtained. Finally a division yields the result

pl eII + pll el m

e 4 e - n’
Thus
ple” +pllel e 4 e
m= I ! n= VR /]
p—-p bp-—-p

In the first four problems one excess and one deficit are given. In problem
§1p' —p” =1. In §2 p’ — p” > 1, hence the numerator and the denominator
must be divided by p’ — p”. In §3 special fractions are introduced for ¢’ and e”.
In §4 simple divisions are required to get ¢’ and e”. In §5 ¢” as well as e’ are
excesses. In §6 e’ as well as e” are deficits. In §7 €’ is an excess while ¢/ = 0
called “just enough”. In §8 ¢” is a deficit while e/ = 0 “just enough”.

In the remaining 12 problems no excess or deficit is given explicitly. Readers
are expected to solve these problems by first making two assumptions p’ and p”
in order to get €’ and e”, and then apply the method. A detailed analysis can
be found in Ma [2].

3 The four problems from SSS

The four problems solved by the method of excess and deficit are under three
headings.

3.1 Fen Qian: sharing out money

This problem is interesting because the excess and deficit are given explicitly,
yet the theme is different from that in problems §§7.1-7.8 of JZSS.
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To share out money, if each person gets 2 there is a surplus of 3, if
each person gets 3 there is a shortage of 2. Question: how many per-
sons are sharing out how much money? Result:? 5 persons, money
13 (units or coins). [Apply the method of] gain® & deficit: mutu-
ally multiply the denomitors (and add the products) as dividend,
numerators follow each other (i.e. added) as divisor.*

Here

Therefore
pe” +p'e  2x2+3x3 13

e+e’ 3+2 T 5
The text then continues by explaining how the case of two excesses is similar to
that of two deficits.

(In the case of] both gains just like [the case of] both deficits, mutu-
ally multiply numerator with denominator and set them seperately,
remove (i.e. subtract) the numerator which is less from the numera-
tor which is more, let the remainder (i.e. the difference) be divisor,
use the deficit as the dividend.

3.2 Mi Chu Qian: trading rice
Under this heading there are two problems.

3.2.1 Selling rice

Fine rice® 2 dou [for] 3 qian,5 coarse rice 3 dou [for] 2 gian. Now
let there be 10 dou of fine rice and coarse rice, sold for 13 gian.
Question: how much fine rice was there and how much coarse rice?
[Result]: fine rice 7 dou and 3/5; coarse 2 dou and 2/5. Method: let
all be fine rice” then a gain of 2 gian; let all be coarse rice then a
deficit of 6 and a minor half (ie. 1/3). Put together the gain and
deficit as divisor, use gain to multiply 10 dou for coarse rice, use
deficit to multiply 10 dou for fine rice, all divided by divisor, 1 dou.

2Here de yue (meaning literally “result says”) is used rather than da yue (meaning literally
“answer says”) as in JZSS.

3The character ying used here means gain, profit, etc. It is pronounced the same as that
used in JZSS for excess. My guess is that when SSS was written, the characters used for
excess and defict were not yet standardized. After all, the meanings of the two characters are
related.

] am wondering whether the zi for numerator and mu for denominator are interchanged
by mistake, though it makes no difference numerically in this case.

5In the text li for coarse rice is used though it should obviously be bai for fine rice, as
corrected in [5].

%Dou is a unit of volume. Qian means money, it might well be translated or understood
as 3 units of money or cash or simply 3 coins.

7 According to the text in [5] it is coarse rice here while in the second assumption only fine
rice. A check of the computation shows the opposite.
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Assume first all is fine rice then 10 dou costs % x 10 = 15 giving 15 — 13 = 2
as excess; assume then all is coarse rice then 10 dou costs % x 10 = 6% giving
6% —-13= —623—:l as deficit. Therefore

0 10 0x2 10x6%

x 6%

— = fine rice 61——|—23 = 7%,

1 1

| 61 2 6% 2 3

- 1

10 0 10x 2 0x 63 . 9 9
— = coarse rice 6112 = 2-5.

1 1 3

i 65 2 6§ 2 3

The total amount of rice is 7 % + 2% = 10 dou.

3.2.2 Buying rice and millet

omitted due to lack of space.

3.3 Fang Tian: square field

Despite the title® this problem is not about finding an area but the inverse: to
find the side given the area of a square. This type of problems in JZSS belongs
to Chapter four and are solved by root extraction. In SSS, however, it is solved
by the method of excess and deficit:

(In] a field of 1 mu in square how many bu is a side? [The answer]
says: side 15%—? bu. The rule says: let the side be 15 bu, deficit 15 bu;
let the side be 16, a surplus of 16 bu. It says: combine (i.e. add) the
gain and the deficit as the divisor, multiply the deficit numerator
with the gain denominator, multiply the gain numerator with the
deficit denominator, add [the products] as the dividend.

The very first problem in JZSS reads “now let there be a [rectangular] field
of width 15 and length 16. Question: what is the area of the field? Answer:
1 mu’.® If the author of the S5§ is familiar with this problem, it is natural
to choose the two assumptions as above, knowing that the length of the side
must be between 15 and 16.1° Interestingly, the deficit corresponding to 15 is
15 while the excess to 16 is 16:

BB 16x15415x16 15
6 15 16+15 31

The answer to this non-linear problem is approximate—indeed a fairly good
approximation.

8The first chapter in JZSS is entitled “Fang Tian”, which has been translated as rectangular
field. Since that chapter deals with finding areas of various geometric figures in terms of fields,
I thought “squaring fields” would be an ideal translation (see Ma [3]), using “square” as a
verb. Here in 5SS it seems more suitable to translate the name as “square field” where square
is used as an adjective.

STt is worth noting that 1 mu = 240 (square) bu was introduced by Shang Yang in his 383
BC reform. Before that 1 mu = 100 (square) bu. It seems therefore reasonable to believe that
both this problem in JZSS and the one in SS9 are constructed after 383 BC.

10K nowing that 240 = 15 X 16 one can also divide the area by the the arithmetic mean of
15 and 16: 240/ w to get the same result.
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4 Concluding remarks

The recently excavated collection of mathematical texts SSS was probably writ-
ten between 383 BC and 186 BC, a couple of centuries earlier than the compi-
lation of JZSS. There are striking resemblances between the two texts. Yet it
seems unlikely that one is a copy of the other. It is possible that the authors
of both collections had access to other earlier texts in common. While JZSS
was gradually systemized and improved through generations, SSS is an origi-
nal document written on bamboo strips. The significance of SSS can therefore
be compared to that of ancient Egyptian papyrus or Babylonian mathematical
texts on clay tablets, as pointed out by Du in [1].

Four problems in SSS were solved by the method of excess and deficit. In the
fen gian problem where both excess and deficit are explicitly given, the theme is
not joint-purchase like in JZSS. The fang tian problem, which would be solved
in JZSS by square root extraction, is ingeniously solved by the method of excess
and deficit and the choices of the two assumptions leading to the excess/deficit
are remarkable. Nevertheless, the exposition of the method in S58 is not as
clear and complete as in JZSS.

*
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Sur la méthode du «polygdne de Newton»
S.S. Petrova (Moscou)

Depuis la naissance de 1 analyse mathématique les séries de fonctions
sont utilisées par Newton comme un puissant moyen d’effectuer des quadratures.
La méthode, qui porte maintenant son ndém — la méthode du polygdne de Newton
a le but de developper les fonctions implicites en séries suivant des puissances de
variable independante. Elle consist en suivant : Soit

P(x,y) =0, (1)
ol

P(x,y)=i a; xiyj’

i,j=0
I’équation d’une courbe algébrique. Il faut représenter toutes les solutions y(x)
de cette équations au voisinage d’un point x, par les séries suivant des puissances

de (x - x,)- Supposons pour simplifier x,=0; ¥(x,)=0.

Alors y(x) peut s’exprimer en fonction de x par une série de la forme

y(x)=axa+bxﬁ+Cx7+ 2

oll les exposants 0<B<y< ... sont des nombres rationnels croissants,
mais non nécessairement entiers.

Pour déterminer le plus petit exposant a dans les développements en séries
(2) des diverses « branches » de la courbe (1) Newton a inventé un moyen
géometrique. C’est ce moyen qu’on nome le plus souvent — méthode du
polygone de Newton [1].

On marque dans le plan ’ensemble de points G {(i,)) : a;* 0}

puis on considére la ligne brisée convexe L dont chaque coté contient an
moins deux de ces points, les autres étant tous du méme c6té de la droite
portant ce coté. Newton lui-meme marque d’étoiles les carrés
correspondants aux monomes

i J
a, XYy (a;#0)

qui figurent dans (1) et construit la ligne brisée L a I’aide d’une table
et d’une régle ( instrument).

Les nombres cherchées (-a ) sont des coefficients angulaires de
cotés de la ligne L. En considérant un de ces cotés, on prends la somme
de tous les monomes

i
a, XY

correspondants aux points de coté choisi
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i . e
Saux'y' =0 ©

La substitution y=a xa dans 1 équation (3) nous donne toutes
les valeurs de coefficients de « a». Le changement de variable
y=a xa +p permet de ramener la détermination du terme suivant de

la série (2) 4 la détermination par la méme méthode du terme initiale dans
la solution de ’équation P (x,p)=0. Ce probléme est plus facile

parce que o. < .

En contunuant ce procédé pour les autres cotés de L on peut obtenir tous
les “n” solutions de 1’équation donnée (1) sous la forme (2).

La convergence de séries (2) n’a pas été démontrée avant Puiseux (1850).

La méthode du polygdne de Newton a trouvé des applications importantes
dans les différantes branches des mathématiques, par example dans la géometrie
algébrique, dans la théorie des équations différentielles, dans celle de fonctions
analitiques.

11 exist de nombreuses recherches sur I’histoire de cette méthode. Le plus
complétement les recherches liées a la méthode du polygdne de Newton sont
reflétées chez N. Tchébotarev [2].

Dans les années 70-s du XX-&me siécle ont été publiés les manuscrits de
Newton [3] qui sont servis du fondement pour la revision de point de vue sur
]a méthode du polygdne de Newton (voir par exemple [4]). Tout de méme
dans la literature moderne a ce sujet on poursuit de donner I’histoire sans
prendre en considératon les manuscrits de Newton. On affirme par example
que Newton n’a pas envisagé la question sur le nombre des solutions de
I’equation (1), que Newton ne construisait aucun polygone, que I’exposé
analytique de la méthode appartient a Lagrange.

Dans les manuscrits de Newton il y a un ouvrage inachevé “Sur le calcul
des séries” (1684). Il contient 1’exposé la plus complete de cette méthode. En
utilisant un nombre réduit d’exemples (ce sot les mémes exemples que ceux
cités dans des mémoires publiés) Newton a démontré toutes les particularites
de 1a méthode, la pratique des résolutions des équations du type (1) et les
avantages de I’application de son procédé géométrique.

Dans ce mémoire Newton a montré que le nombre des solutions y(x) de
1’équation P(x,y)=0 aux voisinage du point x=0, compte tenu de leur
multiplicité, est égale exactement au degré de 1’équation relativement a y.

Pour trouver le premier terme de développement (2) Newton mettait
une régle sur le diagramme d’en bas ou d’en haut dans toutes les positions
possibles ce qui signifie I’apparition d’une ligne brisée ou du polygone.

Premiérement Newton a inventé la méthode du polygbne afin de résoudre
des équations algébriques. Plus tard, il a appliqué méthode de polygone, mais
dans sa forme analytique et non pas géométrique, pour résoudre des équations
différentielles non linéaires du type :

Z B 7
u a . .
a.z =0
( k.ﬂ.a,ﬂ,r)k y y y
dont des équations algébriques ne sont qu’un cas particulier. Newton cherchait

des solutions de ces équations par les séries de la forme (2). Une définition
analytique de 1’exposant du premier terme de série (2) aboutit 4 un grand nombre
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d’égalités et d’inégalités. Pour les systématiser en cas des équations de premier
ordre Newton formule une certain régle. Tout de méme Newton ne trouve pas
qu’une seule des valeurs possibles de I’exposant pour le premier terme de la série.
1l a exposé cette méthode en 1692 dans sa lettre & J. Wallis qui I’a publié en 1693
dans une édition latine de son “Algebre”.

Le fait que Newton disposait de 1’éxposé analytique de la méthode du
polygdne, a été marqué par D. Sintsov qui ecrivait [5] encore en 1898 que “les
remarques constituant I’essentiel de la méthode de Lagrange [6] ont encore été
formulées par Newton. Elles touchent le premier c6té du polygdne de Newton
et évidement sont appliquables aux autres coté ce qui permettera obtenir d’autres
solutions de Lagrange”.

Les recherches sur la généralisation de la méthode du polygéne en cas des
équations avec trois ou plus de variables ne sont apparues que dans les années
70-s du XX-&me siécle [7]. Les recherches de V.I. Amnold sur une classification
des singularités des variétés diferentielles ont servi du point de départ pour ses
travaux et des travaux de ses éléves liés & la méthode du polyédre de Newton.
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The arithmetization of P. Zervos’ book “Infinitesimal Calculus”
at the twenties’ in Greece.

Christine Phili
Dedicated to the memory
of Panayiotis Zervos.

1. The international context

Towards the end of the 19" century, the time had come for setting in book
form a major achievement of this century, a rigorous construction of Analysis, the so
called “Arithmetization of Analysis”'. Such a synthesis could not avoid the use of
“general” sets of numbers and points, hence of some of the basic concepts and
language of Cantor’s “ Theory of Sets — a true revolution of the same century.

The second edition of Jordan Cours d’ Analyse® “appeals to a new class of
readers. It is intended for those that are familiar with the ordinary processes of the
differential calculus, but unfamiliar with modern researches on the underlying
ground-principles. Felix Klein stresses the importance of this book: “The second
edition of the Cours d’ Analyse of Camille Jordan may be regarded as an example of
extreme refinement in laying the foundations of the infinitesimal calculus. To place a
work of this character in the hands of a beginner must necessarily have the effect that
at the beginning a large part of the subject will remain unintelligible, and that, at a
later stage, the student will not have gained the power of making use of the principles
in the simple case occurring in the applied sciences, on the other hand it is a matter of
cource that for more advanced students, especially for professional mathematicians,
the study of works like Jordan’s is indispensable”.4

At the turn of the 19™ century many distinguished books were published on
modern Analysis. Let us mention: R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?
Erste Auflage 1888, ch. de la Vallée Poussin, Cours d’ Analyse Infinitesimale Vol.
1909, Coursat cours d’ Analyse Paris ..., E. W. Hobson Theory of Functions of a real
variable and the theory of Fourier series. 1907. G. W. Hardy, A course of Pure
Mathematics 1908. O. Stolz, Grundziige der Differential und Integral Rechung 1899.
C. Caratheodory, Funktionenlehre 1918.

This was, roughly, the international stage when appeared in Greece, a book,
which was to have serious positive consequences for the progress of mathematics in
this country (and, indirectly, not only in this). The “indirectly”, naturally, refers to
young Greeks who, from this book, became mathematicians in the same sense that, as

! For more details see U. Bottazini, The Higher Calculus: A History of Real and Complex Analysis
from Euler to Weierstrass. New York. Springer 1986; I. Grattan — Guiness, ed. From the Calculus to set
Theory London: Duckworth 1980.

2 1. Dauben, Georg Cantor: His Mathematics and Philosophy of the Infinite Princeton: Princeton
University Press 1979.

3 J. Harkness, Jordan Cours d’ Analyse. Bull. AM.S. Vol. IIT 1894 p. 135.

* The Evanston Colloquium: Lectures on the mathematics delivered at Northwestern University by
Felix Klein and reported by A. Ziwet. New York. Macmillan 1894 p. 49.

-
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we saw above, talented young men of the previous generation (and not only this, e.g.
the great André Weil) became mathematicians from Jordan’s book. The most
renowned of these young men has been the geometric — topologist C.D.
Papakyriakopoulos (Athens, 1913 — Princeton, 1976), for whom Dieudonné in his
book Le Choix des Mathématiques Bourbachiques Paris 1977 notes: “Topologie
algébrique et différentielle. Les initiateurs. Topologie en dimension <3: R. Bing, E.
Moise, C. Papakyriakopoulos”s. Some years later, one has to add: W. Thurston.

The book in question is the Infinitesimal Calculus (lithograph, 1926; in print,
1929 Athens) by Panayiotis Zervos (Cephalonia, 1878 — Athens 1952), professor in
the University of Athens from 1918 to 1949. He was uninanimously elected in 1917,
for the Chair of Differential and Integral Calculus, vacant after the retirement of
Ioannis Hadjidakis (1844-1921)°, a most respected and beloved Master in the
University of Athens (internationally known from the “Hadjidakis transformations” in
differential geometry7.

The following paragraphe is devoted to the description of the content, spirit
and style of this book, in comparison also with international books; the above
mentioned and others.

IL The book Infinitesimal Calculus by P. Zervos.
Abridged notation: ICZ

ICZ is, in all senses, an “one’s man book™. Its foundation — Dedekind’s theory
of irrationals - and its blood- Cantorian set theory — had been introduced in Greece by
his® author, in his first course in the chair of Differential and Integral Calculus (1918-
19), at the University of Athens. One of the auditors of this course, then the student of
Physics Evangelos Stamatis (later a wellknown authority on ancient Greek
mathematics) remembered that P. Zervos had, sometimes, with him Jordan’s book.

There is one distinctive feature between most of the above mentioned books
and ICZ; although strictly mathematical, ICZ is, clearly, the work of thinker with a
philosophical turn of mind; and this is true. P. Zervos was “by birth” a thinker equally
in love with Mathematics and with the Philosophy of Sciences; a strong enough in
both. More on the author and on this last assertion we shall present in Part III. Now,
we consider, in detail the content of the book. Its chapter I has the title: Irrational
Numbers. It exposes, as we already said, Dedekind’s theory of cuts. This is a classical
theory. However, we have here, the presentation of it; more “streamlined” than that in
Goursat. Equally streamlined than that of de la Vallée Poussin, but in a more

5 Op. cit. p. 17.

8 For more details see my paper, Some aspects of Scientific Society in Athens at the end of the Xx®
century: Mathematics and Mathematicians. Archives Internationales d” Hisoire des Sciences. No 145
Vol 50/2000 p. 302-320.

" W. Blaschke and H. Reichardt in their book Einfithrung in die Differentialgeometrie (Berlin —
Géttingen — Heidelberg: Springer Verlag 1960 referred to Hadjidakis work (see p.57). Also M. Spivak
in his book, 4 Comprehensive Introduction to Differential Geometry, referred to Hadjidakis’
transformation (Boston 1975), Vol, 5. p. 379.

® The teaching of Analysis constitues an important factor for him see his paper: Sur I’ enseignement du
calcul différentiel et intégral en Gréce L’ Enseignement Mathématique Vol. 21 p. 278-281.

N
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explanatory way. The emphasis is on three matters: The definition itself of the
irrational number as a symbol for

the cut in question, the theorem that the so extended number system is order complete
and the extension of the four operations to it. The proof of the above — mentioned
theorem is presented so naturally that one has no temptation to see this completion as
arbitrary. Now, we mention some of the books which appeared later and which also
base Analysis on Dedekind’s cuts: 1) Précis d’ Analyse Mathématique, Vol |, par E.
Lainé (Paris, Vuibert, 1946)’.
2) The avant-guard book The Theory of Functions of Real Variables, by Lawrence M.
Graves (Mc Graw — Hill 1946 Second edition 1956).
3) Principles of Mathematical Analysis, by Walter Rudin (Mc Craw — Hill, 1953.
Second edition:1964 a famous book).
4) A First Course in Mathematical Analysis, by J. C. Burkill, Cambridge University
Press 1962) this is a good book. So, P. Zervos’ choice for the beginning of his book
was also a posteriori been justified.

Its chapter IT has the title: Sets'? it can be divided into parts a), b), ¢), d), e), f).

a) has the title: Definitions on sets. It begins so: “Numbers constitute a set if they have
a common property by which we can distinguish them. The general concept of a set is
one for which we cannot have a perfect definition. Follow examples of sets of
numbers, including that of algebraic numbers, and of points sets. The remaining part
of a) concerns set inclusion.

In b), the concepts of upper and lower bounds, of least upper and greatest lower,
bounds, are introduced and studied, with final result the statement and proof of
Bolzano’s theorem. Of course, the content of b) is standard for all the good books of
“Arithmetized Analysis” (and, especially, the above — mentioned ones). As far as the
emphasis on Bolzano’s theorem is concerned, let us permit to reproduce the following
passage from the above — mentioned Burkill’s book: “The next theorem is one of the
foundation — stones of analysis and in any orderly development of the subject, it must
be found near the beginning. The reader should master its meaning and should test its
truth by constructing for himself examples (such as those at the end of this section). If
he finds the proof, based on Dedekind’s axiom, natural and comprehensible, so much
the better. If he finds it more difficult to follow than the arguments that he had so far
encountered in mathematics, he need not be disheartened, but should read the
succeeding chapters and return later to a study of the foundations.

Theorem 1.8 If S is a (not — empty) set of numbers which is bounded above, then of all
the upper bounds there is a least one’"".

9 This volume and volume II (this, with the collaboration of a Master, George Bouligand) succeed in
saying a true wealth of important things in a dense but very readable way; a miracle of clear, clean and
efficient organization of the matters.

10 As far we know, G. Remoundos in his inaugural speech in 1905 as Dozent in the University of
Athens, he gave the first definitions in set theory (as denombrable set, limit point, perfect set, the
concept of power) G. Remoundos, On the progress of Mathematical Analysis during the last century
and the last years. Athens 1906 p. 8.

' op. cit. Bolzano’s theorem p. 15.

[V ]
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P. Zervos adds no such written comments to his uninterrupted beautiful
exposition; but, orally, gave often, the following advice to his students: “when you
read ?zmathematical book never stop at p. 30 before you have already arrived at p.
100™~.

c) has the title: Countable and uncountable sets. The concept of a bijection (called “a
perfect correspondence”) is introduced, as well as the definition of the above
concepts. Then, follow the classical cantorian proofs of the countability of various
important infinite sets. Finally the fact that the set of all real numbers is uncountable
is stated and the term” power of the continuum” is introduced.

Here, as everywhere in this book, the exercises from a substantial extension of
the results proved in its the theoretical development.

d) has the title: Geometric expressions on sets.

¢) Entitled Limit — points culminates in the proof of the Bolzano-Weierstrass theorem
(called Weierstrass — Bolzano” in this book). Meanwhile the concept of a derivate set
of a set is introduced. It is important that the above fundamental theorem is not proved
by bisection, as usual, but by considerations of order. So one can extend this proof to
one for the case of a general order — complete ordered set (i.e. one with no gaps). €)
has the title Derivate sets and it is mentioned that the definitions given are due to
Cantor. Follow the topological definitions of G. Cantor for the real line.

f) has the title: Ordered Sets (linearly ordered). Here, in particular, are introduced the
well-ordered sets. All the above matters are contained in 32 pages. With illuminating
examples, the whole text is readable.

In p.30, he introduces the concept of a point of accumulation, in the case of a set of
points on the real line. At the end of points is of the utmost interest and importance in
the higher branches of analysis; but it is for the most part too difficult to be included
in a book such as this. There is however one fundamental theorem which is easily
deduced from Dedekind’s theorem and which we shall require later.

Theorem. If a set S contains infinitely many point and is entirely situated in an

interval (a, B), then at least one point of the interval is an accumulation point”"?,

The proof is by bisections and another proof is given in pp. 138-139. The
concepts of upper and lower bounds (of a set on the real line) and of least upper
bound and greatest lower bound and Bolzano’s theorem will be found in pp. 155-156.

The Chapter III of ICZ has the title: Theory of limits. After a) the standard
definition of the limit of a sequence of real numbers (said, as everything, in ICZ, in a
most explanatory and clear way), P. Zervos b) introduces the concept of the limit of a
variable taking the values of a linearly ordered, possibly uncountable, set of real
values. After it comes one of the most important development in this book, this ¢) on
upper and lower limits of infinite sequences of real numbers. Even now, one cannot

12 From here we wish to express our warmest thanks to Professor S. P. Zervos, P. Zervos’ son, for his
precious help during the preparation of this paper.
1 Hardy op. cit. p. 31-32.
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find a book on Real Variables with a clearer and most detailed treatment of this topic.
In particular, there is a detailed proof of the equivalence of two possible definitions of
each one of these two concepts and, of course, their relation with the eventually
existence, limit-points of the set of the terms of a sequence is mentioned. In all
subjects, ICZ is a book with eloquent examples. Usually, they precede theorems.
Then, P. Zervos examines the possibility of extending the above concepts to more
general situations with variables describing linearly ordered sets c) closes with a most
detailed list of applications of the above concepts. With this, classical results as that
lim(x+ y) =limx+lim y will appear as special cases in relation <. In d), we have a
detailed exposition of facts concerning the Cauchy’s theorem on the necessary and
sufficient condition for a sequence to converge. The whole, on the same high level of
the above mentioned matters. Even now, it is very rare to find a book treating these
matters in a way that is at the same time, “departure from the earth” and soon, but in a
natural way, “arrived at heaven”. €) contains the application, that we already
announced, of the end of ¢) to obtain classical equalities as

lim(x+ y) =limx+lim y . In f) the above are applied in classical proof that (1+ l)"

has a (finite) limit when g —> . g) is a short mention of the classical concept-fact of
the limit of a rational expression.

Chapter IV has the title “Functions a) General definition of a function (of one
variable)” Let I; be a set; suppose that by a certain law to every number X of %,
corresponds a number y; the set of all these numbers y is a function defined on the set
Y,; we express this also in the following way: the variable y is a function of the
variable x defined on the set X;.

The law of the correspondence may be characterized by a finite number of
words, be given completely; but it is also possible to only know that there is some law
of correspondence between the two variables x and y”.

Then, follow all sorts of examples of functions. Remarks for the symbols that
define functions”. All sorts of explanation. Especially, for implicit functions, defined
by equations of the form F(x,y)=0. “digebraic functions”. An example of the
corresponding content: “Suppose that the relation that associates x and y is given by
the equation:

axy’ + px*y’ +yx’y* +Sy+A=0

For any value of x different from zero, in order to find the corresponding value
of y I have to solve an equation of the fifth degree with respect to y; hence, I cannot,
in general, write y = o(x), where in o(x) will be noted the algebraic operations that
I have to do for finding the value of y that corresponds to this value of x.

“T can, of course, write always, symbolically: y=oc(x)”. Transendental
functions. Inverse functions”. b) “Functions of a real variable”. Here, the author
restricts the domain of definition to an interval or half-line or the real line itself.
“Definitions”. Bounds, greater, lower bounds and least upper bounds, neighborhoods
of points etc.

We must stress that the spirit of this book is, always, to give varied examples
in order to solve a priori, any possible corresponding problem of understanding of the
reader. ¢) “Limit of a function”. Suppose that a variable x takes successively the
values of an infinite sequence.

wun
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(Z]) xl,xz,x3,.-.xv,...

and that another variable y, which is function of x, takes correspondingly the values

(22) )’1,y2,y3,...yv,...

Suppose now that x has a certain number o as limit; if then it happens, that y,
i.e. the sequence (Z2) has a limit, number b, we shall say that b is the limit of y for
x=a and devote this so: limy=5".

Then, follow extensions and refinements. In particular: “Sufficient and
necessary condition in order that y has a finite limite when x tends to a, is the
following: To every positive number n corrersponds some positive number &, such

that to two values x',x" of x, for which |x'~x"| < &, correspond two values y',y" of'y
for which |y’ —y”| <n”.

Before, the author has considered explicitly and uncountable ordered sets.
Here is the place to make the following remark: In all its first Part (i.e. from Irrational
numbers to integration), ICZ is written in a more set-theoritical spirit than even books

written now and which can contain, in a separate Chapter, more set theory than ICZ c)
finishes with a detailed list on the use of the symbols —o0,—00,c0, in order that the

reader avoids any misunderstanding. d) “Continuous function”. After Jordan, this is,
of course a “standard” part in the textbooks on (arithmetized) Analysis. Concerning
the definitions, an “internal” variation exists in Baire, who, from the very beginning
of the chapter, defines continuity (and also uniform continuity) for the case of many
(a finite number) variables. Concerning the proofs (strict, naturally) of the basic
theorems, one can choose among a few patterns. The distinctive feature of ICZ is that,
although completely strict and without repetitions, it is written in a somewhat Socratic
spirit. Although everything is said, the reader has the feeling that he is thinking and
dialoging with the writer, an “automatically” respected wise and deeply thinking
friend. (This is one of thoughtful students for this book). In more detail: The author
defines continuity in all possible strict ways (always in the set theoric context).
“Points of discontuinity”. After the definition of the two kinds of such points, the
author gives examples and studies them, in detail; e.g. the example where a function
has in any interval, an infinity of points of continuity but it is continuous in no
interval.

“Properties of continuous functions”. So are called the basic theorems (which,
in the Bourbaki language reflect the compactness, the connectedness and the uniform
structure of a closed interval). A distinctive feature of ICZ, in accordance with the
whole spirit of this book, is that one proceeds “from the proof to the theorem”. Of
course, the aim is somewhat said from the beginning of the proof, but the spirit is
always that of making and exposing all the thoughts that, finally, lead us to the
crystallized result. The necessity of the hypothesis (bounded, closed) is clearly shown
in examples. In his oral lessons at the University of Athens, P. Zervos used to say that
more important than a proof is the way in which we proceed to it',

1 According to E. Stamatis.
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Function of a rational variable. Here, the theorem of the extension of a
uniformly continuous function on the rationals of a closed interval to the whole
interval, is proved in detail. This is, for the thoughts required, the climax of the
consideration, in ICZ, for continuous functions. Monotonic functions (strictly
monotonic). Same theoretical spirit. The following simple proposition is the
theoretical basis for the exact definition of inverse functions. A function f, strictly
monotonic on the closed interval (a, b), which takes just once each value between f(a)
and f(b) is continuous. Inverse functions. Same set theoretic spirit. Application.

Definition of the functions 4‘/;,ax,logx in the case where x takes also irrational

values. The general definition of a* is naturally, achieved through the above-
mentioned theorem of the extension of a function defined on the rationals and
uniformly continuous there.

Cyclic or trigonometric functions and their inverses. Naturally, emphasis on
the multiplevaluedness of these last. The exercises of Chapter IV constitute, as always

in this book, complements to the theory; e.g. the two classical ones; 1) a*(a>0) is
the only continuous function f with the property, for all real x and y:
f(x) f(3)= f(x+). 2) An example of a function £, discontinuous at 0 and which
has the property that, for any £ > 0, it takes, in the interval (-¢,£) all values between
—1 and 1, and even an infinity of times, with no jumb in this interval.

Chapter V entitled Derivatives and Differentials, has the same spirit; e.g. it is
proved, in detail, that if f is defined in [a,b] and has there a finite derivative f' with
f'(x)=0, for all xe[a,b], without having always f '(x)=0, then f(a)<f(b).
(Proof by double application of the mean value theorem). However, we are, here in
the classical core of the Differential Calculus and any serious author has the duty to
teach, with care, clarity and examples the right use of derivatives and differentials;
concepts and means with which in particular was associated all the published in
French, research of P. Zervos in the period 1905-1940. The corresponding emphasis is
clear in this chapter and in the following ones; without, however forgetting the above
mentioned, set theoretic spirit of ICZ; eg. After detailed definitions on derivatives the
usual simple propositions with proofs and all sort of illuminating examples, we find
one of the extremely few, results mentioned without proof in ICZ: “there exist many
continuous functions which have no derivative at any point; there exist even general
formulas for such functions”.

Then, comes the subtitle: Symbolisms useful for derivations. Here is
introduced and studied the concept of differential. Emphasis on the fact that the
formula do(x) = o'(x)dx is valid also when x itself is a function. f(#) #¢, in which

case do(x)=0'(x)Ax no more holds. Then, comes the subtitle: Successive

derivatives and successive differentials. Then Rules useful for the derivation and the
differentiation. Some emphasis on the logarithmic derivative. Emphasis on the
derivatives of inverse functions and on the derivative of a function of a function.

Following subtile Applications and finding of derivatives. In the case of x¥, with v
irrational, the one of the two proofs in ICZ is of set theoretic spirit. Then Derivatives
of trigonometric functions. Afterwards Derivatives of the inverses of trigonometric
functions. After numerous interesting examples and exercises comes: General
properties of the derivatives. Rolle’s theorem, Formule des accroissemets finis (for
two functions, Cauchy), its special case for one function (Mean value theorem,

~
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Lagrange). Taylor's formula, Taylor’s series classical topics, but presented here with
all the care and love of somebody the first papers of whom were on algebraic
equations, Rolle’s theorems, power series. Infinitesimals. Same spirit. The end: “One
sees in the same way that the limes of the ratio of two infinitesimals does not change,
if we replace each one of them by an equivalent infinitesimal, i.e. by one the ratio of
which to the corresponding infinitesimal has the limit one”. Proof. Then: “This
theorem is fundamental for the Differential Calculus. Remarks. The finding of the
principal values of infinitesimals as well as the development of an infinitesimal in a
series of the powers of the principal infinitesimal constitute a substantial problem.
Much use of them also in the applications of mathematics”. Many classical exercises.

Chapter VI entitled Analytic applications of Taylor’s formula. First subtitle
Indeterminate forms; their true values”. Here is a completely classical part of
calculus; written, as everything in ICZ, with care and details. Second subtitle:
Maxima and minima of a function of one variable. Same spirit.

For anybody who would ask, why so much extension, in a book like ICZ, for
infinitesimals? The answer is in the above-mentioned Hadamard’s'® book. This begins
so: “Notions préliminaires. Les notions fondamentales dué calcul infinitesimal sont
celles d’ infiniment petit et A’ infiniment grand. Une quantité infiniment petite est une
quantité variable que tend vers zéro”, notion which firstly appears in Cauchy'®.

Chapter VII has the title Geometric expressions and applications. First subtitle
Geometric representation of a function. Classical matter; but beginning as follows: “If
I agree to call every real number a point a I can in the previous chapter replace the
phrase for the value a of x, as well as the phrase for x=a with the phrase at the point o.

Obviously I set this term on the basis of the correspondence that I accept that
exists between a real number and a point of the x- axis. I accept, therefore, that I can
have the following correspondence ...” Footnote: “We do not mention, here what
axions are sufficient for the existence of this correspondence”.

Chapter VIII Functions of two real variables. Here, ICZ recovers all his set-theoretic
spirit. The topological definitions of G. Cantor, already mentioned and used in the
case of the real line are given, now, in the case of the Euclidean plane. Note only that
“connected region” means arcwise connected region. These, under the subtile
Definitions. Exercice: “A set of points, each one of which has at least the one
coordinate rational is not closed”. Next subtitle: Properties of the continuous
functions. It is the extension to two variables of what has been proved, above, for one
variable. The proofs (mainly, by nested rectangles), well known but not trivial. The
remaining part of this chapter is, naturally, classical matter. Successive subtitle:
Derivatives, Differentials. In particular Definitions of partial derivatives and partial
differentials. Then: Formula “des accroissements finis”. The derivative of a composite
function. Definitions of the differentiability and of the total differential. Derivative of
an implicit function. The author informs the reader that the content of this chapter can
be extended to three variables and he applies this in the case of the total differential.

15
1% Oeuvres (2), I11, 19; IV, 16.

op

Miesenbach 2006 235



Phili

Now we arrive at Chapter IX Simple Integrals. First subtitle: Definite
integrals. The author begins so: “Let y = o(x) be a continuous function in an interval

(a,b). Let us see if there is a function @(x) with the property: Its derivative ¢'(x)
coincides in (a,b) with o(x) ”. It is proved that there exists such a function. The proof

that was considered as sufficient by mathematicians of older times and which cannot
satisfy us to day, but which leads us to the purely analytic proof is the following...
...With respect to the above proof I notice that I speak for an area with have
defined what an area is; such a definition is given after the purely analytic direct
definition of the definite integral; I notice also that I considered a graphic description
(he writes: construction) without taking account of the fact that this description
presupposes that some conditions are satisfied, one of which is the monotonicity in an
interval; but there exist continuous functions cannot be represented graphically”.
“Subtitle: Analytic definition of the definite integral. Let o(x) be a function bounded,

continuous or discontinuous, in (a,b), where a<b”. Then, follows the formation of the
upper and lower Darboux sums and the statement and proof of the corresponding
theorem of Darboux. The whole presentation, where everything is said and explained,
is beautiful. Of course, it is a subject where the two fundamental “post — Cauchy” and
“pro-Lebesgue” original contributions where these of Riemann and Darboux, as it is
justly said in the fine presentation of it in Goursat’s volume I. Some of the
presentations in contemporary books, too concise and condensed, cannot have on the
reader the same positive effect that, have presentations as those in Goursat’s and in P.
Zervos’ books. With respect to ICZ, the same holds for the whole transition from the
definite to the indefinite integral. Successive subtitles: Integrable function. Riemann’s
definition. Footnote: “ There exists a more general definition given by Lebesgue
“Properties of the definite integrals. Mean-value theorem. The definite integral as
finction of its upper limit. The cleaness of the notion left to the reader by ICZ is well
indicated by the following simple but useful Remark in it (pp. 256-257): “From the
definition of the definite integral one immediately sees that

f o(x)dx = Lﬂ o(t)dt = Lﬁ o(y)dy =..., i.e. that the definite integral is function of the

limits a,b and of the parameters that may exist in o(x), but not of the letter x that
appears under the symbol of the integration” (In ICZ, a proof follows). “Evaluation of
the definite integral”. As everywhere in ICZ, there is a special care for avoiding
possible misunderstandings. So, in the example,

5 _ e
L N x — = arcigh—arctga, it is remarked that when one takes one of the infinitely
+x

many values that arctgb, of all the infinitely many possible values that arctgb can take,
that to which continuously “goes” arctgx when x “goes” continuously from a to b.
Methods of integration. Analogous with the above remarks in the topic: Integration by
substution in order that the reader avoids errors coming from the non-fulfillement of
some hypothesis, as the bijective correspondence. Finding some primitive functions.
Examples, worked in depth and chosen exercises (as everywhere in ICZ). With this
closes the first part of ICZ. (p.1-279).

The second part of ICZ (p.1-110) concerns classical matter and so its
presentation is, by necessity, in the classical style for it; with, of course, always the
same meticulous care in proofs etc.

Chapter 1 intitled: Indefinite integrals of rational functions. Successive
subtitles: Integration of a ratonal integral functions. Reduction of non integral
rational functions. Rutting a rational fraction into simple ones. Here one sees clearly

O
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the algebraic mind of the author who had begun his research by papers on algebraic
equations. The richness and care in the presentation shows unmistakably the author’s
love for this topic. “Integration of a rational fraction”. General methods of reduction.
Same remark.

Chapter II has the title: Integration of functions irrational with respect to the
variable. Successive subtitles Application of methods of substitution. Reduction
formulas. Same remarks.

Now we come to the last part of Chapter II, which although classical, is not
found in all (even very good) books and which, here, is developed with all the great
importance it has (theoretical, practical and of course, which with its tremendous
consequences changed all mathematics). Elliptic and hyperelliptic functions. The
presentation is, in all senses, the best possible.

Chapter III has the title: Differential Equations Elementary methods of
integration. Successive sub-titles. Definitions Transformations of the equation
o(x,y,y") =0. Reduction of an integration to quadratures. Differential equations of

the second order. Special cases of differential equations of order v.

In Chapter II, one clearly sees that the author is a mathematician having spent
much a considerable part of his life in this matter.

The book closes with the following remark: “The above theories that concern
linear differential equations of the second order with constant coefficients as well as
the method of variations of the arbitrary constants etc can be extended to the linear
equations of the n-th order. The way of this extension will be examined in detail in the
second volume of this work”

Unfortunately, this second volume has never been published, although its
content was taugh, for many years, by P. Zervos at the Athens University.

2) More than twenty years after P. Zervos death, in Steven A. Gaal’ s book
Linear Analysis and Representation theory ' we can quote: “As far as Section 5 is
concemed first we mention that a generation ago Lie groups were called continuous
groups. The main items of the classical literature on this subject are the books of Lie
(1,2) and Elie Cartan (2), a volume of G. Kowaleskii (1) and a book by P. Zervos (1)
on the problem of Monge. The various volumes. The various volumes and editions of
a book by Chevalley (1,2,3) are more recent”'®,

Nevertheless Zervos remains for all his life attached to their subject. So in the
Proceedmgs of the International Congress of Mathematicians 1n Bologna (1928) as
well as in Interbalcanic Mathematical Congress in Athens" (1934) and this in
Bucharest 2°,*! (1937) P. Zervos presented his communications on this same subject.
Large generahty of the new results and in parallel, simple but eloquent examples are a
characteristic of them.

17 Springer 1973. 688 pages.

'8 Op. cit. p. 660.

% Sur quelques équations différentielles indéterminées Congrés Interbalcanique des. Math. Athénes
1934 p. 55-58.

2 Sur quelques conditions d’ intégration de certains systémes d’ equations différentielles indéterminées
Bull. mat. Soc. roum. des Sciences t. 40.

2! Under Zervos’ influnce a young mathematician, who later became professor of Astronomy,
presented his works during this period see D. Kotsakis, Untersuchungen tiber eine Klasse der Monge’s
chen Gleichungen Bull. math. Soc. Roumaine Sci. t. 40, 1938 p. 167-170; Ueber die Integration eines
Systems von Mongeschen Differentialgleichungen Bull. Soc. Math. Créce 1938 t. 18 p. 9-23 (in
Greek).

—
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P. Zervos had also introduced a new concept, that of a system of Monge in
involution (in analogy to the classical concept of a system of partial differential
equations in involution).

In the two Interbalcanic Congresses P. Zervos gave an hour lectures. To see
the large spectrum and the depth of them, we state the beginning of the first “Sur
quelques équations différentielles indéterminées”: “What have been the paths that
they have followed until now in the problem of the general integration of
indeterminate systems? Or, rather, in what way have they set the problem of the
integration of such systems: What special cases have been studied? What sort of
solutions have been found and by what methods? It is in this lecture that P. Zervos
introduced the concept of symbolic integration. His motivation arises, as he says,
from the important successes of the symbolic differentiation of Elie Cartan. In his last
published paper, in the Proceeding of the Academy of Athens (1939), P. Zervos
continues the consideration of symbolic integration2.

In the second Interbalcanic Mathematical Congress in Bucharest, in his
lecture, P. Zervos will make a comparison between Indeterminate Analysis and its
synonym (but so different) in Number Theory. He pointed the analogy, wherever it
exists. This P. Zervos act was not accidental. For all his live he was attracted by
Number theory, especially the elementary one.

Nevertheless we must stress that during his career as professor at Athens
University (1918-1920 and 1923-1949), P. Zervos will treat, either in Seminar or in
the last years courses on: Monge’s Problem, Pfaff’s Problem and continuous groups.

IV. Some of ICZ’s contribution to the advance of Mathematics abroad.

C. D. Papakyriakopoulos, a student of Civil Engineering Department in the
Polytechnic School of Athens, loved Mathematics from the time he was a schoolboy.
In the Polytechnic School he met Prof. Nicolaos Kriticos, a mathematician, a teacher
and a man of highest quality. They became lifelong friends, with respect on the side
of the younger and esteem of the older. Just before his graduation, Papakyriakopoulos
left the Polytechnic School and became a student of Mathematics in the University of
Athens. There, as all the students, he became an admirer of P. Zervos. As soon as one
saw P. Zervos formed the opinion that he was first of all a man of genius. His book
played on Papakyriakopoulos %3 the role that one guess from the following. Back from
Princeton for the summer of 1949, he sees same Greek students of Mathematics
studying a renowed foreign Analysis. He says then to them: “Why are you studying
such a book? There are only three books on analysis, Jordan’s, Knopp’s (Theory of
Functions) and P. Zervos’ ICZ”. When in 1965, S. P. Zervos 24 reprints ICZ which
was out of sale from many years, Papakyriakopoulos congratulate him for it. He adds,
it is one of the books to who I owe my culture.

The above mentioned S. P. Zervos’ thesis became a standard reference for the
Abstract Geometry of the Zeros of Polynomials of one variable. But could ever have

22 Sur I’ intégration symbolique Proc. of the Ac. of Athens Vol. 14. 1939 p. 448.

2 Christos Papakyriakopoulos (Veblen prize) in 1964 is the most famous Greek mathematician of his
generation. His mathematical activity was related to the topology of 3-manifolds; his name is
commected with his big three achievements “the loop theorem”, “Dehn’s lemma” and “the sphere
theorem”. For more details see V. Poenaru, the three big theorems of Papakyriakopoulos. Bull. of the
Greek Math. Soc. Vol. 18 1977 p. 1-7.

* Professor of Mathematics at the University of Athens from 1961.
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been made without the impulse given by ICZ? Obviously not. The next two books of
a general character which first played a major role in this preparation were the classics
A survey of Modern Algebra by G. Birkhoff and S. Maclane and Topologie Générale
Ch. I et II 2™ &d. by Bourbaki (of course, this thesis could not have been made
without the first edition of M. Marden’s book).

Directly from the chapters of ICZ on limsup and liminf and on the Darboux
theorem in integration was born the idea of an abstract concept of dimension % having
as special cases e.g. linear dimension, Lebesgue’s topological dimension, the
Riemann — Darboux definite integral.

From Carandinos’ brochure on differential calculus 26, %7, where appeared for
the first time in Greek Lagrange’s conception on the foundation of analysis, to P.
Zervos’ book on Infinitesimal Calculus with the introduction of Dedekind’ s cuts and
set-theory an important interval was passed. In both of them mathematical analysis
was reflected on the way as it was conceived during 19™ and 20™ centuries. The
mathematical reorganization in Greece *® starting with Carandinos, continued with 1.
Hadjidakis’ series of books (for the three levels of education) and obtained one of its
highest points with ICZ.

According to Lejeune — Dirichlet’s aphorism, analysis’ tendency is to
substitute the ideas to the calculus,®® paraphrasing it we can say that ICZ substitutes
the modern ideas to the calculus.

% See S. P. Zervos, Une notion abstraite de dimension. C.R.Ac.Sc. Paris t. 261 1965 p. 859-862; Une
définition générale de la dimension. Séminaire Delange — Pisot — Poitou, 1965-66, no 9 (31 Janvier
1966).

26 Recherches sur la nature du calcul différentiel par M. le Dr J. Carandino, de Céphalonie, éphore de I’
Université Ionienne, doyen de la faculté de Philosophie et professeur de mathématiques. Traduction du
grec moderne par A. K. Corcyre de I’ imprimérie du Government MDCCCXXVIL.

%7 For more details see my papers: La reconstruction des Mathématiques en Grece: 1’ apport de Ioannis
Carandinos (1784-1834), L’ Europe Mathématique Paris 1996 p. 305-319; Joannis Carandinos (1784-
1834). L’ initiateur des mathématiques frangaises en Gréce (to appear in Historia Scientiarum).

% For more details see my paper: Mathematics and Mathematical Education in the University of
Athens from its foundation to the beginning of the XXth century Archives Intern. d’ Histoire des
Sciences Vol. 51 2001 p. 78-95.

» Apud Jacobi Gesammelte Werke t. I. Berlin 1881 p. 21, cited by Fougt, Legons élémentaires sur la
théorie des fonctions analytiques 2e éd. t. I 1904 p. 228. no 1.

12
Miesenbach 2006 239




Vogt
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Von der Tontafel zum Internet - Der Einflul des Mediums auf die Entwicklung der
Mathematik

Annette Vogt (Berlin)

Vorlesungs-Mitschriften als Quelle?

Ausgangspunkt des Beitrages ist die Frage, flir wen und wofiir tiberlieferte Vorlesungs-
Mitschriften (von Mathematik-Vorlesungen) als Quelle dienen kénnen bzw. gedient haben.
Die im Vortrag angefiihrten Beispiele stammen aus der Mathematikgeschichte in Deutschland
bzw. Europa des 19. Jahrhunderts.

In einem ersten Teil werden die verschiedenen Formen der Vorlesungs-Mitschriften
behandelt.

Zunichst handelt es sich um Mitschriften im eigentlichen Sinne, d.h. ein Student
(Studentinnen werden an deutschen Universititen erst ab 1900 gesetzlich zugelassen, von den
Ausnahmen, die es zuvor gab, sind Mitschriften nicht bekannt), also ein Student schrieb die
Mathematik-Vorlesungen eines bestimmten Privatdozenten bzw. Professors wihrend des
ganzen Seminars mit. Hierzu gibt es eine Reihe von bekannten Beispielen (mehrere Studenten
bei Carl Gustav Jacob Jacobi in Konigsberg, Ernst Abbe bei Bernhard Riemann in Géttingen,
mehrere Studenten bei Karl Weierstral3 in Berlin).

Von diesen Mitschriften wurden - handschriftliche - Abschriften bzw. Kopien angefertigt, die
dem jeweiligen Privatdozenten bzw. Professor am Ende des Seminars oder dazwischen
ibergeben wurden.

Aber es wurden Abschriften offenbar auch an die Bibliotheken der jeweiligen
Mathematischen Seminare (in Berlin, Gottingen u.a.) gegeben, denn zuweilen befinden sich
dort noch heute Sammlungen solcher Mitschriften (z. B. auch in der Bibliothek des Prager
Mathematischen Seminars).

Die Abschriften der Mitschrifien wurden getauscht, ja sogar verkauft. Der Tausch der
Mitschriften (d.h. der Abschriften der Mitschrifien) fand unter befreundeten Kommilitonen
statt (z. B. zwischen Emst Abbe und seinem Freund). Der Verkauf der Abschriften von
Mitschriften hingegen diente zum einen dem Broterwerb des betreffenden Studenten, der die
Kopie anfertigte und zum zweiten der Verbreitung dieser Vorlesungs-Mitschriften iiber groBe
Entfernungen, bis in die USA und nach RuBland.

Ernst Abbe z. B. tauschte die Mitschriften mit seinem Freund und verkaufte Abschriften
seiner Mitschriften an (mindestens einen) Studenten aus RuBland.

Beziiglich der Zirkulation der Abschriften fallen dem (osteuropdischen) Leser des 20.
Jahrhunderts durchaus die Praktiken der samizdat-Literatur ein, das Kopieren und
Verfielfiltigen mit technisch einfachsten Mitteln, das Verbreiten und das Lesen eines einzigen
Exemplars durch viele Leser nacheinander, die Probleme der Qualitit solcher Kopien.
Wihrend es bei der samizdat-Literatur um die Qualitit bzw. Lesbarkeit der x-ten
Schreibmaschinen-Kopie ging, war es bei den Mitschrifien und ihren Abschriften ein Problem
der Lesbarkeit der jeweiligen Handschrift.
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Im zweiten Teil wird untersucht, zu welchen Zwecken die Vorlesungs-Mitschriften benutzt
wurden.

Im trivialen Fall handelte es sich um die Nutzung durch den Studenten, der mitschrieb, und es
diente seinem Lernen und Studieren.

Sie konnten dem betreffenden jeweiligen Professor fiir die Vorbereitung weiterer Vorlesungen
dienen.

Wir wissen von Mathematikern, das einige unter ihnen die Mitschriften, d.h. die Abschriften
der Mitschriften, fiir die Verbreitung der Erkenntnisse aus ihren Vorlesungen ganz bewulit
und absichtsvoll nutzten. Am bekanntesten beziiglich dieser Praxis war vermutlich Karl
Weierstralf3.

Diese gezielte Weitergabe diente sowohl als Information fiir Kollegen, war dann ein "Artikel-
Publikations-Ersatz", als auch zum besseren Austausch mit Kollegen, in diesem Fall mit
freundlichen Kollegen, mit denen man dieselben oder #hnliche Probleme behandelte, aber mit
denen man sich nicht in Konkurrenz befand.

Und last but not least - solche Mitschriften wurden zur Vorbereitung von Werkausgaben bzw.
Gesammelten Werken herangezogen, sowohl zu Lebzeiten des Betreffenden als auch fiir
Werkausgaben, die postum erschienen.

Dies fiihrt uns zum dritten Aspekt des Beitrages, der Frage nach der Tradierung von
Vorlesungs-Mitschriften.

Wir kénnen Vorlesungs-Mitschriften suchen und entdecken - in Bibliotheken mathematischer
Institute (z. B. in Prag, Berlin, Géttingen) und in Archiven bzw. Bibliotheken, die Nachlisse
von Mathematikern aufbewahren. Bekannt geworden sind vor allem jene Fille, in denen auf
Grund der auf- oder wiedergefundenen Mitschriften neue Publikationen entstanden (von
Bernhard Riemann iiber Karl WeierstraB bis jiingst Issai Schur und seine Ziiricher Vorlesung).

Damit kommen wir zur Ausgangsfrage zuriick: fiir wen und woflir gab es bzw. existieren
Vorlesungs-Mitschriften als Quelle? Und unsere Antwort kénnte heiBen: fiir uns - die
Mathematikhistoriker -, aber zuvor zuerst fiir die Studenten, sodann fiir den jeweiligen
Professor und seine Kollegen und - von einigen der damaligen Mathematiker durchaus so
gesehen - fiir die Nachwelt, der die Mathematikhistoriker/Innen durch die Publikation solcher
Mitschriften einen Einblick in die Gedankenwelt des betreffenden Mathematikers und
gewissermalen in die Werkstatt seines Denkens erméglichen.

Dr. Annette Vogt
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Deschauer

Fernab, wo einst die Schweden rangen,
wir recht gelehrte Reden schwangen.

Zuweilen gab’s latente Stirken,
doch soll man sich Talente merken.

Es zeigte sich am Repertoire,
dass mancher nicht ganz deppert war.

Wenn Eignes fremd sich wiederfindet,
zu Recht sich das Gefieder windet.

Manch einer zeigt sich wutentbrannt,
wenn man ihm seine Brut entwand.

Man ist mit Sicherheit bestrebt,
dass man danach den Streit behebt,

Da hinten, wo sich Tiicher bauschen,
da konnte man auch Bilcher tauschen.

Auch wenn die Riibe leise weicht,
falln uns noch die Beweise leicht.

Wer noch den alten Plato kannte,
der wusste nicht, was Cato plante.

Was soll ich nur voﬁ Scheubel denken?
Sein Werk wiird” ich dem Deubel
schenken.

Niels Henrik, lang nach Babels Ende,
erschienen Deine, Abels, Binde.

Wer Abels Bruder Kain verklirt,
beurteilt auch Herm Klein verkehrt.

Es schlug schon auf die Leberwerte,
was jemand iiber Weber lehrte.

Man wollte erst den Ball feilhalten,
dann lie} man doch das Fallbeil walten.

So manchem hat der Drill gestunken,
in Wiener Neustadt still getrunken.

Ich wiirde eher Schaben grilBen
als einmal aus dem Graben schiefien.

Sprecht lieber auf den Wanderfahrten
z. B. iiber van der Waerden.

Fragt man uns, was die Tagung soll:
Wir finden die Entsagung toll.

Wir konnen nur noch danke schlucken,
respektvoll sich auch Schlanke ducken.

Zum Dank soll man an Kinderbetten
die gute Christa Binder ketten.

Ach, liebe Christa, halt es aus.
Wir fahrn jetzt heim, Du altes Haus.
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