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V .0/�1#243�5�54687:9<;�=?>@/A5 K B�C dim V = n vi ∈ V, (i = 1, . . . , n)D 6�E�F�E B = {bi | i = 1, . . . , n} G�3IH VJLK �NM0�,���L�PO&�IQ R FS/ J �����-�������L�T�!����U������	�	�V�WQ
EYX�Z:F�/A[NEY\�9]9]/A2�5�F�E�X�Z:/]9^7?_�2�FS_�FSH?/`6�5Y/bac>:>:F�_Sd:7?H:e

detB :V n → K 9]FT2 detB(b1, . . . , bn) = 1 ;Lfc3�5�9]FS/A5�7:H?e�B
Z?/�F�g�2 R /A2�/�5�9]F�H,6�H#24/ ;NG�3IH n .0/A1�2�3I5�/AHh>-/�iA=:eI_�FSX�Z B B
R FS/ �! #"� �$&%('�)+*,)-"� det A /�F�H:/�5kj�7,68d:54682�FSEYX�Z:/�H (n×n) lWmh682�5�F
n A F�EY2kd?FS/R /A24/A5�9]F�H,6�H#24/od?/�5 n p�q,68_�2�/�H#GI/A1�2�3I5�/AH<; O������sr#t�����u&��
v���,�xwzy /�F�_�/�H#GI/A1�2�3I5�/AH@B

>-/�iA=:eI_�FSX�Z{d:/�5cp�q,68_�2�/�H|; ��}�~��-y /�F�_S/AH@B�d:/�5���FSH?Z:/�FT24EY9�6&245�F
n@�� Uc�I��

�Pw
det(v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vn) = 0 CI� ��
�
�U vi = o [N=?5�/AFSH i

= 0 CI� ��
�
�U vi = vj [N=?5�iA��/�F i 6= j

= det(v1, . . . , v
′
i, . . . , vn)

� ��
�
�U v′
i = vi +

∑

j 6=i λjvj

;W�8B�/�n�q:_�FSiAF�2��
det(v1, v2, . . . , vn) =

∑

σ∈Sn

(−1)sgn σa1σ(1)a2σ(2) · · ·anσ(n)

JP�I� ��}�����
 � ��
�
 Q n = 3 ;L�z/�eI/A_�GI3IHhp?6�5Y5�7:E�B
det





a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



 =
a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

−(a13a22a31 + a12a21a33 + a11a23a32)

;L��B�5�/A1�7?5�E�FTG-� ��H#2V�zF�X�1�_�7:H:e!H:6�X�Z{/AFSH?/�5 y /�F�_S/�;N3�d:/A5cp�q,6�_T24/�B
det(v1, v2, . . . , vn) = H,6�X�Z�d:/�5 i lP24/AH y /AFS_�/

n
∑

j=1

(−1)i+jaij det Aij

Aij FSE�2���/�H:/ ((n − 1) × (n − 1)) lWmh682�5�F
n�C?d:FS/�6�7?E
A d?7:5�X�Z�p�245Y/�F�X�Z:/�H{d:/�5 i lP24/AH y /AFS_�/�7:H:d�d:/�5 j lx24/AH{p�q,6�_T24/�/�H#2�EY24/AZ#2`�

;���B�d:7:5YX�Zh��9][N3�5�9^7?H:e ���vUb��� � R FS6�eI3IH:6�_�[N3�5�9
det(. . . , vi, . . .) = det(. . . , vi +

∑

j 6=i

λjvj , . . .)

9]FT2�24/A_SEsp�q,68_�2�/�H�l�7:H?d y /AFS_�/�H:3�q@/A54682�FS3IH?/�H
;N��B�q:54681�2�FSEYX�Z�� eI/�EYX�Z:F�X�1�2�/���3I9^>:F�H,682�FS3�H�G�3IH�;W�8BPl�;L��B
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det(v1, v2, . . . , vn) = ��/�eI/AHÄm{7?_�2�FS_�FSH?/`6�5YF�24Å82 ⇒

= det(

n
∑

i1=1

ai11ei1 , v2, . . . , vn) =

n
∑

i1=1

ai11 det(ei1 , v2, . . . , vn)

=
n

∑

i1=1

ai11 det(ei1 ,

n
∑

i2=1

ai22ei2 , v3, . . . , vn)

=

n
∑

i1=1

ai11

(

n
∑

i2=1

ai22 det(ei1 , ei2 , v3, . . . , vn)
)

= . . . =
n

∑

i1,i2=1

ai11ai22 det(ei1 , ei2 , v3, . . . , vn)

=
n

∑

i1,...,in−1=1

ai11ai22 · · ·ain−1n−1 det(ei1 , ei2 , . . . , ein−1
,

n
∑

in=1

ainnein
)

=

n
∑

i1,...,in−1=1

ai11ai22 · · ·ain−1n−1

(

n
∑

in=1

ainn det(ei1 , ei2 , . . . , ein
)
)

=

n
∑

i1,...,in=1

ai11ai22 · · ·ainn det(ei1 , ei2 , . . . , ein−1
, ein

)

~Æ�L����� det(ei1 , . . . , ein
) = 0 � ��
�
�U iA��/�F±ÇVH:d:F�X�/AEseI_�/�F�X�Z ⇒U�O&�	��� p�7?9�9]/ �,��� =:>@/A5�6�_S_�/�È®/A5�9b7?2�682�FS3�H:/�H

=
∑

σ∈Sn

aσ(1)1aσ(2)2 · · ·aσ(n)n det(eσ(1), eσ(2), . . . , eσ(n)n)

O������br#t�����u&��
v���,�
=

∑

σ∈Sn

a1σ(1)a2σ(2) · · ·anσ(n) det(eσ(1), eσ(2), . . . , eσ(n))
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�PÀ�Á E�X�Z:F�/A[NE�\�9�9]/�245�F�E�X�Z ���-� f�3I5�9]F�/�5�7?H:e ⇒

=
∑

σ∈Sn

(−1)sgnσaσ(1)1aσ(2)2 · · ·aσ(n)

=
∑

σ∈Sn

(−1)sgn σa1σ(1)a2σ(2) · · ·anσ(n)
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