inneres Produkt Vektorraum

Vektorraum V' iiber K (K =R,C)
Abbildung ¢ in zwei Variablen p:VxV-=K
heift inneres Produkt (auf V') wenn
(a) p(v+v,w) = p(v,w) + (v, w)

(b) w(Av,w) = Ap(v, w) Ae K
(c) (v, w) = p(w,v) hermitisch
(d) v£o0 = p(v,v)>0 positiv definit
(c) = o(v,v) € R

iiber R: symmetrische Bilinearform
(c) & o(v,w) = p(w,v) symmetrisch
(b) und (c) = (br) @(v, Aw) = Ap(v, w)

iiber C: hermitische Sesquilinearform
(b) und (c) = (be) (v, Mw) = Xp(v, w)

V heift Vektorraum mit innerem Produkt (Prihilbertraum)
(inner product space)
tiber R: euklidischer (Vektor-)Raum

tiber C: unitdrer (Vektor-)Raum

Schreibweise: oft (v, w) = p(v,w) auch: (v | w)
héufig (Physik) auch umgekehrt: (v,w) = p(w,v) (iber C)
(Bemerkung) verwandte Begriffe sind
(Vv eV) v#o = p(v,v)<0 negativ definit
(Vv eV) o(v,v) >0 positiv semidefinit
(Vv eV) o(v,v) <0 negativ semidefinit
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inneres Produkt Vektorraum

Vektorraum V mit innerem Produkt induziert
— 1/2
Norm |lv]] = (v, v)

normierter Vektor = |jv| =1

es gilt: |{(v,w)| < v - [Jw]| (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
es gilt: v+ w|* + |v — w|* = 2(||v||* + ||w|?) (Parallelogrammregel)
Metrik d(v,w) = [Jw — ||
sowie Winkel cos Z(v,w) = v

[o]] [Jwl]
speziell v 1w % (v,w)=0 orthogonal, senkrecht

es gilt: ||v||> + Jw))® = v+ w|® & v Lw (Satz des Pythagoras)

bi,...b, orthonormale Basis d.h. normiert, paarweise orthogonal
= <b1, b]> = 5ij
Gram-Schmidtsche Orthogonalisierung
rekursive Konstruktion einer orthonormalen Basis

Ausgangspunkt: v1,...,V, Basis (oder nur linear unabhéngig)
(k=1) by = L
[oa ]
(k—1—k) b1,...,bk_1 sind orthonormal
k—1
setze v, = vk — Z (vy,, bi) by
i=1
= (vl,b)=0firi=1,... k-1
/
also b = Ui“
o
normierter (Vektor-)Raum V' Norm ||-]|: V = R
mit |v]| > 0und ||v]| =0 & v=o0
[Av]] = [A[ f|v]]
v+ wl|| < |v| + |w| Dreiecksungleichung
metrischer Raum S Metrik d: S xS — R
(Distanz-, Abstandsfunktion)
mit d(v,w) > 0und d(v,w) =0 & v=w
d(v,w) = d(w,v) Symmetrie
d(v,w) < d(v,u) + d(u,w) Dreiecksungleichung
es gilt d(v,w)
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